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Resumo

Na classe dos métodos de regularizagao iterativos, os métodos tipo
Kaczmarz sao uns dos métodos mais utilizados para resolver problemas
na matematica aplicada. No entanto, na literatura a quantidade de re-
sultados sobre convergéncia e as respectivas taxas de convergéncia nao é
abundante. Este trabalho trata da anélise de convergéncia de algumas
versoes do método de Landweber-Kaczmarz, obtendo convergéncia e
estabilidade do método modificado com um parametro de relaxamento,
e taxas de convergéncia no método para operadores lineares em bloco
nas versoes simétrica e nao simétrica. Finalmente, compara-se me-
diante experimentos numeéricos o desempenho dos métodos estudados
com o desempenho de métodos bem estabelecidos.

Palavras-Chave: Problemas inversos, problemas mal postos, mé-
todos de regularizacao iterativos, Landweber-Kaczmarz, taxas de con-
vergéncia.
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Abstract

In the class of iterative regularization methods, Kaczmarz type
methods are some of that are more often used to solve problems in
applied mathematics. However, in the literature the amount of con-
vergence results and their convergence rate is not abundant. This
work deals with the analysis of convergence of some versions of the
Landweber-Kaczmarz method, obtaining convergence and stability of
the modified method with a relaxation parameter, and convergence ra-
tes for method for linear block operators in versions symmetrical and
non-symmetrical. Finally, the performance of the methods is compared
with the performance of well-established methods.

Keywords: Inverse problems, ill-possed problems, iterative regu-
larization methods, Landweber-Kaczmarz, convergence rates.
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Introducao

Uma grande quantidade de problemas em engenharia e ciéncias apli-
cadas estao relacionados com a determinacao de uma quantidade fisica
x a partir de dados observados de uma outra quantidade fisica y. Essas
quantidades estao conectadas mediante uma relagao funcional dada de
forma explicita ou implicita. Embora a relacdo funcional seja conhe-
cida de forma explicita, nem sempre é possivel obter de forma analitica
a quantidade z em funcao de y. Para resolver esse problema, usam-se
ferramentas numeéricas, mas quando a relacao funcional inversa que co-
necta y com x nao tem “boas propriedades” as aproximagoes numeéricas
tornam-se instaveis. Aqui entram no jogo os métodos de regularizacao
para tornar estaveis problemas de aproximacao instaveis.

No Capitulo 1, definem-se os conceitos de problema inverso mal
posto, método de regularizacao e as nogoes de convergéncia e taxas
de convergéncia desses métodos. Depois, expoem-se 0os métodos nos
quais esta baseado o presente trabalho: os métodos de Landweber e
de Landweber-Kaczmarz para dados exatos, y, e dados com ruido g°.
Aqui a teoria ndo é tratada detalhadamente, ja que o objetivo deste tra-
balho é estabelecer taxas de convergéncia para os métodos estudados.
No entanto, uma abordagem rigorosa pode ser encontrada nas referén-
cias. Finalmente, apresenta-se um resumo dos resultados de convergén-
cia/taxas para os métodos tipo Kaczmarz obtidos nos tltimos anos.

No Capitulo 2, apresenta-se em detalhe a andlise de convergéncia
para o método de Landweber-Kaczmarz para operadores nao lineares,
tanto para dados exatos como para dados com ruido.

No Capitulo 3, apresentam-se as versoes nao simétrica e simétrica do
método de Landweber-Kaczmarz para operadores em blocos lineares e
se estabelecem taxas de convergéncia para ambas variantes do método.

No Capitulo 4, compara-se o desempenho dos métodos estudados
nos Capitulos 2 e 3 com métodos tipo Landweber e o0 método Steepest
Descent.






Capitulo 1

Regularizacao de
Problemas Mal Postos por
Métodos Iterativos

Neste capitulo serdo definidos conceitos tais como “Problemas in-
versos”’, “Problemas Inversos Mal Postos” e o que se entende por um
método de regularizacao para essa classe de problemas junto as no-
¢oes de convergéncia e taxas de convergéncia para métodos de regula-
rizacdo. Definido isso, apresentam-se como estratégias de regulariza-
¢ao para problemas inversos mal postos, os métodos de Landweber e
Landweber-Kaczmarz no contexto de espacos de Hilbert gerais.

1.1 Problemas Mal Postos

Os problemas inversos pertencem a uma das areas da matemaética
aplicada com maior crescimento nas ultimas décadas, principalmente
porque muitos problemas proprios da engenharia e ciéncias podem se
enquadrar nessa classe de problemas.

Se entende por Problema Inverso aquele que consiste em determinar
causas em fungao de efeitos observados. Sendo mais preciso, ao falar
de um problema inverso implicitamente se estd falando de um outro
problema, que seria o problema direto. Ambos problemas sdo inversos
mutuamente e portanto a solu¢ao de um envolve a solucao do outro.



Formalmente, no contexto do presente trabalho, dado um operador
F : X — Y entre espacos de Hilbert X e Y, a equacao

Fr)=y (L.1)

é uma representacao geral do problema direto-inverso; o problema di-
reto é: dado x € X achar y € Y, e o problema inverso: dado y € Y
achar * € X. Geralmente, os problemas inversos que aparecem na
préatica correspondem a modelos matematicos que nao sao bem postos,
onde segundo Hadamard, um problema matematico definido mediante
a equacdo (1.1) é bem posto se para todos os dados admissiveis existe
uma dnica solucao z, a qual depende continuamente dos dados. Se uma
dessas condicoes ¢ violada, o problema é chamado de mal posto, isto
é, o critério de Hadamard diz que o problema inverso na equacdo (1.1)
é bem posto se o operador F' é uma bijecdo com inversa F'~! continua.

Geralmente, na pratica, nao se conhece com precisdo os valores
dos dados y para o problema inverso, porém, s6 se dispoe de dados
aproximados 3°, os quais nio necessariamente pertencem & imagem do
operador F', cujo erro ou nivel de ruido é comumente gerado pelos ins-
trumentos de medicao os quais tem uma precisao obviamente limitada
(ndo infinita). Os dados aproximados ficam a uma distancia que nao
supera o valor § > 0, isto é

ly —y°l <6 (1.2)

onde § é chamado o nivel de erro ou nivel de ruido.

Frequentemente na préatica, o problema inverso na equacao (1.1) é
mal posto ou mal condicionado, por exemplo, quando o operador F' é
compacto e nao degenerado, o que implica que a inversa nao é conti-
nua. Matematicamente, a questao da existéncia de solugoes pode ser
enfraquecida aumentando o espago solucdo. Em relacao & unicidade
sua auséncia indica que estao faltando informagcdes no modelo. Pode-se
adicionar propriedades, impor condicoes ao operador, ou ainda, esco-
lher uma entre as varias solucoes, a qual melhor corresponda ao modelo.
Agora no caso de que exista solugao para o problema inverso na equagao
(1.1) a violagao do terceiro critério de Hadamard, isto ¢, a dependén-
cia continua dos dados, é de vital importancia, j& que a auséncia da
propriedade de dependéncia continua dos dados pode provocar sérias
dificuldades numéricas. Para manter essas instabilidades sob controle,
propoem-se os chamados Métodos de Regularizagao, os quais, permi-
tem obter uma aprozimagao estdvel e convergente (conceitos a serem
definidos mais para frente) para uma solugdo do problema em funcao
do nivel de ruido 6. Em termos gerais, o processo de regularizagao



¢é a aproximacado de um problema mal posto por uma familia de pro-
blemas bem postos. A maior dificuldade num problema inverso mal
posto na forma da equacio (1.1), é o calculo de uma solugdo z* quando
dispoe-se de dados com ruido %, ja que como o operador inverso F~! é
descontinuo, pode gerar (e geralmente gera) solucoes inadequadas para
o problema. Portanto, é necessario procurar uma aproximacio x2 de
z* que seja possivel de calcular de maneira estavel, no sentido de que
dependa, continuamente dos dados observados ¥°, e que convirja a so-
lugao z* quando o nivel de ruido tende para zero, dada uma escolha
adequada do parametro de regularizagao a.

Para ver em detalhe a teoria de regularizacao para problemas inver-
sos sugere-se ao leitor consultar [8], onde sdo apresentadas alternativas
de escolha do parametro de regularizacio . E importante ressaltar que
a escolha do parametro de regularizacao requer um balanco entre esta-
bilidade e precisao para a solucao aproximada regularizada xi. Para
tal, uma estimativa de ¢ na relagio (1.2) é fundamental.

Quando um método de aproximagao é de fato um método de regu-
larizacao, isto é, é estavel:

§ 0—0
Ty — Ta
e é convergente:
§ a,0—=0

«@ 9

cabe a pergunta sobre a rapidez da convergéncia. Infelizmente, em
geral a convergéncia de um método de regularizacao para resolver um
problema mal posto pode ser arbitrariamente lenta, por isso as taxas
de convergéncia podem ser obtidas somente em subconjuntos de X
e determinadas por informacgoes a-priori sobre a solucdo exata x* ou
sobre os dados y. Estas informacoes a-priori sao formuladas em termos
das chamadas condi¢des de fonte ou source conditions (para maiores
detalhes veja [8]). Finalmente, entende-se por taxa de convergéncia
para um método de regularizacao a taxa para a qual acontece

|28 — 2% =2 0.



1.2 Regularizacao por Métodos Iterativos

Na pratica, o problema direto ¢ muito melhor entendido que o pro-
blema inverso, por isso, para resolver os primeiros existe uma grande
quantidade de bons algoritmos e software computacional, isto é, soft-
ware para avaliar F'(x) dado um determinado x € X. Entéo, ¢ uma boa
ideia tentar resolver o problema inverso mediante iteragoes sucessivas,
usando essa bateria de softwares e algoritmos.

Os métodos iterativos tem uma propriedade de auto-regularizacao,
no sentido que o término antecipado do processo iterativo tem um efeito
regularizador, ou seja, o indice da iteracao faz a funcao do parametro
de regularizacdo « e, o critério de parada faz a funcdo do método de
selecao do parametro. Para ver um estudo detalhado das propriedades
de regularizacdo que possuem os métodos iterativos veja [8,16].

1.2.1 Meétodo de Landweber

A condicao de otimalidade de primeira ordem para o problema de
minimos quadrados nao linear

1
. - F _ 2
min o || F(z) —y]I%

é a equacao normal
F/(2) F(x) = F'(x)"y, (1.3)
onde F'(z) é a derivada de Fréchet de F em z € X e F/(z)* é o

correspondente operador adjunto. Transformando a expressdao (1.3)
em uma iteracdo de ponto fixo obtém-se

z=z—F'(z)"(F(z) —y), (1.4)

logo denotando por z° as iteracdes no caso de dados com ruido 3° (e

por z, no caso de dados exatos y) obtém-se a iteragdo de Landweber
5 s 5\* 5 s
Tpy1 = Ty — Fl(a5)"(F(ay) — 7). (1.5)

Um estudo detalhado deste método para os casos em que o operador F
é linear ou ndo linear pode ser encontrado em [8,16].



1.2.2 Meétodo de Landweber-Kaczmarz Cléssico e
o Método Loping-Landweber-Kaczmarz(LLK)
em Espacos de Hilbert

O método de Landweber atua sobre problemas da forma da expres-
séo (1.1), ou seja, para uma equacio. No caso de ter um sistema de
equagoes, uma alternativa seria agrupar elas num operador por blocos
ou com estrutura vetorial (com valores num espago produto). Essa al-
ternativa implica que em cada iteracao tem que avaliar todos os opera-
dores envolvidos simultaneamente na aproximacao atual, atividade que
para um grande nimero de equagdes torna o processo pouco econdémico
computacionalmente. A seguir serd definido o problema para o caso de
um sistema de equagoes.

Considere o problema de determinar alguma quantidade fisica = €
X a partir de p € IN dados (yz)f;ol C YP os quais estdo funcionalmente
relacionados por

Fi(z)=v",i=0,...,p—1 (1.6)

onde F; : D; C X — Y sao operadores entre espacos de Hilbert X e Y
com respectivos produtos internos (-, ) x, (-, )y, € as normas associadas
II-llx, || - lly- Quando o contexto é claro serdao usados (-,-) e || - ||
por simplicidade. Como ja observado, na pratica, os dados ndo sao
conhecidos de maneira exata, ou seja, s6 sao disponiveis aproximacoes
y%" dos dados exatos satisfazendo,

||y61_yzH <§i= 2207719_1 (17)

Ao longo deste trabalho se assume que o sistema de equacgoes (1.6)
tem pelo menos uma solucao x* € ﬂf;ol D;. O proposito do presente
trabalho é estudar sistemas de equagbes do tipo (1.6) para os quais a
solucdo z* ndo depende continuamente dos dados 3°, ou seja, quando
o problema inverso definido pelo sistema (1.6) é mal posto e portanto
precisa ser regularizado.

Existem pelo menos dois conceitos basicos para resolver problemas
mal postos da forma do sistema (1.6): Métodos de Regularizacdo Ite-
rativos e Métodos de Regularizacao de Tikhonov, mas ambos métodos
sdo ineficientes para p grande ou se as avaliacGes de F;(z) e F/(z)* sdo
custosas computacionalmente. Uma alternativa sao os métodos de tipo
Kaczmarz (veja [15]), que consideram de forma ciclica cada equagio no
sistema (1.6) de forma separada e, portanto, sdo muito mais rapidos e
sdo frequentemente os métodos escolhidos na pratica.



O método Landweber-Kaczmarz classico é definido por

/ * (n]
@1 = @5, — Fly (@) (Flny(a7) =" ), (1.8)

onde [n] :=n mod p € {0,1,...,p— 1}. Note que para p =1 tem-se o
método de Landweber.

Observacao 1.1. E imediato observar que a estratégia tipo Kaczmarz
pode ser usada conjuntamente com qualquer outro método iterativo para
resolver problemas mal postos, por exemplo, métodos tipo Newton, etc.
Essencialmente, aplica-se uma iteracao do método escolhido para cada
uma das equagoes do sistema de forma ciclica.

Para resolver o sistema (1.6) com a relacdo (1.7) sera usado o método
de Landweber-Kaczmarz incorporando um parametro de relaxamento
bang-bang ao método de Landweber-Kaczmarz cléassico (veja [20]), com-
binado com um novo principio da discrepancia, isto &,

" [n]
T 41 = Ty — wnFly (20)" (Fny () —9° ), (1.9)
com
5 sl n
Wy 1= wn((s, y‘s) = {lv ||F[n](xn) ) ,H.> T(S[ ] (110)
, caso contrario.

onde 7 > 2 é uma constante escolhida apropriadamente. A iteracao
acaba quando ||Fj(x%) — % || < 767, Vi € {0,1,...,p — 1}. Essa va-
riante do método de Landweber-Kaczmarz classico serd chamado de
loping Landweber-Kaczmarz (LLK). Para dados exatos (' = 0, Vi €
{0,1,...,p — 1}) tem-se w, = 1,Vn € N, e assim neste caso parti-
cular o método LLK é o método de Landweber-Kaczmarz classico. A
seguir, e para contextualizar o trabalho feito nos préximos capitulos,
apresenta-se um breve resumo sobre os resultados de convergéncia e
taxas de convergéncia obtidos nos tltimos anos.

1.2.3 Relagao Historica de Resultados Obtidos para
Métodos Tipo Kaczmarz

A pesquisa dos métodos de Landweber-Kaczmarz para problemas
mal postos comegou cerca de doze anos atras (veja [20]), onde a con-
vergéncia (sem taxas) foi provada para dados exatos, e a prova de con-
vergéncia para dados inexatos foi incompleta. A prova completa de
convergéncia para dados inexatos (sem taxas) foi feita em [13].



A seguir, apresenta-se um breve resumo dos resultados de analise
de convergéncia para métodos tipo Kaczmarz, para os casos linear e
ndo linear:

[2006] Tteratively-Regularized-Gauss-Newton-Kaczmarz [3];

convergéncia com taxas;

[2007] Landweber-Kaczmarz [11,13]; convergéncia sem taxas;

[2008] Steepest-Descent-Kaczmarz [6]; convergéncia sem taxas;

[2009] Expectation-Maximization-Kaczmarz [12]; convergéncia sem

taxas;

[2009] Block-Maximization-Kaczmarz [10]; convergéncia sem taxas

para sistemas lineares;

[2010] Levenberg-Marquardt-Kaczmarz [2]; convergéncia sem taxas;

[2011] Tterated Tikhonov-Kaczmarz [5]; convergéncia sem taxas;

[2011] Paralell-Regularized-Newton-Kaczmarz [1]; convergéncia sem

taxas.

No préximo capitulo, apresenta-se a anéalise de convergéncia para o
método LLK.
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Capitulo 2

Analise de Convergéncia
do Método
Landweber-Kaczmarz

Neste capitulo serao apresentados os resultados de convergéncia do
método LLK, isto &, convergéncia para dados exatos (Teorema 2.1) e no
caso de dados com ruido (Teorema 2.2) o método LLK mais o critério
de parada (a ser definido), € um método de regularizacao.

Ao longo do presente trabalho serdo assumidas hipoteses que sdo pa-
drao na anélise de convergéncia de métodos de regularizagao iterativos.
No contexto do sistema de equagdes (1.6), supde-se que os operadores
F;,i=0,1,...,p — 1 sao Fréchet diferenciaveis e que dp > 0 tal que
Vi=0,1,...,p—1, tem-se

p—1
IF/ ()| <1, @ € By(zo) C D:= (") D (2.1)
=0

1Fi(z) = Fi(7) = Fj(z)(z = D)y < nllFi(z) - F@)]y

Va,Z € By(xg) C D, (2.2)

com0<n<1/2eB,(z9) ={r € X :|lz—z0| < p}. Além do anterior,
o pardmetro 7 de (1.10) satisfaz,

T>2 > 2. (2.3)

1—-2n

11
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Como foi apontado no capitulo anterior, para dados livres de ruido o
método LLK é equivalente ao método de Landweber-Kaczmarz classico,
mas no caso de dados com ruido, os métodos de regularizacao iterativos
precisam terminar as iteracoes antecipadamente, fato que se consegue
com um critério de parada adequado. No seguinte lema, obtém-se uma
estimativa relacionada com a monotonicidade do erro, |le,|| := ||z8 —

x*||, resultado que motiva a defini¢do do critério de parada para o
método LLK.

Lema 2.1. Seja 2™ uma solugdo do sistema (1.6) na bola B, /s(z0),
com os operadores F; Fréchet diferencidveis em B,(x¢) satisfazendo
(2.1) e (2.2). Seja {xl}n.ew a sequéncia definida por (1.9), (1.10) e
ainda suponha que para certo n € IN, 2% € B,2(x*) C Bpy(x0). Entao

=

(201 + )61 — (1~ 20) | Fa2) — 9"

o —a? — =
[n]
< wpll Frpy (23) — °

(2.4)
onde [n]:=n modpe {0,1,...,p—1}.

Prova: Para w, = 0 a desigualdade segue de 25, = 29, logo para
wp # 0 tem-se

6 *HQ_

[ e

5

no
é 8 8 1 ) 1
=2 (<$*,In> - <I*,I‘n+1>) - Han2 + <zn+1 + Inaxn-‘rl + ‘Tn>
& & 6 & 1 5 .0
= 2<JL‘*, Ty, — ‘Tn+1> =+ ||‘Tn+1 - xn”z + 2<xn+1 - xn’xn>

§ .0 § § §
= 2<.’E* — Ty, T, — xn+1> + ||xn+1 - xn”?

1.9) * * [n]
=) 20, (2% — 2, By (28)* (Fig(28) = y°") + lad sy — 23
* [n]
= 20, (Fly (20 (@® — 23), Fy(@8) — 7" + |24y — 232
* [n] [n]
= 2w (Fpy(2p) (2" — 23) £ (Fpy(29) —¢° ), Fyy (29) —¢° )
+ el — o)
= 2 (Fy () = Fig(a*) = Fly (@%) (2l — a*) +y — "

[n] [n]
Fia(20) = 9° ) = 2wn|Finy () = 9° 7 1% + ll2541 — 20

= (2" —ap 0" —ap ) — (" —a),2" —aj)

—

c.s, (%)

2.2 " [n] [n]
< 200 (0l (05) = Fla @)+ ly = ™" 1) 1Py 25) — 57|
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5ln]
— W[ Fny(20) — 2

sl (n]
<20, ( (||F[n] a8 | g (ad) - 57
— Wl Fipy (23) — ||2
n [n]
= wall g (25) = | (200 + D3 = (1= 20) | By () = ")

obtendo assim a estimativa desejada.
Em (x) foi usado (1.9) e (2.1) para obter,

st ()
1251 =201 = wh | Fpy (20) " (Fpny (20) =y " )II* < wnl|Fjy () =" |17,

A seguir, e motivado pelo Lema 2.1, define-se o indice de parada
para o método LLK.

Definigao 2.1. Define-se n := nl(y%), o indice de parada para o

*

método LLK, como o menor inteiro mailtiplo de p € IN tal que

6 _ .0 _ _ .0
.’I;ni = .’L'n£+1 == xni+p. (25)

Agora, usando o Lema 2.1 e o conceito de indice de parada para o
método LLK, tem-se o seguinte resultado de monotonicidade do erro
lenll := ll2p, — a*|:

nll == ||xS, :

Lema 2.2. Sejam z*, F;,i=0,...,p—1e¢ xfl como no Lema 2.1 e n®
como definido em (2.5). Entio,

2y — || < llad —2*|, n=0,...,n, (2.6)

e (2.5) implica wys ; = 0, para todo i € {0,...,p — 1}, isto é
IF(22,) —y* || < 76%,i=0,....p—1. (2.7)

Prova: Nas hipoteses do Lema 2.1, se w,, = 0, entdo (2.6) é satisfeito
ja que nesse caso xi 11 = J;‘ZL. Caso contrario, da definicao de w, em
(1.10) e de 7 em (2.3) tem-se

Py ) o 2041) s
[y () =9 [ > 76 > oy O
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o que implica
201+ sl — (1= 20) | Fyy () =" || < 0,

e dessa forma o lado direito da desigualdade (2.4) é ndo positivo obtendo
assim a desigualdade (2.6) para esse n. A prova da desigualdade (2.6)
é completada por inducgdo sobre n. Para n = 0, como z§ € B, a(x*),
entdo a desigualdade (2.6) implica § € B,s(2*) C B,(wz). Agora,
para 0 < n < n tal que 2% € B,/»(z*), tem-se novamente por (2.6)
que 20 4 € B,/2(x*) C B,(wo), logo é vélida para todo n = 0,...,nJ,
o que completa a prova. Para provar (2.7), usa-se a desigualdade (2.4)
com n =nd+1i,i € {0,...,p— 1}. Pela defini¢do de n’, tem-se que
1 1

Tps ;= Tys € [n9 + i] = ¢, assim

0 < ws il Fi(ads) — ¢ | (2(1 +m)8" = (1= 2n)||Fi(xps) — 2/51”) ;

para i € {0,...,p — 1}. Se wys; # 0 para algum i € {0,...,p — 1},
entao necessariamente,

2(1+ 1) — (1—25)[|Fi(ad) =% | > 0,

o que implica por (2.3) que [F;(z?;) — ¥ || < 70% o que contradiz a
defini¢ao de wy,s 4, logo wys4; = 0, para todo i € {0,...,p—1} e assim
obtém-se (2.7). |

Note que para n > n?, tem-se w,, = 0 e assim a:‘5

método LLK torna-se estacionario apés o indice n?.

Agora, usando o resultado anterior tem-se a seguinte proposicao.

6 . P
=T, 1sto é, o

Proposigao 2.1. Nas hipdteses do Lema 2.1, obtém-se as sequintes
estimativas

nd—1
s - siN\2 N sl 5112 7l[xo — *|?
n2 (7 min(§"))* < 2230 wally”™ = Fa@)l® < g5 =505
_ (2.8)
e para dados exatos, isto é, y° =1y', Vi=0,...,p—1, tem-se

Z Hy F[n] :cn)||2 < 00. (2.9)
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Prova: Paran = 0,...,n% — 1, como w, = 1, por definicio infere-se
que M < 710" — Fi,(22)]|. Chamando de e, = x,, — 2* e usando
(2.4) tem-se,

[n] _
lent1l? = llenll” < wnlly®™ = Fig(@)I” (2071 (1 +n) + 20— 1),

o que implica por (2.3),

(Y2 < ol — By (8P < ool = llennall
- PRI =T o —2r (14 )

e assim,

(llenll = llent1[*)
(1-2n7r-21+7n)

. i [n]
(rmin(0"))* < wnlly®" = Flag(zp)|? <

Somando na tultima desigualdade em n = 0,...,n% — 1, tem-se,
S < S ™ et < el = lewt )
#\T 1 = nllY PR = oy —2(1 + )

n=0

obtendo finalmente,

nd—1
§ : 7)) 2 S st 512 THxO —.Z‘*||2
ng (7 min(d < E wnlly® " — Fi (2, < .

Agora, para dados exatos §' =0, Vi =0,...,p — 1, de (2.4) se deduz,
Zns1 — 2| = lon — 2|1 < (20 = 1) Fyny (20) — 5™,

e somando obtém-se a estimativa,

N * *
ZHF (gj )7y[n]||2 < on*x ”27”1'N+1*z ”2
L = 1-2y
_x]]2
o =212 "y e,
1-2n

de onde infere-se que a sequéncia de somas parciais é limitada, e assim
finalmente pode-se tomar limite quando N — oo para obter

|zo — =*|?

F n) — ]2 « 120 — & 1
3 o)~ < P <o
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de onde obtém-se o resultado. ]

Da Proposigdo 2.1, especificamente por (2.8), infere-se que neces-
sariamente n0 < co e assim a iteracio termina num ntmero finito de
passos.

Na seguinte proposicao, apresentam-se algumas propriedades das
solucoes de (1.6) numa bola B,(xo). A prova feita no presente trabalho
melhora a prova feita em [20] (Proposigdo 4.1), que é incompleta.

Proposigao 2.2. Sejam os operadores F;, i =0,...,p—1 satisfazendo
(2.1) e (2.2). Se x* € B,(xg) € uma solug¢io do sistema (1.6), entdo

1. toda outra solucdo de (1.6), T* € B,(xo) satisfaz,
¥ =T e N(F/(x*)),Vi=0,...,p—1,
onde N'(A) € o nicleo do operador linear A,

2. emiste uma x-solucdo de norma minima, z' € Bp(xo), isto €, xf
€ uma solugdo de (1.6) e satisfaz

T — inf llz —
|z zo| :11}618”95 zo|

onde S := {x € B,(z0) : « satisfaz (1.6)}

3. a xo-solucdo de norma minima x' € unica e satisfaz

p—1
zf —zg € (ﬂ N(Fi/(xT))>

=0

1

Prova:
1. De (2.2) tem-se que para todo i € {0,...,p—1} e Va,Z € B,(z0)
1Fi(z) = B@)| = [|1F (2) (2 = D] < nll Fi(z) — B @),

e lembrando que 1 < 1/2, infere-se,
~ 1 ~
| Fi(z) — F3(@)]| < EHF{(I’)(JJ — ).

Similarmente tem-se,

1, N N
mIIF' (x)(x —2)|| < [|Fi(z) — F(z)|,

K2
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e assim,

I F @) - D < [F @) - B@I < | F@) e - 5]
—||F{(z)(x — T W(x) — F(@)|| < ——||Ff (z)(x — 2)||,
1+n" " - 1—7n

(2.10)
logo para z*,z* € B,(xo) solugdes, tem-se || Fj (z*)(z* —z*)|| = 0,
para todo i € {0,...,p — 1}, provando assim o item 1.
. Defina

= inf ||z —
m := inf ||z — o,

e escolha o > 0 tal que m < ||z* — z¢|| < 0 < p. Defina agora

S, :={x € By(x0) : = satisfaz (1.6)} C S,
entao usando a definicdo do infimo tem-se,
inf — =m.
inf e =l = m
Seja {zy trew C S, tal que

k—oo
|k — 2ol — m.

Como {xy}rew C B,(xo), entdo é uma sequéncia limitada e por-
tanto possui uma subsequéncia fracamente convergente, que se
denotard da mesma maneira, e cujo limite fraco serd denotado
por . Como os operadores F; sdo Fréchet diferenciaveis, entio
os operadores lineares F(z*) sdo limitados e portanto
F/(z*)(xp — 2*) = F/(z*)(x — 2*), Vi=0,...,p— 1.

Da semicontinuidade inferior da norma na topologia fraca num
espaco de Hilbert segue que,

IN

[ — ol

1F (@) (& — 27|

liminf ||z — xo]|, (2.11)
k— o0

A

liminf ||F/(z*)(x) — 2*)|]. (2.12)
k—o0

Como zi,x* € S, Vk € IN, pelo item 1 da presente proposicao,
tem-se

|F/(z*)(x —x*)|]| =0, Vi=0,...,p—1,Vk € N,
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e assim por (2.12), ||F/(z*)(Z —2*)|| = 0,Vi =0,...,p — 1. Por
(2.11), segue que T € By(xg) C B,(xo), logo por (2.10) z &
solucdo do sistema (1.6), isto &, T € S, e assim,

— > inf — .
|Z — zo|| > flergﬁ |z — o]l
Finalmente, como

inf ||z — ol = lim ||z —zo|| = liminf 25— o] > [F—
nf [l ol = lim o~ zo|l = limint ax—aol| > 7ol

infere-se que x € uma xp-solucdo de norma minima.

. Defina o operador,

p—1
Fi=(Fy,....,F,1):D=(]D; C X =Y,
=0

entdo, o problema (1.6) pode se formular como F(z) = y, onde
y=(°%...,y"~"). Neste caso,

p—1
N(F'(z)) = (| N(F(x)),
=0

e como os operadores F;, i = 0,...,p— 1 satisfazem (2.2), tem-se,

IF(2) = F(@) = F'(2)(x = 2)l3»

=Y ||Fi(2) — Fi(&) — Fl(2)(= — D)3
=0

<0* Y |Fi(z) = F@)* = n*| F(2) = F@)5»,
=0

para todo z,7 € B,(xo), ou seja, o operador F satisfaz as hipo-
teses da Proposicdo 2.1 de [16], e assim z' é a tnica xg-solucdo
de norma minima na bola B,(x¢) e satisfaz,

€1

p—1
2t —xy € (N(F'(CB)))L = (ﬂ N(F;(x))) )
i=0

completando a prova.
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Agora apresenta-se a prova do primeiro dos resultados principais do
presente capitulo, isto é, a convergéncia local do método de Landeweber-
Kaczmarz para dados exatos.

Teorema 2.1. Assuma que os operadores F;, i = 0,...,p — 1, sdo
Fréchet diferencidveis na bola B,(x0), satisfazendo (2.1), (2.2) e que

(1.6) tem uma solugio em B, (xo). Entio, para dados exatos y° =
v, i=0,....,p—1, a sequéncia {x, }nen gerada por (1.9) converge para
uma solucdo de (1.6). Ainda mais, se x' denota a tinica xo-solucio de
norma minima de (1.6) em B,(xzo) e,

N(F/(z") c N(F(x)),¥i=0,...,p— 1, Yz € B,(x0), (2.13)

entao,
T n—>oo T
n

Prova: Seja 2% uma solugao de (1.6) em B,/5(xg). Defina
en =T —xp.

Pelo Lema 2.2, a sequéncia {||e, ||} new € monotona decrescente limitada
inferiormente por 0, logo é convergente para algum ¢ > 0. A prova
consiste em mostrar que {e,},en € uma sequéncia de Cauchy, o que
a sua vez implica que {z,}necn € uma sequéncia convergente, assim
feito isso, s resta provar que o limite de {z,}nen € uma solugdo do
problema (1.6).

Sejam j, k € Ng tais que k < j. Parak=ko-p+kiej=jo-p+ i1
com k1,71 € {0,...,p— 1}, seja kg < Iy < jo satisfazendo,

Z 1y° = Fs(@igpts)ll < Z y° = Fs(Zmo-pts)l, para ko < mg < jo.
(2.14)
Defina iy :=p—1el:=1ly-p+ ;. Entao,

lej —exll < llej — el + ller — exll

lej —ell® = (ej —enej —e)

= lesl®* = 2(ey, &) + [leal?
llejl1? = lledll* = 2(ej, er) + 2(er, e1)
llejl1* = lled® + 2(er — ej, er).
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Analogamente obtém-se,
ler — exl® = llexll® = el +2(er — en. ex).

Para k — oo, (|le;||? — [led]|?) e (llex||* — |le]|?) tendem a zero. Assim,

k—oo , .
para mostrar que ||e; —ex|| — 0, é suficiente provar que (e; —e;, ;) e
(e; —ex, ;) tendem a zero quando k — co. Pela defini¢do do método de
Landweber-Kaczmarz (1.8), a desigualdade triangular e a desigualdade
de Cauchy-Schwarz tem-se,

-1
|(er — en,er)| = <Z(xixi+1),i*xz>|

i=k
-1
= | (Fly o) (B () — ), 5" — )
i=k
-1

IN
=
—

8
5-/
(d,—‘
]
=

8

5-/

H

I

8
=

Agora é preciso estimar [|Fj;(2;)(2* — 2)||. Usando (2.2) e a desigual-
dade triangular tem-se,
[F7sy () (@ = zo) | = [1Fpy () (@ — @i + 23 — )|
= |Fa (@) = (Fiy (37) — Fjy(2:) — Fy(:) (@ — 22)
= Fiy (1) = (Fay (@) — Fig (1) — Fy (i) (@i — )|
< Fap (%) = Fa ()|l + 0l (77) — Fay (@) |
+ 0l Figy (i) — Fiag (27) + F (27) — Flap (@) |
< (14 )y = Fg(e)| + 2nllyt™ = Fi ().

Combinando as duas tultimas estimativas obtém-se,

-1
et — exse)l < (L+m) D 1y = Fyg(aa)[llly® — Fag(z)l
=k (2.15)

+2n2 Iyt )%
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k—
Isto mostra que (e; — ex, e;) — 0, se

-1

i i k—o0
> Iyt = B (@) lllly™ = Frg ()| =30, (2.16)
i=k

j& que por (2.9) tem-se,

i k
ley T — Fiy(z:)|? =3 0.

Para provar (2.16), ¢ necessario primeiro achar uma estimativa para
|yl — Fij)(z1)||. Fazendo i =ig - p+i1 com iy € {0,...,p— 1}, tem-se,
Iy = Fig ()l = g™ = F (g0,

< Hy“ - Fil (mlO';DJril)” + HFH (xlo'erh) - Fil (‘rZO'p+ll)“’
e por outro lado, usando (2.10), (2.1) e (1.8) obtém-se,

I1—1
HFi1 (mlO'PJrh) — I, ($10'p+11)H = Z (Fil (xIO'PJrS) - B, (xZO'P+5+1))H
s=11
I1—1
<Y N Fu @t prs) = Fiu (Tt prsi) |
S:il
I1—1
S Z || F L (@lop+5) (T pts — Tigoprs+1) |
s=11
1 -1
ST 1_ Z 1 Z1gp+s — Tig-prstll
s=1;
-1
= 15 2 1Fi @) (Bulengpes) =)l
s=11
11—1
S Z 1 Fs(zig-pts) — 9l
S= Zl
= Z 1 Fs(210-p+s) — ¥°1I,
s=11
assim, como
p—2

Iy = Bty ) | < 37 1Fs(to pes) = o7l

S:il
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tem-se,

ly™ = Fyp ()| < ZIIF (T1g-pts) = ¥°I

311

Usando (2.14) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se,

-1
> Ny = Fgaa)llly™ — F(zo)l

i=k
lo
< Z Z ||y71 - B, ‘rmo P+Z1)H||y - B, (xlo'P-Hl)H
mo=ko 11=0
9 _ 219 lo p—2
S Z Z 1y = Fi, (2my- ptin) | Z ly* = Fs(2ig-p+s)|l
mg ko \t1=0 s=11
9 _ 7] lo p—1 2
<, 2 <Z Iy Fi1<xm0.p+i1>||>
mo k() 2'170
lo
< 719 Z Z ly™ = iy (mgp+i)I°
mo=ko 11=0
2—n )
< ﬂp Z ”ym - F[i[(xi)||2-

i=k—ks
(2.17)
Como (k—kq) "% 50, usando (2.9) prova-se (2.16) e assim por (2.15)
tem-se que (e; — ex,e;) — 0 quando k — oo. Analogamente, e tendo
cuidado em trocar os indices dos somatorios correspondentes no caso
k < j < l(que acontece quando ly = jo), prova-se (e; —ej,e;) — 0
. k—oo k—oo . ,
quando k — oo e assim ||e; —e;|| — 0 e |e; —ex]| — 0, isto &,

lle; — exl| "2%° 0. Com isto infere-se que {en}nen é uma sequéncia de
Cauchy, o que implica que {2, },en € convergente. Seja z* o limite.
Novamente por (2.9), obtém-se que ||y — Fy(z)|] = 0 para n — oo,
0 que necessariamente implica,

ly* = Fi(@")[l = lim |ly" = Fy(znpa)l| =0, Vi=0,....p— 1,

ou seja, x* é uma solucdo de (1.6). Agora, pelo item 3 da Proposicéo
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2.2, (1.6) tem uma unica zp-solu¢io de norma minima z! que satisfaz,

p—1 L
= (ﬂ N(F{(ﬂ))) . (2.18)

i=0

Por (1.9) e (2.13) tem-se,

Tntl — Tn = F[/n] (mn)*(y[n] — Finy(zn)) € R(F[/n] (n)")
onde R(A) é a imagem do operador A, o que implica,
1

Tn4l — Tn € -/\/(F[/n](fl”n))L - f\/(F[/n](ﬂff))L - (ﬂ N(E"@U)) )
i=0

para todo n € IN, logo por inducao obtém-se,
1

T, — g € (h N(F{(x”)) , ¥Yn € IN.

=0

1
Assim, como (ﬂf:ol N(F{(:c*))) é fechado, tomando limite conclui-se,

1L

p—1

a* — g € (ﬂ N(H(ﬂf*)))
i=0

Finalmente,

1L

p—1
ot —a* =al —xg + g —2* € <nN(FZ’(xT))> ,

=0

e como zt —z* € (P ) N(F/(z1)), infere-se que z* = 2T, completando
assim a prova. [ |

A seguir, apresenta-se o ultimo resultado do presente capitulo, isto
é, o método LLK (1.9), (1.10) junto ao critério de parada (2.5) é um
método de regularizacdo. A prova feita no presente trabalho melhora
a prova feita em [20] (Teorema 4.4), que é incompleta.

Teorema 2.2. Sob as hipdteses do Teorema 2.1, para dados satisfa-
zendo (1.7) e com n’ definido como em (2.5), a iteragio do método
LLK, xii’ converge para uma solugdo de (1.6) em B,3(x0) quando

0 — 0. Se adicionalmente vale (2.13), entdao

§—0
.’L'ig — CCT
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Prova: Sejax* € B,/5(x0) olimite da sequéncia do método de Landweber-
Kaczmarz para dados exatos (Teorema 2.1) e seja {0 }rew C R’ uma

sequéncia tal que &, "—3 0 € RP. Defina yo := (¥ )y, k € N,
{y°* }ren a sequéncia correspondente de vetores de dados com ruido, e
seja ny, 1= nd*(y°) o correspondente indice de parada dado por (2.5)
aplicado ao par (&g, yoF).

Primeiro suponha que {ny}ren tem um ponto de acumulagio (com
relacdo & topologia da ordem em IN) finito n € IN, entdo sem perda de
generalidade pode-se assumir que para k grande n; = n. Assim, para
k grande, por (2.7) tem-se,

ly% — Fy(a)| < 6L, ¥i=0,...,p—1. (2.19)

Pela continuidade de F;, F}(x),i =0,...,p—1, na bola B,(x¢), para n
fixo, % depende continuamente de y°*, e assim por (2.19),

5 k—o

TSz, e ||y‘5’i€ —Fi(x‘s’“ koo

r o) = 0,Vi=0,....,p—1,

ou seja,
k—oo

s i\
Fi(x)F) — Fi(zn) =y",Vi=0,...,p—1,

isto é, a m-ésima iteracao de Landweber-Kaczmarz, x,, para dados
exatos ¢ uma solugdo de (1.6) e assim a iteragdo acaba com z* = z,

k— N .
e xi’; % z*, para a sequéncia {6k }rew convergindo para 0 € RP

arbitréria.

. . ~ k—oo .
S6 falta considerar entao o caso ny — 00, que é o caso observado
geralmente na prética. Seja n € IN arbitrario, entao pelo Lema 2.2

tem-se que para ng > n,
e — || < llafr — || < ll2F = all + |z — 27
Dado € > 0, pelo Teorema 2.1, existe ny := n1(e) € IN tal que,
lzn — 27| < €/2, Vn > ny.

Por outro lado, como ja foi apontado, xfﬁl depende continuamente de

y%*, logo x2* oo Tp,, 0 que implica que existe k; := k1(n;) € N tal
que,
Hxék — || < €/2, Vk > ky,

ni

portanto,

||acf1’;c —z"|| <€, Yk > ki(ni(e)) : ng > nqi(e),
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isto é,
S, ko0«

)k —w

Finalmente, se (2.13) vale, entdo como na prova do Teorema 2.1 tem-se,

1

p—1
a% — 39 € (ﬂ ./\/’(F;(ﬂ))) ,Vk e N,

=0

portanto, fazendo k — oo e usando o mesmo argumento que no Teorema
2.1 obtém-se z' = 2*, concluindo assim a prova. [
)



26



Capitulo 3

Taxas de Convergéncia

Neste capitulo serdao apresentadas duas versoes do método de Landweber-
Kaczmarz para operadores em blocos, a saber, a versao nao simétrica
(LK) e simétrica (sLK). Para essas versoes, obtém-se taxas de con-
vergéncia e também condic¢Oes suficientes para garantir essas taxas.

3.1 Problemas Inversos em Analise

Os problemas inversos a serem considerados sdo aqueles onde o pro-
blema direto estd dado por operadores com estrutura de bloco.

Sejam

A X =Y, i=0,...,p—1,

p operadores lineares onde X, Y;, 1 =0,...,p—1, sao espacos de Hilbert
reais. Quando for necessario se denotara por X¢ a versao complezificada
do espaco X, isto &, X¢ = {z1 + iz : x1,22 € X}. O objetivo aqui é
resolver o sistema de p equagoes,

Aix=vy;,1=0,...,p—1, (3.1)

onde os dados y;, no caso de ser dados com ruido serdao denotados por
yf, e assume-se que o sistema é mal posto ou mal condicionado. Na
sequéncia, as varidveis em negrito denotarao aquelas com estrutura de
bloco, isto é, elementos de espagos produto. Para resumir o sistema
como uma equagao, definem-se o operador A e o vetor de dados y por

Ag Yo
A= : ) :
Ap— 1 Yp—1

<)
Il
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Assim, A:X > Y, onde Y é o espaco de Hilbert Y = (Yp,...,Y,_1)
e portanto agora a equagao a resolver é

Az =75. (3.2)

Para controlar um possivel mal condicionamento, incorporam-se p ope-
radores de pré-condicionamento M; : Y; — Y;, i =0,...,p — 1, auto-
adjuntos definidos positivos, para assim obter a versao pré-condicionada
do sistema (3.1),

1 PR

M2Ax=M?y;,i=0,...,p—1, (3.3)
sistema que é obviamente equivalente ao sistema (3.1) ja que M; é
definido positivo para i = 0,...,p — 1. Além do anterior, reunem-se os

operadores de pré-condicionamento numa matriz diagonal por blocos
M

)

M = diag(M;), i =0,...,p— 1.

Como seré conveniente trabalhar com operadores e dados pré-condicionados,
definem-se

1 1
M02 AO M02 Yo
A:=M:A = : Ly = M2y = : :
1 1
Mpz—lAP—l My yp—1

(3.4)

. . ~5 15 )
e os dados com ruido serdo representados por y° e y° = M2y°. Além
do anterior, como é usual, assume-se uma cota sobre o nivel de ruido,

”y?_yi”S(si,i:O,...,p—l

onde §; é a quantidade de ruido na i-ésima equacao. Com isto, define-se
o nivel de ruido global por ¢,

[ leyz *yz|\2<252

e o nivel de ruido global na versao pré-condicionada por

1
Iy’ =yl = Z 1M (P — yo)|? < M2 262 =: 63, (3.5)
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3.2 Meétodos Tipo Kaczmarz e Operadores
em Bloco

Nesta sec¢ao serao definidas as versoes simétrica e nao simétrica da
iteracao de Landweber-Kaczmarz aplicada ao sistema pré-condicionado
(3.3) e se expressardo como iteragdes de Landweber pré-condicionadas
para operadores em blocos. Daqui em diante serd requerida a seguinte
cota para a norma dos operadores pré-condicionados

|A7 M; Al <2,¥i=0,...,p—1. (3.6)

Para operadores de pré-condicionamento limitados como os usados aqui,
esta condicdo é sempre satisfeita introduzindo um tamanho de passo
T > 0, isto é, usando pré-condicionadores 7M; em vez de M;.

3.2.1 Meétodo Landweber-Kaczmarz nao Simétrico
com Pré-Condicionamento

Define-se 0 método de Landweber-Kaczmarz (LK) classico néo si-
métrico com pré-condicionamento, como a sequéncia de solugoes apro-
ximadas {z, }nen gerada por

Ty = T — Ay Mg (AT — yfy), [k =k mod p (3.7)

Ty 1= Tpp, n=0,1,...

onde Ty = x( é o elemento inicial e a aproximagao deve ser interpretada
como ,, = 2’ no caso de usar dados com ruido.

Observacao 3.1. Para os métodos tipo Landweber-Kaczmarz, como
(3.7), a condi¢io (3.6) aparece como uma condi¢do natural visando
garantir que os operadores I — AfM;A; sejam nao expansivos. Note
que ndo se impoe uma cota especifica para a norma dos operadores M,
em $i, sendo so cotas para a norma dos operadores M; em combina-
¢Go com os operadores A;. De fato, é de esperar que grande parte da
presente andlise, (por exemplo, no caso de dados exatos) ainda seja vd-
lida para operadores auto-adjuntos ilimitados M; que satisfacam (3.6).
No entanto, no caso de dados com ruido, em geral, o uso de operado-
res M; ilimitados gera sérios problemas (note que M; atua sobre yf,
que pode nao estar bem definido). Nessa situagdo pode-se considerar
Mi(yf—yi) (se estd definido) como nivel de ruido individual e exigir que
essa quantidade seja limitada. Para evitar essas dificuldades, ao longo
do presente trabalho assume-se que os operadores M; sao limitados.
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Seja o operador triangular inferior L : Y — Y definido como a
parte do operador AA™ baixo a diagonal, isto &,

0

0
MﬁAlAgMO% 0 0
L:= .
. 0 0

1 1
M2 4, 1AOMO o M2 Ay A5 M2, 0

p

entao, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Seja x, a iteracdo gerada pelo método de Landweber-
Kaczmarz (3.7). Entdo, a iteragao (3.7) pode expressar-se como um
método de Landweber por blocos pré-condicionados (nao simétrico) da
forma

Tpy1 =T, — A*Mp(Az, —y°) (3.9)

onde
Mp = (I+L)"}, (3.10)

L como em (3.8) eI € o operador identidade em Y.

Prova: A prova seréd realizada fazendo inducdo sobre o numero de
blocos p. Para p = 1 o resultado é trivialmente certo. Seja entdao p > 1
e 0 < | < p, dois nimeros naturais, e seja mfll)ﬂ o vetor gerado pela
iteracdo (3.7) a partir de x, usando apenas os primeiros [ blocos, e
suponha que a formula (3.9) é valida para os primeiros ! blocos, ou
seja,
el = 2 — (A [Mpli((Aliz, — [y°))),

onde [T]; representa os [ primeiros blocos do operador T ou é a parte
principal da ordem [ x [, dependendo da estrutura de T. Logo, mgll
pode escrever-se por (3.7) como

+1
’Elil) - n+1 Al Ml(Al$n+1 ylé)a

e assim combinando estas duas ultimas expressoes obtém-se
S = an— [ATIMBL(ALw, — [y)) — ATMi(Aiyyy — o)
= an—| *]I[MB]I([A]IM -yl +
—ArM(Ajzn — A AT MBL((Alizn — [y°1) — 4))
= z,— ([A"]; A/M,

(1+1) _ [A
A
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1

’ ) ) Mg]; ([Alizn — [y°]))
M2 Ay, — M7y} — M AJA ] M1 ([Aliz, — [y°]:)

= xn— (A" ATM?)

. ) [MB]; 0 [-len - [ya]ll
“MPA[ATTMB) T )\ MP A, — MPy)
(5 . Mt o)
= oz, — [A%)4 ( Ml%Al[A*]l I ) . [Axn — yé]l+1

-1

I+L;;' 0 s
n - A* 1 . A n —

o = [ATln ( MpAAY), T [Azn =y,

= x,— [A"a [T+ L]l_+11 [Az" - y5]1+1
=z, — [A"];1[MBliya [Az, — y6]1+1
= p— [A T Ml (Al 20— [¥°],, )

—
*
N

que por indugdo da o resultado desejado. Em (k) se usou a seguinte
identidade: Se C' e F' sao operadores inversiveis, entao

c o\ "' o 0
E F) T\ -FlEc! F! )

3.2.2 Meétodo Landweber-Kaczmarz Simétrico com
Pré-Condicionamento

Pelo visto na subsecgdo anterior, a iteracdo (3.7) é equivalente a
(3.9), onde o operador de pré-condicionamento Mp é ndo simétrico,
por essa razao é que o método (3.7) é chamado método de Landweber-
Kaczmarz nao simétrico. Agora, se em (3.7) se faz um p-ciclo usual
seguido de outro p-ciclo onde a ordem das equagoes é invertida com-
pletando assim um 2p-ciclo, entao tem-se o método de Landweber-
Kaczmarz simétrico com pré-condicionamento (sLK), como a sequén-
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cia de solugoes aproximadas {z, },en gerada por,

Tr, — Al Mg (ApgTr — Yy
se 0 <nmod2p<p-—1
Tyl = S (3.11)
Tk — A;Af[k]Mp—l—[k](Ap—l—[k]fk - ypflf[k])’
se p<mnmod2p<2p—1

Tn 1= Tpop,n=0,1,... [n] = nmod p,

onde Ty = xg € o0 elemento inicial e a aproximacao deve ser interpretada
como z,, = 2’ no caso de usar dados com ruido.

Agora, para simplificar a notagdo, usando (3.9) obtém-se z,+1 =
(I - G)x, + Cp, onde G = A*MpA e Cp = A*Mpy’. Aplicando a
iteracdo (3.7) durante um p-ciclo, tem-se que a equivaléncia entre as
iteracoes (3.7) e (3.9) pode escrever-se como

[—G=(I=Gpi)I—~Gpa)-(I-Go),  (3.12)

onde G; = AfM;A;,i =0,...,p— 1. Agora, como no método sLK se
faz um p-ciclo seguido de outro p-ciclo em ordem inversa, e como o0s
operadores I — G; sao auto-adjuntos, entao, usando o mesmo raciocinio
que em (3.12) obtém-se que um 2p-ciclo do método sLK pode escrever-
se como

Tni1 = — G (I - G)zn+Cp)+Cp

N (3.13)
=I-G)'I-G)zp+(I-G)"Cp+Cg,

onde 53 = A*M}‘gyé. Assim, para o método sLK tem-se o seguinte
resultado, que é similar ao Teorema 3.1.

Teorema 3.2. Seja x,, a itera¢do gerada pelo método de Landweber-
Kaczmarz simétrico (3.11). Entao, a iteragdo (3.11) pode expressar-se
como um método de Landweber por blocos pré-condicionados (simé-
trico) da forma

Tn+1 = Tp — A*MSB(Amn - y6)7 (314)

onde
1 1
Msp = M3 (21 — diag(M? A;A; M2 ))Mp, (3.15)

e L, I, Mp sdo como no Teorema 3.1.
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Prova: Por (3.12) e (3.13) tem-se,

I-G)"I-G) = (I-A"M3zA)I—-A"MgA)
= JI—-A"MpA-A"MpA+A"M;AA"MBA
= I-A"(Mp+Mp—-MpAA*Mp)A
= I-A"MzI-3AA*Mp)+
(I-iMZAA*)MEJA
= I-A'MpM;' - LAA* +
(1\/175,)—1 — TAA*MBA
= —A*"Mp[2I+L+L* - AA*|MpA
= I—-A"Mj3[2I-D]M3gA,
onde D = diag(Mi% AiA;fMi%) é o operador em blocos que contem sé a

diagonal do operador AA*. Logo, chamando Mgp := M5 [2I - D] Mp
m (3.13), tem-se

Zns1 = (I — A*MgpA)z, + (I — G*)Cp + Cp.
Agora, para o termo (I — G*)Cp + 513, tem-se,

(I-GCs+Cs = ((I—A*M3A)A*Mp+ A*Mjp)y’
A*(Mp — M3AA*Mp + M3)y°

= A'MEH(ME) ! - AA* + MG ) Mpy?®
(3.10)

A*ME(I+L* — AA* + 1+ L)Mpy®
=  A*Mj(2I - D)Mpy°
= A*MSBy67

e assim obtém-se a expressdo (3.14) completando a prova. ]
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3.3 Taxas de Convergéncia para o Método
Landweber-Kaczmarz nao Simétrico

Na presente seccao se apresenta a andalise de convergéncia e se esta-
belecem as taxas de convergéncia para o método LK (3.7). A principal
dificuldade em comparacao ao método sLK, é que o operador A*MpgA
nao é auto-adjunto, salvo em casos triviais. Assim, a anélise classica
baseada em operadores auto-adjuntos nao pode ser aplicada.

Como ja foi apontado, a equivaléncia entre as iteracoes (3.7) e (3.9)
estd dada por (3.12) e, além do anterior, define-se a extensdo natural
do operador G para X¢ como G(u) = G(x +iy) := G(z) +iG(y), Yu =
x + iy € X¢. Assim, tem-se o seguinte resultado.

Lema 3.1. Se (3.6) € vilida, entao G é um operador acretivo, isto €,
satisfaz
Re(Gz,z)x, > 0, Vz € X¢.

Prova: Por defini¢do, Vi = 0,...,p — 1, o operador G; = A} M;A,;

é simétrico, semidefinido positivo com norma limitada por 2, o que
implica que || — G;|| < 1, logo por (3.12) tem-se || — G|| < 1. Assim

Re(Gx,x)x, = (x,2)x, — Re{(I — G)z, ) x,,

C.S
> |zl = I = Glllzl%, >0,

onde c.s significa que foi usada a desigualdade de Cauchy-Schwarz. =

Observagao 3.2. Segue do Lema 3.1 que o espectro de G estd contido
no semi espago positivo, o(G) C {\ € C: Re(\) > 0} e que a conhecida
estimativa ]

¢ vdlida (veja o Teorema 3.2 do capitulo 8 de [18]), isto é, G € um
operador fracamente setorial (veja [22,23]). Para esses operadores as
potencias fracionais G* para a > 0 estdo bem definidas mediante uma
integral de tipo Dunford-Schwartz.

No seguinte lema obtém-se uma estimativa para o erro propagado.

Lema 3.2. Se (3.6) ¢ vdlida, e x5 é o vetor gerado pelo método (3.9)
com dados perturbados e x,, é gerado por (3.9) com dados exatos, entdo
existe uma constante C = C(||A|, IMg||) tal que

25, — 2n ] < Cnén. (3.16)
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Se adicionalmente tem-se

sup [|(I - MpAA™)"|| < Cy, (3.17)

nelN

com C1 constante, entao
|25, = znl < CV/ndar, (3.18)

onde C' = C(Cy, | Mg, |[Mz'||) nio depende de n.

Prova: Aplicando iteradamente (3.9) obtém-se

n—1
zy, = (I — A"MpA)"zo + ) (I - A'MpA) A"Mpy’
j=0
o que implica
n—1
o —an = (I = A"MpA)Y A"Mp(y° —y),
J=0

logo como I — G é nao expansivo,

n—1

a5, = znll <Y I =GP A*Mp][ly° — Il < Cndar,
j=0

onde C' = ||A*Mp||. Agora, para provar (3.18), denotando

n—1
gL(.’E) = Z(l - $)J7
§=0
tem-se,
foL - xn”Q

= (gL(A*MpA)A*"Mp(y° — y), 9.(A*MpA)A*M5g(y° —y))
= (AA*g,(MpAA*)M5(y® — ¥), 9. (MpAA")Mp(y° —y))
= (M3' (MpAA*g,(MpAA*))Mp(y’ —y), 9. (MpAA*)Mp(y’ —y))

*

= (Mz' I— (I-MpAA")")M5(y® —y),9.(MpAA*)Mp(y° —y))
< [IMZIT— @ —MpAA")"||lgr (MpAA®)|[Mp(y° —y)|?

—~
%
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CEL = "
< IMBHIA+C) { Do IA—MpAATY| | IMa]*]ly° -y
7=0

< IMBY[IMg](1 + C1)Cind3, = C*ndiy,

com C := HMB||\/||M]§1||(1 + C)C4, de onde obtém-se (3.18) com-
pletando assim a prova. Em (x) foi usada a identidade

n—1

mZ(l—x)jzl—(l—x)”.

=0

Agora, para estimar o erro de aproximacao ||z,, — z'||, & necessario
o seguinte lema que estabelece que I — G é uma contracao para os
elementos que nao pertencem ao nicleo de G.

Lema 3.3. Sejamn >0 ex € X¢ com ||z|x, = 1. Suponha que (3.6)
€ vdlida. Se

Re«;$7x>XcEiﬂa

1 \p—1
entdo ezxiste 0 < v < 1 dependendo de n,p e (HA:‘Mf H) tal que
i=0

I(I - Galk, <1-7. (3.19)

Prova: Seja {E);}, a familia espectral associada com o operador
AfM;A;, i = 0,...,p — 1, definidos em X¢. Nesta prova, a norma
em X¢ e a norma de operadores serdo denotadas por | - ||. Além do
anterior, para cada £ > 0, considere os projetores ortogonais

Py = / dEy; Qei=1—FPe; = / dEy ;.
A<E A>¢E

Note que || Peill = [|Qe.ll = 1 e [|Pej||* +[|Qe izl* = [, Vo € Xc.
Seja 0 < & < 1talque (1-€)? > (1—||Af M, A;)?, Vi=0,...,p—1. Por
1
(3.6), tem-se que max; ||AF M7 || < v/2 e portanto & pode ser escolhido
de um intervalo (0, &p).
Agora, defina 0 ;=1 — (1 — &)? =26 — ¢2 > ¢ > 0. Usando calculo
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espectral, para o £ escolhido tem-se

\W—MMMMW=/ u<WM&WW+/ (1= X2 d]| By |
<€ A>€

< Pei]|* + max{(1 — €)%, (1 — [| A7 M; Ai]|)*}| Qe o
= [|Peix]|® + (1 = )*([l«]|* = || Peil?)

= (1= A= O NPeazl? + (1= &)

= 0|| Peix||® + (1 = 0)||1%,

(3.20)
e
AR = [ N dlBal?+ [ Bl
= e (3.21)
1 .
< €| Peial|® + [ M2 A4 || Qe ||
< & Peicl|® + 4|l ]|* — || Pe.izl|).
Agora, defina para cada k < p — 1 os operadores
k
Hy = [[I-A; M;A;) & Hy = Hy_y— Ay My Ay Hy, 1, Hy = (I- Aj Mo Ay).
i=0

E claro, por (3.6), que ||Hy|| < 1, e por outro lado, da expressio recur-
siva,

Hy—1T=Hyy — I — A MyA(Ho_y — I) — AL M Ay,
= (I — AL My Ay)(Hy—1 — I) — AL M, Ay,

se infere, usando indugdo, que para x € X¢ qualquer,
k
I(Hy = Dal| < |[(He-1 = Dall + | A My Aral] < Y || Af M; Ase|.
i=0
Dado que (por (3.12)) G=G—-I+1=1—H, 4, tem-se
p—1

IGall <> A7 M; A (3.22)

=0
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Assim, aplicando (3.20), obtém-se a estimativa
[Hya|* = (I = AfMpAg) Hy—az|| < 0] PeHy—1]|* + (1 — 6) || Hy -2
< (1= O)|Hy—r]* + 0| Pepl] + (| Pe (I — Hy—1)a]])?

2
k—1
< (1= )| Herz|® +0 (llpg,kxll +y IAfMiAixII>

=0

k—1 2
< (1-0)|z|® +0 (IIPs,kxll +> IIAE‘MiAixII> :
i=0
(3.23)
Defina agora a sequéncia de niimeros

k—1
Dy=5, Dp=(9+8Y /Di), k=1,....p— L
=0

A prova do Lema 3.3 &, a final, por contradi¢do. Assuma que o resultado
nao é valido. Entao existe algum n > 0 tal que, para todo € > 0 existe
um x € X¢ tal que

(I = G)z,2)xc[* = (1 —€), Re(Gr,2)x 2, [loll = 1. (3.24)

Seja 0 < € < 1 suficientemente pequeno tal que

2P
€< <1_1> (3.25)
14375 VDi

(1-VOR> _max (1- [A;M A (3.26)
i=0,..., p—
2P+1
Ui
e< | ———— . 3.27
(Ef—_ol VDi) (320)

Como [((I — Q)z,x)x.| < |[(I —G)x| e
I(I = G)z|| = [ Hprz|| < [[Hp—oz| < --- < |[Hox],
entdo, para esse € existe um x como em (3.24) com
|Hyz||>>1—¢ VE=0,...,p— 1.

Por (3.26) a escolha de & = /e pode ser usada em (3.20) e (3.23).
Portanto, com 6 = 2,/¢ — ¢ > /€, obtém-se a desigualdade

k—1

2
1-e< (19)+e<|pﬁ,kx||+2||A;MiAi||> L Vk=0,...,p—1,

=0
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que por sua vez implica a estimativa

k—1
1Pl +_ ATMA > (1= 5 > 1-2 > 1=V, Yk =0,....p-1.

i=0
(3.28)
Agora, usando (3.21), obtém-se

IARMy Arz]|* < el el +4(1 = | Pz pll?) < e+ 41— [|Pye gl).

(3.29)
Para k = 0, obtém-se de (3.28) e (3.29)
IPyeozl? > 1= Ve, [A3MoAoe]? < e+ 4/ < Dov/e
Procedendo por inducao se mostra que
| A7 My Apz||> < Dyes T, Yk =0,...,p— 1. (3.30)

Usando (3.28) mais a hipotese de indugao para k — 1,k > 1, obtém-se

k—1 k—1
1Pyl 21— Ve S e /Dy 1 e <1+zfpi) |
=0 i=0

Note que, por (3.25), o lado direito desta desigualdade é positivo. Por-
tanto, por (3.29) tem-se

(| Ax My Az |?

k—1
<etrd|1- <1—ez’«1+1 <1+Z\/Di>>
=0

2

k—1 k-1
< €3 44 | 2301 <1 +3° \/Di> - <e2k1+1 (1 +3° \/Di>>
i=0 1=0
1 k-t 1
< 2R (9 +8) \/Di> = €381 Dy,
i=0
o que prova (3.30), para todo k = 0,...,p—1. Finalmente, consegue-se

uma contradi¢do para (3.24). Usando (3.22) e (3.27) obtém-se

n < Re(Gz,)x,

p—1 p—1 p—1
< |Gzl < YA MiA| < e /Dy < e S /Dy <,
=0 =0 =0
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assim (3.24) ndo pode ser vélida para essa escolha de ¢, completando
assim a prova. [ |

Observagao 3.3. Uma consequéncia direta da prova do Lema 3.3,
é que v em (3.19) pode ser escolhido como o maior nimero € tal que
(8.25)-(3.27) ndo sdo satisfeitas. Em particular, para n suficientemente
pequeno (tal que (3.27) implica (3.25) e (3.26)), o Lema 3.3 € vdlido
com a sequinte escolha de ~

op+1

y= Ui
= | ==
Zi:o VD
Agora, é possivel estimar o erro de aproximagcao assumindo que uma
condicao de fonte é satisfeita. Como indicou-se anteriormente, a analise
classica via teoria espectral nao é possivel porque o correspondente

operador nao é simétrico. Para superar esse obstaculo, usa-se o cilculo
funcional no rango numérico.

Definigao 3.1. Define-se o rango numérico do operador G : X¢ — X¢
como
W(G) :={(Gz,z)xc : © € Xo, |2 x. = 1}

Com esta definicao, pode-se enunciar o lema principal, necessério
para achar as estimativas do erro de aproximacao.

Lema 3.4. Se (3.6) € vdlida e existe h > 0 tal que

W(G) C 2 :={\eC: |arg(\)| < tan~L(h) < g}, (3.31)

1 \p—1
entdo, existe uma constante C' dependendo de o, h,p e (||A;le2 ||) ,
i=0
tal que

(I - G)"Ge| < _, Vo >0,

_C¢

(n+1)

Prova: Seja n > 0, entdo, pelo Lema 3.1, para z € X¢, tem-se
Re(Gz,z)x, >n ou 0 < Re(Gz,x)x, <.

Se Re{Grx,x)x, > n com ||z||x, = 1, entdo pelo Lema 3.3, existe

0 <~v<1tal que

1= (Gz,z)xc| = (I = G)z,2) x| < (T = Gzl xe < V1=,
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e assim tem-se
W(@GE) cEN({AeC:0< Re(N) <ntU{X € C:n < Re(N),
1=A < V1=
e portanto
W(G)C (EN{AeC:0< Re(N) <np)U{A e C:n < Re(N),

11—\ <1-7)

Agora, fixe n = cos?(), onde ¢ = tan~!(h) e tome v como em
(3.19). Usando o Calculo Funcional de Crouzeix (para detalhes veja
[4]), conclui-se que para todo a > 0

(I = G)"G?|| < Cosup [(1 = X)"A%,
rex

para alguma constante Cc < 11.08. Para os elementos de W(G) que
pertencem a X N {A € € : 0 < Re(\) < n} tal que 0 < Re(\) < 7,
tem-se, devido a que a funcao tangente é crescente

Im()\) < Re()\)? + Im(\)?

<h?®+1
Rel) =T T Rz S L

tan(arg(\)) =

ou seja

I\l < Re(\)V1+h2 < COS’E 57 = cos(®) (1)

Por outro lado, de |1 — A2 = (1 = A\)(1 = X) = 1+ |A\|2 — 2Re()) e da
forma polar de A, tem-se

1= A2 =1+ [\ = 2|\l cos(arg(A)). (11)

Agora, como A € X, entdo |arg(A\)| < ¢ < § e como a fungao cosseno

¢ decrescente em [0, 7] tem-se cos(y)) < cos(|arg(A)|) = cos(arg())) o

que implica por (f7)
1= A2 < 1T+ A = 2[A| cos(v)
mas por (1) |A|2 < |\ cos(r)), e assim tem-se
11— A2 <1 — |\ cos(z).
Com essa desigualdade pode-se estimar

n
2

(1= 2" = (J1 = AP)FIA™ < 1= |A] cos(v)

Al
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1 n
< ooyt~ P cos()  Posti))
Agora, fazendo z = |\ cos(¢)) na ultima desigualdade, tem-se z > 0,

z < n = cos?(y)) <1, e afuncdo real f(z) = (1 — 2)"/22* atinge o seu
méximo (para 0 < z <1) em z = o/(a + %), logo

n B a & a o
(1—2)"/22 < [ —2— —] < —) ,vo<z<1,

0 que claramente implica,

(1—2)"22% < ( aﬂ)"‘ <a® (E)ia,Va>0,

o+ b1 2
e portanto,
a® n\ —¢
1— A"\ < (f) Va0
I R cos®(¢p) \ 2 @
Por outro lado, como (n + 1)* < (2n)%,V¥n € IN, entéo (%) o _ 72% <
(n+1)a: e assim tem-se

4o @ 1
cos(zb)) (n+ 1)’

Agora, para os elementos da outra parte do rango numérico tem-se
|1 -\ < (1—9)"%2<1 o0 que implica |\ < 2, assim

Ya>0.

a-ame <

[(L=A)"A = [1=A"A]* <2%(1 = 7) %, ¥A: Re(A) 2 .

Como (1 —~)%(n + 1) =30, entdo existe uma constante C, que
depende de v e a, tal que (1 —v)2 < C(n+1)"%, Vn € N, e assim

obtém-se o resultado escolhendo C' = max{( w)) ,20C1. ]

Observagao 3.4. Para poder aplicar o Lema 3.4 € preciso focar a
atengdo na condi¢do (3.31). Usando a parte real e imagindria de G(u)
para u =z + iy € W(G), com G como antes, tem-se

Gz +iy), x +iy) xe = (G, 2) + (Gy, ) +i((Gy, z) — (G, 1))

o que implica que wma condi¢do equivalente a (3.81) é a existéncia de
h > 0 tal que

(Gy,x) — (Gz,y)| < h((Gz,z) + (Gy, 1)),
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ou equivalentemente
[{((A"MEA — A*MpA)z,y)| < h((A*MpAz,z) + (A"MpAy,y))

para todo x,y € X tal que ||z + iy|%, = llz[* + || = 1. Fazendo
z=MpAzx ev=MpgAy, infere-se que a condicdo anterior € satisfeita
se, para todo z,v € Y, a desigualdade

(M5 = (ME)")z,v)| < h ((Mp'z 2) + (Mp'v,v))

é vdlida. Usando a defini¢io de Mp (8.10), a desigualdade acima é
satisfeita se para todo z,v €Y,

(L = L")z, 0) < h(|[]* + [lo]* + (Lz, 2) + (Lo, ). (3.32)
Esta observacgao leva ao segquinte lema.
Lema 3.5. Se q € tal que
L <g<1,
entio, (3.31) € vdlida com h = q/(1 — q).

Prova: Pela Observagao 3.4 é suficiente provar (3.32). Note que pela
desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se

(L = L")z, )|

(L, 2) + (Lv,v)

[(Lz, 0)| + [z, Lo)| < [[Lzflf|v]| + ||z} Lo]]
—[ILz]lliz] = [Loll]lv]

<
>
portanto é suficiente provar

ILzllloll + I2HToll < Al2)? + vl = [Tz]ll2] = [Loll]v]),
ou seja

Lzl + Lol + ALzl + 1Lolllvl) < (02 + [lv]*)-

Mas, como ||L|| < ¢, tem-se

[Lz[[[[oll + 2Tl + ALz {l|2]] + [[Lol][o])
< qQlI2llllvll + hll2l* + hllv]®)
< q(+h) ([l + o)1),
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i que 2l + ol > 2Jslllv]l. Logo, como h = q/(1 - q), entio
q(1+ h) = h, o que completa a prova. (]

Para finalizar, basta achar condigoes suficientes para garantir (3.17)
e assim obter (3.18). Para conseguir isto, ¢ necessario o seguinte te-
orema que se apresenta sem demostracao. Para os detalhes da prova
veja [21].

Teorema 3.3. Seja T' um operador limitado sobre um espag¢o de Ba-
nach complexo. Se existe uma constante C' tal que

(T = AI)7Y| < ,VIAl > 1,0 e C,

C
A—1]
entao,

sup ||T"|| < oo.
nelN

Usando o Teorema 3.3 com 7' =1— MpAA*, pode-se obter (3.17)
se consegue-se provar

C
[((MpAA* = XI)7}| < B | LVYIA=1> 1, e C, (3.33)
tendo assim o seguinte resultado.
Lema 3.6. Se 1
L)+ 5 lAA] <1, (3:34)

entio (3.33) € vdlida.

Prova: Defina o operador S(\) := (AA* — AI), para A € C. Pela
definicdo de Mp (3.10), para cada A € C tal que |A — 1| > 1, tem-se

IMpAA* —AD7H| = [[(AA" = A(I+L)"'Mp'||
MG [[[| (A" — AT+ L))"l
IMEHII(S() = AL) 7|

M [[I(T = S()TIAL) I S() |
M ISV I = S()~HAL) |
@B MBS

AL T = ATIS ()~ HIL

IN

IN

IN

sempre que |[S(A\)"IAL| < 1, j4 que assim é possivel aplicar o Lema de
Banach(L.B) e garantir a existéncia de (MpAA* —\I)~!. Agora, para
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provar essa condicao, usa-se a estimativa para operadores auto-adjuntos

1
ISV < sup -
refo,anx) [A =1

Assim,
_ Y 2
sup NSO < sup sup = .
AMA—1[>1 MA—1]>1 teolaax] A=t 2= [|AA*|’
e da hipotese conclui-se que ||S(A)~IAL| < mHLH < 1. Final-
-1
mente, reunindo as cotas anteriores na constante C' = %
obtém-se a desigualdade (3.33), completando assim a prova. ]

A seguir, o resultado principal da sec¢do 3.3, onde as taxas de con-
vergéncia para o método de Landweber-Kaczmarz sao derivadas.

Teorema 3.4. Sejam L, A satisfazendo (3.34) e suponha que (3.6) é
valida. Além disso, assuma que a condigio de fonte

zo — ' = GYw, para algum 0 < v < o,

€ satisfeita com G = A*MpA. Entdo, aitera¢ao do método de Landweber-
Kaczmarz (3.7) satisfaz a estimativa do erro

1
la, = 27| < Crv/ndas + G

para algumas constantes positivas C1,Cy. Em particular a regra de
—2

escolha de pardmetro a-priorin ~ §;;*" fornece a taza de convergéncia
de ordem dtima

_2v
|25, — 2| ~ 6377
ou equivalentemente
|2 — at|| < C|[M2 |55

Prova: A prova é a colecao dos resultados prévios. Usando a desigual-
dade triangular tem-se

g 5
Hxn - xTH < Hxn - xn” + ||33‘n - Z‘TH

Para o erro propagado ||z8 —x, ||, se L e A satisfazem (3.34), entdo como
observado no Lema 3.6, essa é uma condi¢ao suficiente para garantir
(3.17) e pelo Lema 3.2 tem-se

||a:fl — x| < C1v/ndys.
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Agora, para o erro de aproximacio ||z,, — z'||, usando a condicdo de
fonte e dados exatos y = Az, com ! z¢-solucdo de norma minima de
(3.1), tem-se

Tpy1 = 2z, — A*Mp(Az, — Az')

= z,— Gz, —z'),
de onde obtém-se

z —2l = (I - G)G"w
Indutivamente se chega & expressao

z, —2l = (I - G)"G"w
o que implica

lz — 2| < 11 = G)" G ||w]l-

Agora, por (3.34), L satisfaz a condigdo do Lema 3.5 e assim medi-
ante a Observacao 3.4 pode-se usar o Lema 3.4, obtendo

Cs Cs

(I -G)"G"| < CEDE <z

ou seja

1
la, = #'l| < Crv/ndns + Co—.

Flnalmente é claro que com a regra de escolha de pardmetro a-priori

52”+1 tem-se
2v

/by ~ 5? ~nY,
e assim .
g, — 2| ~ 8577,
ou equivalentemente

2v

|28 — 2f|| < CIM2 |57,
onde C depende de ||M%||ﬁ .
Note que, salvo a condi¢ao de fonte, sempre é possivel atingir as

hipéteses deste teorema mediante a introducao de um pardmetro 7
suficientemente pequeno multiplicando os operadores M;.
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Observagao 3.5. No Teorema 3.4, as taxas de convergéncia sao es-
tabelecidas sob as condigio de fonte o — 27 € R((A*MpA)¥). Seria
interessante substituir essa condi¢ao pela condicao de fonte usual com
imagem R((A*A)"). Mas, ndo € claro se isto pode ser feito dadas as
mesmas suposi¢oes do Teorema 3.4. Uma equivaléncia entre as condi-
¢oes de fonte pode provavelmente ser mostrada se

di|A"Az| < [[A"MpAz| < dof| A" A]],

€ vdlida uniformemente para algumas constantes positivas di e ds. Para
esse proposito, uma generalizagao da desigualdade de Kato-Heinz para
operadores acretivos (veja [17]) pode ser utilizada. Para maiores deta-
lhes veja [19].

Observagao 3.6. O resultado do Teorema 3.4, usa a cldssica escolha

=2
de pardmetro a-priori oo ~ 6,7 . No entanto, usando os resultados de
Plato e Hamarik (veja [22]), é possivel estabelecer tazas de convergéncia
para regras de escolha de pardmetros a-posteriori, como por exemplo,
usando o principio da discrepdncia.

A condigao principal para obter as taxas de convergéncia é (3.34).
A seguir, uma condic¢do suficiente mais simples para estimar a norma
de L é estabelecida.
Defina a matriz |L| € RP*P, como a matriz triangular inferior com
diagonal nula

/0 se j>1 o B
|L|1,] = { HL’L,]H outro caso ’ ) = 0, B 1. (335)

Note que os indices das entradas na matriz |L| comecam de 0. Na
sequéncia, |L| pode ser substituida por qualquer outra matriz triangular
inferior com diagonal nula satisfazendo

[Li |l <L

gy 1<4,4,3=0,...,p—1 (3.36)
Entao, tem-se o seguinte resultado.

Lema 3.7. Com |L| como em (8.35) ou (3.36), tem-se

L[| < omaz (L),

onde e (N) denota o maior valor singular da matriz N.
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Prova: Para z € Y, a i-ésima componente de Lz pode ser limitada
por

1(L2)]

p—1
v, < 3Ll
j=0

Assim, tomando a soma de quadrados e notando que 0,4, € 0 operador
norma, segue o resultado. ]

Agora, lembrando que

p—1 ) p—1
JAA™(| = [A]* =D M7 A|* =Y 11A; Mi Ay,
i=0 i=0

tem-se o seguinte corolario do lema anterior.

Corolario 3.1. Seja |L| como em (3.35) ou (3.36). As tazas de con-
vergéncia do Teorema 3.4 sao vdlidas se

1=
Omaz (L)) + 5 ; |4 M Ay < 1. (3.37)

Observacao 3.7. Considerando o simples precondicionador da forma
M; =711, com 7 > 0 o pardmetro de tamanho de passo, é claro que a
iteragcao de Landweber-Kaczmarz tem taxas de convergéncia para todo
T suficientemente pequeno. Com efeito, para essa escolha de M; tem-se

1
< 1 p—1 * ’
Omax(|L]) + 5 Zi:o ||Az Al

(3.38)

onde aqui |L| € a matriz triangular inferior com diagonal nula e com
IL|;; = [[AiA]], assim com T satisfazendo (3.38) pode-se aplicar o
coroldrio anterior. O mesmo acontece usando precondicionadores M;.
Substituindo eles por TM;, sempre é possivel encontrar um intervalo de
possiveis valores de T tal que as hipdteses do Coroldrio 3.1 sao satisfei-
tas.
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3.4 Taxas de Convergéncia para o Método
Landweber-Kaczmarz Simétrico

Para completar, e por razoes de comparacao, agora se estabele-
cem as taxas de convergéncia para a versao simétrica do método de
Landweber-Kaczmarz vista na seccao (3.2.2). Assuma que (3.6) é va-
lida, entao definindo,

1
2

B := (21 — diag(M? A; A7 M7 )): My,

K3

tem-se
Mg = B*B. (3.39)

Com isto, a iteragdo do método sLK (3.14) é equivalente a iteracdo do
método de Landweber aplicada ao sistema

BAz = By?’, (3.40)

onde se usa o nivel de ruido d5 = ||B(y° —y)|. Com efeito, fazendo
isto, tem-se
Tni1 =2, — (BA)*(BAz — By®)
=1z, — A*B*B(Az — y°)
= Tp — A*MSB(AQS — yé).

Assim, a teoria classica para o método de Landweber imediatamente
fornece (veja [8]):

Teorema 3.5. Suponha que as condigées (3.6) e x'—xo = (A*MgpA)’w
sao vdlidas. FEntdo, para o método sLK e a escolha de pardmetro a-
2

priori n ~ dg """ tem-se a taza de convergéncia de ordem otimal

_2v
|z, — mT|| <ot

Observagao 3.8. Segundo [19], usando a desigualdade de Heinz (veja
[8]), no Teorema 3.5 pode ser usada uma condi¢io de fonte usual, jd
que se a condi¢ao (8.6) é vilida, entdo existern constantes mi e mo
tais que,

milylly < Byl < mallylly. vy € Y.

Em particular, para 0 < v < %, em cada um desses casos as condi-

2
coes de fonte xt — x (A*MgpA)’w e zt — 29 = (A*A)w sdo
equivalentes.
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Assim, o resultado do Teorema 3.5 é valido com a condi¢ao de fonte
usual zf — 29 = (A*A)Yw para 0 < v < % e, claramente, com dg em
vez de §. Assim, foram estabelecidas exatamente as mesmas taxas de
convergéncia sob a mesma condicao de fonte que para o método de
Landweber por blocos ordinario.

Comparando o método sLK com o método de Landweber por blocos
usual, da para notar uma diferenca: Ao usar precondicionadores M; =
71, entdo, por (3.6) 7 = TsLk pode ser escolhido como

2
maxi=o, ..p-1 [ A7 Aill

TsLK <

Por outo lado, com a correspondente escolha para o método de Landwe-
ber por blocos, 7 deve ser escolhido de tal maneira que 7||A[|? < 2, ou
seja,
< 2 < 2

S Az A T maxico.p- [ATAN

Uma situagao similar acontece com o método Landweber-Kaczmarz nao
simétrico. Embora para obter taxas de convergéncia seja necessario
(3.38), para obter s6 convergéncia, a condigao

TL

2
maxi=o,....p—1 || A7 Ai|

TLE <

é suficiente (detalhes em [7]), pelo menos em dimenséo finita. Assim,
as iteragoes tipo Kaczmarz além de ser mais faceis de implementar do
que as iteracoes tipo Landweber por blocos, também permitem escolher
um tamanho de passo maior.



Capitulo 4

Experiéncias Numeéricas

Neste tltimo capitulo, serd comparado o desempenho de alguns mé-
todos iterativos para resolver problemas da forma do sistema (3.1) do
Capitulo 3. Os critérios de comparagao serao o erro na itera¢ao, o erro
na solugdo encontrada e o tempo médio de execugao.

4.1 Meétodos Iterativos a Serem Compara-
dos

Os métodos estudados nos capitulos 2 e 3 foram variantes do método
de Landweber-Kaczmarz, a saber, os métodos LK e sLK para opera-
dores com estrutura de bloco incorporando o parametro w,, (1.10) para
o caso de dados com ruido. A ideia é comparar esses métodos nos casos
de dados exatos e dados com ruido, com métodos bem estabelecidos.
Os testes feitos na proxima seccao serao para operadores lineares em
dimensao finita.

O primeiro dos métodos utilizado para a comparagao seré o método
de Landweber descrito no Capitulo 1 para operadores lineares,

Tnt1 = Tp — B*(Bx, — ).

Outro dos métodos utilizados para a comparacao ¢ o método de
Landweber com busca linear. Seja B € RN*N com B > 0, a matriz do
sistema,

Bx =y.

O algoritmo de méxima descida para minimizar ||Bx — y||?, fornece a

51
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iteracao de Landweber com busca linear
Tn4+1 = Tp — andna

onde -
d, dy,

Finalmente, o ultimo método usado para a comparacao ¢ o método
Steepest Descent, para matrizes B € RV*N com B > 0, que é dado
pela iteragao

Tp4+1 = Tp — Ondy,
onde -
d, dy,
Qp = e d, = (Bz, —y).
"= @ Ba, ¢ = By
Detalhes sobre anélise de convergéncia desses métodos podem ser en-
contrados na literatura classica e em [8,16] no caso do método de
Landweber.

Como critério de parada para os métodos de Landweber e Landwe-
ber com busca linear no caso de dados com ruido, sera utilizado o
principio da discrepancia,

| By, — y5|| <79, (4.1)

isto é, o método para quando por primeira vez é satisfeita a condi-
¢do (4.1), e nesse caso x, = 2. O método Steepest Descent nio é
considerado no caso de dados com ruido.

4.2 Descricao do Problema Teste

Para comparar os métodos citados anteriormente, sera resolvido o
seguinte sistema linear,

Bz =y, (4.2)
onde )
B:= ——Hy e RV,
[ HnNl

com Hy a matriz de Hilbert de ordem N e x,y € RY. A matriz B é
simétrica definida positiva, com norma igual a 1, mas é mal condicio-
nada, de fato, para N > 15 é quase singular. Com a matriz B definida
dessa forma, sdo garantidas as condicoes (2.1) e (2.2) utilizadas na ana-
lise dos métodos de Landweber e Landweber- Kaczmarz nos capitulos
anteriores.
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Para resolver o sistema (4.2) mediante os métodos LK e sLK des-
critos no Capitulo 3, a matriz B serd dividida em blocos de mais de
uma linha, ji que se cada linha é considerada como um bloco, dada
a estrutura ciclica dos métodos, teriam-se IV blocos, e para N grande
isso complica a visualizacdo dos resultados, além de desaproveitar as
bondades da estrutura.

Agora, para resolver o sistema (4.2) mediante os métodos descritos
na Secgao 4.1, seré considerado o sistema de forma integra.

4.2.1 Gerando Dados Exatos e com Ruido

Para gerar os vetor de dados exatos y, o procedimento é o seguinte.
Fixe 2t =1 = (1,1,...,1) € RN, e calcule y = Bz,

Agora, para calcular o vetor de dados perturbados 3°, com § a
porcentagem de ruido, o procedimento é o seguinte. Dado y = Bzt
faga 6; :=26(0; — %), 1=1,...,N, onde 6; é um nimero aleatério com
distribuigao de probabilidade uniforme no intervalo (0,1). Agora, defina
i = giyi, i = 1,...,N, para finalmente calcular y¢ = y; + ¥, i =
1,...,N. Assim, o nivel de ruido é proporcional ao tamanho de y.

Para os métodos nao ciclicos, isto é, o método de Landweber, Landwe-
ber com busca linear, o valor do nivel de ruido utilizado para o principio
da discrepancia serd ||y||, e para os métodos tipo Kaczmarz o k-ésimo
nivel de ruido sera oy := ||[y]x||, onde [b]x € o k-ésimo bloco do vetor b.

4.3 Resultados

Foram realizados testes comparativos para dados exatos e com ruido,
no ultimo caso para dois valores de d, a saber, § = 0.05 e 6 = 0.1.

O vetor inicial em cada execu¢do da bateria de métodos é aleatorio
gerado pela expressao xo = 0.16, onde 6 é um vetor aleatério com dis-
tribuigdo de probabilidade uniforme no intervalo (0,1). Portanto para
cada vetor inicial os métodos tem tempos de execugdo diferentes. As-
sim, para achar o tempo de execucao de cada método(tempo necessério
para convergir), se calculou o tempo médio em 1000 repetigdes, onde
no caso de dados com ruido, manteve-se o vetor de dados perturbados,
y?, fixo. Em todos os testes os parametros N = 120 e 7 = 5 séo fi-
xo0s. Para esse valor de IV, o nimero de condicionamento da Matriz B
¢ K(B) = 2.8438 x 10'%, onde o mal condicionamento da matriz B é
evidente.
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Na sequéncia, definindo ¢;;= Tempo de execucdo do método na re-
peticao i e x,+:= solucao fornecida pelo respectivo método, a nomen-
clatura nas tabelas e nos graficos é a seguinte:

H Nomenclatura \ Significado H

LW Landweber

LW BL Landweber com busca linear

SD Steepest-Descent

LW-Kacz Landweber-Kaczmarz

LW-Kacz S Landweber-Kaczmarz simétrico
TO00 ;.

Tempo médio Zligéot‘

Erro na solugao Tpe — 21|

Erro relativo(porcentual) W x 100%

Tabela 4.1: Nomenclatura nas tabelas e figuras.

4.3.1 Dados Exatos

Para dados exatos foi realizado um tnico teste. Como critério de
parada foi adotado o nimero fixo de ciclos, C' = 150, onde para os
métodos LW-Kacz e LW-Kacz S um ciclo entende-se por um p—ciclo
e 2p—ciclo, respectivamente, e para os método nao ciclicos um ciclo é
uma iteracdo. Os detalhes dos resultados na Tabela 4.2 e na Figura
4.1.

H Meétodo \ Tempo médio \ Erro na solugao \ Erro relativo H
LW 0.0032 (s) 2.0073 18.3238%
LW BL 0.0045 (s) 1.6559 15.1164%
SD 0.0051 (s) 0.4256 3.8854%
LW-Kacz 0.0286 (s) 2.0091 18.3402%
LW-Kacz S 0.0520 (s) 1.7856 16.3004%

Tabela 4.2: Tempo médio de execucao e erros absoluto e relativo na
solucao para dados exatos.
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Meétodos Landweber e Landweber-Kaczmarz - Dados exatos

(A}

0 na iteragao | x, -

Namero de ciclos

Figura 4.1: Evolucao do erro relativo na iteracao para dados exatos.

4.3.2 Dados com Ruido

Nesta etapa, o primeiro dos testes foi feito para dados com 5% de
ruido, isto é, § = 0.05. Os detalhes dos resultados estdo na Tabela 4.3 e
na Figura 4.2, onde também pode-se apreciar o grafico da quantidade de
atualizagoes da aproximacao efetuadas por ciclo, i.¢, quando w,, = 1 nos
métodos tipo Kaczmarz. No caso simétrico, a quantidade de avaliacoes
do principio da discrepancia é o dobro.

H Meétodo \ Tempo médio \ Erro na solugao \ Erro relativo
Lw 0.0001 (s) 4.9461 45.1517%
LW BL 0.0001 (s) 4.0018 36.5312%
LW-Kacz 0.0034 (s) 3.9505 36.0630%
LW-Kacz S 0.0033 (s) 4.0800 37.2453%

Tabela 4.3: Tempo médio de execucao e erros absoluto e relativo na
solucdo para dados com 5% de ruido.
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Métodos Landweber e Landweber-Kaczmarz - Dados com ruido

nateragdo 1%, - x" Il /11<'l]

relativo

Ermo

1t
Namero de ciclos

Método Landweber-Kaczmarz - Atual. efetuadas / ciclo - Dados com ruido

Atualizagdes efetu
®

Numero de ciclos

Figura 4.2: Evolugao do erro relativo na iteracao e atualizacoes efetu-
adas por ciclo para dados com 5% de ruido.

Finalmente, o teste para dados com 10% de ruido, cujos resultados
se apresentam na Tabela 4.4 e nos gréficos da Figura 4.3.

H Método ‘ Tempo médio ‘ Erro na solugao ‘ Erro relativo H
LW 0.0001 (s) 6.8268 62.3194%
LW BL 0.0001 (s) 6.8194 62.2521%
LW-Kacz 0.0032 (s) 5.5906 51.0349%
LW-Kacz S 0.0033 (s) 6.1642 56.2710%

Tabela 4.4: Tempo médio de execucao e erros absoluto e relativo na
solucdo para dados com 10% de ruido.
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Figura 4.3: Evolugdo do erro relativo na iteracio e atualizacoes efetu-

adas por ciclo para dados com 10% de ruido.
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4.4 Conclusoes

Para dados exatos, aprecia-se que o método com melhor desempe-
nho é 0 método Steepest-Descent. Agora, na classe dos métodos ciclicos
o método sLK obteve o menor erro na dltima aproximagao do que o
método LK, aproximadamente 11% menor, mas o tempo de execu¢ao
do método sLK é quase o dobro.

Agora, para dados com 5% de ruido, aprecia-se que na classe de mé-
todos ciclicos o melhor desempenho é obtido pelo método LK, obteve
0 menor erro, mas s6 conseguiu diminuir o erro na solucdo aproxima-
damente em apenas 3% com relagdo ao método sLK, aumentando o
tempo médio de computo (com relagdo ao método sLK) em aproxima-
damente 3%.

No caso de dados com 10% de ruido, o menor erro foi obtido pelo
método LK, dessa vez conseguiu diminuir o erro na solu¢ao com relacao
ao método sLK em aproximadamente em 9%, e diminuindo o tempo
médio de computo em aproximadamente 3%.

Finalmente, os experimentos mostram que no caso de dados com
ruido de 5% os métodos tipo Kaczmarz tem um melhor desempe-
nho(com relagdo ao erro na solugdo) que o método de Landweber e
para dados com ruido de 10% os métodos tipo Kaczmarz tem melhor
desempenho que os métodos Landweber e Landweber com busca linear.



Conclusoes Gerais

Neste trabalho foi provada a estabilidade e convergéncia de uma
variacao do método de Landweber-Kaczmarz, com uma nova regra de
parada e um parametro que permite omitir algumas iteracoes dentro de
um ciclo, se os residuos correspondentes sao o suficientemente peque-
nos. Uma ventagem dos métodos tipo Kaczmarz, é que o método de
regularizacao resultante aproveita de melhor maneira a estrutura espe-
cial do modelo e a estimativa pontual do nivel de ruido |y* —y° || < 6%
A chave para provar convergéncia, quando o nivel de ruido tende a zero,
foi a introducao do parametro de relaxagao bang-bang, w, na iteragao
(1.9).

Com relagdo as taxas de convergéncia, nos caso simétrico e nao si-
métrico, dado que a dnica condicao para a convergéncia nos teoremas
é que os operadores A7M;A; sejam limitados, infere-se que para ta-
manhos de passo 7 suficientemente pequenos (ou operadores escalados
apropriadamente), sempre podem ser estabelecidas taxas de conver-
géncia usuais. Em particular, nos teoremas usam-se cotas (veja (3.34),
(3.37)) que sdo computéveis e podem ser usadas em implementagoes
numéricas.

A iteracdo simétrica, tem a ventagem que pode ser usada ainda em
casos onde as condicoes para a iteragao nao simétrica nao sao satisfeitas.
No entanto, deve-se pagar o preco de aumentar ao dobro o esfor¢o
computacional.

Finalmente, nas experiéncias numéricas do Capitulo 4 e na classe de
meétodos ciclicos, observa-se o bom desempenho do método sLK para
dados exatos com relacdo ao erro na solugao, embora tem um custo
no tempo médio de execugao com relagao ao método LK de quase o
dobro. Agora para dados com ruido a situagdo muda, quem tem melhor
desempenho com relagao ao erro na solucao é o método LK, mas quem
tem a melhor relagdo custo/beneficio(com rela¢do ao método LK), é o
método sLK.
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