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Prefdcio da 1." ediçcio

"Pour toutes ces raisons naus sommes
fondé à prendre la connaissance dans son
courant, loin de son origine sensible, quand
elle est mêlée intimement â la réflexion.
C'est Id sfiulement qu'elle a tout son sens.
La source, n'est qu'un point géographique,
elle ne contient pas la force vive dît, fleuve.''

G . B A C H E L A R D .

(Essais sur la Connaissance Approchée)

Se na vecdade, como dizia A. Comte, a escola é a casernadas creanças, o ensino de Matemâtica tem sido uma
vetdadeita sala de torturas por onde todos os jovens estu-
dantes sâo obtigados a passar.

Os professores de Matemâtica, com ratas exceçÔes, têm
,a preocupaçâo de complicat e dificaltar o ensino dessa ma
teria. Em vez de problemas prdticos, intéressantes e simples,
■exigem sistematicamente de seas alunos a decifraçâo de qaes-
tôes complicadissimas, verdadeiras charadas, cajo sentido o
estadante nâo chega a pénétrât. Para a resoluçâo de am pro-
blema oa para a dedaçâo de ama formata banal, ensinam
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dots, très, e, às vezes, até quatre processes diferentes, quan-
do, per urn pri'ncipto comeztnbo de bôa pedagogia, det̂ iam jemtnar apenas urn desses processos e banir as demais, [

No curso secundaria o professor de Matemâtica julga i
que ha grande vantagem em fazer com que o aluno aprenda,
desde logo, a demonstrar uma série de teorêmas intlteis e com-̂  i
plicados, na ilusdo de que tais demonstraçoes, apesar de enfa- '
donhas, vao constttuir uma otima ginastica mental, para o
fim de desenvolver as faculdades de racioclnio. Ha nisso um
amentavel erro didâtico. As demonstraçoes fastidiosas de
teoremas mûtets, so podem trazer como consequencia êsse
horror à Matemâtica", fao comum entre os estudantes.

Il faut développer chez eux — escreve o
grande Bouasse — la faculté de raisonner dans
l'abstrait, mais a l'intérieur des limites imposées
par la pratique et sur des propositions effective
ment utilisables, " ( * ).

i'

A nosso ver cabe tambem nâo pequena censura aos
professores, que nâo sabendo distinguir o ensino ptimâriodo enstno secundàao, procuram aplicar ao curso ginasial \
um ststema de ensino infantil, irrisôrio e inadequado ao i
desenvolvimento mental dos alunos. E' o caso, par exemplode um professor que procura ensinar aos alunos do primeiro '
anno secundârio uma certa noçâo, como se estivesse diante
de uma classe da escola primària. Êsse professor patecetâ,
sem querer, ridiculo aos olhos de seus discipulos e estes juU

- "Exercices et compléments de
Mathématiques generates" — 1920, pag. VII.

X I I I

gàrâo baver sofrido um lamentavel retrocesso em seus
estudos.

E' do i lustre educador Dr, Francisco Vianna este
admiravel conceito:

. .a caracteristica diferencial. do ensino
chamado secundârio — que deveria ser, pelos
seus elementos essenciais, de caracter enciclopc-
dico — em relaçâo ao ensino primârio, esta
exatamente em que o primeiro é sistemâtico, de
coordenaçao e, por isso mesmo, abstrato" (*).

O escôpo principal que nos on'enfou no organizaçâo
deste compendia foi o de fazer um trabalho de feiçao ma-
derna, acentuadamente prâtico e de leitura agradavel ao
a l u n o .

Sem fugir ao programa oficial, que seguimos pari
passu, procurâmos abordar as diferentes partes da Aritmé-
tica. Algebra e Geometria, em con junto, com simplicidade e
maxima clareza, sem a confusâo de assuntos. Fizemos acom-
panhar coda capitulo de um pequeno trecbo de leitura capaz
de despertar no joven estudante o intéressé pelos diversos
fatos da Histôria da Matemâtica e pela vida dos grandes
sâbios que colaboraram no progressa dessa ciência.

Tivemos o cuidado de formular com precisâo e vigor
todos os conceitos e definiçoes. E' évidente que algumas
noçôes forom apresentadas terra-a-terra, despidas de todo

(*) F. Vianna — "As modsrnas directrizes do ensino primario"— (1930, pagina 14).
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formalismo teôrico, que secia descabido, pois que este com-
pendio é destinado aos alunos do 1® ano ginasial.

Nao nos moveu pceocupagdo de exibir bibliogtafia,
mas julgàmos que secia util aos pcofessores, citar alguns
dos autoces que computsamos, com indicaçâo da obra.

Êste compendio (*) — tepetimos — tern um cunho
acentuadamente pcatico, e ptopoccionaca ao estudante do
1 ano uma soma de conhecimentos, metodicos e exatos,
que secvitao de base para os estudos teocicos que setdo feitos
nos anos subséquentes.

A partir do 2 ano irdo aparecendo, em ordem ctescente
dê  cornplexidade, diversos principios com suas demonstra-goes ngorosas; os alunos, exercitarao, sem esforgo, as suas
faculdades de racioctnio sobre teoremas de aplicagao quasi
imedtata. So entao podera o estudante apreciar a profunda
verdade que estd contida no belissimo aforisma de Bacon:

Omnis scientia requirit mathematicam."

Novembre de 1930.

C . T .

M . S .

(*) Este compendio é o primeiro de uma série de 5 volumes.

o o o o o o o o o o o

Prcfdcio da 2.^ cdiçôo

A 1° eàiçâo de am livra — segundo uma expressâo
feliz de um dos rjossos mais apreciados escritores (*)

— nâo passa de uma 4" prova m quai o autor, com a pre-
ocupaçâo de melhocac coda vez mais o trabalho, sente a trre-
ncimivel necessidade de fazer nooas modificaçôes nesta ou
naquela pagina. Um novo periodo a actescentar, uma hase
a substituir, um exemple a esclarecec — sâo além de outras
muitas, pequenas alteraçôes que, às vezes, s6 a quarta proya
nos vem sugecir. E isso tardiamente quando o compendia
id se acha nas mâos dos leitoces e apontado à severidade da
ccitica no "vient de paraître" das grandes Iwrartas.

Este livra nâo quiz constituir uma exceçâo. A sua 1°
edicâo nâo passou de uma quarta prova para a quale exer-
clcio direto com as classes apontou-nos varias modihcaçoes.

Com o fim de melhorar e simplificar cada vez mais
ensino da Matemdtica, segundo o piano que adotamos,

resolvemos modificar ligeiramente a seriaçâo dos capitulas
conservando, porém, apenas os que jâ hguravam na 1'
ediçaô o // {ncluimos as primeiras noçoes sobre
a representaçâo das quantidades par meio de letras, afim

(♦) A expressâo a que nos referimos é atribuîda ao Sr. Afranio
P e i x o t o .
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de habituar, desde logo, o aluno com o câlculo literal e ini-
m ê m a Z e l e -

Tendo em vista a feiçâo elementar desta obra resol-vemos, na présente ediçâo, saprtmir algumas leituras e cot
achaZnoTann7°acnamno I ano do curso secundâtio.

Prof Dr ̂ Â Hbprû  î ŝîte amigo e colabotadov,. ^ ^ s o l v e m o s r e t i r â t d e s t e l i v r o o
"Reaçôes logicas do calcule numé-

por esse mn/-/r)r» f ematica 2 ano deixando,No':rd:z îZz ̂ tfS"̂  t:tornar mais simples e interessmte nr ̂-a. .oço-.. .oèr. os sisterî asTçTsmente corn a indicaçâo dus principais aJd̂s usadaP
n̂dicaTas'TlZZô sZ'lTgamas deLs nTas (VZtoZ° 7''''T

espectalmente aos Srs. Professôres7 sao destmadasos autores que compuhamos e justificarZ Z' '
desenvolmmento dado a certos capitulas

3 de Maio de 1932.

C . T.

M . 5 .

C A P Î T U L O I

N I J M E R A Ç Â O

1 — Noçôes preliminares.

E' incontestavel que o homem, desde a apariçâo sobre a
terra, sentiu necessidade do câlctUo, nâo s6 para distinguir,
como tambem para contar os objetos.

Como sô dispuzessem, porém, os homens primitivos de
recursos rudimentares e grosseiros, a contagem dos objetos era
obtida por meio de estrias feitas nos troncos das ârvores ou
£obre os ossos dos animais (*) e, assim, o pastor primitivo ao
ver passar o rebanho, para cada ovelha punlia de lado uma
pequena pedra, e obtinha desse modo, com auxillo das pedras
.separadas, um meio simples e seguro de apreciar a grandeza
de seu rebanho.

2 — Primeira noçâo de numéro.

Suponhamos uma caixa cheia de laranjas; admitamos que
sejam todas iguais. Essa coleçâo de laranjas define um certo
■n u m é r o .

Um conjunto qualquer de objetos iguais nos traz no espirito
a noçâo de numéro.

(♦) Nas cawsrnas das épocas primitîvas foram encontrados ossos es-
triados sendo as estrias dispostas com certa re^larîdade. Esses ossos eram
empregados para contar os objetos.
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3 — Grandeza de um numéro .

A grandeza de um numéro depende do conjunto de obje-
tos que definiu esse numéro. De um conjunto muito grande
resultarâ forçosamente um numéro muito grande.

4 — U n i d a d e .

A um objeto isolado de certo conjunto a que nos propomos
contar chamamos a unidade. (»).

Em uma coleçâo de pêras, por exemplo, a unidade sera
uma 'pêra.

5 — Unidade simples — Unidade coletiva.

Quando dizemos — "Nesta caixa ha 8 duzias de penas" —
a unidade escolhida foi uma duzia de penas. A duzia représenta
um conjunto de 12 penas.

Como vemos a unidade pode ser simples ou coletiva.
A unidade coletiva é aquela que é formada de dois ou maî

objetos.

6 — Numéros inteiros; numéros fracionârios.

De um conjunto complete de unidades résulta o numéro-
i n t e i r o .

Quando considerarmos um conjunto em que figuram
partes da unidade temos o numéro fradonârio.
^ Se a unidade é, por exemplo, uma pêra e essa pêra foidividida em 8 partes iguais — oitavos — um conjunto de 5-

dessas partes sera definido pelo numéro dnco oitavos.

( ) Apresentamos neste compêndio as primeiras noçôes elementares
sobre nûrosro e unidade. Essas noçôes serào desenvolvidas e completadas,
em parte, no livro "Matemâtica — 2." ano".

Os numéros fracionârios serâo. mais tarde, objeto de um
estudo especial.

7 — N u m é r o .

0 numéro sera, portante, uma coleçâo de objetos de cuja
natureza fizemos abstraçâo.

g Numéros concretos e abstratos.

Quando levamos em conta a natureza de um conjunto
temos um numéro concreto; no caso contrario o numéro sera
s e r a a b s t r a t o . ^ . . , , , ^

Exemplo : 15 Uvros é um numéro concreto ; o simholo 15,
corn 0 quai definimos esse conjunto de livros, é um numéro
a b s t r a t o . ^ - -

Do mesmo modo : 8 métros, 11 dias, 40 moedas sao nu
méros concretos; 8, 11 e 40 sâo numéros abstratos.

9 — Numeraçâo.

Para que possamos raciocinar e operar corn os numéros
nos as représentâmes por meio de signais grâficos especiais
d e n o m i n a d o s a l g a r i s m o s . ^ ,

Além da forma sensivel dada aos numéros com auxiho dos
algarismos é indispensavel que todos eles tenham uma deno-
m i n a ç â o . . . . , . .

mmeraçâo é o conjunto de prmcipios, leis e artificios em-
pregados para exprimir os numéros.

A numeraçâo divide-se — como e faci! concluir
mmeraçâo falada e nwmeraçâo escnta. (*).

e m

isTdï! iDaîses civilizados a num^açSo precede o câlcido; as cnanças
j d o s n u m é r o s a n t e s d e p o d e r d î s t î n ^ i r o s v a l o r e s n u -

nér̂ icos (Léon BbunschvicZ', Les Etapes de la Philosophie Mathêmor-
tique, pag. 7).
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10 — ̂ Ĵiimeraçâo falada.
iA fo rmaçâo dos d iverses vocâbu los com que expr imimos •

os numéros nâo é arbitrâria senâo para os prinieiros numéros;
um, dois, très, quatro, cinco, seis, sete, oito e nova.

J u n t a n d o - s e u m a u n i d a d e a o n u m é r o n o v e t e m o s u m a d e -
z e n a o u d e z . ,

F

Os numéros que se seguem depois do dez, sâo: onze, doze,,
treze, quatoi 'ze, quinze, dezeseis, dezesete, dezoito e dezenove. i

Juntando-se uma unidade ao numéro dezenove temos dtias
d e z e n a s . A s d e z e n a s d e v i a m s e r c o n t a d a s d e s s a f o r m a : d u a s i
dezenas, très dezenas, etc. Ha porém, na nossa lingua, vocâ- ^
bulos especiais para indicar tais numéros: vinte, trinta, qua-
renia, dncoenta, etc.

Uma coleçâo de dez dezenas forma o nûmero denominado
cem ou cento, e deste sâo derivados: duzentos, trezentos, qua^ \
trocentos, etc.

0 conjunto de dez centenas forma o milhar ou mil; se-
guem-se: dois mil, très mil, quatre mil, etc.

E a s s i m p o r d i a n t e . J
E claro que a lei de formaçâo dos vocâbulos com que sâo ^

expresses os numéros varia de um idioma para outro. ^
i

11 — Numeraçâo escrita. Sistema de numeraçâo. \
I

N a n u m e r a ç â o e s c r i t a , c o n f o r m e j â d i s s e m o s , o s n û m e - i
ros sâo representados por meio de algarismos.

Ha duas especies de algarismos: arabicas e romanes.

Os algarismos arâbicos sâo: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9.

Com esses algarismos e mais o zero podemos representar

qualquer numéro desde que adotemos um sistema de nume
raçâo.

Sistema de numeraçâo é o conjunto de numéros que se for-
rmm segundo certas convençôes.

N U M E R A Ç Â O — — 2 f .

12 — Sistema decimal .

E universalmente adotado o sistema decimal de nume
raçâo.

Nesse sistema dez unidades de uma ordem formam uma
de ordem imediatamente superior.

Assim: dez unidades formam uma dezena; dez dezenas
formam uma centena; dez centenas formam um milhar. etc. (*)..

Cada très ordens de unidades formam uma classe:

r u n i d a d e s

d e z e n a s

c e n t e n a s

milhares ^

dezenas de mi lhares

cen tenas de m i lha res

mi lhôes

dezenas de milhôes

centenas de milhôes.

seguem-se as classes de bilhôes, trilhôes, etc.

Uma companhia é formada de um certo nûmero de soldados; do^
modo uma dezena se compôe de dez unidades simples. Se se consi-

em seguida, a companhia como uma nova unidade», varias compa-
formarâo um batalhâo; assim tambem tomando-se a dezena coma

nova unidade dez dezenas formam uma centena. Emfim um batalhâo
sendo oor sua vez uma unidade, a reuniâo de varios batalhôes constitue
um reffimento- do mesmo modo dez centenas formarâo um milhar (Carlo
BOURî T, Cours Abrégé d'Arithmétique, pag. 5).

l. ' ' classe

2;'^ classe

S." classe
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A pratica nos mostra que é completamente inutil formar
classes além das dos bilhÔes; em teoria, entretanto, o numéro
de c lasses é i l im i tado.

1 3 — 0 b i l h â o .

Na França, Italia, Alemanha e em varies outres paises
da Europa e da América — o Brasil inclusive — e bilhâo vale
mil milhoes; o trilhâo mil bilhoes, e assim sucessivamente. Na
Ingaterra e na Espanha o bilhâo vale um milhâo de milhoes ; o
trilhâo vale um milhâo de bilhoes e assim per diante.

Citemos um exemple. 0 numéro 4j000.000,000 na Ingla-
terra seria lido "Quatre mil milhoes". No Brasil esse mesmo
numéro représenta 4 bilhoes.

14 — Principio do sistema decimal.

A numeraçâe escrita, no sistema decimal, é baseada no
seguinte principio :

Qimlquer algarismo escrito à esquerda de outro
vale dez vezes mais do que se estivesse no logar desse
o u t r o .

Assim, no numéro 3784 o algarismo 7, estando à esquerda
■do 8, vale dez vezes mais do que se estivesse no logar do 8.

Ora, como o 8 représenta as dezenas do numéro, é claro
que o 7 representara as centenas.

O z e r o ,

0 serve para indicar ausência de uma certa
ordem de unidades.J dizeiuos que num conjunto ha 508 objetos, o zero

*̂ "̂ "A«ria de dezenas no numéro.indica ausencia a

r

16 Algarismos signif icativos — Valor absolute e valor
r e l a t i v e .

Os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 8 e 9 sâo denominados-
significativos.

Um algarismo significativo tern dois valores: absoluto e
r e l a t i v e .

Valor absoluto é o valor que o algarismo tern isoladamente.
Valor relative é o valor que o algarismo tem conforme o

logar que ocupa no numéro.
No numéro 7178, por exemplo, o primeiro algarismo 7 à

esquerda, représenta 7 mUhares (7000) ao passo que o se-
gundo, â direita, représenta 7 dezenas (70) .
17 Numeraçâe romana.

A representaçâo dos numéros por meio de algarismos ro-
manos embora nâo traga vantagem alguma de ordem pratica
é todavia. utilisada em certos casos: para designar os séculos,
as datas nas inscriçoes. na cronologia dos reis, na designaçâo
dos capitulos de uma obra, etc.
' Na numeraçâo romana sâo empregados. como algarismos.

1 1 s e t e l e t r a s m a i u s c u l a s : I , V ,
V 5 X , L . C , D , M .
X 1 0
L 5 0 P a r a r e p r e s e n t a r o s n i i -
Ç 100 meros essas letras sâo combi-
D 5 0 0 n a d a s d e a c ô r d o c o m a s s e -

1000 guintes regi-as:

11) Quando se répéta um dos algarismos I, X, C e M
outras tantas vezes se répété o seu valor.

Ex. : XX significa 20
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2.®) Ndo se pode empregar seguidamente mais de très
algarismos iguais.

3.®) Um algarismo colocado à direita de outro de valor
maior alimenta este ultimo do valor que o menor re
p r é s e n t a .

Ex , ; XV s ign ifica 15

4.®) Um algarismo colocado à esquerda de outro de valor
maior diminue este do valor que o menor représenta.

Ex.: CM significa 900

5.®) Um traço horizontal colocado sobre um algarismo
ou sobre um grupo de algarismos aumenta de mil
vezes 0 valor que o algarismo ou o grupo de algaris
m o s r e p r é s e n t a .

Exemples: V significa 5000

Xïl V significa 12005

18 — Observaçâo.

Os Romanes usavam ainda para representar es numéros
certas combinaçôes de sinais. Apresentamos abaixo tedos os
algarismos romanes; os dois ultimes, à direita, representam
1 0 0 0 ,

I V X L C D C D O O
29 ^ Numéros cardinals; numéros ordinals.

Um conjunto qualquer de objetos iguais define, como
. g yiïi certo numéro que é denominado numéro cardinal.

^ 'm expressâo, 20 ârvores, temos um numéro cardinab

Os numéros cardinais sâo sucessivamente formados por
uma unidade, duas unidades, très unidades, etc.

Os numéros um, dois, très, quatre, etc. constituem a cha-
mada série dos numéros cardinais, na quai cada numéro é su
perior a todos que o precedem e inferior a todos que o seguem,.

N a s é r i e c r e s c e n t e d o s n u m é r o s c a r d i n a i s c a d a n u m é r o
tem uma ordem que é o numéro ordinal correspondente. Assim.
um é o primeiro numéro; dois é o segundo, très o teroeiro,
etc.; ao cardinal um corresponde, pois, o ordinal pHmeiro, ao-
cardinal dois o ordinal segundo e assim por diante.

Neste compêndio o palavra numéro, salvo indicaçâo em.
contrario, significarâ sempre "numéro cardinal".

20 — Transformaçôes com os numéros. Operaçôes.

As transformaçôes que efetuamos com os numéros, se
gundo certas regras, sâo denominadas operaçôes.

0 numéro ou o sistema de numéros que se obtem com au-
xilio de uma operaçâo, é denominado resuUado dessa operaçâo.

Exemplo: Dados os numéros 7 e 8 obtemos, com auxilio-
de uma operaçâo (adiçâo), o resultado 15.

As operaçôes fundamentals sâo: adiçâo, subtraçâo, multi-
plicaçâo, divisâo. potenciaçâo e radiciaçâo.

E x e r d c i o s .
I

^ 2 Com quatre algarismos romanes escrever o numéro 2999; com;
dois algarismos romanos escrever o numéro 95.

^2 — Com quantos algarismos podemos escrever todos os numéros in-
teiros desde 1 até 10000 inclusive?

3 — Caîeular o nûmero de algarismos necessaries para se escrever
todos os nûmeros inteiros maîores que 400 e menores que 10000,.
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L e i t u r a .

SISTEMA DE NUMERAÇÂO

OTnatemâtico holandês Simdo Stevin, que viveu no SéovXoXVI, imuginou um sistema de numeraçâo cuja bcise era 12.
A escolha quasi unanime do numéro iO, como base de nu-

meraçào, pi^ovem — segundo uma hipôtese muito aceitavel —
da conformaçâo da mào (*). A figura natural dos dnco dedos
de uma das mwos, adicionados aos cinco dedos da outra mâo,
■deu nasdmento ao primeiro sistema de numeraçào, base da
Aritmética, a dênda dos numéros. (**).

E' intéressante observar que apesar do sistema dedmal
■ser universalmente adotado existe, no espîHto do povo, uma
certa inclinaçdo para a numeraçdo duodecimal. Muita gente
préféré ainda contar certos objetos em duzias e grosas (12
■duzias) a contar por dezenas e centenas.

KOUSB Ball, Récréations Mathématiques et problèmes, 1926,
1" vol.,

HOBFFER, Histoire des Mathématiques, 1886, pag. 13.

y l(

C A P I T U L O I I

A D I Ç Â O

1 Noçôes preliminares.

Consideremps duas caixas contendo mcedas, havendo 11
moedas na primeira e 15 na segunda. Juntemos as moedas-
dessas duas caixas e formemos uma coleçâo ûnlca. A nova
coleçâo assim obtida, com 26 moedas, sera a soma das duas
coleçôes.

0 numéro de moedas da coleçâo total sera a soma dos
numéros de objetos das duas coleçôes dadas.

2 — Adiçâo. ^

A operaçâo que tem por fim réunir num sô numéro (*)
as unidades de dois ou mais numéros dados chama-se adi
çâo {**)•

0 resultado da adiçâo chama-se soma ou total

(*) Neste capituJo e nos capitules seguintes (até o XI) sô consi-
deraremos operaçÔes corn numéros inteiros.

Convem observar que a idéa da adiçâo jâ estâ contida impli-
•x Tin nnf-an de nûmero, pois os numéros inteiros, na sene na-citarnente Ç ̂  nuatro... sâo obtidos juntando-se uma unidade ao

preMdenté (Jules Tannery, Leçons d'Arithmétique, Liv. Armand Colin»
1911, pag. 12).
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S — P a r c e l a s ,

Os numéros cujas unidades sao reunidas num so numéro,
ou mais simplesmente, os termas de uma adiçâo sâo denomi-
nados parcelas.

4 — Sinal de adiçâo.

A adiçâo é indicada corn o auxilio do sinal + (mais) co-
locado entre as parcelas.

Assim 18 -f 15 indica que devemos juntar as umdades
do primeiro numéro 18 às unidades do segundo nûmero 15.
5 — Sinal de igualdade.

A igualdade entre dois numéros ou expressôes é indicada
pelo sinal = (igual a) colocado entre esses numéros ou ex
pressôes.

A s s i m 7 + 1 = 8

lê-se; 7 mais / é igual a 8.

A parte que fica à esquerda do sinal = Chama-se pnmeiro
-membro da igualdade e a que fica à direita, segundo membre.

Na igualdade

8 + 7 = 14 + 1

O primeiro membro é 8 + 7; o segundo membro 14 + 1.

^ O b s e r v a ç a o .

Sabenios que um nûmero nao se altera quando a esse nù-
jnero juntamos 0.

Exemplo : 23 + 0 = 23.

Numa soma de diias parcelas uma dessas parcelas sendo
igual a zero a soma sera, por definiçâo, a outra parcela.

7 — A adiçâo é uma operaçâo univoca.

Diz-se que a adiçâo é uma operaçâo univoca porque ela
nos conduz sempre a um resultado ûnico, perfeitamente deter-
m i n a d o .

Assim a adiçâo 47 -{- 185 sô apresenta um resultado,
que é 282.

8 — Adiçâo é uma operaçâo comutativa.

Dizemos que a adiçâo é uma operaçâo comutativa porque
a soma nâo se altera quando mudamos a ordem das parcelas:

143 -j- 28 = 28 + 143

É évidente que essa propriedade pode ser verificada numa
soma qualquer de très ou mais parcelas.

9 — A adiçâo é uma operaçâo associativa.

Dizemos que a adiçâo é uma operaçâo associativa porque
o seu resultado nâo se altera quando substituimos duas ou mais
parcelas pela sua soma efetuada.

Exemplo: na expressâo

13 + 8 + 7 + 3

podemos substituir as très ultimas parcelas por 18 sem alterar
a soma. Temos :

13 + 8 + 7 + 3 = 13 + 18
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10 — Processo de abreviaçâo.

Em certes cases pedemos abreviar uma adiçâe decempende ,
uma das parcelas. A eperaçâe pederâ, dêsse-modo ser efetuada
m e n t a l m e n t e .

Seja, per exemple, somar os numéros 265 e 783.
Dizemos mentalmente:

265 cem 700 dâ 965; 965 com 80 dâ 1045, com 3 da 1048.

11 — P r o v a .

Prova é uma operaçâo que serve para verificar a exatidao
de uma outra operaçâo jâ ef-etuada.

Podemcs tirar a prova de uma adiçâo efetuando-a nova-
mente de baixo para cima, isto é. alterando a ordem das par
celas. 0 segundo resultado obtido deve ser igual ao primeiro.

12 Adiçâo de numéros concretos.

Quando as parcelas que figuram numa soma sao repre-
sentada por numéros concretos é necessario que esses numéros
sejam referidos à mesma unidade. A sonaa é, nesse caso, da
mesma especie das parcelas.

Nao podemos somar numéros concretos de especies dife-
rentes .

1 3 Representacao das quantidades por meio de letras.
rvinq supor que queiramos indicar, por meio de uma

c-imples que a ordem das parcelas nao altera a soma.expressao simples, ̂

I (-Ml 1

Seja a soma 17 -f- 8, Escrevemos:

17 + 8 = 8 + 17.

Cemo,. porem, essa propriedade se verifica quaisquer quesejam ̂  parcelas. pedemes super que a primeL parceiréurn ceito numéro que représentâmes pela letra a e que a se-
gunda parcela e um outro numéro b.

_ A soma sera a -f 6, e a propriedade comutativa.da adiçâosera indicada da seguinte forma.

a + 5 = 6 + a

]oreŝ ^̂ °̂  ̂  ̂  ̂  Podem receber quaisquer va-
A repi-esentaçào dos numéros por meio de letras é dp

grande vantagem para o calculo. (♦).

14 — Letras usadas no calculo.

Para representar as quantidades sao usadas indiferente
mente as letras do alfabeto latino - minusculas e maiusculas
— e as letras do alfabeto grego (**)'.

A expressao 6 - B. lê-se: b pequeno menos B gi-ande
Nesse caso 5 e B representam dois numéros quaisquer

Devemos evitar, sempre que for possivel. o emprego simul-
taneo de letras iguais, maiusculas e minusculas, numa mesma
e x p r e s s a o .

A letra 0 nao é usada pela confusâo que pode trazer com
0 z e r o .

/
1/

(*) 0 emprego das letras para reoresentar no
remoŝniais tarde, permits simpliflear as operaçôes e inSar'oTp̂ t"

(**) Vide no fim do volume o alfabéfo grego.
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15 — Grandezas variaveis e constantes — Incognita.

Se observarmos uma sala de aula, poi* exemplo, verificamos
que a sua altura nâo varia. Dizemos entâo que é uma constante.

Quantidade constante é aquela que tem ou que pode re-
ceber um certo e determinado valor.

0 peso de um livre, por exemplo, é uma constante.
Quando uma quantidade nâo é uma constante, dizemos que

é vaHàve l .
A idade de uma pessoa, a altura de uma planta, a distância

da Terra ao Sol, o peso de uma criança, etc., sâo quantidades
v a r i a v e i s .

Uma quantidade, embora constante, pôde ser desconhecida,
isto é, incognita.

Se alguem nos mostrar uma joia podemos assegurar que o
peso dessa joia é uma constante, muito embora esse peso seja
para nos desconhecido.

16 — Convençao sobre o emprego das letras.

A representaçâo das quantidades por meio de letras obe-
dece a certas convençôes.

Assim as primeiras letras

a, b , c , d . . . .

fepresentam quantidades dadas ou constantes e as ultimas

Xj y, z, t. u, V

representam incognitas ou variaveis.
Tsfuin terreno retangular se representarmos a base por a,

por b e a diagonal por x, queremos com tal notaçaoQ, al dois primeiros elementos (base e altrura) sao
indicar <î ygior da diagonal é desconhecido.
dados e

A D I Ç A O
• é

3 3

1 7 L e t r a s c o m i n d i c e s o u a c e n t o s .

1 »

b b"

Quando duas ou mais quantidades da mesma especie, guar-
dara entre si uma certa analogia, podemos representa-las pela
mesma letra afetada de indices ou de acentos diferentes.

Assim, por exemplo. se tivermos
très retângulos di ferentes podemos
représentai' a base do primeiro por
h, a do segundo por h* (lê-se: h li-
nha) e a do terceiro por h" (lê-se: b
duas linhas).

Na expressâo
m -{- m' -b m"

m., m' e m" representam numéros quaisquer.

Vamos supor que num determinado problema figuram
quatro barras de ferro. Podemos representar o peso da pri-
meira por (lemos: p indice 1, ou p baixado a 1) ; o peso da
segunda barra sera reprêsentado por p., (lê-se p indice 2 ou p
baixado a 2) ; o peso da terceira por p^ (lê-se: p indice 3 ou p
baixado a 3) e o peso da ultima por p.j.

A expressâo

P i -h P. ^ + Ps P i

indica, por exemplo, que devemos somar os pesos das quatro
b a r r a s .

Os indices ou acentos nâo indicam operaçâo alguma.
Os acentos s6 devem ser usados quando os elementos a

representar pela mesma letra nâO' sâo em numéro superior a 3.
Havendo 3 ou mais quantidades a representar pela mesma

letra é preferivel empregar os indices.

Ig — ExpressÔes literals.

Uma expressâo é literal quando nela figuram certas quan
tidades ou numéros representados por letras.
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A s s i m

a b X e

sao expressoes literals.

1 9 — E x e r d c i o L

Uma pessoa tinha m moedas e go/nhou mais 7 TTvoedas, Com,
quantas moedas ficou ?

Resposta: Ficou com w -|- 7 moedas.

2 0 — Ese rc i c i o 11 .

A idade de uma pessoa era x anos. Qual era a idade dessa
pessoa 8 anos depois ?

Resposta: a; -{- 8

21 — Exerdcio III.

Umo. caixa vazia pesa P quilogramas; a mercadoria colo-
cada dentro delà pesa P". Qual é o peso total da caixa com a
mercador ia ?

Resposta: P + P' quilogramas.

22 — Exercicio IV.

Sendo m um numéro inteiro qual o numéro inteiro ime-
dzatamente superior am?

Resposta: w + 1

23 — Exercicio V.

Escrever très numéros inteiros conseoutivos quaisquer/
Resposta : Sendo n um numéro inteiro w, w-f-lew-|-2

sao numéros inteiros consécutives.

A D 1 Ç Â O - 7 3 5

24 — Adiçâo de segmentes.

Sobre uma reta S marquemcs um segmente A B.
Um segmenta de reta é uma porçâo

l i m i t a d a d e u m a r e t a ( * ) . ^ J g ^
A reta S, sobre a qual marcamos o

segmento AB é denominada suporte do segmente AB.
Na mesma reta S, a partir de B, marquemos o segmento

B C .
Os segmentes A B e B C têm o mesme suporte.
0 segmento. assim obtido, A C representarâ a soma dos

segmentes A B e B C.
Ternes pois: AC = AB-^BC.

25 — Exerdcio VI.

Indicar a soma de très segmentas dados.

Resoluçâo :

- r r v ■ S e j a m w , w e s o s s e g -
. m e n t o s d a d o s .

m . + r \ . + s ■— I ^ I S o b r e u m a m e s m a r e -r r v ' r \ , i ,
ta marquâmes segmentes

iguais, respectivamente a m, «.es.
Obtemcs assim, como indica a figura, a soma dos très

segmentes.

Exerc ic ios»

4 — Em que caso é indiferente começar uma adiçâo pela direita ou
pela esquerda ?

5 — Que modificaçâo sofre uma soma de 8 parcelas quando se soma
10 a cada parcela ?

(*) As primeiras noçSes sobre reta jâ foram dadas no curso pri-
màric ou estudadas no curso de admissâo ao 1.® ano secundârio.

.1
I
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6 — Très operâr ios t rabalham em cer ta obra; o 1. " recebeu
20$000; 0 2.® recebeu 12$000 mais do que o 1 ® e o 3° recebeu
16^000 mais do que o 2.°. Calculer a quantia total dos très
operâr ios .

L e i t u r a .

o s A L G A R I S M O S

( R O U S E B A L L )

- artas vezes temos aludido ao sistema de notaçdo numé-
rica dos Arabes. Convém, pois, que digomos breves pala-

âcerca da kistoria dos simbolos, de que nos servimos. Sîca ori-
gem é obscura e tem dado aso a muitas controversias. Parece,

)

Algarismos indus (950)

Aglarismos gobar (arabes)
1100)

Do um missal de origem
alemâ (1385)

Algarismos europeus —
(1400) .

De "Mirsour of the world" {
1480)

De um calendârio escossês l
provàvelmente de origem <
f r a n c e s a ( 1 4 8 2 ) / % ^ 3 3 ) 8 j 1 0

cm definitîvo, provâvel que os simbolos 4. 5, 6 e d (-e fah,P̂
provenJmm das letras inidais das palavras correspondentesdo alfabeto Indo-Baetrmno, em uso no norte da India, 150 anas
taloez, antes de Cmto; que os simbolos 2 e 3 kajam sido orC

O S A L G A R I S M O S 3 7

ginariamente. dois e très pcquenos riscas paralélos; e que o
simbolo 1 se originasse de méro risco de pam. Signos anâlogos
estavam em uso nas Indias pelos fins do segundo século da nossa
éra. Desconhedda é a origem do simbolo 0. nâo é, todavia, im-
possivel que tenha sido um ponto posta para marcar um espaça
vasio, au a representaçào da mâo fechada, a que tuda nào passa
de méras conjeturas. Nào é desarrazoado crer-se que tenha sido
adotada 'uas Indias em fins do quinta século. Dataria, entre-
tanta da VIÎI século o documenta mais remota em que êle se
m i c o n t r a .

Os simbolos empregados
n a s î n d i a s n a o i t a v o s é

culo e hem depots, eha-
mam-se c i f ras Depanagâr i .
Vèm-se na pHmeira linha
d o q u a d r a a n t e r i o r . O s
Arabes do Oriente modificavam-Uie, levemente, a forma e as
Mouros, por seu turno, fizeram-nas passar par alguns retoques.
É possivel que as Arabes de Espanha tivessem a prino.pia abo-
lida 0 0 que reintegraram depois de concluirem que a sua
omissâa era perjudieial. Chamam-se cifras gobar as simbolos
adatados em définitive pelos Arabes,' e o exame da segunda
linha do mesmo quadra nas dâ idéia das formas de que mais
comumente se revestiram. Da Espanha ou da Barbaria essas
cifras gobar passaram à Europa oddental.

i r r i o T V A i .
Algarismos arabes modernos

(Do llvro "Histoire des Mathématiques")

• • • • o

• • e • o

e • o • 9

® o o 9 9

e O 9 9 9
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C A P Î T U L Ô I I I

SUBTRAÇÂO.

1 — Subtraçao.

Vamos supor que um fazendeiro possua dois rebanhos
A e B; o rebanho A tende 43 ovelhas e o rebanho B, 20 ovelhas.

Ha, portante, um excesso de 23 ovelhas do rebanho A
sobre o rebanho B.

Se do primeiro rebanho, que é no caso o maior. tirarmos
um numéro de ovelhas igual ao néniero contido no rebanho
vamos obter uma diferença de 23 ovelhas.

Esse resultado 23 sera obtido por meio de uma suhtraçâo.
Subtraçdo é a opefaçâo que nos permite achar o numéro

de unidades de que um numéro dado a excede um numéro h,
0 primeiro numéro a é aqui suposto maior do que o se-

g u n d o .

2 — Sinal de subtraçao.

A subtraçao é indicada por meio do sinai — (menos)
colocado entre os dois numéros. Assim: 43 — 19 lê-se 43
m è n e s 1 9 .

3 — Termos da subtraçao.

Os termos da subtraçao sâo denominados: minuendo e
s u M r a e n d o .

Na subtraçao a — b o minuendo é a e o subtraendo
i». (•)

4 — Resultado da subtraçao.

0 resultado da subtraçao é denominado resto, excesso ou
diferença,

Quando dizemos : — "Paulo tinha 15 moedas e tendo gasto
6 ficou com 9", esse resultado é um resto,

Quando dizemos: — "Paulo tem 15 anos e Pedro tem 6;
logo Paulo é 9 anos mais velho do que Pedro".

Neste caso o resultado 9 é uma diferença ou excesso.

5 A subtraçao é a operaçâo inversa da adiçâo.

Quando efetuamos, por exemplo, a subtraçao
1 5 — 8 = 7

queremos com isso exprimir que o numéro 15 excede 8 de 7
u n i d a d e s .

0 numéro 15 représenta nesse caso uma soma de duas
parcelas uma das quais era conhecida (8) e a outra (7) foi
ca lcu lada .

A subtraçao tem por fim dada a soma de duas parcelas
e uma dessas parcelas achar a outra.

A subtraçao é, portante, a operaçâo inversa da adiçâo.
A subtraçao é un^oca,

6 — Prova da subtraçao.

Tiramos facilmente a prova da subtraçao com auxilio da
adiçâo.

(•) Alguns autores adôtam as danominaçoes de dimnnucndo %
■nwidor para os dois termos da subtraçao.
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Com efeito, se somarmos o resto ao subtraendo devemos
obter 0 minuendo.

7 — Observaçâo.

A diferença entre dois nûmeros iguais é zero.

a — a — 0

Quando de um numéro subtraimos zero esse numéro nâo
se a l te ra .

m — 0 — m

8 — Diferença de dois segmentes.

Seja, por exemple, achar a diferença entre o segmente
AB e CD. A partir da extremidade A sobre AB mai'camos um
segmente AM, igual a CD.

C D 0 s e g m e n t e M B r e p r é s e n t a a d i
ferença procurada.

H A diferença de dois segmentes é
0 segmento que précisâmes semar ao

menor para obtermos o maior.

9 — Subtrair de um numéro uma soma indicada.

Para subtrair de um numéro uma soma indicada de varias
vareelas, vodemo.3 do numéro subtrair a /.» pa/rcela, do resta

i 0 su trail a 2. parcela, do novo resto a 3." parecla e assim
Vor d iar. te .

Vamcs supor que do numéro 78 queremos tirar a seguinte
s e m a : ^

8 + 3 + 10

Escrevemos portante;

colocando entre parentesis a sema indicada. (♦) Do numéro
78 podemos tirar de uma sô vez 21 unidades, pois' é êsse o nû-
mero de unidades contidas na soma indicada. Chegaremos, po-
rém, ao mesmo resultado se do numéro 78 tirarmos sucessiva-
mente 8, 3 e 10 unidades.

7 8 — 2 1 = 5 7

7 8 — s — 3 — 1 0 — 5 7

Résulta dai a seguinte igualdade;
»

78 _ (8 + 3 + 10) =78 — 8 — 3 — 10

Em gérai :

o — (b + c) ~ a — h — c

20 Subtrair de um numéro uma diferença indicada.

Para de um nûm ô tirar a diferença indicada de dots
outras, junta-se êsse numéro ao subtraendo e da soma obtida,
subtrae-se o minuendo.

Vamos supor que do numéro 85. por exemplo, queremos
subtrair a diferença indicada 91 — 86.

A operaçâo a efetuar sera indicada do seguinte modo :

85 — (91 — 36)

colocando-se entre parentesis a diferença.
Efetuando a subtraçâo, temos

85 — (91 — 36) = 85 — 55 = 30

(*) Os sinais ( ) e [ ] s«rvem para estabelecer certas relaçôes entre
as operaçôes îndicadas. Uma quantidade colocada entre pansntesis dsve
figurar, na expressâo, como se fosse um numéro so.

7 8 — (8 + 3 + 10)
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Cjiegaremos ao ni€sino resultado se ao numéro 85 jun-
tarmos o subtraendo 36 e do resultado tirarmos o minuendo 91 :

81 + 36 — 91 = 30

Podemos pois escrever a seguinte igualdade:

85 — (91 — 36) = 85 + 36 — 91

Em geral :

a — (m — n) = a — m + w.

11 — E x e r c i c i o I .

Do numéro 1 tireur a diferença 10 — x

Resoluçâo:

I _ (10 _ X) = ï — 10 + a:

A expressao I — /O + x exprime o excesso do numéro I
sobre a diferença 10 — x.

12 — Exercic io 11.

A distânda entre duas ddades A e B é de x quUômetros.
Urn automovel que ia de A para B, depots de ter percorrido d
^ ^ Q t ^ d o m e t r o s d a d i s t â n d a

foi obrigado a retrace-
der m quUômetros, che-
gando a um panto S. Ex-
primir a distânda de S
a B .

± — p

Resoluçâo:

Se 0 automovel percorreu a distância d e retrocedeu nt
quilometros a distancia AS sera d m.

S U B T R A Ç A O 4 3

d — .

A distância SB sera igual à distância x diAiinu|da de
m . E s c r e v e m o s p o r t a n t e : ♦

o u

SB — X — (d — m)

SB = X — d + m

13 Soma de um numéro com uma diferença indicada.

Para somarmos a um numéro qualq^ier a diferença indi-
cada de dois outras, basta somar o numéro ao^minuendo e do
resultado tirar o subtraendo,

Vamos supor que queremos somar o numéro 52, por
exemplo, à diferença 41 — 10.

Escrevamos pois:

52 + (41 — 10)

colocando a diferença indicada entre parentesis.
Efetuando a subtraçâo temos:

5 2 + 3 1 o u 8 3
(

O resultado sera o mesmo se somarmos o numéro ao mi
nuendo e do resultado tirarmos o subtraendo:

52 + 41 — 10 = 83

Podemos escrever :

52 + (41 — 10) = 52 + 41 — 10

Em gérai :

X { m — n ) = X m — n
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1 4 — E x e r c î c i o I I I .

Sem al terar o resul tado supr imir os parentesis na ex-
pressào:

10 — (a — 3) + (5 — b)

Resoluçâo :

Temos :

1 0 — a - j - 3 - | - 5 — b

15 — Propriedade da subtraçâo.

Qtuindo sonmrnws o mesmo numéro ao minuendo e ao
subtraendo a diferença ndo se altéra..

Consideremos, por exemple, os numéros 73 e 40. Temos:

7 3 — 4 0 = 3 3

Se juntarmos 10 unidades, por exemple, aos dois termes
da subtraçâo résulta:

85 — 50 = 38

A diferença nâo se alterou.

16 — Exercîcio TV.

Suprimir, sem alterar o resultado, os parentesis na se-
g m n t e e x p r e s s â o : n a s e

46 - (71 _ 60) + (31 _ 12) _ (14 ̂  ,3̂
R e s o l u ç â o : *

46 + 60 _ 71 + 31 _ 12 14 _ 13

S U B T R A Ç A O 4 5

17 Complemento aritmético de um numéro.

Chama-se complemeyito aritmético de um numéro o que
falta a esse numéro para completar uma unidade de ordem
imediatamente superior à ordem das unidades mais elevadas
d e s s e n u m é r o .

Assim o numéro 7418 terâ para complemento 2582:
7418 + 2582 = 10000

jg Determinaçâo do complemento aritmético de um numéro.

Seja, por exemple, achar o complemento do '
numéro 4378. Escrevemos esse numéro sob um
outro formado pela unidade seguida de tantos
zeros quantos forem os algarlsmos do numéro
dado. Em seguida efetuamos a subtraçâo.
5622 sera o complemento de 4378.

E' facîl concluir que o complemento de um numéro se
obtem subtraindo-se todos os algarismos desse numéro de 9
corn exceçâo do primeiro algarismo sjgnificativo à direita que
se subtrae de 10.

O complemento de 73904 sera 26096.
0 complemento de 380 sera 620 e o de 100 sera 900.

19 — Aplicaçao do complemento de um numéro.

Corn auxilio do complemento aritmético de um numéro
podemos transformar uma subtraçâo numa soma.

Seja efetuar: 871 — 698. ^
Substituindo. nessa expressâo, 698 pela diferença

1000 — 302, temos :

871 __ 698 = 871 — (1000 — 302)

•i!
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Suprimindo os parentesis, vem:

871 — 698 871 + 302 — 1000

Êsse resultado nos mostra que a diferença entre os nu
méros dados pode ser obtida juntando-se o minuendo ao com-
plemento do subtraendo e do resultado tirando-se 1000

A diferença
pedida é 178
i s t o é :

11 7 3 — 1 0 0 0

8 7 1 ( m i n u e n d o )
302 (complemento do subtraendo)

11 7 3 ( s o m a )

0 emprego do complemento aritmétlco nâo nos traz, nesta
parte da Matemâtica, vantagem alguma de ordem prâtica.

20 — Subtraçao de numéros concretes.

A subtraçao de dois numéros concretos sô é possivel
quando os dois numéros forem referidos à mesma unidade.

Nâo podemcs subtrair dois nûmeros concretos de especie
d l fe ren tes .

7 —

Exerdc ios .

freguezes varias merca-
u m à n o t a J , ® ° p a g a m e n t o ,
ïïr—T.ïï;;,"--"'"* -• - • « '•«- -
Um automôvel, percorrcndo nma estrada retilinea AB an-
ole" aTndrprcotre parrchegtr T̂ïçà̂o'
a d i s t â n c i a A B é i g u a l a ( ? '

® ~ loi® nûmeros sabendo-se que au-
mentando-se o maior de 12 e o mener de 18. a diferença entre
OS resutados obtidos é 1230.

8

L e i t u r a .

A NUMERAÇÂO DOS GREGOS

T T savam os Gregos, na antiguidMe, um sistenui de numera-U çâo no qml figuravam 36 algarî̂mos diferentes repre-
tadosvor letras do alfabéto, letras corn indices e sinats inter-
calados. O numéro 3006, por
exemplo, era representado por . a ||
dois algarismos, um indicando I I / \
3000 e 0 outro 6. 0 numéro 444 ■ ■ " ■ ■
era escrito com 3 algarismos di
ferentes sendo um-para indicar 400, outro para representar
40 e 0 tèrceiro para indicar as unidades do numéro. ̂

Até Arquimedes, geômetra famoso que vweu no HI se-
culo antes de Cristo. os Gregos sô sabiam representar os nû
meros até 9999.
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G A P i T U L O I V

MULTIPLICAÇAO

^ — Adiçao de parcelas iguais: multiplieaçâo.

Consideremos a adiçao

7-1-7 + 7 + 7

na quai figuram 4 parcelas iguais a 7 ; dizemos que o numéro
7 foi repetido, como parcela quatre vezes sendo o resultado
igual a 28

7 + 7 + 7+ 7:=r28

nTT,» caso particular da adiçao, isto é, deuma adiçao em que todas as parcelas sâo iguais.
Essa soma de 4 parcelas iguais a 7 é o produto de 4 por 7.
Escrevemos :

4 X 7 2 8

!ê-se: 4 vezes 7 é igual a 28.

^ Em gérai: Denomina-se produto de um numéro m por umnuméro l a uma soma de m parcelas iguais ai. '{

i

2 — Multiplieaçâo — Fatores de um produto.
A operaçâo que nos permite determinar o produto de dois

numéros é denominada mvltiplicaçâo.
A multiplieaçâo é a operaçâo pela quai, sendo dados dois

numéros, repetimos um dêles, como parcela, tantas vezes quan-
tas forem as unidades do outro. _ ^

Os numéros que figuram numa multiplicaçao sao chama-
d o s f ( d o r e s . , , ,

o resultado da multiplicaçao e o produto.

3 Fatores de um produto.
Um produto pode conter dois, très ou mais fatores.
Vamos supor que a expressao

7 + 7 + 7 + 7

que exprime o produto de 4 por 7. é tomada 3 vezes como
parcela :

7 + 7 + 7 + '^
7 + 7 + 7 + 7
7 + 7 + 7 + 7

As unidades contidas nesse quadro serâo dadas pelo pro-
d u t o :

3 X 4 X 7

Se admitirmos que as unidades do quadro acima foram
repetidas 8 vezes teriamos o produto;

8 X 3 X 4 X 7

Vemos que um produto pode ter dois ou mais fatores.

de produto é èada ̂^ capital o, apenas para o
easo em que os nûmeros sâo mteiros « abstratos.
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4 — Mnltiplicando e mnltiplicador.

Admitamos que num produto figuram dois fatores. Seja
per exemple o produto:

4 X 7

Esse produto pode ser, como jâ vimos, escrito sob a forma
de uma adiçâo:

7 4-7 + 7 + 7

0 numéro que figura como parcelas iguais é o multipli-
cando e o numéro de numéros iguais a ajuntar é o rmdtipli-
c a d o r .

No exemple dado o multiplicando é 7 e o multiplicador é 4.

^ multiplicaçâo é uma operaçâo comutativa.

Consideremoa um produto de dois numéros. 4 e 3 por
exemple.

0 produto 4 X 3 é igual ao produto 3X4, isto é, a ordem
dos fatores nâo altera o produto.

dizendo que a multiplicaçâo é uma
operaçao comutativa.

multiplicaçâoqualquer que seja o numéro de fatores do produto.

A multiplicaçâo é nma operaçâo associativa.

Seja o produto

7 X 3 X 4 X 5

Sem alterar o resultado podemos substituir os fatores 3 e 4.
por exemplo, pelo produto efetuado 12;

7X3X4 X5 = 7X 12 X5

E' essa a propriedade que exprimimos quando dizemos que
a multiplicaçâo é uma operaçâo associativa.
7 — Sinal de multiplicaçâo.

Como jâ vimos a multiplicaçâo é indicada pelo sinal x
(vezes) colocado entre os ytuido por um simples

E „ c e r t , . = a . » , „ „ c
ponto. A expressio A ^ ceprtsentadcs por

Quando os fator p^nvencâo sinal algum entre os
letra nâo escrevemos, por convençao.
f a t o r e s .

Assim. a expressâo
a b

indica o produto de a por b.
mérico e outre literal, devemos es-Havendo um fator nu „umérico e em seguida a

crever em primeiro logar
parte literal:

3 ^ a: = 8x
flX3 = 3a

„X«X7 = 7o6

excepoionais os fatores literais devem sev es-Salvo casos excepe
critos em ordem alfabetica.

Exemplo :

mX7X&X« = 7"^
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8 — A miiltipUcaçâo é uma operaçâo univoca.

A multiplicaçao de dois numéros dados sô pode nos con-
duzlr a um resultado ûnico perfeitamente determinado.

Dizemos, entâo, que a multiplicaçao é uma operaçâo
u n i v o c a .

9 — Produto por zero.

0 produto de um numéro qualquer por zero é sempre igual
a z e r o .

0 produto

3 X 0

por exemplo, corresponde a uma soma de très parcelas iguais
a z e r o :

0 + 0 -f 0

E como todas as parcelas sâo iguais a zero a soma tam-
bem é zero.

Em gérai: As convençoes relativas ao zero (considerado
assim como sendo numéro) em relaçâo ao produto sâo:

a X 0 = 0
0 X a = 0

Um produto s6 poderâ ser nulo se tiver pelo menos um
lator igual azero.

10— Produto por 1.

O vroduto de um numéro qualquer por / é iaual
prio numéro.

m X I z = i m

0 0 p r o '

Para que o produto de vârios numéros inteiros seja igual
a 1 é necessârio que todos os fatores sejam iguais a 1.
11 — Mûltiplo de um numéro.

'Ui'nin He um numéro ao produto desse nû-Chama-se multiplo de um

s e r c o n s i d e r a d o c o m o ^ m û l t i p l o d e a .

d a d e .

• r de um numéro por uma soma indicada.12 — Multiplicaçiio de um
iHnlicar o numéro 3 pela soma indicadaSeja multiplicar

7 + 5 + 8 . e x p r e s s â o
Isso eqinvaie a tomai

7 + 5 + 8

de uma soma. Escrevamos pois:très vezes como parceia
7 4-5 + 8
7 4-5 + 8
7 4-5 + 8

7 ïmarece repetido très vezes como
Vemos que o por 3. o mesmo acontecenao aos

parceia, isto é, roultiplicado
outros termes 5 e 8. 7 + 5 + 8 sera formado

Logo o produto de 3 ̂  3 5. mais o pr(̂
do produto de 3 por 7.
duto de 3 por 8 -

Podemos escrever: ^5^3x8
3X0 + » + "="^
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Conclusâo :
PaTÇL se multvplicdT wm nv/mero por utîkl sotïki indicoÂa

multiplica-se o numéro par todas as parcelas somando-se depois
os resultados. (*).

Exemple :

8 (5 + 2 + 6) = 40 + 16 + 48 = 104

0 1." membro dessa igualdade apresenta-se sob a forma de
um produto. Deixamos de escrever o sinal X por estar o se-
gundo fator 5 + 2 + 6 escrito entre parentesis.

13 — Exe rc î c i o I .

Efetuar o produto-. 5 (a + b + 4).

Rescluçâo :

Devemos multiplicar todas as parcelas da soma escrita
entre parentesis, por 5.

5 (a + h + 4) ^ 5n + 5b + 20

14 — Explicaçâo graphîca,

0 produto de uma soma indicada por um numéro pode
»er facilmente expUcado :

r o - 1 a m . b m . c m

a

Consideremos um retângulo de altura m e de base igual a
a + b + c.

(♦) Verifica-33 a propriedade distributiva da mumplicaçâo em re-
laçao a adiçao.

A ârea dêsse retângulo eerâ dada, como sabemos. pelo
produto da base o + 6 + « ̂ '̂ ura m.

(a + b + c) X
a figura nos mostra, pode ser0 retângulo, ^ primeiro de ârea am. o se-

d e c o m p o s t o e m t r è s r l o g o a â r e a d o r e -
gundo de ârea bm e o terc
tângulo dado sera igual a soma

a m + bm +

como a ârea do retângulo dado é
(o + 6 + c) X m

concluimos a seguinte igualdade:

(o + b + u) X«
a m +

15 Exercîcio U-

Efetnar 0 producto: . (u + - +
Resoluçâo: j„ultiplicar por a: todas

as parcelas da soma.
. 7) == aa: 4-

a: (a + ^
„or uma diferença indicada.j «m numéro "1 6 — P r o d u t o e d i f e r e n ç a i n d i -

p a r a s e - " - , 0 ^cada -ultiplica-ê  p.odutos obt:dos.
subtraindo-se, e
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O produto 8 (15 — 4)

le-se; 8 que multiplica 15 menos 4.

Podemos escrever:

8 (15 — 4) — 8 X 15 — 8 X 4

17 — Exercicio III.

Efetimr o produto: a (5 — x).

Resoluçâo:

a (5 — a;) = 5a — ax

18 — Exercicio TV,

Efetmr os produtos:

8 (2 — X)

Resoluçâo:

X (a — 3)

8 (2 — X) := 16 ~ 8x
X (a — 3) =z ax — 3x

19 — Observaçâo.

basta mvXtiphcar urn dos fatores par esse numéro.

Seja multiplicar 8 x 7 X 3 por 5.
Temos: (8 X 7 x 3) x 5 = 40 X 7 X 3.
Exemple: 4a6 X 3 = I2a6.

MULTIPL ICAÇAO
5 7

20 '— Processo de abreviaçâo.

Ha cases em que podemos abreviar uma multiplicaçao.
I. Seja efetuar, por exemple, o produto

4700 X 230

r^vAfinto de 47 obtemosEfetuamos o pioduto ae it y
47 X 23 = 1081

. .îfn Hesse produto, 3 zeros — pois d essee acrescentamos, a dir fip-nram à direita dos fatores.
o numéro total de zeros que

Logo: 4700 X 230 = 1081000.
, abreviar um produto grupaudo con-II. Podemos tambem

venientemente os fatoies , iok v 5
Sejaefetutar:

c „ . . — r ' " ° -

X .»«» X ' =

2 1
de algarumos de um produto.Numéro de alg- ® um produto de dois fatores
A a a l f f a r i s m o s , m u l t i p l i c a n d o c o m0 .1 nûLro de oT a esse numéro

é i g u a l à m u l t : p b c a d o r
0 numéro de aU
diminuido de uma

Exemplo: ̂ ĵ arismos; o multiplicador tern
0 multiplioaudo tern

3 algarismos. ^,gurismos.
0 produto tera 8 ou
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22 — Katnreza de am produto.

Num produto de dois fatores, em relaçâo à natureza desses
fatores, temos très casos a considerar:

t e s .
I) 0 multiplieando e o multiplicador sào numéros abstra-

Nêsse caso o produto é um nû/nero obstrato.

I 0 multiplieando é um numéro conereto e o multipli
cador é abst ra to .

O produto sera conereto e da mesma espé-
eie do multiplieando.

Exemplo: 5x8 métros = 40 métros.

creto™̂  ° multiplicande e o multiplicador sào numéros con-
Jfèste ultimo caso — o operaçâo sendo pos-

multir.!- " serâ nem da espéaie domultiplieando nom da espécie do multiplicador.
Num produto de doî^ "fafAVfio i

em métros, o produto sera exnr fatores dadospresse em métros quadrados.
8 métros X 5 métros /tn i.— 40 métros quadrados.

23 — Exercîcîo VU.

" n - v .

fepnmr a soma de todos êsses segmentas.

5âd dados 3 seg-
mentos iguais a m;
4 segmentas iguais a
^ a 2 iguais a p.

Resoluçâo :

A soma de todos os segmentes sera:

3m + 4n -f 2P

Exercicios.
H t. 8 V 12 X 25 X 16 X 6 X ! grupando10 - Abreviar 0 produto 8 X " Xconvcnienteraente os fatores.
a um produto de très fatores guando se mul-1 1 Q u e a c o n t e c e a u i " f ," tipaï- cada um dos fatores por 2 .

' rnc é 918. Calcular o produto de um
nûmcro 3 vezes
do aue 0 segundo.

é 11897- Somando-se 3 a um d&ses13 _ 0 produto de -̂;'=;X!:;igual a 11988. IX-terminar esses
numéros, o pr®
n u m é r o s .

Le i t u ra .

PRODUTOS CUKIOSOS
, ^ ^f,ia disposiçào singidar

corn que apfecem os
d ignos de a tençdo . cu r i osos .

Vejamos alguns „gg quai figuram. rm or-
r — ;

dem crescente de s
vos com exceçdo a

n
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PRODUTOS CURIOSOS

Midtipliqiiemos êsse nÛTnero pelas mûltiplos de 9, a sa
ber: 9, 18, 27, etc.; temos:

12345679 X 9 = 111 111 m

12345679 X 18 222 222 222

12345679 X 27 = 333 333 333

Convem observar que o segundo produto é o dobro do pfi-
meiro, o tercciro é o tripla do primeiro e assim par diante; o
coma no primeiro woduto sô figura o algarismo 1. é évidente
que no -segundo sô deve figurar o algarismo 2 e no terceiro o
algarismo 3, etc.

Nos expressÔes :

9 X 9 = 81

9 X 9 8 = 882

9 X 9 8 7 = 8 8 8 3
9 X 9876 = : 88884

Z l i t fS fionra o a lgar ismo 8ultimo algarismlTZT
vroZtaZn^T'

Multipliquemos o numéro \A2?,r,'7 t., • i
/aiores 2, 3. 4. 5 e 6 : sucessivamente pelas

142857 X 2
142857 X 3
142857 X 4
142857 X 5

142857 X 6

285714

428571

571528

714285

857142

Vemos que nos diverses produtos figuram sempre os mes-
mos algarismos (1, 4, 2, 8, 5. 7) do numéro dado, escritos po-
r é m e m o r d e m - d i v e r s a . ^

0 produto de 142857 parlé o numéro 999999.
MultvpliQuemos o numéro 142857 por 8,; o produto sera

1142856 no quoi observâmes um fato mûo singular- a sonû
dos algarismos extremes é igual al.qvo éo umco algarismodo nùLero que nâo figura no produto Temos » —̂
que o 7 foi decomposto em duas partes (1 e 6) que foi am
ocupar os extremos do numéro. laoac:? Dor 9 ■jjqîj/csS. multipUcarmos o mesmo numéro 142857 por 9 .-amcs
obter 0 produto

1285713

^ «o rtinnri'imos do numéro dodo coin ex-
no qiuil figuram .^^^se caso uma nova "decom-ceçâo do ̂-̂^̂l̂posto em dnas parcelas (1 e 3) que
pos içao ' : o 4 702 ^
foram ocupar os poderâ efettiar 0 produto do

O e s t u d a i i t e ^ 5 ^ t c . , a fi m d e v e n fi c a r

y
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C A P I T U L O V

D I V I S Â O

1 — D i v i s â o .

Scb a denominaçâo de divisâo consideram-se duas opera-
çôes distintas: a divisâo exata e a divisâo aproximadd.

2 — D i v i s â o e x a t a .

Efetuar a divisâo exata de um numéro — dividendo —
por outro numéro — divisor — é achar um terceiro numéro —
quociente — que multiplicado pelo divisor de um produto igual
ao d i v i dendo .

Exemple: Dividir 564 por 12 é achar, no caso da divisâo
ser exata, um numéro que multiplicado 12 dê um produto
igual a 564.

Sendo 47 o quociente temos:

564 = 12 X 47.

3 — Sinal de divisâo.

A diyisâo é indicada pelo sinal; (dividido por) colocado
entre o dividende e o divisor.

Usa-se com a mesma significaçâo o sinal ̂

o u

18 ; 2 — 9

18 ^ 2 = 9

Indica-se tambem a divisâo colocando-se o dividendo
Bobre o divisor do quai é separado por um pequeno traço.

Para indicar, por exemplo, a divisâo de 80 por 4 escre-
v e m o s ;

8 0

lê-se : 80 sobre 4 ou 80 dividido por 4.

A expressâo représenta o quociente da divisâo exata
de o por b.

4 — Observaçâo.

Retomemos a divisâo na quai o dividendo é 564, o divisor
é 12 e 0 quociente é 47. Temcs:

564 = 12 X 47

.KT V • «vflta o dividendo 564 repre:enta o produto
de dSs Jo;es - divisor e quociente. Tendo side dado um

Ïe\Tmi?a?â7XTu«ienV <̂visào exata corres-T. resoluçâo do seguinte problema:
"""leX dados 0 produto de dois fatores e uô  dêsses fatores
achar o outTO.

Dividende = divisor X quociente.
A divisâo exata é, portante, a operaçâ. inversa da raul-

tipî icaçâo.

5 _ A divisâo exate nem sempre é pos,sivel.
r.. intpiros a (dividendo) e b (divisor)Dados dois num̂  „'.«lero inteiro que multiplicado por b

nem sempre existe um
<iê um produto igual a a*
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Assim 432 nâo é diviswel exatamente por 40, pois nâo
podemos achar um numéro inteiro que multiplicado por 40
d ê 4 3 2 .

Exprimimos êsse fato dizendo que a divisâo exata de doip
numéros dados nem sempre é possivel.

A divisâo exata sô é possivel quando o dividende for um
mûltiplo do divisor.

6 — Divisor de um nûmero.

Divisor de um numéro é um outro numéro que divide
exatamente o primeiro.

Assim 4 é um divisor de 80.

7 — Divisâo por 1.

0 quociente da divisâo de um numéro por 1 é o prôprio
n u m é r o :

D I V I S A O

1 0 _ E x e r d c i o I L

6 5

Um certo numéro N foi dividido ePi duas partes, uma dos
quais é X. A l.'' parte foi dividida por a e a 2.^^ por b. Ez~
primir a soma dos dois quocientes.

Resoluçâo:

0 numéro N foi dividido em duas partes, uma sendo x; a
outra serâ N — x:

0 quociente da 1." por a serâ
X

a

j q X
0 quociente da 2.'^ por b serâ

A soma dos dois quocientes serâ:

X

a

N X

P

m
= m

8 — Quociente igual a 1,

Quando o dividende e o divisor sâo îguais o quociente é
igual a 1 :

a

a
= 1 .

9 — Exercîcio L

Dimvr 0 numéro a por 5 e ao quociente juntar b. Ex-
primxr o resultado.

R e s n o s t a :
a

-h à.

11 — Divisâo aproximada.

Dividir, por exemple, 50 por 12.
Os multiples de 12 sâo: 0, 12, 24, 36, 48, 60,.. . 0 nu

méro 50 esta compreendido entre 48 e 60, logo a divisâo de
50 por 12 nâo pode ser exata pois 50 nâo é um mûltiplo de 12.

Se do numéro 50 formes subtraindo sucesaivameite o nu
méro 12 obtemos os seguintes resultados;

50

3 8
2 6
1 4

12

1 2
12
1 2

3 8
2 6

1 4
2

Vemos assim que do numéro 50 podemos subtrair 4 vezea
0 numéro 12 e ainda restam 2 unidades.

é
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0 numéro 12 esta coneido 4 vezes em 50. ou melhor: 50
ccntém 4 vezes o numéro 12.

Podemos esciever:

50 = 4 X 12 -f- z

Ésse rcsultado define a divisdo d'i/i-oximada.
4 sera o (iiioccen^e (iproxiiïuido e 2 o rcsto da divisao.

- — Quociente aproximado.

Vamos supor que queremos dividir 481 por 28.
2 84 S I

2 0 1

5 17

Efetuada a ^.peraçâo enccntramos
um qucc ien .c apxox imado 17 e um
r e s t o 5 .

Ês£.e resuKado exprime qi.e o m:.i r multiplo de 23 con-
do em 4C1 c 17 X 23, isto é. 476.

1- evidence qr.e u lesio é sempre n tncr do que o divisor.

-3 — Exprcssâo do dividendo.

Consideremos uma divisao na qual o dividendo é 626 o
■ivisor é 15, o qucciente é 41 e o resto 11.

6 2 6

. 2 6 .

1 1

1 5

4 1

Podemos escrever :

626 = 15 X 41 + 11

^ ° dividende, D, o divisor, q o quoci-
lente e 72 o resto. temos:

A ~ B q n

mais 0 restĉ "̂ ° ̂  produto do divisor pelo quociente,
Dividendo = divisor X quociente + resto.

Se 0 resto R for igual a zero a divirâo sera exata.

D I V I S A O 6 7

14 — O problema da divisao.

0 verbo dividir sugere naturalmente ao nosso espirito a
decomposiçâo de um numéro ou de uma grandeza em partes
iguais. (*)

0 problema da divisâo mais se aproxima do sentido na
tural da palavra divisa/) quando é apresentado sob a seguinte
forma : Dividir o numéro 80, por exemplo, em 20 partes
i g u a i s . *

A divisâo de um numéro a em 6 partes iguais sô é pos-
sivel se a for um mûltiplo de h

15 propriedade do quociente.

Quando multiplicamos ou dividimos o dividendo e o divi
sor de uma divisâo por um mesmo numéro, o quociente nâo se
altera mas o resto aparece multiplicado ou dividido por êsse
n u m é r o .

Exemplo: Seja a divisâo de 85 por 10, cujo quociente é 8,
e 0 resto é 5.

Se multiplicarmo^o dividendo e o divisor por um numéro
qualquer, 4, per exemplo; temos :

340 40 = 8 (quociente aproximado)
. f ;

sendo o resto nesta divisâo igiial a 20.
Vemos que o quociente nâo se alterou : o resto apareceu

multiplicado por 4.

10 Prova da divisao.

Na divisâo exata o dividendo deve ser igual ao produto do
divisor pelo quociente.

(*) cfr. j. Tannery — Ob. cit. pâ̂ . 55.



6 8

5408
2 0 8

0

1 0 4

5 2

M A T E M A T I C A 1 . " A N O

P r o v a
1 0 4

5 2

2 0 8
5 2 0

YiOS
Na divisâo aproximada o dividende seve ser igual ao pro-

duto do quociente pelo divisor, mais o reste.

Processo de abreviaçâo.

Para se obter o quociente — exato ou aproximado — de
um numéro por 10 100 lonn at-n u ».
t r ê 9 A f p o i • ^ s u p r i m i r u m , d o i s ,très, etc., algansmos à direita.

sera 8?'™ ° aproximado da divisée de 8731 por 100
e o dtifÔrf ° quando o dividendedivisor forem terminados em zeros.

Seja dividir : 84000 por 1200
Suprimimcs o mesmo numéro de zeros ao dividende e ao divi-
840 porà determinaçâo de quociente de

840 — 12 = 70.

1 8 Divisâo de uma soma por um numéro.

^ Parceios da soma por êsse numéro.
Seja dividir 8 + 12 + 20 por 4.
0 resultado sera:

8 , 12 , - 20~ + "T" + -7- = 2 + 3 + 5

D I V I S A O 6 9

Nesse caso todas as parcelas eram divisiveis exatamente
pelo divisor dado.

Em gérai :

a b - { - c
m

a b c
+ — +

m m m

19 — Divisâo de uma diferença indicada por um numéro.

Para diviâirmos uma diferença indicada por um numéro
dividimos os termos da diferença por êsse numéro e tomamos
a diferença entre os resultados.

Seja dividir a — b por d.

Temos :
a a

d

Exemplo :

84 — 28 8 4 2 3

7 - - 7 - = 4 = 8

20 Divisâo de um produto por um numéro.

para dividirmos uni produto por um numéro hasta dividir
um dos fatores do produto por êsse numéro,

Seja dividir 8 X 17 X 40 pci 1.
Dividimos um dos fatores, o pi-imeiro per exemplo, por 4
O quociente sera :

2 X IV X 40
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21 — Exercicio III.

Dividir por 15 o produto 6 X // X 60 x -?•
Resoluçâo :

Dividindo o terceiro fator 60 por 15 temos :
6 X 11 X 60 X 3

1 5
= 6 X 11 X 4 X 3.

22 — Observaçâo.

Para dividir vm produto de vénos fatores par urn dos fâ
tores basta snprimir esse fator.

Seja dividir 8 x 7 X 15 por 7.
Suprimindo no dividendo o fator 7 obtemos :

8 X 15.

Podemos escrever :

8 X 7 X 15
= 8 X 15.

23 — Exercicio IV.

Efetimr as seguintes divisées :
1 2 a 3 15m s- 5

2 0 a 6 4

1 2 a

Resoluçâo :

= 4 a 1 5 m
= 8 m 2 0 a 6

= 5 a &

1

i

D I V I S A O 71

2 4 — E x e r c i c i o V.

Dividir a expressdo 8a -|- 126 4" por 4.

Resoluçâo :

= 2 0 + 3 6 + 5
4

25 Divisao de urn numéro por um pioduto.

Seja dividir o numéro 420 pelc pruv.ulo 3X4.
Representando por q o quociente pedido, temos:

4 2 0
q .

3 X 4

Ora se dividirmos o dividendo 420 o o divisor 8X4 pelo
1.° fator 3 0 quociente q nao se altera. Sa" enics que 420 dividido
por 3 dâ um quociente igual a 140.

4 2 0 1 4 0

3 X 4
= q

o valor do quociente q sera obtido L.ividindo-se 140 por 4.
Conclusâo :

Para dividirmos um numéro por tim produto de diverses
fatores dividimos a numéro pelo 1." fa .. o quociente obtido
pelo 2.' fator e assim sucessivamente.
26 Exercicio VI.

Dividir 0 numéro 840 pelo produU. 2 X 7 X .V
Resoluçâo :

8 4 0
4 2 0

6 0

2

7

5

4 2 0

6 0

1 2
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0 numéro 840 dividido por 2 X 7 X 5 dâ urn quociente
igual a 12.

27 — Exercicio VII.

Achar 0 quociente aproximado da divisâo do nûmcro
300f por 3 X 6.

Resoluçào :

dividido por 3 dâ um quociente aproximado igual
a J.V/UU.

1000 dividido por 6 dâ um quociente aproximado igual
a 1 6 6 .

O ^ aproximado da divisâo de 3001 poro X 6. isto e. 18.

28 — Exercicio VIII.

dercmos somar ao numéro6̂1 para obtermos um resultado divishel por 41 ?
Resoluçào :

Dividindo 237 por 41 encontramos
0 resto 32.

®"tre 0 divisor 41 e o resto 32 é 9. Logo se
0 Tî m" r"o" 9 obtemos um multipio de 41.u numéro J resolve a questao proposta.

2& — Divisâo de um numéro per 25.
Seja dividir o numéro 4375 por 25

4375 X 4 = 17500
17500 4- 100 = 175

2 3 7 4 1

3 2 5

1

A B

7 2 0

0 numéro dado dividido por 25 darâ um quociente igual
a 1 7 5 .

30 — Exercicio IX.

Numa divisâo o quociente é20 e o resto é 7. Quai é o menor
valor que pode ter o dividendo?

Resoluçào :
Chamemos A o dividendo e B o divisor.

Como 0 resto (7) nâo pode ser igual nem
maior do que o divisor, concluimos que 8
sera o menor valor que pode ter o divisor B.

Se supuzermos que o divisor seja 8 o dividendo sera
8 X 20 + 7

ou 167.

E' esse o menor valor que pode ter o dividendo A.

31 Natureza do quociente.

Numa divisâo qualquer, em relaçâo à natureza do divi
dendo e do divisor temos quatro casos a considerar.

I) 0 dividend -e o divisor sâo numéros ahstratos.
Nesse caso o quociente é abstrato.

Exemple: 12 3 = 4.

II) O dividendo é concreto e o divisor é abstrato.
Nesse caso o quociente é concreto e da mesma espécie do

d i v i d e n d o . o • i . ' j - « j * k »
Exemple: Seja dividir 12 métros por 3, isto e. d:vidir 12

métros em très partes iguais.
12 métros -h 3 = 4 métros.

O quociente sera igual a 4 métros.
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III) 0 dividendo é concreto e o divisor tambem é o con-
creto da mesma esyéue do dividendo.

0 quociente sera um numéro abstrato.

Exemple; Seja di\ idir 18 metres per 2 metres, isto é, achar
quantas vezes 18 metres contém 2 metres.

18 metres 2 metres = 9 (numéro abstrato).

O quociente 9 indica que 18 metres contém 9 vezes 2
m e t r e s .

IV) 0 dividendo e o divisor sdo numéros concretos de
espédes diferentes.

Nesse case a divisao, sendo possivel, darâ um quociente
ccncreto que nao sera da espécie de dividendo e que podera tam-
tem nao ser da espécie do divisor.

Exemple: Um automôvel percorreu 320 quilometros em 8
horas. Qual foi a velocidade desse automôvel?

Dividamos 320 quilometros per 8 horas:

320 km H- 8 h := 40 km per hora.

O quociente. nesse caso, é dado em "quilometros por hoi'a".

Exercicios.

A MATEMATICA ENTRE OS FENICIOS

L e i t u r a .

7 5

A MATEMATICA ENTRE OS FENiGIOS

( H o e f f e r )

ew razdo de seu tino mercantil, tornado notorio de toda aantiguidade, passaram as Fenidos por ser as inventores
da Aritmética. O que ha de certo é que "esses velhacos, esses
espoliadores que praticam tantos atos de mesqtdnharia" (*)
deviam saber, sobretudo, calcular hem. Mas ate que ponto con-
tribuiram vara o progressa da matemâtica? Eis o que em ab-
soluto ignoramos. Limitados, cmbora. em sua cultura intelectuul
nem por isso deixaram os Fenicias de ser. par .seu comercia ma-
ritimo OS intermediaries mais ativos das relaçoes que se estabe-
leceram entre os pôvos do literal do Antigo ConUnente. desde o
Oceano Mice e o Mediterrâneo, até o Mar Baltico. Acsedxta
Boeek que eles se se.n,issem dos pesos e medAMs empregados emBMlolia; conhemm, ainda, o use de moedas amluulas o queOS e7pc OS, per menos verosimU que o pareça. desconh aam," JpresZaLs os Indianos - diz o pae dos geografos -

da numeraçao ndvaientos rmritimos" (")." - z z z : . , - I t s .
111 sr»»— • r'" "■ "
nham, por rmiito tempo, servin o.

1 4 —

1 5

d o a u m e n t a r o u d i m i n u i r o d i v i d e n -
s e a l t é r é ? ^ o q u o c i e n t e
Achar dois nûmeros intelros que tern a soma 2̂ 7 o

16 - A soma de dois numéros é 5698; o maior vale 6 vezes o menor.
Determinar esses numéros.

'..r. — T'ï'ferîa aos Fenîcios.
_ r - P H c m e r o o c(*) Era assîin q«e xa ,

(**) Strabâo — XVI.
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POTÊNCIA DE UM NûMERO
1 — Noçôes preliminares — Quadrado. (*)

^ «'etros, por

25 Qu^adtr'n'TT' ^ «eura en,quadrados de 1 metro de lado, isto é, em 25 métros qtmdrados.
A ârea do quadrado sera:

S'" X 5"" = 25"'-
Em gérai, sendo l o lado de um

quadrado a ârea dêsse quadrado sera
0 produto 1 X 1, de dois fatores

iguais a l, denomina-se segunda po-
A 9 . - . d e l .do quadrado de iLo^ Po^tanto, a âreaisBo. denominada gueuimdo desL nûmLo' ™

2 — Quadrado de um numéro.

Denomina-se QzcddTn^Jn *dois fatores iguais a êsse nûm^™ ̂  Produto de
Assim8X8ou64éoquadradode8.

(*) As pnmeiras noçôes sobre n nnnH ^primârio e fazem parte do programa da X?sX "»

■ W | I
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3 — Volume de um cubo.

Consideremos um cubo cuja aresta medo por exemple, 5
m é t r o s .

Podemos decompor êsse cubo em 125 cubes de 1 metre
de aresta, isto é, em 125 métros cûbicos.

O volume do cubo de 5 métros de aresta sera:

5ni X 5m X 5m = 125m^.

Em gérai: sendo l a aresta de
u m c u b o o v o l u m e d ê s s e c u b o s e r a

i x i x i -

0 produto / X Z X ^ de très fa
tores iguais a l, denomina-se terceira
potêncUi de l.

A terceira potência de um nu
méro l exprime, portante, o volume
de um cuho de lado l A 3.» potência de um numéro é por isso
denominada cuho dêsse numéro.

4 — Cubo de um numéro.

Denomina-se cuho de um numéro a um produto de très
fatores iguais a êsse numéro.

Assim 7 X 7 X 7 ou 343 é o cubo de 7.

5 — Potência de um numéro.
o-eral partindo da noçâo que acabamos deDe um »°do ®®ral P" ̂  para o cubo, é fâcil concluir

apresentar para o quadraao
a s e g u i n t e d e f i n i ç a o : ^ p r o d u t o d e f a -

Chama-se potência
tores iguais a êsse numéro. - . ^

rrvy7v7X7é uma potência de 7.Por exemplo: 7 X ' X.
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P O T E N C I A D E U M N U M E R O —

Quando os fatores sao todos iguais o produto é denomi-
nado produtO'poUncia.

6 — Grau de uma potencia — Expoente.

_ 0 numéro de fatores que figuram num produto-potênciae 0 grau dessa potência.

Assim: 8 x 8 x 8 é uma potência de 8 do 3.» grau.
Para indicar o grau de uma potência usa-se o exvoente :

8 X 8 X 8

escreve-se: 8« e le-se; elevado a 4.

Na expressao o numéro 3 é o expoente.

. a « n t o ™ , U „ „ . d m .

7 — Base de uma potência.

minado basfdessa'̂potlnfia'̂ '''̂® Potência, é deno-
Na potência 3® o numevn ̂  a inuméro 3 e a base e 5 o expoente.

8 — Observaçâo.

por analoS. propriôûTÏô^̂^
Quando um numéro nâo ecttq ^entende-se que êsse numéro tem por expo°enÎe
Por eonvençâo m sera a primeira potência de m.

• 1

= 1 .

9 — P o t ê n c i a s d e 1 . ^

Qualquer potência de 1 é igual a 1.
Exemple: 1" = 1.

Podemos escrever, de um modo gérai. 1'

10 — Potência de 10.

Uraa potência de 10 é obtida escrevcndc-se a umdade se-
■nfrto fnr<^m as unidades contidas noguida de tantes zeros quantos lor-m

expoente dessa potência.
Assim: 10^ = 1000

10^ = 10000

11 — Potenciaçâo.
- nnf l l élevâmes um numéro

Potenciaçâo é a operaçao p
a uma potência qualquer. comutativa (*).

A potenciaçâo nâo e uma opeiaçao
12 _ Potência de um produto.

j 4. o lima certa potencia basta
Para se elevar um

elevar cada fator a essa po o
= m . X r - X 1 0 »

(8X7X10)̂  = ̂ -'''
E m g é r a i : ^ ^ x c -

(a X & X

13 _ Produto de potências da n̂snm̂bâ
Para multfplicar ^ase a soma obtida.

expoentes e dâ-se para expoente
(<■) A potência a"- nem ŝmprc e igu
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Seja muitiplicar 4= por 4=»; temos;
4' X 4»

0 1.° fator 4^ sera 4 X 4 • n 2 •» as - a0 lator 4^ sera 4x4X4»
Podemos escrever:

4=X4':=4X4X4X4X4.
«•3toé°4t' C:™ P°tência de 4.

Do mesmo modo :

Em gérai :

14 — Exercîcio I.

4" X 4^ = 4^

X a' = a»,

a - " X a " =

EUtm/r 0 VToduto x a;'' X a;*.
Pesoluçâo :A soma dos expoentes é 3 + 2 + 4 ou 9.

Temos. portanto:

X a;« X a;».
15 — Exercîcio H.

Efetmr os produtos a» x a
Resoluçao :

X a ^

X a X a= = a®

<11

{\

A

16 — Exercicio I I I .

Elevar ao quaÂrado as expressoes

5 a 6 3 6 a ;

Resoluçâo:

(5a)® = 25a2
(36a;) ̂

1 7 — . Observaçâo.

Convem nâo confundir a' com 2o. - v- „
A exp.essâo indica a 2. poténeia de ijto e, a
A expressâo 2/ indica que o n

vezes como parcela.

a® = fl X

2a = a + «

18 — Elevaçâo de uma potência a outra poté
. • . nutra potência mvttiplicarPara elevarmos utrui potency ^

^os 0 expoente da potência u
Glevar a potência dada.

Exemplo: (5®)*
(a'-y

5 " .

a®.

19 — Exercicio IV.

El̂var ao qmdrado o prodnto
5= X 7' X 11
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Resoluçào:

(5^ X V* X 11)' = 5° X 7« X n\

2 0 — E x e r c k i o V.

Efetuar (5^ X 7' X 4)^

Resoluçào :

(5' X 7' X 4)« = 5" X 7« X 4^

21 Divisâo de potências da mesma base.

Seja dividir, por exemple, 7"^ por V.
SabemoR que 7̂  multiplicado por 7̂  dâ um produto igual

a 7̂  Logo 7® dividido por T dâ um quociente igual a 7̂ .

Temos : = 7».

Do mesmo modo: a®

a '
= a " .

Conclusao:
Para dividir potê̂ icias da mesma base hasta tomar para

quociente a base comum elevada à diferença entre os expoentes,
Em gérai :

a ™

a "
= z

22 — Exercicio VI.

Dividir 5^ X 7® X H por
Resoluçào :

5' X 7® X 11
-= 5^ X 7® X 11

Dividimos o 2." fator 7® por 7^

P I TA G O R A S

2 3 — E x e r c i c i o V I T.

Dividir 8a®b' por a^

Resoluçào:

a *
r= 8flb'.

8 3

^ 1 7

/ 1 8

1 9

Exerc ic ios .

. Elevar ao cubo o produto 2X5
, oi X 5« X 7'.■ Dividir 2^ X X ^

■ D i v i d i r p o r

L e i t i i r a .

PITÂOORASpiTÂGUit/v^
^ fi n d e

^ ciiidado «•
^^wem procura &studar g^dadeV tâooras dificilmente ,,atid^o, à ver
^ondâria daquela Qiio correspo ^

A c r e d i t a - s e q u e d e "
^ n ienos, antes de Cr isto, ^

ïrirfrcS rri"-, „
"it:;:?-"» -C'-ôfona. «0 sid da uma
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dzsapulos, que vzvzanz sujeitos a uma disciplinai sevcra,
eram denominados os "pi-
tagôricos" e pertendam,
em gérai, às classes Tnais
nobres e elevadas do pa's.

Uni novo diso'ptdo sô
podm ser admitido à co-
fiiunidade pitagôrica se ju~
rosse nâo revelar aos es-
tranhos os segredos e os
niisterios da Escoïa.

Eram tantas as lendas_
ifiventadas em relaçâo a
Pitdgoras e tdo grande era
0 respeito que the tnbuta^
'^^ra os disoipulos, que o
filosofo aparecia aos olhos
dâ  multidâo ignorante ecrédula como um verda-

d i z i o m „ d e A p o l o .giosamente belo corn sua lonnn T? — é prodi-Pitdgoras foi uzn graTde rl 7 '
t a v e i " ^ ^ r a l i s t a e u m n o -
vnneipios matemâticos. ̂ "-t-fdosofico era firmado em

— 0 mestre

CAPfTULO VII

mûltiplo e divisor. DIVISIBILIDADE
1 — Mûltiplo e divisor — Fator — Sub-multiplo.
, Mmiplo de u. nû.ero é o P̂ dunuméro inteiro qualquer- Assim,

Plo, sâo:

S X 0; S X ^ ^ ^ ^ ^ ,
Divisor de um numéro, é outro numéro que divide e

niente o numéro dado. 4 é um divisor de 80.
Assim: 80 é um multiple de 4, ̂g.,ĵ y{dtivlo de 80.
Diz-se tambem que 4 é um /« ur 0

^ — Observaçâo.

tos costumamosQuando nos referimos ̂  Assim o minutoeĵ^
^izer parte aliqnota em vez d ^ pai-te
Parte aliquota da hora; o-decimei
^^tro, etc. .

^ — Numéro p r imo. , é d iv i s i ve !
' orn é quand

Dizemos que um num
si e pela unidade. Tirimo- , primos s®
Exemple: 17 é um nûĴtros nûmeros P
Com exceçao de 1 us
2 divisores.

i
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4 — Divisor comum — Numéros primos entre si.

Divisor comuvi de dois ou mais numéros é um numéro que
divide exatamente os numéros dados.

Os numéros 12, 20 e 44, por exemplo. têm para divisor
c o m u m 0 n u m é r o 4 .

Quando dois numéros s6 admitem para divisor'̂ comum a
unidade sâo chamados primas entre si,

18 e 35 sâo primos entre si.

Observaçâo,

Convém notar que dois numéros consecutivos sâo sempre
primos entre si .

Exemplo: 74 e 75.

D iv i s ib i l i dade .

conforme exigem as necessidades daEm certes cases
prâtica précisâmes reconhecer, sem efetuar a divisâo, se
um determinado numéro é ou nâo divisivel por outro.

G présente capitulo tem precisamente por objeto o es-
tudo das condiçôes ou regras que nos permitem dizer se uni
numéro é ou nâo divisor de outro, e nao o sendo déterminai'
o r e s t o .

0 enunciado de uma dessas condiçôes constitue um cd-
rater de d iv is ib i l idade.

Ha uma infinidade de caractères de divisibilidade; pou-
cos, entretanto, apresentam vantagôns quando empregados na
prât ica

7 — Div is ib i l idade por 10 .

Um numéro é divisivel par JO quando termina em zero.
Assim 4370 é divisivel por 10.
Q TP'Sto da divisâo de um numéro por 10 é igual ao ww-

rnero forrmdo pelo algarismo das unidades.

MULTIPLO DIVISOR. DIVISIBILIDADE
87

Exemplo: 0 numéro 3419 dividido por 10 deixa para
r e s t o 9 .

8 — Divisibilidade pelas potências de 10.

f/m numéro ê divisivel por uma
terminar à direUa par tantes zeros Quantas forem as unuiule
contidas no expoente dessa potência. numéro

o .un.™ S800. é
1700 é divisivel por 10-. Um nume
terminar, à direita, por 7n ou mais ^ nû-
mero formado peU)s m ultimes d gxemplo, deixa para

0 nûm-ero 4516 dividido por lU . X
r e s t o 5 1 6 . . ^ a d i v i s â o d e

Analogamente podemoa det—ar o
uni numéro qualquer por 1̂  »

9 ■— D i v i s i b i l i d a d e p o r 2 . ^ n 2
... ; 2 gnando termimr em 0,

Um numéro é divisive

eLpIo: o numéro 7356 -pares e os nâo
Os numéros divisîveis por 2

divisxveis sâo chamados impo-res 2, deixam para
Os numéros impares, quando° Dor 2 deixa para re^to
Assim 6407 dividido por

r e s t o 1

10 — D iv i s i b i l i dade po r 4 . ^ I t imos

Um numéro é
Oarismos da direita é divisivel por ^ jb

Exemplo : o uûmaro 345l2̂ e ̂  12
dltimos algarismos da
visivel por 4.
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O resto da divisâo de um numéro par 4 é ohtido divi-
dindo-se por 4 o numéro formado pelos dois ûIHttios algarismos
da direita,

Exemplo; o numéro 5435 dividido per 4 deixa para resto
3. pois é este o resto que deixa 35 quando dividido por 4.

— Divisibilidade por 8.

Um nûmero é divis'k̂ el par 8 quando os très ûltimos algo-
msmos da direita formarem um numéro divisivel por 8.

xemplo. o numéro 98528 é divisivel por 8 porque os trèsu imos algarismos à direita formam o numéro 528 que é
multiplo de 8.

O resto da divisâo de um numéro por 8 é o mesmo que o
a divisâo por 8 do numéro formado pelos très ûltimos

olgamsmoR a direita.

Dorni?B"4i"i'̂ A° ® divisivel por 8 e deixa para resto 3.porque 411 dwidido por 8 deixa para resto 3.
12 — Divisibilidade por 5.

dc« uZlad^Tou ^
0 resfo° do ® divisiveis por 5.

Wmo das unidadT^"" Vor 5 é igual dO alg<^
que 5. sempre que esse algarisrrw fôr menor do

resto sera igual̂ à̂d?™° unidades for maior do que 5 o
Exemplo- ®'̂ ®PÇa entre êsse algarismo e o divisorxam '■«sPotivamentTpaTrrettOT 3 "̂̂4 ̂  divididos por 5 dei-

13 — Divisibilidade por 25.
Um numéro é divî u, i

garismos da direita forma/̂  Quando os dois ûUirr̂ ^
um numéro divis ivel pof *

oX-

Exemplos: os numéros 4100 e 3475 sâo divisiveis por 25.
O resto da divisâo de um numéro por 25 é o mesnw que

0 resto da divisâo por 25 do numéro formado pelos dois uUtmos
o l g a r i s i n o s à d i r e i t a . .

Um exemplo: o numéro 3729 dividido por 25 eixa pa
resto 4, porque 29 dividido por 25 deixa para resto

1^ — Divisibilidade por 3.

Vm numéro é divMvel por 3 quando a soma de sens al
O a r i s m o s f o r d i v i s i v e l p o r 3 . s e u s

0 numéro 8124 é divisivel por 3 porque a soma
t̂eirismos é 15, que um multiplô de 3. ̂  ̂  ̂ jicsmo que o

^ res to da d iv isâo de um numéro numéro .
(1(1 divisâo por 3 da soma dos a go para resto

Exemple: o numéro 4177 por 3 dei '^^1' pcrque a soma de seus algarismos
Para resto 1.

■— Divisibilidade por 9.
, . soma de seu^

Um numéro é divisivel por 9 ^
for divisyvel por 9. divisivel por 9.0 numéro 7263 , po r exemp lo , ^

'«'na de seus algarismos é igual a p
O resto da divisâo de um nu ̂ ĝg.fismi)S resto

®® ô da divisâo pm- 9 da a"'"®, .jĵ o por 9 deixa
Exemple: o numéro 3218 ^ i dividido P* Porque a soma de seus algorism
r e s t o 5 .

^ regra dos noves fdra. ^ grandi?

y A divisibilidade por 9 dL Z®''® 'd̂ade prâtica, denominada

;
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Sempre que a soma de dois algarismos for maior que 9
jin,a-^e apenas ao algarismo seguinte do numéro a diferença
entre £ssa sema e 9.

Exemplo: seja determinar o resto da divisao do numéro
"<7;74 por 9.

Cperamos do seguinte modo: 6 mais 7, 13 neves fora 4;
4 mais 8, 12 noves fora 3; 3 mais 7, 10 noves fora 1; mais 4, 5.

o le^o da divisâo do nùmero 67874 per 9 é 5.
A regra dos noves fora pode ser feita indiferentemente da

dneita para a esquerda ou da esquerda para a direita.
— Divisibilidade por 11.

Oado um numéro qiialquer es algarismcs de ordem împara contar dâ direita para a esquerda: o primeiro, terceiro,
in 0, . rlir-c, etr.. p cs.de ordem par sào, a contar no mesmo
n idc: r :e-rndo quarto, sexto, etc.

' no - r i t 'rnero 39586 os algarismos de ordema sao G 5 e 3; e es de ordem par 8 e 9.
® divisivel por 11 quando a s'^ma dos al-

r' -de"'^ --^n menas a so7na dos algarismos de

■stn t r algarismos de ordem impar 6 3x8+'".
A d i f e e n M p a r é 5 + 2 = : 7 .- entrei'a primeiva soma e a segunda nos' dâ:

13 — 7 = 11
0"ûmero dado ô divisivel por U.

18 — P.esto da dh isâo de , -® m numéro por 11.
0 resto da divisâo de vry, ̂  -

r/:tem03 dividindo par n a dî eT̂ '''' POr / f é o mesmo que
W- de ordem ir-par e a sown'® dos algarismos de ordem pur-

M U LT I P L O D I V I S O R . D I V I S I B I L I D A D E 9 1

Exemple: seja determinar o resto da divisâo do numéro
32918 por 11.

A soma dos algarismos de ordem impar é8d-9 + 3 — 20.
A soma dos algarismos de ordem pai sera 1 + 2
A diferença 20 —■ 3 é 17.

17 dividido por 11 deixa para resto 6. logo o numéro dado,
quando dividido por 11, deixa para resto

19 — Observaçrio.

Na divisibiiidade por H ̂ ^^a
nlgarismos de ordem impai seja m ^
rismos de ordem par. ̂  algarismos de ordem impar

Nesse easo junta-se a somâ  maior que a soma dos
um multiple de 11 que a a subtraçâo.
algarismos de crdem par, tornana

i

^..0 .— Exercicio I.

Resoiuçâo: ordem imPar é:
A sema dos algarism

2 + 4 + 1 ^

A soma dos algarismos de oïde
3 4-9 + 6 = ̂ '̂

e do resultado »ubtralndo
Juntando 22 à prinieira soma

^ segunda. soma, temos.

o reste da divisâo do numéro

2 9 —■ ^ t f i..é portante, 6-dado por ®'
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2 1 — E x e r c i c i o I I .

Deterrninar o resta da divisao do numéro 80928/ por 11.

Resoluçâo :

1 . " soma : 1 + 2 + 0=3 .
2.® soma: 8 + 9 + 8 = 25.

Juntando 22 à primeira soma, e efetuando a subtraçâo
25 — 25 = 0 .

0 numéro dado é divisivel por 11.

Exerc ic ios .

2 0 —

2 1 -

2 2 -

Achar o resto da divisâo do nûmero 37035 por 9 e por 11.
Escrever um numéro de 4 algarismos que seja multiplo de 8,
de 9 e de 11.

Um numéro tern 5 algarismos e é divisivel, ao mosmo tempo,
8, 9, 10 « 11. Achar esse nûmero.

Lei tura.
« 'A ORIGEM DOS NÛMEROS (*)

(A^enor Nascentes)
0 vocabulo um se deHva, em sua oHgem mais remota, de

um tema pronominal demonstrativo. Um significava prindUva-
mente este, justamente êste. nada senâo este. Emancipoî se
depois do gesto, às vezes quasi imperceptivel, que o acomp̂ '

(•) Eserito especialmente para este livre.

nhava, coma ainda fioje acompanha as exp̂essôes isto ou aquilo.
u m o u o u t r o .

A origem dos numéros de 2 a 10 é ohsaira. A
taçào dos objetos concretes que foi necessanamente compre
d̂Ulu nos conceitos numericos muito cede se

H o , , , P H „ , „ 0
uma dezena; 20 duas dezenas. etc., ̂  „.r,p\Mnie 200

décadas. centencu. tiveram unu.'iniz dizer duas centenas ; 300 très 1 provém o nû-
De um feminino que significava um rmlhar v

■ ' « e r o 1 0 0 0 . s é c t d o X V .
Milhâo é de formaçâo itahana e data outros, sdo
Os nÛTneros de 11 a 19. de 21 a (jez,

<=ompostos copuJativos: H, vor exempio,̂12. dois dez;̂ , très dez e assim sede.ù.i (
era na lingua mâi do portugues o ^ fronces e o

d®2). mas ao passa que as Ungues ̂""\:̂,rc:de seize e se wr
''taliano, deste vocâbulo derivam resp propre

nnsso idioma, aparece uma V«^^^esseis. ^ iR 19, 28, 29, et ■■
£ ' w e p o c a s a n t i q v i . s s i m a s 2 3 0

^+a-se 20 menas 2, 20 menos 1, 30 m ̂
^ lue ainda restam vestigios no ^in e e ouo.°nado e hoje dizemos dezoito,

■ - n r o v é m d e a c h a
'«SO sistema de prm?a eloQ-'^^'^ / a
"'os dos mâos e dos pés. Prf décadOol.

Uove
0 (

ded
""-m

dedos dos mâos e dos pes- P deca <
significar a palavra qne ' (jo) Z'"'""'®®'"dos e a dos pés. No quatre-vingt® _ rc7Tta as ̂  '
o"' , f ivez '■univers'^""'''*''cnri calçado talve^ 7 que

ad mâos; dai o s is tem ^""O mâos; dai o sistema

a-"ha na fren^e. o mais
êgundo quer dizer o
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Quarto, quinto, sexto trœm desinencias de antigos super-
a ivos. utro tanto terço de onde vein terceiro. Os deinais
revelam tambem superlativos: sétimo, décimo, vigésimo. Nono
teve contraçoes que mascaram sua formaçâo.

Oitavo é de formaçâo misteriosa.
elemento formativo plo, de

ZrJvlTn " T Pancada. As pancadas
d u D i o U t n P < 7 " e s e r e p e t i a o n u m é r o ;t r S V e f e s " p a n c a d a s ,
do sanscr i te ^
_ Ovocâbulo sifr deu propriamente cifra em vortunuês isto
« t T . ™ ~ r s i .mrdo Pimm, geoJetTa timfT ""y ometra notavel que mveu no Século XIL

4 / ^

C A P Î T U L O V I I I

PROPRIEDADES DOS RESTOS. PROVAS
PGR UIVI DIVISOR

1 — 1. Propriedade — Kesto de uma soma.

Consideremos uma soma de varias parcelas;
51881 -f- 8043 + 33452 = 93376

5 1 8 8 1 ( 5 )
SO'IS (2)

33452 (1)

Determinemcs os lesio^ que as par
celas e a soma deixam quundo dividida.

9 8 3 7 6 ( 3 )
Dor 11, por exemplo^ . . . . .Êsies restos estao escritos a direita
e entre parêntesis.

Vemos que nesse case o resto deixado pela soma é igual
à soma dos restos deixados pelas parcelas.

n™ divisâo de uma soma por um numéro é igual ao0 r e s t o m e s m o n u m é r o .
, resto que deixa, quanau
a soma dos restos das parcelas.

r.r.r 9 23 parcolas da sequmte soma.Exemple: Dividamcs por 9 as pa
7574 +• 1878 + 1052

7574 (5)
1 8 7 8 ( 6 )
1 0 5 2 ( 8 1

1 0 5 0 4 ( 1 )

As parcelas deixam respectivamente
6 e 8, e a sfi"ia deixa parapara resto 5, b e o,

r e s t o 1 - ^
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n

5 + ^ p a r c e l a s+ b -1-8 e 19 e deixa, quando dividida por 9 o resto igual a /.
2 — Observaçâo.

w. , r ^ : s r s p S " " " ' - -
...."«.srir rtr: """ " ■»""» "•Exemple: 0 edmero 4 divide todas as parcelas da soma

12 -f 32 -f 48
logo dividira tambem a soma.

II) Qnando um numéro divide fnrin„ ,
soma ezceto uma, nio dwidirâ a sorm.

Exemplo: Na soma
30 + 45 -f 105 + 28

^ ( 2 8 ) l o g o

«3 - II. Propriedade - Resto de uma diferença.
Vamos supor que efetuamos uma subtragao:

85315 ^ 2811

8 5 3 1 5
2 8 11

(10)
(6 )

8 2 5 0 4 ( 4 )

0 minuendo dividido por 11 ' por
exemplo. deixa paia resto 10.

0 subtraendo, para o mesm'o di- '
visor deixa para resto 6 e a diferença
nos da o resto 4.

Como a diferença somada ao subtraendo dâ o minuendo
pcderemos concluir o seguinte prindpio:

PROVAS POR UM DIVISOR 9 7

0 resto deixado pela diferença, anmentado do resto dei-
xado pelo subtraendo, é igual ao resto deixado pelo minuendo.

E' évidente, portante, que quando um numéro divide dois
outres divide tambem a diferença entre eles.

4 jjj, Propriedade — Resto de um produto.
Consideremos um produto qualquer.

. 6734 X 27

6 7 3 4 ( 2 )
2 7 ( 5 )

47318
1 3 4 6 8

181818 (10)

Tomemos, conio divisor, o numéro
11, por exempJo.

E' fadi verificar que o resto dei
xado pelo produto é igual ao resto dei
xado pelo produto dos I'estos dos fatores.

5 IV. Propriedade — Resto de um quociente.

Vamos supor que efetuamos uma carta divisao aproxi-
m a d a .

37344 233 Apliquemos aos quatro elementos,
dividende, divisor, quociente e resto, o

64 160 carâter de divisibilidade por 11, por
exemplo :

R e s t e s

d i v i d e n d e 3 7 3 4 4 ( 1 0 ) ^ ^
d i v i s o r 2 3 3 ( 2 )
q u o c i e n t e 1 0 0 ( 0 )L t o . 6 4 ( 3 )

*'Temos. portanto. entre os quatro restos obtidos, a se-
guinte relaçâo.

( 2 ) X ( ® ^ ~
Resto do Res to do Res to do
quociente Testd" dividendeResto do

d i v i s o r

H i
»

. ^
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6 Prova por um divisor,

• r
prova por um divisai-. divisor e denominada
7 '— Observaçao.

^ condiçâo0 emboia a operaçao nâo esteja certa.

9 Prova por 9 da adiçâo.

5131 (1)
1622 (2)
2092 (4)
~1870 (T)

l a r i r . " ï " ® a o
snm V®® ' P®'" soma, é igual àsoma dos restos deixados pelas parcelas
e, no entanto, a operaçâo esta visivelmente
e r r a d a .

8 Escolha de um divisor,

s . s -
de ̂ m̂ L'eTord̂ s:::.
m u i t o ^restos diferentes: 0, 1 e 2. E' muito p°rovTvel quêŜcS!
cidencia de reste _ dado o numéro reduzido destes - embora
a operaçao esteja errada.

De tais consideraçôes podemos inferir que na prova por
um divisor so devem ser utilizados os divisores 9 e 11 (*)

(") Na prâtica sô é empregado, para as provas das diversas ope-
raçoes, o divisor 9.

V

y

ni

Seja tirar a prova por 9 de uma adiçâo.
7 4 2

375

61

ï m

8

Apliquenios às parcelas, como se estas for-
niassem uni s6 numéro a regra dos noves fora.

Obtemos para resultado 8. Êste reste 8 es-
crevêmo-Io à direita sobre um pequeno traço.
Aplicamos, em seguida, à soma, a mesma regra

dos noves fora e obtemos para resultado 8.
Êsse resultado é escrito à direita sob o traço.
Os dois restos — o das parcelas em conjunto e o da so-

sendo iguais é provavel que a operaçao esteja certa.

jQ Prova por 9 da subtraçao.

Seja, por exemplo, tirar a prova por 9 da subtraçao.
Applicamos ao subtraendo e à diferença con-

juntamente a regra dos noves fora. Obtemos
para resultado 3 — que é escrito à direita sobre

538
714
1 7 6

um pequeno traço horizontal.
Aplicando em seguida ao minuendo a mesma

regra obtemos para resto 3.

0 fato de serem iguais êsses dois resultados indica que a
operaçâo esta provavelmente certa.

Prova por 9 da multiplicaçâo.

para verificarmos a exatidâo de uma multiplicaçâo pela
prova por 9, tirâmes os noves do multiplicando e, separada-
mente, do multiplicador ; multiplicamos êsses dois resultados
e do produto obtido tiramos os noves. Devemos encontrar um
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dois numéros tirando os noves do produto dos

comn°L̂ ^̂ '°̂  ̂ '®Postos Restoindica a figura ao lado
niultiplicando

Res to
d o d o

Q . n i u l t i p l i c a d o r p r o d u t o^eja, por exemplo tira>. o ^
prova dos 9 da niultiplicaçâo

J Resto do multiDlieflnrf^ _ „ » . , , ,
Kesto do produto
dos restes = 6.

R e s t e d o
produto

d o s r e s t e s

R e s t o
d o

produto

CO 6

5 6

- ' — a p r

^2 R^to d° = 3
-690 ° multiplicador = 5

1035

Resto do produto = 6.

^ ̂ rova por 9 Ho J* •^ aa divisâo.
Para verificarm

««r; mïtjueâ"̂to obtido e ? "̂ O's resto.! :.®®P̂ '"adamente, do divi
poma encontrada°tr""'̂ °̂ J"ntamôs
êual ao que obtem̂ "' "«ves

„ . ® '̂ f̂ando OS n ̂ ®^®'nos obter um restopor exemple, tira dividende.
728 I 25 ^ 9 da divisao :— T i r

traniog 2; ̂ oves do quociente encon-
superior escrevemo-lo no^ ssquerda de uma cruz.

Tirando os noves do a-
7, resultado que eserevem!!''''̂
r e f e r i d a c r u z . « o

728
2 2 8

3 29

2 j 0

7 0. ^ - ^ ^ t r a m o s 7 0
a iXOr t i l .^̂ ferior à esquerda da

PROVAS PGR UM DIVISOR — 1 0 1

Multiplicamos esses dois restes, 2 e 7, e do produto 14 ti
râmes os noves; o resto obtido 5 juntamos ao resto 3 da di
visâo e da sema encontrada tiramos os noves; encontramos 8,
resultado que escrevemos no ângulo superior à direita da cruz,

Tiramos, por ultimo, os noves ao dividende; o resultado
■obtido 8 escrevemo-lo no ângulo inferior à direita da cruz. Os
dois numéros escritos à direita da cruz sendo iguais a opera,-,
â̂o esta provavelmente certa.

13 Prova por 11.

Do mesmo modo que tiramos a prova das diversas opera-
empregando o divisor — 9 podemos aplicar o divi

sor 11-
A prova dos 11 nâo apresenta vantagem alguma de or-

dem prâtica.

14 _ Exercicio I.
£)eterminar o resto por 11 do produto 8951 x 8043 sewt

efstmr a operaçâo indicada.
Resoluçâo :

Q 1 o fator dividido por 11 deixa para resto 2; o segundo
f ator deixa para resto 2.

0 produto deixarâ para resto 2x2. isto é, 4.

jg __ Exercîcio H.
resta por 9 da seguinte expressdo :

804 X 301 -f- 502 X 1094

s e m efetuar a ŝ QperaçÔes indicadas
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R e s o l u ç â o : ^
Déterminâmes os restos por 9 dos numéros que figuramna ̂ expressao e substituimos os numéros pelos respectives

restos :

3 X 4 + 7 X 5

Efetuando as multiplicaçôes indicadas, obtemos :
12 + 35

p a r a ^

16 — Exercicio HI.

Aohâ  0 resto, por 11, da seguinte expressâo:
508= X 619 + 623=.

Resoluçâo ;
Substituimos os numéros pelos respectives restos por 11,:

2= X 3 + 7=.

e 0 prfdÏÎemoT: T+V' 8 X 3 + 4»
c e l a s , o b t e m o s ! " ' ' ^ P ® " " "

0 resto procurado sera igual a 7.

2 3

2 4

2 5

Exercicios.

Multiplicar 3492 por 731 •' P r o v a s p o r 9 g p o r 1 1
Dividir 93426 por 314: tirar oc „' PROVES por 9 e por 11.
Caleular restos por 4 e por ». j ,por & do produto 803 X 506 X 711.

v :

f

QUADRADOS MAGICOS 1 0 3

L e i t u r a .

QUADRADOS MÂGICOS

Vtwnos supor U7n quadrado dividido em um certo numérode quadrados igmis — os quais denominaremos "casas",
Em cada uma dessas casas colocamos um numéro inteiro

da série mtural: /, 2, 3,4... etc. _ . ,
A figura obtida sera um qïtadrado magico quando pela
dos numéros de uma, coluna ou de uma linha ohtivermos

^ î̂ 'iTTLO resultado. Esse resvltado invariavel é denomi-. s e m p r e 0 m o ù i i t ^ ^ ^
■nado constante do qmdrado mugico.

mm quadrado mâgico os nû-
■meros devem ser todos diferen-
tes e os que figuram sobre uma
iiâgonoX da figura devem ter a
ôrm igual à constante.

ĵ presentamos, na figura ao
lado, um quadrado mâgico de 9
casas corn a constante igual a 15.

+ origem dos quadrados ma-
Mcos é antiquissima e. talvez
■p o r i s s o , d e s c o n h e m a a . _hem verdade que os auUgos atribmam a certos nume-^ ̂ ' d/ides "misteriosas" ou cahalisticas; é provavel,
■ros proprui tambem grande importància a essas fi~
portanto, Q auais os numéros aparecem numa dispo-
gurâ  aritmeticas 7 y• 'o bem siugula '̂

• ta4s levados pcrr uma superstiçdo que sô a pro-
^̂ ■̂ ^̂rânoia dos cousas poderia inspirar — acreditavamJundu igu07 ̂ ndgicos ei'am amuletos e que servia7n de

ûe ̂  ■ Qg pa,ra certas molestias. E havia —̂embora pa-
-preservdUvos usasse no pescoço, preso por uma pe~
■ r e ç u e v i t a r o c o n t a g i o d a p e s t e , u m q u a d ^ ' a d o
ûena cor7-ente, Par

m â g i c o v r u t a . ^

2 9 4

7 5 3

6 1 8

J l L A
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c f U h N v r e m b e r g n a ^ u a

^tSZ:z.z^T^:f.r r''""''

15 10 3 6

4 5 16 9

14 *i *1 2 7
M

8 13 12

"̂ ios qmidrados mâgicos,
é denominado quadrado

hiper - mâgico. Rouse-
Ball, no 11 volume dos
suas Recreaçôes mate-
mâticas e problemas "
bastante curioso ; um
quadrado hipor ~ mdgico,
corn 81 casas, formada
VOT 9 quadrados mâgicos.

^ denominaçâo de
"quadrado diabolico" foi
dada por alguns geôme-^ras do quadrado hiver 'm/,ni. o^lguns geôme-

* .a figura ZnZZ " Propnsdorf,(ou urm Unha) de um lado parlToXl'
a coir/; ;rr: z
« ZZqueTdl'lJa'̂ TV''' ̂ '̂̂ '̂ 'Portarmos
"̂gioo. com a mesrrw. constance Em
ôs observar provriedarlp «-m -j ' ̂ ^̂ ctçao as Hnhas pode-siçôes de Unha ou de coluZZ '̂'' T transpo-

d i a b ô l i c o . o b t e r u m n o v a q u a d r a d o
Os matemdticos francê P.

tacar o grande Fermât — f ^ devemos dos
as diversas curiosidadê i ̂ tzeram estudos admiraveis sobrewte as suas inûmeras mZZiZdeT '̂ ^̂ icos em

B •

- -

' r s , .

. Il

' -■ *

.1

CAPÎTULO IX

MAXIMO DIVISOR COMUM

1 D e f i n i ç a o .

Ao maior numéro que divide dois ou mais numéros dados
chamamos mâximo divisor comun desses numéros.

Assim os numéros 72 e 60 têm varios divisores comuns
quesâo:

1, 2, 3, 4. 6 e 12

n maior desses divisores comuns - nesse caso o 12 -
3erâ 0 mâximo divisor comum dos numéros dados.
2 _ Abreviatum do mâximo divisor comum.

. . AixrîQnr comum de dois numéros é indicado pela
0 maximo divisor

abreviaturâŵ^ g é o ln.d c. dos numéros 56 e 192
^ s c r e v e m o s : ^ = 8

,. mâximo divisor comun de 56 e 192 é igual a 8.
o in.d.c. é a unidade.

Lê-se

3 ^ Caso em que
«TîïiTido dois numéros sâo primos entre siE' évidente que quanuo u

<0 m.d.c. é a unidade.
A s s i m : m . d - o - ^ ^ ^
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4 — Determinaçâo do m.d.c.

r» I ° """ Î" °"™™ « «'O" •!« malor.No primeirôcl̂ro TO Tc 7Tm̂  "̂h ̂Exemple: o to...c. dos nûmeroT̂ r'/îr/rr"'Podemos escrever: to. d. c. (48 e 12) "
12.

5 — Calcule do m.d.c. de dois
n u m é r o s .

Seja déterminai' o mri r ri^o ^ ♦DlvUlm» . ^ ™ • «'■
menor sera o m.d.c. procurado. ' ^ fôr exata o

encontrâ dî"''̂ " dividiremos o menor pelo resto
que serviu de divisoIl̂ s^ro^TO °
trârio dividiremos o nrimeir ^ P '̂ocurado. No caso con-
d i a n t e . p e l o s e g u n d o e a s s i m p o r

guinte disposi«vo;̂ ^̂ ^ operaçôes empregaremos o se-

7 8

3 0
4 8

18
3 0
1 2

1 8

6
1 2

0
6 — m.d.c.

o " . a .

0- .'szï: ""z *"* «divisor é separado do divideod̂ '̂ '̂ ^̂  ™ ® ®®-dab.™, „„ fl™ «ZfZîl* "™" »" Mm-
• d » * •

.-y

'V ,

'Cs^
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6 Quocientes incompletes.

Seja procurar, por exemple, o m.d.c dos numéros
536 e 282.

Aplicando o método das divisées sucessivas vem;
1 2 3 4 2

5 3 6 2 3 2 72 1 6 ■ 8

7 2 16 8 0

Os diverses quocientes obtidos 2, 3. 4 e 2 sâo chamados
quociente-s ineompletos.

7 _ Calcule do m.d.c. de très numéros.
Achar o m.d.o. dos numéros 96, 156 e 380.
Procurâmes o«.d.e. dos dois primeiros:

60 36 I 24 I 12 I
. n, em seguida o m.d.c. do terceiro numéro 330 eCalculâmes em seg

2 7 2

330 1 2 6 = m.d.c.

6 0

escrever: m.d.c. (96, 156 e 330) = 6.podemos escrevcx

S — Observaçâo. - , .̂ J,c. de très ou mais nûmeros deve-
Na determinaçao escrever OS numéros em or-«os, antes de comêâ-̂op- ̂  ̂

<îem crescente.
m e n o r e s ; e m

« I
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seguida calculamos o m.d.c. do terceiro numéro e o primeirt>
m.d.c. encontrado. E assim por diante.

9 — Propriedades do m.d.c. de dois numéros.

I Propriedade — Quando multiplicamos ou dividimos as
dois numéros dados por urn terceiro o m.d.c. aparece multi-
plicado ou dividido por esse terceiro.

Temos, por exemplo, m.d.c. (96 e 104) — 8.
Se multiplicarmos os dois numéros por 10, résulta :

m.d.c. (960 e 1040) = 80

Como vemos o m.d.c. apareceu multiplicado por 10.
II Propriedade Quando dividimos os dois numéros pelo

m.d.c. OS quocientes obtidos sdo primos entre si.
Essa propriedade é uma consequência da 1.".
Sejam os numéros 72 e 135 cujo m.d.c. é 9. *
Dividindo OS dois numéros por 9. o m.d.c. também apa

rece dividido por 9. isto é, passa a ser 1 :

m.d.c. (8 e 15) = l.

f/nW Todo nûmero que dividir os numérosdados dimdira também o m.d.c.

tinlosT'^q 936 e 1440, ambos mul-So de 9
OS dois numéros por 9 o senm.d.c. aparece dividido por 9, logo é diuisivel por 9.

IV Propnedade — Quando elevamos os dois numéros a
uma mesma potênda o m.d.c. aparece elevado a essa potência.

Exemplo; m.d.c. (104 e 64) = 8.

w

r c .
' \

V

i

MAXIMO DIVISOR COMUM
109

Elevamos os dois numéros ao cubo. vem:
m.d.c. (104' e 64') = «'

XO Exerciclo !•
• -,«rros QW tenham para m.d.c. 42.

Achar dois mimeios Qu
R e s o l u ç â o . n v i m o s e n t r e s i :

dois nûmeros quaisquer pnmosTomamos ciois
15 e 18

15 X 42 e
fiSO e 672 formam uma so-■ Os dois produtos obtidos.

luçâo do problems. apresenta u
E' évidente quo

nidade de soluçSes.

Exercîcios.
e 108^ e 234®.

, n d c . d o s n û m e i o m e t a c i e
Calcular o ■ ■ ' «28. Qua' é o «•• • •

de dois numéros
IZs nûmeroe' aoterminaçâo desso
O

TcC o" nûmeros. devemos di-

26

27

2 8

2 9

TC oT nûUos. devemos di-
• » " S ï - ' " t ,
que os 4"


