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Prefdcio da 1.¢ edicao

“Pour toutes ces raisons nous sommes
fondé a prendre la connaissance dans son
courant, loin de son origine sensible, quand
elle est mélée intimement ¢ la réflexion.
C’est la seulement qu’'elle a tout son sens.
La source. n'est qu'un pownt géographiqie,
elle ne contient pas la force vive du fleuve.”

G. BACHELARD.

(Essais sur la Connaissance Approchée)

e na verdade, como dizia A. Comte, a escola é a caserna
«) das creangas, o ensino de Matemdtica tem sido uma
verdadeira sala de torturas por onde todos os jovens estu-
dantes sio obrigados a passar. Lot
Os professores de Matemdtica, com raras excegoes, tet:n
a preocapag&o de complicar e dl{‘zcaltar O ensino des§a md-
teria. Em vez de problemas praticos, z'nteressqntes; e simples,
exigem sistematicamente de seus alunos a deczftag'ao de ques-
+6es complicadissimas, verdadeiras charadas, cujo sentido o
estudante ndo chega a penetrar. Para a resolugdo de um pro-
blema ou para a dedugdo de uma fdérmula banal, enstnam
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- dois, trés, e, as vezes, até quatro processos diferentes, quan-
do, por um principio comezinho de bda pedagogia, deviam
ensinar apenas um desses processos e banir os demars,

No curso secunddrio o professor de Matemadtica julga
que ha grande vantagem em fazer com que o aluno aprenda,
desde logo, a demonstrar uma série de teorémas intteis e com-_
plicados, na ilusdo de que tais demonstragées, apesar de enfa-
donhas, vdo constituir uma Stima ginastica mental, para o
fim de desenvolver as faculdades de racioci nio. Ha nisso um

lamentavel erro diddtico. As demonstracbes fastidiosas de
teoremas inateis, sé podem trazer como consequéncia ésse

“horror 3 Matemitica ", tdo comum entre os estudantes.

- “Il faut développer chez eux — escreve o
grande Bouasse — la faculté de raisonner dans
I'abstrait, mais a I'intérieur des limites imposées

par la pratique et sur des propositions effective-
ment utilisables.” (*),

A nosso ver cabe tambem néo pequena censura aos
professores, que ndo sabendo distinguir o ensino primdrio
do ensino secunddrio, procuram aplicar ao curso ginasial
um sistema de ensino infantil,

irrisério e inadequado ao
desenvolvimento mental dos alu

nos. E’ o caso, por exemplo
de um professor que procura ensinar aos alunos do primeiro
anno secunddrio uma certa nogdo, como se estivesse diante
de uma classe da escolq primdria. Esse professor parecerd,
sem querer, ridiculo aos olhos de seus discipulos e estes jul-

(*) H. Bouasse et E. Tourriére — “Exercices et -compléments de
Mathématiques générales” — 1920, pag. VII.

‘!‘('

XIIT

gardo haver sofrido um lamentavel retrocesso em seus
estudos. ‘ .

E’ do ilustre educador Dr. Francisco Vianna este
admiravel conceito:

“

. .a caracteristica diferencial do ensino
chamado secundario — que deveria ser, pelos
seus elementos essenciais, de caracter en'C1clopé:
dico — em relacdo ao ensino p'rlmér’to', esta
exatamente em que O primeiro é s1stemat}co, de
coordenacgdo e, por isso mesmo, abstrato” ().

O escépo principal que nos orientou na organizacdo
deste compéndio foi o de fazer um trabalh: de feicdo mo-
derna, acentuadamente prdtico e de leitura agradavel ao
aluno.

Sem fugir ao programa oficial, que seguimos pari
passu, procurdmos abordar as diferentes partes da Aritmé-
1

tica, Algebra e Geometria, em conjunto, com s.implicidade e
mdxima clareza, sem a confusdo de assuntos. Fzzemos acom-
panhar cada capitulo de um pequeno trecho de leztara. capaz
de despertar no joven estudanfe o) znteresse.a pelos diversos
fatos da Histéria da Matemdtica e pela uquAdO§ grandes
sdbios que colaboraram no progresso dessa ciéncia.

Tivemos o cuidado de formular com precisio e rigor

todos os conceitos e defini¢des. E” evidente que algumas
nogées foram apresentadas terra-a-terra, despidas de todo

e e

(*) F. Vianna — “As modernas directrizes do ensino primario”
— (1930, pagina 14). >
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formalismo tedrico, que seria descabido, pois que éste com-
pendio é destinado aos alunos do 1° ano ginasial.

Ndao nos moveu preocupacio de exibir bibliografia,
mas julgdmos que seria util aos professores, citar alguns

dos autores que compulsamos, com indicacdo da obra.

Este compéndio (*) — repetimos — tem um cunho
acentuadamente prdtico, e proporcionard ao estudante do
1° ano uma soma de conhecimentos, metddicos e exatos,

que servirdo de base para os estudos tedricos que serdo feitos
nos anos subsequentes.

A partir do 2° ano irdo aparecendo, em ordem crescente
de complexidade, diversos principios com suas demonstra-
¢oes rigorosas; os alunos, exercitardo, sem esforco, as suas

faculdades de raciocinio sobre teoremas de aplicagdo quast
tmediata. §6 entdo poderd o estudante apreciar a profunda
verdade que estd contida no belissimo aforisma de Bacon:

Omnis scientia requirit mathematicam.”

Novgmbro de 1930 .

(G B
M.S.

(*) Este compéndio é o primeiro de uma série de 5 volumes.

e

. pOOOO0O00000

Prefdcio da 2.9 edicao

feliz de um dos nossos mais apreciados escritores (*)
__ ndo passa de uma 4" prova na qual o autor, com a pre-
o de melhorar cada vez mats o trabalho, sente a trre-
QcupRas | necessidade de fazer novas modificacbes nesta ou
prtmll;e TZie ina. Um novo periodo a acrescentar, uma frase
Zasztll)it?tﬁif un.a exemploﬂ a esclar?’cer —- s(ic’) além dte ozigr‘crz:
muitas, pequenas alteragdes que, as vezes, 82’ a qu;r n:; péndio
nos vem sugerir. E isso tardiamente quando o 'dpd :
v ha nas maos dos lettores e apom‘ad_o a severtdade da
18 55 “vient de paraitre” das grandes livrarias.
A livro ndo quiz constituir uma exce¢do. Al suasls
1 ~E8t§o assou de uma quarta prova para a qual o exer-
efizgao NgoNr m as classes apontou-nos vdrias modzftcagoe"s.’
delodels Cofim de melhorar e simplificar cada vez mats
'C,:;(;nZi; Matemdtica, segundo o plano que adotamos,
. ec?lf;lemos modificar ligetramente a serzagc)zco dos Capltul(ii
A% 5 ue jd figuravam na
conservando, porém, apends os q
edzgaONO capttulo II incluimos as primeiras nog¢des sobre

ﬁ 1* edigdo de um livro — segundo uma expressao

epresentagdo das quantidades por meio de letras, afim
at

. c s . io
(*) A expressio a que nos referimos & atribuida ao Sr. Afran
Peixoto.
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de habituar, desde logo, o aluno com o cadlculo literal e ini-
cia-lo na generalizacGo dgs diversas transformacées ele-
mentares,

Tendo em vistq feicdo elementar destq obra resol-
vemos, na presente edi¢cdo, suprimir algumas leituras e con-
Servar unicamente aquelas que fossern mais adequadas ‘ao

dezenvolumzento € ao preparo geral dos jovens que ainda se
achamno.1° ano do curso secunddrio,

Por znd'zgagdo do nosso ilustre amigo e colaborador
Prof. Dr. Agliberto Xavier, resolvemos retirar deste livro <;
zr_zte’r’essantzsszn?o artigo “Reacbes logicas do calculo numé-
I1Co que serd incluido com major desenvoluimento, em
outro volume c{a Matemética. O admiravel artigo intitulado

Um papa geometra” do Rev. Padre Leonel dg Franca
S.J -, fot, a nosso pedido, e com 4 devida permissdo do aatorl
incluido ng 2° edicdo -da Matematica — 2° ano dez'xand0:

0s autores que compul
desenvolvimento dado

3 de Maio de 19372,

(G
M.S.

CAPITULO I

NUMERACAO

1 — Nocoes preliminares.

E’ incontestavel que o homem, desde a aparicio sobre a
terra, sentiu necessidade do cdlculo, ndo s6 para distinguir,
como tambem para contar os objetos.

Como s6 dispuzessem, porém, os homens primitivos de
recursos rudimentares e grosseiros, a contagem dos objetos era
obtida por meio de estrias feitas nos troncos das arvores ou
sobre os ossos dos animais (¥) e, assim, o pastor primitivo ao
ver passar o rebanho, para cada ovelha punha de lado uma
pequena pedra, e obtinha desse modo, com auxilio das pedras
separadas, um meio simples e seguro de apreciar a grandeza
de seu rebanho. -

2 — Primeira nocio de numero.

Suponhamos uma caixa cheia de laranjas; admitamos que
sejam todas iguais. Essa colecfio de laranjas define um certo

numero.
Um conjunto qualquer de objetos iguais nos traz no espirito

a nocio de numero.

(*) Nas cavernas das épocas primitivas foram encontrados ossos es-
triados sendo as estrias dispostas com certa regularidade. Esses ossos eram

empregados para contar os objetos.
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3 — Grandeza de um ntimero.

A grandeza de um nimero depende do conjunto de obje-
tos que definiu esse nimero. De um conjunto muito grande
resultara forcosamente um nimero muito grande.

4 — Unidade.

A um objeto isolado de certo conjunto a que nos propomos
contar chamamos a wunidade. (*).

Em uma colecio de péras, por exemplo, a unidade sera
uma péra.

5 — Unidade simples — Unidade coletiva.

Quando dizemos — “Nesta caixa ha 8 duzias de penas” —
a unidade escolhida foi uma duzia de penas. A duzia representa
um conjunto de 12 penas.

Como vemos a unidade pode ser simples ou coletiva.

A unidade coletiva é aquela que é formada de dois ou mais
objetos. <.

6 — Numeros inteiros; ntimeros fracionirios.

De um conjunto completo de unidades resulta o ndmero
inteiro.

Quando considerarmos um conjunto em que figuram
partes da unidade temos o nimero fraciondrio.

Se a unidade é, por exemplo, uma péra e essa péra foi
dividida em 8 partes iguais —— oitavos — um conjunto de 5
dessas partes sera definido pelo nimero cinco ottavos.

(*) Apresentamos neste compéndio as primeiras nocdes elementares
sobre niimero e unidade. Essz}s nogoes serdo desenvolvidas e completadas,
em parte, no livro “Matemdtica — 2.° ano”.

5

oSy ST
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Os ntmeros fracionarios serdo, mais tarde, objeto de um
estudo especial.

7 — Numero.

O niimero serd, portanto, uma colecio de objetos de cuja
natureza fizemos abstracao.

8 — Numeros concretos e abstratos.

Quando levamos em conta a natureza de um conjunto
temos um nimero concreto; Mo caso contrario o nimero sera
sera abstrato. 4 g

Exemplo : 15 livros é um numero concreto; o simbolo 15,

com o qual definimos esse conjunto de livros, é um numero

trato. I e 5
2 1Do mesmo modo : 8 metros, 11 dias, 40 moedas sdo nu-

meros concretos; 8, 11 e 40 sdo numeros abstratos.

9 — Numeracio.

Para que POosSsamos raciocinar e operar com os nimeros
nés as representamos por meio de signais graficos especiais
denominados algarismos. ’ )

Além da forma sensivel dada aos nimeros com auxilio dos
algarismos € indispensavel que todos eles tenham uma deno-
minacao. o . o

Zsfumeo'acc‘io é o conjunto de principios, leis e artificios em-
pregados para'exprimir 0S nUmMeros. | '

A numeraciio divide-se — como € facil concluir — em

- . &
numeracao falada e nmumeragao escrita. ().

gat s | AT

: eus1s i i 3 ianc¢as
{ses civilizados a numeragdo precede o cdleulo; as cr

(; ) Nsosngries dos ntimeros antes de poder distinguir os valores nu-
a}z:'(;go Sem O(LEON BRrRUNSCHVICZ, Les Etapes de la Philosophie Mathéma-
mé =

tique, pag. 7).
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10 —-}himeragﬁo falada.

A formacao dos diversos vocabulos com que exprimimos

..0s nimeros nao é arbitraria senfo para os primeiros numeros;

um, dois, trés, quatro, cinco, seis, sete, oito e nove.
Juntando-se uma unidade ao niimero nove temos uma de-
zena ou .dez.

Os numeros que se seguem depois do dez, sio: onze, doze,
treze, quatorze, quinze, dezeseis, dezesete, dezoito e dezenove.

Juntando-se uma unidade ao nimero dezenove temos duas
dezenas. As dezenas deviam ser contadas dessa forma: duas
dezenas, trés dezenas, etc. Ha porém, na nossa lingua, voci-
bulos especiais para indicar tais nimeros: vinte, trinta, qua-
renta, cincoenta, ete.

Uma colecéo de dez dezenas forma o numero denominado
cem ou cento, e deste sao derivados: duzentos, trezentos, qua~
trocentos, ete. .

O conjunto de dez centenas forma o milhar ou mil; se-
guem-se: dois mil, trés mil, quatro mil, etc.

E assim por diante. g

E claro que a lei de formacdo dos vocabulos com que sao
expressos 0s numeros varia de um idioma para outro.

11 — Numeracio escrita. Sistema de numeracio.

Na numeracio escrita, conforme ji dissemos, os ntime-
ros sao representados por meio de algarismos.

Ha duas especies de algarismos: ardbicos e romanos.
Os algarismos arabicos sdo: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9.

Com esses algarismos e mais o zero podemos representar
qualquer numero desde que adotemos um sistema de nume-

racdo.
Sistema de numeragio é o conjunto de mimeros que se for-

mam segundo certas convengoes.

T g—
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12 — Sistema decimal.

E universalmente adotado o sistema decimal de nume-
racao.

Nesse sistema dez unidades de uma ordem formam uma
de ordem imediatamente superior.

Assim: dez unidades formam uma dezena; dez dezenas
formam uma centena; dez centenas formam um milhar, ete. (*).

Cada trés ordens de unidades formam uma classe:

unidades
1.* classe dezenas
centenas
milhares
9.0 classe /| dezenas de milhares

L centenas de milhares

- milhoes

3. clagse | dezenas de milhdes

L centenas de milhoes.

seguem-se as classes de bilhoes, trilhoes, ete.

b AR

*) Uma companhia é formada de um certo niimero de soldados; do
osmo modo uma dezena se compde de dez unidades simples. Se se consi-
i m seguida, a companhia como uma nova unidade, varias compa-
g}ell;z?; i’ormarﬁo um batalhdo; assim tambem tomando-se a dezena como
nova unidade dez dezenas formam uma centena. Emfim um batalhdo
sendo por sua vez uma unidade, a reuniao de varios batalhdes constitue
um regimento; do mesmo modo dez centenas formardao um milhar (CARLO
BoURLET, Cours Abrégé d’Arithmétique, pag. b).
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A pratica nos mostra que é completwmente initil formar
classes além das dos bilhdes; em teoria, entretanto, o nimero
de classes é ilimitado.

13 — O bilhao.

Na Franca, Itdlia, Alemanha e em varios outros paises
da Europa e da América — o Brasil inclusive — o bilh@o vale
mil milhdes; o trilhdo mil bilhdes, e assim sucessivamente. Na
Ingaterra e na Espanha o bilhdo vale um milhdo de milhoes; 0
trilhdo vale um milhdo de bilhdes e assim por diante.

Citemos um exemplo. O nimero 4000000000 na Ingla-
terra seria lido “Quatro mil milhdes”. No Brasil ésse mesmo
numero representa 4 bilhoes.

14 — Principio do sistema decimal.

A numeraciio escrita, no sistema decimal, é baseada no
seguinte principio:

Qualquer algarismo escrito a esquerda de outro
vale dez vezes mais do que se estivesse mo logar desse
outro. .

Assim, no niimero 3784 o algarismo 7, estando & esquerda
do 8, vale dez vezes mais do que se estivesse no logar do 8.

Ora, como o 8 representa as dezenas do nimero, € claro
que 0 7 representara as centenas.

15 — O zero.

0 algarismo Zero serve para indicar auséncia de uma certa

ordem de unidades. |

Quando

~ ia de dezenas no numero.
e uséncla d
indica 2

dizemos que num conjunto ha 508 objetos, o zero

NUMERACAO 25
16 — Alsarismos significativos — Valor absoluto e valor
relativo.

Os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 sdo denominados
significativos.

Um algarismo significativo tem dois valores: absoluto e
relativo. :

Valor absoluto é o valor que o algarismo tem isoladamente..

Valor relativo é o valor que o algarismo tem conforme o
logar que ocupa no numero.

No ntimero 7178, por exemplo, o primeiro algarismo 7 &
esquerda, representa 7 milhares (7000) ao passo que o se-
gundo, 4 direita, representa 7 dezenas (70) .

17 — Numeracio romana.

A representacio dos nimeros por meio de algarismos ro-
manos embora nio traga vantagem alguma de ordem préatica
é, todavia, utilisada em certos casos: para designar os séculos,
as datas nas inscrigdes, na cronologia dos reis, na designacéo
dos capitulos de uma obra, etc.

: Na numeracao romana sao empregados, como algarismos..

b Gt ak 1 sete letras maiudsculas: I, V,
VA RS 5 XA C D wM

D I 10

1 6 G T 50 Para representar os nu-
@ B 100 meros essas letras sdo combi-
DArash. o 500 nadas de acérdo com as se-
MRS N e 1000 guintes regras:

15) Quando se repete um dos algarismos I, X, C e M
outras tantas vezes se repete o seu valor.

Ex.: XX significa 20
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18

2.2) Nao se pode empregar seguidamente mais de trés
algarismos iguais.

3.2) Um algarismo colocado a direita de outro de valor
maior aumenta éste ultimo do valor que o menor re-
presenta.

Ex.: XV significa 15

4.2) Um algarismo colocado @ esquerda de outro de valor
maior diminue éste do valor que o menor representa.

Ex.: CM significa 900
5.2) Um trago horizontal colocado sobre wm algarismo
ou sobre um grupo de algarismos aumenta de mil

vezes o valor que o algarismo ou o grupo de algaris-
mos representa.

Exemplos: V significa 5000
XII V significa 12005
— Observacao.

Os Romanos usavam ainda para representar os niimeros

certas combinacdes de sinais. Apresentamos abaixo todos os
algarismos romanos; os dois dltimos, & direita, representam
1000. i

19

IVXLC DCD 00

— Numeros cardinais; nimeros ordinais.

Um conjunto qualquer de objetos iguais define, como

vimos, um certo nimero que é denominado m¥émero cardinal.
b

Ass

im, na expressao, 20 arvores, temos um niimero cardinal.
) A

NUMERACAO 25

Os numeros cardinais sdo sucessivamente formados por
uma unidade, duas unidades, trés unidades, etc.

Os numeros um, dois, trés, quatro, etc. constituem a cha-
mada série dos numeros cardinais, na qual cada nimero é su-
perior a todos que o precedem e inferior a todos que o seguem..

Na série crescente dos numeros cardinais cada niumero
tem uma ordem que € o numero ordinal correspondente. Assim.
um é o primeiro ntimero; dois é o segundo, trés o terceiro,
ete.; ao cardinal wm corresponde, pois, o ordinal primeiro, ao
cardinal dois o ordinal segundo e assim por diante.

Neste compéndio o palavra numero, salvo indica¢do em
contrario, significard sempre “numero cardinal”.

20 — Transformacdes com os numeros. Operacdes.

As transformacoes que efetuamos com os numeros, se-
gundo certas regras, sdo denominadas operagoes.

O nimero ou o sistema de nimeros que se obtem com au-
xilio de uma operacao, é denominado resultado dessa operacao.

Exemplo: Dados os-numeros 7 e 8 obtemos, com auxilio.
de uma operacdo (adicdo), o resultado 15.

As operacdes fundamentais sdo: adi¢do, subtracdo, multi-
plicacao, divisao, potenciacao e radiciacao.

Exercicios.

n L d 2
St 1 — Com quatro algarismos romanos escrever o nimero 2999; comr
dois algarismos romanos escrever o nimero 95.

A 92 — Com quantos algarismos podemos escrever todos os nimeros in-
teiros desde 1 até 10000 inclusive? -

8 — Calcular o ntimero de algarismos-necessirios para se escrever
todos os niimeros inteiros maiores que 400 e menores que 10000.
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Leitura.

SISTEMA DE NUMERACAO

‘ matemdtico holandés Simdao Stevin, que viveu no Século
XVI, imaginou um sistema de numeracao cuje base era 2.
A escolha quast unanime do nmimero 10, como base de nu-
meracao, provém — segundo uma hipotese muito aceitavel —
da conformacao da mao (*). A figura natural dos cinco dedos
de uma das maos, adicionados aos cinco dedos da outra mao,
deu mascimento ao primeiro sistema de numerac@o, base da
Aritmética, a ciéncia dos nimeros. (¥%).
E’ interessante observar que apesar do sistema decimal
-ser universalmente adotado existe, no espirito do povo, uma
certa inclinacio para o numeracdo duodecimal. Muwita gente
prefere ainda contar certos objetos em duzias e grosas (/2
duzias) a contar por dezenas e centenas.

e co——— g

(*) ROUSE - BALL, Récreations Mathématiques et problémes, 1926,
:10 VOI-, pag. 37.
(**) HOEFFER, Histoire des Mathématiques, 1886, pag. 13.

CAPITULO 11

ADICAO

1 — Nocoes preliminares.

Consideremos duas caixas contendo mcedas, havendo 11
moedas na primeira e 15 na segunda. Juntemos as moedas
dessas duas caixas e formemos uma cole¢ao unica. A nova
colecio assim obtida, com 26 moedas, serd a soma das duas
colecoes.

O numero de moedas da colegio total serda a soma dos
ntimeros de objetos das duas colecoes dadas.

2 — Adicio.

A operaciio que tem por fim reunir num s6 numero (*)
as unidades de dois ou mais nimeros dados chama-se adi-

¢io (EED)
O resultado da adicio chama-se somae ou total.

—_—

(*) Neste capitulo e nos capitulos seguintes (até o XI) s6 consi-
deraremos operacoes com nimeros inteiros.

(**) Convem observar que 2 idéa da adicdo ja e_asté. contld?. '1mph-
citamente na nogdo de nimero, pois os numeros inteiros, na serie na-
tural, wm, dois, trés, quatro... Sao obtidos juntando-se uma unidade ao
preoe’denté (JuLes TANNERY, Lecons d’Arithmetique, Liv. Armand Colin,

1911, pag. 12).
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3 — Parcelas.

Os ntmeros cujas unidades sao reunidas num s6é nuamero,
ou mais simplesmente, os termos de uma adicio sdo denomi-

nados parcelas.

4 — Sinal de adi¢ao.

A adicao é indicada com o auxilio do sinal 4+ (mais) co-

locado entre as parcelas.
Assim 18 - 15 indica que devemos juntar as unidades

do primeiro nimero 18 as unidades do segundo nimero 15.

5 — Sinal de igualdade.

A igualdade entre dois numeros ou expressoes ¢ indicada
pelo sinal = (igual a) colocado entre esses nimeros ou ex-

pressoes.
Asgsim sl —3

le-se: 7 mais I é igual a 8.

A parte que fica 2 esquerda do sinal = chama-se primeiro
membro da igualdade e a que fica a direita, segundo membro.
Ng igualdade
84+7T=14+1

O primeiro membro é 8 + 7; 0 segundo membro 14 -+ il

G — Observacao.

Sabemos que um ntmero nio se altera quando a esse ni-

mero juntamos 0F
Exemplo: 23 + 0 = 23.

ADICAO — 29

: Numa soma de duas parcelas uma dessas parcelas sendo
igual a zero a soma sera, por definicido, a outra parcela

7 — A adicio é uma operacio univoca.
Diz-se que a adicdo € uma operacido univoca porque ela

nos conduz sempre a um resultado Unico, perfeitamente deter-
minado.

8 — Adicao é uma operacio comutativa.

DlzeIIIOS que a adicdo é uma operacdo comutativa porque
a soma nio se altera quando mudamos a ordem das parcelas:

143 4 28 = 28 + 143

E evidente que essa propriedade podé ser verificada numa .
soma, qualquer de trés ou mais parcelas.

9 — A adicio é uma operacao associativa.
Dizemos que a adicdo é uma operacdo associativa porque

o seu resultado nao se altera quando substituimos duas ou mais
parcelas pela sua soma efetuada. .

Exemplo: na expressio
13+8+4+7+3

podemos substituir as trés ultimas parcelas por 18 sem alterar
a soma. Temos:

13 +8+4+ 743 =13 + 18
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10 — Processo de abreviacao. Seja a soma 17 + 8. Escrevemos :
Xl 1 A
ar uma adiciio decompondo T+ 8 =284 11.

Em certos casos podemos abrevi
do ser efetuada

umga das parcelas. A operacao podera, déssemo
mentalmente.

Como, porér

» borém, essa propried

: ade se verifi .

sejam as 2t rifica quaisquer

um certo rll)f’«I‘Celas. podemos supor que a primeira I;Iae1 lqm‘3
L UMmero que representamos pela letra ¢ RS

gunda parcela é um outro nimero b € que a se-

A soma sera

ra @ - b e a propri
i . b Priedade com . o i ]
serd indicada da seguinte forma : utativa«da adicao

Seja, por exemplo, somar 0s nimeros 265 e 783.

Dizemos mentalmente:

265 com 700 da 965; 965 com 80 da 1045, com 3 da 1048.
a—+4+b=»b —{—»a
Vemos que nesse caso @ e b

lores. podem receber quaisquer va.

11 — Prova.
A representacio d ¥

: 0S numeros po i '

grande vantagem para o cileulo. e )p I melo de letras é de

“,
14 — Letras usadas no calculo.

Proya é uma operacao que serve para verificar a exatidao

de uma outra operacio ja efetuada.

Podemcs tirar a prova de uma adicao efetuando-a nova-
mente de baixo para cima, isto &, alterando a ordem das par-

celas. O segundo resultado obtido deve ser igual ao primeiro. Soaten A -
i presentar as quantidades si
Sao usadas indiferente-

mente as letras do alfabéto latino — mintscu
— e as letras do alfabétg grego - (**); By 1r
" A expressdo b — B, lé-se: b
esse caso b e B representam doi 7
. 01S nuimero i
5 i S quaisquer.

evemos evitar, sempre que for possivel, o emp(ieg:) simul

5 ul-

tane . ;. 3
0 de letras iguais, maitisculas e miniscul
expressio. . as, numa mesma

las e maidsculag

12 — Adi¢io de nameros concretos.
Pequeno menos B grande.
Quando as parcelas que figuram numa soma sio repre-
sentada por numeros concretos é necessario que é€sses numeros
sejam referidos & mesma unidade. A soma é, nesse caso, da

mesma especie das parcelas.

A letr 40 é b5 :
) . 3 a O nlo € usada pela confusio que péde traz
s concretos de especies dife- » 0 Zero. er com "

-

Nio podemos somar nimero
rentes.

-

(*) O empré : '
égo das letras para
: representar os nu
3 v Umeros, como ve-

4 i r meio de letras. mos mai i
13 — Representacao das quantidades po R - nos, mals tarde, permite simplificar a5 o 5 ;
' ; emas. _ peracoes e generalizar os pro-
(**) Vide no fim do volume o' alfabéfo grego &

eiramos indicar, por meio de uma
-

dem das parcelas néo altera a soma.

?
>

.

2

Vamos supor que qu
50 simples, que a or

- . i

expreSS
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15 — Grandezas variaveis e constantes — Incégnita.

Se observarmos uma sala de aula, por exemplo, verificamos
que a sua altura nao varia. Dizemos entdo que é uma constante.

Quantidade constante é aquela que tem ou que péde re-
ceber um certo e determinado valor.

O peso de um livro, por exemplo, € uma constante.

" Quando uma quantidade ndo é uma constante, dizemos que
é varidvel.

A idade de uma pessoa, a altura de uma planta, a distancia
da Terra ao Sol, o peso de uma crianca, etc., s@o quantidades
variaveis.

Uma quantidade, embora constante, péde ser desconhecida,
isto é, incognita. ‘

Se alguem nos mostrar uma joia podemos assegurar que o
peso dessa joia é uma constante, muito embora ésse peso seja
para nés desconhecido.

16 — Convencio sobre o emprego das letras.

A representacdo das quantidades por meio de letras obe-
dece a certas convencoes.

Assim as primeiras letras
a;F O%ic,d et
representam quantidades dadas ou constantes e as ultimas
TR 2.5 G U
representam inecégnitas ou variaveis.
Num terreno retangular se representarmos a base por a,
g altura por b e a diagonal por x, queremos com tal notacao

dois primeiros elementos (base e altrura) sao
Jor da diagonal é desconhecido.
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17 — Letras com indices ou acentos.

Quando duas ou mais quantidades da mesma especie, guar-
dam entre si uma certa analogia, podemos representa-las pela
mesma letra afetada de indices ou de acentos diferentes.

Assim, por exemplo, se tivermos
trés retingulos diferentes podemos B
representar a base do primeiro por
b, a do segundo por b’ (lé-se: b li-
nha) e a do terceiro por b” (lé-se: b
duas linhas). ; b b"

Na expressao

m -+ m’ + m”
m, m’ e m” representam nimeros quaisquer.

Vamos supor que num determinado problema figuram
quatro barras de ferro. Podemos representar o peso da pri-
meira por p, (lemos: p indice 1, ou p baixado a 1) ; o peso da
segunda barra serd representado por p, (lé-se p indice 2 ou p
baixadc a 2) ; o peso da terceira por p, (lé-se: p indice 3 ou p
baixado a 3) e o peso da ultima por p,.

A expressao

DR D D= D]

indica, por exemplo, que devemos somar os pesos das quatro
barras.

Os indices ou acentos nao indicam operacdo alguma.

Os acentos s6 devem ser usados quando os elementos a
representar pela mesma letra néo sdo em nimero superior a 3.

Havendo 3 ou mais quantidades a representar pela mesma
letra é preferivel empregar os indices.

18 — Expressoes literais. /

Uma expressio é literal quando nela figuram certas quan-
tidades ou numeros representados por letras.
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Assim
ea+b+2z e 54 m+4t¢t

sao0 expressoes literais.
19 — Exercicio L

Uma pessoa tinha m moedas e ganhou mais T moedas. Com
quantas moedas ficou ?

Resposta: Ficou com m -+ 7 moedas.

20 — Exercicio II.

A idade de uma pessoa era X anos. Qual erq a idade dessa
pessoa 8 anos depois ?

Resposta: =z + 8

21 — Exercicip III.

Umo. caiza vazia pesa P quilogramas; a mercadoria colo-

cada dentro dela pesa P’. Qual é o peso total da caixa com o
mercadoria ?

Resposta: P + P’ quilogramas.

22 — Exercicip 1V.

‘ Sendo m um niameroy inteiro qual o nidmero inteiro ime-
diatamente superior ¢ m ?

Resposta: m 4 1
23 — Exercicip V.

Escrever trées mimeros inteiros comsecutivos quaisquer.’

Resposta: Sendo # um néimero inteiron, n +1en + 2
sfo numeros inteiros consecutivos.

- -4
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24 — Adicao de segmentos.

Sobre uma reta S marquemocs um segmento 4 B.
Um segmento de reta € uma porg¢ao
limitada de uma reta (*). S A B C
A reta S, sobre a qual marcamos o
segmento AB é denominada suporte do segmento AB.
Na mesma reta S, a partir de B, marquemos o segmento

B C.
Os segmentos A B e B C tém o mesmo suporte.

O segmento, assim obtido, A C representar4 a soma dos
segmentos A B e B C.

Temos pois: AC = A B + B C.

25 — Exercicio VL

Indicar a soma de trés segmentos dados.
Resolucdo:

e UC— Sejam m, n e s 0S seg-

s mentos dados.
F——————

s = Sobre uma mesma re-
Yo
g ta marquemos segmentos

iguais, respectivamente a - m, n e s.
Obtemcs assim, como indica a figura, a soma dos trés
segmentos.

Exercicios.

4 — Em que caso € indiferente comecar uma adicio pela direita ou
pela esquerda ?

5 — Que modificagfio sofre uma soma de 8 parcelas quando se soma
10 2 cada parcela ?

(*) As primeifas- nogdes sobre reta ja foram dadas no curso pri-

" méario ou estudadas no curso de admissdo ao 1.° ano secundarie.
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6 — Trés operarios trabalham em certa obra; o 1.° recebeu
203000; o 2.° recebeu 12$000 mais do que o 1.° e o 3.° recebeu
163000 mais do que o 2.°. Calcular a quantia total dos trés
operarios.

Leitura.
" 0S ALGARISMOS
(ROUSE BALL)

Farta:s vezes temos aludido ao sistema de notacdo numé-
rica dos Arabes. Convém, pois, que digamos breves pala-
dcerca da historia dos simbolos, de que nos servimos. Sua ori-
gem é obscura e tem dado aso a muitas controversias. Parece,

Algarismos indas (950)

RS e e
U7 eyl o
1,2.3,2.4,GA 8,9 14

| 1%3.4,5:6, 7, 8,9,12
De “Mirsour of the world” - '
1450) 1 %,2,3,4,0,6;0:8,9,10

De um calendario escossés

provavelment i a ~ L
francesa (14%2()ie o 3 1’ Z’ 3; 9/’(1,6’/\, 8’ Y

1100

De um missal de origem
alema (1385)

Algarismos europeus —

Aglaris)mos gobar (arabes) }
(1400). 3

em definitivo, provivel que os stmbolos 4, 5, 6, ¢ 9 (e talvez 8)

provenham das letras iniciais dgs pala-vms, corres dezt :

do alfabéto Indo-Bactriano, em uso no norte da Indiq p;gO o

talvez, antes de Cristo; que os simbolos 2 ¢ 3 haj'a'rr; sido az::-,
¢ b
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ginariamente, dois e trés pequenos riscos paralelos; e que o
simbolo 1 se originasse de méro risco de pena. Signos andlogos
estavam em uso nas Indias pelos fins do segundo século dq nossa
éra. Desconhecida é a origem do simbolo 0, ndo é, todavia, im-
posswel que tenha sido um ponto posto para marcar um espago
vasio, ou @ representa¢ao da mao fechada, o que tudo ndo passa
de méras conjeturas. Nao é desarrazoado crer-se que tenha sido
adotado nas Indias em fins do quinto século. Dataria, entre-
tanto do VIII século o documento mais remoto em que éle se

encontra.

Os simbolos empregados
nas Indias mno oitavo sé-
culo e bem depois, cha
mam-se cifras Depanaganri.
Vém-se na primeira linha
do quadro anterior. Os 3
Arabes do Oriente modificavam-lhe, levemente, a forma e os
Mouros, por seu turno, fizeram-nos passar por alguns retoques.
E possivel que os Arabes de Espanha tivessem a princ.pio abo-
lido o 0 que reintegraram depois de concluirem que a Sua
omiss@o era perjudicial. Chamam-se cifras gobar os simbolos
adotados em definitivo pelos drabes, e o exame da segunda
linha do mesmo quadro nos dd idéia das formas de que mais
comumente se revestiram. Da Espanha ou da Barbaria essas
cifras gobar passaram a Europe ocidental. '

\V I8 o TVAY.

Algarismos arabes modernos

4
(Do livro “Histoire des Mathématiques™)
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CAPITULO III

SUBTRACAO.

1 — Subtracao.

Vamos supor que um fazendeiro possua dois rebanhos
A e B; o rebanho A tendo 43 ovelhas e o rebanho B, 20 ovelhas.

Ha, portanto, um exzcesso de 23 ovelhas do rebanho A
sobre ¢ rebanho B. .

Se do primeiro rebanho, que é no caso o maior, tirarmos
um nimero de ovelhas igual ao nimero contido no rebanho B,
vamos obter uma diferenca de 23 cvelhas.

Esse resultado 23 sera obtido por meio de uma subtragdo.

Subtracdo é a opetacio que nos permite achar o nimero
de unidades de que um nimero dado ¢ excede um nimero b.

dO primeiro nimero « é aqui suposto maior do que o se-
gundo.

b
2 — Sinal de subtracio.

A subtracio é indicada

. por meio do sinal — (menos)
colocado entre os dois nimeros. Assim: 43 — 19 lé-se 43
mencs 19.

3 — Termos da subtracio.

Os termos da subtracio sio denominados: minuendo e
subtraendo.

SUBTRAGAO : 39
Na subtragdo ¢ — b o minuendo € a e o subtraendo
b. (%)

4 — Resultado da subtracao.

O resultado da subtragio é denominado vesto, excesso ou
diferenca.

Quando dizemos: — “Paulo tinha 15 moedas e tendo gasto
6 ficou com 9”, esse resultado é um resto.
Quando dizemos: — “Paulo tem 15 anos e Pedro tem 6;

logo Paulo € 9 anos mais velho do que Pedro”.
Neste caso o resultado 9 é uma diferenca ou ezcesso.

5 — A subtracio é a operaciio inversa da adicao.

Quando efetuamos, por exemplo, a subtracio

15 —8=1T

queremos com isso exprimir que o nimero 15 excede 8 de 7
unidades.

O ntmero 15 representa nesse caso uma soma de duas
parcelas uma das quais era conhecida (8) e a outra (7) foi
calculada. '

A subtracio tem por fim dada @ soma de duas parcelas
e uma dessas parcelas achar a outra. |

A subtracdio é, portanto, a operacio inversa da adico.

A subtracio é unvoca.

¢ — Prova da subtracao.

Tiramos facilmente & prova da subtracio com auxilio da
adicao.

(*) Alguns autores adétam as denominacdes de diminuendo o dims-
nuidor para os dois termos da subtracdo.
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Com efeito, se somarmos o resto ao subtraendo devemos
obter o minuendo.

7 — Observacao.

A diferenca entre dois niimeros iguais € zero.
@ — G =0

Quando de um numero subtraimos zero €sse nimero nao
se altera.

m — 0 =m
8 — Diferenca de dois segmentos.

Seja, por exemplo, achar a diferenca entre o segmento
AB e CD. A partir da extremidade A sobre AB marcamos um
segmento AM, igual a CD.

c D O segmento MB representa a di-
ferenca procurada,
- - A diferenca de dois segmentos €

o segmento que precisamos somar ao
menor para obtermos o maior.

9 — Subtrair de um niimero uma soma indicada

P ) ,
parcel(;:a suclztmw- de um nimero uma soma indicada de vdrias
obtid ,bzzo s do mimero’ subtrair ¢ [0 parcela, do restn
1a0 subtrarr a 2.° parcela, d )
por diarte. » 0 M0V0 resto a 3.* parecla e assim

Vamcs supor 3
que do nim . "
soma: ero 78 queremos tirar a seguinte

8+ 3+ 10

Escrevemos portanto:

B BakiaG0),
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colocando entre parentesis a soma indicada. (¥*) Do numero
78 podemos tirar de uma s6 vez 21 unidades, pois é ésse o nu-
mero de unidades contidas na soma indicada. Chegaremos, po-
rém, ao mesmo resultado se do numero 78 tirarmos sucessiva-
mente 8, 3 e 10 unidades.

78 — 21 = 57
78 — 8 — 3 — 10 = 57

Resulta dai a seguinte igualdade:
78 — (8 +3+10) =78 —8 —3 —10
Em geral:

a— (b+¢) =a—b—c
10 — Subtrair de um nimero uma diferenca indicada.

Para de um nimero tirar a diferenca indicada de dois
outros, junta-se ésse numero ao subtraendo e da soma obtida,
subtrae-se o minuendo.

Vamos supor que do numero 85, por exemplo, queremos
subtrair a diferenca indicada 91 — 36.

A operacdo a efetuar sera indicada do seguinte modo:
85 — (91 — 36)
colocando-se entre parentesis a diferenca.

Efetuando a subtracdo, temos

85 — (91 — 36) = 85 — 55 = 30

(*) Os sinais () e [ 1 servem para estabelecer certas relacoes entre
as operacdes indicadas. Uma quantidade colocada entre panentesis deve

figurar, na expressao, como Sse fosse um nimero so.
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(ﬁlegaremos ao mesmo resultado se ao nimero 85 jun-
tarmos o subtraendo 36 e do resultado tirarmos o minuendo 91:

81 4 36 — 91 = 30

Podemos pois escrever a seguinte igualdade:
85 — (91 — 36) — 85 4 36 — 91
Em geral:

;a—(m-—n) =a—m -+ n.

11 — Exercicio I.

Do nimero 1 tirar a diferenca 10 — x
Resolucio:

| — (10 —2z) =1—10 + =

A ex.pressao l — 710 4+ z exprime o excesso do numero !
sobre a diferenca /0 — z.

12 — Exercicio II.

: A distz'incz‘a ent:re duas cidades A ¢ B ¢ de x quilometros.
m automével que ia de A para B, depois de ter percorrido d

quilometros da distancia

B foi obrigado o retroce-
:] der m quilometros, che-

d - gav:ad,o a um ponto S. Ex-

T T e e L R e distancia de S

a B.
B

A S

Resolucio:

MSe 0 auton'loxiel percorreu a distancia d e retrocedeu m
quilémetros a distdncia AS sers d — m

g
e

SUBTRAGAO 43

A distancia SB sera igual & distancia z dﬁ?iinug’da de
d — m. Escrevemos portanto: .

SB = z — (d— m)

ou
w SB=2—d + m

13 — Soma de um nimero com uma diferenca indicada.
i
Para somarmos a um numero qualquer a diferenga indi-
cada de dois outros, basta somar o nimero ao'*minuendo e do
resultado tirar o subtraendo.

Vamos supor que queremos somar O numero 52, por

exemplo, & diferenca 41 — 10.

Escrevamos pois:
52 4 (41 — 10)

colocando a diferenca indicada entre parentesis.

Efetuando a subtracdo temos:
52 + 31 ou 83

|

O resultado serd o mesmo se sOmMarmos o nimero ao mi-
nuendo e do resultado tirarmos o subtraendo:

52 4+ 41 — 10 = 83

Podemos escrever:

52 4 (41 — 10) = 52 + 41 — 10
v

Em geral:

24+ (m—n) =2+ m—mn
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14 — Exercicio III.

’

Sem alterar o resultado suprimir os parentesis na ex-
Pressao:

10 — (6 — 3) + (5 —b)
Resolucdo:
Temos:

() (7 L ML

15 — Propriedade da subtracio.

Quando somarmos o mesmo numero ao minuendo e e
subtraendo a diferenga nio se altera.
Consideremos, por exemplo, os nimeros 73 e 40. Temos:

Se juntarmos 10 unidades, por exemplo, aos dois termos
da subtracio resulta:

85 — 50 = 33
A diferenca nio se alterou.

16 — Exercicio IV.

Suprimir, sem alterar ¢ re

. sultado .
guinte expressdio : » 08 parentesis na se-

46 — (71 — 60) + (81 — 12) — (14 -+ 13)

»

Resolucéo:

46+60—71+31_12~14_13

I ST A —
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17 — Complemento aritmético de um namero.

Chama-se complemento aritmético de um numero o que
falta a ésse nimero para completar uma unidade de ordem
imediatamente superior & ordem das unidades mais elevadas
desse numero.

Assim o nimero 7418 terd para complemento 2582:

7418 4 2582 = 10000

18 — Determinacio do complemento aritmético de um nimero.
Seja, por exemplo, achar o complen:ento do '

ntimero 4378. Escrevemos ésse numero sob um 1000

outro formado pela unidade seguida de tantos 437

zeros quantos forem 08 algarismos do numero AR

dado. Em seguida efetuamos a subtracio. 5622

5622 serd o complemento de 4378.

E’ facil concluir que o complemento de um numero se
obtem subtraindo-se todos os algarismos desse nimero de 9
com exceciio do primeiro algarismo s‘igniﬁcativo a direita que
se subtrae de 10.

O complemento de 73904 sera 26096.

O complemento de 380 sera 620 e o de 100 sera 900.

19 — Aplicacio do complemento de um nimero.

Com auxilio do complemento aritmético de um nimero

pbdemos transformar uma subtracdo numa soma.

Seja efetuar: 871 — 698.

Substituindo, 1ne€ssa expressdo, 698 pela diferenca

1000 — 302, temos:
871 — 698 = 871 — (1000 — 302)
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Suprimindo os parentesis, vem:
871 — 698 = 871 4 302 — 1600
Bsse resultado nos mostra que a diferenca entre os nu-

meros dados pode ser obtida juntando-se o minuendo ao com-
plemento do subtraendo e do resultado tirando-se 1000

A diferenca 871 (minuendo)
pedida é 173 302 (complemento do subtraendo)
isto é: —_—
1173 — 1000 1173 (soma)

O emprego do complemento aritmético nfo necs traz, nesta

parte da Matematica, vantagem alguma de ordem pratica.

20 — Subtracio de nimerecs concretos.

A subtracdo de dois nimeros concretos s6 & possivel

quando os dois niimeros forem referidos 3 mesma unidade.

N&o podemcs subtrair dois nimeros concretos de especie

diferentes.

Exercicios.

7 — Um negociante vendeu a um de
dorias no valor de z mil Téis,
uma nota de n mil réis, Exprimir o tro
tregue ao comprador sabendo-
abatimento de 40$000,

8 — Um automével, percorre
dou m quildmetrog

ele ainda percorre para
: . chegar 3 estacgo
a distancia AB & igual a [ ? : v

9 — Caucular a diferenca entre dois nime
mentando-se o maior de 12

os resutados obtidos é 1230.

seus freguezes vérias merca-
e recebeu, para o pagamento,
co que devia ser ‘en-
Se que no preco x foi feito um

: ndo uma estrada retilinea AB, an-
partindo da estacio A. Que distdncia deve

sabendo-se que

ros sabendo-se que au-
€ 0 menor de 18, a diferenca entre

e e ——
‘

4
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A NUMERAGAO DOS GREGOS

Leitura.
A NUMERACAO DOS GREGOS

U savam os Gregas, na antiguidade, um sistema de numera-

¢Go mo qual figuravam 36 algarismos diferentes repre-

tados por letras do
calados. O numero 3006, por

exemplo, era representad_o por

dois algarismos, um indicando l I-l' A X

3000 ¢ o outro 6. O nimero 444 .

to com 3 algarismos di-

ferentes, sendo um-para indicar 400, outro’pam representor
ara indicar as unidades do numero.

40 e o terceiro p . 3
Até Arquimedes, gedmetra famoso que vivew mo IIT sé-

culo antes de Cristo, 0s Gregos sé sabiam representar os ni-

meros até 9999.

alfabéto, letras com indices e sinais inter-

era escri




CAPITULO 1V

MULTIPLICACAO

1 — Adicio de parcelas iguais: multiplicacio,

Consideremos a adiciio
T+74+74+17

na qual fi iguai
q guram 4 parcelas iguais a 7; dizemos que o numero

7 foi repetido, com
5 0 par
igual a 28 : parcela quatro vezes sendo o resultado

T+747+7=28

Trata-se 1

assim -

RS de um caso particular da adicdo, isto €, de
que todas as parcelas sdo iguais y

Essa i
Soma de 4 parcelas iguais a 7 & 0 produto de 4 por 7

Escrevemos:

18-se: 4 vezes 7 ¢ igual a 28,

Em geral: Denomina-se produto

- de um ny
numero ! a uma soma de m parcelas numero m por um

iguais a .

‘)‘

.
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2 — Multiplicacio — Fatores de um produfo.

A operacdo que nos permite determinar o produto de dois

niimeros é denominada multiplicagao.
A multiplicacio é a operacao pela qual, sendo dados dois
nameros, repetimos um déles, como parcela, tantas vezes quan-

tas forem as unidades do outro.
Os ntmeros que figuram numa multiplicacdo sio chama-

dos fatores.
O resultado da multiplicacio é o produto.

3 — Fatores de um produto.

Um produto pode conter dois, trés ou mais fatores.

Vamos supor que a expressao

7 T Tl
que exprime 0 produto de 4 por 7, é tomada 3 vezes como
parcela:

PRty SER fs D

TR TR R

7T T T

As unidades contidas nesse quadro serao dadas pelo pro-
duto:
3 X 4XT1T
Se admitirmos que as unidades do quadro acima foram
repetidas 8 vezes teriamos o produto:

8 S 3 ISG AT

Vemos que um pfoduto pode ter dois ou mais fatores.

bzt Oy AR P B
(*) A definicao de produto é dada, neste capitulo, apenas para o

caso em que 0S nameros sao inteiros @ abstratos.
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’

4 — Multiplicando e multiplicador.

Admitamos que num produto figuram dois fatores. Seja
por exemplo o produto;

4 X7

Esse produto pode ser, como ji vimos, escrito sob a forma
de uma adicio:

L

O niimero que figura como parcelas iguais é o multipli-

cando e o nimero de niimeros iguais a ajuntar é o multipli-
cador.

No exemplo dado o multiplicando é 7 e o multiplicador é 4.
5 — A multiplicacio é uma operaciao comutativa.

Consideremos um produto de dois nimeros, 4 e 3 por
exemplo.

O produto 4 x 3 ¢ igual ao produto 3 X 4, isto é, a ordem
dos fatores ndo alterg o produto.

Exprimimos esse fato dizendo
operacao comutativa .

A comutatividade pode
qualquer que seja o nlimero d

que a multiplicacio é uma

ser verificada na multiplicacio
e fatores do produto.

6 — A multiplicaciy ¢ Uma operacio associativa.

Seja o produto

TX3X4X5
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Sem alterar o resultado podemos substituir os fatoies 3 e 4,
por exemplo, pelo produto efetuado 12:

TXx3X4X5=TX 12X5

orimi ando dizemos que
i ue exprimimos qu
E’ essa a propriedade d

-aca ativa.
a multiplicacdo € uma operacao assoca

7 — Sinal de multiplicacdo.

jA vimos a multiplicacio é indicada pelo sinal X
: os fatcres. : tes
e sinal é substituido por um simples
dicara o produto de 8 por 4.

oduto sao representadcs por
sinal algum entre os

Como
(vezes) colocado entre»

Em certos casos es.s
ponto. A expressao 8.4 1n )

Quando 0S fatores de umvzngao.
letra nio escrevemos, por con

fatores.

Assim, a expressao
ad

indica o produto de @ POT b.

mérico e outro literal, devemos es-
or nu

2. ida a
Havendo um fat fator numérico e em Segu

Nk N
crever em primeiro loga

arte literal:
i N — 3z

ax3:3a
aXax7:7ab

i is devem ser es-
peionais 08 fatores literal
exce
Salvo casos

stica.
critos em ordem alfabe

Exemplo:
m><7><b><“=7abm
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8 — A multiplicagio é uma operac¢io univoca.

A multiplicacdo de dois nimeros dados s6 pode nos con-
duzir a um resultado unico perfeitamente determinado.

Dizemos, entdo, que a multiplicacio é uma operacao
univoca.

9 — Produto por zero,

O produto de um nimero qualquer por zero é sempre igual
3 Zero. '

O preduto
3 X0

por exemplo, corresponde a uma soma de trés parcelas iguais
a zero:

04040

E como todas as parcelas siio iguais a zero a soma tam-
bem é zero.

.Em geral: As convencGes relativas ao zero (considerado
assim como sendo nimero) em relacio ao produto sdo:

X80l —="10
08>dlai—20

Um produto s6 poders :
; ser nulo se tiv
fator igual a zero. er pelo menos um

10— Produto por 1.

O produto de um ﬂﬁmero

oy qualquer por 1 ¢ ; A
prio nimero, p ¢ igual ao pré

mXxX1=m
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duto de vArics numeros inteiros seja igual

e 0 ro . . .
Far y s sejam iguais a 1.

a 1 é necessario que todos os fatore

11 — Miltiplo de um nimero.
Chama-se miltiplo de um ntimero ao produto desse ni-
gt -
1 intei lquer.
: m nimero inteiro qua . +
% OAI:;Ii.nlll 40 é um miltiplo de 8, pois 40 é igual ao produto

=

de 8 por o.

1Ca (0] Va .| iti i q p de

lti ] alquer.
nsiderado como um multiplo de um numer’c;tgulo ?i e
R 2 ; .
i Cg lo m um nimero inteiro am sera um ml'l PO e
Qeml er numero inteiro € multiplo dele propri
ualqu

dade. e
15 _ Multiplicagio de um mimero POE uma soma indicada.
— Mu
5 la soma indicada
ol o numero 3 D€
Seja multiplicar
7+ 5+ 8

I qijiva a eXpl‘ESSZ.O
SSo €

le a tomar
745+ 8
Escrevamos Pois:
]la de uma soma.
trés vezes como parce
74+5+8
74548
74+5+8 |
e repetido trés vezes como

aparec
Vemos que © 10 termo 7 2P o Mesmo acontecendo aos

iy 3,
parcela, isto é, multlphcado por
outros termos 5e f st o Ssseﬁafsozﬁi?

o Odprgd;o: 7, mais 0 produto de 3 por 5,
do produto de ;
duto de 3 por 8- ’
Poderhos escrever:
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Conclusao:
Para se multiplicar wm wmimero por wma soma indicada
multiplica-se o nimero por todas as parcelas somando-se depois
os resultados. (*).

Exemplo:
8 (6+ 2+ 6) — 40 1 16 4 48 = 104
O 1.° membro dessa igualdade apresenta-se sob a forma de

um produto. Deixamos de escrever o sinal X por estar o se-
gundo fater 5 + 2 + 6 escrito entre parentesis.

13 — Exercicio 1.
Efetuar o produto: 5 (a 4+ b + 4).

Resclucio:

Devemos multiplicar todas as parcelas da soma escrita
entre parentesis, por 5.

5 (6 + b 4 4) = ba + 5b + 20

14 — Explicacio griphica.

O produto de uma soma indi
A a indicada ¥
ser facilmente explicado: por um nimero pode

(o8 b =

Consideremos um retangulo de altura m e de base igual a

a+ b+ e

(*) Verifica-ss a propriedade distributiva d

lax,:éio a adigdo. a multiplicagio em re-
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A Area désse retangulo sera dada, como sabemos, pelo
prcduto da base @ +b+¢ pela altura m:

(@ b+ ¢) X m
igura nos mostra, pode ser

primeiro de 4rea aqm, O se-
logo a area do re-

O retangulo, porém, como 2 f

decomposto em trés reténgu.los: 0] sl
gundo de area pm e o tercelro de area :

tangulo dado serd jgual & soma

am -+ bm 4 cm.

Como a éarea do retangulo dado €

(a+b+0)><m

concluimos a seguinte igualdade:

(a+b+c)><m=am+”m+°’"'

15 — Exercicio II.

T
Efetuar o producto: z (¢ +m+ )

nterior, multiplicar por Z todag

a
Devemos, como NO caso

as parcelas da soma -

iferenca indicada.
: or uma dif
piamero P

to de um S
16 — Produ uma diferenca indi-

jmero POT :
ar um num g dessa diferenga,

Para se multiplic it clos termo
iplica-se 0 1 os obtidos.
caf): flrll(;ltlspehcem seguida, 0% pERoHt
subtraindo-sé,
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MULTIPLICAGCAC

O produto 8 (15 — 4) A
20 — Processo de abreviacao.

lé-se: 8 ipli
que multiplica 15 menos 4. ' Ha casos em que podemos abreviar uma multiplicacao.

por exemplo, 0 produto

4700 X 230

Podemos escrever:
I. Seja efetuar,

s o produto de 47 por 23; obtemos

47 X 23 = 1081

Efetuamo

e R e

17 — Exercicio IIIL.

se produto, 3 zeros — pois ¢ esse

Efctuar o produto: ¢ (5
. o x) 1
figuram a direita dos fatores.

mos, & direita des
que

e acrescenta
o ntimero total de zeros

Logo: 4700 X 230 = 1081000.

bem abreviar um produto

Resolugio:

o grupando con-
18 — Exercicio IV 1I. Podemos ta
Wl venientemente 0S fatores
4 X TX

5o € uma operagéo com

8 X 5 x 125 X 5.

Seja efetutar:
utativa, ésse pro-

{

Ef’etua')' 0s p'rodutOs_
iplicac

) "Ry : Como a multip

K duto sera igual &

(4 X B5XD) 78

Resoluggo:
i 100 X 1000 X T = 700000.

8 x 125) X 7

5 (D D PR

g 5 : duto.
(@ —38) =ar — 3z 21 _ Numero de algarismos de um produ

roduto de dois fatores
do multiplicando com

19 — Observaci |
0 O numero d

'ismos
R 3 smero de algariSws A .
Para multiplicar v : 6 igual & soma I-l";mos do multiplicador O% a, esse nMumero
basta multiplicar dosﬂ}aztlroduto wmdicado por wm wimero, o nimero de alg’zu:1 ik
ores por ésse mimero diminuido de uma
Seja multiplicar 8 % 7 ek n o Exemploltd ik algarismos; © multiplicador tem
] Jtiplicando '€
Temos: (BT gy (S s TS e O{nup
X 3. 3 algarismos- S
s 8 ou'l algarismo

Exemplo: 4ab X 3 = 12ab. 0 produto terd
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22 — Natureza de um produto.

Num prod
uto de dois £
2.1 ) 8 fatores, em relacio 2
: ' e b s si, 3 r.l cdo a natureza desses

GSO

I

cador € abstr
‘ ato. reto e o multipli-

O produt
1 0 serd con
ce do multiplicando. e

Exemplo:
plo: 5 X 8 metros — 40 met
retros.

0 A
IT) o multiplicando e o mul

1 a

Néste ulti
: mo
swel — o produt €1s0 — a operago sendo POS
multiplicando ne 0 mao serd mem dq es A
m da espécie do multzglciifdj )
T.

Num produto de dois fat

press
0 em metros quadrados

8 metros
S
metros — 40 metros quadrad
0S.

23 — Exercicio VII

Sid dados 3 sed-

o
- B
<&y —_— P
— X ;’l”"”’"tos iguais a ™;
X segmentos iguais @

primir ¢ soma de todog ge Doy 6ob
Ses segm ‘
entos.

S R
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Resolugédo:
A soma de todos 08 segmentos sera:

3m + 4n + 2D

Exercicios.

oproduto8)(12X25X16X5X2grupa_ndo

10 — Abreviar
emente 0S fatores.

convenient

to de trés fatores quando se mul-

ece a um produ

11 — Que acont
um dos fatores por 2?7

tiplica cada
alcular 0 produto de um

meros é 918. C
por outro 4 vezes maior

duto de dois nu
ue o primeiro

12 —. 0. pro
vezes maior d

namero 3

do que O segundo.
ndo-se 3 a um désses

13 — O produto de dois mumeros & 11897. Soma
nameros, © produto torna-se jgual 2 11988. Determinar asses
nameros-
Leitura.
PRODUTOS CURIOSOS
lguns produtos, apresentant, pela disposicao singular
seus algarismos, aspetos que Sao

com que apareceinn 05

dignos de atengio-

Vejamos alguns des

umero
a,ZO’I‘es ) to

1i0s0S.
qual figuram, na 0r-
algarismos significati-

ses produtos €t
123456789, 70
dem crescente de s€ VA
vos com excegdo 40 B
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Multipliquemos ésse mumero pelos maultiplos de 9, a sa-
ber: 9, 18, 27, etc.; temos:

12345679 X 9 = 111 111 111
12345679 X 18 = 222 222 222
12345679 X 27 = 333 333 333

Convem observar que o segundo produto é o dobro do pri-
mewro; o terceiro € o triplo do primeiro e assim por diantes @
como no primeiro produto sé figura o algarismo 1, é evidente

que no segundo 6 deve figurar o algarismo 2 e no terceiro o
algarismo 3, etc.

Nas expressoes :

I GEN9) — 3]
AR08 4—E83o
9 X' 987 — 8883
9 X 9876 = 83384

[l

I

nGo é dificil descobrir que no produto figura o algarismo 8
repetido tantas vezes quantas forem qs unidades indicadas pelo
ultimo algarismo dg direita.

O nimero 142857, apresenta,
propriedade curiosa,

Multipliquemos o num

em relaco ao produto, uma

fatores 2,3,4,5 ¢ 6: ero. 142857 Sucessivamente pelos
142857 « o — 285714
142857 X 3 — 4928571
142857 % 4 — 571528
142857 X 5 = 714985
142857 % 6 — 357142
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0s diversos produtos figuram sempre 0s mes-
L I;Z:Z:‘;;izzn(l, 4, 2, 8, 5, 7) do nimero dado, escritos po-
] dem diversa. ST

ik gnil)(:'?;duto de 142857 por T é o nmumero 92?9392;T0dut0 R

Multipliquemos 0 nimero 142857 12;7(‘) s’ing'ula’r: Srlivip

1142856 no qual observamos um fato ma S e

) eatremos é igual a T, que ¢ 0 UL o

dos a’lg(msmos ndo figura 10 produto. Temos a rmpressao de

v nmy';'e;f;iq:;zc::;wsto em duas partes (1 e 6) que foram
que 0 /

ocupar o remos do nikmero.

il ime: r 9 vames
L S y eltz'plicarmos 0 mesmo nUmero 142857 po

e mu

obter o produto

1285713

algarismos do numero dado ﬁO'm exr-
houve messe €aso uma nova “decom-
(A /

1e?2) que
duas parcelas  (

4¥izn ig i decomposto em

posicio”: o 4 foi

1mero. :
; s do nume g,
upar 08 €wtremos & ¢ ofetuar o produto
foram ocupa (t) que for curioso poderd efett
O estudante

(o por 5 ) verificar
numer 42857 PO 11 12, 13, 14, 15, etc.z afzm de

' ' 7 pr am.

.e lfm‘z'dade-s que 0S8 esultados apr esentan

s sMngu '

no qual figuram todos 08
cecio do 4. Notamos que




CAPITULO V

DIVISAO
1 — Divisdo.

Scb a denominacdo de divisdo consideram-se duas opera-
coes distintas: a divisdo exata e a divisd@o aprozimada.

.2 — Divisdo exata.

Efetuar a divisdo exata de um nimero — dividendo —
por cutro numero — divisor — é achar um terceiro nimero —

quociente — que multiplicado pelo divisor dé um produto igual
ao dividendo.

Exemplo: Dividir 564 por 12 é achar, no caso da divisio

ser exata, um nimero que multiplicado 12 dé um produto
igual a 564. g '

Sendo 47 o quociente temos:

564 = 12 x 47.

3 — Sinal de divisio,

A (divisio é indicada pelo sinal:
entre o dividendo e o divisor,

Usa-se com a mesma significacdo o sinal +

(dividido por) colocado

18: 2 — 9
ou

18 -2 =29

DIVISAO - 63

Indica-se tambem a divisio colocando-se o dividendo

sobre o divisor do qual é separado por um pequeno trago.
Para indicar, por exemplo, a divisao de 80 por 4 escre-

vemos:
80

—_—

4
la-se: 80 sobre 4 ou 80 dividido por 4.

representa 0 quociente da divisdo exata

A expressao

de g por b.

4 — Qbservagao.

Retomemos a divisdo na qual o dividendo € 564, o divisor

é 12 e o quociente é 47. Temcs:
564 — 12 X 47

ivi 3 duto
e iaes dendo 564 reprezenta o pro
a divisio exata o divl : :
d dNQ ffztores __ divisor e quociente. Tendo sido dado um
e dois fe

: ro.
désses fatores determlgam:jogi;?tfe na divisdo exata corres-
A determinac2o 00 s - roblema:
:samente & resolucdo do seguinte P ; ey
honce I;;Iecd dos o produto de dois fatores e um désses fatores
Sendo da

~achar o outro.

Dividendo = divisor X quociente.

io % da mul-
> a operagao Mversa
2 e e pOI‘tﬂl’ltO,
A divisdo exata &

tiplicagdo.
3 sivel.
5 — A divisio exata nem sempre € oSSV
eiros a (dividendo) e b (divisor)

G 1 int AN
Dados dois nimercs 11 o inteiro que multiplicado por b

nem gempre existe um namer
dé um produto igual a @.
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Assim 432 ndo é divisivel exatamente por 40, pois nio

podemos achar um nimero inteiro que multiplicado por 40
dé 432. :

Exprimimos ésse fato dizendo que a divisdo exata de doir
numeros dados nem sempre é possivel.

A divis@o exata s6 é possivel quando o dividendo for um
multiplo do divisor.

6 — Divisor de um ndimero.

Divisor de um nimero é um outro ndmero que divide
exatamente o primeiro.
Assim 4 é um divisor de 0.

7 — Divisao por 1.

O quociente da divisio de um ntimero por 1 é o préprio
numero:

m
—_m
1

8 — Quociente igual a 1,
2

: Quando o dividendo e o divisor sio iguais o quociente é
igual a 1:
a
ety g s i
a

9 — Exercicig I.

Dividir o nmimero a por 5 e ao

44 quociente juntar b, FEzx-
primir o resultado.

!

Resposta: _a5_ 45! w

DIVISAO : 65

10 — Exercicio IL

Um certo numero N foi dividido em duas partes, uma das
quais é x. A 1.° parte foi dividida por a ¢ @ 2> por b. E
primir a soma dos dois quocientes. -

Resolugao:
O ntmero N foi dividido em duas partes, uma sendo 2508

outra ser&a N — x:

O quociente da 1.* por a sera

A — X
O quociente da 2.* por b sera >
A soma dos dois quocientes sera:
x N —=2
s )

11 — Divisio aproximada.

Dividir, por exemplo, 50 por 12. ’

Os miltiplos de 12 sdo: 0, 12, 24, 36, 48, 6_0,..',.(2 e
mero 50 esta compreendido entre 48 e 60, logo a divisdo de
50 por 12 ndo pode ser exata pois 50 ndo é um multiplo de 12.

Se do ntimero 50 formos subtraindo sucessivameite o ni-
mero 12 obtemos os seguintes resultados:

50 — 12 = 38
- ' SRR ON—2206
96— 12 =14

5

o
Vemos assim que do numero 50 podemos subtrair 4 vezes
o niimero 12 e ainda restam 2 unidades.

s 119 =) 4

-
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O nimero 12 estd coneido 4 vezes em 50, ou melhor: 50
ccntém 4 vezes o nlmero 12.

Podemos escrever:

50 =4 X 12 42

Lsse rcsultado define a divisdo aprozimada.
4 SEra o quocten.e wprozimado e 2 o resio da divisao.

-= — Quociente aproximado.

Vames supor que queremos dividir 481 por 28.

481 | 28 - Efetuada a (peraciio enconiramos
201 I um quccien ¢ ap.oximado 17 e um
DIk {1 7 resto 5.

Esce resuliado exprime que o mii ¢ multiplo de 23 con-
de em 421 ¢é 17 X 23, isto é, 476.

L evidenie que ¢ 1esio é sempre L encr do que o divisor.

-3 — Dxpressiio do dividendo.

Consideremos uma divisdo na qual o dividendo é 626 o
‘ivisor € 15, o qucciente é 41 e o resto 11.

626 | 15 Pcdimos escrever:
R2GE l £ NS
11 | 41 626 — 15 x 41 + 11

Em geral: sendo A o dividendo, I, o divisor, ¢ o qliCCi-

ciente e R o resto, temos :
A = Bg + R

: £Y

O dividendo ¢ igual ao produto do divisor pelo quociente,

mais o resto.

Dividendo = divisor X quociente - resto.

Se o resto R for igual a zerg a divicdo serd exata.

z 7
DIVISAO 6

14 — O problema da divisao.

O verbo dwidir sugere naturalmente ao nosso espirito a
decomposicio de um numero ou de uma grandeza em partes
iguais. (*) ool : : !

O problema da divisio mais se aproxima do sentido na-
tural da palavra divis@o quando € apresentado sob a seguinte

forma : Dividir o nimero 80, por exemplo, em 20 partes

o . °
1gUAIS. <AV RN
X A divisio de um nimero « em b partes iguais s6 é pos-

sivel se @ for um mﬁltiplo de b

15 — Propriedade do quociente.

Quando multiplicamos ou dividimos o dividendo e o divi-
de uma divis@o por um Mmesmo numero, o quociente nao se
sor d

ltera, mas o resto aparece multiplicado ow dividido por ésse
a ;

mero. R ! ; ¥
nu Exemplo: Seja a divisdo de 85 por 10, cujo quociente é 8,
e o resto € 5. %2 A s
Se multiplicarmosio dividendo e o divisor por um

qualquer, 4, por exemplo; temos :

340 — 40 = 8 (quociep};e aproximado)

.. o o resto nesta divisao igual a 20.
e ";{ﬁw s,

Vemos que o quociente néo se alterou : o resto apareceu
e

multiplicado por 4.
16 — Pro?ra da divisao.

Na divisﬁo exata o dividendo deve ser igual ao produto do
divisor pelo quociente.

(*) Cfr. J. Tannery — Ob. cit. '1)‘?:;%,‘,“55, :
. g
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5408 | 104 Prova
208 104
0 | 52 o

208
520

5408

Na divisdo aproximada o dividendo seve ser igual ao pro-
duto do quociente pelo divisor, mais o resto.

17 — Processo de abreviacio,

Para se obter o quociente — exa
Um nimero por 10, 100, 1000, etc.
trés, etc., algarismos 3 direits .

Assim o quociente aproximado da divisdo de 8731 por 100
serj 87. :

to ou aproximado — de
, basta suprimir um, dois,

A divisdo tambem pode ser abreviada quando o dividendo
€ o divisor forem terminados em zeros.

Seja dividir: 84000 por 1200
Suprimimes o mesmo nimero de zeros ao dividendo e ao divi-

Sor.- A operaciio fica reduzida 3 determinacio de quociente de
840 por 12 :

840 = 12 — 70.

18 — Divisdo de Uma soma por um nimero,

_ Para dividirmos uma, som

a mdicada por wm numero divi-
dimos todas as Dbarcelas dg so

mae por ésse niumero.
Seja dividir 8 + 12 4 20 por 4.

-9
O resultado serj:

8 12 © 20
s T e 8

e 69
DIVISAO

Nesse caso todas as parcelas eram divisiveis exatamente
pelo divisor dado.

Em geral :

¢t+b4ec @ b ue

m m m m

15 Divisio de uma diferenca indicada por um niimero.

Para diwvidirmos uma diferenca indicada por um mimero
dividimos 0s termos da diferenga por ésse nimero e tomamos
(A0 S
a diferenga entre os resultados.

Seja dividir ¢ — b por d.

a— b L b
Temos: 7 TR LA T
Exemplo:
7 RV Z

20 — Divisio de um produto por um nimero.

dividirmos um produto por wm nimero basta dividir
Pa"ra ASE ’

dos fatores do produto por ésse raimero.
um

Seja dividir 8 X 17 X 40 por 4.

rimeiro por exemplo, por 4
ividi dos fatores, o p

Dividimos um :

O quociente sera :

2 X A7 % 40
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21 — Exercicig III.

Dividir por 15 o produto 6 X 11 % 60 3.
Resolucio:

Dividindo o terceiro fator 60 por 15 temos :

GBI 65
15

= 6ESA 115 4o 8!

22 — Observaciio.

Para dividir wm produto de vdrios fatores por um dos fa-
tores basta suprimir esse fator.

Seja dividir 8 X T X 15 por 7.

Supriminds no dividendo o fator 7 obtemos :

8 X 15.
Podemos escrever :
ST 15
X = 81> 15
7
23 — Ecxercicio 1V.
Efetuar ag seguintes divisges -
120 = § 15m — 5 | 20ab + 4
Resoluciio:
124 15m, |
g =3 TR 3m A = bab

DIVISAO

24 — Exercicio V.

Dividir a expressao 8a + 12b + Zu por 4.
Resolugao:

) R e T e s

4

25 — Divisio de um nimero por um pioduto.

Seja dividir o numero 420 pelc pra,-\.rfto 3 X 4.
Representando por ¢ o quociente pedido, temos:
420
3 X 4
idi ivi 20 ¢ o divisor 3 X 4 pelo
; ividirmos o dividendo 42 _ 4
TR (zla ; ?) cclllljociente g nio se altera. Sa’ emos que 420 dividido
.o fator

= q~

por 3 da um qucciente igual a 140.
420N 2 O ’
Y R L

0 valor do quociente ¢ sera obtido cividindo-se 140 por 4.
valor

Conclusao: N
Pwd dividirmos wm ndmero por wii produto de diversos
a

AR jente obtido
tores dividimos 0 NWMeEro pelo 1.° fo i, o quociente
ato : \ 5
;elo 2.0 fator e assum sucessivamente

26 — Exercicio VL

to 2 XSO
Dividir o nimero 840 pelo produtc 2 X T

Resolugfo: 840 — 2 = 420
A20M=—17e—N60
60 - 5 = 12

b — A
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O nimero 840 dividido por 2 X 7 X 5 da um -quociente
igual a 12.

27 — Exercicip VIL

Achar o quociente aprozimado da - divisio do mimero
3007 por 3 X 6.

Resolugﬁo‘:

3001 dividido por 3 di um quociente aproximado igual
a 1000.

1000 dividido por 6 di um quociente aproximado igual
a 166.

166 é o quociente aproximado da divisio de 3001 por
3 X 6, isto é, 18.

28 — Exercicio VIIL.

Qual é o menor numero que devemos somar ao numero
237 para obtermos um resultado divisivel por 41 ?

Resolucio: ,
237 { 41 Dividindo 237 por 41 encontramos
32 | DR ¢ resto 32.
A differen

. ¢a entre o divisor 41 e o resto 32 € 9. Logo se
Juntarmos o niimero 9 20 dividendo obtemos um multiplo de 41.
O nimero 9 resolve a questdo proposta.

25 — Divisiio de um ntimero por 25, -
Seja dividir o nimero 4375 por 25.

A operacdo pode ser abreviada do seguinte modo: multi-
a-se 0 numero dado por 4 e divide-se o resultado por 100.

4375 X 4 = 17500
17500 ~ 100 = 175

plic

' dividendo.

A 73
DIVISAQ

O nimero dado dividido por 25 dara um quociente igual
a 175.

30 — Exercicio IX.

Numa divisao o quociente é 20 e o resto é 1. Qual é o menor
wvalor que pode ter o dividendo?

Resolucdo: :
Chamemos A o dividendo'e B o divisor.
Como o resto (7) nao pode ser igual nem

! I 2 maior do que o divisor, concluimo.s que 8
7 , 20 sera o menor valor que pode ter o divisor B.

Se supuzermos que o divisor seja 8 o dividendo serid
8 % 20 4+ 17

ou 167. o
F’ ésse o menor valor que pode ter o dividendo A.

31 — Natureza do quociente.
Numa divisdo qualquer, em relagéo a %atureza do divi-
dendo e do divisor temos quatro casos a considerar.
en

I) O dividendo ¢ 0 divisor sdo nimeros abstratos.

Nesse caso 0 quociente é abstrato.
Exemplo: 12 +3 = 4.

II) O dividendo & concreto e o divisor é abstrato.

o quociente é concreto e da mesma espécie do
Nesse -caso

Seja dividir 12 metros por 3, isto é, dividir 12
o: S

Bxewpl uais.

é tes ig
metros em trés par |
12 metros +— 3 = 4 metros.

4 1 tros.
O quociente sera igual a 4 me
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III) O dividendo é concreto e o divisor tambem é o con-
creto da mesma espécie do dividendo.

O quociente serd um numero abstrato.

Exemplo: Seja dividir 18 metros por 2 metros, isto é, achar
quantas vezes 18 metrcs contém 2 metros. '

18 metros + 2 metros = 9 (ntimero abstrato).

O quociente 9 indica que 18 metros contém 9 vezes 2
metros.

IV) O dividendo e o divisor sio numeros concretos de
espécies diferentes.

‘Nesse caso a divisdo, sendo possivel, dard um quociente
cencreto que ndo sera da espécie do dividendo e que podera tam-
kem ndo ser da espécie do divisor.

Exemplo: Um automével percorreu 320 quilometros em 8
horas. Qual foi a velocidade desse automovel ?

Dividamos 320 quilometros p0r> 8 horas:
320 km — 8 h — 40 km pbr hora.

O quociente, nesse caso, é dado em “quilometros por hora”.

Exercicios,

14 — L)e quantas unidades podemos aumentar ou diminuir o dividen-
0 — conservando o mesmo divi
SOor — sem que i :
by 2 q 0 quociente
15 — Achar dois ntimeros inteiros

resto possivel,

16 — A soma de dois ntimeros é

. : 5 5698; o maior vale 6 vezes o menor.
Determinar esses niimeros

ety

— A"

o ~
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CAPITULO VI

POTENCIA DE UM NGMERO

1 — Nocbes preliminares — Quadrado. (*)

Consideremos um quadrado cui
? ujo lado m
exemplo, ede 5 metros, por

%9 Podemos decompor ésse quadrado, como indica a figura em
quadrados de 1 metro de lado, isto é, em 25 metros quadrados.

A 4rea do quadrado sera:

oM X 5m — 95ms
B —— 5. Em geral, sendo 0 lado de um
) ?uadlrado a area désse quadrado serd
e X 1.
— - : .O produto I X I, de dois fatores
: ’ 1guals a I, denoming-se segunda po-

o téncia de 1.
A 2.* poténcia de um nimero ! ex
do quadrado de lado 7. A 2.8

1880, denominada quadrado des

Prime, portanto, a Area

poténcia de um nimero §, por
Se nimero,

20— Quadrado de um nimero,

Denomina-g :
-S€ quadrado de um g
; e um ndam A um
dois fatores iguais 2 €sse nlimero S0 8 um produto de

Assim 8 X 8 oy 64 é o quadrado de 8

(*) As primeiras nogges sobre o quadrado

primério e fazem parte do programa s admissao, foram dados no curso

0.

POTENCIA DE UM NUMERO 77

3 — Volume de um cubo.

-

Consideremos um cubo cuja aresta mede por exemplo, H

metros.

Podemos decompor ésse cubo em 125 cubos de 1 metre
de aresta, isto é, em 125 metros cubicos.

O volume do cubo de 5 metros de aresta sera:

5m X 5bm X bm = 125m?.

Em geral: sendo ! a aresta de
um cubo o volume désse cubo sera

b v lRotals !

O produto I X I X I de trés fa- :
tores iguais a I, denomina-se terceira

poténcig de L %

A terceira poténcia de um nu- o

mero [ exprime, portanto, o volume > ’ .
de um cubo de lado I. A 3. poténcia de um numero € por isso

denominada cubo désse nimero.

4 — Cubo de um nimero.

Denomina-se cubo de um nimero a um produto de trés

fatores iguais a ésse numero.
Assim 7 X7 XTou 343 é o cubo de 7.

5 — Potencia de um numero.
De um modo geral partindo da nogdo que acabamosl qe
‘ \ 2 . z ,
| e’car pai'a o quadrado e para o cubo, é facil concluir
apresen _
i inicao: _ 3 A ; !
: segglllnte deef psténcz’a de um nimero a um produto de fa
ama-s

: q a umero.
iguals a €sseé n ! AL
tores ig 75T X7 % 7 é uma poténcia de 7.

Por exemplo:
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Quando os fatores sio todos iguais o produto é denomi-
nado produto-poténcia.

6 — Grau de uma poténcia — Expoente,
O nimero de fatores que figuram num produto-poténcia
€ 0 grau dessa poténcia.

Assim: 8 X 8 X 8 é uma poténcia de 8 do 3.° grau.

Pava indicar o grau de uma poténcia usa-se o expoente:

8 X8 X 8§
escreve-se: 8t ¢ lg-ge: elevado a 4.

Na expressio g3 0 nimero 3 é o expoente,

Expoente é, portanto,

um wimero que indica o graw de
poténcia de outro.

O expoente & escrito & dir

eita do numero, um pouco acima
€ menor.

7 — Base de uma poténcia,

Um nimero, que & elevado a umg cer
minado base dessa poténcia, .

Na poténcig 35

ta poténcia, é deno-

0 nimero 3 ¢ 4 base e 5 ¢ expoente.

8 — Observacio,

Convém notay que a  primes;
por analogia, é o Proprio nimero.
Quando um nimero nio e
entende-se que ésse nimero te

6 poténcia de um niumero

std afetado de expoente
M por expcente 1

imeira Poténcia de m,

sub-

Por convencio m serj a pr

POTENCIA DE UM NUMERO

9 — Poténcias de 1. ;
Qualquer poténcia de 1 é_vigual al

Lxemplo: 1° = 1.

eral: 1m = 1.
Podemos escrever, de um modo g

10 — Poténcia de 10.

tida escrevendc-se a unidade se-

Uma poténcia de 10 é ob forem as unidades contidas no

tos
guida de tantos zeros guan
expoente dessa potencia.

Assim: 10° = 1000
104 = 10000

Sy levamos um numero
;a0 & a operagio pela qual e
Potenciagao
anci V=
a uma poténcia qualque

. *)‘
cio comutativa (
o8 nio é uma 0peragao ¢
A potenciacao

uto. .
12 — Poténcia de um prod rta poténcia basta

ce
produto a uma

um :
Para se elevar téncia.

sa Ppo
elevar cada fator a €s

Exemplo: ol g X 72 X 102
(8 X TX
4 5 m X ¢™
Rl ) o =t

éncia -se 0S
13 — Produto de potenc a base somam-s€

m : .
cias da MOSHE - o obtida.

Para multiplicar POtenente da base 2

- expo
expoentes e da-se para

s m
(*) A poténcia o™ 1€
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Seja muitiplicar 4° por 4*; temos:

4e X 4s

O 1. fator 42 sers 4 X 4; 0 2 fator 4° sera 4 x 4 x 4.

Podemog escrever :
42><43=4><4><4><4><4.

O 2.° membro dessa i
isto é, 45, Logo:

4* X 43 — 4s,
Do mesmg modo:
a* X a® = gs,

Em gera] :
an X ar = gmn,
14 — Exercicigp I.
Efetuar o produto g X & X gt
Resoluezo :

A soma dog €Xpoentes ¢ 3 4 o + 4 ou 9.
- Temos, portanto -

x‘X-’c’Xx*:aﬂ,
15 — Exercicig IT.

Efetuar os produtos g3 X a X a,

Resolueso :

@ X aXa =g

gualdade é a quinta poténcia de 4,

81

POTENCIA DE UM NUMERO

16 — Exercicio IIL

Elevar ao quadrado as expressoes:

5a e 3bx

Resolucgio:

(50’)e — 25a®
(3bz)* = 92"

17 — Observacio.

e a2 com 2a.
Convem nio confundir a* €0 e AR S
. . 9a po e duas
do o indica & & i tomado
A expressao a® in ol
3 s jndica
A expressio 2.

Vezes como parcela.

que 0 numero

aE:an
2a:a+a

e Ciao
téncia a outra P 4

SRy, tiplica-
0ie ue Sé quer

18 — Elevaciio de uma po

poténc pelo ezpoente &

Para elevarmos “""f"m,a dada
Mos o expoente da poten

elevar o poténcia dada.

— b1,
Exemplo: (6% = 5
(ag)s = .
19 — Exercicio IV.

Elevar ao quadrado ©
58 X 74 X 11
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Resolugao:
(GERXE TR A —H58 T8, ¢ 1 12,
20 — Exercicio V.

Efetuar (52 X T8 X 4)2.

Resolugéo:
(5’)(7“)(4)3:5")(7")(43.
21 — Divisio de poténcias da mesma base.

Seja dividir, por exemplo, 75 por 72.
Sakemos que 7* multiplicado por 7 da um produto igual
a 7°. Logo 7° dividido por 7* d4 um quociente igual a 7°.

Temos: T s,

Do. mesmo modo:

a®
Conclusio:

?’ara dwidir poténcias da mesma base basta tomar para
quociente a base comum elevada g diferenca entre os expoentes.

Em geral:
am
FTR A
22 — Exercicio VI.
Dividir 52 w 75 X 11 por 72
Resolucio;
B % T8 % 11
D —ROAMSETE X 11

Dividimos o 2.° fator 7¢ por 7=

L

e

83
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23 — Exercicio VIL
Dividir 8atbh® por a‘.
Resolugdo:

8a°b®  _ gape.

EE———

Exercicios.
5 X T
/ 17 — Elevar ao cubo © produto 2* X
¢ 58 X T
/18 — Dividir 27 X 5° X T¢ por & 2

19 — Dividir 12asb? por 4¢P

Leitura.

ajl
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notavel pelo grande prestigio que alcangou. Os seus numero-
80s discipulos, que viviam suj

eitos a wma disciplina severa,
eram denominados os “pi-
tagoricos” e pertenciam,
em geral, as classes mais
nobres e elevadas do pa’s.

Um novo disepulo sé
podic. ser admitido & co-
munidade pitagérica se Ju-
rasse nao revelar aos es-
tranhos ¢g segredos e 08
misterios da Escola.

Eram tantas asg lendas
mventadas em relacao a
Pitagoras e tdo grande era
0 respeito que lhe tributa-
vam os discipulos, que o
filosofo aparecia aos olhos
da multiddo gnorante e
crédula como  um verda-
deiro deus filho de Apolo.

$

'

CAPITULO VII

ILIDADE
MGLTIPLO E DIVISOR. DIVISIB |

__ Sub-miiltiplo.
1 — Miltiplp e divisor — Fator Su

or um

5 desse numero P

. i o produto ot 2

ultiplo de um numero € e o

m’xmi-l(z)‘ irlllt)'eiro qualquer. Assim, 05 multip ;

plo, sio:
8><O;8><1;8><2;8 ;

o nimero qué

X 8; 8 X 4 et

jvide exata-
Divisor de um nimero € outr

Mente o nimero dado. A de 4; 4 é
Assim: 80 ¢ um miltiplo fato;‘ ou sub
Diz-se tambem que 4 ; ety

um divisor de ik
_miltiplo de 80

2 — Observacao.

amos
costum
cretOS ’ a
a nUmeros gon'm o minuto € W
~aferimos ssl
Quando nos refe

A : uotaeo
e dl'vlSOl" arte aliquotd
dizer parte aliquota em Ve?d(:Ci'metl'O Shit SR
: : 0

Parte aliquota da hora;
Metro, ete. .

: 6 divisivel
8 — Niimero primo.

z

o s0
& primo quand
mero :

Dizemos que um nu
Por si e pela unidade.
; m
Exemplo: 17 é um.?_: #)
Com excecdo de 1
tem 2 divisores.

s
L imos
ero prlmo' 108 pr

sme
outros 1™
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4 — Divisor comum — Nimeros primos entre si.

Divisor comum de dois ou mais niimeros é um ndimero que
divide exatamente os ntimeros dados.
Os nimeros 12, 20 e 44, por exemplo, tém para divisor
comum o numero 4.
~ Quando dois niimeros s6 admitem para divisor ‘comum a
unidade sdo chamados primos entre si.
‘18 e 35 sdo primos entre si.

5 — Observacao.

Convém notar que dois ntimeros consecutivog sao sempre
primos entre si.

Exemplo: 74 e 75. .
6 — Divisibilidade.

Em certos casos — conforme exigem as necessidades da
pratica — precisamos reconhecer, sem efetuar a divisdo, se
‘um determinado nimero é ou nio divisivel por outro.

O presente capitulo tem precisamente por objeto o es-
tudo das condicoes ou regras que nos permitem dizer se um
nimero € ou nio divisor de outro, e nio o sendo determinar
o resto. <
O enunciado de uma dessas condicdes constitue um ca-
rater de divisibilidade.

Ha uma infinidade de caractéres de divisibilidade; pou-
coS, entr'etanto, apresentam vantageéns quando empregados na

ratica. |
i)
7 — Divisibilidade por 10.

Um namero é divislvel por 10 quando termina em ,éero'.
Assim 4370 é divisivel por 10.
O resto da divisdo de um nimero por 10 é igual ao M-

o formado pelo algarismo das unidades .

|

M e PR
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Exemplo: O ntmero 3419 dividido por 10 deixa para

resto 9.

e 10.

poténcia de 10 quando
tas forem as unidudes

8 — Divisibilidade pelas poténcias d

Um niimero é divisivel por uma :
: o Y uar
terminar @ direita por tantos zeros 4

% 4 te dessa poténcia. 2
607ltlg:(;ixz;1§%poo?ﬁme1~o 38000 & divisivel por 10°. O numero

e E 0m quando
1700 é divisivel por 102. Um ntmero é divisivel por 10mq

\ il s is zeros. S il
terminar, a direita, por m ou ma’ or 10m é tgual ao nk
O resto da divisio de um numero p

; o diretta.
mero formado pelos m ultvmos algmsz.smos ;i)?emplo, A
O ntmero 4516 dividido POT 108, por
resto 516.

Analogamente podemoi d
um niimero qualquer por 10%

A
eterminar O resto da divisdo d

105, ete.

9 — Divisibilidade por 2- i

e s 2
Um niimero é diviswel pOr
4) 6 e 8. s
Exemplo: o nimero .73
Os niumeros divisivels pa,res
divisiveis sdo chamados mp il
Os niimeros impares, U2
e : 9 deixa para 1€
Assim 6407 dividido POT

r 2.

< divisivel po 5
6 é divis dos pares € 0s nao

or 2 sio chama
, deixam para

10 — Divisibilidade por 4-

0

) 4 qua’ﬂd e 4
> ¢ diviswel PO NS gaiien vel PoT
Um nitmero € om um nime

gk r o )
garismos da direita formg 512 é divisivel PO¥ ro 12 que € i

: o nUmMero = am 0 1t
ﬁltim?)}s(e;rllclic;ismos da direita A

Visivel por 4. !

R
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d.ndO resto da dz;visdo de um mimero por 4 é obtido divi-
3 ¢.>-,s¢.3 por 4 o nidmero formado pelos dois %ltimos algarismos
da direita.

. Ex?mplo: o nimero 5435 dividido por 4 deixa para resto
» Pols ¢ este o resto que deixa 35 quando dividido por 4.

11 — Divisibilidade por 8.

Um niimero é divis:
rismos da d.er.o ¢ divisivel por 8 quando os trés Wltimos alga-
weta formarem um nimero divisivel por 8.

Ex . = ” . . .
emplo: o nimerp 98528 & divisivel por 8 porque os trés

SoIn S a direit g 2
miiltiplo de 8. a formam o nimero 528 que €

O re visd .
s Zgn ;lc} divisdo de um niimero por 8 é o mesmo que 0
Fre 1540 por 8 do mimero formado pelos trés dltimos
aigarismos & direita,
O nim 30 & divi
g 41191'(_) '.73.411 n3o é divisivel por 8 e deixa para resto 3:
dividido por 8 deixa para resto 3.

12 — Divisibilidade por 5,

w . .
das unidades 0 oy o wshvel por 5 quando tiver para algarismo

Assim og n
O resto sd:l'lze?of 4375 e 4380 sio divisiveis por 5.
VISAo de um wimero por 56 igual ao alga-

?’iS’mO das uni
idades 2
que 5, sempre que ésse algarismo for menor do

U

L
5

A
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Exemplos: ¢s ntimeros 4100 e 3475 sao djyisiveis por 25.

O resto da divisio de wm nimero por 25 € 0 mesmo que
0 resto da divisao por 25 do numero formado pelos dois ultimos
algarismos ¢ direita.

Um exemplo: o nimero 3729 dividido por 2
resto 4, porque 29 dividido por 25 deixa para I€s

5 deixa para
to 4.

14 — Divisibilidade por 3.
Um mimero ¢ divistel por 3 quando & S0M& go él-
garismos for divisivel por 3.
O nimero 8124 é divisi
algarismog § 15, que um multiplo de 3.
O resto dq divisdo de wm numero

resto da divisio por 3 da soma A0S aly
ido por

vel por 3 porque 2 soma de seus
o mesmo que 0
desse niumero-
ra resto

por 3 €
arismos
3 deixa pa

Exemplo: o nimero 4177 divid D idida por G
» Porque a soma de seus algarismos (19) ,
=
15 — Divisibilidade por 9- ;
eus @
ndo @ SOMY de $
.Um niimero é divisivel POT 9 quand a
Yarismos for divishel por 9- sivisivel DOF g, porque
. O nimero 7263, por exemplo, 168 Ly
Oma de seys glgarismos é igual 2 2% g9 mesmo’;lnelr o
O resto da divisdo de wm mwnerol qrismos @e55° 5 sto
Exemplo: o niimero 3218 dividido pm;lividida por 9 detX
 DOrque a soma de seus algariste® 1
16 ,
— A regra dos noves fora: i o+
. pr 20 e
mplifica¢
A divisibilidade por 9 admite urfla fz; lzz pes 070"
Hilidage pratica, denomind “regr®
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Sempre que a soma de dois algarismos for maior que 9
Jih.a-.e apenas ao algarismo seguinte do niimero a diferenca
entre ¢ssa scma e 9. _

Exemplo: seja determinar o resto da divisiao do numero
57074 por 9.

Cperamos do seguinte modo: 6 maijs 7, 13 noves fora 4;
4 mais 8, 12 noves féra 3; 3 mais 7, 10 noves fora 1; mais 4, 5.

v 1e.to da divisdo do nimero 67874 pcr 9 é 5.

A regra dos noves fora pode ser feita indiferentemente da
direita para a esquerda ou da esquerda para a direita.

17 — Divisibilidade por 11,

Dado um ntimero qualquer cs algarismes de ordem impar
sic a contar da direita bara a esquerda: o primeiro, terceiro,
avin’o, :étiro, ete.. o csy’e ordem par £d0, a contar no mesmo
s n'ide: ¢ cerindo. quarto, sexto, ete.

© eremplc: no nimerg 39526 os algarismos de ordem
P2 8306 5e3:ecsde ordem par 8¢ 9.

-Um nimero é divisivel por 11 quando a s-ma dos @l-
armes de ordem impar menos ¢ somg dos algarismos d°
cedem par fir 0. 1] ou qualquer outro multiplo de 11.

Exemplo: o nimerg 72853 é divisivel por 11.

Com cfeito.

A scmg dog algar
isto &, 17,

A~ Sf‘
A di

. 7
1Smos de ordem impar 6 3 X 8 4 71

ra dos alrarismos de ordem par 6 5 4 2 = 7.

fe , gty e
renca entre"a pPrimeiva somg e a segunda nos da:

18 — Resto da divisgo de tm ntimerq por 11

0 resto da divisgy g, o
ohtemos dividindo por 11 i
n- de ordem irpar ¢ g o

nimero por 11 é o mesmo quUe
/ érenca entre q soma dos alga-
™Ma dos algarismos de ordem poT-

o

g

um miltiplo de 11 que a £
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i ivisio do numero
Exemplo: seja determinar o resto da divisdo d

32918 por 11.
mparé8+9+3=20.

A soma dos algarismos de ordem 1 : 2 i
arsera 1 4+ 2 = o.

A soma dos algarismos de ordem P

A diferenca 20 — 3 € 17.
niimero dado,
17 dividido por 11 deixa para restot‘; ?gO 0

. . . Cemsm .a res
quando dividido por 11, deixa par

19 — Observagio.
ontecer que a soma dos

ac 0
Na divisibilidade por 11 pode 3% "% 5 wa dos alza

: 0

s » . seja men
algarismos de ordem impar Sel "
rismos de ordem par.

i rdem impar
> rismos de 0
Nesse caso junta-se @

S
maior que a soma Elo
‘possivel a subtragao.‘

soma dos alga
aca igual ou

im
! ando assl
algarismog de crdem par, torn

<0 — Exercicio I. 1105
do numero 619482 por

Achar o resto da divis@o

. Resolucdo:
A soma dos algarismos de
g rd+1=T8

ordem impar © :

é:
-dem par
A soma dos algarismos de or

3.
o o Jtado subtraindd
u
V s orimeira SO™a e do T€S
Juntando 22 a4 P
| 99 — 23 =

0) 'resto da divis
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21 — Exercicio II.

.Detﬂerminar o resto da divisio do mimero 80928/ por 11.
Resolugao:
1 soma: 1 +240= 3.
2> soma: 8 4 9 4 8 = 25.
Juntando 22 & primeira soma, e efetuando a subtragao
256 — 25 = 0.
O nimero dado é divisivel por 11.

Exercicios.

20 — Achar o resto da divisio do ntimero 37035 por 9 e por 11.

21 — Escrever um nimero de 4 algarismos que seja mdltiplo de 8,
de 9 e de 11.

22 — Um nGmero tem 5 algarismos e & divisivel, ao mesmo tempo,
8, 9,10 e 11. Achar ésse nimero.

Leitura.
A ORIGEM DOS NUMEROS (*)

(ANTENOR NASCENTES)
poms o
O vocdabulo um se deriva, em sua origem mais remota, ¢
um tema pronominal demonstrativo. Um significava primitivd-
mente éste, justamente &ste, nada senfio éste. Emancipou-S°

depois do gesto, as vezes quasi imperceptivel, que o acompd-

(*) Escrito especialmente para &ste livro.

¥

}\ 1’6 era na lingua mai do portugue
v €€z), mas ao passo que as lingu®
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. Ges i aquilo.
nhava, como ainda hoje acompanha as expressoes isto ou aq

: um ou cutro. 2
| A origem dos mimeros de 2 @ 10 é obsm'tra. At 1‘601;7";;‘;7;
5 tagdo dos objetos concretos que foi "“essammende

| endidq mnos conceitos numéricos muito cedo S ?ei:a‘:l."lo quaz
. Houve primeiro substantivos abstratos numer z; d;azena de
dizer uma dezena; 20 duas dezenas, €fc.; o P umn,elhante 200
décadas. As centenas tiveram uma Joness se"/ ) ﬁOr diante.
Uiz dizer duas centenas; 300 trés centenas sh(;isz;rovém o il-

De wm feminino que significava wm mi

mero 1000, : XV
. éculo .
Milhiio é de formag@o italiana e data do $

: 08, 800
‘ . 0s outros,
7 19, de 21 a 29 ¢ il o dez;
. Os nimeros de 11 a 19, lo, quiz dizer un
;

, “Ompostos copulativos: 11, por_-exeﬁisswamcme. 0 ’b'OC(Lb'Zalo‘
B os3a, o frances 2
ize € SEdl(‘;l-

gute S€ ¥
eriagdo P

»

S 'i'r'"zds dam

respective

t Ualiano, deste voedbulo derwam e

alavre
"0 19530 idioma, aparcce uwme P

etc
| dezegseis. Sk, 2 23’ otc
o v ) el
. Em epocas antiquissimas em npaR 30 menos o
dizig-ge 20 menos 2, 20 menos = 305-7,1 psse sistemd for -ate €
Ao . X sgios mo @bt == oito, VIl
" 9ve ainda restam vest.gLos vin-e €
1 ve
onado ¢ ho ie dizemos dezoito. dezenove: R
'L b
E N0ve, etc. rovém € contas {e e acht
N 4 acdo P ente diSV0 :
'SS0 81 numerag 2Aer das
k. 1stema de o Prova log " ageadas, B
| dedos das maos e dos P 90, aS dugs G5 ostd outre
¢ - ) r =
M significar o palavra que 9O " ag) oS
MGos ¢ 4 dos pés. No quatre-Wn” 3 s -
. A i : ) Wt
g ve,gtlmo. o~ 8 c0? l?nente
" 0 ez fizesse WU . pivers®t
’ us » do ta Ve / . e
Cadqg daso ,Z;oz?lﬁlai o sistema decimal 4 sgmifice
"otad,, : perlati™® {
O ordinal de 1, primeiro ¢ umt;go
Tue g0 a~ha na fren'e. 0 mais adw;aue
Segundo quer dizer 0 9%° i
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Quarto, qui
irto, quinto, sexto ¢ .
lativos. O raem desinencia )
. Outro tar i s de antigos super-
revelam tambem s:fo Flectg'o de onde vem terceiro gs d(’:uzis
teve contraco pertatwos: sétimo, décimo, vigési N
o goes que mascaram sua formacq Rl s e
avers 0 agdo.
o 7:;(:&‘;‘26 f (;?‘magao misteriosq 3
plicativ : i
umeo, antiga palawa%q;’:ve.lam um elemento formativo plo, de
: signific :
marcevem o ni ava pancad
umer ada. As '
0 de vezes em que se repetia o 7;(;7::1’(;(:0@9

duplo isto ¢

0 ¢, duas

e ’ bancadas, duas pezes - i 2

vezes. zes; triplo, trés pancadas
b ]

A padlavra zero vem,
do_ sanscrito sunya

O vocdb :
ulo sifr de
5 St U Propri
€, stnal numéri priamente cify
co "7 ra em A -
zefro e zefiro se’ncoldgm B8mMo. A forma zero vemﬁ;?‘tugue,?, s0
nardo Pisan O, 140 esta wltima encontr os vocdabulos
» geometra notdvel Qe v dna’ ga obra de Leo-
o Século XII.

do dra i ]
be sifr, vazio, que é traducdv

_resto ¢q

CAPIiTULO VIII

PROPRIEDADES DOS RESTOS. PROVAS
POR UM DIVISOR

1 — I. Propriedade — Resto de uma soma.

Consideremos uma soma de varias parcelas:
51881 -+ 8043 + 33452 = 93376

Determinemes oS 1€sL0. que as par-

51381 (5)
8043 (2) celas e a soma deixam quundo dividida.
33452 (1) por 11, por exemplo.

Silubenhnc Sl

93376 (3) Fs.es restos esido escritos a direita
e entre paréntesis.

08 que nesse caso 0 resto deixado pela s
pelas parcelas.

Vem omu é igual
3 soma dos restos deixados

Em geral:

O resto da di
we deixa, quando
parcelas.

9 as parcelas da secuinte soma:

visio de uma soma por um nimero é igual ao

dividida por ésse MESmo nimero,
a soma dos 1estos das

Exemplo: Dividames Por
7574 + 1878 + 1052

7574 (5)

1878 (6) . ‘ .

1052 (8) As parcelas deixam respectivamente

10504 (1) para resto 5,6 e 8, easiia deixa para
“h

resto 1.
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Notemos, porém, que a soma dos restos das parcelas
5+4+6-8¢é19e deixa, quando dividida por 9 o resto igual a /.

2 — Observagio,

Da propriedade que acabamos de apresentar podemos con-
cluir os seguintes principios :

I) Quando wm numero divide todas as parcelas de uwma
soma divide tambem, a soma.

Exemplo: 0 numero 4 divide todas as parcelas da somg,
12 4 32 1 48
logo dividirs tambem a soma,

IT)  Quando wm niumero divide todas as parcelas de wma
soma exceto uma, nio dividirg a soma.

Exemplo: Na soma,
30 4+ 45 + 105 -+ 28

0 numero 5 divide todas as parcelas exceto a ultima (28) logo
nao divide a soma,

3 — IL Propriedade — Resto de uma diferenca.

Vamos supor que efetuamog uma subtracio:

85315 — 2811

O minuendo dividido por 11, por

85315 (10) exemplo, deixa para resto 10.
2811 (6) O subtraendo, Para o mesmo di-
82504 (4) visor deixa para resto 6 e a diferenca

nos da o restp 4.

Como a diferenca somada ao subtraendo da o minuendo
_poderemos concluir o seguinte principio:
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s dei-
O resto deizado pela diferenca, aumentado (fo re;::endo
lo subtraendo, ¢ igual ao resto dewxado pelo dm id dois;
zado Iie 0 idente, portanto, que quando um nimero divide
E’ evidente,

utros divide tambem a diferenca entre eles.
0
II1. Propriedade — Resto de um produto.
4 e . '
Consideremos um produto qualquer.
. 6734 X 27

ivisor, o nimero
Tomemos, como divisor, o
6734 (2)

» exemplo.
5 11, por exemp '
SHE) E’ facil verificar que o resto de.l-
S xado pelo produto é igual ao resto dei-
% xado pelo produto dos restos dos fatores.
181

- IV. Propriedade — Resto de um quociente.
A=V

‘ supor que efetuamos uma certa divisdo aproxi-
Vamos

ac: Apliquemos aos quatro elementos,
37389 l i dividendo, divisor, quociente e resto, o
e Gl 160 carater de divisibilidade por 11, por
& , exemplo: :
Restos
e 10)
afnds BTSSR e )
GiYisOr, B SR L Gl (6)
uoclentel (9)
resto ‘ .
- tanto, entre os quatro restos obtidos, a se-
" Temos, POY '
inte relacdo: _ s
guin 6 S o G0
(2) X n e Resto do Resto ccllo '
Resto do (ﬁ,eosciente “resto dividendo 1
divisor ] '. »
¥
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6 — Provy Por um divisor,

Efetuada uma das quatro operacées podemos verificar ge
0s diversos restos — em relacio a um certo divisor — gatis-
fazem 3 Propriedade correspondente a egga operacio,

No caso affirmativo ¢ provavel que a operacio esteja certa.

Essa prova tirada com auxilio de um divisor é denominada
prove por um divisor.

7 — Observacio,

E’ evidente que os restos podem satisfazer 3 condicio
enunciada muito emhora a operacao nio esteja certa,

Exemplo: Na adicdo que figura ao
5131 (1) lado o resto, por 9, da soma, é igual 3

1622 (2) soma dos restos deixados pelas parcelas
2092 (4) €, 1o entanto, a operacio est4 visivelmente
1870 (7) errada.

.8 — Escolha de um divisor.

Na prova por um divisor nfio podemos tomar para divi-
80r os nimeros 2, 4, 5, 8 e 10, borque os caracteres de divi-
sibilidade por ésses divisores nio afetam todos os algarismos
de um nimero dado qualquer.

O divisor 8 tambem nzo € indicado e isso por um motivo
muito simples. Na divisio por 3 s6 podemos encontrar trés
restos diferentes: 0, 1 ¢ 2. B’ muito provavel que haja coin-
cidéncia de resto — dado o ndmero reduzido destes — embora
a operacdo esteja errada‘.

De tais consideractes podemog inferir que na prova por
um divisor s6 devem ser utilizados os divisores 9 e 11 ()

(*) Na prética s6 é empregado, para as provas das diversas ope-
racées, o divisor 9.
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9 — Prova por 9 da adicao.

Seja tirar a prova por 9 de uma adicao.
e

.
Apliquemos as parcelas, como se estas for-

i _E— em um s6 numero a regra dos noves fora.
s i maSSObternos para resultado 8. Este resto 8 es-
_ji crevémo-lo a direita sdbre um pequeno tx:ago.
L Aplicamos, em seguida, & soma, a mesma regra

dos noves fora e obtemos para resultado 8.
0s

ssse resultado é escrito a direita sob o trago.
ESS \

u i £ % a pela(}
- Se i Vv e 0 (0} e "

iO Prova por 9 da subtracao.

Seja, por exemplo, tirar a prova por 9 da subtragao.
ela,

Applicamos ao subtraendo e a diferenca con-_
juntamente a regra dos noves fora. Obtemos

538 2 para resultado 8 — que € escrito a direita sobre

gL ¢ traco horizontal.
S um pequeno '
176 Aplicando em seguida ao minuendo a mesma
regra obtemos para resto 3.

X : e s »
fato de serem iguais ésses dois resultados indica que
O fa
aciio estd provavelmente certa.
oper

11 Prova por 9 da multiplicacio.

erificarmos a exatidiao de uma multiplicacio pdele}

ol tiramos os noves do multiplicando e, separada

it i l;:i licador; multiplicamos ésses dois resultados

e dgufr;f)luob‘gdo tiramos os noves. Devemos encontrar um
e do pro 2100
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roduto 14 ti-.
iplicamos ésses dois restos, 2 e 7, e do pr c;:d A
. s (0] =
M oves; o resto obtido 5 juntamos ao res Diig
ey 03 i ma, encontrada tiramos os noves; encon ]
*a5 a so
J visdo e
4

2 ; h ~ S

resto igual ao que obtemos tirando 05 noves do produto do L

dois niimerog dados, é
Resto do

e escrevemos no angulo superior a direita da crt;z.
u L0 e
| Eph por ultimo, os noves ao dlyldgnqo, (;) les:zltaog
Os restos 880 dispostog Rdegto f produto B Tu-amoi,e il inforior & dlre-ltaai: :rop;ra_
como indica a figyyg ao lado. multiplicando |  dos restos | obtido ’8 es‘c escritos & direita da cruz sendo igu ;
~ Resto | Rfism -‘ dois numeloi,avelmente certa.
s lut f0 estd pro
multiplicador produto i*e? ¢
. .- S . ":3 y 11.
Seja, por €xemplo, tirar g Prova dos 9 da multiplicacio: 13 — Prova por i
. ! : das diversas opera-
| inli : ; e tiramos a prova : s
b %0 Resto do- multip licando = 3 o ot Do mesmo mO; X gudivisor — 9 podemos aplicar o divi-
82 Resto 4o Multiplicador — 5 dos restos = 6. = empregando
; o0 b = { oes —
L ) sor 11.
1035 p
11040 '

dos 11 ndo apresenta vantagem alguma de or-
ANPIOVa, G0
Resto do Produto — ¢

-
—

Os resultadog o

btidog dispomo-los g | 6
do Seguinte modo:

e -

14 — Exercicio L

5| 6 . ﬁ? ’ inar o resto por 11 do produto 3951 X 8043 S
: 5 elenmelinys i da.
12 — p o 7 D operagio indica
fova por 9 g4, divissg, lﬁ efetuar @ X
s Resolucao: s i to 2; o segundo
- Dor SPZinZerlflcarmOS & exatiddg g Uma divisdo pela prova 0 fator dividido por:11 deixa para resto 2;
: .25 08 Noves ¢ Quociente ¢ Separadamente, do divi- 0. ra resto 2.
Sor; multlphcamOS €sseg dois p oy 1 : i ro- tor deixa P2 . sto 2 X 2, isto €, 4.
duto ohtig € a0 regyl 98108, tirameg 08 noves do P 4 fa o deixard para re
Soma, encontra g, tir ado Juntameg resto da divisdo; da 9

18ual ag qyg ob S 08 noveg e d

temog tirang
Seja, Por exemplo, tiray

0 08 noyeg a0 dividendo.

s et

cicio II.
__ Exer

4
. 15 inte expressdo:
. ) da seguin
a DlOVa Por 9 da diViSﬁ.O: ‘ ; resto por 9
728 | 25 5 Akt 02 X 1094
| Tiranq A # | 804 X 301 + 5 «
228 [— tramg 9 08 noveg gq quociente encon 4
3|29 éngms %3 &sse esultado escrevamo-lo 10 ¥ ragdes indicadas.
© Superigy 3 €Squerda de uma cruz. g | | ofetuar a8 0P
en
” S
Tirando os noveg g, iviigy 2]0 4
7, resultado que escrevem g e Sheontram o 7°]:0 Z
referida cruz. '

4o infepjgy 3 esquerda da

.
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Resolucio: v

Determinamos os restos por 9 dos nimeros que figuram

na expressao e substituimos os nimeros pelos respectivos
restos:

3X4+17Tx5
Efetuando as multiplicacées indicadas, obtemos:

12 4 85
A soma desses nimer
para resto 2.

Conclusido: A expressio dada d
resto 2.

0s sera 47, que dividido por 9 deixa

ividida por 9 deixa para

16 — Exercicio III.

Achar o resto, por 11, da seguinte expressao ;

508 X 619 I 6232,
Resolucio:

Substituimos og nimerog

pelos respectivos restos por 11;
vem:

28> 3t ra)
Efetuando . ag potenciacdes
€ o produto, temos: 924 + 49,
Determinando os resto
celas, obtemos: 9 + 5.

O resto procurado serad igual a 7.

indicadas: 8 x 8 - 49

S por 11 de cada uma dessas par-

Exercicios,

23 — Multiplicar 3492 Por 731; tirar ag Provas por 9 e por 11.

-

s
QUADRADOS MAGICOS
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Leitura.
QUADRADOS MAGICOS

« um quadrado dividido em um certo szne?:,o
Va,mos Supa(z iguais — 08 quais denominaremos “casas”.
0s p o
de quag" ma dessas casas colocamos wm nimero inteiro
Em cada %
... etle.
srie natural: 1, 2, 3, 4 ' icol Guandomror
(DA btida serd um quadrado mdgic :
A figura 0 de umg coluna ou de uma linha obtivermos
eros

mesmo resultado. Esse resultado invariavel é denomi-

:;125 7.ceé')(;stante do quaz’ia'?do fm,a,qwo,
| Num quadrado magwo-os -

devem ser todos diferen- 2 9 4

bl 0s que frguram sobre uma

;f;;;oenal da figura devem ter a

5 te. /
roqal @ constan f
somz;grtsentamw, RORILIUG a0 i 5 8

lado, wm quadmdo mdgico de 9
Jado,

jgual @ 15.

nstante igual @ 2

casas cO?f; ::7 :(;7,08 quadrados md- 6 1 8
A ort

é antiquissima €, talvez |
“por 1250, desconhemaa.ue L RN e ST
| g 141 W’rdafe z%teriosa,s” ou cabalisticas; é provavea
708 prop"‘iedad;;sseﬁ tambem grande importdnqia a essgts fi-
porta'rbtortg?éiicas nas quais 0s numeros GoagecaE num@ ispo-
quras ot A |

gur sing”."lam. ados por wma supersticio que sé a pro-
ienbitng levcou'sas poderia imspirar — acreditavam
ancia das, icos eram amuletos e que serviam de
ados m:gzas ‘molestias. E havia —*embora pa-
T;b;m usasse Mo Pescogo, Preso por uma pe-

soma dos num

%

gic08

:sigdo beny
Os or
Funda tgnor

) ) este, um quadrado
rec rrente, PATQ evitar o contagio da p
i GZw prava. “ -
Mdgwo
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O famoso pintor Alberto Durer, de Nuremberg, na sua

célebre gravura intitulada “M elancolia” fez aparecer um qua-
drado mdgico de 9 casas.

Quando um quadrado magico apr
particular, como por exemplo, a de

1511013 |6

esenta certa propriedade
ser decomponivel em va-
7108 quadrados magicos,
¢ denominado quadrado
hiper - magico. Rouse-
Ball, no II volume das

\ Suas “Recreacbes mate-
4 5 1 6 9 mdticas e problemas "
4 ‘ bastante cCurioso: um

, ; quadrado hiper - mdagico,

14 J 11 2 7 cem 81 casas, formado

por 9 quadradog magicos.

.1 8 ']3 12 A denominacdo de

“quadrado diabolico” foi
: dada por alguns geéme-
nao perde ¢ propriedade

tamos uma coluna extrema
utro.

tras do quadrado hiper-magico que
magica da figura, quando transpor
(ou uma linha) de ym, lado para o o

Vemos, acima, wm,

quadrado diabélico com 16 casas, com
@ constante igual ¢ 34.

.w - A

Convem notay, nesse quadrado, que se tramsportarmos
coluna _dg, esquerda parg a direita o quadrado continga

» COM a4 mesmq constante., F

a 12

diabilico,

Os matemdticogs francéses —
tacar o grande Fermat
as diversas curiosidades
todas as syas Mimerqs

entre os quais devemos des-
— fizeram estudos admiraveis sobre
numéricas dos quadrado

S mdgicos em
modalidades.

n

»

CAPITULO IX
MAXIMO DIVISOR COMUM

inicao.
e i is nu dos
Gimero que divide dois ou mais nimeros da
ior n 2 .
0 mamloal:x imo divisor comun desses’ 1.1ume1:o.s ‘ A
chamamos i ros 72 e 60 tém varios divisores com
: nime
Assim 08

que séo: 1 o TSR G e 12

A a
h

—_ V. AXi ivi comum,

2 jatura do maximo divisor

p Abre g A
0O maxim divisor comum de dois numeros é indicado pela
V1ia : a. mo e e AXi ivisor comum.

s L d.c. que sé 1é: mflx1mo d on ol

g : indicar que 8 é o0 M.d c. dos num

i, i ara d

Assim P

eserevemos m.d.c. (56 e 192) =8

e i 1 a 8.
+mo divisor comun de 56 e 192 é igua
a_qe: maxim
Lé-se: ma

5 idade.
m que o m.d.c. €aul
= ; 5 a i si
3 Caso €It uando dois NUMeros sao primos entre
E’ evide

m.d.c é a unidade.
0 m.d.c.

—='1.
Assim:  m.d:C- (8 e 15) - .
ssim: '
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4 — Determinacio do m.d.c |

Na determinagﬁo do m.d.c.

de dois niimerog ha dois casos ‘
a considerar:

5 — Calculo do m.d.c. de doig nimeros,

Seja determinay 0 m.d.c. dos numeros 78 e 84. |

Dividimogs o maior pelo menor; se a divisip for exata o |
menor sera o m.d.c. rocurado. |
p |

Se a divisio nio for
encontrado,

Para efetuar eggg
guinte dispositivo :

1 1 1 1 2

4
e N

|
S Il T 8 SIS

6 — m.d.c. {
30 18 12 6 0

](g) ultimg divisor e€mpregado seri o M.d.c. "

S8€ método & denominado método dag divisées sucessivas.

Os quocientes obtidos sfo escritog sobre um traco e cada

divisor é Separado do dividendo & direita por uma pequena
barra, como flcog acima ‘indicado,

107

MAXIMO DIVISOR COMUM

6 — Quocientes incompletos.

536 e 232.

ivi i em:

|2[3l4|2
5360 23 Z N2 ISTCRY| s
Pl TR RO

30 chamados
: idos 2, 3, 4 € 2 séo ¢
. ocientes obti
Os diversos qu

' ; 08.
quocientes incomplet

Calculo do m.d.c. de trés nimeros.
7 — Ca

<meros 96, 156 e 330.
X d.c. dos numero
Achar o m.

O\ A 1108 ©

2
1Ll
= I = m.d.c.
156‘|96|60|36'| 2§|12
60|36]24|12| |
! seéuida o m.d.c. do terceiro niimero 330 e
Calc:; l: Iilf’sw:.rs.c. encontrado) !
12 (que l i I ; o
?iﬁ?'ﬁ"ié’“f’??Z??ﬁffE
6| RO

‘ 6 e 330) — 6.
demos escrever: m.d.c. (96, 1 2
Pode . 5

a0. 2
QU Observa(}a trés o mais niimeros deve-

escrever 0s numeros em or-
s dois menores; em

d.c. de
inacdo do M.0- -
Na determinac r a operagao,

eca .c. do
mos, antes df C%I::birminamos o ml
e.

dem crescen : -
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seguida calculamos o m.d.c. do terceiro nimero e o primeiro
m.d.c. encontrado. E assim por diante.

9 — Propriedades do m.d.c. de dois nlimeros.

I Propriedade — Quando multiplicamos ow dividimos os
dois niumeros dados por wm terceiro o m.d.c. aparece multi-
plicado ou dividido por ésse terceiro.

Temos, por exemplo, m.d.c. (96 e 104) = 8.

Se multiplicarmos os dois niimeros por 10, resulta:

m.d.c. (960 e 1040) = 80

Como vemos o m.d.c. apareceu multiplicado por 10.

II Propriedade — Quando diwidimos os dois nimeros pelo
m.d.c. 0s quocientes obtidos sdo Primos entre si.

Essa propriedade é uma consequéncia da 1.2,
Sejam os niimerog 72 e 135 cujo m.d.c. é 9.

Dividindo os dois ntimeros por 9, o m.d.c. também apa-
rece dividido por 9, isto é, passa a ser 1:

m.d.c. (8 e 15) = 1.

II1 Propriedade

— Todo nimero que dividir 08 nUMeros
dados dividirg também o m.d.c.

- Sejam por exemplo os nimeros 936 e 1440, ambos mil-
tiplos de 9. O m.d.c. désse

. S numeros seri também um mul-
tiplo de 9.
Com efeito.

Se dividirmos os dois nimeros por 9 o seu
m.d.c. aparece div

idido por 9, logo é divisivel por 9.
IV Propriedade — Quando elevamos os dois numeros a
umae mesma poténcia o m.d.c. aparece elevado a essa poténcia.
. Exemplo: m.d.c. (104 o 64) = 8.
e |

|
1
l
|
|

-

VISOR COM UM —//

MAXIMO DI

m.d.c. (104° e 64%) = &

10 — Exercicio L.

7 . 42.
e tenham para m.d,c. 4

Achar dois qiimeros qi

Resolugdo:
os dois nUMEros

i i:
quaisquer primos entre s

Tomam
15 € 18
o m.d.c. dado 42.

el'OS

42
15 X 42 € ol

630 e 672 formam uma So0-

| Os dois produtos obtidos:

lucdo do problema.
E’ evidente que
nidade de solucoes-

nta uma infi-
P to aprese
a Propos

Exercic“’s'
os 108% e 234%
d.c. dos mameres ; m.d.c. da metade
m.a.C. 6 0 MA.C.
26 — Calcular © s nmeros 28 QAT
o m.d.c de dOli e m.a.c.
2/ Sk

- snacio dess
desses NUMET? na determinas

e 2.
s incompletos: Gy vy L

smeros & 15;
s quociente

. devemos di“
Gmeros : los quais
Achar 08 B res memeros Pec0, 2052 e 528 pard
rminar 0s ¢ s mtmeros 3360
ete men s
g — Dete ctiva sguai
2 vidir rzsu jentes sejam 18U a
S
que ©



