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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é definir e exemplificar Hopf al-
gebroéides, que sao uma das generalizagoes de algebras de Hopf, sobre
uma algebra base nao comutativa, isto é, que sao construidos a partir
de bimo6dulos sobre um anel R, nao necessariamente comutativo. Para
tanto, definimos e exemplificamos também bialgebrdides, que consti-
tuem a melhor generalizacao do conceito de bidlgebra. Exploramos
diversas nocoes equivalentes a de bialgebréide, como as X p-bidlgebras
de Takeuchi. No decorrer do trabalho, apresentamos alguns resultados
da teoria de bidlgebras e de algebras de Hopf que sao estendidos para o
ambito de bialgebroides e de Hopf algebréides. Como um exemplo im-
portante de resultado, podemos citar o fato de a categoria de modulos
sobre um bialgebroide B ser monoidal, tal que o funtor esquecimento
Mp —rMpg é estritamente monoidal e um anélogo para o caso de
comodulos sobre bialgebréides. No final do trabalho apresentamos a
nocao de x g-Hopf algebra proposta por P. Schauenburg, que é uma
nocao mais geral do que Hopf algebroides.
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Abstract

The main objective of this work is to define and exemplify Hopf
algebroids, which are one of the generalizations of Hopf algebras over
an noncommutative basis, that is, which are constructed from bimodu-
les over a ring R, not necessarily commutative. To this end, we also
define and exemplify bialgebroids that are the best generalization of
the concept of bialgebra. We explore a number of notions equivalent
to bialgebroid, as Takeuchi’s x p-bialgebras. Along this work, we pre-
sent some results of the theory of bialgebras and Hopf algebras which
are extended to the scope of bialgebroids and Hopf algebroids. As an
example of an important result, we can mention the fact that the cate-
gory of modules over a bialgebroid B is monoidal, such that forgetting
functor Mg — gpMp is strictly monoidal and analogous to the case of
comodules over bialgebroids. At the end of the work we present the
notion of a X g-Hopf algebra, proposed by P. Schauenburg, which is a
more general concept than of Hopf algebroids.
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Introducao

O que é um Hopf algebréoide? Respondendo a essa pergunta em uma
frase, diremos que um Hopf algebrdide é uma generalizacdo do que se
conhece como algebra de Hopf, sobre uma 4lgebra base ndo comutativa.
Ou seja, o melhor exemplo de um Hopf algebréide é uma algebra de
Hopf, no sentido de que uma quantidade convincente de resultados na
teoria de algebras de Hopf sdo estendidos para Hopf algebroides. Ou
melhor ainda, alguns problemas até entao nao resolvidos com algebras
de Hopf, sao resolvidos no dmbito de Hopf algebroides. Dessa forma,
Hopf algebréides fornecem-nos resultados de ambos os tipos, aqueles
que se estendem de dlgebras de Hopf e também aqueles que sao concei-
tualmente novos.

Originalmente, no campo da topologia algébrica, o termo "Hopf alge-
broide’ foi usado por Douglas C. Ravenel em[24] para descrever objetos
cogrupoéides na categoria de dlgebras comutativas. Estes sao exemplos
de Hopf algebroides com estrutura de algebra subjacente comutativa.
Também em [20], ainda na area da topologia algébrica, encontra-se
uma aplicacio-exemplo de Hopf algebréide. Em [21], Hopf algebroides
nao comutativos tém sido usados, mas ainda sobre &dlgebras base co-
mutativas, como uma ferramenta de um estudo da geometria dos feixes
de fibrados principais com simetrias de grupoides. Além da topolo-
gia algébrica, podemos citar outras areas em que foram aplicados Hopf
algebroéides, como geometria de Poisson e topologia.

Em 1995 motivada pela nogao de grupdides de Poisson, em geome-
tria de Poisson, J. H. Lu definiu em [18] uma nocao de Hopf algebroide
em que a algebra subjacente nao precisava ser comutativa. A defini¢ao
envolve a no¢ao de bi-algebréide com antipoda bijetiva, que é sobrecar-
regada com a necessidade de uma secdo para o epimorfismo canénico
ARrA — ARr A, em que A e L sdo algebras sobre um anel comutativo
com unidade k.

Em [14] L. Kadison e K. Szlachanyi generalizaram a nogéo de bi-



algebroide dada por Lu em [18], para bialgebroides a esquerda e a
direita. No artigo [3] motivados pelo estudo de extensdes de Frobenius
de profundidade 2 em [2], G. Bohm e K. Szlachanyi introduziram uma
nova no¢ao de Hopf algebréide. Tal nocao é dada pela antipoda bi-
jetiva, mas que conecta as duas estuturas de bialgebroéides & esquerda
e a direita, sem a necessidade do epimorfismo canonico citado acima.
A proposta de uma antipoda é baseada em uma simples observagao.
A antipoda de uma &algebra de Hopf H é um morfismo de biadlgebras
H — HZ,. Em 2003 no artigo [4] G. Béhm definiu a nogao de Hopf
algebroide, estudada nesse trabalho, sem a necessidade da antipoda ser
bijetiva.

Apresentemos uma disposi¢do geral de nosso trabalho, que é di-
vido em trés partes. No capitulo 1 definimos e exemplificamos a no¢ao
de categoria monoidal. Tal nocdo nos permite generalizar algebras e
coélgebras, assim como médulos e coméddulos sobre tais objetos, respec-
tivamente. Apesar de ser um conceito geral, nos restringimos apenas
a categoria monoidal pkMp dos R-bimoédulos, em que R é uma algebra
sobre um anel comutativo com unidade k. No final do capitulo estuda-
mos um pouco da dualidade entre R-anéis (objetos dlgebras em pMg)
e R-coanéis (objetos coalgebras em pMpg).

No capitulo 2 estudamos a nogao de bialgebroides segundo [7]. Bi-
algebroide, inventado por Takeuchi como x p-bialgebra em [28], é uma
das generalizacoes de bidlgebras sobre uma algebra base nao comuta-
tiva. Mas o que significa a dlgebra base R de um bialgebréide ser nao
comutativa? Lembremos que uma bidlgebra é um k-médulo, com estru-
turas compativeis de algebra e coalgebra. Por analogia, em um bialge-
bréide a estrutura de codlgebra é substituida por um coanel sobre uma
k-algebra R, nao necessariamente comutativa. Também a estrutura de
algebra é substituida por um anel sobre uma algebra base nao comuta-
tiva. No entanto, para formular a compatibilidade entre as estruturas
de anel e coanel, a algebra base do anel nao é R, mas R® R°P. H& um
consenso na literatura de que bialgebréide é a melhor generalizagao de
bidlgebra para o caso de um anel base nao comutativo.

Comegamos o capitulo 2 definindo e exemplificando as duas estru-
turas de bialgebroides, & esquerda e a direita. Depois, mostramos que,
ao contrario de bidlgebras cujos axiomas sao auto-duais, os axiomas de
bialgebroéides nao sao auto-duais no mesmo sentido, mas com a hipdtese
adicional de ser projetivo finitamente gerado, o dual de um bialgebraéide
é também um bialgebréide. A saber, o dual & esquerda *B de um R-
bialgebroide & esquerda B é um R-bialgebréide & direita. Em seguida,
apresentamos algumas construcoes de novos bialgebroéides a partir de



outros dados, como: twist de Drinfeld, duplo cociclo twist, bialgebroide
de Connes-Moscovici e extensao de escalares.

Continuando, ainda no capitulo 2, apresentamos um anéalogo para
bialgebroides do seguinte teorema fundamental: Uma k-algebra B é
uma bialgebra se, e somente se, a categoria Mp dos B-modulos & di-
reita, € monoidal tal que o funtor esquecimento Mg — M é estri-
tamente monoidal, ver [23]. Também mostramos que continua sendo
vélido para bialgebréides o seguinte teorema: A categoria dos comodu-
los & direita sobre B, possui uma estrutura monoidal, tal que o funtor
esquecimento para My, é estritamente monoidal. No final do capitulo,
apresentamos a equivaléncia entre bialgebroides a esquerda segundo G.
Bohm em [7], bialgebroides com ancora em [31] e X p-bidlgebras em
[28]. Tal equivaléncia foi mostrada por Brzezinski e Militaru em |[8].

Finalmente, no capitulo 3 comecamos definindo e exemplificando
Hopf algebroides segundo [7]. Em seguida, apresentamos algumas pro-
priedades béasicas de Hopf algebrdides como: Para um Hopf algebroide
H = (H,Hg, S), a tripla ((Hg)2,, (Hr)eh,, S) € um Hopf algebroide
sobre algebras bases R°P e L°P, respectivamente; Se a antipoda S é
bijetiva, entdo ((Hg)?, (Hr)°P, S~1) é um Hopf algebroéide sobre élge-
bras bases R e L, respectivamente, e também, ((H1,)cop, (HR)cop, S™1)
é um Hopf algebroéide sobre algebras bases L°P e R°P, respectivamente.
Também, mostramos que a antipoda é um morfismo de bidlgebréides
a esquerda S : (Hg)gh, — Hg. No final do capitulo 3 apresenta-
mos duas nogoes alternativas de generalizacao de uma algebra de Hopf.
Comparando a nogdo de Hopf algebroide segundo G. Bshm [7] e a no-
¢do introduzida por J. H. Lu [18], constatamos que nem uma das duas
é mais geral que a outra. Mas que a nocao apresentada neste trabalho
segundo G. Bohm pertence a classe de x g-Hopf algebras proposta por
P. Schauenburg em [25].

Como pré-requisitos para a leitura do presente trabalho, sugerimos
ao leitor ter nogdo da teoria bésica de algebras de Hopf ver [11] e [16].
Também sugerimos um pouco de estudo sobre a teoria de coanéis e
comodulos ver [9]. Ao longo do trabalho, citamos alguns resultados
uteis e suas referéncias, & medida que isso for necessario.



Capitulo 1

Categorias Monoidais

Neste capitulo, definimos e exemplificamos categorias monoidais,
que sdo categorias que permitem definirmos generalizacoes de objetos
algébricos como: k-algebras e k-codlgebras, assim como, respectiva-
mente, moédulos e comodulos sobre tais objetos, em que k é um anel
comutativo com unidade.

Mais especificamente, se R é uma algebra sobre um anel comuta-
tivo k, vamos estudar R-anéis e R-coanéis, que como vamos ver mais
adiante, sao objetos algebras e objetos codlgebras na categoria monoi-
dal de R-bimddulos. No final do capitulo, estudamos um pouco sobre
dualidade entre tais objetos. Para este capitulo seguimos [1], [9] e [19]
como referéncia.

1.1 Definicao e Exemplos

Defini¢ao 1.1 Uma categoria monoidal é uma séxtupla (C,®,1,a,l,
r), em que C é uma categoria, ® : € X € — C € wm funtor, chamado
produto tensorial e 1 é um objeto em C, chamado objeto unidade.
Além disso, a é um isomorfismo natural entre os funtores (— ® —) @ —
e—®(—®—) de Cx CxC para C, 1 é um isomorfismo natural entre
0s funtores 1® — e Id de C para C e r € um isomorfismo natural entre
os funtores — @ 1 e Id de C para C, tais que para quaisquer objetos



A, B,C e D € C os sequintes diagramas

(A®B)®C)® D

(A®(B®C)) (A®B)®(C ®@D)

aA,B®C,D\L J/O«ABC@JD

A (B®C)®D) yEv—— A®(B®(C @D)),
aA1,B

(A1) B2 A® (1® B)

ARl
Mi v

A® B,

sao comutativos.

O fato de a ser um isomorfismo natural nos diz que para cada tripla
de objetos A, B,C em C, temos um isomorfismo

aapc:(A®B)®C — A® (B®(0),

que satisfaz determinado diagrama, ver ([29], pag.24). De maneira
analoga, temos os isomorfismos 4 : 1® A — Aery: A1l — A.

Na definicao acima, o fato de que o primeiro diagrama comuta é
chamado axioma do pentdgono e o fato do segundo diagrama comu-
tar é chamado axioma do tridngulo. Esses axiomas expressam que
o produto tensorial de um nimero finito de objetos esta bem definido,
independente da posicao dos parénteses e que 1 é uma unidade para o
produto tensorial. Perceba ainda na defini¢ao acima, que denotamos a
identidade de um objeto e o préprio objeto pelo mesmo simbolo. Va-
mos denotar a identidade de um objeto desta forma, sempre que ndo
houver ambiguidade.

Defini¢ao 1.2 Uma categoria monoidal (C,®,1,a,l,r) € dita ser es-
trita se a,l,r sdo as identidades nos respectivos objetos. Ou seja, para
quaisquer A, B e C € C temos

(A B) C=AR(BRC) ¢ 1 A=A=A®]1.

Por simplicidade, vamos nos referir a uma categoria monoidal como
(€, ®, 1) ou apenas C, ao invés de (C,®,1,a,l,7).



Exemplo 1.3 A categoria Set dos conjuntos é monoidal. O produto
tensorial € o produto cartesiano X : Set x Set — Set. O objeto

unidade 1 = {x} é um conjunto unitdrio qualquer. Para quaisquer
XY, Z € Set definimos

axyz: (XxY)xZ — Xx(YxZ);
((z,9),2) = (7,(y,2)

Ix: {x}xX — X,
(*,x) = T
rx: Xx{x} —- X
(z, *) =

Mostremos que (Set, x, {*},a,l,7) é uma categoria monoidal. De
fato, claro que a, [ e 7 sdo bije¢bes, ou seja, isomorfismos em Set. Logo,
basta mostrarmos a condicao da definicdo de transformacao natural.
Para tanto, sejam A, B,C, A’, B, C' conjuntos quaisquer em Set e f :
A— A, g: B — B, h:C — C fungbes quaisquer em Set.
Verifiquemos que os seguintes diagramas comutam

@A, B,C

(Ax B)xC Ax (BxC)
(fXg)Xhl ifX(QXh)

(A’ x B') x C/amA’ x (B' x C"),

[(hx A4 g Ax x4

{*}Xfl lf fX{*}l lf

{3} x A/ —= A’ A {5} = A
A/

De fato, para quaisquer a € A, b € B e c € C, temos

(f x (g xh))eaapc((a,b),c)=(f x(gxh))a,b,c))
(



Lar(({x} X )(x,0)) = Lar(x, f(a)) = fa) = f(la(x,a)) = fola(x,a)
ra((f x {=})(a, %)) = ra(fla), %) = fla) = f(ra(a,*)) = fora(a, *).

Logo, a, I e r sao isomorfismos naturais. Mostremos agora que valem
os axiomas do pentdgono e do triangulo. Sejam A, B,C, D conjuntos
quaisquer em Set, a € A, b€ B, c€ C e d € D quaisquer. Temos

(Axap,c,p)oaasxc,po(aanc xD)(((ab),c),d)
= (A xap,c,p)oaapxc,p((a (bc)),d)

= (A xap,c,p)(a,((b;c),d))

= (aa (bv (C, d)))v

por outro lado, temos

aa,B,oxD ©aaxp,c,n(((a,b),c),d) = (aa,B,c x D)((a,b),(c,d))

= (a7 (b’ (C’ d)))v

também temos

(Axlp)o aA,{*},B((a, x),0) = (A x Ig)(a, (x,b))
= (a,lp(*,b))
= (a’b)
= (TA(av*)vb)
= (ra x B)((a,*),b)

Portanto, (Set, x,{x},a,l,r) é uma categoria monoidal.

Exemplo 1.4 A categoria Vecty, dos espagos vetorias sobre um corpo
k € monoidal. Definimos ® : Vecty x Vecty, — Vecty, como o produto
tensorial sobre o corpo base ® e 1 := k. Além disso, para quaisquer
V.U e W € Vecty, e A € V, definimos

avpw : (VerU)rW — Vep(UeyW)

(v@u)®w = R (U w);
ly: k@V — V
AQU = Av;
rv: Veek — V
VA — A



Exemplo 1.5 Seja k um corpo. A categoria Supervectk de super-
espagos vetoriais € monoidal. Os objetos em Supervectk sao k-espagos
vetoriais, equipados de uma graduacdo sobre Zo, ou seja, V = Vo @ V.
Os morfismos sao transformacades lineares que preservam a graduacdo.
Se VW e Supemectk definimos V@ W :=V @, W, com graduagdo

VeaW)y=VeWoeVierWi, VeoW) = VoW eV, W.

Definimos também a, | e r como no exemplo anterior, da categoria
vect, .

Exemplo 1.6 Sejam k um corpo e R uma k-dlgebra. A categoria gpMp
dos R-bimddulos é monoidal. Definimos

® :RMpg X pMpr — Mg

como o produto tensorial balanceado por R, denotado por @g. O objeto
unidade € a k-dlgebra R. Para quaisquer M, N e P € skMgr, m € M,
neN,peP ebeR, definimos a, | e r, por

aynp: (M®rN)®rP — Mg (N ®rP)

(men)®p = m® (R p);
b®m +— b-m;
rv: M®R — M

m®b +— m-b

Exemplo 1.7 Seja (H,u,n,A,e) uma bidlgebra sobre k um corpo. A
categoria gM dos H-mdodulos a esquerda é monoidal. Definimos ® g
M x gM — gM como o produto tensorial sobre o corpo de base Q.
Se M, N € gM a estrutura de H-mddulo a esquerda em M ® N € dada,
para todo m e M ne N eh e H, por

h-(m@n):h(l)-m(@h(g)-n,

em que A(h) = hy ® hy. Os morfismos naturais a, I, r sio os
mesmos do exemplo da categoria Vect,. O objeto unidade é o corpo k

com ac¢ao de H dada pela counidade, ou seja, para quaisquer h € H e
X €k temos h- X =¢e(h)A.

Primeiramente vamos ver que M ® N é H-mo6dulo & esquerda, com
estrutura dada acima. De fato, para quaisquer m € M, n € N e
h,k € H temos

he(k-(m®@n))=h-((kq) -m)® (kg)-n))



= (h) - (k) -m)) @ (h2) - (k) - 1))
= (hykq) - m) © (h2)k2) - n)

= ((hk) @y -m) @ ((hk)(2) - n)

= (hk) - (m ®n).

Agora vamos ver que k é H-moédulo a esquerda, com estrutura dada
acima. De fato, para quaisquer XA € k e h, k € H temos

he(k-X)=h-(e(k)A)
=¢e(h)e(k)A
= e(hk)A
= (hk) - A
Vamos verificar que apynp : (M@N)®@ P — M ® (N ® P) é morfismo

de H-modulos a esquerda. De fato, para quaisquer M, N, P € gM,
meM,ne N,pe Pehe H, temos

aynp(h-((m@n)®@p)) =apunp(ha) - (M@n)®hig) - p)
= amnp((ha)a) - m @ haye) 1) @ h) - p)
= amnp((ha) - m @ hz)a) 1) @ hz)e) p)
=h@)-m® (b)) 7@ h@e)e) - p)
=ha)y - m® (he) - (n®@p))
=h-(M®(n®p))
=h-aynp((m®n)®p).

Também temos que lp; : kK ® M — M é morfismo de H-médulos &
esquerda. De fato, para quaisquer M € g M, A € ke h € H, temos

lM(h . ()\ ® m)) = ZM(h(l) CA® h(g) . m)

= b (e(h)A & he) - m)
= e(ha))A(h(2) - m)
= A&(h(l))h(g) m
=M -m
=h-(Am)
=h-ly(A@m).

De maneira analoga mostra-se que rp; : M@k — M é morfismo de H-

moébdulo & esquerda. Nao é dificil mostrar que a,l e r sao isomorfismos
naturais e que os axiomas do pentigono e do tridngulo sao satisfeitos.



Exemplo 1.8 Seja H uma bidlgebra sobre k um corpo. A categoria
MH dos H-comddulos a direita é monoidal. Definimos

@ M x M — mH

como o produto tensorial sobre o corpo de base ®j. Se M,N € M7, a
estrutura de H-comodulo a direita em M ® N € dada, para todo m € M
en € N, por

mon = mOen®eombin®,

O objeto unidade € o corpo k com coacdo de H dada, para todo \ € k,
por pi : k — k® H, pp(\) = A® 1lg. Definimos a, I, r como no
exemplo da categoria vect,,.

Vamos ver que aynp : (M @ N)@ P — M ® (N ® P) é morfismo
de H-comddulo & direita. De fato, sejam M, N e P € M quaisquer,
entao paratodom € M, n € N e p € P, queremos mostrar que

(apnp ® H) © pygnN,p = pM,NoP © GMNP-
De fato,

(amnp @ H) o ppgn,p((m@n)@p) =

= (annp @ H)((m@n)® @ p® @ (m@n)Mph)
= m© & (n© @ pO) @ mDpMp)

=m Y e nep)®em(nhep)®

pu.Nep(m® (n®p))

= pm,Neop ©aynp((m®@n) @p).

Temos também que Iy : kQ M — Mery : k® M — M sao
morfismos de H-comédulo & direita. De fato, para qualquer M € M7
e para todo m € M e A € k temos
(I @ H) o ppayrA@m) = (Iyy @ H) A @ m® @ 15m™)
= am® @ m®
= pu(Am)
=pyolpy(A®@m).

(rar @ H) o prre(m@ ) = (rayy @ H)(m® @ A @ mMP1y)
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— O\ & m®
= par(mA)
=pmolpy(maA).

Nao é dificil mostrar que a,l,r sdo isomorfismos naturais e que valem
os axiomas do pentagono e do tridngulo.

Exemplo 1.9 Considere C uma categoria, a categoria de endofunto-
res End(C) é monoidal com produto tensorial dado pela composi¢io de
funtores. Nesta categoria a composi¢cdo de transformagoes naturais €
a vertical. O objeto unidade é o funtor identidade, o produto tensorial
de duas transformacoes naturais € a composicao horizontal, ou seja, se
F,F',G,G' € End(C) ea: F — G, B : F' — G’ transformagdes
naturais, entdo para todo X € C, temos

(@® B): F(F'(X)) — G(G'(X)),

tal que (o ® B)x = G(Bx) o ap/(x). Claramente, pela definicio do
produto tensorial em End(C), este é um exemplo de categoria monoidal
estrita.

Exemplo 1.10 Considere (C,®,1,a,r,l) uma categoria monoidal. A
categoria (CTV, QY 1Y g™V r"eV ["¢) € monoidal, em que C"¢Y = C
como categoria, o produto tensorial ™V : Cx C — C, X Q@Y =
Y ® X, para todo X,Y € C. E também para quaisquer X,Y,Z € C

temos a’y ; = aE’IY’X; el =lx; I =rx e 1" = 1.

1.2 Funtores Monoidais

Definicao 1.11 Sejam (C,®,1,a,1,7) e (D,K,1,a,l,7) duas catego-
rias monoidais. Um funtor monoidal entre C ¢ D € wuma tripla
(F,0,0) em que F' : € — D é um funtor (covariante), po : I —
F(1) morfismo e ¢ : (—X =)o (F,F) = Fo(—®—) € uma transfor-
mag¢ao natural entre C x C e D tal que para quaisquer objetos A, B e
C € G, temos

Lpca) TF(A)

IR F(A) F(A) F(ARIT F(A)
u;om(ml TFUA) F(A)gtﬁol Tnm)
F(1)RF(A) ——F(1® A), F(A)RF(1) —— F(A® 1)
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X
F(A) ¢B‘?‘

X (F(B) R F(C)) (AR F(B®C)
F(B))R F(C) F(A® (B® C))

SanBIF(C) i [Fasse)
F(A® B)RF(C) F((A®B)® ().

bA®B,C

Defini¢ao 1.12 Um funtor monoidal (F,pg, @) é dito ser forte ou
fortemente monoidal se g € um isomorfismo e ¢ € um isomorfismo
natural.

Defini¢ao 1.13 Um funtor monoidal (F, o, ¢) € dito ser estrito ou
estritamente monoidal se g e ¢ forem identidade.

Exemplo 1.14 Seja G um grupo finito, k um corpo e Rep’G a ca-
tegoria das representacoes k-lineares de dimensdo finita do grupo G.
Os objetos nesta categoria sao representagoes (V,p), ou seja, p: G —
End(V) é morfismo de grupos. Morfismos nesta categoria sao mor-
fismos de representagdes, ou seja, dadas duas representacies (V,p) e
(W, o), um morfismo entre ambas é uma transformagao linear f : V —
W tal que, para quaisquer g € G ev € V, temos

F(p(9)(v)) = a(g)(f(v))-

O funtor esquecimento U : Rep/ G — Vect, ¢ estritamente monoidal.

A categoria Rep’G & monoidal. O produto tensorial de duas re-
presentagdes (V,p) ®@ (W,0) := (VR W, p® o) em que, para quaisquer
g € G, v@w tem-se que (p@0)(g)(vRwWw) = p(g)(v)®o(g)(w), é também
uma representacdo. Temos também que (k, pr) é uma representagio,
em que pr(g)(1x) = 1 para todo g € G. Portanto, k é a unidade
monoidal. Os morfismos canonicos ay,w,u (VW)U — Ve (WaU)
ly 1 k®@V = Very : Vk — V sdo morfismos de representacoes.
De fato, para quaisquer representacoes (V,p), (W,0), (U, \) e para
quaisquer v eV, w e W, u € U, g € G e r € k temos

avwu(((p@ o) ®X)(g)((vew) @u))
= avwu((p©®0)(g)(v@w) ® A(g)(u))
= avwu((p(9)(v) ® a(g)(w)) ® A(g)(u))

12



Nao é dificil ver que os axiomas do pentigono e do tridngulo sao
satisfeitos. Também é trivial a verificacdo de que o funtor esquecimento
U : Rep’ G — Vect,, ¢ estritamente monoidal.

Mas nem sempre o funtor esquecimento é estritamente monoidal.
Como vamos ver no préximo exemplo.

Exemplo 1.15 Seja R uma dlgebra sobre o corpo k e U:pMp — Vect,
o funtor esquecimento da categoria dos R-bimddulos para a categoria
dos espagos vetoriais sobre k. Nesse caso U é monoidal mas nao é
estrito.

De fato, para quaisquer M,N € gpMgr, m € M, n € Ne A € k
definimos a transformacao natural

¢:7®k*§*®R77
tal que ¢, N (M @ n) = m g n e 0 morfismos g € a injegao

©o : k — R.
A = Alpg.

E simples verificarmos que os seguintes diagramas comutam. O que
mostra que U é monoidal, porém nao é estrito, pois a transformacgao
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natural ¢ e o morfismo ¢y nao sdo identidades.

kg M ——= M Meyk—— M
wo@Ml TzM ]\/[®Lpoi TTM
R@kaR@@RM, M®kRm>M®RR
e
M @ (N ®y P)%M ®r (N ®g P)
aM,N,pT \L¢M,N®RP
(M ®, N)®y P M ®gr (N ®@g P)
¢A{,N®kP\L TU‘JW,N,P

(M®RN)®I¢%*>(M®RN)®RP-

M®pN,P

Nos dois primeiros diagramas estamos fazendo um abuso de notagao
quando denotamos os isomorfismos canonicos k @ M = M e M Q. k =
M com o mesmo simbolo.

1.3 R-anéis (mondides)

Definigao 1.16 Um objeto dlgebra ou um Monoide em uma cate-
goria monoidal (C,®,1) é uma tripla (A, u,n). Onde A é um objeto
emCep:ARA — A, n:1 — A sdo morfismos em C, satisfazendo
as condig¢oes de associatividade e unitalidade, ou seja, 0s sequintes di-
agramas comutam

(Ao Ao AL A A (1.1)
aA,A,Al
AR (AR A) "

A®Ml

AQA— A

14



19425 A4l A01 (1.2)

A

A.

O morfismo p é chamado de Multiplicacao ou Produto e n é cha-
mado de Unidade. Quando p satisfaz o diagrama 1.1 dizemos que u
€ associativo e o diagrama 1.2 é chamado de azioma da unidade. De
maneira usual vamos omitir o isomorfismo natural

asasr: (ARA)RA— AR (A® A).

Desta forma, podemos reescrever o primeiro diagrama 1.1 da seguinte
maneira:

A0 A AA A0 A

son] |+

A®AM—>A

Nosso proximo exemplo é na verdade a motivacdo para a definicdo
1.16, inclusive para o nome mondide. Neste exemplo, mondide é um
conjunto ndo vazio A munido de uma operacdo associativa que possui
elemento neutro e4.

Exemplo 1.17 Vamos considerar a categoria Set que é monoidal. Os
objetos dlgebras nessa categoria sGo mondides.

De fato, seja A um objeto algebra em Set, ou seja, existem pu :
Ax A — Aen: {x} — A, que satisfazem 1.1 e 1.2. Definindo
w(a,b) = ab e n(x) = ea, os axiomas de objeto algebra se traduzem
como

(ab)e =a(bc) e esa=a=aea.

Portanto, A ¢ um monoide. Por outro lado, dado A um monoide,
obtemos um objeto algebra em Set.

Exemplo 1.18 Na categoria Vect;, os objetos dlgebras sio exatamente
as k-dlgebras unitais.

De fato, se A é um objeto algebra em Vect, existem aplicagoes

p:AQA— A pla®bd)=a-b

15



nik — A n(ly) =14

k-bilineares, com
(a-b)-c=a-(b-c)ela-a=a=a-1ly.
Portanto, A é uma k-algebra. Por outro lado, se A é uma k-agebra,
entdo definimos uma aplicagdo k-bilinear p: A x A — A, p(a,b) = ab
e portanto, pela propriedade universal do produto tensorial, temos que
existe unica aplicacdo linear p: A ® A — A tal que
wla ®b) = ab.

O morfismo unidade é dado por

n:k— A n(lg) = 1a.

E facil verificar a comutatividade dos diagramas 1.1 e 1.2.

Exemplo 1.19 Seja C uma categoria monoidal. Entao o objeto uni-
dade 1 é um objeto dlgebra em C.

De fato, temos que Iy = ry, ver [16] Lema.X1.2.3, defina pu :=1; = ry
e n = Idy. Entao pelo axioma do triangulo, aplicado para a unidade
monoidal 1, temos

plep) =pleh)=mpr®l)=ppel),
a unitalidade é trivialmente satisfeita.

Defini¢ao 1.20 Sejam (A, ua,n4) e (B,up,np) objetos dlgebra em
uma categoria monoidal C. Um morfismo de objetos dlgebra f :
A — B é um morfismo em C, tal que os sequintes diagramas comutam.

A AL BeB A—t.B
ILA\L \LHB HAT /
nB
A B 1.

Seja k um anel comutativo com unidade, entéo a categoria (Mg, ®k, k)
é uma categoria monoidal. Em que My é a categoria dos k-bimddulos.
Uma k-algebra é um objeto algebra (R, i, n) na categoria pMy.
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Podemos entao subir um degrau e considerarmos a categoria pMp
dos R-bimédulos, que j4 vimos ser monoidal, com o produto tensorial
balanceado sobre R, que por sua vez é a unidade da categoria citada.

A partir daqui, sempre que nao aparecer informacao sobre R e k,
fica subentendido que R é uma algebra sobre um anel comutativo k.

Defini¢ao 1.21 Um R-anel é um objeto dlgebra (A, u,n) na categoria
monoidal (gRMp,®g, R).

Para um R-anel (A4, u1,7), o oposto siginifica o R°P-anel (AP, u°P 7).
Em que A°? é 0 mesmo k-médulo, A°P tem estrutura de R°P-moéddulo
a esquerda (resp. a direita) via a R-agdo & direita (resp. a esquerda),
a multiplicagao é dada por u°?(a ®gor b) = u(b ®pr a) e a unidade é a
mesma, 1.

1.3.1 Mobdulos sobre Monodides

Definicao 1.22 Seja (A, u,n) wm objeto dlgebra em C uma categoria
monoidal. Um modulo a direita sobre A, ou um A-mdodulo a di-
retta, é um par (M,0y) em que M é um objeto em C e 0y;: MRA — M
€ um morfismo em C, tal que os sequintes diagramas comutam

MoAdoA X2 pea M1 X2 pMea
9M®Ai l91v1 o \LOM
MA— M, M.

Onm

Analogamente, defini-se A-modulo & esquerda.

Defini¢ao 1.23 Sejam (A, u,n) um objeto dlgebra em C uma categoria
monoidal e (M,0yr), (N,0n) mddulos a direita sobre A. Um morfismo
f:M — N em C é um morfismo de A-mddulos a direita se o
sequinte diagrama € comutativo:

fRA

MKIA—N®A
eM\L \LQN
M N.

Analogamente, defini-se morfismo de A-mddulos a esquerda.
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Exemplo 1.24 Seja (A, u,n) um objeto dlgebra em Set, ou seja, um
mondide. Entao a estrutura de A-mddulo & direita em um conjunto X
€ 0 mesmo que uma ac¢do a direita de A em X. Uma acdo a direita
de A em X, é uma aplicagio ¢ : A — End(X), que satisfaz ¢(ab) =
@(b) o ¢(a), para quaisquer a,b € A, em que End(X) é o conjunto das
funcdes de X em X.

De fato, comegamos com um A-modulo a direita (X, 6x) e definimos
¢ A — End(X), por ¢(a)(x) = O0x(x,a), para quaisquer z € X e
a,b € A. Entao,

o(ab)(z) = Ox (x,ab)
= Ox (z, u(a,b))
=0x o (X, p)(z,a,b)
=60x o (0x,A)(x,a,b)
=0x(0x(z,a),b)
= ¢(b)(¢(a)(x)).

Por outro lado, dada uma acdo & direita de A em X, via ¢ : A —
End(X), entao 0x (z,a) := ¢(a)(x) define uma estrutura de A-moédulo
a direita em X.

1.4 R-coanéis (comondides)

Nesta secao vamos definir o que seria uma extensao da nocao de uma
k-coalgebra. Mais explicitamente vamos definir a nogao de R-coanel,
ou seja, uma nocao de codlgebra sobre um anel nao necessariamente
comutativo.

Definigao 1.25 Um objeto codlgebra ou um comondide em uma ca-
tegoria monoidal (C,®,1,a,l,r) é uma tripla (C,A,e), em que C é um
objeto em C e A : C — C®C, e : C — 1 sao morfismos em C,
satisfazendo as condigoes de coassociatividade e counitalidade, ou seja,
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0s sequintes diagramas comutam

c 2 .coeC 19C<~<—0c—° sco1.
\LA®C e®C Al C®e

A (CeC)eC CeC
J{ac,c,c

C®C@>C®(C®C)

O morfismo A € chamado de Comultiplicagao ou Coproduto e ¢ é
chamado de Counidade.

Para todo ¢ € C, temos a notagdo de Sweedler dada por A(c) =
c(1) @ cz)- Para um R-coanel (C,A,¢), o seu co-oposto ¢ o RP-
coanel (Ceop, Acop,€). Em que Cepp € 0 mesmo k-moédulo C, Ceop
tem estrutura de R°P-modulo a esquerda (resp. a direita) via a R-
acdo a direita (resp. & esquerda). A comultiplicagdo é dada por
Acop(€) = ¢(2) @Rror ¢(1) € a counidade é a mesma e.

Exemplo 1.26 Considerando a categoria monoidal dos conjuntos Set,
t emos que todo conjunto € um objeto codlgebra nessa categoria.

De fato, seja X um conjunto qualquer, pela propriedade universal
do produto em Set, temos que existe unico A : X — X x X, tal que,
o seguinte diagrama é comutativo

X ;
A

ou seja, A(z) = (z,x) é a aplica¢do diagonal. Também, temos que para
todo X € Set existe um tnico € : X — {x}, pois {*} é objeto final
em Set.

Exemplo 1.27 Considerando a categoria Vecty dos espagos vetoriais
sobre o corpo k. Temos que um objeto codlgebra em Vect, € uma
k-codlgebra no sentido tradicional.

Exemplo 1.28 Seja C uma categoria monoidal. Entao a unidade mo-
noidal 1 € um objeto codlgebra em C.

19



De fato, basta definir A = [;' = ;! e e = Id;. Nao é dificil ver,
usando Lema.XI1.2.3 em [16], que a coassociatividade e a counitalidade
sdo satisfeitas.

Definicao 1.29 Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ap,ep) objetos codlgebras
em uma categoria monoidal C. Um morfismo de objetos codlgebras
f:C — D € um morfismo em C tal que os sequintes diagramas sao
comutativos:

I

C——>

C*f>
Acl iAD l %
1.

C®C——=D®D
fef

D

Defini¢ao 1.30 Um R-coanel é um objeto codlgebra (C, A €) na ca-
tegoria (RMg, ®g, R) dos R-bimddulos.

Exemplo 1.31 O exzemplo trivial de R-coanel € justamente a k-dlgebra
subjacente R.

De fato, basta definirmos A = 1! = 7' : R — R@rRec =
Idg : R — R. E trivial a comutatividade dos diagramas.

Exemplo 1.32 Seja G um grupo, R uma k-dlgebra G-graduada, ou
seja, R = ®gcaRy € un(Ry® Rp,) C Ryp. Vamos construir um R-coanel
C .= EBgEGRég-

De fato, damos a estrutura de R-bimédulos para C' por

redg v = Z r7,0qn, YV 1r,7" € R,
heG
esta soma é finita pois r € ©4eq Ry, logo apenas uma quantidade finita
de componentes é ndo nula. Claro que C ja tem estrutura de R-mé6dulo

a esquerda, basta verificarmos que tem estrutura & direita. De fato,
para quaiquer 7,7' € R e g, h € G temos

(6 -7) -1 = (3 radyn) -

heG

= Z Z Th’l“;ﬂ(sghk

heG keG

- Z Z rhr%*lzfsgl, usando hk =1, k = 1
leG heG
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=4, (rr').

Definimos entdo A : €' — C®r C, A(dy) =0, ®05ec:C — R,
€(d4) = 1g. Vamos ver que A é morfismo de R-bimédulos, claro que, s6
precisamos mostrar a direita. De fato, para quaisquer r € Re g, h € G,
temos

A(Sy 1) =AD rndgn)

heG

= Z Trlgh @ Ogh,
heG

por outro lado,
A(dg) 7= (g ®3g) -1

= Z 59 X Thfsgh
heG

= Z 5g “Th ®5gh
heG

=) "> (rn)kbgr @ Ggn

heG ke

= Z On,kThOgk © dgn
h,keG

= Z rhgh @ Sgh,
heG

na pentltima igualdade usamos que (r4)x = 05, x7h POis Ry N Ry = {0}
se h # k.

Exemplo 1.33 (R-coanel de coagio) Sejam k um corpo, H uma k-
bidlgebra e R um H -comddulo dlgebra a direita. Ou seja, para quaisquer
a,b € R, usando notagio da coag¢io p : R — R &y H, por p(a) =
a9 @ a(l), temos

e aWe(aM) = q;

° a(o)(o) ® a(o)(l) ® a(l) = a(o) ® a(l)(l) ® a(l)(Q) 5

° (ab)(o) ® (ab)(l) — a(o)b(o) ® a(l)b(l);
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e W1l —1p@1y.
Entao C = R®y H, tem estrutura de R-coanel.

De fato, primeiro note que R ®; H tem estrutura de R-bimoédulo
dada por a- (b ® h) - ¢ = abc® @ heM, para quaisquer a,b,c € R e
h € H. De fato, mostremos apenas a direita, pois a esquerda é analogo,

((a®@h)-b)-c=(ab® @ hbM) - ¢

= (ab @@ @ pp™M M)

= a(be) @ h(be)™

= (a®h) - (be).
Definimos agora A : €' — C®r C por A(a®h) = (a®@h1)) ®r (1p ®
hz)) e e : C — R por g(a ® h) = as(h). Mostremos agora que A
e € sao morfismo de R-bimdédulos. De fato, para quaisquer a,b € R e
h € H, temos

A((a®h)-b) = A(ab® @ V)
= (ab® @ (hbM) (1)) @ (1r @ (W) (2))

= (b @ hyb}) @ (1 ® heabh)
= (@@ g ha )b(O) D) ®r (1g ® h(2)b( )
=(a® h(l)) b ®r (1p ® h(g)b(l))

= (@®ha) @r b - (1g @ hzbd™M)
(a® hey) @ (019 @ hed™)
(@a®ha)) @r (1 @ hz) - b
=A(a®h)-b
e
e((a® h) - b) = e(ab® @ M)
ab(o)a(hb(l))
— 0)€(h) (b(l )
= ab(o)g(b ( )
= abe(h)
ag(h)b
(a®h)b
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Que A e g sdo morfismos & esquerda é trivial. Mostremos agora que
a coassociatividade e a counitalidade sao satisfeitas. De fato, para
quaisquer a € R e h € H, temos

(A®rC)A(a®@h) = (A®rC)((a®ha)) ®r (1r ® hz)
=Ala ®h(1))®R (1r ® hz))

= (a®ha)a)) ®r (1r ® h(1)2)) Or (1r ® h(2))

= (@®h@) ®r (1r ® b)) ®r (1r @ b))

=(a®hq)) @r A(1r ® h))

= ( A)A(a @ h),

hay

temos também

(e®rC)A(a®h) g(a@h(l)) . (1R®h(2))
(aa(h(l))) . (13 ® h(g))
= a6(h(1)) & h(g)

a ®E(h(1))h(2)

=a®h,

que (C ®re)A(a® h) =a® h & analogo.

Antes do proximo exemplo vamos definir um moédulo projetivo fi-
nitamente gerado, que serd importante em varios resultados, principal-
mente quando tratarmos da dualidade. Seja P um R-mddulo & direita,
consideremos P* = Homp(P, R).

Note que P* tem estrutura de R-moédulo a esquerda. De fato, para
quaisquer ¢ € P*, s,7 € Re p € P, definimos (r - ¢)(p) = rp(p), desta
forma temos

(5 (r-@))(p) = s(r-9)(p) = sre(p) = ((s7) - ©)(p)-

Note que r - ¢ continua R-linear & direita, ou seja,

(r-@)p-s)=rop-s)=rep)s=(r »)p)s.

Definigao 1.34 Seja P um R-mddulo a direita. Considerando P* =
Hompg (P, R), dizemos que P € projetivo finitamente gerado se exis-
temn € N, {z; € P}, e {ft € P*}"_,, tais que, para todo p € P
temos p = Z" 1 @i - [Y(p). Neste caso dizemos que {x; € P}, e
{ft € P*}_, € a base dual de P.
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Como consequéncia da definicdo acima, ¢ = Y1 (z;) - f* para
todo ¢ € P*. De fato, para todo p € P temos

n

O ez - 1)) =

i=1

-

©
I
—

(p(xi)- f)(p)

o(x:) f*(p)

I

Il
-

?

= @(in - fi(p))
= ¢(p).

Exemplo 1.35 (Coanel de wm R-mddulo projetivo finitamente gerado)
Sejam B k-dlgebra e P € gMpg projetivo finitamente gerado como R-
mdodulo & direita. Consideremos P* = Hompg(P,R). Note que P* €
rMp, com estrutura dada por (r - ¢ — b)(p) = rp(b-p). Entao,
C=P*®pgP ¢ um R-coanel.

De fato, note que P* @ P é um R-bimoédulo, a estrutura é dada
por7-(p®p)-7 =1 -pQp-7r para quaisquer r,7’ € R, p € P* e
p € P. Definimos A : C — C ®p C por

n

Alp@p) =) (p@x:)®r (f' @p),

i=1

em que {z;}" ; e {f'}", é a base dual de P, e definimos ¢ : C — R
por £(¢ ® p) = »(p), para quaisquer p € P e p € P*. Vamos ver que
A e € 880 morfismos de R-bimodulos. De fato, para quaisquer ¢ € P*,
p € P er € R, mostremos apenas & direita, & esquerda é analogo.
Segue entao

A((p@p) 1) =Alp®p-7)

(p@z;)@r (ff@p-T)

Il
-
= M:
=

(p@xi) @r (f'@p) T

~

I
M: —

(p®@xi) Or (f'@p)) T

Il
B
S =

Qp)-r
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e((p@p) 1) =clp®p-r)
=p(p-7)
= ¢(p)r
=c(p@p)r.
Mostremos agora a coassociatividade de A e a counitalidade de €. De
fato, para quaisquer ¢ € P* e p € P, temos

n

(C®rA)A(p®pp) = (COrA)D (¢®x;) @r (f @p)

i=1

(p® ;) ®r A(f' @ p)

I
M:

o
Il
=

Z P ®x;) ®R (f ®x]) R (fj®p)
1j=1

[
NE

.
Il

por outro lado,

n

(A®rC)A(p@pp) = (AR C)Y_(p@ ;) ©r () ©p))

Jj=1

M=

Alp @ z;) ®r (7 @ p)

<.
I
—

M=
M=

(p@ ;) @r (fl @ x;) @r (f7 @ p).

% 1

1

Também temos que

(e®rC)A(p®pp) = (e ®rC) i@@x] ®r (f/ @p)
=
—Z elp@ ) (fi®p)
= Z(E(%7 @) [ @p)
—Z ) £ @p)
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n

= (3 (@) - f@p

=1
=pQp,

(CRe)Apap) =(Coe) () (pox;)®nr () @p))
=1
—§:¢®% e(f! @p)

:E:W®xrf@D
=w®Q:w-ﬁ@D

=pQp.

1.4.1 Comoédulos Sobre Comondides

Defini¢ao 1.36 Seja C = (C, A, e) wm objeto codlgebra em wma cate-
goria monoidal ©. Um C-comddulo a direita é um par (M, p™), em
que M é um objeto em C e pM : M — M @ C é um morfismo em C,
tal que os sequintes diagramas comutam

M M
M— sMeC M—Lt>MeC
A e N
"M
P RC

De maneira analoga define-se C-comoédulo a esquerda. Vamos
usar a notacao de Sweedler

pM(m)=m® @mM e M®C, (estrutura a direita)

M) =mY @m® e C® M, (estrutura a esquerda).

Os axiomas de C-comddulo a direita na notagao acima ficam:
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° m(O)(O) X m(o)(l) ® m(l) = m(o) ® m(l)(l) ® m(l)(z)

o mO® . e(m®) = m,

Definigao 1.37 Sejam C um R-coanel, M e N C-comodulos a di-
reita. Um morfismo de C-comodulos a direita é um morfismo de
R-bimdodulos f : M — N tal que o sequinte diagrama é comutativo:

f

1l

Exemplo 1.38 Seja C' um R-coanel. Entdo C' tem uma estrutura tri-
vial de C-comddulo (4 direita ou & esquerda) em que a coagdo € igual
ao coproduto.

Definigao 1.39 Seja (C,A,e) um R-coanel. Um elemento g € C €
dito ser um group-like se A(g) = g® g ee(g) = 1.

Exemplo 1.40 Seja C um R-coanel. Se existe g € C' group-like, entdo
R é um C-comddulo a direita. Definimos a coacio p& : R — R®C =
C, por pfi(r) =r @ g = r- g para todo r € R. Ou simetricamente R ¢é
um C-comddulo a esquerda. Definimos a coacdo p& : R — CRR = C,
por pR(r) = g®r = g-r para todo r € R. Reciprocamente, se R é um
C-comddulo a direita, entdo C' possui um group-like g, conforme Lema
1.51.

Exemplo 1.41 Sejam G uwm grupo e M um R-mddulo o direita G-
graduado, ou seja, M = ©geaMy, em que My sao R-modulos a direita.
Consideremos RG = @4cq Ry, 0 coanel de grupo (ver Exemplo 1.32),
com estrutura de R-bimddulos dada, para quaisquer r,v' € R e g € G,
por 104 -1 = 1rr'dy, e estrutura de R-coanel dada por A : RG —
RG®r RG, A(6y) =040, ec: RG— R, €(dy) = 1r. Entdo, M é
um RG-comddulo a direita com coagdo p: M — M ®r RG definida
por p(Xgecg) = 2gec Mg @ dg-

1.5 Dualidade

Sabemos que o dual de uma k-codlgebra, tem uma estrutura cano-
nica de k-dlgebra. De maneira inversa, se uma k-algebra é projetiva
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finitamente gerada como k-modulo, entdo essa k-algebra possui uma
estrutura de k-codlgebra ver [11]. Iremos fazer o andlogo para R-anéis
e R-coanéis.

Proposigao 1.42 Para um R-coanel (C,A,¢), o seu dual a esquerda
*C:= rRHom(C, R) possui uma estrutura candénica de R-anel, em que
para quaisquer o, € *C, ¢ € C' a multiplicagdo (produto de convolu-

¢Go) é dada por (o x¥)(c) = Y(cq) - ¢(c2)) e unidade 1-c = «.

Demonstracgao: Primeiramente, a estrutura de R-bimédulo em *C é
dada por (r — ¢ - 7')(c) = p(c- r)r’ para quaisquer r,7’ € R, ¢ € *C
e ¢ € C. Agora vamos mostrar que o produto de convolu¢ado, definido
acima, ¢ R-balanceado. De fato, para quaisquer ¢, € *C, c € C e
r € R, temos

((p ) x¥)(c) = d(cqy - (¢ 7)(c@))
=Y(cq) - (ple@)r))
= Y((cqy - ple)) - 1)
= (r —=1)(cq) - ple)))
= (p* (r —=1))(c).

Agora, é claro que o produto de convolugdo é morfismo de R-médulo &
direita, basta mostrarmos para a estrutura a esquerda. De fato, antes
note que A é morfismo de R-bimddulos, assim temos,

Alc-r)=Ac) T =(c)y ® ) -1 =ca) @ () 7).
Desta forma,
((r =) x¥)(c) = Plcq) - (r = plew)))
= (e - plee) 1)),
por outro lado,
(r = (px¥))(c) = (px¥)(c-T)
=Y(cqay - ple) - T))-

Mostremos agora que 1«c = € e que o produto de convolugao é associ-
ativo. De fato, para quaisquer c € C, p,9 e 8 € *C, temos

(exp)(c) = 90(0(1) : 5(0(2)))
= ¢(c)

28



Agora note que, A(cqyy - p(c(z))) = cay @ (c(2) - ©(cs))), desta forma,
temos
(p* (¥ *0))(c) = (¥ *0)(cq) - plc))
= 0(cqy - (Y(e) - ples)))))
=0(cqy - (Y *9)(cz)))
((pxv)*0)(c).

]
Agora veremos dois lemas que serdo usados na nossa proxima pro-
posicao.

Lema 1.43 Seja B um R-anel projetivo finitamente gerado como R-
modulo & direita. Considerando B* = Homp(B, R) temos que a se-
guinte aplica¢ao € uma bijecdo:

—

( ): B*®grB* — Homgr(B®gB,R)
Y = pRY

em que m(a ®b) = p(¥(a) - b), para quaisquer a,b € B.

Demonstragao: De fato, defina

():Homgp(B®g B,R) — B* ®p B*,
F+— F tal que
Fi=) F(x; @) p; @ pi,
i,j=1
em que {z; € B}, {p; € B*}, é a base dual. Mostremos que
() e ( ) sdo inversas uma da outra. De fato, para quaisquer F €
Homp(B ®r B,R) e a,b € B, temos

—

ﬁ(a@b)z ZF(xzé@x])p]@pz (a®b)
ij=1
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n

= Z F(zi @ zj)pj(pi(a) - b)

i,j=1

Flazi®) z;-pi(pi(a)-b)

Jj=1

I
NE

-
Il
_

F(z; ® pi(a) - b)

F (Z z; - pi(a) ® b)

=F(a®D),

Il

s
I
—

por outro lado, para quaisquer ¢, ¥ € B*, temos

;-/@;\Tb = ilafi)\l/}(%@%) “pj @ pi

i,j=

= i1 p((@i) - x5) - pj @ pi
i,j=

. anl(w e (@5) 05 @
e

= itp; (i) @ ps

=¢® (i: ¥(x;) -m)

—0® z/}.m

Lema 1.44 Seja B um R-anel, que € projetivo finitamente gerado
como R-mddulo & direita. Considerando B* = Hompg(B,R) temos
que a sequinte aplicacdo € uma bije¢ao

—

(): B*®rB*®@rB* — Homp(B®rB®gB,R)
PRYDE — PRYDE

em que ¢ w E(a®@b®c) = p((&(a)-b)-c) =, para quaisquer a,b
ecc B.
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Demonstragao: De fato, defina (A/) : Hompr(B ®r B®r B,R) —
B*®r B* @r B*, F — F tal que

n
F= Z F(z; @ x5 @ xp) - pr @ pj @ piy
i\j k=1
em que ;,T;,Tk, Pi,P; € pr estdo na base dual. Mostremos que
() e ( ) sao inversas uma da outra. De fato, para quaisquer F €
Hompr(B®r B®g B,R) e a,b,c € B, temos

—

~

Fagboe)=| > Flaoz @) pop@p|(@@boc)
i,5,k=1

<

n

= > Flai®x; @ zx)p(pi(pi(a) - b) - )
i,7,k=1

IS

n

= F <$i R ka - pr(pj(pi(a) - b) 'C)>
j=1 k=1

1,j=

- Z F(z; @ 2 @ pj(pia) - b) - c)
= F(z;®xj-pi(pi(a) - b) ®c)

-
&,
Il

I

«
Il
_

F(z; ®pi(a) - b®c)

M=

F(z; pi(a) @b®c)

=Fla®b®c),

o
Il

por outro lado, para quaisquer ¢, ¥ £ € B*, temos

|

PRYRE RYRE(r; ®a; @ xk) - pr @ pj D p;

AS)

)
J,k=
= Y (&) - wy) - an) - pr @ ps @ ps
J k=
Yo (o= ) - ) (wh) - o @ p; @ py
J k=
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o= Y(E(xi) ;) ®p; @ pi

Il
IMs

1

=
<
Il

e @ (¥ &) (@) pj @ pi
1

Il
IMs

s
i

PR — &(1;) ® p

™

@
Il
-

PR E(xs) - pi

I

I
S g
®>—l

P&

Proposigao 1.45 Para um R-anel (B, u,n) projetivo finitamente ge-
rado como R-mddulo a direita, o dual a direita B* possui uma es-
trutura candnica de R-coanel. O coproduto em termos da base dual
({z; € B}, {pi € B*},), € dado por

M) =3 elai-) @r pi.
i=1

A counidade é dada por e : B* — R, () = ¢(1p), para todo ¢ € B*.

Demonstragao: Primeiramente, a estrutura de R-bimédulo em B* é
dada, para quaisquer r,r’' € R, o € B* e b € B, por (r-¢ — 7')(b) =
ro(r’-b). Agora pelo Lema 1.43 vamos ver que o coproduto é morfismo
de R-bimo6dulos. De fato, para quaisquer r € R, ¢ € B* e a,b € B,
temos

—

Alp —r)a®b) = (Z«o ) (z—) @ pz) (a®b)

i=1

(o = r)(wi(pi(a) - b))

I

=1

s |l

(¢ =) (i - pi(a))b)

~— 1) (ab)
~ab),

I
SE0
S
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por outro lado,

—

p(zi—) ®r pi — 7") (a®0)

—

(A(p) =r)(a®b) =

itgr

S
Il
=

I

«
Il
—

p(zi((pi == 1)(a) - b))

I

.;
Il
-

e(xi(pi(r-a)-b))

Il

-

i M:
S
—~
=
8
e}
S
=
=
s
&
=
(=
=

I
€
=L
.3
S 9
~— —
. S
S~—

Também temos

—

(r-¢)(zi—) ®r Pi) (a ®b)

—

Ar-¢)la@b) =

T s
Il
-

s

(r-9)(xi(pi(a) - b))

.
Il
3 -

rZw((wi - pia))b)

= rp(ab),

por outro lado,

—

p(ri—) ®r pi> (a®D)

—

(r-Alp)(awb) = ( }

i=1

= (Zr cp(ri—) @r pi) (a®D)



= rp(ab).

Segue que A é morfismo de R-bimoédulos. Agora usando o Lema 1.44,
vamos mostrar que vale a coassociatividade. De fato, para quaisquer
a,b,c € B ey € B temos

-

((B*®@r A)A(p)(a®b®c) =

= <(B* ® A) (Z o(x;—) ®r Pi))(a@’ b®c)
=1

= (Z o(zi—) ®r pi(rj—) Or Pj) (a®b®c)
= > elailpi(a(psla) b)) -0))

= (P_(abc)v
por outro lado,
(A®rBIA() (@@ b®c) =

= ((A ® B¥) (Z p(zi—) ®r Pz‘) ) (@a®b®0)

= ( o(x;zj—) Qr pj OR Pz‘) (a®b®c)
ij=1

= Z o(xizj(pj(pi(a)-b)-c))

= Z p(xi(zj - pj(pi(a) - b))e)
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Il

s
I
—

p(xi(pi(a) - b)e)

I

s
Il
-

o((w; - pi(a))be)

= ¢(abc).

Mostremos agora que vale a counitalidade. De fato, para quaisquer
p € B*ebe B, temos

((B*®@re)A(p)) (b)

Il
—
I M:

5
8
L

P
o
>

~

=

I
€
—
8
®

]

Nosso préximo lema mostra a condigao, necesséria e suficiente, para

R como modulo regular (R ¢ um moédulo sobre ele mesmo), ser um

A-mo6dulo, em que A é um R-anel. Este lema também serd usado

quando estivermos tratando da categoria monoidal de moédulos sobre

um R-bialgebroéide a direita no segundo capitulo. Em tal lema, também

aparece a definicao de caracter & direita, que serd usado na defini¢ao
de R-bialgebroide & direita.

Lema 1.46 O mddulo a direta reqular R se estende para um mddulo a
direita sobre um R-anel (A, 1, n) se, e somente se, existe um morfismo
de k-mddulo x : A — R, tal que para quaisquer a,b € A er € R as
sequintes condigoes sao satisfeitas.
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(i) x(14) = 1g;
(i) x(an(r)) = x(a)r;
(i) x((nox)(a)b) = x(ab).

Demonstragao: (=) Queremos definir y : A — R morfismo de k-
modulos. Como R é A-modulo a direita, temos ¢ : R®g A — R em
que Yr(r ® a) =r — a é a agdo a direita de A em R. Também temos

1
A > Rer AR,
Defina x :=¢r o l;ll, dessa forma temos

x(a) = (Yrol ") (a) =vYr(lg ®ra) = 1z — a.

Note que x é morfismo de k-mddulos, pois é a composi¢cao de morfismos
de k-moédulos. Vamos verificar as outras condicoes. De fato, para
quaisquer a,b € Aer € R, temos x(1la) = 1g — 14 = 1g e também

e ainda

x((n o x)(a)b) = x(n(x(a))b)
=14 < n(x(a))b
= (1r = n(x(a))) = b
= (g~ 1a-x(a)) = b
= ((1r = 1a)x(a)) = b
=x(a) —b=(1g+~—a)~b
=1r — ab = x(ab).

(<) Temos x : A — R morfismo de k-modulos que satisfaz as
condi¢oes acima. Defina,

{ﬁ;: RxA — R
(r,a) = Xx(n(r)a).
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Mostremos primeiro que 17)\1; é R-balanceada. De fato, para quaisquer
r,s € Rea€ A temos

Yr(r;s-a) =x(n(r)(s - a))

Segue que 12;:{ é R-balanceada. Portanto, existe tnica ¢ g: RQrA — R,
tal que Yr(r ® a) = x(n(r)a), para quaisquer r € R e a € A. Vamos
mostrar agora a comutatividade dos seguintes diagramas

RopnAop AV  Rop A  RRopR-2L RopA

R®Ml le Idn lwk

R®r A R, R.

R

De fato, para quaisquer a,b € A e r € R, temos para o primeiro
diagrama

(Yro (Pr @ A)(r@a®d) =¢r(x(n(rje) ©b)

= (ro (RO u)(r©a®b).

Para o segundo diagrama temos

(Vro (R®n))(r®1g) =¢r(r@n(lg))
=Ygr(r®1a)
= x(n(r)1a)
= x(Lan(r))
= X(lA)
=1g
Portanto, segue o resultado. ]

Definigao 1.47 Seja (A, p,n) um R-anel. Um morfismo de k-mddulos
X : A — R, satisfazendo as condi¢oes do lema acima é chamado de
caracter a direita.
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Defini¢ao 1.48 Seja (A, 1, n) um R-anel possuindo um caracter a di-
reita x : A — R. Os invariantes de um A-mddulo ¢ direita (M,-)
com respeito ao caracter x sdo os elementos do k-submddulo

M, ={meM; m-a=m-n(x(a)), YaecA}.

Proposigao 1.49 Sejam (A, p,m) wm R-anel com um caracter & di-
reita x : A — R e M um A-mddulo & direita. Entdo M, é isomorfo
a Homy (R, M) como k-mdédulos. Em particular, os invariantes de R
sao os elementos da subdlgebra

B={reR; x(n(r)a)=rx(a), Vac A}.

Demonstragao: Defina ¢ : M, — Homa(R, M), p(m)(r) = m-n(r),
para quaisquer m € M, e r € R. Mostremos que ¢(m) é morfismo de
A-modulos a direita. De fato, denotamos ¥g(r ® a) = r<a = x(n(r)a)
e para quaisquer m € My, a € Aer € R, temos

E facil ver que ¢ é morfismo de k-moédulos. Agora seja m € ker(yp),
entdo m - n(r) = @(m)(r) = 0 para todo r € R, em particular para
r = 1g segue que m = 0, ou seja, ¢ é injetora. Agora considere f €
Hom (R, M) qualquer, definam = f(1g) € M enote que f(1r) € M,.
De fato, para todo a € A, temos

Assim para todo r € R, temos

o(f(1r))(r) = f(1r) - n(r)
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Segue dai que ¢ é sobrejetora. Portanto, ¢ é isomorfismo. Mostremos
agora que B = R, . Para tanto, mostremos primeiro que B C R,. De
fato, para todo r € B, temos

ou seja, r € R,. Mostremos agora que R, C B. De fato, para todo
i € R,, temos
x(n(r)a) =r<a
=r<an(x(a))

x(n(r)n(x(a)))
x(n(r))x(a)
= x(lA)T‘X(a)
=rx(a),

ou seja, r € B. Segue portanto, que B = R,. [

Associado ao caracter x, existe um morfismo canénico

F: A — BEnd(R)
a = 1 x(n(r)a),

em que B = R, definido na proposi¢ao 1.49.

Defini¢ao 1.50 O R-anel (A, u,n) € dito ser de Galois com respeito
a x se F ¢ bijetiva.

Lema 1.51 O R-mddulo a direita reqular R se estende para um C'-
comddulo & direita de um R-coanel (C,A,e) se, e somente se, existe
um group-like g € C.
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Demonstragao: (=) R é C-comodulo a direita, ou seja, os diagra-
mas seguintes comutam

R P SR®C R P~ ReC
Pl iR@A lR@E
"
RC—=R®C&C, R~R®R.
pRC

Agora defina g = p(lg), mais precisamente utilizando o isomorfismo
lc:R®C — C temos g = 1.0 p(lg). Assim,

legc(ROA)1r ® g) = lowc(lr ® 9a) ® 9(2)) = 91) @ 9(2) = A(g).
Portanto,

A(g) = lcgc(R® A)(1r @ 9g)
=lcec(R® A)p(1g)
=logc(p® C)p(1r)
=(lc®C)(p®C)(1r®g)
=lcop(lr)®g
=g®g.

Também temos

g =lpolz'(1R)
=Ilp(R®¢)p(1R)
=Ilr(R®e)(1r®9)
=Ir(1r ®e(g)) = <(g)-

(<) Agora, seja g € C, satisfazendo as condigbes acima, defina

p: R — R®C
r +— 1lp®g-r,

note que p é morfismo de R-modulo a direita. De fato,

p(rs) =1p®g-(rs)
=1r® (g~r) - S
=(lr®g-1)s
= p(r)s.
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Portanto, p é morfismo de R-moédulo a direita. Vamos mostrar que p é
uma coacao a direita. De fato, temos

(R@A)p(r) = (R®A)(1g®g-T)
=1g®@A(g-T)
=1r® A(g)r
=1lr®(g®@g)r
=lpr®@g®g-r
=p(lr)®g-r
=(p®C)(1rg®g-r)
= (p @ C)p(r).

(R@e)p(r) = (Ree)(lp®yg-T)
=1r®e(g-71)
=1r®e(g)r
=lgp@r=I15"(r).

Segue portanto, que R tem estrutura de C-comoédulo & direita. [

Deste ponto em diante, faremos as identificacbes sempre que as
expressoes envolverem os isomorfismos s e ;.

Definigao 1.52 Seja (C,A,e) um R-coanel possuindo um grouplike
g € C. Os coinvariantes de um comddulo o direita (M, ppr) com
respeito a g, sao os elementos do k-submddulo

M9 :={meM; py(m)=m®g}.

Proposigao 1.53 Sejam (C, A, &) um R-coanel com um grouplike g €
C e M um C-comddulo i direita. Entio M9 é isomorfo a Hom® (R, M)
como k-mdédulos. Em particular, os coinvariantes de R sao os elemen-
tos da subdlgebra

B={reR;, r-g=g-r}.
Demonstracao: Defina ¢ : M9 — Hom® (R, M), o(m)(r) = m -7
para todo r € R. Vamos ver que ¢(m) é morfismo de C-comodulos a

direita. De fato, para quaisquer m € M9 e r € R, temos

pu(p(m)(r)) = par(m - 7)
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= pu(m)-r

=m®g-r
=m-1lp®g-r
=p(m)(1p)®@g-r
=(p(m)@C)(1r@g-r)
= (p(m) ® C)pr(r).

Agora defina 1 : Hom® (R, M) — M?9 tal que ¢ (f) = f(1p) para
todo f € Hom®(R, M). Vamos ver que f(1z) € M9. De fato, temos

pm(f(1r)) = (f ® C)pr(1R)
=(feC)(lg®g-1g)
= f(lr)®g.

Mostremos que ¢ e ¥ sao inversas. De fato, para quaisquer r € R,
m € M9 e f € Hom® (R, M) temos

(poth)(f)(r) =¢(f(1r))(r)
=f(lg)-r
=f(lr-7
= ().

Também temos
(¥ o p)(m) = (p(m))
= ¢(m)(1r)
=m-1g

Mostremos agora que B = R9. De fato, para todo r € B, temos

pr(r)=1r®g-r
=1p®7r-g
=r®g.

Por outro lado, para todo r € RY, temos

lp®g-r=pr(r)
:fr@g
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=1p®r-g.
Segue portanto, que r - g = g - r. Logo B = RY. [
Associado ao grouplike g, existe um morfismo canoénico,

Can: R®R — C
a®b +—— a-g-b.

Definigao 1.54 O R-coanel C' é dito ser um R-coanel de Galois se
Can € uma bijegao.

Proposigao 1.55 Seja C um R-coanel projetivo finitamente gerado
como R-mddulo & esquerda. Para g € C, temos a aplicagcio x4 :*C —
R, o — &(g). Entao vale as seguintes afirmagoes:

(1) O elemento g € C é grouplike se, e somente se, x4 € um caracter
@ direita no R-anel *C;

(2) Um elemento b € R é um coinvariante do C-comddulo R a direita
(com coag¢ao induzida por um elemento grouplike g) se, e somente
se, b é um invariante do *C-mddulo a direita R (com respeito ao
caracter & direita Xq);

(8) Se 0o R-coanel C € um coanel de Galois (com respeito ao elemento
grouplike g), entdo o R-anel *C' é um anel Galois (com respeito
ao caracter g direita x,).

Demonstragao: Antes de provarmos a proposicao vamos relembrar
que, o produto de convolugdo em *C (ver Proposi¢ao 1.42) é dado da
seguinte forma:

(@ *)(g9) = ¥(9q) - ¢(92))

para quaisquer g € C e ¢,9 € *C . E ainda n : R — *C é definido
por n(r)(g) = e(g)r para quaisquer g € C' e r € R.

(1) (=) Temos que verificar as condicoes (i), (ii) e (iii) do Lema
1.46. De fato, para quaisquer ¢, € *C,r € Re g € C um

grouplike, temos,

(i) xg(1+¢) = 1g, em que 1-¢ = €. De fato,
Xg(€) = €(g) = 1r;
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(ii) xg(¢xn(r)) = xq(¢)r. De fato, temos

Xg(¢xn(r)) = (¢ *n(r))(g)
=n(r)(g- (¢(9)))
=e(g- (¢(9)r
=e(g)p(r)r

(iil) xg(n(xq(¢)) * ¥) = x4(¢ * ¢). De fato,
Xa(N(xg(9)) * ) = (n(xg(9)) * ¥)(

(<=) Queremos mostrar que g é grouplike, sabendo que x, é caracter
a direita em *C'. De fato, temos

e(g9) = x4(e) = 1.

Agora note que,

por outro lado,

Xg(@x ) = (¢ ¥)(9) = ¥(901) - 2(9(2)))-
Segue portanto, que para quaisquer ¢, € *C, temos

P(g-0(9)) = v(9q) - 69(2))- (1.3)
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Agora como C' é projetivo finitamente gerado como R-moédulo & es-
querda, temos {f* € *C}"_, e {z; € C}!, a base dual de C, ou seja,
para g € C, temos

9= Zfz(g) "X
i=1

e para g - f'(g), temos
g (9)=>_Flg-'(9)- =
j=1
Desta forma,

9209=90Y f(9) -

i=1

= Zg'fi(9)®$i
i=1

=33 g f(9) zj @
i=1 j=1

n

d
=> > Pl f9e))  x; @z por 1.3

i=1 j=1

n
=> g0y F'9e) @
=1

=91) ® Zfi(g(z)) - T

i=1

=91) D g2)-
Portanto, A(g) = ga) ® g2) = g ® g- Segue que g é grouplike.

(2) (=) b é coinvariante de R, ou seja, b-g = g -b. Temos que
mostrar que

Xg(n(b) * @) = bxy().

De fato, para todo ¢ € *C, temos



I
S S ©

o

(9-2(9)b)
(9-b)
(b-9)
?(g)

:ng(¢)-

Portanto, b é invariante do *C-mddulo a direita R (com respeito a xg).
(«<=) Temos que b é invariante de R, ou seja,

Xg(ﬂ(b) * @) = ng(Qb)-

Assim, para todo ¢ € *C temos ¢(g-b) = ¢(b- g). Temos que mostrar
que b- g = g - b. De fato, usando novamente a base dual de C', temos

<

S

I
o>

b~g:Zfi(b'g)~:ci.
i=1

Desta forma,

n n

bog=> fb-g)-wi=> flg-b)-m=g-b

i=1 i=1
Portanto, b é coinvariante do C-comddulo R (com respeito a g).

(3) Queremos mostrar que F': *C —p End(R) é bijetiva, tal que,
para quaisquer r € R e ¢ € *C, temos

F(e)(r) = Xg(n(r) x ¢)
= (n(r) = ¢)(9)
= ¢(g-n(r)(g))
=p(g-2(g)r)
=o(g-r).
Agora como Can: R R — C, r®@7r — r-g-r', & bijetiva,
temos que para todo ¢ € C, existem Y a; ® b; € R®p R tais que
> a;-g-b; =c. Entdo defina
¢: pEnd(R) — *C
f — o(f),

tal que, ¢(f)(c) = >_ a;f(b;). Desta forma, para quaisquer »_ a; -
g-bi=ceC,pe *C, f € pEnd(R) e r € R, temos

(Fo)(f) = F(o(f)(r)
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por outro lado,

(o F)(p))(c) = o(F(¢))(r)
= a;F(p)(b)
= aip(g-b)
= o> ai-g-b)
= p(c).

Segue que F' é bijetiva.
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Capitulo 2

Bialgebroides

Um bialgebroéide, diferente da definicao de bidlgebras, nao é definido
como uma compatibidade entre monoides (objetos dlgebras) e comonoi-
des (objetos coalgebras) na mesma categoria monoidal de bimédulos.
As estruturas de anel e coanel sdo definidas sobre diferentes dlgebras de
base. Na verdade, sao monoides e comonoides em categorias monoidais
distintas, a saber, a estrutura de objeto coalgebra é definida sobre R e
a estrutura de objeto algebra é definida sobre R ®j R°P.

O proéximo lema que vamos provar, caracteriza R-anéis. Perceba
que, se (A, u,n) ¢ um R-anel, entdo A possui uma estrutura de k-
algebra. A multiplicacdo m : A ® A —> A é definida por m = pom,
emque 7™ : A®r A — A®pr A é a projecao canodnica, e a unidade
na : k — A é definida por n4 = nonr em que nr é a unidade da
k-algebra R. A agdo a direita e a acio a esquerda de k em A sdo dadas
respectivamente, por a - s = ang(s) e s-a = ngr(s)a, para quaisquer
a€Aese€k.

Lema 2.1 FEziste uma correspondéncia 1 a 1 entre R-anéis (A, u,n) e
morfismos de k-dlgebras n: R — A.

Demonstragao: (=) Seja (A, pu,n) um R-anel. temos que mostrar
que 7 é morfismo de k-algebras. De fato, claro que 7 é k-linear. Basta
verificarmos que 7 é multiplicativo

n(rs) = n(rlgs)
=r-n(lg)-s
:T.lA'S

(r-la)-s
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(<=) Suponha que 1 : R — A seja morfismo de k-algebras. Em
particular, n é morfismo de R-bimo6dulos. De fato, podemos munir A
com a seguinte estrutura de R-bimoédulo, r - a - s = n(r)an(s), para
quaisquer 7, s € R e a € A. Assim,

n(rs) =n(rlgs) =n(r)n(1r)n(s) =7-1a-s.
Também podemos munir A®j A com a seguinte estrutura de R-bimédulo,
r-(a®b)-s=n(r)aebm(s),

para quaisquer r,s € Re a® b € A ®; A. Desta forma, nao é dificil
ver que m é morfismo de R-bimodulos. Portanto, precisamos apenas
construir uma multiplicacdo p: A g A — A a qual é morfismo de
R-bimoédulos. De fato, apartir de n podemos construir dois morfismos

fi9: ARy R A — ARy A,
definidos por
fla@r@b)=an(r)®@b e gla®r®b) =a®@n(r),
para todo a ® r @b € A ®, R ®; A. Nao é dificil mostrar que f, g

sdo morfismos de R-bimddulos. Desta forma, podemos considerar o
produto tensorial balanceado por R, como o coequalizador

f
AR, R®L A ;A®kA4ﬂ>A®RA.
g

Agora pela associatividade da multiplicagao m temos

mo fla®r®b) =m(an(r) @b)



Portanto, pela propriedade universal do coequalizador, existe tinico
u: A®p A — A morfismo de R-bimddulos, tal que, o seguinte dia-
grama é comutativo,

f
A®kR®kA*>A®kAL>A®RA

9 [
I

m
\V

A.

Nao é dificil verificar a associatividade de p. ]

Desse lema, um R ®j R°P-anel B é descrito por um morfismo de
k-algebras n : R ®; R°? — B. De maneira equivalente, podemos
considerar as restricoes

s =n(—Q®rlg):R— B e t:=n(lg®—): R’ — B,

que sao morfismos de k-algebras com imagens comutando em B. Os
morfismos s e t sao chamados de source e target de um R ®; R°P-
anel B, respectivamente. Um R ®; R°P-anel serd denotado pela tripla
(B, s,t), em que B é uma k-algebra, e s, t sdo morfismos de algebras com
imagens comutando em B. Por simplicidade vamos denotar R ®y R°P
por R e os elementos de R°P por T.

Agora considere B x, B o k-submédulo de B ®r B definido por

BXxpB:= {Z b; @b, € BorB]| Zs(r)bi Qb= Zbi®t(r)b; Vre R} .
i i i
E possivel mostrar que B X'n B € uma k-algebra, com multiplicacao,

dada para quaisquer a®b, c®d € B x; B, por (a®b)(c®d) = ac® bd.
De maneira simétrica definimos

Bx}pB:= {Z b;@b; € BRRB|Y bit(r) @bj=> b;@bjs(r) Vr e R} :
que também uma k-algebra.

2.1 Definicao e Exemplos

Definigao 2.2 Seja R uma dlgebra sobre um anel comutativo k. Um
R-bialgebroide a direita B, consiste de um R°-anel (B,s,t) e de

um R-coanel (B,A,e) no mesmo k-mddulo B, que estdo sujeitos aos
sequintes aziomas de compatibidade:
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(i) A estrutura de R-bimddulo no R-coanel (B, A, ¢) é dada por
rb-r" =bs(r')t(r) (2.1)
para quaisquer 7,7’ € R e b€ B.

(i) Considerando a estrutura de R-bimddulo em B, como em 2.1,
temos A(B) C B xT, B e A € morfismo de k-dlgebras, em que

BXxpB:= {Z b; @V € B®RB|Zs(r)bi ®b;=Zbi®t(7‘)b; Vre R} .

(i1i) A counidade € é um caracter & direita no R-anel (B,s). Em que
(B, s) € o R-anel descrito por s como unidade.

Como consequéncia do item (i47) da Definigdo 2.2 temos a seguinte
proposicao.

Proposigao 2.3 Seja B um R-bialgebrdide a direita, com estrutura de
R¢-anel dada por (B, s,t) e estrutura de R-coanel dada por (B, A,¢).
Entao valem as sequintes afirmacoes:

(1) e(t(r)) =e(s(r)) =, para todo r € R;
(2) e(t(e(a))b) = e(s(e(a))b), para quaisquer a,b € B.
Demonstragao: (1) Para todo r € R, temos
e(t(r)) = e(1st(r))
= 8(7’ . 13)

= 7‘5(13)
:’f"

também temos

e(s(r)) =e(1ps(r))
= 5(13 . T‘)
=e(1p)r

(2) Para quaisquer a,b € B, temos

e(t(e(a))b) = e(s(e(t(e(a))))b)
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= e(s(e(a))b).

]

Note que o k-submoédulo Bx; B de BRgB é definido de tal maneira

que a multiplicagao ¢ bem definida. B x%; B é chamado de produto

Takeuchi & direita. Na verdade B x; B tem mais estrutura do

que uma k-algebra, como vamos ver na proxima proposi¢ao. Antes,
enunciaremos um resultado que vamos usar.

Lema 2.4 (Elemento nulo em um produto tensorial) Seja R um anel
com unidade, N € pM e M € Mp. Sejam ainda {n;}ic; uma familia
de geradores para N e {m;}icr uma familia de elementos de M tais
que m; = 0 a menos de um numero finito de indices. Entdo para

Z m; @n; € M Qg N

il
temos que Zie] m; @n; = 0 se, e somente se, existe uma familia finita
{zj}jes em M e uma familia {r;;}ycsx1 em R satisfazendo

(i) rj # 0 apenas para uma quantidade finita de indices (j,i) € JxI;
(1) > ;e Tji-mi = 0 para todo j € J;

(ZZZ) Zje.] Tj Ty = My.

Este resultado encontra-se provado em [30] pagina 97.

Proposigao 2.5 Seja (B, s,t) um R¢-anel. Entdao o produto Takeuchi
B x', B € um R°-anel com unidade 1 : R®j, R°? — B X'z B dada por
n(r®r') =1t(r') ®g s(r) e a multiplicagao dada por

(Z a; @R bz)(z ¢j ®rd;) = Z a;c; ®r bidj,
i J i,
para quaisquer Y a; ®pb;, Y. ¢;Qrdj € Bxp B er®r € R®, RP.
i J
Demonstragao: Primeiro vamos ver que a multiplicagao estd bem
definida, ou seja, que independe da escolha de representantes de uma

classe. Basta mostrarmos que o produto é zero quando um dos fatores
é zero. De fato, para Zal®bl, Zq@d € Bxy B, se ch ®rd; =0

pelo lema 2.4, existe uma quantldade finita de elementos rr; € Re
z, € B tais que

Zrkj -dj = Zdjt(rkj) =0 e Zxk TRy = Zxks(rkj) =¢j,
J 7 k k
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entao temos

(Z a; @ bi) ch ®d; | = Zaicj ® b;d,;
i J i.j

= Z CLiLL‘kS(’I’k]‘) (24 bzdJ
1,5,k
= Z AT - T & bldj
i,k
= Z ;T Q@ Tgj - bldj
(N
= Z ;T ® bidjt(’l"kj) =0.

.5,k

Perceba que ndo usamos o fato que ) . a; ®r b; € B x’p B, isso vai ser
necessario apenas no caso quando o primeiro fator é zero. De fato, seja
> a; ®b; =0, entdo existe uma quantidade finita de elementos r; € R

1
e Y, € B tais que
Z bit(rgi) =0 e Zyks(rki) = a;,
k k

entao temos

(Z a; ® bz) Z ;@ dj = Z a;c; ® bldj
( J 2]

= Z Yrs(Tri)e; & bid;
ik
= Z Yrcj @ bit(rri)d; = 0.

.3,k

Aqui usamos o fato que Zj ¢; @ dj € B x'; B. Portanto, a multipli-
cagao estd bem definida. Nao é dificil verificar a associatividade da
multiplicacao e que 15 ® 15 é a unidade da multiplicagao desta algebra
associativa. Agora vamos verificar que 1 € um morfismo de algebras.
De fato, sejam r,w, u,v € R, entdo

N((rew)(u®v)) =n(ru® vw)
= t(vw) g s(ru)
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= t(w)t(v) Or s(r)s(u)
:( (w) @r s(r))(t(v) @r s(u))
=n(r @ w)n(u ©v).
Segue entao que B X B é um R¢-anel. ]
Definigao 2.6 Seja L uma dlgebra sobre um anel comutativo k. Um
L-bialgebroide a esquerda B, consiste de um L¢-anel (B,s,t) e de

um L-coanel (B, A, ) no mesmo k-mddulo B, que estio sujeitos aos
sequintes aziomas de compatibidade:

(i) A estrutura de L-bimddulo no L-coanel (B,A,€) € dada por
L-b-1'=s()t(l')b (2.2)
para quaisquer I,I' € L e b€ B.

(ii) Considerando a estrutura de L-bimddulo em B, como em 2.2,
temos A(B) C B xt B e A é morfismo de k-dlgebras, em que

Bx%B:= {Z bi@b; € BRLB|Y bit(l) @bj=Y b;@bjs(l) Vi€ L} .
(iii) A counidade € é um caracter a esquerda no L-anel (B,s). Em

que (B, s) é o L-anel descrito por s como unidade.

De maneira anéloga a Proposicao 2.3, para quaisquer a,b € B e
l € L, temos

£(t(1) = e(s(1)) = 1 (2.3)

e(at(e(a))) = e(as(e(a)))- (2.4)

Antes de continuarmos, note que em um R-bialgebréide a direita B,
para quaisquer b € B e r € R, temos

A(b . T) = A(b) = b(l) QR b(g) = b(l) QR b(g)S(T‘) (25)

A(r-b)=r-A)=r- b(l) XRr b(g) = b(l)t(r) QR b(g). (2.6)
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Ja em um L-bialgebroide & esquerda B, para quaisquer b € Bel € L,
temos

Ab-1)=A0)-1= b(1) XL b(g) = b(l) XL t(l)b(2) (2.7)

A(l-b)=1-A(b)=1- b(l) ®r b(g) = S(l)b(1)®Lb(2). (2.8)

Definigao 2.7 Sejam L e L duas dlgebras sobre um anel comutativo
k, Br e B;, L-bialgebrdide a esquerda e L-bialgebrdide a esquerda, res-
pectivamente. Denote as estruturas de L¢-anel e L-coanel em By, por
(Br,sr,tr) e (3L7AL,€L) respectivamente. Denote também, as es-
truturas de L°-anel e L-coanel em Bz, por (Bz,sz,t7) e (B, Az,¢57),
respectivamente. Um morfismo de bialgebrozdes a esquerda, é
um par de morfismos de k-dlgebras (® : By — Bz, o : L — L)
satisfazendo as sequintes condicoes:

(i) spop==®osy;
(i)
(#it) Apo® = (P @ ®)oAL;
(iv)

Analogamente, define-se morfisno de bialgebroides a direita.

lfop=>%oo0t;

5L0<I> poEL.

Proposigao 2.8 Seja B um R-bialgebrdide a direita. Entao valem as
sequintes afirmagcaoes:

(1) Beop € um R°P-bialgebréide & direita;
(2) B°? é um R-bialgebrdide a esquerda.

Demonstracao: (1) Note que B, ¢ um R°? @ R-anel (B, s'=t,t' = s)
e possui a seguinte estrutura de R°P-coanel (Beop, Acop, €). A estrutura
de R°P-bimoédulo em (Bcop, Acop, €) € dada, para quaisquer r,7’" € R e
b€ B, por

robar’ =bt'(r)s' (1) = bs(r)t(r') =1"-b-r.

Dessa forma, Ay € € sao claramente morfismos de R°P-bimédulos.
Mostremos agora que Acop € Beop X'gop Beop. De fato, para quaisquer
be Ber e R, temos

b(g) AT @ Ror b(l) = b(g)t(r) Q) Rovr b(l)
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=7r- b(g) Q Rer b(l)
= b(g) QRor b(l) T
= b(g) Q Ror b(l)s(r)
= b(g) QpRor T > b(l),
também temos

s'(r)bea) @per b1y = t(r)b(2) @rer b(1)
= b(2) ®ror 5(1)b(1)
= b2y @por t'(1)b(1)-

Mostremos que valem a coassociatividade e a counitalidade. De fato,
para todo b € B, temos

(Acop ®Ror Beop)Acop(b) = (Acop @Ror BCOP)(b(2) @ Ror b(l))
= b(2)(2) @rov b2)(1) ®rer b1
= b(3) ®Rnp b(g) ®R0P b(l),
por outro lado,
(Bcop ®ROP Acop)Acop(b) = (Bcop ®R°P Acop)(b(Z) ®R°P b(l))
= b(2) @Rer b1)(2) @Rer b(1)(1)
= b(3) @Ror b(z)y @Rgor b(1)-

Também temos

(Beop @Ror €)Acop(b) Beop @por €) (b(2) Q@ Ror b(l))

(
b(g) < E(b(l))
b

(b)) - b2

)

(¢ @Ror Beop)Acop(b) = (€ @por BCOP)(b(Z) Q@ Ror b(l))

= E(b(g)) > b(l)
=ba) - (b))
=b.

Mostremos que € é caracter & direita no R°P-anel (Bg,,, s'=1t). De
fato, para quaisquer a,b € B, temos

£(s'(e(a))b) = £(t(c(a))b)
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(s(e(a))b)
(ab).

Segue portanto, que B, € um R°P-bialgebréide & direita.

(2) Note que B°? é um RC-anel (B, s’ =t,t' = s) e possui uma estrutura
de R-coanel (B°? A ¢). A estrutura de R-biméddulo em B°P ¢é dada,
para quaisquer 7,7’ € R e b € B, por

9
9

r>bar’ =5"(r) opt'(r') op
= t(r) -op (") -0
= bt(r)s(r')

)

ou seja, a estrutura de R-bimoédulo em (B°P,A,e) é a mesma em
(B, A, ). Mostremos que A(B°P) C B°P x', B°P. De fato, para todo
b € B°P, temos

b1y “op t'(r) ®r beay = 5(1)b1) @R b2)
= b1) ®r 1(r)b(z)
= b)) @R bez) ~op £(r)
= b(1) DR be2) op 8'(7).

Mostremos agora que ¢ é caracter a esquerda em (B°P, s’ = t). De fato,
para quaisquer a,b € B°P, temos

£(b-op t(e(a))) = e(t(e(a))b)
= &(s(e(a)))
= ¢(ab)
=e(bopa)
Concluimos portanto, que B°? é um R-bialgebréide & esquerda. [

Exemplo 2.9 Bidlgebras A sobre k, sdo k-bialgebréides na categoria
dos k-mddulos (4 esquerda ou a direita). Os morfismos s e t sdo iguais
ao morfismo unidade n : k — A.

De fato, note que k ~ k ®; k°P, portanto A é k ®; k°P-anel, pois & k-
algebra e n é morfismo de k-algebras. Verificando os itens da definicao
temos, A xj A= A®y A, de fato, para quaisquer > b; @b’ € A®y A

er €k, temos

Zn(r)bi(@bg:Zr'bi@bg

o7



Vamos verificar que ¢ é caracter a direita de (A, n). De fato, e(14) = 1x
é claro, pois € é morfismo de k-algebra. Para quaisquer a,b € Aer € k,
temos

glan(r)) =¢ela-r) =e(a)r

e(n(e(a))b) = e(e(a) - b) = e(a)e(b) = e(ab).

Portanto, temos que A é um k-bialgebroide a direita (& esquerda).

Exemplo 2.10 Seja R uma dlgebra sobre um anel comutativo k. Po-
demos munir R® com uma estrutura de R-bialgebrdide a direita. Os
morfismos source e target sao dados pelas inclusées

s:R— R® e t: R — RS,

definidos por r — r @ 1 e ' — 1r ® 1/, respectivamente, para
quaisquer v, € R. O coproduto é definido por

A: R — R*®@p R*
rer — (1rp®71) Qg (relg),
e a counidade é definida por

e: R° — R
rer — r'rn
para todo r @ 7' € R ®; R°P.
Primeiro, é claro que R® é um R°-anel, com multiplicacao dada en-
trada & entrada e unidade dada pela identidade. Vamos ver entdao que

(R° A, e) € um R-coanel. Veremos primeiro que A e € sdo morfismos
de R-bimo6dulos. De fato, para quaisquer r € R e a ® b € R, temos

A(r-(a®b)) = Al(a®b)t(r))
=A((a®b)(1rg®@7))
= A(a ® bF)
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=(1r®b7) ®r (a® 1g)
=(1r®@b)(1r®T) g (a® 1g)
= (1r ®@b)t(r) ®r (a® 1g)
=7- (1 ®b) ®r (a® 1R)
=r-Ala®b)

Alla®b)-r) = A((a@?)(r ® 1R))

Também temos

Vamos ver agora que
(R°©A)oA=(AQR)0A e (e®R)oA=Ig = (R°@e)oA.
De fato, para todo a ® b € R®, temos

(RP®@A)oAla@b) = (R°®@A)[(1r @b) ®r (a @ 1R)]
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=(1r®b) ®r [(1r ® 1) ®r (a ® 1g)]
=[(1r®b)®r (1R ® 18)] @R (a ® 1R)
(A®R)[(1r®b) ®r (a® 1R)]
=(A®R%) oA(a®Db)

e também,

(e®R)oA(a®b) = (@ R°)[(1r ®b) ®r (a ® 1R)]
=e(1rg®b)- (a® 1g)
=b-(a®1R)
= (a® 1r)t(b)
=(a®1r)(1r®b)
= (a®D),
[(1r ®b) ®p (a ® 1))
ce(a®1R)

S S S S
@
—
S
S—

NN N N
Q

£}
®
—
&

Portanto, temos que (R®, A, ¢) é um R-coanel. Vamos verificar que a
imagem de A estd contida no produto Takeuchi & direita. De fato, para
quaisquer 7 € R e a® b € R, temos

s(r(1Ig@b) @r (a®1g) = (r® 1r)(1r ®b) ®r (a @ 1R)
=(r®b)®g (a® lg)
=(1g®@b)(r®1g) @ (a®1g)
=(1r®b)s(r) @r (a ® 1g)
=(1r®b) - r®g (a® 1g)
(lR®b r-(a®1R)

= ( (a® 1R)t(r)

= ( (a®1gr)(1r®T)
= ( (

=( (lr®7)(a® 1R)
= ( rt(r)(a® 1g).
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Segue portanto, que a imagem de A esta contida no produto Takeuchi
a direita. Agora vamos ver que A é morfismo de k-algebras. Basta
verificarmos que A é multlicativo. De fato, para quaisquer a®b, c®d €
R¢, temos

Ala@b)A(c®d) =[1r®b) ®r (a®1R)][(1g ®d) ® (c® 15)]
=(1rg®b)(lp®d) ®r (a® 1g)(c® 1R)
= (g ® bd) ®p (ac® 1R)
= A(ac ® bd)
=A((a®b)(c®d).

Portanto, A é morfismo de k-algebras. Resta verificarmos que £ é um
caracter & direita no R-anel (R°,s). De fato, temos

e(lr®@1g) = 1glgr = 1p,

também temos

e(s(e(a®D))(c®d))

e((ba® 1g)(c®d))
e(bac ® d)

d(bac)

= (db)(ac)
€
€

(ac ® db)
(ac @ bd)

(a@b)(c®d),

para quaisquer a®b, c®d € R°. Segue dai que £ é um caracter a direita
no R-anel (R, s). Portanto, concluimos que R® é um R-bialgebroide a
direita.

Exemplo 2.11 (Bidlgebras fracas) Uma bidlgebra fraca sobre um
anel comutativo k, consiste de uma dlgebra e uma codlgebra sobre o
mesmo k-mddulo B, que estao sujeitas a axiomas de compatibilidade
que generalizam os axiomas de bidlgebras. De maneira mais clara, o co-
produto continua sendo multiplicativo, mas a unitalidade do co-produto
A e a multiplicatividade da counidade € sdo enfraquecidas, conforme
as sequintes condi¢oes

(A(1p) @k 1) (15 @1 A(1)) = (A @1 B)A(1p)
= (1p @k A(15))(A(lp) ®% 15) (2.9)
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e(ab(1))e(bez)c) = e(abc) = e(abay)e(b)c), (2.10)

para quaisquer a,b,c € B. Note que podemos reescrever a condigdo 2.9
da sequinte forma

Ly @k 1anle) @k Ly = 1a) @k L) @k 1@) = 1) @k 121 r) @ 1)
Considere, para todo b € B, a seguinte aplicacao idempotente
N :B— B, br— 11)e(bly).

Temos que R := Im(M%) é uma subdlgebra de B. Temos ainda que
B é um R°-anel, com source s : R — B dado pela inclusao e target
t: R — B dado, para todo b € R, pela restri¢cao da aplicag¢ao

t:B— B, b— E(bl(l))l(Z).

Podemos munir B com uma estrutura de R-coanel. O co-produto é
definido por A :==7wo A, em que m: By B — B®pg B e a counidade
€ definida por £ := ne.

Primeiramente vamos ver que (B, s,t) é de fato, um R¢-anel. Ja
sabemos que B é uma k-algebra, resta verificarmos que s e ¢t sdo mor-
fismos de k-algebra. Mas temos que s e t s3o k-lineares e s morfismo de
k-algebra, ou seja, basta verificarmos que t é antimultiplicativo. Antes
vamos mostrar algumas propriedades necessérias. Note que pelo fato
de A ser multiplicativo temos, para todo b € B,

b(l) ® b(g) =A(b) = A(blg) = A(b)A(lp) = b(l)l(l) ® b(2)1(2()2. 1)

Agora, usando esse fato, temos para todo b € B,

N7 (by) ® by = L1ye(b)l(z)) @ b
= 1e(bylanle) ® b(g)l(g/) (por 2.11)
= 1e(bayl)) @ b2l (por 2.9)
= 1melbm ) ®b<2>1<2><2>

=11)e((bl2))a)) ® (bl(2))(2)
=11y ®@e((bl2)) (1)) (bl(2))(2)
=1y ® bl(g). (2.12)
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Dessa forma temos

1y @ M (1) ® 1) = 1oy @ N7 (L)) ® L)
Portanto, para quaisquer a,b € R, temos
t( ) ( ) & bl(l))l(Q (al(l/ )1(2/)
3 bl(l))E(al(l/ )1(2)1(2/)
blay)e(ar (1(2 D)
))e(
&(

|
o)

(

(

(b1
e(bl(1y)e(alane(li)l2y))lzy (por 2.13)
e(blny)e(L(a)L(2ry)e(alary)l(a)

(

(

(

(

= &(

=¢e(bl(y12y)e(aly)lzy (por 2.10)
e(bl(ay)e(alny)lsy  (por 2.9)
e(be(al))liz))les)
€ bE(al(l))l(g)l(ll )12y (por 2.9)
bt(a)l1))12
= t(bt(a)), (2.14)

também temos

t(t(a)d)

(e(al1y)l(z))
(al(1))t(L(2)b)
(al(1y)e(1(2)blan)lean
(abl(ll )2y (por 2.10)
(ab).

t
€
€
€
t

Agora note que

N (b)t(a) = L1ye(bl(z))e(alin)liz)
= e(al))l)le)e(bli)
= e(al@)l@nla)e(bliz)
— t(a) % (b).

Portanto, para quaisquer a,b € R, temos



t(N(b)t(a))

t(bt(a))

t(b)t(a). (por 2.14)

Segue dai que B é um R¢-anel. Vamos verificar agora que (B, A,¢) é

um R-coanel. De fato, jA temos que a coassociatividade é satisfeita.
Vamos verificar o axioma da counidade. De fato,

(e® B)A(b) = (¢ ®r B)(ba) ®r be2))
=¢e(bay) - b2y
= 1welbwyle) - be)
= b (1<1>€(b<1>1<2>))
= b2ye(b1yle2))t(1(1y)
= b(2ye(b1)L(2))e(1(1yL (1)1 (2n
= b(g)s(b(l)l(l/ )12y (por 2.10)
=e(bwylan)b )
=¢e(b1))by =b (por 2.11).

Também,

= bys(elbe))
=bays(1)e(b)le)))
=bylane(be)le))

= b(l)&‘(b(g)) =b (pOI’ 211)

Vamos ver agora que A e £ sdo morfismos de R-bimédulos. De fato,
para quaisquer 7 € R e b € B, temos

(bt(r))
(be(rl(1y) 1))

7“1(1 ) (b1(2 )
e(rl1))(bayle) ®r b2)l)),

A(r-b)=A
—A
&(
£(

por outro lado,

7 Ab) =7 (ba) ®r bea))
=T: b(l) ®R b(g)
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=b)t(r) ®r bz

=ba)e(rl1))l2) ®r b
=ba)lanylz)e(rlay) ®r beyly (por 2.11)
=ba)l2)e(rln)) ®r b(z)l(g) (por 2.9)

= e(rlw)(ba)le) ©r bz)l(s))-

Também temos,

Ab-r) =AM (r)
= A(b)AMH(r))
= (b(1) ®r br2))(1(1) ®r 1(2)e(rl(s)))
=ba)la) ®r bayl2)e(rls)
= byl ®r b2)l2yl1ne(rley) (por 2.9)
= b1y ®r byl M7 (r)
=bg1) ®r by M (r) 211
=Ab) -

a tltima igualdade é devido ao fato que M é idempotente, pois como
r € R, temos que existe a € B, tal que M%(a) = r, dessa forma

ITR(T) = I_IR(I_IR(a)) = I_IR(a) =r. (2.15)

Portanto, A é morfismo de R-bimé6dulos. Considere agora, para todo
b € B, a seguinte aplicacao
L :B*)B, bl—)é(l(nb)l@)
Segue que
by ® M (bez) = by ® £(Lanybe) L)
= 1(1)b(1) ® 5(1(1/ 1(2)1)(2))1(2/) (por 2.11)
= 1a)ba) ® e(12)b2))1(3) (por 2.9)
= lmwba) @e(l()@b@) @)
= (1wb)m ®e((1a)b)(2)) 12
= (1) me(1nb)e) ® 1)
= 1(1)b ® 1(9). (2.16)

Temos entao, para quaisquer a,b € B,

I_IR(a)b = 1(1)5(a1(2))b
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= 1aybe(al(z))
=bye(am” (b)) (por 2.16)
= bye(ae(L(1yb2))1(2))
= bme(al(z)e(1nybe)
(ab

= ba)e(abgz)) (por 2.10). (2.17)

Agora note que

AME(B)) = A1aye(bl(z)
= A(1())e(bl(z)
= L) © 1a)@e(ble)
= 1) @ Lg)e(bl(3)
=11 ® lanl)e(blay) (por 2.9)
= 1) @ Lane(dln)l(z)
= 1) @ N (0)1). (2.18)
Segue que,

N an® (b)) = 11ye(am® (b))
= (M) 1)e(@(n™ (b)) 2))  (por 2.18)
= HR( ) n# (b). (por 2.17) (2.19)

Portanto, para quaisquer 7 € R e b € B, temos

Por outro lado

e(r-b) =nf(r-b)
= N (bt(r))
= 11ne(bt(r)l(g)
= 1ane(be(rl (1) )1 @ 1@ )
=e(rl))lane(bliz)lay)
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=e(rl)) N% (1(2))e(bl(z)) (por 2.13)

= (rl) N (Lg)e(bl(3))

=e(rlm)) nf (L2yLaye(bl(zy)) (por 2.9)
= e(rly) M7 (L) N7 (1))

=e(rlay) N7 (1)) N (b)  (por 2.19)

= e(rlw)lane(le @) M ()

= Lane(rlay)e(lle)) M7 (b)

= 1ane(rley) M (b)  (por 2.10)

= %) n® (b)

= M7 (b) = re(b).

Segue que € é morfismo de R-bimddulos. Portanto, concluimos assim
que (B,A,¢) é um R-coanel. Vamos verificar que a imagem de A esté
contida em B x; B. De fato, antes temos, para quaisquer a,b € B,

t(a)b = e(al(1))l2)b
(al(1))L(2)e(ba))be2)
(al(1))e(b))l(2)be)
(al(l))a(l(lx)b(l))l(g)1(2/)b(2) (por 2.11)
=e(al))e(M™(L2))bay)l@3)be) (por 2.13)
= e(al(y))e(baye(liayb2)))1(3)bs) —(por 2.17)
(al(1))e(Li2)bez))e (b)) 1ea)be,)
(alm)e(lbay)l@be)
(aln)bm))lzbe)

(abay)ba) (por 2.11). (2.20)

Portanto,

5(r)b1y ®r b(g) = |_|R(T)b(1) ®r b2)
= b(1)e(rb(2)) ®r b(z) (por 2.17)
= ba) ®r (rb(2))be)
=ba) @rt(r)be) (por 2.20).

Segue que A esta no Takeuchi & direita. Vamos ver agora que € é um
caracter & direita em (B, s). De fato, note que

Q(lB) = |_|R(13) = 1(1)&‘(131(2)) = 1(1)&‘(1(2)) =1pg,
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temos também, para quaisquer a,b € B,

£(s(g(a))b) = e(e(a)b)
(M7 (a)b)
M (1ye(al(2))b)

e(al(y) N (14)b)
=1anelalz)e(layble))
= 1(11e(abley)  (por 2.10)
= (ab) = (ab).

1
I

Portanto, concluimos assim, que B é um R-bialgebréide & direita.

Exemplo 2.12 Considere H uma k-bidlgebra comutativa e R um H-
comddulo dlgebra & direita comutativo. Entao, temos que o produto
tensorial R®y, H, com estrutura de dlgebra padrao, € um R-bialgebroide
a direita. Os morfismos source e target sio dados, respectivamente,
para todo a € R, por s(a) = a'® @ aV) = p(a), ou seja, o source é
dado pela coagdo de H em R e t(a) = a ® 1y. Temos também que
o coproduto A : R®y H — (R®y H) ®r (R ®y H) € definido por
Ala®h) = (a®hq)) ®r (1r ® h2)) e a counidade ¢ : Ry H — R
é dada por e(a ® h) = ae(h), para todo a ® h € R®y, H.

E claro que as imagens de s e ¢t comutam e que sdo morfismos de k-
algebra (pela comutatividade de R e H), ou seja, ¢t ¢ antimorfismo de
k-algebras. Portanto, R ®; H é um R ® R°P-anel. Note que

(RerH)®@r (Rer H) = (R®r H) X% (R® H).

De fato, para quaisquer (a®@ h) @ (b® k) € (R®r H) Qr (R® H) e
r € R temos

©O@rM)aeh) @r (b k)
rO@rM)y e (bek)
s(r) ®r (b® k)

rRr (bR k)
rr-(b®k)

R (b® E)t(r)
r(bRK)(rely)
rR(roaly)(bek)

s(r)(a®@h)@gr (b@k) =



=(a®h)Qrt(r)(bk).

Vamos ver agora que R ®; H é um R-coanel. De fato, primeiro va-
mos verificar que A e e sdo morfismos de R-bimddulos. De fato, para
quaisquer a® h € (R®y H) ®r (R®k H) e b € R, temos

A(@®h)-b) = Aab® @ hbV)
= (ab” @ () (1)) @k (1r @ (A1) )
= (ab? ® h(1)b(1)) ®r (1r ® h(Q)b@))
— (@O & b bOD) @ (1 ® hioybV)
0 ® h(1)sO®) ©r (1 @ ™)

S

O.(1zg® h(g)b(l))

1r @ hybM)t(b()

1r ® hindM) (0 © 15)
b @ hzb)

))(b(O) ® bM)

~ o~ o~ ~ —~
—_
o]
=
—~
no

(2.21)

Por outro lado, temos

A (a® h))

> \l> \l>

(
((a®h)(b® 1))
(ab® h)
ab®h(1 ) ®r (1r @ h(2))
a®@ha))(b®1y)®@r (1g @ h))
a®h( ))t(b) ®r (1g ® h(a))
(a®h()) ®r (1r ® h(z))
-A(a®h).

/\/-\/\

@‘@‘

Também temos

e((a®h)-b) = e(ab® @ hdM)
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= ab@e(hbM)
= ae(h)b
=c(a®h)b

e(b-(a®h))=c(ab® h)
= abe(h)
=be(a ® h).

Agora vamos verificar a coassociatividade e a counitalidade. Para faci-
litar, denote B = R ®; H. Entao, para qualquer a ® h € B, temos

(B®A)A(a®h)=(B@A)((a®hu)) ®@r (1r ® h))
= (a®ha)) @r (1r ® h2)1)) @r (1r ® h(2)(2))
= (a®hy)) ®r (1r @ haye) @r (1r @ h(z))
=A(a® h(1)) ®r (1r @ h(z))
= (A® B)A(a® h).

Também temos

(BeeA(a®h) = (B@e)((a®hay) @r (Lr © hez))
=(a®hq))-e(1r ® he))
= (a® h()) - 1re(h(2))

=a® haye(h))
=a®h,

por outro lado, temos

(e®@B)A(a®h) = (e®@ B)((a®h(1)) ®r (1r ® h(2)))
=ela®hy) - (1r ® he))

= (ag(h))) - (1r @ h(z))

(1g®h 2))(a€(h(1)) ®1p)

= a€(h(1)) & h(g)

=a® h.

Vamos ver que A é morfismo de k-algebras. Para tanto, basta mostrar
que A é multiplicativo. De fato, para quaisquer a®@ h, b® k € R® H,
temos

Ala@h)Ab®E) = ((a® hq)) @r (1r ® h(z)))((b® k1)) ®r (1r @ k(2)))
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= (a® ha))(0®ha)) ©r (1r @ k) (1r @ k2))

= (ab® hyk1)) ®r (1r @ h(a)k(2))

= (ab® (hk)y) ®r (1r @ (hk)(2))

= A(ab® hk) = A((a® h)(b® k)).
Resta mostrarmos que £ é um caracter a direita no R-anel (R ® H, s).
De fato, claro que (1 ®1y) = 1 e como € é morfismo de R-bimddulos

temos £((a ® h)s(b)) = e(a ® h)b. Agora, para quaisquer a @ h, b® k €
R ® H temos

e(s(ela®n))(b @ k)) = e(s(ag(h))(b @ k))

e(h) (@ @ aM) b k)
(h)(a

(

(

(e(h)

(e(h)(a Db © aVk))
&(

(

|
(L)

Il
0

£(aDve(h) @ aVk)
aDbe(h)e(aVE)
= aOe(aM)be(hk)
= abe(hk)
= g(ab ® hk)
=e((a@h)(b® k)).

Concluimos assim que R ®;, H é um R-bialgebréide a direita.

Exemplo 2.13 Seja H uma dlgebra de Hopf cocomutativa e R um H -
modulo dlgebra & esquerda comutativo. Entao o produto smash R#H,
o qual é uma k-dlgebra, isomorfa a R ®, H como k-mddulo, com mul-
tiplicagao, dada para todo (r#th), (s#k) € R#H, por (r#h)(s#k) =
r(ha) > s)#h@yk e unidade 1r#1y, é um R-bialgebroide a direita. Os
morfismos source e target sdo iguais a s(r) = t(r) = r#ly.

E claro que s e t sao morfismos de k-algebra e que comutam na ima-
gem, pois R é comutativo. Segue que ¢ & antimorfismo de &lgebras.
Portanto, temos uma estrutura de R ® R°P-anel em R#H. Denota-
mos a agao de H em R, por h>r e as agoes de R em R#H, por
r - (a#k) - v/, para quaisquer r,r' € R, h € H e a#k € R#H. Va-
mos definir uma estrutura de R-coanel em R# H definindo o coproduto
A: R#H — (R#H)@r(R#AH) por A(r#h) = (r#th(1)) @ r(1r#h)
e counidade € : R#H — R definida por g(r#h) = S(h)>r, para todo
r#h € R#H.
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Vamos ver que A e g sdo morfismos de R-bimddulos. De fato, antes
note que s6 precisamos mostrar por um lado, pois as acoes, a direita e
a esquerda, de R em R#H sao iguais, devido ao fato que os morfismos
sorce e target sao iguais, e também R é comuativo. Portanto, para
quaisquer a#h € R#H e r € R temos

A((a#th) 1) = f((a#h)( #1m))
(a(hy > r)#the)
(
(

\l>

a(hq) > r)#h2)1)) @r (Lr#ho) )
a h(1) 1 > 7)#hy2) @r (1rF#h(2))
hay)(r#1m) @r (1r#h(2))
a#hu) r Qg (1r#h(2))

®Rr 7 (1r#h(2))

®r (1r#he)) - 7
,

Q

—~ Y~~~

)
)
)

\l>’\€

(a#h)

Também temos

= S(h) > (alha)>r))

= (S(h@)) > a)(S(h@)h) >T)
= (S(h@)) > a)(S(hq))h@ >T)
= (S(h2)) > a)(e(hay)1rr)

= (S(h)>a)r

= e(a#th)r

Agora note que o coproduto, definido nesse exemplo, ¢ 0 mesmo do
exemplo anterior. Portanto, basta mostrarmos a counitalidade para
obtermos uma estrutura de R-coanel em R#H. De fato, para todo
a#h € R#H, denote B = R#H, assim temos

(B®e)A(a#th) = (B ®@e)((a#hq)) ®r (1r#h(2)))
= (a#hq)) - (S(he2)) > 1R)
= (a#hq)) - (e(S(h2))1r)
= (a#h())e(h))
= afh.

Também temos

(e ® B)A(a#h) = (e ® B)((a#h)) @r (Lr#h(2)))
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Vamos ver agora que A(B)
R#H, r € R, temos

s(r)(a#th(1)) ®@r (1rFh(2) =

(
= (h2)S(h)) > a)#hs)
)

= (S(hqy) > a) - (1r#h())

= (1r#h2))((S(ha)) > a)##1n)
= (ha)S(he)) > a)#ths)
= (e (h(l))lRa)#h(z)

C B x'p B. De fato, para quaisquer a#h €

(r#1m)(a#tha)) ©r (1r#h2))

= (ra#h)) @r (1r#h))

= (ra#hye(he))) @r (1r#hs))

= (a(e(h@))lu > r)#th2)) @r (1rFh(3))

= (a(hq)S(he)) > 1)#h3)) @r (1r#h4))
= (a(h@p(S(h@a))Pr)#h2) @r (Lr#h4))
= (a#h1))(S(he)) > r#1n) @R (Lr#th(s))
= (a#h)) - (S(h) > 1) ®r (Lr#ths)

= (a#thq)) ®r (S(he2)) > 1) - (Lr#hs)

= (a#th(1)) @r (Lr#h(3))(S(he))>r#1H)
= (a#h(1)) @r (he)S(hea)) > 1)#ha
= (a#hq)) ®@r (h@)S(h()) > 9h))
= (a#thq)) @r (e(he))r#hs))

= (a#thq)) ®r (r#h2))

= (a#h()) @r (r#1u)(1r#h(2))

= (a#hq)) @r t(r)(1r#h(2))-

Vamos ver que A é morfismo de k-dlgebras. Para tanto, basta verifi-
carmos que A é multiplicativo, pois ja& mostramos que A é morfismo de
R-bimo6dulos. De fato, para quaisquer (a#h), (r#k) € R#H, temos

Ala#h)A

(r#k) =

(a#th(1)) @r (1r#h(2)))(r#ka)) @r (1r#k(2)))
= (a#hq)) (r#ka)) @r (Lr#h2)) (1r#k(2))

= (alh(y > 1) #h2)ka)) ®r ((h3) > 1R)#h@4)k(2))

= (alh) > 1) #h k) @r (e(h@3)1r#R @) K@)

= (a(hqy > 7)#h@)k)) @r (Lr#h) k),
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por outro lado,

A((a#h)(r#k)) = Ala(hqy > r)#h@)k)
= (a(h@y > r)#hokaq))) @r (Lr#h) ko).

Vamos ver agora que ¢ é caracter a direita em (R#H, s). De fato, para
quaisquer a#h,r#k € R#H, temos

e(s(elagth)) (r#tk)) =

= (S(k2)S(h) > a)(S(kay) > 1)

)
= S(k)> ((S(h) > a)r)
(S(k2)
= (S(hk2)) > a)(S(kq)) &),

por outro lado,

e((ath)(r#tk)) = e(alhqy > )#h2)k)

= S(h()k) > (a(hy>T))

(S(h(s 2)) > a)(S(h2)ka))ha) > )

= (S(heyk2)) > a)(S(hayka))he) > 1))
(S(h(g)k(g)) >a)(S(kay)eS(hay)he) >r))
= (S(h2)k )Da)(s(k’(l )e(hay)lr>)
(S(hk@)) >a)(S(kqy)>r).

Segue portanto, que € é caracter a direita. Dessa forma, concluimos
que R#H é um R-bialgebroéide a direita.

2.2 Dualidade

Apresentamos na Secdo 1.5 um estudo sobre a dualidade entre R-
anéis e R-coanéis. Nesta secao vamos estudar um pouco da dualidade
de R-bialgebroides.

Os axiomas de bidlgebras sao auto-duais, ou seja, os diagramas que
expressam os axiomas de uma bidlgebra, ndo se alteram quando as fle-
chas sdo invertidas. Como consequéncia disso, se uma bialgebra B é
projetiva e finitamente gerada como k-modulo, entao o dual tem uma
estrutura de bidlgebra também, a qual é a estrutura transposta da es-
trutura de bidlgebra em B. Em contraste com esta caracteristica de
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bidlgebras, os axiomas de biadlgebréides nao sao auto-duais nesse sen-
tido. Pelo que estudamos na Secdo 1.5, se B é um R-bidlgebroide (a
direita ou & esquerda) projetivo e finitamente gerado como R-médulo
(a direita ou a esquerda), o seu dual (& direita ou & esquerda) tem
estruturas de R-anel e R-coanel. Mas nao é claro que estas estrutu-
ras constituem um R-bialgebréide. O primeiro a mostrar este fato foi
Schauenburg em [26]. Um estudo mais detalhado pode ser encontrado
no artigo [15]. Seguimos aqui nossa referéncia principal [7], que esta
mais proximo de ([15], Proposigdo 2.5).

Proposigao 2.14 Seja B um R-bialgebréide a esquerda, o qual € pro-
jetivo finitamente gerado como R-mddulo o esquerda (via a multiplica-
¢ao a esquerda do source). Entao o dual a esquerda *B:=rHom(B, R)
possui uma estrutura de R-bialgebroide a direita.

Demonstragao: Aplicando a Proposicdo 1.42 para o R-coanel (B, A, ¢),
obtemos uma estrutura de R-anel em *B. O morfismo unidade é *s :
R —* B, r —> e(—)r, para todo r € R, e o produto de convolugio é
dado por

(e 1 )(b) = Y(bay - ¢(b2))) = Y(t(p(b2)))b)),

para quaisquer 1, € *B e b € B. Agora aplicando a versdo simétrica
da proposicdo 1.45 para o R-anel (B, s), cuja estrutura de R-bimddulo
é dada por

r»bar =s(r)bs(r'),

para quaisquer 7,7’ € R e b € B, obtemos uma estrutura de R-coanel
em *B. Desta forma, *B tem estrutura de R-bimédulo dada por

(r = @ -1")(b) = (bs(r))r,

para quaisquer ¢ € *B e r,r’ € R. Em particular,

Definimos * : R —* B, r — r — ¢, dessa forma

U(r)(b) = (r = €)(b) = e(bs(r)).

Definimos também a counidade *=:*B — R, ¢ — ¢(1p) e o copro-
duto *A:*B — *B ® p*B, dado em termos da base dual {z; € B} ,,

{pi € "B}, por
"Ap) = Zﬂi ®r o(—i),
i=1
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para todo ¢ € *B. Agora, temos que mostrar as condi¢oes restantes
para *B ser bialgebroéide & direita. Primeiro, note que a estrutura de
R-bimo6dulo em *B, r — ¢ - ¢/, coincide com ¢ *;*s(r") x;*t(r), para
quaisquer 7,7" € R e ¢ € *B. De fato, antes note que

A(s(r)) =A(r-1p)=r-A(lg) =r-1p®@1p = s(r) ® 13,

dessa forma

(. 7t(r)) (0) =" (1) (t(p(be2)))b(1))
(t(p(b2)))be1ys(r)
(bys(r) - ¢(b(2)))
(bays(r))e(ba)

( (bays(r)) - b))

(e((bs(r)) (1)) (bs(1))2))
( s(r))
— )(b).

i
M M [0

|
’“‘S‘GG

Por outro lado,

(¢ #"s(r))(b) = "s(r)(t(e(b2)))b))
e(t(p(be2)))bay)r
= E(b(l ) (b(2 )r
p(e(bay) - ba))r
(b)r
@-r)(b),

para quaisquer 7 € R, ¢ € *B e b € B. vamos ver agora que as
imagens de *s e * comutam, que *s é morfismo de algebras e que *t é
antimorfismo de algebras. De fato, para quaisquer 7,7/ € R e b € B,
temos

Il
’“‘S

(t(r) = 7s(r")(b) = (t(r) -')(b)
="t(r)(b
= g(bs(r))r’
="s(r")(bs(r))
= (r —7s(r))(b)
= ("s(r') #7t(r))(b).
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Também temos

e ainda

*s(rr’)(b).

Portanto, temos que (*B,*s,*t) ¢ um R°-anel. Agora denote o R-anel
(B, s) por B() e considere a seguinte aplicacio

—

(): "B&r*B — grHom(B® @ B®) R)
peY = P ® 1,

em que o ® G(a ®b) = ¥(a < p(b) = ¥las(p(b))), para quaisquer

p®R1p € *Bor*Bea®be B® @p B®. Claro que () estd bem
definida, pois

)
=re®@Y(a®b) (2.22)

e também



o~

Mostremos que () é uma bijegao. De fato, defina

(): grHom(B® @rB®) R) — *B®r*B

F

— F,

em que ﬁ = ZZj:l Pi [ Pj . F(J?] X 331)

Vamos ver que () é inversa de (/\)

De fato, para quaisquer ¢ ® ¢ €

*BRr*B, a®b€ B® @r B® e F € RHom(B"® @r B, R), temos

—

F=(Y pop Flo;er)aoh)

ij=1

— Z (pj - F(z; @x;))(a 4 pi(b))

Il
-

0,J

|
IM:

1

-
&
Il

I
IM:

1

N
&
Il

Il

s
I
—

I
M-

1

o
Il

=F(a®Db),

por outro lado, temos

—_—— n

@Z Zm@pj

ij=1

n
=Y pi®p

ij=1

n
= Zﬂi®ﬂj'

ij=1
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pj(a < p;(b))F(z; ® ;)
F(pj(a € pi(b)) - zj @ ;)
F(a «pi(b) ®z;)

F(a® pi(b) » x;)

F <a® Zpi(b) xz>

—

PR Y(z; @ x4)

(Y <p(z:)))

(p(i) = ¢)(z;)



_sz z

Agora note que

por outro lado,

“Ap)(a®b) = @) (a €@y (b))
= p)(as(e) (b)),

ou seja, para quaisquer a,b € B e ¢ € *B, temos

p(ab) = @2)(as(p)(b)))-

Vamos mostrar agora que a imagem de *A esta contida em *B X, *B.
De fato, antes note que para quaisquer ¢ € *B, b € B e r € R, temos

("s(r) #1)(b) = p(t(*s(r)(b2)))b))

também temos,



= ¢(t(e(bz)s(r))b))
(t(e(b2)))b1yt(r))
(bt (r)).

3

2
¥
Portanto, temos

—

(*s(1) *1 p(1) @R P2))(@ @ b) = p2)(a <« (*s(r) 1 1)) (b))
= p(2)(a <) (t(r)b))
= p(at(r)b),

por outro lado,

o —

(1) ®@&t(r) *1 p2))(a@b) ="t(r) 1 p2)(a <) (b))
= p2)(as(p)()t(r))
= p2)(at(r) 4pa)(d))
= p(at(r)b).

Portanto, a imagem de *A est4 contida em *B x%*B. Vamos mostrar
agora que *A é morfismo de dlgebras. De fato, queremos mostrar que

Alp b)) = (ex19) 1) Or (9 *1¥)(2) = ©1) *1 V1) OR ©(2) *1 Y(2)5
ou seja, queremos mostrar que

(@ 1) (ab) = (p(2) *1 Y(2))(a 4 (o) *1 1)) (b)),

para quaisquer a,b € B. De fato, temos

@ *1 P (ab) = Y(t(p(a@)be)))an)bay)
= Y2 (tplap)be)))an) €4Pa)(ba)))
= ¢(2)(t(80(2)(a(2) < 1) (b2y)))aw)s(¥ay(bay)))
= P(2)(t(p(2)(a@2)s(@a) (b)) a@ys(Pa)(bay)))
= P(2)(t(p(2)(a2)))amt(pa)(be)))s(¥a (b)),

por outro lado,

() *1 Y2))(a € (pa) * Ya)) (b))

= (p(2) *1 Ye2))(as((p) 1Y) (b))

= P(2) (t(p(2)(a2)))aq)s((e) = ¥a))(b)))

= Yoy (t(p(2)(a(2)))a@)s(Pa) (EHea)(be)))bay)))
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= P(2) (t(p(2) (a(2)))a)s(("s(e) (b)) *1 ¥a)) (b))
= ("t(e1) (b2))) *1 Y2)) (E(p2) (a@)))a@) s(¥a) (b))

= Yy (t(p(2)(a2)))a@)s(a) (b))t () (b))

= V) (t(p2)(a@))awt(ea) (b@))s (W) (b))

Segue dai a igualdade. Portanto, concluimos que *A é morfismo de
algebras. Agora vamos ver que *¢ é caracter & direita em (*B,*s). De
fato, para quaisquer ¢,y € *B, temos

e(l.p) = "e(e) = e(1p) = 1,

também temos

Concluimos assim a proposicao. [ |

2.3 Construcoes de Novos Bialgebroéides

Veremos nesta se¢io alguns exemplos de bialgebréides que sdo for-
necidos por construcoes a partir de outros conhecidos.

2.3.1 Twist de Drinfeld

Um twist de Drinfel de uma bidlgebra B, sobre um anel comutativo
k, é uma bidlgebra com a mesma estrutura de dlgebra de B, e copro-
duto torcido por um 2-cociclo normalizado em B (chamado de elemento
Drinfel’d). Nesta subsecdo veremos o anédlogo twist de Drinfel para bi-
algebroides visto em [27] Segao 6.3. Tor¢Oes mais gerais, a quais nao
correspondem a elementos Drinfel’d, sdo estudados em [31].

Definigao 2.15 Seja B um R-bialgebrdide a direita. Um elemento J
invertivel em B x'p B, é chamado um 2-cociclo normalizado em B,
quando satisfaz as condigoes:
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(i) t(r)@rs(r’)J =Jt(r)@rs(r) Vr,r' € R (bilinearidade);
(i) (J©r 15)(A®r B)(T) = (1p @5 J)(B@r A)(J) (condigio

de cociclo);

(1) (e ®@r B)(J) =1 = (B®gre)(J) (normalizagdo).

Proposigao 2.16 Seja J um 2-cociclo normalizado em B, um bialge-
broide a direita sobre R. Entdo o R¢-anel (B, s,t), a counidade ¢ de B
e a forma torcida Aj := JA(=)J ™! do coproduto A em B, constitui
um R-bialgebrdide & direita Bj.

Demonstragao: Primeiramente vamos ver que A é morfismo de R-
bimo6dulos. Antes, note que

(t(r) @r s(r") I~ = T Ht(r) @r s(1)). (2.23)

Portanto, para quaisquer r,7’ € R e b € B, por simplicidade vamos
denotar J = J;®@p J' e J7!' = K; ®r K, omitindo o somatério, assim
temos
Ajy(r-b-r')y=JA(r-b-r")J !

=J(r-bay @by -r')J "

= J(ba)t(r) @ bezys(r’))J !

= Jibayt(r)K; @ J'bs(r') K7

= Jiba)yK;t(r) @ J'boyK7s(r')  (por 2.23)

=1 Jiba)K; ® J'boy K’ - v’

=r-Ay0b)-r.

Vamos mostrar agora a coassociatividade de A ;. De fato, antes note

que
(AerB)(J)) ™' =(A®rB)(J )

€ como
(1 ®r J)(B©@r A)(J)) = (J @r 18)((A @R B)(J)),
temos, aplicando os inversos em ambos os lados, que
(BerA)(I)(per ) =(A®rB)(J ) @15).
Portanto, para todo b € B, temos

(B®rA7)A; (D)
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— (Bor A)(JAB)I ™)
= (B®p Ay)(Jiba)K; @ J'boy K7)
= JibyK; @ JA(J by K7)J !
= (1p @r J)(Jiba)K; @ A(J by K7))(1p @5 J )
=(1p@r J)(BRr A)JAT H(1pg@rJ
— (15 @) (B @rA)(J)(B &r A)AD)(B ©r A)(J ) (15@pT )
= (J@r1B)(A®rB)(J)(A®r B)A(D)(A®r B)(J ' )(J '@rlp)
= (J®r 1p)(A @ B)(JA(b)J ) (J ' @g 1)
= (Aj®r B)A;(b).
Agora note que J~! € B x;, B. De fato, para todo r € R, temos
(s(r)K; @ K')J = s(r)K;J; @ K7.J'
=s(r)®1p
=1lp-r®1p
=1p®r-1p
=1 ®t(r)
=K;J; @t(r)K’.J'
= (K; @ t(r)K7)J, (2.24)
multiplicando por J~, temos s(r)K; ® K/ = K; @t(r)K’. Agora note
que
1p=(c®rB)(1p®1p) = (¢ ®r B)(J:K; ® J'K7)
=e(J;K;) - J' K7
= J'Kt(e(JiKj))
= J'K7t(e(s(e (i) K;))
= J't(e(Ji) K7 t(e(K;))
= K7t(e(K;))  (por (iii)),

também temos
1B = (B ®R E)(lB ® 1B) = (B®E)(K J ®K‘]Jz>
:KjJi E(ijz)
= K;jJi - e(s(e(K7))J")
= K;J;-e(J's(e(K7)))  (por (i)
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Segue portanto, para todo b € B,

(e ®r B)AJ(b) = (e ®r B)(Jib()K; ® J'b2) K7)
e(Jib)K;) - by K7
s(e(Ji)ba)K;) - by K’

bayK;) - Jt(e(Ji))bay K7

by K;) - by K

s(e(b(1))) K;) - by K7

by t(e(b))) K7

=&

=&

I
o
AAAA,—\/—\/—\

também temos

(BRgre)As(b) = (B®g s)(J.b(l)K- ® J'boy K7)
= J‘b< K- e(J bz K7)
= JibayK; - e(s(e(J'b2)) ) K7)
= JibayKj - e(t(e(J'b2)) ) K7)
= Jiba s(e(.]lb(g )NK; - e(K7)
= Jibys(e(t(e(J*))bez)))
= Jis(e(J"))b)s(e(bez)))

= b(1ys(e(b(z) ))
=b.

E claro que a imagem de A ; esta contida em B xm B, pois J € Bx}B.
Temos também que Aj; é morfismo de algebras, pois para quaisquer
a,b € B, temos

Aj(ab) = JA(ab)J
= JA(a)A(b)J !
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= JA(a)J L IA(B) T
= A (a)A;(b).

Portanto, concluimos que B; é um R-bialgebroéide a direita. [

2.3.2 Twist por 2-cociclo

De maneira dual & construcao na secao anterior, pode-se deixar o
coproduto inalterado e torcer o produto. Seja B um R-bialgebréide a
esquerda, podemos munir o R¢-moédulo produto tensorial B® ge B (com
respeito as agdes a direita (& esquerda) dadas pelas multiplicagdes (a
esquerda) de s e t) com uma estrutura de R-coanel, que tem estrutura
de R-bimédulo dada por r- (a®b) -1’ = s(r)t(r')a ® b, para quaisquer
r,7”" € Rea®b& BRgB. Definimos como coproduto

a®@br— (a(l) & b(l)) QR (a(g) (39 b(g))

e counidade
a®br— e(ab).

Portanto, podemos considerar a algebra de convolucao correspondente
rHomp(B®pgeB, R), com produto
(fog)la®b) = flan) ®buy)glag) ® be)).

Definigao 2.17 Seja B um R-bialgebrdide a esquerda. Um elemento
invertivel o € RHompg(B Qge B, R) é chamado 2-cociclo normali-
zado em B, quando satisfaz, para quaisquer r,v’' € R, a,bec € B, as
sequintes condigoes:

(i) o(s(r)t(r")a,b) =ro(a,b)r’ (bilinearidade);

(ii) o(a,s(o(bay, c)))be)ce) = o(s(o(an), bay))ae)be),c)  (con-
digao de cociclo);

(iii) o(lp,a) =¢e(a) =o(a,1p) (normalizagio);
(iv) o(a,bs(r)) = o(a,bt(r)),
em que (a,b) denota elementos em B Qpge B.

Proposigao 2.18 Sejam B um R-bialgebroide & esquerda e o wm 2-
cociclo normalizado em B, com inversa o. Entio o source s : R — B,
o target t : R — B, 0 R-coanel (B, A,¢) e o produto torcido, definido
para quaisquer a,b € B, por

a- o b= s(a(a(l), b(l)))t(?r(a(g), b(3)))a(2)b(2),

constituem um R-bialgebroide 4 esquerda denotado por B .
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Demonstragao: Primeiro vamos ver que s e t sdo morfismo de algebras
e que suas imagens comutam. De fato, antes note que para todo r € R,
temos

(B A)A(s(r)) =s(r)®1p® 1 = (A ® B)A(s(r))

(B A)A(t(r) =1p @1 @t(r) = (A ® B)A(t(r)).

Também, para todo b € B, temos

E(b) = J(b(l) 1B)~(b(2), 13)

Analogamente tem-se (1p,b
R, temos

também

Agora temos

Il
®

=S

Segue que (B7, s,t) € um R°-anel. Denotemos a estrutura de R-bimédulo
em B? por r>b<ar’ = s(r) -, t(r') -, b. Veremos entao que A(B?) C
B x4, B°. De fato, para quaisquer b € B e r € R, temos

bay o t(r) @ bray = s(a(b(ry, 18))t(@ (b(3), t(7))) b2y @ by
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=s(o )t(o‘(b(g) (1p®F) - 13))b(2) ®b(4)
by, 18))t (@ (bes) - (LR ®T), 15))b2) ® bay
(e(ba)))t(a(b@)t(r), 15))be2) @ by
a(

(b))t

(e(b1)))t(a(b(3)s 1B))b(2) @ b(ays(r)
(bay))t(e

(

(bay, 1B
(

—_ —

=s(o

Il
®

Il
®

\
)

(e(b1)))t(e(be3)))b(2) @ bays(r)
S(é‘ b(l))) 2)® b(g)s(’l“)
= by ® beays(r),

por outro lado,

b1y ® b2y -0 (1) = o(bey, s(r))t(a(bay, 18))bes)

= b(l) ® s(o(be), (r @ 1p) - 1))t(c(b), 18))b(3)
B))t(a(beay, 1B))b3)
o(b 2)5( 1), 1B))t(e(b(a)))b(3)

® s(
s(
®@s(o(bey - (r®lp),1
® s(
® s(

s(e(b2)s(r)))t(e(b(a)))bs)
= b(l)t( 1) ® s(e(b2)))bes)
= b(l)t(T) ® b(a)
= b(l) (39 b(g)s(’l“).

Vamos ver que A é morfismo de algebras. De fato, para quaisquer
a,b € B, temos

Afa o b) = A(s(a(agry, b))t (@ (ags), b)) a@)be))

o(aq), b)) - Ala)be)) - o(as), b))
=o(aq),ba)) - Ala))Albe) - o(ag), b))
=a(a(),bay) - a@)be) @ as)bs) - 7(ac), b))

S(U(a(m 1))a@2)be) @ t(c(aw),buy))as)ba),

por outro lado,

a(1) o by @ az) o b2)
= s(o(aq)y), bayw))t(@(aq)@), b)) @) by ®
(0(a@)1): b))t (a@)s), b)) a@)@be) e

s(o(a(y, b)))t(a(am). bs)))a@)be®
(of
(a(
(o(

s\o

s(o a<4>vb<4> (@ (a<6>7b<6>))a<5>b<5>

)t
=s(o a(l)’bu)))a(z)b@
s 3)))s(0(ag), by))t(@(ags), be)))aes)bes)

O'CL
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= s(o(aq), ba)))a@)be)®

s(a(as), bes))o(ac), bay))t(@(ags), be)))a)bes)
8(0’((1(1 b(l)))a )b(2

s(e(ag)be)))t(a(ags). bis)))a)ba)
Nﬂ%m@nWmW®®

t(c(aes), bs)))s(e(aes)ba)))ambay

S(U(a(l bay))ac)b() ®t( o (asy, beay))acs)bs)-

Mostremos agora que A é morfismo de R-bimdédulos. De fato, para
quaisquer 7 € R e b € B, temos

A(rob) = A(s(r) 4 b)

também temos
Ab<ar)=A(t(r) -+ b)
= A(t(r)) -« A(b)
=b(1) ®(r) o bra)
= b(1) ® bez) ar
=A()ar

Mostremos agora que ¢ é morfismo de R-bimédulos. De fato, para
quaaisquer r € R e b € B, temos

e(r>b) =ce(s(r) -« b)

(s(a(s(r), b1)))t(a(1p, bes))b2))
5(r),b(1))e(b2))a (1B, b(3))
a(s(e(b2))), bes))
o(lg, ((b(z)))b(3))

(

também temos

e(bar) =e(t(r) o b)
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=e(s(a(1p,b)))t(a(t(r), bs)))b2))

=o(lp, b(1)) (b(2)) a(t(r), (3))

(L. ()b
,t

2
1)b))a(1p, t(r )b(s))

I
o

I
™
o e T T N T
S
~
—
—

|
™

Mostremos agora a counitalidade. De fato, para todo b € B, temos

bay <e(bz)) = t(e(be))) o ba)
o(1p,ba)))t(a(t(e(bey)), b)))b)
e(by))t(a(1p,t(e(bea)))bs)))b2)
(bay))t(a(1B,b(3)))b(2)
(be1y))t(e(b(3)))bc2)
(b(1 )b(2)

também temos
8(1)(1)) > b(2 S E(b(

(15, be) ))b 3)
I3 b(4 ))

,.\/\

Segue que (B?,A,e) é um R-coanel. Vamos mostrar agora que € é
caracter 4 esquerda em (B?,s). De fato, para quaisquer a,b € B,

temos



(e(b)) - e(ag))
2)))a)s(e(b)))

~ o~~~
~
—~
m
—~
S
n
=
~

por outro lado,

g(a-o b) = e(s(o(a(), b)))t(o(am), ba)))a@be)
= o(a(1), ba))e(a@)be)o(as), b))
= o(a(1),ba))e(az)s(e(be))))o(ag), b))
o(ayt(e(ba)); by)e(ac))a(ags), bes))
(aq1), t(e(b(2)))b1))a (s(e(ac)))as), b))
= o(aq),bay)o(ae),bw)
= e(ab).
Vamos mostrar agora a associatividade do produto torcido. Para tanto,
iremos usar o item (ii) da Defini¢do 2.17. Antes precisamos de um

resultado anélogo para . Vamos mostrar que, para quaisquer a,b e
c € B, temos

Il
Q

a(t(a(a), b2)))anybay,c) = a(a, t(c(bz),c))baycw))-  (2:25)

Antes note que

(a1, 1@ (b2), €2))byc))o(acz), s(o(be), ¢3)))baycw)
= 0(a)t(a(b2), ¢(2))), brycr))o(ag)s(a(bes), ¢3))), biaycea))
(a1, bayey)alae)s(a(be), ¢2))s(a(bs), ¢3))), bayca))
a(aqy, baycy)o(a)s(@(bey, ¢2))a(bs), c3))), baycay)
a(aqy, bayey)o(ae)s(e(b)ce))): bayes))
( )o(agz),s
Jo(ac

AN

Il
N

I
AN

a(1)7b(1)0 @))o(ac), s(e(beyce)))bs)cs))
= d(aq),baycay)o(ac), be)c)
= e(abe), (2.26)

|
A

também temos

o(s(a(aqy, by))a@b), ¢))o (0 (aw), bay))as)bes), ce2)
o(a(1), b1))o(a@)be), C<1>)5(a<3>b<3>»0<2>) (a(a), b))
= o(aq), by)e(ae)be)c)a(ags), b))
a(aqy,bay)e(a)s(e(be)e)))o(ag), b))

[N
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= o(aq)t(e(b)0)), bay)e(ac))a(as), b))
= o(aq), t(e(b2)c))b1))a(ac2), b))
(a1), t(e(b)s(e(e))bay)a(ac), b))
(a1), t(e(b)))byt(e(c)))a(ac), bes))
= o(aq), bayt(e(c))o(ac), bez))
o(agy,bys(e(c))o(ac), b)) por (iv)
o(aq), ( s((c)))(1))a(a2), (bs(e(c)))(2)

(ab
= &(

Il
Q

|
Q

Il
o

abe) (2.27)

Agora do item (ii) da Defini¢do 2.17, temos

o(a, (o (b, c1)))be)c) = o(s(a(amy, bay))a@)be),c)

multiplicando pelo que queremos provar, pela esquerda e pela direita,
temos

a(aq), (~(b(2), c@))baycy)o(ac), s(a(bey, ¢3)))bayca))
a(t(c(agy, be)))as)bes): ¢s))

=d(aq), t( (b2 c(2)))bycy)o(s(olac), besy))a)bay, ¢))
a(t(a(ags), bey))awbes): ca)),

agora usando 2.26 e 2.27, temos

e(amybayc 1))0(?5( ( ), b(3)))a2)b(2), ¢2))
= o(a(), t(a(be) ))b(1) (1)e(a)b@)ce))-

Desenvolvendo o membro esquerdo, temos

a(t(a(ae), b ))a(z)b 1 C(2))

C(l)))) (( (a@),b ))a(z)b(z),C(z))
a(ags), b<3>))a<2>b<2 s(e(c))): c2))

a(ags), bs)))a@)be), )

(ayt(e(bay)))a(t(c(acs), bsy))a)be),c)

= e(aq))o(t(a(a), b)))a@)s(e(bay))be),c)

(aq))a(t(o(as), ba)))a)ba), )

s(e(aqy))t(o(ag), b ))a(z)bu), c)

t(a(ag), be2)))s(e(ay))a@bay,c)

laqybaycay)o
= e(a@ybayt(e
= E(a(l b(l))

=e(apyby)o

1 | |
o o oo

I
A N

a(
a(
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=d(t(d(a(2), b2)))am)bay, c),

desenvolvendo o membro direito, temos

(a1, (0 (be), c2)))baycy)e(ae)ba)cs))-

(a(l)v (o (b(2 C(2) ))b(l)c ) (G(Q)S(E(b(s)c(s))))-
a(amyt(e(baycsy)), ta (b, c2)))bayc))e(a))-
a(t(e(ay))amyt(e(biyees))), Lo (beay, c2)))baycay)-
5 (at(e(bs)c(s))): LT (be2), ¢(2)))bycq))-

& (at(e(bays(e(cs))))), 1T (bez)s c2)))baye(y)-
a(at(e(be))), t(a(beyt(e(ee)))s c2)))bayeqy)-
a( )
a( )
a(
a(
a(

Lo
qqq

IS
o)

([
Q. N N
™

|
AN
o

(o ( 2))
a,t(e(b3)) )t (T (b2, te(e)))e@)))bayea)y)-
t(e(b)))t(a(be2) C(z))) 1)E))-
a,t(5(b(2), ¢(2))e (b<3>))b<1 c())-

t(a(t(e(besy))be)s ¢2)))baycqy)-
a, (7 (b, ¢(2)))bayca))-

)

|
A

|
QN

a,

q

Segue portanto, a igualdade. Para finalizar, vamos usar o item (ii) da
Defini¢ao 2.17 para mostrar a associatividade do produto torcido. De
fato, para quaisquer a,b e ¢ € B, temos

(a-5b)-gc=s(a((asb)ay,cay))t@((aob)a)ce)))(a o b))
= 8(0(0(1) by, cq) ))t(ff(a(:s) o b(3)vc(3)))(a<2) ‘o b2))C2)
= s(a(s(o(aqy, bay))t(a(aes), bs)))a@be),ca)))
(a( Nt (a9), beoy))acs)bs), c(3)))
s(o(a), bay))t(a(ac), be)))a) b))
= s(o(s(o (a(1)7b(l)))a(Q)b(Q)vc(l)) (ae),b(3)))
t(a(acry, bery)a(t(a(agg), beoy))a)bes): c3)))
s(o(aqy, bay))t(@(ag), be)))as)bes)ce)
s(a(agy,s(a(bay, cay))be)ce))o(aw),bs))) (por (ii)-2.17)
t(a(a(ﬁ)vb(ﬂ)g(a(?)» (o (b(9)70(5)))b(8)c(4))) (por 2.25)
)
(

~+~ O

(
a(s(a(acry,ber)))t(o

s(o(asy, bay))t(a(aes), bey))abe)ces)

(
s(o(a(y, s(a(bq), C(1 )b 2)C<2>)) (c(ag), b))
t(o (a('?)v (7 (b(9y, ¢(5)))b(s)c(a)) ) (o (a(s), b(r)))
( 0(3), 4)))t( (0(5), (6)))a4)b(5)C(3)
( (

a1y, 5(a(bey, c1y))beyce)))

s\o

(
(

= slo
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I
V2)
Q

Il
Vo)
Q

v

t(a(acry, t(a (b, c(5)))bs)yc(a)) )t (o (ag), ber)))
s(o (a2, besy))s(o(aey, bay))t(a(aes), bey))awbeycs)

V)

(
= s(a(aq), s(a(by, c)))be)ce))
(c(ac

t(c(acry, t((b(oy, c(5)))b(s)c(a)) )t (o (age)s b(r)))
S(U(a@)»b(s)) (a(s)ab@)))( (as), be)))a@ybs) )
s(a(aqwy, s(a by, c1)))be)ce)))

(a6), t(@(b(s), c(5)))b(ryc(a)))

(a<4)7b(5>) (ags),b(6)))s ( e(a@)b@s)))aE)baces)
o(aq), s(o(bay, ¢1)))b2)c2))

(a ( (b (7)€ 5)))b(6 ))
e(agyb(s)))s(e(ag)bes)))acs)bacs)

=S J(a(1 ,S(U(b(l),C(l)))b(z)C(z)))

tU(a(5)7 (a(berys €(5)))b(6)C(ay))
e(awbes)))s(e(a@)t(e(bs))))a@buyces)
sa(a ,S(U(b(l 0(1 )) 2)0(2)))

(aey, t(T(b(r), ¢(5)))b6)Ca)))
e(a)bsy))s(e(ac))aeys(e(ba)))bayes)
(aqny; s(a(ba), c1)))b)c(2))

(a(5), t(@(bs), ¢(5)))bs)Ceay))
e(agbe)))s(e(ac))ae)be)ce)
(aqy,s(a(bay, c)))b@)cee)))

t(c(aca), (@ (bee)s c(5)))bs)ca)))
t(e(ae)bay))a@)be)ces)

o(aqr), s(a (b, ¢1)))b2)¢(2)))

t(a(ay, t(a (b, c(5)))b5)ca)))
t(e(agz)s(e(by)))a (2)5(3) 3)

s(a(a), s(a(bay, c1)))b2)¢2))

0(0(4)7 (a(bs), ¢(5)))b(5)c(1)))
e(ag))a@)t(e(bay))ba)cs)

o(a), s(o by, c1))be)c@))

0(0(4)7 (0 (besys ¢(5)))b(aycay))
e(a))a)be)cs)

= s(a(aqy, s(a(bay, ¢1)))b)¢(2))

(2

ﬁ
A

H
N

s
t
t

N

~+

“
AN

t

AN

t

Q

~+

t

=S

~+~ o

(
(@
(
(
(@
(
(
(
(
(
(@
(
(
t(o
(
(
(@
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
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t(o(a(s), t(a(b(5), ¢(5)))ba)c(a)))
a(2)b(3)¢(3).

por outro lado, temos

ag(boc)=s(of t(@(ag), (b5 €)3)))a@) (b o )@

= s(o(a@), bay o c))t(@(ag); ba) o c3)))ac) (be) o ¢2))

(U(G (1)>$ s(o ( (1)> €(1) (o ( (3), € 3)))5(2 0(2)))
(a )

)t

t(o ags), s s(o ( (7)))( ( (9): € 9)))b(8 )
(b
)

s(o(aqy, (b-s ¢)(1))

=S

ag)s(o @MwQMNKU (6),€(6)))b(5)¢(5)
= s(o(ayt(a(bay,cu))), s(a(bay, c)))t(a(beay, c3)))
b2)¢(2)))
t(c(ag)s(a(bee): c(6)))s s(a(bry. ¢()))t(a(beoy, c(9)))
bis)c(s)))a)be)ces)
= s(a(aqy, s(a(bay, c1)))t(a(beay, ca)))t(a(bey, c3)))
b)¢(2)))
t(c(as), s(a(bes): c(6))s(a(ber), c(7)))t(T (b(9) c(9)))
bis)c(s)))ac)bes)cs)
= s(a(aqy, s(a (b, c1)))t(@ (b, c(3)) (b, ca)))
b2)c2)))
t(a(ag), s(a(bee)s c6))a(b(rys ¢(7)))E (@ (b(gy c(9)))
bis)c(s)))a)b)ce)
= s(o(aqy, s(a(bay, c)))t(e(bz)ces)))b)ce)))
t(a(acsy, s((bes), c(5))o(beeys ¢6))) LT (bs), c(s)))
bryen))a@baca
= s(o(aqy, s(a(bay, c)))be)ce))
t(a(asy, s( (b, ca))o(besy, ¢s)))t(a(bery, cery))
bee)c6)))a(2)b3)c(s)
= s(a(aqy, s(a(bay, c)))be)c@))
(0 (ags), s(e(bayca)))t(@ (D), ¢6)))bes)C(5)))a2)bes)C(s)
(0(aq), s(o(by, c1)))b)c))
t(a(asy, t(a(be), 6(6)))S(E(b(4)6(4)))b(5)0( )))ac)b)yces)
= s(a(aqy, s(a(bay, c)))be)ce))
(o(ag), (O’(b(s),c(s)))b 4)C(1)))a(2)b(3)c(3)
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Segue portanto, a associatividade do produto torcido. Com isso, con-
cluimos a proposi¢ao. [ |

2.3.3 Dualidade

Seja B um R-bialgebréide & esquerda projetivo finitamente gerado
como R-moédulo & direita (via a multiplicagdo do target a esquerda).
Entdo, podemos munir B* := Hompg(B, R) com uma estrutura de R-
bialgebroide & direita, dada pelo R°-anel (B*,s*,t*), em que s*(r) =
e(—=t(r)) e t*(r) = re(—), para todo r € R, pelo R-coanel (B*, A*, &*),
tal que

A*(Q‘j) ZZZSD(—%‘)@M’ VSDGB*a
=1

em que {z; € B}, e {p; € B*}?_, & a base dual de BY) := (B,t)
e e*(¢) = p(lp) paratodo ¢ € B* e pela estrutura de R-bimodulo
dada, para quaisquer 7,7’ € R, ¢ € B* ¢ b € B, por

(r - = r)(b) = re(bt(r')).

O produto de convolugao é dado por

(o *r)(b) = W‘P(b(l)) : b(z)) = w(s(@(b(l)))b(2)>7

para quaisquer p,9 € B* e b € B. Os detalhes podem ser encontrados
em ([15], Proposigao 2.5). As construgoes nas segoes 2.3.1 e 2.3.2 sdo
duais, no sentido da seguinte proposicao.

Proposigao 2.19 Seja B um R-bialgebrdide a esquerda projetivo fi-
nitamente gerado como R-mddulo & direita, (via a multiplicacio do
target a esquerda). Considere o dual a direita B* com estrutura de R-
bialgebroide a direita. Entdo um elemento J = p; Qg @' € B* x'; B*
€ um 2-cociclo normalizado em B* se, e somente se,

n

o07:B®ge B— R, o;(bV):= ngi(bt(goi(b’)))

i=1
€ um 2-cociclo normalizado em B.

Demonstragao: (=) O fato de J ser 2-cociclo normalizado em B*
nos diz que, para quaisquer r,r’ € R, temos

(@) t*(r)*,0;@rs* (r)*,.0" = @i*,t*(r)@ppi*,.s*(r'") (bilinearidade);
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() (7 0n (A e BT = (eon (B 20 A7) (condicio
de cociclo);

(c) (e*®@r B*)(J) = (B* ®g €*)(J) (normalizacao).
Temos que mostrar, para quaisquer r,7’ € R e a,b € B,
(i) os(s(r)t(r)a,b) = ros(a,b)r’ (bilinearidade)

(ii) Uj(a, S(UJ(b(1)7 C(l)))b(g)C(g)) = UJ(S(UJ(G(1)7 b(l)))a(g)b(2)70) (con—
dicdo de cociclo);

(iii) o;(1p,a) =e(a) = 0s(a,1p) (normalizacio);
(iv) os(a,s(r)) = os(a,t(r)).

Mostremos agora duas propriedades que vao nos ajudar. Para quaisquer
re R, be Beype B* temos

(" (r) *r 9)(b)

(" (r)(bay) - b2))
(re(bery) - be2y)
(s(r)s(e(b 1)))5(2)
(s(r)b)

s(r)b),

|
€ € ©

também temos

(s"(r) %7 ©)(b) = @(s"(r) (b)) > b2))
P(e(bayt(r)) > b))
= ¢(e(b)) > b2)s(r))
p(s(e(bq) ))b(z)S(T))
= o(bs(r)).
Vamos ver agora que o estd bem definido, ou seja, que é R°-balanceado
e R-bilinear. De fato, para quaisquer (a,b) € B ®ge B e r € R, temos

também temos

05(as(r),b) = pi(as(r)t(¢' (b))
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Mostremos agora, a condicao de bilinearidade para o ;. De fato, para
quaisquer (a,b) € B®geB e r € R, temos

também

Agora note que a condigdo de normalizacdo de o; decorre da normali-
zagdo de J. De fato, a normalizacao de J nos diz que

(i) - ' =1p- =& = ; — ("),

portanto, segue que



e(b) = (@i = €"(¢"))(b)
= pi(bt(*(¢")))
= @i(bt(¢'(1)))
=o0;(b,1p).

A condicao de cociclo de o; decorre também da condicao de cociclo de
J. Para mostrarmos isto, vamos precisar das seguintes bijecoes

o~

():B*®gr B*— Hompr(B® @ B R)
PRY r— P,

tal que ¢ @ 1(a ® b) = p(bt(1h(a))), para todo a® b € B® @ B e

():B*®pg B* ®g B*— Homp(B"Y) @r BY @r BY, R)

—~—

PRYPRN — PRY RN,

tal que p @ Y @ N(a@b®c) = p(ct(y(bt(n(a))))), para todo aRbRc €
B* ®r B* ®r B*. Essas bijecoes podem serem mostradas de maneira
analoga ao que foi feito na proposi¢cao 2.14. Usando a primeira bije¢ao
temos

A () (b®a) = (Z p(=a;) ®pj> (b®a)

i=1

=Y (o) ®p))(bE a)

=Y plat(p;(b))x;)
i=1
= ¢(ab),
por outro lado,
A*(p)(b®a) = 1) @ P2 (b ® a)
= o) (at(pe)(b)),
ou seja, para quaisquer a,b € B e ¢ € B*, temos
p(ab) = o) (bt(p2)(a))). (2.28)
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Agora a condigao de cociclo para J nos diz que
P *r Pi(1) @ @ *, Yi2) ® =0 ® P * 80%1) ® ¢’ * @ézy
Aplicando a igualdade em a ® b ® ¢ € B* ® g B* ® g B*, temos

(@5 *r i(1) ® @7 % Pi2) ® ') (a @b ® c)

= (5 *r Yi(1) )(ct(@? ©ic2) (bt(p “(a))))

= (@5 *r 2i)) (ct(@i2) (¥ (b)) - byt (#*(a)))))
= (5 *r 0i(1)) (t(pi(2) (s( (b(1)))b(2) (" (a)))))
= pi)(eslc)) - cat(pie) (s(@? (b)))beyt(¢'(a)))))
= 0i1)(8(; (1)) e t(@i2) (s(? (by))byt(#'(0))))),  (2:29)

—_~—

(i ® p; *%) soj *%))( ®b®0)

= pi(ct 80‘1)(S(Sﬁj(b(1)))b(2)t(sﬁ(z)( ( I(ay))a@))- (2.30)
Lembre, queremos mostrar que
ay(a,s(o;(bay, cy))bece)) = os(s(as(any, bay))a@)be),c)-

De fato, temos

70y, cy))b)cca)

(@' (s(05(bry, c1))b@)C(2))))
(‘Pl(s(%(b(l)t( (C(l)))))b(Z)C(Q))))
(‘Pl(s(@j(b(l)))b@)s( (0(1)))0(2)))),

oy(a, s(o
pilat
piat
pilat

por outro lado,

as(s(o(aq), b)))aebe), o)

= ¢;i(s(as(any, by))a@be)t(e'(c))

= @i(s(pslayt(e’ (bw)))))a@be)t(¢' ()
= pi(s(pj(am)))ag)s(@’ (ba)))be)t(¢'(c)))
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= 0in) (s(5(aq1)))a) (i) (s(¢ (b1))byt(9'(c)))) (por 2.28)
= pilat(p{y)(s(; (b1)be2) Hplay (s(¢7 (¢(1))e2)))) (por 2.29 e 2.30)
= piat('(s(p;(ba)))ba)s(#’ (cay))e@)))-

Segue a igualdade. Falta mostrarmos que o;(b, s(r)) = o;(b,t(r)). De
fato, para quaisquer b € B e r € R, temos

Agora denote J~! = 1); @ 17 e mostremos que ajl = o0 -1. De fato,
note que ; *, ¥; @ @' * P/ = € ®pr €. Dessa forma, para quaisquer
a,b € B, temos

(i *r 1j @R " #r Y7)(a @ D) = (¢ ®r €)(a ® D)
(

por outro lado,

(i %r b; DR @ %, 19)(a @ b)
= (i *r ;) (bt((21 %, ¥5)(a)))

= (pi *r wj)(bt(W( (¢ i(a(l))) (2))))
= 1 (s(i(b1)))be2) t(W (s(¢'(a1)))a@)))
= i (s(pi(b(1)))be2) t(

(@' (aqy) *» ¥7)(a2)))))
= (5"(¢"(aq))) #r ) (s(i(b1)))be2) (1 (a(2))))
= ;(s(¢i(b1)))be2 f(W(a(z )s(¢'(a1y)))

= P (s(i(b)))b2) s(#' (a1t (W (aez)))

= ¥;(s(pi(br) t(#" (a(1)))))be2) H¥ (a(2))))

= ;(s(05 (b1, aq)))b2) H1 (a(2))))
=oy-1(s(a5(bay, aq1)))b2), a2))

S

o~ o~ o~ o~
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=05(bay,aq))os-1(bey; ae)),

analogamente, mostra-se que o ;-1 (b(1), a(1))os(b(2), a(2)) = €(ba).

(<) Do que fizemos acima, concluimos que as condigoes de cociclo
e normalizagdo, valem para o; se, e somente se, valem para J. Além
disso, o s é inversivel se, e somente se, J é inversivel. Portanto, resta
mostrarmos a condicdo de bilinearidade para J e que J € B* x; B*.
Mostremos agora a condi¢ao de bilinearidade para J. De fato, para
quaisquer a,b € B e r,r’ € R, temos

Mostremos agora que J € B*x', B*. De fato, para quaisquer r € R e
a®be B®pgeB, temos

—



Segue que s*(1)*, 0; Q" = p; @rt*(r)*,¢". Portanto, J € B*x’; B*.
Concluimos assim, a demonstracao. ]

2.3.4 Bialgebroéide de Connes-Moscovici

O bialgebréide a seguir foi construido na teoria de folheagoes no
contexto do calculo do indice transversal de folheacOes e pode ser en-
contrado em [10].

Proposigao 2.20 Considere H uma dlgebra de Hopf sobre uwm anel
comutativo k, e seja R um H-mddulo dlgebra o esquerda. Considere o
k-mddulo produto tensorial B := R ®, H Qi R equipado com a multi-
plicagao associativa

(roh@s)(r'k®s’) =r(hay>r") @ hok® (b >s)s,

para quaisquer r @ h @ s, 7’ @ k® s’ € B. Entdo, Podemos munir B
com uma estrutura de R-bialgebroide a esquerda, com source e target
dados, para todo r € R, por s : R — B, r+— r®1lg 1 e
t:R— B, r— 1p® 1y ®r. Definimos também uma estrutura de
R-coanel (B, A, ¢), por

Ar@h®s)=(r®@hn) ®1g) Or (1r ® hg) ® s)

e(r@h®s)=re(h)s,
para todo r® h® s € B.

Demonstragao: Veremos primeiro que source e target comutam nas
imagens e que sdo morfismos de k-dlgebras. De fato, para quaisquer
r,7’ € R, temos

s(r)s(r') = (r®1lg @ 1g)(r' ® 1y ® 1)
=r(lg l>7‘/) R1g (1> lg)lg
=" @1y ®1g
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= s(rr’)

tr)t(r')=(1pg®@1lg@r)(lpg®@ 1y @)
=1g(lg>lg) @1y @ (lger)r
=1p®1y ®r'r
=t(r'r).

Agora temos

s(rt(r') = (relyp@lg)(lr® 1y @1')
=r(lg>lr)®@1g @ (1g>r')lg
=relyer,

por outro lado,

t(r)s(r) = g @1y @7)(r @ 1y @ 1g)
= ]-R(]-H l>T) R1lg® (1H > ].R)’I’/
=relyer.

Portanto, B é um RCf-anel. Mostremos agora que A é morfismo de
R-bimédulos. De fato, para quaisquer a @ h® b € B e r € R, temos

A(T~(a®h®b)) (s(r)(a®h®D))

(relp@lp)a®h®b))

(r(lgra)®@h® (1g>b)lg)

(ra®h®b)
=(ra®hp)®1gr) ®r (1g ® h(z) ®b)
(reoly®1lg)(@a®ho) ®1g) @k (1 ® hz) ®@b)
5(r)(a® hay®1R) @r (1r ® ha) @)
=7-(a®@hp)®1g) ®r (1gr @ h) ®b)
=r-Ala®h®D),

também temos

A((a®@h®b) 1) =A((lgR@1g@7T)(a®h®D))
=A(lg(lgra)@h® (1g>b)r)
=Ala®@h®br)
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=(a®h)®@1r) @R (1r @ h(z) @ br)
=(@®ha)®1r)Or (g @1y @r)(1r @ h) @ b)
=(a®@hq)®@1g) @rt(r)(1r ® h) @b)
=(@®hq)®1r) ®r (1R @ h2y ®D) -1
=Aa®@h®Db)-r.

Mostremos agora que ¢ é morfismo de R-bimédulos. De fato, para
quaisquer a @ h® b € B er € R, temos

e((r-(a®@h®@b)) =e(s(r)(a®@h®b))

(r®lg®1g)(a®h®Db))
((1Hl>a)®h®(1Hl>b)1R)
(

€
=¢
=¢e(r
=e(ra®@h®b)

também temos

e((la®@h®@b)-r)=e((1g @1y @7)(a®h b))
=e(1g(lgpa)®h® (g >b)r)
—e(a®@h®br)
=ae(h)br
=e(a®@h®Db)r.

Mostremos que valem a coassociatividade e counitalidade. De fato,
para todo a ® h ® b € B, temos

(B@rA)A(a®h®D)

= (BRrA)((a® h(1)®1r)Rr(1r ® h2)®D))
= (a® Iy ®1g)®@r [(1g ® he) ® 1r) ®r (1r ® hzy ® b)]
= [(a® h(1)®1R) ®r (g ® he) ® 1Rr)] ®r (1 ® he) ® b)
= (A®rB)((a® h(1)®@1R)Rr(1r ® h2)®@1R))
— (AR BYAG®h o).

Também temos

(Bore)A(a®@h®b) = (B®re)((a® h(1y®1r)®r(1r ® hz)®b))
= (a® h(1)®1R) - (1 ® h(z)®b)
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= (a® h(1)®1R) - €(h(2))b

= t(e(h(2))b)(a® h1)®1R)

= (1r® 1y ®e(h(2))b)(a® ha)®@1R)
=aQ® h(l) ® E(h(g))b

=a® he(hz) @b

=a®@h®b

(e®r B)A(a@h®b) = (e @r B)((a® h(1y®1r) QR (1R ® h(z) ®b))
= §(a® h(1)®lR) . (1R ® h(2)®b)
=ae(hq)) - (1r @ h2)@b)
= s(ag(h1)))(1r ® hz) @b)
= (ag(h(1)) ® 1z ® 1g)(1r ® hz)®b)
= aa’:‘(h(l)) & h(2) ®b
=a®h®b.

Mostremos agora que A(B) C B Xﬂ% B. De fato, para quaisquer
a®@h®be Bere R, temos

(a® h(l) ®@1p)t(r) ®r (1g ® h(g) ®0b)

=(a®h1)y®@1p)(1lr® 1y ®r)®p (1g ® hz) ®b)
= (a(h)> 1r) ® hio) @ (hzy> 7)) Or (1r @ hy) @ b)
= (ag(hq)) ® h(z) @ (hay> 7)) @R (1r @ hg)y @)
=@ E(hu 2y ® (h)b1)) ®r (1r @ hig) @ D)
=(a®ha) @ (hz)>r)) ®r (1r @ hz) @),

por outro lado, temos

(a®hay®@1Rr) ®r (1r ® h(z) ®b)s(r)
=(@®hq)®1r) ®r (1R ® ho) @b)(r ® 1y ® 1R)
= (a®h@) ®1Rr) ®r (he) > 7 ® hz) @ (hy > 1r)b)
= (a®@h)®1r) ®r (h@)y>r @ hig) @ e(hy)b)
= (a®h)y ® 1) ®@r (h(2) > @ hgye(huy) @ D)
=(a®ha)®1Rr) @r (h)>1 @ h(z) ®b)
=(a®@h1)®1Rr) @r ()b @ 1y @ 1g)(1r ® h3) ®b)
= (a®@ha)y®1r) ®r s(h) >7)(1r @ hz) @b)
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(a ® h(l) (9 113) KRRr (h(g) > T’) (1R ® h(g) (9 b)
(a®h 1 ® 1g) - (h(g) >7r) Qg (1R®h(3) ® b)
=t((h@y>r)(a®@ha) ®1g) ®r (1r ® h(z) @ b)
=(a® h 1 ® (h(g) >r)) ®r (1 ® h(g) ®Db).
Segue que A(B) C B ><lR B. Veremos agora que A é multiplicativo. De
fato, para quaisquer rQ h ®1', a @ k ® b € B, temos
A(reh®r)(a®k®b))
= é(r(h(l) > a) ® h(g)k‘ ® (h(g) > b)T/)
= (r(hqy > a) ® hizyk) @ 1r) ®r (1r ® hz)kz) @ (hay > 0)r'),

por outro lado, temos

Ar@h@r)A(a® k®Db)

[(r®h)® 1r)®R(1R®h@)@1)][(a®k1) @ 1R) @R (LE®Kk2)® b)]
(r®@ha)y®@1p)(a®kq) @ 1g) @r (1r ® ho)y @ 1) (1r ® k) @ b)
(r(hy>a)@hyka) @ (h)>1Rr) @r (ha)>1r) @h(5)k2) @ (h()>b)r’)
(r(hay>a)®@hyka)@(e(h@)1Rr) @R E(h@)1r) @h ) k@)@ (he)>b)r’)
( (h(l) >a)® h( )k(l) ® 1p) Qg (5(h(3))1R) ® h(4)k(2) ® (h(5) > b)r/)
(r(hay>a) @ hoyka) @ 1g) @r (1r @ hig)k2) @ (h) > b)r’).

r

Mostremos agora que ¢ é caracter a esquerda em (B, s). De fato, para
quaisquer r@ h @7 e a® k® b € B, temos

e((reoher)siela®k®b)))

(r@h@r)s(ae(k)b))
(roh@r)s(abe(k)))
(roher)(abe(k) ® 1y @ 1g))
r(he1y > abe(k)) @b @ (h)y > 1))
(hqy>abe(k)) ® h(g) @ e(hz))r’)
r(h(l >abe(k)) ® h(2 ®r')

hey > abe(k))e(he))r’

Bty & ab)e(R)e (oo ),

hene(hy) > ab)e(k)r',

hab)e(k)r’,

S R [ N [ R [ N (O R ()

I
= 03

I
S

r\/\/\/\/\/g\/—\/—\/\/—\

r
por outro lado, temos

Q((’F Rh® ’I“/)(CL Rk ® b)) = §(T(h(1) > a) &® h(g)k‘ ® (h(g) > b)’l“/)
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=T h(l) >a)e h(2)k)(h( )l>b)

( )e(

( )e(hz)e(k) (hz) > b)r'
= r(hqy > a)e(k)(h(z) > b)r’

( )

(

Th1)|>a

r(h (1yb>a (h(2)1>b) ( )
=r(h>ab)e(k)r'.
Para concluirmos a demonstragdo, mostremos que, de fato, o produto

aqui definido é associativo. Para quaisquer r @ h ® s, ' @ b’ ® 5" e
a®k®be B, temos

[(rohes)(reh @s))(a®k®b)
= (r(hqy>r’) @ hoyh' ®(h(3)>s) s)(a®k®Db)
=r(hy > 1) (R h(l)l>a)®h(3 @)k @ (heayhiz) > b)(hs) > s)s
= r(hay > (' () > @))) ® hiayhin) k @ (higyhlz) > b)(hay > s')s
(hiy

= T(h 1) > (7", ) ) & h(2)h(2)k ® (h(g) > ((h(g) > b)S/)S,

por outro lado,

(roahes)(reh @s)(a®keb))
= (r@h @ s)(r'(hiy) > a) ® hig)k @ (hig) >b)s)
= r(hqy > (7' (h{y) > ) ® hia)higyk @ (h(z) > ((hig) > b)s"))s.

2.3.5 Extensao Escalar

Seja B uma bialgebra comutativa sobre um anel comutativo k& e
R uma é&lgebra na categoria dos modulos Yetter-Drinfel’d & direita-
direita de B. Isto significa que R é um B-moédulo algebra a direita e
um B-comoédulo algebra & direita, tais que, vale a seguinte condicao de
compatibilidade

(a< 1‘(2))(0) Rk x(l)(a < x(g))(l) =a « (1) Ok a(l)x(g), (2.31)

para quaisquer a € R e x € B. Em que a <z denota a acdo de B em R
e a — a® ®aM) denota a coacdo de B em R, para quaisquer a € R
e x € B. A categoria dos médulos de Yetter-Drinfel’d é pré-trancada.
Assuma que R é comutativa trangada, ou seja, para quaisquer a,b € R,
temos

b (aabM) = ab. (2.32)
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Sobre essas condigbes, o produto smash B := R#B tem uma estru-
tura de R-bialgebroide a direita. Lembre que R#B := R ®; B, com
multiplicacao

(a#tx)(b#y) = b(a 9yq)) @k TY(2) (2.33)

para quaisquer a#z e b#y € B. Os morfismos source e target sdo
definidos para todo a € R, por

s:R—B, ar— aO#aM,
ou seja, o source é a coacao de B em R, e
t:R— B, a+— a#lp,

respectivamente. O coproduto A e a counidade g, sdo definidos, para
todo a#x € B, por

A: B — BRrB
a#xr > (a#rq)) @r (1r#2(2)).

e: B — B®grB
aftx +—  ae(x).

O nome extensio escalar vem do fato que a &lgebra base k de B é
substituida pela algebra base R de B. Mostremos entdo que B é um
R-bialgebroide a direita. Note que, o fato de R ser um B-comddulo
algebra & direita, nos diz que a coacdo de B em R é morfismo de
algebra, ou seja, para quaisquer a,b € R, temos

(ab)(o) Ok (ab)(l) = (030 Ok aWpM

152) Rk 1531) = 1g @y 1g.

Mostremos primeiro que s e t sao morfismos de algebra e que comutam
nas imagens. De fato, para quaisquer r e a € R, temos

s(ab) = (ab)(o)#(ab)(l)
= a0pO4qWpM)

por outro lado,

s(a)s(b) = (aV#a™M) (0O #M)

108



= p© (a(O) 4 b(l)(l))#a(l)b(l)(g)
= b0 (0 qpO W) Dp1D)

= aOpOxVpM - (por 2.32)
também temos

t(a)t(b) = (a#1m)(0#1n)
=bla<lp)#lp
= ba#lB
= t(ba).

Agora temos

s(a)t(b) = (@O #aM) (b#1p)

=b(a® a1p)#aV

= ba D #a®,
por outro lado,
(b#15) (ol #a')
=a (b« a(l)(l))#a(l)(g)
— 4OO) (h 4 g OD) 4D
= baO#aD).

~
—~
=
~—
»
—
S
~—
Il

Mostremos agora que A é morfismo de R-bimédulos. De fato, para
quaisquer a#x € B e b € R, temos

= (ba#x (1)) ®r (1r#T(2)),

por outro lado,

b- Ala#tz) = b- (a#tz(1)) @r (1rR#2(2))
= (a#x1))t(b) @r (1r#7(2))
= (a#tz (1)) (b#1p) ®r (1p#7(2))
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= (b(a<1p)#x(1)) @r (1r#2(2))
= (ba#tz(1)) @r (1r#1(2)).

Agora note que

(agtx) (b 301)) = b (a abMy)) by
= b0 (g g pO D)) L zp1)
= ab@#2bM  (por 2.32).

Dessa forma, temos

A((a#tz) - b) = A((a#x)s(b))

= A((a#tr) (0O #b1)
A(ab(o)#xb(l))
= (abO#x 1 b)) @r (Lp#tz2)b )
= (ab OOz bOM) @5 (1p#z2)dM)

= (aftz(1))(b p(0)(0) #b(o 1)) QR (1R#$(2)b(1))

= (a#tx(1))s(b”) @ g (1p#a)bM)

= (a#z(1)) - b @p (1p#tzdY)

= (a#z(1)) @R b0 . (13#95 )b(l))
(a#tx(1)) @r (Lr#taeb™M)i(d)

= (a#tz(1)) @r (00 (1 < 1p)#z@)d™M)
(a#tz(1)) @r (b0 #z2)bM)

= (a#tz(1)) Or (La#() (0O #60)

= (a#x1)) @r (1r#2(2))s(b)
(a#tx 1)) @r (1r#7(2))s(D)

= (a#tz(1)) ®r (1rR#T(2)) - b

= A(a#z) - b.

Mostremos agora que ¢ é morfismo de R-bimédulos. De fato, para
quaisquer a#zx € B e b € R, temos

e(b- (a#tz)) = e((a#tz)t(b))
((astz)(b#1p))
b

(b(a<1p)#r)

£
£
=E£
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= g(ba#x)
= bae(x)
= be(adtx),

também temos

e((agtr) - b)

((a#tz)s(b))
£((agtx) (0O #0D))
ela b(o)#xb(l))

= ab©e(xbM)

= ab(e(2)e (b))

— abO) (= (5 V)e(2))

= (ae(x))b

= e(a#tx)b.

Mostremos agora que valem a coassociatividade e a counitalidade. De
fato, para todo a#x € B, temos

(B®r A)A(a#z) = (B®r A)((affz()) ®r (1r#2(2)))

= (a#z(1)) @r A(1p#2(2))
= (a#z)) ®r ((Lr#z(2)) ®r (Lr#z(3)))
= ((a#z1)) ®r (1r#x(2))) @r (1r#1(3))
= A(a#z1)) @r (1r#2(2))
= (A ®g B)((a#x1)) ®r (1r#(2)))

= (A ®r B)A(a#tz).
Agora temos
(B@re)Aa#z) = (B @r g)((a#z(1)) ®r (Lr#2(2)))
= (a#z(1)) - e(1r#2(2))
= (a#z(1))s(1re(7(2)))
= (a#fz)e(z(2))) (Lr#1B)

= a#fz,

também temos

(e @r B)A(a#tz) = (e ®@r B)((a#z(1)) @R (1r#Z(2)))
= g(a#z)) - (1rF(2))
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= (Lr#fz(2))t(c(a#tz(1)))
= (Lp#fz(2))t(ac(z()))
= (1r#z(2))(ac(x 1))#13)
= (lr#r2)e(21)))(a#1B)
= (1r#z)(a#lp)
=a(lgp<lp)#xlp
= a#x.

Mostremos agora que A(B) C B x’, B. De fato, para quaisquer a#z €
B ebe R, temos

s(b)(a#x (1)) Or (Lr#2(2))
= (b O#bW) (a#tr (1)) @R (Lp#z ()
(a(b(o) QT (1) )#b( ) r(2)) ®r (1r#x(3))
= (a(bam2) O #zq) (b)) ®r (Lr#zs) por 2.31
= (a#z 1)) (b9 32) D #(b 9 22) V) @R (1r#(3))
= (a#r(1))s(b<a22)) @r (1r#2(3))
= (a#z(y)) - (b<x2)) @r (1p#2(3))
= (a#z(1)) ®r (b92(2)) - (1r#2(3))
(a#l’(l
= (a#z (1)
= (
= (
= (
= (

)
) @r (1r#r(3))t(b<1(3))

) @r (1r#x(3))(bax(2)#1B)

)®r (b<z(2))(1r 91p)#2(3))
) ®@r (b)) #2(3))

a#r(1)) @r (0#18)(1rF#(2))
a#r(1)) @r t(0)(1r#r(2))

Mostremos agora que A é multiplicativo. De fato, para quaisquer a#x
e b#y € B, temos

A((aftz)(b#y)) = Alc(a <y #ry(2)
= (bla 9yq))F#r1)ye) @r (1rF#T(2)Y(3)),

por outro lado,

Ala#r)A(b#y) = [(a#x 1)) @r (Lr#22)][(0H#Yy1)) Or (1RH#Y(2))]
= (a#tz (1)) (b#y1)) Or (1r#22)) (LRH#Y(2))
= (bla<ayw))#r1)Y2) Or (1r QYE)FT(2)Y(4))
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= (bla 9yq))#r1)Ye) @r (1re(Y(3))#22)Y(4))
= (bla 9y))#r1)Ye) @r (1r#22)E(Y(3))Y4))
= (b(a 9y))#r1)ye)) @r (1r#22)Y(3))-

Mostremos agora que € é caracter & direita em (B,s). De fato, para
quaisquer a#x e b#y € B, temos

e(s(elattr))bity) = e(s(as(x)) (bty))

a) (b#y)e(x))
(a@#a M) (b#y))e(x

(s(
(s(
( )
= e(b(a? ayq))#aVy))e(x)
(al (
= b(
= b(

|

S

™ 1™

Il
o

(0)

)
a® Y1) )E(a(l)y y)e(x)
a (o

Y1) )e(a ) £(y2))e(x)
a<yle(x),

por outro lado,

e((a#tz)(b#y))

e(b(a ayn))#ry2)
= blaay))e(x y(z))
= b(a<y))e(@)e(ye
bla<y)e(x).

Portanto, concluimos que B é um R-bialgebroide a direita.

2.4 A Categoria Monoidal de Md6dulos

Sabemos que uma algebra B sobre um anel comutativo k, possui
uma estrutura de bidlgebra se, e somente se, a categoria de B-moédulos
a direita (ou a esquerda ) é monoidal, tal que o funtor esquecimento
Mp — M, é estritamente monoidal, ver [23]. Nosso proximo teorema
é uma generalizacao deste fato para bialgebréides. Tal generalizacao,
foi feita por Schauenburg em [26].

Teorema 2.21 Sejam R uma dlgebra sobre um anel comutativo k e
(B, s,t) um R°-anel. Entao, as sequintes afirmagdes sao equivalentes:

(1) B € um R-bialgebroide a direita;

(2) A categoria Mp dos B-mddulos a direita é monoidal, tal que o
funtor esquecimento U : Mg — g Mg € estritamente monoidal.
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Demonstragao: (1) = (2) Primeiramente, note que, se M é um B-
modulo & direita, entao M é um R-bimddulo com estrutura dada por
r-m-r' := (m<s(r'))<t(r), para quaisquer m € M e r,7’ € R. Agora,
para quaisquer M, N € Mp, temos M ®r N € Mpg. De fato, M Qg N
possui estrutura de B-modulo & direita, definida por

(m®pn)<ab:=m<bn) @rndby).
Assim, para quaisquer m @ n € M ®r N e a,b € B, temos

(m®n)<a)ab=(m<aq)@ndagp))<b
= (m < a(l)) < b(l) ® (n < a(g)) < b(g)
=mamba) ®n9a@)be)
=md (ab)(l) Xnd (ab)@)
= (m®n)<abd.
Também temos pelo Lema 1.46 que R é um B-moédulo a direita, pois
€ é caracter & direita em (B,s). A acdo de B em R é dada por 7«

b = &(s(r)b), para quaisquer r € R e b € B. Agora, definimos os
isomorfismos naturais canonicos

amnp: (MORN)QRP — M@r(NQgrP), (m®n)®pr— me(n®p),

Iy:Rg M — M, (r@m)—r-m

rM:M@gR— M, (n®r)— m-r.

Veremos que sdo morfismos de B-moédulos & direita. De fato, para
quaisquer (m®n)@p € (M @ N)® P e b € B, temos

ar,N,p(((m®n) @ p)ab) = ayp,np((Mm@n) by @pabea)
= aM’N,p((mdb(l) & n<1b(2)) ®p<lb(3))
=mdb) @ (ndbp) @pabgy))
= m<lb(1) (9 ((n®p) <1b(2))
—(m® (nep) b
=am,n,p((m®n)®@p)<bd.

Agora para quaisquer r @ m € RQ M e b € B, temos
ZM((r®m) <1b) = ZM(T<1b(1) ®m<1b(2))
= Im(e(s(r)b1)) ® mabz))
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=e(s(r)bery) - (m <ab(2))
=e(b)) - (mat(r)bz))

= (m<t(r)be) at(e(ba)))
=m t(r)be)t(e(b)))
=m<t(r)b

= (m<t(r))<d
=(r-m)<b
=ly(reom)<b

e também

rau((m@r)<ab) =ra(m<bay @r<be)
=rap(m<bay ®e(s(r)b)))
= (m<bg)) -e(s(r)b)))
= (m<bq)) - (t(r)bez)))
= (m<as(r)ba)) - 5(5(2 )
= (m<s(r)buy) <s(e(bz)))
=m<as(r)b)s(e(be))
=mdas(r)b

(m<s(r))<b

=(m-r)<b

=ry(mer)<ab.

Nao é dificil ver que sdo isomorfismos naturais, pois segue simplesmente
da definicdo de cada isomorfismo e do fato que sao aplicados em mor-
fismos de B-moédulos. Que o funtor esquecimento U : Mg —>r Mg
é estritamente monoidal é claro, pois basta definirmos ¢y : R — R
e puN : M ®g N — M ®pr N como identidades que os diagramas
necessarios, comutam trivialmente.

(1) <= (2) Queremos mostrar que o R°-anel (B,s,t) possui estrutura
de R-bialgebréide a direita. De fato, primeiro vamos munir B com
estrutura de R-coanel. Note que B é B-moédulo a direita com agao
dada pelo produto, entao temos que B ®g B é B-mbdulo & direita,
pois Mp é monoidal, tal que o funtor esquecimento Mg —>r Mg é
estrito, e pelo mesmo motivo R é B-mdédulo a direita. Agora, defina
A: B — B®g B, tal que A(b) = (13 ®1p)ab= b(l) ® b(g).

Afirmagao: Sejam M e N B-médulos a direita. Entao, para quaisquer
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m®neM®rN ebe B, temos
(m®n)ab=m<bn) @rndbgy). (2.34)

De fato, primeiro para m € M, defina pM : B — M, b+ m<b, para
todo b € B. Mostremos que pM ¢ morfismo de B-moédulos & direita.
De fato, para quaisquer a,b € B, temos
pM (ab) = m < ab
=(m<a)<b
= Py (a) ab.
Portanto, para m € M e n € N, temos que

p%@Rpg:B@)RB—)M@RN, a®b— mda®n<ab,

¢ morfismo de B-mddulos & direita. Segue entdo

m @R P )(b) ® b))
m @r pp )((1p ® 1p) <b)

m<1b(1) ®n<1b(2) = (
= (pm
= ((pm ®r Py )(1p ©15)) <b
= (
= (

p
p

m<lg®@n<lpg)<d
m®mn)<b.
Mostremos agora que ag g,5((A @ B)A(b)) = (B ® A)A(b). De fato,
para todo b € B, temos
a'B,B,B((A ® B)A(b)) = ap,B, B(A(b 1)) & b(g))
= ap,B,B((b1)1) ® ba)(2)) ® b))
=ag,B, B((lB & lB) <lb(1) X b(z))
=ap,BB((1p®1p)®1p)ab)
=appp((lp®1lp)®1p) b
(Ip®(lp®1p))<b
= (Ip<bn)® (1p®1p) b))
= (1 9ba) @ (b2)(1) ® b2)(2)))
= (ba) ® A(bz)))
= (B®r A)A(D).
Agora, pelo Lema 1.46, como R é B-mddulo a direita, temos que existe

e : B — R, caracter & direita em (B, s), tal que £(b) = 15 <b. Mos-
tremos entao, que vale a counitalidade. De fato, para todo b € B,
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temos

re((B ®¢e)A(b)) (B®e)(ba) ® b))
ba) ®@e(bz)))

rB(
rB(
= (b 1)®1R<1b(2))
rB(
(

= (1B®lg)<lb)
=TrpB 1B®1R)<1b
:13<1b

= b)
também temos

I5((e ® B)A(b)) = Ip(e(b1)) @ bz))
=1p(1r<ba) ® b))
=lg((1p ®1Rr) <)
=lp(lp®1Rr)<d
=1p<d
=b.
Vamos ver agora que A e ¢ sdo morfismos de R-bimddulos. De fato,
para quaisquer b € B e r € R, temos

A(r - b) = A(bE(r))
= (lB ® 13) <1bt(’/‘)
= ((13 ® 13) <]b) <]t(7")

— A®b)at(r)
=r-A(b),

também temos

A(b-r) = A(bs(r))
=(lp®1p)<bs(r)
= ((1p®1p)<b)<as(r)
= A(b) as(r)
=A(b) -7
Agora

e(r-b) = e(bt(r))
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=1 <abt(r)

= (1g <b) <t(r)
=¢e(b) <t(r)

= re(b),

também

e(b-r)=e(bs(r))
= 1gr <bs(r)
= (1gr<b)<s(r)
=e(b) as(r)
=¢e(b)r.

Mostremos agora que A(B) C B x’, B. De fato, para quaisquer b € B
er € R, temos

5(1)b1y ® beay = 5(1) A4b1y ® 1 <ba)

— (s(r) © 15) b
(1p-r®lp)<b
=(1p®r-1g)<b
=(1p®t(r)) <b
=1pd b(l) ®t(r)< b(2)
= b(l) & t(T)b(g).

Falta mostrarmos agora que A é multiplicativo. De fato, para quaisquer
a,b € B, temos

Aab) = (1p®1p)<ab
= ((1p®1p)<a)<b
= (a@) ®ag)) <b
= aq) 1b) ® agz) Abz)
= a)ba) @ agz)b)
( a@) @ a))(ba) ® b(z))

A(a)A(b).
Portanto, temos que o R¢-anel (B, s, t) possui estrutura de R-bialgebroéide
a direita. Concluimos assim, a demonstragao do teorema. ]
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2.5 A Categoria Monoidal de Comoédulos

Seja B uma biadlgebra sobre um anel comutativo k. A categoria
dos comodulos & direita sobre B, possui uma estrutura monoidal, tal
que o funtor esquecimento para M, é estritamente monoidal. Para R-
bialgebroides & direita B, esse resultado continua sendo vélido. Porém,
ao contrario do caso para moédulos, a existéncia de um funtor esqueci-
mento nao é evidente, mais especificamente, nao é claro que morfismos
de B-modulos sejam morfismos de R-bimoédulos. O préximo lema nos
garante isto. Tal lema foi provado em [12] no contexto de coalgebroides.
Antes, precisamos de algumas defini¢oes e resultados.

Definigao 2.22 Sejam R e S duas dlgebras sobre um anel comutativo
k. Um S|R-coanel é um S ®y, R-bimddulo C, junto com uma estrutura
de R-coanel (C, A, ¢€), tais que, para quaisquer s,s' € S e ¢ € C, valem
as sequintes condicoes:

(Z) A((S@ 1R) -C- (8/ &® 13)) =c) - (8I® 1R) QR (S® 13) 1 C(2)5
(ii) (s ® 1R) - ¢(1) R €(2) = ¢(1) QR C(2) (s®1R).

Morfismos de S|R-coanéis, sdo morfismo de R-coanéis e adicional-
mente, morfismos de S-bimddulos.

Todo S|R-coanel C possui uma estrutura de S-bimédulo e uma
estrutura de R-bimo6dulo, que iremos denotar, para quaisquer ¢ € C,
seSereR,por

Ts(s)c:=(s®1g) ¢, cos(s):=c-(s®1R) (2.35)

or(r)ec:=(1g®r)-¢, ctr(r):=c-(1ls®r). (2.36)

Agora temos que C é um R-coanel com estrutura de R-bimoédulo em
C ®g C dada, para quaisquer 7,7’ € R e ¢, € C, por

r(c@r ) = or(r)c@r I TR(r").

Também temos que C ® g C possui estrutura de S-bimoédulo, dada para
quaisquer s,s" € S e ¢, € C, por

s(c@prd)s :=cos(s') @r T5(s)C.
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Reescrevendo a condigao (i) de S|R-coanel, temos
A(ts(s)cos(s)) = cyos(s’) ®r Ts(s)c()

ou seja, A é morfismo de S-bimdédulo. Também reescrevendo a condi¢ao
de counitalidade, temos

c=or(e(c)))ee) = cayr(e(c))).

A condicao (i7) nos garante, para quaisquer s € S e ¢ € C, que

e(ts(s)c) = e(cos(s)). (2.37)

De fato, temos

e(rs(s)c) = e(rs(s)eqyTr(e(c2))))
= e(7s5(s)c(1y)e(cq))

(
(
(cy)e(eyos(s))  por (i)
(
(

m

= e(or(ele)))e@)os(s))

cog(s)).

[}

Usando a counitalidade e o fato que A é morfismo de R-bimé6dulos
e de S-bimédulos, segue na proxima proposicao, algumas propriedades
que serao uteis na demonstracao do préximo lema.
Proposigao 2.23 Seja C um S|R-coanel. Entao, temos
(1) cos(s) = or(e(cyos(s)))ee) e Ts(s)e=ca)Tr(e(Ts(s)c2)));

(2) e(rs(s)cas(s’)) = e(cyos(s'))e(s(s)c2y), para quaisquer s, s" €
SececC.

Demonstragao: (1) Note que para quaisquer s € S e ¢ € C, temos

A(cos(s)) = cayos(s) ®r (),

A(Ts(s)c) =c(1) XRnr Ts(S)C(g).

Segue portanto, que

cos(s) = or(e((cos(s)))))(cos(s)) ) = or(e(cayos(s)))ce) (2.38)
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e que

7s(s)e = (75(s)) ) Tr(e((T5(s)) () = ) Tr(e(Ts (s)e(2)))  (2:39)

(2) Para quaisquer s,s" € S e ¢ € C, temos

(Ts(s)cos(s") = e(rs(s")7s(s)e)  (por 2.37)
e(ts(s's)c)
(e )TR(s(TS( s)ce2y))) (por 2.39)

I
™

(
(
( )
(cry)e(rs(s)T () 2))
= e(c))e(rs(s)e@as(s))
(cry)e(or(e(c@as(s)))ms(s)e@)  (por 2.38)
(cy)e(c@as(s')e(ts(s)es))
= e(or(elcq)))e@as(s))e(ts(s)em)
= e(cyos(s))e(ts(s)ce2))-
(2.40)

Proposigao 2.24 Seja B um R-bialgebrdide a direita. Entao B é um
R|R-coanel.

Demonstragao: De fato, definimos uma estrutura de R-bimo6dulo,
para quaisquer 7,7 € Re b € B, por

or(r)brr(r’) == bs(r')t(r),

ou seja, é a estrutura de R-bimodulo no R-coanel (B, A, ¢). Definimos
também, outra estrutura de R-bimédulo por

Ts(rbog(r') := s(r)t(r')b.

Para mostrarmos que B é um R|R-coanel, basta mostrarmos as condi-
coes (i) e (ii) da definicdo. De fato, para todo r € R, note que

A(t(r)) = A(T ]-B) E (13@13) =r-1p®1p :t(T) Qg 1g,

analogamente,
A(s(r)) =1 ®g s(r).

Dessa forma, para quaisquer r,7’ € R e b € B, temos

A(rs(r)bo(r)) = A(s(r)t(r')b)



= t(’)"l)b(l) QR S(T)b(z)
= b(l)as(r’) Xr Ts(T’)b(Q).

também temos

75(1)b(1) @R b2y = s(r)b(1) @R b(2)
= b(1) ®r t(r)b(2)
= b(l) QR b(g)Us(T‘).

Agora estamos prontos para provar o proximo lema.

Lema 2.25 Sejam R, S dlgebras sobre um anel comutativo k e C um
S|R-coanel. Entdo, todo comddulo (M, p™) sobre o R-coanel C, pode
ser equipado com uma tunica estrutura de S-mddulo 4 esquerda, tal que
pM(m) pertence ao centro do S-bimddulo M ®r C, para todo m €
M. Também, todo morfismo de C-comddulos é um morfismo de S-R-
bimadulos.

Demonstracgao: Definimos a estrutura de S-modulo & esquerda em
M, para quaisquer m € M e a € S, por

s-m = mOrg(e(rg(s)m™)). (2.41)

Mostremos que de fato é agdo a esquerda. Para quaisquer a,b € S e
m € M, temos
a-(b-m)=a- (mV7g(e(rs(b)m™)))
= m OO rp(e(rs(@m D r(e(rs(B)m "))
Tr(e(7s(@)m 1) Tr(e(7s (D)mM2))))
(e(rs(a)mMy))e(rs (b )m(l(z)))
r(e(m)os(a))e(rs (bym M)
(e( Jo
(e(
(e(

el(Tsla

5

B

5

—m©®
- m®
—m®
= mOrr(e(rs(bymPog(a))) (por 2.40)
=mOrg(e Ts(a)Ts(b)m(l)))
mO7g(e(rs(ab)ym™))

TR
=ab-m.

Agora considerando a estrutura de S-moédulo & esquerda em M ®g C,
dada por a(m ®g c) := m ®g 75(a)c, temos que p™ : M — M @ C
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é S-linear com respeito a agdo 2.41. De fato, para quaisquer m € M e
a € S, temos

m© @ r5(a)m™ = m® @ m! )(1 TR( (7, (a)m(l)(g))) (por 2.38)
m0O) g p m @0 Tr(e (T(a)m(l)))
= (m 0)0) @ p mOC )) (E(Ts(a)m(l)))
= M (m ) 7r(e(r(@ymV))
= pM (mO7r(e(rs(a)m M)
= pM(a-m).

)

Agora considerando a estrutura de S-bimodulo em M ®g C, dada por
a(m®pc)b:=a-mRrcog(b), para quaisquer a,b € S, me Mece C,
temos que

a(m® @ m®) = 4. m© g m®
= m(O)(O)TR(g(TS(a)m(O)(l))) ®@prmW
= mV7g(e(rs(a)mMy))) @r my)
=m) &g og(e(rs(aym (1)(1)))7”(1)(2)
=m? @ or(e(my)))mMyos(a) (por (id))
=m® @ mWog(a)
= (m® @z mW)a,
ou seja, a(m® @r mM) = (M@ @z mM)a, logo pM(m) pertence ao
centro do S-bimodulo M ®zrC. Agora dada outra acio a esquerda a>m,

em M, tal que pM (m) pertence ao centro do S-bimédulo M ®rC, temos
que

avm=a> (mO7rg(e(mM))
= (a>m@)rr(e(m))
=mP7(e(mMos(a)))
= m©rp(e(rs(a)m™))

Agora sejam M e N C-comoddulos a direita e f : M — N morfismo de
C-comodulos & direita. Note que f é R-linear. Mostremos entao que f
é S-linear. De fato, para quaisquer a € S e m € M, temos

fla-m) = f(mO7g(e(rs(a)ym™")))
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[ ]
Este lema nos garante que existe um funtor esquecimento M¢ — sMp,
pois todo C-comédulo & direita é também um S-R-bimoédulo e todo
morfismo de C-como6dulos & direita é um morfismo de S-R-bimodulos.

Definigao 2.26 Seja B um R-bialgebrdide a direita. Um B-comddulo
é um comddulo sobre o R-coanel (B, A, ¢).

Teorema 2.27 Seja R uma dlgebra sobre um anel comutativo k e B
um R-bialgebrdide & direita. Entdo a categoria MB dos B-comddulos
d direita é monoidal, tal que o funtor esquecimento MC —pMp é
estritamente monotdal.

Demonstragao: Primeiro, note que R € MZ. De fato, definimos a
coacao de B em R, por

p":R— R@r B, r+— 1 @ s(r).
Mostremos que, de fato, é uma coacao. Para todo r € R, temos
(R®r A)p™(r) = (Ror A)(1r @R 5(r))
=1r ®r 1 ®r s(r),
por outro lado,
(p" @r B)p"(r) = (p" ®r B)(1r ®r s(r))
= lR ®R lR ®R S(T)
Agora p® ¢ morfismo de R-médulo & direita. De fato, para quaisquer
a,r € R, temos
Rlar) = 1gr ®r s(ar)
= 1gr Qg s(a)s(r)
=(1r®r s(a)) -7
= p"(a) -

P

Sejam M e N € ME, entdo M ®xr N € MPZ. De fato, definimos a
coacao em M ®gr N, para quaisquer m € M en € N, por

pM’N:M®RN—>M®RN®RB, mani— m® @n® g@m®n®,
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Note que, para quaisquer m € M e n € N, temos

(Idyon @rA)pMN(m @ n) =(dyen @rA) (M @ n© @ mWnl)
=m0 n(0)®(m(1)n(1))(1) @ (m™ (1))( %)
= m© @ n©®@m1)yn() @m()ynt)y,

m(©(©) &, (0)(0) g, (0)(1)  O)(1) gy (1) (1),

por outro lado,

(PN @r B)pMN(m@n) = (0™ @z B)(m® @n® @ mMnh)
= m(0)(0) g (0)(0) ), (0)(1) 1, (0)(1) )y (1) (1)

Mostremos agora que p™ & morfismo de R-mo6dulos & direita. De

fato, para quaisquer m € M, n € N e r € R, temos
PN (m @) 1) = PN (m@n-r)
m(o) ® n(o) ® m(l)n(l)s(r)
- (m(O) 2 n® g m(l)n(l)) .p
:pM’N(m®n) o7
Os isomorfismos naturais sao os canénicos. J4 mostramos no exemplo
1.8 que anr,n,p € morfismo de B-comédulo & direita. Mostremos entao,
que lp; e rp; sao morfismos de B-comddulos & direita. De fato, para
quaisquer m € M e r € R, temos
(v @r B)p"M(r@m) = (Ilyy @ B)(r'? @ m© @ rHm®)
(I ®r B)(1g @ m© @ s(r)m™)
=m® @ s(rym),

por outro lado,

(pM o lar)(r @m) = pM (r-m)
= pM (m O rp(e(, () )
=pM(m( J7r(e(s(r)m™)))
m(00) g 1y (O1) re(s(r)m (1)))
m® m(l)(l)s(s(s(r)m( )(2)))
m©@ @ (s(r)ym™M)qys(e(s(rym™)2))
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=m® @ s(r)mW).
Também temos

(ry @ B)pME(m @) = (ryy @ B)(m” @ 7@ @ mMr)
=(ry® B)(m(o) ®R1p® m(l)s(r))

=m® @mWs(r),
por outro lado,

(p" orar)(m @) = pM (m7R(r))
=m® g m(l)TR(T)
=m® @mWs(r).
Portanto, concluimos assim, que a categoria dos B-comoédulos & direita
é monoidal. Mostrar que o funtor esquecimento MZ —pMp é es-

tritamente monoidal é andlogo ao caso da categoria dos B-moédulos a
direita. -

2.6 Versoes Equivalentes da Definicao de Bi-
algebréide

Nesta secao iremos ver duas versoes equivalentes a definicao de bial-

gebroide a esquerda, como definida neste trabalho. A saber, existe uma

formulagdo por uma aplicagdo chamada de ancora em [31] e uma for-

mulagio por x g-bidlgebras em [28]. Militaru e Brzezinski mostraram
em [8], que tais formulagoes sdo, de fato, equivalentes.

Definicao 2.28 Sejam R uma dlgebra sobre um anel comutativo com
unidade k e (H,s,t) um R°-anel. Uma quintupla (H,s,t, A, p) é um
R-bialgebroide com dncora, se valem as sequintes condigoes:

(1) A: H— H®g H é coassociativo, A(H) C H x, H e A é
morfismo de dlgebras;

(2) p: H — End(R) é morfismo de R-bimddulos e morfismo de
R-dlgebras;

(3) Para quaisquer r € R e h € H, temos

(@) s(u(h@y)()h) = hs(r);
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(#0) t(u(hi2))(r))heay = hi(r).

A aplicagao p € chamada de dncora.

Proposigao 2.29 Seja (H,s,t) um R¢-anel. Entao, (H,s,t,Ae) €
um R-bialgebrdide a esquerda se, e somente se, (H,s,t, A, u) € um R-
bialgebroide com dncora.

Demonstragao: (=) Defina
w: H— End(R),
tal que para quaisquer r € R e h € H, temos

p(h)(r) := e(hs(r)) = e(ht(r)).

Mostremos que p é morfismo de R-bimoédulos. De fato, para quaiquer
r,r7,a € Reh e H, temos

pu(r-h-r')(a) = p(s(r)t(r’)h)(a)
= e(s(r)t(r')hs(a))
= re(hs(a))r’
= r(u(h)(a))r’
= (r-u(h)-r")(a).

Mostremos agora que p ¢ multiplicativo. De fato, para quaisquer h, k €
H er € R, temos

— e(hks(
— u(hk)(r).

s(u(h@)) (1) hiz) = s(e(h(1ys(r)))h)
= s(e(hyt(r)))h(2)
5(5(h(1 )h 2)3( r)

(i)



= t(e(h2)))hyt(r)
= ht(r).

(<) Definae: H— R, h+—— p(h)(1g). Mostremos que & é morfismo
de R-bimo6dulos. De fato, para quaisquer 7,7’ € R e h € H, temos

e(r-h-r"y=u(r-h-r)(1g)
= (r-pu(h)-7")(1r)
= r(pu(h)(1g))r’
=re(h)r'.

Mostremos agora o axioma da counidade. De fato, para todo h € H,
temos

e(h(1y) - heay = s(e(h(n))) h2)
= s(u(h))(1r))h(2)
= hs(1r) (por (i))
—h,

também temos
hay - e(hz)) = te(hz))ha)
= t(u(h(2))(1r)(1)

= ht(1g) (por (ii))
= h.

Mostremos agora que € é caracter a esquerda em (B, s). De fato, para
quaisquer h,k € H, temos

e(hs(e(k)))

I
T E®ETEETEEE
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—
>
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Para definimos X g-bidlgebras, precisamos analisar com mais pro-
fundidade o produto de Takeuchi. Para tanto, note que, se M é um
R¢-bimédulo, entdao também é R-bimédulo e R°P-bimoédulo. De fato,
definimos as estruturas, respectivamente, para quaisquer a,b € R e
m € M, por

amb:=(a®1gr) -m-(b® 1R)

amb:=(1g®@a)-m- (1g ®b),
em que @ e b denotam estarem em R°P. Assim, para quaisquer M e N
dois R¢-bimoédulos, definimos o produto tensorial

/EM®,€ oN = (M ®, N)/F=M®pgN,
em que F = span{am ® n —m ® an|a € R}. Agora definimos
/ ME®kNa = {Zmz®nz €M®kN| Zmla@nz :Zml(gmla}
Assim, definimos o produto de Takeuchi, por
b

M xr N :z/ /EM§®kaNb7

que possui estrutura de R°-bimdédulo dada por

(a ®B)(Z m; @n;)(c®@d) = Zamic ® bn,d,

para quaisquer a ® b,c®d € R® e > ;mi®n; € M xp N. Agora, Para
M, N e P trés R°-bimédulos, temos

b,d
MXRNXRP:/ / EME@)kaENbE@chd-
a,c

Originalmente, a formulacao de bialgebréide foi feita usando o produto
Takeuchi de maneira mais direta em [28]. O problema é que ele ndo
é associativo. Para contornar esse problema, definimos duas inclusées

canonicas
Oé:(MXRN) XpRP — M Xxg N xgrP

O/:MXR(NXRP)—>MXRNXRP.
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Lema 2.30 Seja M um R°-bimddulo. Entdo, existem morfismos de
R¢-bimaodulos

0: M XR Endk(R) — M
>mi @ fi — > fi(lg)m;

’ 0 : Endp(R)xgpM — M
> fi®m; — > fillr)m

Demonstragao: Primeiro, note que Endy(R) é um R°-bimédulo. De
fato, defina i : R® — Endg(R), tal que para quaisquer a,b, r € R
e f € Endi(R), i(a ® b)(r) = arb. Portanto, definimos para quais-
quer a,b,c,d, r € Re f € Endg(R) a estrutura de R°®-bimédulos em
Endy(R), por

(@®b) - f-(c®d))(r) =i(a@Db)(f(i(c®d)(r))) = a(f(crd))b.
Agora defina
0: M x Endy(R) —>

(m, f) — f(Lr)m,
que é k-linear. Portanto, existe uma tnica
0: M®,Endy,(R) —

me f —  f(1g)m.

Note que

Bame f-mea-f)=0ame f)—bmea-f)
= f(lg)am —a- f(1r)m

=a-f(lg)m—a- f(1r)m
=0,

ou seja, F C ker(@). Portanto, existe uma tnica

9: M®gEndy(R) — M
me f —  f(lg)m

Portanto, basta definirmos 6 := 5|MXREM(R). Mostremos que 6 &

morfismo de R°-bimédulos. De fato, para quaisquer a ®b,c®d € R® e
Zi m; ® f; € M xXp Endk(R), temos

0((a®b) Zml®f1)(c®d Zamm@bﬁ )
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- Zmamic

= Z fildbamic

= Zab fild

= Zz:(a ® b) f;d(1g)m;c

= Z(a ®b) - fi(1g)mide

a®b Zfz lRmz ®E)

Zml@)fZ (c®d).

Para 6’ ¢ anélogo. ]

Definicao 2.31 Seja (H,s,t) um R¢-anel. Uma X g-codlgebra é uma
tripla (H, A, p) em que:

(1) At H— HxrH ep: H— Endg(R) sao morfismos de
Re¢-bimddulos;

(2) (i) ao(AxgH)oA=0d"o(HxgA)oA (coassociatividade);
(i1) o (Hxgu)oA=1Idg =0"o(uxrH)oA (counitalidade).

A € chamado comultiplica¢do ey € chamado counidade da X g-codlgebra.

Proposigao 2.32 Sejam i : H xp H — H ®r H a inclusdo cano-
nica, A : H — H xXp H e p: H — Endi(R) dois morfismos de
Re-bimddulos. Entao (H,A, ) é uma X gp-codlgebra se, e somente se,
(H,A,g) é um R-coanel, com estrutura de R-bimédulo dada, para quais-
querh€ H er,r’ € R, porr>h<r’ = (r@r’)-h, em que A=1i0A e
e(h) = u(h)(1r).

Demonstragao: Se (H,A,pu) é uma Xp-codlgebra, entdo A é au-
tomaticamente morfismo de R-bimo6dulos. Devemos mostrar que € é
morfismo de R-bimédulos, de fato, para quaisquer r,7’ € Re h € H,
temos

e(roh<ar’)y=pu(r>har)(1g)

= p((r@r’)-h)(1r)
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((rer’)-uh))(1r)
ru(h)(1r)r!
=re(h)r’.

Para a coassociatividade, defina i* : H xg H X H — H®r H®p H
a inclusao canoénica, dessa forma, temos

(A®rH)oA=((ioA)®r H)oioA
= (iop H)(A®r H)oioA
=i’oao(AxgrH)oA
=i?od/o(HxpA)oA
= (H®ri)(H®rA)oioA
= (H®Rr(ioA))oioA
=(H®rA)oA.
Mostremos a counitalidade. De fato, para todo h € H, temos
(§ QR H) Oé(h) = §(h(1)) > h(g)
= p(ha))(1r) > h)
=0'(u(hq)) ®r h(z))
:9'o(p XRH)A(h) =h,
também temos

(H RRr §) Oé(h) = h(l) <1§(h(2))

= ( )'h(l)

= ulhe)(1g) - hay

= 0(h) ®r 1(h)))
=00 (H xpp)oA(h)

= h.

Equivalentemente se A é coassociativo e vale a counitalidade para g,
entao mostra-se que A é coassociativo e vale a counitalidade para y. =

Definigao 2.33 Seja (H,s,t) um R°-anel. A tripla (H,A,p) € uma
X g-bidlgebra, se € uma X g-codlgebra, tal que A e p sdo morfismos
de R°-anéis.

Teorema 2.34 Seja H um R¢-anel. Entdo, existe uma correspondén-
cia 1 a 1 entre estruturas de R-bialgebroides o esquerda em H e estru-
turas de X p-bidlgebras em H.
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Demonstragao: (=) Seja (H, A, ) uma estrutura de R-bialgebroide
a esquerda. Defina A : H — H X g H como a co-restricao de A. Ja
temos que A é morfismo de R-algebras. Falta mostrarmos que Aoly =
Iy m, em que Iy é a unidade Iy : R® — H, tal que Ig(a ® b) =
s(a)t(b), e Iyx,m : R® — H xp H, tal que para quaisquer a,b € R,
Iy pu(a®b) = s(a) ®t(b). Dessa forma, temos

A(Ig(a® b)) = A(s(a)t(b))
=Aa-1g-b)
a-A(lg)-b
a-1lp ®rlg-b
s(a) ®g t(b)
=Igx,u(a®b).

Agora note que, a unidade do R¢-anel Endy(R) é definida por
Ipnay(r)(a®b)(c) = ach,
para quaisquer a,b e ¢ € R. Portanto, defina
pe : H— Endi(R), h— p.(h),

tal que pc(h)(r) = e(hs(r)), para quaisquer » € R e h € H. Assim,
temos

pe(Irr(a @ b)) (c) = pe(s(a)t(b))(c)
=c

também temos



= Ns(h)(ﬂs(k)(a))
= pie(h) o pe(k)(a),

para quaisquer a,b,c € R e h,k € H. Agora note que,

iPoao(AxgrH)oA=(i®g H(A®pr H)oioA
((zoA)@RH)ozoA
=(A®grH)oA
=(H®rA)oA

= (H®Rr(ioA))oioA
(H®pri)(H®prA)oioA

=ioad’ o (H xgpA)oA,

segue que oo (A xg H)o A =o' o (H xg A)o A. Agora, para todo
h € H, temos

0o (H xppe) o A(h) = 0(hy Xr pe(h(2)))
= pe(he2))(1Rr) - ha)
= h(1y < pe(h(2))(1r)
= t(pe(h2))(1r))h(1)
= t(e(h2)s(1r)))hq)

= t(e(h(2))) ()

= h (1) <l€(h(2)) = h,

também temos

0" o (e xr H) o A(h) = 0'(pe(h1)) Xr h(2))
(1e(h))(Lr))(2)
s(e(hys(1r)))h(2)
= s(e(h@)))h)
=e(hqy) > )

= h.

(<) Counsidere (H, A, ) uma X g-bidlgebra. Defina
A:=ioA:H — H®prH,

emquei: HxgH — H®pgH ¢é ainclusao canonica. Defina também
a counidade € : H — R como &(h) = u(h)(1r). Novamente, se A e
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1 sdo morfismos de R°-bimodulos e morfismos de algebras, entdao A é
morfismo de algebras e morfismo de R-bimédulos, e € é morfismo de
R-bimo6dulo. Que € é caracter & esquerda em (H,s), ja foi feito na
proposicao 2.29. [
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Capitulo 3

Hopf Algebroéides

Sabemos que uma élgebra de Hopf é uma bidlgebra H equipada
com uma aplicagdo S : H — H denominada antipoda. A nocao
de Hopf algebroéide é uma generalizacao desta estrutura. Existem
outras nocoes que generalizam &lgebras de Hopf, como vamos ver no
final deste capitulo, mas ao contrério de bialgebroides, tais nogoes nao
sao equivalentes.

A antipoda S, como mencionada acima, ¢ um morfismo de bialge-
bras de H para HZP,. Mas, nao parece ser possivel definir um Hopf
algebroide baseado nesta analogia. Pois se J{ é um bialgebréide a es-
querda, seu oposto co-oposto HgP, é um bialgebroide a direita e nao
existe uma nogao sensata de morfismo de bialgebroides H — HED .
Portanto, se quisermos que a antipoda de um Hopf algebréide, seja um
morfismo de bialgebroides 3 — HZP , precisamos que H e FHP, te-
nham a mesma estrutura de bialgebréide & esquerda. Isto significa que
a algebra subjacente H precisa ser tanto um bialgebroéide & esquerda,

quanto um bialgebroéide a direita.

3.1 Definicao e Exemplos

Definigao 3.1 Sejam R e L duas dlgebras sobre um anel comutativo
k. Um Hopf algebroide sobre as dlgebras de base R e L € uma tripla
H = (Hp,Hrg,S), em que Hy, é um L-bialgebrdide a esquerda e Hp €
um R-bialgebréide a direita, sobre a mesma k-dlgebra subjacente H. A
antipoda é um morfismo de k-mddulo S: H — H. Denote as estru-
turas de R°-anel e de R-coanel de Hp, respectivamente, por (H, sg,tR)
e (H,ARg,er). Similarmente, denote as estruturas de L¢-anel e de L-
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coanel de Hp,, respectivamente, por (H,sp,tr) e (H,Ap,er). Denote
a multiplicagéo do R-anel (H,sg) por ug e do L-anel (H,sy,) por py,.
Estas estruturas estao sujeitas aos sequintes axiomas de compatibili-
dade:

(i) spoep oty =tr, sgpoerotly =1t, tpLoepLo0sp = sg e
trRoegosy =S8L;

(ZZ) (AL (X)RH)OAR: (H@L AR)OAL e
(AR®L H)OAL = (H@RAL)OAR;

(#91) S{tr()htr(r)) = sr(r)S(h)sc(l), para quaisquer r € R, l € L e
heH;

(i) puro(S®pL H)oAp =sroer e
uro(H®prS)oAr =spo¢p.

Observagao 3.2 (1) Pelos aziomas de bialgebréides, todos os mor-
fismos spoeyr,, troer, SgRocRr € troer sao idempotentes H — H .,
Portanto, o axioma (i) nos diz que as imagens de sy, e tr, também
as imagens de sg e tr, sao subdlgebras coincidentes de H. Isto
implica que A, nao € apenas morfismo de L-bimddulos, mas tam-
bém morfismo de R-bimddulos. Simetricamente, Ar € morfismo
de L-bimddulos. Dessa forma, o azioma (i1) faz sentido.

(2) O k-mddulo subjacente H de um bialgebrdide (& esquerda ou a
direita) é um comddulo & esquerda e & direita, via o coproduto.
Portanto, o k-mddulo subjacente H de um Hopf algebrdide, é um
Hrp-comddulo a esquerda e um Hp-comodulo a direita, via aos
coprodutos Ay, e Apg, respectivamente. O azioma (ii) expressa a
propriedade de que as coacgoes regulares comutam, ou seja, H é
um Hp-Hr-bicomddulo e também um Hgr-Hp,-bicomddulo.

Alternativamente, a primeira identidade do azioma (ii), nos diz
que Ap € um morfismo de Hg-comddulo & direita. Simetri-
camente, Ar € um morfismo de Hy-comddulo o esquerda. A
sequnda identidade do azioma (ii), pode ser lida como a Hp-
colinearidade & direita de Ar ou a Hpr-colinearidade a esquerda
de AL-

(3) O azioma (ii7) formula a propriedade da antipoda ser morfismo de
R-L-bimddulos, necessdria para que o azioma (iv) faga sentido;

(4) Andlogo aos aziomas de dlgebras de Hopf, o axioma (iv) nos diz
que a antipoda € a inversa da identidade pelo produto de con-
volugdo, em algum sentido generalizado. A nogao de produto de
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convolugao no caso de duas dlgebras bases distintas L e R, é mais
complicado e nao estd no escopo deste trabalho.

Da Definicao 3.1 temos que um Hopf algebroide H possui duas es-
truturas de bialgebroides Hy, e Hpy e dessa forma, usamos duas versoes
da notagao de Sweedler para os coprodutos Ay, e Ar. Paratodoh € H,
usaremos Ap(h) = h() Q@ h) e Ar(h) = Y @r 3P ficando suben-
tendido o somatorio.

Exemplo 3.3 (Algebras de Hopf) Seja H uwma dlgebra de Hopf sobre
um anel comutativo k. Obviamente H é wm Hopf algebroide sobre dl-
gebras base R =k = L. Ambos os bialgebréides Hy e Hp sdo iguais a
k-bidlgebra H e a antipoda S da dlgebra de Hopf H, satisfaz os axiomas
de Hopf algebréide.

Exemplo 3.4 (Algebras de Hopf fracas) Uma dlgebra de Hopf fraca é
uma bidlgebra fraca H equipada com um morfismo k-linear S : H —
H, sujeito aos seguintes axiomas de compatibilidade, Para todo h € H,

(1) hayS(he)) = NE(h);
(ZZ) S(h(l))h(g) = |_|R(h),‘
(#i1) S(h(l))h(Q)S(h(g)) = S(h),

e que as aplicacoes MY e M foram definidas no exemplo 2.11. Defina
R := Im(N%) e L := Im(N*), dessa forma, as estruturas de R¢-anel
e R-coanel do R-bialgebréide a direita Hp, sio dadas por (H,sg,tr)
e (H,ARg,er), em que, para todo r € R, temos sg(r) = r, tg(r) =
e(rlay)le), também, Ar := Tpo A e cg = NE, em que mp : H Q4
H — H ®pgr H, é a projecio candnica. As estruturas de L¢-anel e
L-coanel do L-bialgebroide & esquerda Hp, sao dadas por (H,sr,tr)
e (H,Ap,er), em que, para todo | € L, temos sp(l) = 1, tp(l) =
e(1)l)1(1), também, Ap := TpoA ecp = Nk, em queny : HQH —
H®p H, é a projegao candnica. Estas estruturas junto com a antipoda
S de H, constituem um Hopf algebréide.

De fato, mostremos as condicoes necessarias. Antes, listamos algu-
mas propriedades que vamos usar, além da que ja sabemos:

(1) A(lg) e R® L;
(2) ME(h) = e(S(h)11)) 1) = SAw))e(l(2)h);
(3) |_|R(h) = 1(1)6(1(2)S(h)) = E(hl(l))S(l(g)), para todo h € H.
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As propriedades (2) e (3) estdo provadas em [22]. Mostremos a propri-
edade (1). De fato,

(Hon")A(lg) =10y @ 1" (1)
=1 ®@e(layle)le)
=11 ®e(lz)l
= 1) @ 1
= A(ly).

Portanto, temos A(1y) € HQL. Analogamente, mostra-se que A(1ly) €
R ® H. Logo, temos

A(lg)e(H®L)N(R® H)=R® L.

A ultima igualdade segue de [11] lema 1.4.5. Mostremos entdo, a condi-
¢do (i) da defini¢do de Hopf algebroide. De fato, para quaisquer r € R
el € L, temos

sr(er(to(l))) = sr(er(Ln)e(Lz)l)))
= sr(1ane(lwe(l))le)))
= lane(lmlen)epl)
=" (1a))e(l(z)l)
=1)e(l»l) por (1)
=t.(l),

sr(en(tr(r)))

(e(r11))1(2))
(Lane(rlw)le)le
(rlg))e (1(1/)1@))1(2/)
(r1) M (1))

(1 )1(2) por (1)

€L
e
9

g
elr (1
tr(r),
tr(er(sL(l))) = tr(er(l))
=tr(1e(ll(z)))
= e(le(ll)lan)le)

=e(ll2))e(1ny L)L)
= 5([1(1/))1(2/) pOI' 210 pég 62
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5(1(1)1)1(2)1(1/ )1(2/)
5(1(1)1) 1/)1(2)) (2" por 2.9 pag 61

(
(
(IyDe(Tan L))l
(
(

S
9
3

Ly " (1(2))

oM O™

Ly
b
SL(Z)7

12y por (1)

Il
“‘:I

e também

tr(en(sr(r))) =to(e(layr)le,)
e(1(2) (1(1/ m)12n) 1)
e(l@le)eanr)ia

= 5(1(2)r) 1) por 2.10 pag 62

=e(lg)lane(rlien))la)
(
(
e(r

e(rlan)e(Lz)lan)la

T1(2/ ) (1(1/) (2 ))1(1) por 2.9 pég 61
rl2))1q)

=nfr)=r

= sg(r).

3

Agora note que

ARH)A T Ly
B2y o neom ™2 He, Ho H Y H o, Hen H,

é igual a

(HRA)A H®nr

H 22y o Heo o X278 WAL

— S HHoprH —">H®, Hop H.

Segue dai que

(AL ®r H)Ap = (HQr7r)(mr @1 H)(A® H)A
= (7T'L Xr H)(H@R WR)(H®A)A
= (H ®1 Ar)Ap.
Que (Agp ®r H)AL = (H ®r AL)AR é analogo. Mostremos agora a

condicao (#i1) da definicdo de Hopf algebroide. De fato, para quaisquer
he H,re Rele L, temos

S(tr(htr(r)) = S(Lnye(l))he(rlan)le)
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=e(rl))S(1ayhl2y)e(lz)l)
=e(rln)S(L))S(h)S(1))e(Lil)
=n%(r)S(h) M* (1) por (2) e (3)

= sp(r)S(h)sL(1).

Agora note que, para todo h € H, temos

pr(S@r H)Ap(h) = pr(S(hay) @r hz))
= S(h))h)
=nf(n)
=sgoeg(h),

também temos

pr(H @r S)Ar(h) = pr(H ®@r S)(h(1) @R h2))
= MR(hu) QR S(h(z)))
= h1)S(h@)
= n*(h)
=spoer(h).

Portanto, concluimos que H = (Hp, Hg, S), como definidos nesse exem-
plo, é um Hopf algebréide.

Exemplo 3.5 (O Hopf algebroide R¢) Jd vimos que R¢ é um R-bialge-
bréide a direita, com estrutura de R°-anel (R®, sgr,tr), em que tg e
SR sdo as inclusoes e com estrutura de R-coanel (R¢, ARr,eRr), em que
Agr(a®b) = (1r®b)®r (a®1R) e cr(a®b) = ba, para quaisquer a,b €
R. Pela Proposigio 2.8 podemos munir (R°)2h, com uma estrutura de
R°P-bialgebroide o esquerda. A estrutura de R°P® R-anel € a tripla
(R°? ® R, SRor,tRop), €M que Spop = SR € trer = tr € a estrutura de
R°P-coanel € a tripla (R°? @ R, Agor,eRor), em que Apor (@ @pgor b) =
(@® 1R) ®pror (1g @ b) € egor(@ ® b) = ba, para quaisquer a,b € R.
Agora, utilizando que R ~ R°P ® R, temos que estas estruturas, junto
com a antipoda S : R® — R°, tal que S(a®b) = b®a, constituem um
Hopf algebraide.

De fato, note que as condigbes do axioma (i) da definicdo de Hopf
algebroide sdo trivialmente satisfeitas. Para mostrar as demais condi-
¢oes, vamos usar a identificacio R® — RP® R a®b +— b® a.
Portanto, para quaisquer a,b € R, temos

(Aror ®r R°)AR(a ®b) = (Aper @r R°)((1r ®b) ®r (a ® 1R))
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= Apor(b®1g) ®r (a® 1R)
= (E@ 1R) ®Rop (1R®1R) ®R (a®1R),

por outro lado,
(R® ®@por AR)Apgor (b® a) = (R® @por AR)((b® a) ©por (1r © a)

= (g® a) ®Rop AR(G ® 1R)
=(b®1g)®por (1g ®15) @ (a @ 1R).

Analogamente, mostra-se (Ar® go» R¢) Apor = (REQrARor)Ag. Agora,
para quaisquer a,b,r e s € R, temos

S((s®@1R) op (@ ®D) op (1R OT))
S((1r®7T)(a®b)(s ® 1R))

S(as @ br)

br ® as

=br®sa

=(1zr®3)(ba)(r® 1g)
=(r®1R) op (bR Q) -0p (1 ®3)

= SR(T) "op S(@® D) -op SRow(8).

S(tror(8) op (a® B) ‘op tr(T))

Também temos

pRor (S@RrorRE) ARor (b @ a) = ppor (S@gorR) (b ® 15) @pgor (15 @ a))
= pigor(S(1r ®b) @per (a @ 1R))
=(b®1R) op (a®1R)
=(a®1Rr)(b® 1Rg)
=ab® lpg,

por outro lado,

spocep(a®b) = sp(ba)
=ba ® 1g.

Analogamente, mostra-se g o (R° ®g S) 0 AR = SRop © ERop.

Exemplo 3.6 (O toro qudntico algébrico) Considere uma dlgebra T,
sobre um anel comutativo k, gerada por dois elementos inversiveis U e
V', sujeitos a relacao UV = qV'U, em que q € wm elemento inversivel em
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k. T, possui uma estrutura de bialgebroide a direita sobre a subdlgebra
comutativa R, gerada por U. Os morfismos source e target sao dados
ambos pela inclusdo R — T,. O coproduto AR e a counidade e sdo
dados por
Ar(V"U™) =V"U" @ V™ eg(V™U™) =U",
em que m,n € Z. Simetricamente, existe uma estrutura de R-bialgebrdide
a esquerda dada pelo coproduto Ay, e a counidade €y, tais que
AUV =U"VmQr V™ e (UV™)=U".
Estas estruturas junto com a antipoda S(U™V™) = V—"U™, consti-

tuem um Hopf algebrdide.

A condicdo (i) da definigdo de Hopf algebroide é trivialmente satis-
feita. Mostremos a condicdo (i¢). De fato, para V™"U™ € T,, temos
(AL @r Tg)Ar(V"'U™) = (AL ®@r To)(V"'U" @ V™)
=AL(VPU")@r V™
— AL(q—TﬂnUan) ®R V'H'L
por outro lado,

(Ty ®r AR)AL(V™U™) = (T, ®r Ar)AL(g"™"U"V™)
(Tqy ®r Ag)(g~™"U"V™ @ V™)
UV @R VT @R VT

Também, para todo U"V™ € T, temos

(AR @rTH)ALUV™) = (Ar@r T,)(U"VT" @r V™)
= AR(Uan) QrV™
= "VU @R VT @R V™,

por outro lado,

(T, @r AL)AR(U™V™) = (T, @r AL) (™" VU™ @r V™)

Agora, para quaisquer V!, U"V™ ¢ T, e UP, U* € R, temos

SUnvTUrVYh = S(gTmPunurv vl
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— S(qupUnerv’m«H)
— q—mpv—(m-H) UTH‘P,

por outro lado,
swrvhswnrvm) = v-iury-myn
= CmyTly gy
= g Py~ rm)gptn
Dessa forma,
SwrurvmUly = S(UHSUTV™)S(UP)
=Ul's[Urvm™U®.

Mostremos que vale a condic¢ao (iv) de Hopf algebroide. De fato, para
todo U"V™ € T, temos

sorvmym =y-mygrym
_ qf(fm)nUnvmem
e também
vmurs(vmy =vmrugryom
— q—an’ﬂ'
Segue portanto, que T, é um Hopf algebréide.

Exemplo 3.7 (Eztensdo escalar) Considere wma dlgebra de Hopf H e
uma dlgebra A comutativa trangada na categoria dos mddulos de Yetter-
Drinfel’d de H, ou seja, A é wm H-mddulo dlgebra e um H-comddulo
dlgebra que satisfaz, para quaisquer a,b € A,

b (a<abM) = ab.

Sabemos da Segio 2.8.5 que o produto smash A#H possui uma estru-
tura de A-bialgebréide a direita, com estrutura de A®-anel (A#H,sa,ta),
em que sa(a) = aQ%aV) e ta(a) = a#ly, e com estrutura de A-
coanel (A#H,A ,,e4), em que

Ay (a#th) = (a#hay) ®@a (1aF#he) e eala#th) = as(h),
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para quaisquer a € A e h € H. Também, podemos munir A#H
com uma estrutura de A°P-bialgebrdide o esquerda, com estrutura de
A% @ A-anel (A#H, 5 p00,ta00), em que 5 400(a) = a9 aS(aM)#1y,
taor(a) = aD#aMV) | e com estrutura de A°P-coanel (A#H, A 4op, € 4on),
em que

A yop (ath) = (a#th(1)) @ aer (La#th(2))

€ aor(adth) = a® < kS'_l(fLS'_l(a(l)))7

para quaisquer a € A e h € H. Também, temos a compatibilidade entre
a agdo e a coac¢ao de H em A, que é dada por

(a< h)(o) ® (a< h)(l) =al? 4 h(g) X S(h(2))a(1)h(3).
Estas estruturas junto com a antipoda
S A#H — A#H, a#h— a9 < S(h))#aMS(hqy),
constituem um Hopf algebrdide.

Mostremos primeiro que vale a condi¢do (i) de Hopf algebroide. De
fato, para todo a € A, temos

taor (€400 (s4(a))) = taor (€400 (O H#a))

— tAop(a( O Ya (1)571((1(0)(1))))
(a® a5 (a )( S~ 1(a(1)(1))))
(@ a5 (e(@M)1m))

(
r(

=1 gop
=t gor )

=t gor(ae (a(l)) “(1g))
a) = sa(a),

ta(ea(saor(a)) =talea(@® aS(@M)#1y))
=ta(a® a8(aM))
=a® aS(@M)#1y

= Saor(a),

sa(ealtaorr(a))) = sa(ea(a®#al)))
= s54(a%e(aM))
t



e também

Sa0p (Eaer(tala)))

= spop(caor (a#1y))

= 5400 (a? < S (1S (aM)))

= (a9 a572(aMW)N® q8((a® a572(aMW)) D) #1y
(1

= (a9 a572(a)y))) «S(S(S72(aM)1)))a @D S (aM)5))#1
= (a9 q872(aM)y))) aS(S7 (aM1))a PP S (aMg))#1k
= (a9 a572(a)y))) a5 (aM3))S (@O M)a M) #1
—a(o) a(S72(a)2))S ™ (a' (3))S(a(0 1))0(1(1))#1H
= a0 q (57 (@M S (aM2))S (@O D)a M) # 1y

=a(°)<1(5 HaWs7H(a™))s (a(1 Ja?)# 1y
= a4 (57 (e(a™)1) S (aV)a®)#1n

=a < (57 (1) S(aW)aPe(a®)#1n
(
(

~— ~—

=a® a(S(aM)aP)#1y
= a9 a(e(a)1g)#1y
=a#ly

=ta(a).

Denote H = A#H. Dessa forma, para quaisquer a € A e h € H, temos
(Anor @4 H)Au(a#h) = (Aser @4 H)((a#h(1)) ®a (La#h(z)))

= A op (a#h(l)) XA (1A#h(2))
= (a#hq)) @aor (LaF#h2)) @4 (LaF#hs)),

por outro lado,

(H @a00 Ap)Agor(a#th) = (H @400 An)((a#h)) @aor (LaFh(2)))
= (a#h(1)) ®aor (La##th(a) ®a (La#ths)).

Analogamente, mostra-se (A4 ® g4o0 H)Apor = (H R4 Asor)A 4. Para
mostrarmos que vale a condigao (ii7), mostremos antes que S é anti-
multiplicativo. De fato, quaisquer a,b € A e h,k € H, temos

S((a#h)(b#k)) = S(b(a < k) #hke))
= (b(a ak1))) @ < S (hez) k) #b(a<kay) P S(hayke)
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_ b(O)(an(l)) )dS(h(z)k(g))#b( (a<kqy) )S(h(l)k(z))

= (b (a(o) N ]f(l)(g))) N S( k(3))#b( )S(k(l 1)) k(l)(3)S(h(1)k(2))
= (00 (0 ak))) <15(h<2)k(5))#b(1 S(kq) )a(l @ 5(hwkw)

= (00 (a® <kzy)) < S(heayks) #bD S (kay)aV ke S (k) S (b))

= (0 <k2))) Sy keay) ) #0 S (kay)aWe(ke) LS (ha))

— (1O (a® qka))) < S(hae(ks)ka) #0V S (ka))aM 1S (b))

= (00 <kz)) 9 S (i k() #6 S (k) )a® S (b))

(a9 9 kegy) aS(hyk)#0M S(kay)aM S(hay)
(a'® k2 S(k(3)) S (h2)#bM S (k1) )a™ S (b))
(0 @& (k) 1S (h2)#bM S (kry)a™ S ()
Vk3) (@l < S(hz)))#0™ S (k1)) a™ S (b))
(@' 9 S(he2)#bM S (ky)aM S (hay),

por outro lado,

S(b#k)S(ah)

=0 4 S(ke))#0 S (k1)) (@ a5 (hez))#aV S (h1)))
(a(o)qs(h(?))))((b(0)<5(/€(2))) a")y)S(h2)))#bMS (k1y)aMa) S (b))
=(a!2a8 (h(5))) (0748 (k2)) )0 a PV S (hz) ) #6MS (1) )a™ S ()
=@V ©a8(h(s) ) (6 PaS (k(z)) )90 DM S (ha) ))#b(l)s(k(l)) WS(hy)
= (a® 0)((5(0 aS(k@))) <al%M)) S (hez)))#0 S (k) a™M S(hy)
= (09 < S(kz))a® < S(h2) ) #0W S (k) )a “’S(h(l )
= (0 4 S(k2))S (hz))) (@ @ S(h2)#bM S (kry)a™ S ()
= (09 S (hea)k()) (@' < S(he))#bD S (kw))al S (hy))-

Segue que S é anti-multiplicativo. Agora note que, para todo a € A,
temos

S(ta(a)) = S(a#1y) = aV#aV) = s4(a),

também temos

S(taor(a)) = S(aV#aV)
= a0 45 2))#a(0) S(a )(1))
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= a® aS(aM))#a"1)S(a M)
= a® aS(aM)y))#e(aMy))1n

a® 4 S(s(a(lel))a( (2))#1H
=a g S(a(l))#lH

= saer(a).

Segue portanto, para quaisquer a,b,c € A e h € H, que

S(tacr(a)(c#h)ta(b)) = S(ta(b))S(c#th)S(taer (a))
= 54(b)S(c#th)sa0r(a).

Para finalizar, mostremos que vale a condicao (iv). De fato, para quais-
quer a € Ae h € H, temos

pa(H @4 S)As(a#th) = pa(H @4 S)((a#h)) @a (LaF#h)))
= (a#th(1))S(1a#h(z)
= (a#h1))(1a <1S(h(3 J#S(h(2)))
)(e(S(h3)))1a##tS(hz))
)(e (h(s))lA#S(h(z)))
J(La#S(h2ye(hs))))
)(La#S(h2)))
3))#h1)S(h2))
2))#e(hy)ln
hay)he)# 1
#1m,

|
S
N
»

Il
IS}
A
U
>
S ~ = L D D -

por outro lado,

Sp0p © € gor (a#th)

= 5400 (a? < STH(RS (aM)))

= (@@ <571 (hS M (@M)) @ @ S((a D 9SS aM)) M) # 1

= (@O 987 (hzy S~ (aM2))S(S(S7 (hz3 S (aMy)))a DM

S HhayS™HaMs)))))# L i

= (a© a872(a®) 57 (h(2)) S (hz) S~ (a?)al M S (h1) ST (a™))))#1n
= (a© <a572(a®) 57 (b)) h1)S ™ (@) S (aM)alP S (hs))) #1u

= (0 a572(@®)e(h)) 1587 (a®)e(aV) 1S (he2)#1u
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= (a'” a572(e(@)a®) S (@) S (e(hry ) hi) #1m
= (@@ 45725~ (a®)S(h)#1n

= (a9 4571 (@@ 57 (aM))S(h)#1x

= (@ a5 (e(a™M)1x)S(h)#1n

— (@©e(aW) 4571 (1)S()#1n

= (a<a5(h)#1u.

Também temos
tiror (S @ 40vH) A gor (a#th) = pigor (S® aorH) ((a#h (1)) @ aor(1a#h(2)))
= S(a#tha))(1atth)
= (a© 45 (h))#a VS (ha))) (Latthes)
= (a4 S(ha)) () #aV S (hay) by
= (a® <16(h(2>)1H)#a 1)S(hu))h(:ﬂ
= (a' a1g)#a MV S(h)e(hez))h)
= %M S(h1))he)
_ a(o)#a(l)e( Mg
= sg(ae(h))
= sp(er(a#h)).

3.2 Propriedades Basicas de Hopf Algebrdi-
des

Nesta secao veremos propriedades que indicam o comportamento
esperado da antipoda de um Hopf algebroide, com respeito as estruturas
de anel e coanel subjacentes. Considere H = (Hp,Hg,S) um Hopf
algebroide sobre algebras de bases L e R. Segue do axioma (i) de Hopf
algebroide que L e R sao anti-isomorfas. De fato, existem isomorfismos

erosgp:R? — L e epoty: L — RP. (3.1)
Simetricamente, existem isomorfismos inversos

eros:LP — R e epotp: R— L°P. (3.2)
De fato, para quaisquer r,7’ € R, temos

erosr(rr’) = ep(sr(rr’))
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=cr(tp o€ 0 SR( )SR(TI))

(
(tr(er o sr(r))sr(r'))
=er(sr(r') - (ep o sr(r)))
= er(sr(r"))(er 0 sr(r))

=er 0sp(r')er o sgr(r). (3.3)

N

L

Agora, segue dos axiomas (i), (iii) e (iv) da definicdo de Hopf alge-
bréide, que

S(tr(r)htr(l)) = sp(1)S(h)sgr(r), (3.4)
para quaisquer r € R, [ € L e h € H. De fato,
S(tr(r)h) = S(tr(r)hPtr(er(h™)))

= sr(er(h™))S(tr(r)h®)
= S(hMy)h My S(tr(r)h®)

= S(hay)h (2)( (tR(T)h(z( )
= S(h(1))sr(r)hef S (hef?)
= S(hqy)sr(r)s ( er(h)))
= S(h)tr(er(sr(r)))sL(er(he)))
= S(hq))sc(en(he)))t(eL(sr(r)))
= S(hq))sc(er(h)))sr(r)
= S(tr(en(h@)))ha))sr(r)
= S(h)sgr(r),

também temos

S(htr()) = S(tr(en(h@))hmyto(l))
(haytr())sc(er(hz)))
(haytr())sc(er(hz)))
(h )
(

)
ntL())hefVS(hef?)

(

(

S
S
S
S

(
Ayt (1)h Mgy S(h2))
S(hM 1)) h Mgy sz (1)S(RP)
sgoer(hM)sp(D)S(h?)
= sr(er(h™)tr(er(sL(1)))S ()
= tr(er(sc(l))sr(er(hM))S (™))
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= s1()sr(er(hM))S(h?)
= s.()S(Mtr(er(hM))
= sr(1)S(h).
Proposigao 3.8 Seja H um Hopf algebrdide sobre dlgebras bases L e

R, e H a k-dlgebra subjacente. Entdo, a antipoda S € uwm morfismo de
R¢-anéis

(H,sg,tr) — (H°? sy o (e 0 sR),tr o (¢, 0 SR)).
Analogamente, também é um morfismo de L°-anéis

(H,sp,tr) — (H?,spo(egosy),tro(erosyr)).
Em particular, S : H — H € antimorfismo de k-dlgebras.

Demonstragao: Primeiro, vamos ver que (HP, sy o(eposg),tro(ero
sg)) ¢ um R°-anel. De fato, por 3.3 ¢, o sg : R — L é antimorfismo
de algebras , segue que

(s o(erosr))(rr’) = sc((er o sr)(rr'))
=sr((er osr)(r')(eL o sg)(r))
=sro(eposr (T/)(SL o(erosgr)(r))

)
=sro(eLosr)(r) op (sp o (e 0 sR) (1)),
também temos

(tro(erosg))(rr’) =tr((er o sg)(rr"))

E claro que s o (e o sg) e tr o (e 0 sg) comutam nas imagens. Segue
portanto, que H°? é um R°¢-anel. Mostremos agora que .S é morfismo
de R®-bimo6dulos. De fato, para quaisquer r,7’ € R e h € H, temos

S((rer’)-h) r(r)tr(r’)h)

tpoer o sr(r)tr(r’)h)
h)sg o (e o sr)(r)sr(r)
h)si((er o sr)(r))sr(r)
h)sr(r')sL((er o sr)(r))

S

(s
(
(
(
(

I
»nn »nn &1 \»n
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= S(h)tr(ep osr(r'))sp((er o sr)(r))
=sp0(eLosr)(r) optro(er o sr)(r) -op S(h)
(r@r’)-S(h),

também temos
S(h-(rer)) = S(hsr(r)tr(r'))

= S(htg o (ep o sgr(r))tr(r"))
=sro(erosr(r))sr(r)S(h)
= s 0(er osg(r))ty o (er osr(r'))S(h)
=tro(erosr(r'))spo(er osr(r))S(h)
= S(h) -op sp. o (e 0 8R(r)) “op tr o (e 0 sR(r))
=Sh)-(rer).

Mostremos que S é antimultiplicativo. De fato, para quaisquer h, k €
H, temos

S(hk) = S(tr (1 (hez)hayk)
hayk)sr(er(h)))
h(l)tL(EL(/f(z)))k(l))SL(€L(h(z)))
haytr(en (k) kay)hei S(hief?)
R te(er(ke)ka)h e S(h®)
h Mk h My s (e (k) S(AP))
R k) hMay k) S (k) S ()
R kM) h Mgy kMg S(@) S (R2)
(h(l k(l))(l))(h(l)k(l))@)S k(z))S(h@))
ROER(h(l)k(l))S(k(2))5(h(2))

kPt 0 ep(hWEM))S(R?)

) tr(er(sr(er(h™M)kM)))S(h2))
tr(er(MM)EPtr(er(k™M))S (W)
k)sr(er(h))S(h?)

(
(
(
(
(
(
(
(

Il
N »nn »n 1 »n »n »

|
n

Il
»

~ ~~ = < = =

Agora note que 1y = sgoer(ly) = S(1g)lyg = S(1g). Defina
n:R°— H, n(reor)=sgr(r)tr()
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M: R — H, n(r@r)=spo(eLosr)(r) optro(erosr)(r).

Mostremos assim, que S on = 7. De fato, para quaisquer 7,7 € R,
temos

S(n(r@r')) = S(sr(r)tr(r’))
= S(tr o (er o sr)(r)tr(r'))
=sgr(r')S(1g)sy o (er o sr)(r)
tr, o(er osg)(r')sp o (er osgr)(r)
s o(er osr)(r) optr o (er osp)(r)
=n(rer).

Segue portanto, que S é morfismo de R¢-anéis. Analogamente, mostra-
se que S é morfismo de L¢-anéis. [

Sabemos que o oposto-co-oposto de uma &algebra de Hopf H é tam-
bém uma algebra de Hopf, com a mesma antipoda S. Se S é bijetiva,
entdo o oposto e o co-oposto sdo élgebras de Hopf, ver ([11], Remark
4.2.10). Segue um anélogo destes fatos para Hopf algebroéides.

Proposigao 3.9 Seja H = (Hy,Hg,S) um Hopf algebréide sobre dl-
gebras bases L e R, e H a k-dlgebra subjacente. Entao, valem as se-
guintes afirmagoes:
(1) A tripla (Hr)2,, (Hr)h,,S) € um Hopf algebrdide sobre dlge-
bras bases R°P e L°P, respectivamente;

(2) Se a antipoda S € bijetiva, entdo ((Hg)°P,(Hp)P,S~t) € um
Hopf algebrdide sobre dlgebras bases R e L, respectivamente, e
também, ((Hr)cop, (HR)cop, S™1) € um Hopf algebrdide sobre dl-
gebras bases L°P e R°P, respectivamente.

Demonstragao: (1) Sabemos da proposi¢io 2.8 e de seu analogo para
bialgebroides & esquerda, que (Hg)2h, ¢ um R°P-biagebroide a esquerda

e (Hp)%P & um L°P-bialgebroide a direita. A estrutura de R°? ® R-

cop
anel em (Hg)ch,, € dada por (HZ%,, sr,tr) e a estrutura de R°P-coanel

op?
em (Hg)2%, ¢ dada por (Heop, AR”,er). Simetricamente, a estrutura

de L°? ® L-anel em ()%, ¢ dada por (HZ, sr,tr) e a estrutura

de L°P-coanel em (Hy)%, & dada por (Hcep, A", €1). Mostremos en-

tao que valem os axiomas de Hopf algebroide. De fato, o axioma (i)
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é trivialmente satisfeito. Para mostrar o axioma (i¢), vamos usar que
H @ H®gr H & isomorfo a H @gor H @rop H como k-modulos. Os
respectivos balanceamentos nos produtos tensoriais acima foram mos-
trados na proposi¢ao 2.8. Assim, para todo h € H, temos
(A?%OP ®Lop H)Azop(h> = (A;JP ®Lop H)(h(Q) ®Lop h(1)>

= AR (hz) @rer by

== h(g)@) ®R0P h(z)(l) ®Lop h(l)

= p® Q Ron h(l)(g) R rop /”L(l)(l)7

por outro lado,

(H @por AFPYASP(h) = (H @ pov ASP) (R @ gon hY)
= h® @pop AP (R
= h(2) ®ROP h(l)(z) ®Lop h(l)(l)
Analogamente, mostra-se (A7 @por H)AR?Y = (H @por ARP)ATP.
Agora, para quaisquer r € R, [ € L e h € H, temos
S(tr(r) op b optr(l)) = S(tr(l)htr(r))
= sg(r)S(h)sL(l)
= s1(1) op S(h) “op sR(T).

Também temos

firor (H @ gor S)YASP(h) = pgor (H @gor S)(h® @go» V)
- h@ op S(h(l))
= S(hW)n2)

=sroer(h).

Analogamente, mostra-se que ppor (H®por S)AT? = spoeg. Portanto,
concluimos que ((Hr)gh,, (Hr)eh,, S) ¢ um Hopf algebréide.

(2) Sabemos da Proposicao 2.8 que (Hg)°" é um R-bialgebroide a es-
querda. A estrutura de R¢-anel em (Hg)°? é dada por (HP,tg,sg) €
a estrutura de R-coanel em (Hg)°P é dada por (H,Apg,cr). Analoga-
mente, (H)°P é um L-bialgebroide & direita. A estrutura de L¢-anel
em (Hp)°P é dada por (HP,tr, s1,) e a estrutura de L-coanel em (Hp,)°P
é dada por (H,Ap,er). Mostremos que valem os axiomas de Hopf al-
gebroide. Os axiomas (i) e (i4) sdo trivialmente satisfeitos. Mostremos
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que vale o axioma (¢i¢). Antes, note que se S é antimultiplicativo, te-
mos que S~! também é antimultiplicativo. De fato, para quaisquer h
ek € H, temos

S~ (hk) =

.
STHS(STH(K)S T (R))
S (k)S~1(h).

Agora note que do axioma (iii) de Hopf algebroide e de 3.4, temos

S(tr(r)) = sr(r) e S(tr(l)) = sc(l),

»

para quaisquer [ € L e r € R. Segue que

S (sr(r)) = STH(S(tr(r))) = tr(r)

S7Hsp() = STHS(t () = tr ().
Portanto, para quaisquer [ € L, r € R e h € H, temos
STHsR(r) wop hop s1(1) = S™ (s2.(1)hsr(r))
= S7H(sr(r)STHR)ST (s2.(1))
= tR(T')S_l h)tL(l)
=tr(l) “op Sil(h) ‘op tr(r),

ou seja, vale o axioma (iii) para ((Hg)°P,(Hr)P,S~t). Mostremos
agora que vale o axioma (iv). De fato, de AV S(h?) = s1 0 ey (h),
temos

SLRW) o h® = B 51 (D)
= S HRWS(h®)Y)
= S Y (sp(er(h)))
= tL(eL(h))a

para todo h € H. Analogamente, mostra-se
h(l) “op Sil(h(g)) =tro€R.

Segue portanto, que ((Hg)°P, (Hr)°?, S~1) é um Hopf algebréide. m
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Proposigao 3.10 Seja H = (Hy,Hg,S) wm Hopf algebréide. En-
tao, o par (S, e osgr) € um morfismo de bialgebréides & esquerda
(j‘CR>Op — Hy.

cop

Demonstragao: Ja sabemos que 1,05 e S sao morfismos de dlgebras.
Agora temos que

spo(eposg)=Sotro(eposg)=Sosg

tro(eposg) =sgr=Sotg.

Também, para todo h € H, temos

e o S(h) =en(S(trler(hz))hm))
en(S(hqay)sLeer(hz))
er(S(ha))hz))
=cr(sroer(h))

= (eL o sr)oer(h).

Il
™

Falta mostrarmos apenas que Az oS = (S® S) o AR, De fato, para
todo h € H, temos

Ar(S(h))

= An(S(trlen(he))h))

= Ar(S(h)selen(hz)))

= S(hy)wsclen(hi)) @r S(hay) @

= S(ha)) yhas VS (hef?) @1 S(hay)(2)

= S(h"1)) 1yh My S(AP) @1 S(h™M1)) 2)

= S(h 1)<1))<1>tL(5L( H2)@)h N2 S(h?) @1 S(h')) )

= S(h"M1)) yhMay)S(h®) & S(h(l)u))(z)SL(EL(h( 12)(2)))

= S(hM))@h! <2)<1>S(h( ) @1 S(h M) @2h Moy of )S(h(l)(z)(2>(2))

= S(hM0) )M af ) S () @1 S (W) hMaf ey S (R a)

= S(hO%, >)(1)h( "My S (W)@ SRV M) 2 ”(2)(2)501(1 )

= (SR U)) 1) S @1, (SO )R o)) S(HHP)
= (sroer(hMM)1)S(A?) @1, (s 0 er(hV D)) () S(hNP))

= S(h?) @y sg o er(hMM)G(HMA)
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= S(H®) &1, SO talen(hVV)
=S @ S(h(l))

= (S®r 9)(h? @ hD)
= (S @1 S)AR"(h).

3.3 Nocoes Alternativas

Existe consenso na literatura de que a estrutura que melhor subs-
titui uma bidlgebra, para o caso de uma algebra base nao-comutativa,
é um bialgebréide. J& para substituir uma algebra de Hopf, existem
algumas discussoes acerca de qual estrutura melhor generaliza. Nesta
secao definimos duas nocoes, diferentes da nocao de Hopf algebréide,
que também generalizam uma algebra de Hopf.

3.3.1 Hopf Algebroéides de Lu

A seguinte definigao, citada em ([18], Definigdo 4.1), usa apenas
uma estrutura de bialgebréide, enquanto que na defini¢ao de Hopf alge-
broéide, usa-se duas estruturas. Embora o primeiro axioma da antipoda
na definicao de Hopf algebroéide pode ser formulado também neste caso,
algumas condigoes adicionais sao necessarias para formular o segundo
axioma.

Definigao 3.11 Seja B um bialgebroide a esquerda sobre L, uma k-
dlgebra. Dizemos que B é um Hopf algebréide de Lu se existem
S : B — B e uma se¢ao de k-mddulos &, para o epimorfismo candnico
m:B®rB — B®r B, ou seja, Tof = Idpg, B, tais que, 0s sequintes
axiomas sao satisfeitos:

(i) Sot=s;
(i) ppo(S®L B)oA=toeoS;
(iii) upo(B®LS)ofoA=soe.

Nenhuma das nog¢oes, Hopf algebréide e Hopf algebréide de Lu, é
mais geral do que a outra. De fato, um exemplo de Hopf algebroide
que nao é Hopf algebréide de Lu é construido a seguir.
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Exemplo 3.12 Seja k um corpo com caracteristica diferente de dois.
Considere a bidlgebra de grupo kZs, com estrutura de k-coanel dada
por Ap(t) =t®t ecr(t) =1, em que t> = 1 e como um k-bialgebrdide
a esquerda, com estrutura de k¢-anel (kZs,m,m), em que n : k —
kZo A — Al. Podemos também, munir kZs com uma estrutura de
k-bialgebroide a direita, com a mesma estrutura de k€-anel e com es-
trutura de k-codlgebra (kZg, AR, cr), em que Ar(t) = —t®t, Ag(l) =
1®1 eegr(t)=—1 eer(l) = 1. Estas estruturas junto com a antipoda
S(t) := —t e S(1) := 1, constituem um Hopf algebréide, porém ndo
satisfaz os axiomas de Hopf algebréide de Lu.

De fato, mostremos que os axiomas de Hopf algebréide sdo satisfeitos.
Claro que a condigdo (%) é trivialmente satisfeita. Agora note que

(AL ®k kZ2)AR(t) = (AL ®) kZ2)(—t @ 1)
=ttt
por outro lado,
(kJZQ Rk AR)AL(t) = (k‘ZQ Rk AR)(t X t)
=t —-t®t
=—1iRtR¢.

Analogamente, mostra-se (Ap ®y kZ2)AL = (kZ2 Qi AL)AR. Agora
temos

(kZz @) S)AR(t) = —tS(t) =tt
=t?=1=¢r(t)1
=mnoeL(t),

também temos
w(S @ kZa2)AL(t) = S(t)t = —tt
=2 =cg(t)
=noeg(t).

Pela k-linearidade de S, o axioma (iii) é satisfeito. Agora perceba que,
a projecao canOnica

Tkl Qp kg — k7o ®1, kZo
é a identidade, desta forma, a tnica possibilidade para a secao

§ : k‘Zg Ry, kZQ — k‘ZQ ®k kz%
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é a identidade. Portanto,
/,L(kZQ ®k S)AL(t) =-1 7& 1= n OEL(t),

isto contradiz o fato que (Hy,S) é um Hopf algebréide de Lu.

3.3.2 xj-Hopf Algebra

Sabemos da teoria de dlgebras de Hopf que os coinvariantes do co-
modulo regular de uma bialgebra H, sobre um anel comutativo k, sao
precisamente os multiplos escalares da unidade. H é uma algebra de
Hopf se, e somente se, H é uma H-extensao Galois de k, ou seja, a
aplicagdo Can : H @x H — H @, H, h®k — hq) ® hg)k, €
bijetiva. De fato, existe um isomorfismo em que a primeira algebra é
por composicao e a segunda por convolucao

HHomy(H @ H,H @ H) = Homy,(H, H).
Tal isomorfismo é dado por

(): HHompy(H @y H, H®, H) — Homy(H,H)

F — F,

tal que FI(h) = (¢ ® H)F(h® 1g). Com inversa definida por

(): Homp(H,H) — HHomy(H®, H H®,H)
f — f

tal que f(h@k;) = hy®f(h(2))k, para quaisquer h, k € H. Este isomor-
fismo relaciona a inversa da canonica com a antipoda. Motivado por
esta caracterizagao de algebras de Hopf, Schauenburg em [25] propos a
defini¢do de x g-Hopf algebra. Para entendermos essa defini¢do, preci-
samos de algumas defini¢des e resultados da teoria de categorias.

Definigao 3.13 Sejam C e D categorias. Uma adjun¢ao de C a D é
uma tripla (F,G,¢), em que F : € — D e G : D — € sao funto-
res e ¢xy : Homp(F(X),Y) — Home(X,G(Y)) é uma familia de
isomorfismos naturais, para quaisquer X € C eY € D. Neste caso,

dizemos que F ¢ adjunto a esquerda de G e que G é adjunto a
direita de F.

Definigao 3.14 Seja C uma categoria monoidal. Para Y € C, se o
funtor —®Y : € — C € adjunto a esquerda, denotamos seu adjunto
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direita por home (Y, —) : € — C e chamamos de hom-funtor interno
a direita. Se o funtor — ®Y € adjung¢io a esquerda para todo Y € C,
entao dizemos que C € fechada & direita.

Sejam X,Y objetos em €. Por resultados de funtores adjuntos, um
hom-funtor interno a direita home (Y, —) vem com um morfismo adjun-
cdo ev : home (Y, X)®Y — X, com a seguinte propriedade universal:
Paracada Z € Cee: Z®Y — X, existe tnico f : Z — home(Y, X),
tal que e = evo (f ®Y). Tal propriedade universal, é valida para qual-
quer adjuncdo (F,G,¢). A demonstragido deste fato, pode ser encon-
trada em ([29], Teorema 2.28).

Seja R uma algebra sobre um anel comutativo k. Considere a ca-
tegoria dos R°-moddulos & esquerda reM, esta categoria pode ser vista
como a categoria dos R-bimédulos, pois se M € greM, para quaisquer
r,7’ € Rem € M, definimos r-m-r’ = (r@r’)m. Entao g M é monoidal
com o produto tensorial @5 e unidade monoidal R. E possivel mostrar
que a categoria monoidal (greM, ® g) é fechada, com hom-funtor interno
hom .y (N, P) =gos Hom(N, P), para quaisquer N, P € geM, em que
a estrutura de R°-modulo a esquerda é dada por

(" @7)f)(n) =r'f(rn),

para quaisquer 7,7’ € R, f € gowHom(N,P) en € N.

Se H & uma algebra de Hopf sobre k, entao o k-modulo Homy (V, W)
de morfismos k-lineares, possui uma estrutura canonica de H-moédulo
a esquerda, definida por (hf)(v) = he)f(S(he@))v), para quaisquer
heH, fe Hmi(V,W) ev € V. Com esta estrutura, Homy(V, W)
define um hom-funtor interno na categoria dos H-médulos a esquerda.
Agora, em contrapartida, uma bidlgebra ndo precisa ser uma algebra de
Hopf para que sua categoria de médulos seja fechada. Porém, a proxima
proposicao mostrara que a categoria de médulos sobre uma bialgebra
B ou até mesmo sobre um R-bialgebroéide & esquerda é fechada.

Proposigao 3.15 Seja B um R-bialgebrdide 4 esquerda. Entdo a ca-
tegoria M, dos B-mddulos a esquerda, é fechada a direita com hom-
funtor interno a direita dado, para quaisquer N, P €g M, por

hom (N, P) =g Hom(B ®g N, P),

em que BQrN € um B-bimddulo com estrutura de B-mddulo a esquerda
dada, para quaisquer b,b’' € B e n € N, por

bl>(b/ ®Qprn) = b(l)b/ QR b(z) >n
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e estrutura de B-maodulo a direita dada por
(b/ (593 Tl) ab= b/b®R n.

Demonstragao: Primeiro, note que para quaisquer M, N, P € gM,
m € M en € N temos que

@ M®rN — (B@RN)@BM
mr N — (1B®Rn)®5m,

¢ um isomorfismo de B-moédulos a esquerda. De fato, para quaisquer
meM,ne N ebe B, defina

(pili (B®RN)®BM — M®r N
(b@rn)®pm — b>mQgn.

Agora, lembre que a estrutura de R-bimoédulo em um B-médulo a es-
querda qualquer M, é dada, para quaisquer r,7" € R e m € M, por

Mostremos que ¢ estd bem definida. De fato, ¢ é R-balanceada,

em-r,n)=(lpQrn)@m-r
=(lp®gn)@t(r)pm
=(lp®rn)<t(r)@m

(t(r)lp ®rn) ®@m

=(lg-r®rn)@m
:(13®Rr-n)®m

o(m,r-n).

Portanto, existe tnica ¢ : M @ g N — (B®g N) ® 5 M, que satisfaz
o(m ®zr n) = (1p ®r n) ®p m, para quaisquer m € M e n € N.
Mostremos que ¢ é morfismo de B-médulos a esquerda. De fato, para
quaisquer m € M, n € N e b € B, temos

o> (m@rn)) = @(bay>m g by >n)
= (1 ®r b2y >n) ®p by >m
= (lB XRnr b(2) l>7”L) <1b(1) XRpm
= (b(1) ®r b2 >n) ®p m
=b>(lp®rn)@pm
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=b>p(mrn).
Mostremos agora que ¢~ ! estd bem definida. De fato, para quaisquer
re R, meM,nc Neblb € B, temos que p~! & R-balanceada e
B-balanceada

o (b, n), V' >m) =bt'>m®egn
= (b’ @R 1), m)
= Y (b@grn)<b, m).

Portanto, temos

(pop )((b@rn)®pm)=p(p ((b®rn) @5 m))
=pb>m®gn)
=(lp®rn)®@pb>m
=(lp®rn)1b®pm
= (b®grn) @pm,

por outro lado, temos
(¢t op)mern) =9 ((1p @rn) ®pm)
=1g>m®rn
=mQQrn.
Defina agora, para quaisquer M, N, P € gM, a aplicacao
0: pHom(M ®gr N, P) — pHom((B®grN)®p M, P)
f — 0(f)=fop™™

Claro que 6(f) é morfismo de B-moddulos & esquerda, pois é a com-
posicao de outros dois. Agora defina ~1(g) = g o ¢, para todo g €
pHom((B®g N)®p M). Desta forma, temos

007" (9)) =0""(g)op ' =gopopt =g
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Analogamente, §~1(0(f)) = f. Segue portanto, o isomorfismo de B-
mobdulos & esquerda

pHom(M ®r N, P) = gHom((B®gr N) ®p M, P).

Mostremos agora que, para quaisquer M, N, P € pMem € M,n € N,
b € B, a aplicagao

—

( ):pHom((B®r N)®p M, P)—spHom(M,z Hom(B ®g N, P))
F — 13,
em que
F: M —s pgHom(B®gN, P)
m F(m),

tal que ﬁ(m)(b ®rn) = F((b ®r n) ®p m), é um isomorfismo de
B-moédulos & esquerda, com a estrutura de B-modulo & esquerda em
pHom(B ®@g N, P) dada por (b f)() ®g n) = f(b'b ®r n), para
quaisquer b,b' € B e n_€ N. Segue da maneira como foi definido,
que para todo m € M, F( ) € R-balanceado. Mostremos entdo que é

morfismo de B- modulos 4 esquerda. De fato, para quaisquer m € M,
ne€ N ebb € B, temos

F(m)(b> (' ®@pn)) = Fbe (¥ @rn) ®@pm)
—bDF((b ®Rn)®3m)
=bo F(m)(¥ @rn)

Mostremos agora que F é morfismo de B-mo6dulos & esquerda. De fato,
temos

Fbem)(t @gn) =F((' ©@rn) ®p b>m)
((b ®rn)<4b®pm)
(
(m

(b'b@rn) @ m)
)(V'b®Rn)
b F(m)(b @ n)
= (b> F)(m)(V) g n).

F
F
F

Agora defina

Z\j :pHom(M, pHom(B ®@r N, P))— pHom((B ®@r N) ®@p M, P)
G — G,
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tal que G((b ®p n) ® m) = G(m)(b ®g n), para quaisquer b € B,
m € M en € N. De maneira anadloga a ( ) mostra-se que ( ) esta
bem definida. Desta forma, para quaisquer m € M, n € N, b € B,
e também para quaisquer G € gHom(M, pHom(B ®g N, P)) e F €
pHom((B®gr N)®p M, P), temos

~

Gm)(b®rn)=G(b®rn) R m)
=G(m)(b®grn),

segue que G = G, por outro lado, temos

F((b@rn) ©pm) = F(m)(born)
F((b®rn)®pm),

segue portanto, ;q = F. Concluimos assim, que
pHom((B®r N)®p M, P) = gHom(M, pHom(B ®g N, P)).
Ou seja,
pHom(M ®r N, P) 2 gHom(M, pHom(B ®r N, P)).

]
Para salvar a ideia de que uma algebra de Hopf esta relacionada
com o fato de sua categoria de moédulos ser fechada, precisamos ob-
servar que o hom-funtor interno na categoria de mddulos sobre uma
algebra de Hopf, esté relacionado com o hom-funtor interno na catego-
ria subjacente de k-moédulos. Esta relacao se da via a propriedade de
que, o funtor esquecimento yM — M preserva hom-funtores inter-
nos, no sentido da préoxima definicao.

Definigao 3.16 Seja F : C — D um funtor monoidal entre categorias
monoidais fechadas a direita. Para X,Y € G, considere

& : F(home(Y, X)) — homp (F(Y), F(X)),
0 1nico morfismo para o qual o diagrama abairo comuta

F(home (Y, X)) @ F) 22D homo (FOV), F(X)) @ F(Y)
F(X).

4

F(home(Y, X) ®Y)

F(ev)
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Dizemos que F preserva hom-funtores internos se para quaisquer
X,Y € C, £ € um isomorfismo.

Apresentamos a seguir o Lema de Yoneda, que sera usado na prova
do préoximo teorema. Para tanto, considere € uma categoria e X um
objeto fixo em €. Definimos o funtor Lx : € — Set, para todo Y € C,
por Lx = Home(X,Y). Além disso, para cada morfismo a: Y — 7,
definimos

Lx(a): Home(X,Y) — Home(X,Z2)
f — ao f.

Desta forma, temos o seguinte lema.

Lema 3.17 (Lema de Yoneda) Sejam F : ¢ — Set um funtor e
X um objeto em C. Entio o conjunto das transformagées naturais
Nat(Lx, F) estd em bijecio com o conjunto F(X) pela fungao

¢: Nat(Lx,F) — F(X)
Ju —  px(Ix),

em que Ix € o morfismo identidade de X.

Proposigao 3.18 Sejam C uma categoria e X, Y objetos em C. Entao
Lx € isomorfo a Ly se, e somente se, X € isomorfo a Y.

As demonstracoes do Lema de Yoneda e da proposicao 3.18, podem
serem encontradas em [29], Lema 2.23 e Proposigdo 2.24, respectiva-
mente.

Nestas condigbes, estamos prontos para ver a defini¢do (teorema)
de x g-Hopf algebra.

Teorema 3.19 (e Definicdo) Seja B um R-bialgebréide a esquerda.
Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) O funtor esquecimento pM — g<M preserva hom-funtores in-
ternos a direita.

(2) A aplicagio

Can : B®RopB — B®RB
b & Ror v — b(l) XR b(g)b/,

€ uma bijecao. Neste caso, dizemos que B é uma X gp-Hopf dl-
gebra.
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Demonstragao: Primeiramente, vamos ver que Can estd bem defi-
nida. Para tanto, as estruturas de B-mo6dulo & esquerda em B®por B €
R°P-bimédulo em B sdo dadas, para quaisquer b,b’,c € Be 7, r’ € RP,
por

b[> (b/ ®ROP C) = bb/ ®R0p C

Fobor' =t(r)bt(r),
respectivamente. Assim, temos que Can é R°P-balanceada,
Can(b-7,b") = Can(bt(r),b")
= b(l) QR b(g)t(r)b’
= b(l) QR b(g) (? . b/)
= Can(b,7 - V'),
usamos na segunda linha o seguinte fato,

A(bt(r)) = AD)A(H(r)) = (ba) ®R b2))(1s ®R () = b1y @R biz)t(r).

Temos também que Can é morfismo de B-modulos a esquerda. De
fato,

Can(b (b @ger ¢)) = Can(bb' @gor ¢)
= b1)b{1) @R bz)ba)c
=b> (bh) ®Rr b'(Q)c)
= b Can(b' @gor ).
Agora, note que se Can for uma bijegdo, entdo para N € gM a apli-
cacdo

Cany : B®pgow N — B®r N
b ®pgor n — b(l) ®Rb(2)l>7l,

também é uma bijecdo. De fato, considere as bijecoes

¢Z B®ro» N — B®pgro» BRg N
b ®pgor N —> bQ®pgor 1pRpn,

’(/): BRrB®p N — B®r N
bQrb @pn — bRpb>n.

e também Can ®p N. Dessa forma, para quaisquer b € Ben € N,
temos

(Yo (Can®@p N)od)(bRror n) =1p(Can @p N)(d(b @ger 1))
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= (Can ®@p N)(bQ@per 1p ®p n)
= Y(b1) @r b2y ®B n)
=b1) ®r by >n
= Cany(b®pger n).
Segue que Cany é bijecao. Concluimos que Can é bijecao se, e somente
se, Cany é bijecao. Pois se Cany € bijecao, segue que Can também

é, basta tomar N = B. Agora, sejam N, P € gM. Verifiquemos que
para o hom-funtor interno em gM, a avaliacao

ev: pHom(B®g N,P)®@r N — P,
é dada, para quaisquer g € sHom(B ®g N,P) en € N, por
ev(g®rn) =g(lp ®rn).

Mostremos que ev estd bem definida. De fato, para quaisquer g €
pHom(B ®g N,P), n€ N eb e B, defina

év: gHom(B ®g N,P) x N — P,
tal que ev(g,n) = g(1p ®r n) e mostremos que év é R-balanceada,
ev(g-r,n) = év(t(r)>g,n)
= (t(r)>g)(1p ®r n)
= g(t(r) ®r n)
=9(1p-r®gn)
=g(lp®r7r-n)
=ev(g,r-n).
Portanto, existe uma tnica

ev: pHom(B®gr N,P) @ N — P,

que satisfaz ev(g ® g n) = g(1p ®r n). Agora note que ev é morfismo
de B-mé6dulos a esquerda. De fato, temos

ev(b> (g ®rn)) = ev(bn)>g@r bz)>n)
= (b(l) Dg)(lB XB b(g) > n)
= g(ba) ®r b(z)>n)
=g(b> (1 ®r 1))
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=brg(lp ®rn)
=bb>ev(g ®rn).

Agora, paracada Z € pMee: Z®r N — P, defina
f:Z —p Hom(B®g N, P),
tal que
f(2):BOr N — P, b@rn+—e(b>z®gn),

para quaisquer z € Z, b € B en € N. Mostremos que f estd bem
definida. Para tanto, note que f(z) € pHom(B®gr N, P) Vz € Z. De

fato, para quaisquer r € R, b, € Ben€e N, deﬁnaf( ): BXN — P

tal que f( )(b,n) = e(b>z®pn), para z € Z fixo e mostremos que f( )
é R-balanceada,

FE)(b-r,m) = F(2)(t(r)b,n)
(t(r)b>z®@rn)

(
(r

=€

I
o

(t(r)> (b>z) ©rn)

=e((brz) -r®gn)

=e((brz)@pr-n)

= F(2)(b,r ).

Portanto, existe uma unica f(z) : B@gr N — P, que satisfaz f(z) =
e(b> z ®g n), para quaisquer b € B e n € N. Agora note que f(z) é
morfismo de B-modulos & esquerda. De fato,

£ (f 81 ) = £ @ be > n)
= e(byb' > 2 @ bz) > 1)
=e(ba) > (V' > 2) @R b2y >n)
(bD((b'N) ®rn))
el

Dessa forma, temos

ev(f ®@r N)(z ®rn) = ev(f(2) ®r n)
= f(2)(1z ®r n)
=e(lp>2zQ®gn)
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=e(z®grn).

Agora, podemos identificar o hom-funtor interno ge»r Hom(N, P) em
reM, canonicamente com gHom(B Qgo» N, P). Antes, note que a es-
trutura de R°P-bimé6dulo em qualquer B-médulo & esquerda N é dada,
para quaisquer 7,7’ € R’ e n € N, por 7-n -1/ = t(r)s(r’) >n. Por-
tanto, defina ¢ : pHom(B ®pgor N,P) — ges Hom(N, P), tal que
o(f)(n) = f(1p ®r n), para quaisquer f € pHom(B ®pge» N, P) e
n € N. Mostremos que ¢(f) é morfismo de R°P-mo6dulos a esquerda.
De fato,

pois a estrutura de B-médulo & esquerda em B Qpro» N é dada, para
quaisquer b,b’ € Ben € N, por bi> () @pgor n) = bb' @gor n. Segue que
©(f) estd bem definida. Agora, para quaisquer g € gor Hom(N, P),
be Ben € N, defina

0 ' gpewHom(N,P) — gHom(B ®pe» N, P),

tal que = 1(g)(b®por n) = b> g(n). Mostremos que ¢~ ! estd bem de-
finida. Para tanto, para quaisquer b € B,n € N e g € rop Hom(N, P)
fixo, defina ¢=1(g) : B x N — P, tal que ¢=1(g)(b,n) = b g(n).

Mostremos que ¢p~—1(g) é R-balanceada, de fato temos

—_~—

¢~ g)(b-T,n) = bt(r)>g(n)
= be (t(r)>g(n))
=b>g(t(r)>n)
=b>g(T-n)

=9~ (g)(b,7 - n).

Portanto, existe uma tnica ¢~1(g) : B ®p N — P, que satisfaz
0 1(g)(b®por n) = b>g(n). Assim, temos

pop (g)(n) = vy~ (9))(n)
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= ¢ ' (9)(15 @R n)
=1p>g(n)

= g(n),

por outro lado,

¢ oo(f)(b@ror n) = ¢~ (0(f)) (b @pow 1)
=beo(f)(n)
= bb f(1p @pes 1)
= f(b®per n).

Usando essa identificacdo, o morfismo avaliacdo em geM,
ev': pHom(B ®@go» N,P)@r N — P,
é dado, para quaisquer f € gHom(B Qgo»r N, P) en € N, por
ev' (f @rn) = f(lp @ror n).

Mostremos agora que o funtor esquecimento gpM — greM preserva
hom-funtores internos. Para tanto, considere a transformacgao natural

&p: pHom(B®pr N,P) — pHom(B ®pgor N, P),

tal que Ep(f)(b@Rrorn) = f(b1)®@Rrb(2)>n). Perceba que para quaisquer
f€ pHom(B®r N,P),n€ N e b€ B, temos

Ep(f)(b@ror n) = f(ba)y @R b(z) >n)
= f(Cany (b ®@gor n)),

ou seja, {p(f) = f o Cany. Agora note que o seguinte diagrama equi-
valente ao da Definicao 3.16 para o funtor esquecimento gM — reM
e para os hom-funtores internos gHom(B ®r N, P) e pHom(B Qpgor
N,p), em gpM e reM, respectivamente, é comutativo

N
sHom(B ©p N, P)®r N2 L Hom(B ®per N, P) ®r N

BHOTTL(B(X)RN,P)@RN P.

ev

De fato, para quaisquer f € pHom(B ®g N, P) e n € N, temos

ev'(&p ®@r N)(f ®r n) = e’ (Ep(f) @R n)
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=&p(f)(1B ®Ror 1)
= f(1p ®rn)
=ev(f ®rn).

Se mostrarmos que £p é uma bije¢do para todo P se, e somente se,
Cany é uma bijecdo, concluimos a demonstra¢ao. De fato, se Cany
é bijetiva, defina 5;1 = —o Can]’\,l. Dessa forma, para quaisquer
f € pHom(B ®g N, P), temos

&p' 0 &p(f) = &' (f o Cany) = f o Cany o Cany' = f
e por outro lado, para todo g € gHom(B Qger N, P), temos
§poép'(g) =E&p(goCany') = go Cany' o Cany = g.
Agora, se p é bijetiva, pela Proposi¢do 3.18 considerando X = BRgrN,
Y = B®pgor N e p=Ex, temos que

€X(IB®RN) = IB®RN o CcmN = C’anN

é uma bijecao. Portanto, se C'an é bijetiva, temos que Cany é bi-
jetiva e por sua vez £x é uma bijecao. Logo, o funtor esquecimento
BM — greM preserva hom-funtores internos se, e somente se, Can é
bijetiva. [

A nocgdo de uma x g-Hopf algebra é mais geral que um Hopf alge-
broéide, conforme nosso proximo e ultimo teorema.

Teorema 3.20 Seja (Hy,Hg,S) um Hopf algebréide. Entio a cand-
nica

Can . H ®Lop H — H ®L H, h®Lop k — h(l) ®L h(Q)k
é bijetiva, com inversa h @ k — hY) @pop S(h(Q))k.

Demonstragao: De fato, mostremos antes que Can~! ¢ morfismo de
H-mo6dulos & esquerda. De fato, para quaisquer h,h' ¢ k € H, temos

Can™'(hv (b @1 k)) = Can™ ' (ha)h' @1 hak)
= haSORW D @pon S(h§P W@ )ha)k
= hafVW'D @ror S(H'®)S(ha§*) bz k
= hORD @10 S(W@)S(hP)1))h Pk
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= OO @10p S(W P )sp(er(h®))E
= hOD @pop S(tr(er(h®)W/ @)k
= hWsp(er(MN)R'D @10 S(WP)E
=ht'D @por S(W )k

=ho (K'Y @pe S(WP)k)

=h>Can (0 @r k).

Dessa forma,

Can™ ' (Can(h ®@per k)) = Can™ " (h1) @ h)k)
= Can " (hv (1g @ k)
=h>Can 1y @ k)
=h>(lg Qror k)
=hQ®ror k,

por outro lado, temos

Can(Can~ Y (h @1 k) = Can(hV) @p0r S(hP)E)
=h") @ h<1>2)5(h<2 )k
— h(l) ®L h(g (h(g )]C
= h(l) KRy S © EL(h(Q))k
= h(l) QL €L(h(2)) -k
= h(l) . EL(h(Q)) r k
=h®r k.

]

Sabe-se que nem toda X g-Hopf édlgebra vem de um bialgebroide

a esquerda que constitui um Hopf algebréide. De fato, um contra-
exemplo pode ser encontrado em [17].
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Consideracoes Finais

Apesar do estudo sobre Hopf algebroéides no sentido [7] ter um pas-
sado bastante curto, ha de considerar que houve um bom progresso
desde que foi iniciado. Citamos como progresso os seguintes estudos:
comoddulos sobre Hopf algebroides em [7], teoria de integrais de alge-
bras de Hopf, que foi generalizada para Hopf algebroides em [5], temos
também estudos sobre teoria de Galois de Hopf algebroides em [6]. Tais
estudos nao foram incluidos neste trabalho que tem carater introduto-
rio, mas fica como proposta para estudos posteriores.

Por outro lado, existem diversos aspectos de algebras de Hopf que
ainda nao foram investigados como estender para o dmbito de Hopf
algebroides. Por exemplo, nada ainda foi feito no sentido de uma teoria
de classificagdo e teoremas estruturais de Hopf algebroéides.
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