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RESUMO

A partir da década de 70 tivemos um grande avanco na teoria de C*-
algebras e &lgebra de operadores. No artigo (HALMOS, 1976), Paul
Halmos perguntou se matrizes auto-adjuntas que quase comutam es-
tavam proximas de matrizes auto-adjuntas que comutam. Durante 20
anos esta pergunta ficou sem resposta. Contudo, variagoes do problema
original surgiram, e muitos trabalhos foram publicados.

Huaxin Lin respondeu afirmativamente a pergunta de Paul Halmos em
seu artigo (LIN, 1995) e o objetivo deste trabalho é demonstrar esse
teorema e, também, apresentar uma variagao do problema original.

Palavras-chave: Teorema de Huaxin Lin. Matrizes que quase co-
mutam.






ABSTRACT

From the decade of 1970 forward we had great advances in the theories
of C*-algebras and operator algebras. In the article (HALMOS, 1976),
Paul Halmos asked if almost commuting self-adjoint matrices were close
to self-adjoint matrices that commute. For 20 years this question went
unanswered. However, variations of the original problem arose and
many papers have been published.

Huaxin Lin answered affirmatively the question of Paul Halmos in his
article (LIN, 1995) and the objective of this work is to demonstrate this
theorem and also to present a variation of the original problem.

Keywords: Huaxin Lin theorem. Almost commuting matrices.
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1 INTRODUCAO

No ano de 1976, o famoso matematico Paul Halmos publicou um
trabalho, (HALMOS, 1976), no qual fazia uma pergunta que demoraria
aproximadamente 20 anos para ser respondida. A pergunta, resumida-
mente, era a seguinte: serd que dado £ > 0, existe um § > 0 e um par
de matrizes auto-adjuntas A, B que quase comutam, a menos de 4, que
estao e-proximas de matrizes auto-adjuntas que comutam?

No decorrer desses 20 anos muita matemaética foi publicada acerca
da pergunta feita, inclusive contra-exemplos para variagdes do pro-
blema, mas a pergunta em si nao havia sido respondida. Foi entao que,
no ano de 1995, o matematico Huaxin Lin respondeu a pergunta afir-
mativamente e, a partir dai, muitas publicacées envolvendo aplicacoes
e outros resultados surgiram. O Teorema que Huaxin Lin provou foi o
seguinte:

Teorema 1. (Teorema de Huaxin Lin) Para qualquer € > 0 existe
um 0 > 0 tal que para qualquer n € IN e qualquer par de matrizes
auto-adjuntas A, B € M, (C) com ||A|,||B]| < 1e ||AB — BA| < ¢,
existe um par de matrizes auto-adjuntas, A’, B’ € M, (C), tal que A’, B
comutam e

JA— A + B - B <.

Ainda nos anos 70 os matematicos Lawrence Gerald Brown, Ro-
nald George Douglas e Peter Fillmore publicaram o trabalho (BROWN;
DOUGLAS; FILLMORE, 1973) no qual foram inseridas vérias técnicas
para tratar de C*-dlgebras e toda sua teoria. Além desse trabalho,
Brown, Douglas e Fillmore publicaram outros artigos nos anos 70 os
quais mostraram novas maneiras para tratar C*-dlgebras, entre elas a
algebra homolégica. Com as técnicas aprendidas para demonstrar o te-
orema de Huaxin Lin, podemos desenvolver as ferramentas necessarias
para provar o Corolario 11.2 que esta no trabalho citado acima.

Este trabalho estd dividido em quatro capitulos. O segundo deles
ird nos mostrar que ao trocarmos a palavra auto-adjunta por unitaria
na pergunta feita por Paul Halmos em (HALMOS, 1976), conseguiremos
uma resposta negativa, isto é, dada uma tolerancia matrizes unitarias
que quase comutam, a menos dessa tolerancia, estao longe de matrizes
que comutam e, por consequéncia, de matrizes auto-adjuntas que co-
mutam. Essa parte do nosso trabalho estd baseado no artigo publicado
por (EXEL; LORING, 1989).

No terceiro capitulo finalmente iremos responder a pergunta feita
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por Paul Halmos em (HALMOS, 1976) afirmativamente. Essa resposta
foi dada por Huaxin Lin em (LIN, 1995) e este capitulo estd baseado
em uma parte do artigo publicado por Mikael Rgrdam e Peter Friis
em (FRIIS; RORDAM, 1996). Neste capitulo iremos desenvolver as fer-
ramentas necessarias para provar o Teorema de Huaxin Lin citado an-
teriormente. Uma dessas ferramentas é o seguinte teorema:

Teorema 2. Para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que para quaisquer
n € IN e para todo x € M,,(C) com ||z|| < 1e |Jzz* —z*z| < I, existe
um elemento y € M, (C) normal tal que ||z — y|| < e.

Esse teorema, grosso modo, nos diz que: dado ¢ > 0 existe § > 0
tal que toda matriz que é quase normal, a menos de d, estd e-préxima
de matrizes normais.

Para demonstrar o teorema acima iremos precisar de uma sequéncia
de lemas que serao provados ao longo do capitulo. Entao, quando o lei-
tor estiver neste capitulo, tenha em mente que iremos provar primeiro
uma sequéncia de lemas, depois o Teorema 2 e, por ultimo, o Teorema
de Huaxin Lin.

Os matemaéticos Lawrence Gerald Brown, Ronald George Dou-
glas e Peter Fillmore nos anos 70 publicaram um trabalho o qual clas-
sificaram elementos normais da algebra de Calkin por equivaléncia
unitaria, aplicando técnicas de &dlgebra homoldgica. Brow-Douglas-
Fillmore usaram os resultados obtidos para decidir, entre outras coisas,
quando um elemento normal da algebra de Calkin pode ser levantado
por um elemento normal. Recentemente, viu-se que é possivel resol-
ver o mesmo problema sobre levantamento obtido por Brow-Douglas-
Fillmore, usando o problema descrito por Paul Halmos. O quarto
capitulo ird justamente mostrar essa relagao.

Para facilitar a leitura deste trabalho, recomendamos que o lei-
tor possua conhecimentos bésicos de algebra de operadores, algebra
linear, anélise funcional e topologia geral. Logo abaixo estd uma lista
de notagoes e defini¢bes que iremos utilizar ao longo do trabalho:

e Dado n € IN denotaremos por M, (C) o conjunto das matrizes
n x n com coeficientes complexos;

e Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e B base de V. Dado
um operador T : V' — V denotaremos a matriz [T']5 simplesmente
por [T]g, que é a matriz que com relagao & base B representa o

operador T

e Dado X espago topoldgico e U C X, iremos denotar o fecho do
conjunto U por U,
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Dado X espago topoldgico, denotaremos como C(X) o conjunto
das fungdes continuas de X em C;

Dado H um espago de Hilbert, denotaremos por B(H) o conjunto
dos operadores lineares limitados no espago de Hilbert H;

K(H) é o conjunto dos operadores compactos de B(H), o qual
sabemos ser um ideal de B(H);

Q(H)= B(H)/K(H) é a algebra de Calkin;

A fungado quociente m : B(H) — Q(H), a qual sabe-se que é
sobrejetiva,;

Seja T € Q(H). Dizemos que S € B(H) é um levantamento do
operador 7 € Q(H) se n(S) =T;

Dada uma C*-dlgebra A e um elemento a € A, denotaremos o
espectro de a por o(a) = {A € C|z — Al4 ndo é inversivel} e,
denotaremos o resolvente do elemento a por p(z) = {A € C|z —
Al é inversivel};

Dado € > 0, diremos que duas matrizes A e B quase comutam, a
menos de g, se ||[AB — BA|| < ¢;

Seja a um elemento normal de uma C*-algebra unital A e supo-
nha que f : o(a) — C é a inclusdo, f(z) = 2,Vz € o(a). Entao
existe um tnico *-homomorfismo unital, ¢ : C(o(a)) — A, tal que
©(f) = a. Ademais, ¢ é isométrico e Im(p) é a C*-subdlgebra
de A gerada por 14 e a, em outras palavaras, p(C(c(a))) =
C*({1a,a});

O *-homomorfismo ¢ acima é chamado de célculo funcional continuo
para a. Denotamos o elemento ¢(f) por f(a) e, pelo célculo fun-
cional continuo, sabe-se que o elemento f(a) é normal;

Seja X espaco topoldgico localmente compacto Hausdorff. Deno-
taremos por By (X) a C*-dlgebra das fungoes de X em C que sao
limitadas e Borel mensuraveis.
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2 MATRIZES UNITARIAS QUE QUASE COMUTAM

O objetivo deste capitulo é, através do exemplo dado por (VOI-
CULESCU, 1983), e reescrito por (EXEL; LORING, 1989), mostrar que se
trocarmos a palavra auto-adjunto por unitaria no Teorema de Huaxin
Lin, citado anteriormente, tal teorema nao serd mais valido.

Sejam n € N e considere w,, = e%, uma raiz n-ésima da uni-
dade. Defina as seguintes matrizes em M, (C), em que espagos vazios
SA0 Zeros:

De agora em diante neste capitulo, considere C™ como espago
normado sobre C com norma induzida do produto interno usual, e seja
E = {ej,...,en} a base candnica ortonormal de C". Vejamos quais
sao os operadores sobre C™ que com respeito & base canoénica F sao
representados pelas matrizes S, e €2,,.

Primeiro, vamos encontrar o operador T € B(C"™) que com
relacdo a base canonica F é representado pela matriz S,,:

B 0
0 1
[T(e1)le = Suled]r = S N N le2]g .. T(e1) = e2,
L 0 .- - 0 -
F 0 0
1 0
[T(e2)]r = Snle2]e = Sn : =|1= les]e .. T'(e2) = es.
L 0 . i O ]
Prosseguindo assim, concluimos que T'(ex) = ept1, Vk < n.

Agora, se k = n, temos o seguinte:
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0 1
0 0

[T'(en)]E = Snlen]E = Sn . = . = [ea]p . T'(en) = ex.
1 0

Portanto, o operador T' € B(C") que com relagao & base canénica
E é representado pela matriz S, tem a seguinte caracteristica:

ex+1, Sek <n
T = 2.1
(k) {el, se k=n. 21)

Isto significa que o operador T faz apenas uma permutagao
ciclica dos vetores da base canonica E.

Por outro lado, vejamos quem é o operador R € B(C™) que com
relagao a base canonica E é representado pela matriz €2,,:

1 Wy,
0 0
[Rle)le =Qlelle = | . | =| . | =[wis
L O - L O -
F o o
1 wfl
[R(62)]E = QTL[62]E =Q, 0] = 0 = [w%]E
L O - L O -

Prosseguindo desta maneira, podemos concluir que, para todo
k=1,...,n, o operador R € B(C™), que com relagdo & base canénica
FE é representado pela matriz €2, tem a seguinte caracteristica:

R(ex) = wrey,. (2.2)

Observagao 3. O operador T que com relacdo a base canodnica E é
representado pela matriz S,,, leva base ortonormal em base ortonormal
(apenas permuta os vetores da base canénica E). Portanto, T' é um
operador unitario e, por conseguinte, sua matriz com relacao a qualquer
base ortonormal é unitdria. Em particular, a matriz S,, é unitéria.

A matriz Q,, é diagonal e, com relacdo a base canonica F, re-
presenta o operador R. Sendo assim, o operador R é unitariamente
diagonalizavel e, portanto, R é normal. Além disso, temos que o espec-
tro do operador R sao justamente os elementos da diagonal da matriz
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Q,,, todos com médulo igual a 1. Isto significa que o(R) C S', em que
S! é o circulo unitdrio. Assim, R é normal e seu espectro estd total-
mente contido no circulo unitério, portanto R é unitario. Segue que a
matriz €, que com relagao a base canoénica representa o operador R é
unitaria.

Nosso préximo passo serd mostrar uma proposicao que, entre
outras coisas, nos dird de fato que as matrizes S, e €0, s@o matrizes
que quase comutam, a menos de uma tolerancia.

Proposigao 4. As seguintes afirmagoes sao vélidas:
() [2nSn = SnQull = |1 — wyl.
(i) det(£2,) = det(S,) = (=1)"*+L.

(iii) SpQ,Sk = W, Q.

Demonstragao. (i) Comegamos observando que:

W, 0O ... 0 1
w% 1 0 0
QnSn: :
wy 0 1 0
0 0 W,
w2 0 0
0 wy 0
0 0 1 W,
1 0 0 w?
0 1 0 wy
0 0 w;yy
w, 0 0
0 w0

Assim, temos que:



20

0 0 Wy, — Wy
w2 —w, 0 0
QnSn _SnQn =
0 :
0 cen Wl — Tl 0

Para calcularmos a norma da matriz 2,5, — S,{),, considere
T’ € B(C™), tal que [T"|g = 2,5, — S,. Note que:

[T/(el)]E = (QnSn - SnQn)[el]E

1
0
0
0
'I,U?L — Wy,
0

[(wi — wy)es] .

[T/(e2)]E = (QnSn — Sn)e2]E

0
1
0
0
0
— | wi—wp
0

[(wy — w})es]s.
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[Tl(en)]E = (QnSn - SnQn)[en]E
0

n

Wy, — Wy

0
= [(wn —wp)ers.
n
Seja v € C™ tal que ||v]| =1 e escreva v = Zaiei,ai € C. Como FE ¢é

i=1
base ortonormal de C" é fato simples de dlgebra linear que

V1% = |ea|* + |az]® + ... + |an | (2.3)

= al(wi —wp)es + ...+ ap_1(w;, — w,’fl)en + ap (wy, — w))ey.

Dai, pelo que fizemos no pardgrafo anterior, temos:
IT" ()|* = Jaa (wyy — wi)[* + ... + a1 (w); —wi™H)* + |an (wy, — w)y
= |1 P|(wp, = wi)[* + . A+ || (wyy — w7+
+ ‘an|2|(wn - wZ)lg' (2.4)
Perceba que
W), — wn| = wy; —wi ™ = wy — wp| = [1— wnl. (2.5)

De fato: sabemos que w, é uma raiz n-ésima da unidade. Portanto,
calcular [w2 —wy,|, ..., |Jw?—wn=1| |w, —w?| é o mesmo que saber qual
a distancia entre dois vértices do poligono regular de n lados inscrito

)



22

na circunferéncia unitdria no plano complexo.
Como o poligono é regular, basta calcularmos a distancia entre
quaisquer dois vértices. Assim,

2win

|wp, —wi| = |w, —e™
|wn—62”\
= |1 — wy]

Portanto, a igualdade (2.5) ¢é vélida.
Agora, usando (2.3), (2.4) e (2.5), temos:
1T ()I* < laa P11 = wal* + ... + |an 1 = wnl®
= (Joa [ + ...+ o)1 — wy|?
= [[0lP1 = wal® = [1 - wa .

Ou seja, temos |T'(v)|| < |1 — wy|. Finalmente, como |le,|| = 1 e
T (en) = (wy, — wl)ey, obtemos

IT"(en) | = | (wn — wy)ea|
= |(wn —wp)lllea]l
= [(wn —wy)|
=1 —wy]

Segue dai que |T”|| = sup || T'(v)]| = |1 — wp].
veC™

flvll=1
Portanto, ||2,Sn, — SnQn| = |1 — wy].

(ii) Para verificarmos a igualdade afirmada, basta calcular o de-
terminante de cada uma das matrizes .S, e €2,,. Comecemos calculando
o determinante da matriz S,. Vamos fazer isso utilizando o teorema
de Laplace para primeira linha e a n-ésima coluna:
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0 1
1 0 0
det(S,) = .
0 1 (nxn)
1 0 0
1 0
= () .
0 0 1 (n—1xn-—1)
= ().

Agora como a matriz €2, é diagonal, basta calcularmos o produtos dos
elementos da diagonal principal:

w, 0 ... 0
0 w2 ... 0

det(€2,) =

0o ... 0 wy

= wpwl .. wl

)1+2+ 4n

n(n+1)

wy,)
SNIGES

(w
=
= (™)
=(
= (=

ewz)nJrl

1)n+1
Logo, det(S,,) = det(,) = (—1)"*1, concluindo o que querfamos.

(iii) J& sabemos pela Observagdo 3 que as matrizes S, e €, sdo
unitéarias.

Considere T € B(C") e R € B(C") os operadores descritos

m (2.1) e (2.2), respectivamente, que descrevemos através da base

canobnica E pelas matrizes S, e ,, respectivamente. Sabemos que T'

e R sdo operadores unitarios, portanto 7" = T~! e R* = R™!. Assim,

T*(ex) =T Hex) =ex_1,5¢ k> 1eT*(e) =T (e1) = en, se k= 1.

Sendo assim, para provar que S,2,S5; = w,{2, basta provarmos

que TRT* = w,R. Para isso, é suficiente verificar que a identidade
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vale para os vetores da base F, isto é, TRT*(ej) = w, R(ey) para todo
k=1,...,n. Observe que se k > 1, entao

TRT*(e) = TR(T*(ex))

=T(R(ex-1))
=T kflek_1)
= w1 T (e 1)

1

(w
k—
n
fL €.

=w

E se k =1, entao

TRT*(e1) =TR(T"(e1))
= T(R(en))
=T(wyen)
= w, T (en)
=w)ey.

Por outro lado temos que:
W, R(ex) = Wowyex

—2mi  (2mi)k
= e n e n 6k:

(2mi)(k—1)
=€ n €L

whle, Vk=1,.

n

Mas, note que quando k = 1 temos:

wﬁ_lek = wgel = e(hTr”Oel = el = leg = €2™ley = wrer.
Assim, temos que TRT*(ex) = W, R(ex) para todo k =1,... n.
Segue que TRT™* = W, R e, portanto, 5,5} = W, y,. |

Observagao 5. Pela Observagdo 3 temos que as matrizes S,, e £, sdo
unitdrias. Pelo item (i) temos que ||2,S, — SpQn| = |1 — wy|. Sabe-
se que, para cada n € IN, w, é uma raiz n—ésima da unidade, logo
|wy, —wl| = |1 — wy,| significa o tamanho do lado do poligono regular,
com vértices w,, inscrito na circunferéncia unitaria do plano complexo.

Sendo assim, dado € > 0 e n suficientemente grande, temos que
|1 —w,| < &, isto é, que o lado do poligono regular com vértices w,, fica
menor do que e. Isto significa que ||Q2,S, — S, < &.

Logo, para o ¢ > 0 dado, existe n € IN grande o suficiente tal
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que as matrizes S, e ), quase comutam, a menos de &.

Em seguida, iremos mostrar um lema que nos serda de grande
utilidade mais para frente.

Definicao 6. Seja X um espago topoldgico. Dados z,y € X, um
caminho em X que liga x a y é uma fungao continua f : [0,1] — X, tal
que f(0) =z e f(1) =y.

Lema 7. Seja V espago normado e u,v € V' quaisquer.
Entao, u : [0,1] — V dada por u(t) = u+t(v —u),Vt € [0,1], é
um caminho que liga u a v.

Demonstracdo. Para mostrarmos que g é um caminho, precisamos mos-
trar que a fungéo u : [0,1] — V é continua. Note que dado t € [0,1] a
funcao p(t) é soma e multiplicagdo por escalar no espago normado V' e
ambas as operacoes sao continuas em V.

Agora, considere (t,), uma sequéncia convergente no intervalo
[0,1], isto é, t, — s € [0,1]. Assim, temos que u(t,) = v+ t,(v — u),
e como mencionamos acima, a soma e multiplicagao por escalar em V'
s@o operagoes continuas e, como assumimos t,, — s, temos que u(t,) =
u+t,(v—u) = u+s(v—u) = p(s). Portanto, 4 é uma funcdo continua,
provando que g é um caminho.

Por fim, claro que p é um caminho que liga v a v, pois p(0) = u
e p(l) =w. [ ]

Agora, vamos comentar um pouco sobre o indice de caminhos
fechados no plano complexo e sua invariancia por homotopia. Para os
comentdrios abaixo, estamos assumindo que caminhos sao de classe C'*
((LANG, 1999) capitulo IV, p. 133).

Definigao 8. Dados a € C e v um caminho fechado em C que nao
passa por «, definimos o indice de vy com respeito ao ponto «,, denotado
por W(v;a), como sendo o niimero complexo

1 1
W(y;a) = 2mL o adz. (2.6)

Observagao 9. Denotamos apenas por indice de um caminho fechado
v, o indice de 7y com respeito ao ponto 0.

Também, se v é um caminho fechado definido em um intervalo
fechado [a, b] entao a integral (2.6) pode ser escrita como:

[=e= b 0 (2.7)
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Sabe-se também que se v é um caminho fechado a integral de-
finida em (2.6) é um numero inteiro (ver (LANG, 1999) capitulo IV,
Lema 1.1). O nimero inteiro W (v; &) nos diz quantas vezes o caminho
~ gira em torno do ponto «, e o sinal positivo (negativo) do niimero
nos diz que ele faz esse percurso no sentido anti-horario (horario).

Definicao 10. Sejam v e n caminhos fechados cujas imagens estao
contidas em um aberto U C C. Dizemos que v e 1 sdo homdlogos se
W (v;a) = W(n; @), para todo ponto o € U°.

Definigao 11. Sejam v, 1 : [a,b] — U dois caminhos em U e U um
conjunto aberto. Dizemos que v e 1 sao homotopicos em U se existe
uma fungao continua ¢ : [a,b] x [c,d] — U tal que ¥(t,c) = v(¢) e
Y(t,d) = n(t), para todo t € [a,b).

Por fim, o teorema abaixo, que pode ser visto com detalhes em
((LANG, 1999) capitulo IV, Teorema 2.1, (%)), nos diz sobre a invariancia
do indice de caminhos fechados no plano complexo por homotopia.

Teorema 12. Se 7 e n sdo caminhos fechados em um aberto U C C e
homotoépicos em U, entao v e 1 sao homélogos em U.

Nosso préximo passo é mostrar que existe uma tolerancia d > 0
tal que nao existe nenhum par de matrizes que comutam que estao
préximas de S, e 2, amenos de d. Ou seja, se X, Y € M, (C) comutam
entao | X —Q,|| > dou ||Y —S,|| > d. Faremos isso usando o Teorema
12.

Teorema 13. Sen € N, n > 7ese X,Y € M,(C) sdo matrizes que

comutam, entdo max{|[|X — Q,[,||Y = Sull} > /2 — |1 —wy| — 1.

Demonstracao. Note que a hipétese de que n € IN e n > 7 é necessaria
para que o numero |1 — w,| seja menor do que 2, ou seja, para que
o lado do poligono regular inscrito na circunferéncia unitéria no plano
complexo da raiz n—ésima da unidade seja menor do que 2.

Sejam X,Y € M, (C) matrizes que comutam.

Defina d = max{||X — Q. ||, ||Y — S.||}

Vamos supor, por absurdo, que d < /2 — |1 — w,| — 1.

Vamos mostrar que existe um caminho que liga as matrizes 2,
aXeS,aY.

Seja p : [0,1] — M, (C) dada por u(t) = Q, +t(X — Q) e
B :[0,1] — M,(C) dada por B(t) = S, +t(Y — S,). Sabemos que
M,,(C) é um espago vetorial normado. Pelo Lema 7, temos que p e g
s@o caminhos. Também temos que u liga 2, a X, pois u(0) = Q, e
1(1) = X e, analogamente, que 3 liga S, a Y.
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Defina, para todo ¢t € [0,1], A; = p(t) e By = B(%).

Agora, para cada t € [0, 1], defina C; : [0,1] — M, (C) dada por
Ci(r) = A¢By + r(BiA; — Ay B;). Novamente pelo Lema 7, temos que
C; é um caminho que liga A;B; a By A;.

Agora, para cada t € [0,1], seja v : [0,1] — C, r € [0,1], dada
por "}/t('f') = det(AtBt —+ T'(BtAt — AtBt))

Perceba que ~(r) é continua, pois é composicdo das fungoes
determinante e Ci(r), ambas continuas. Portanto, v; é um caminho.

Vamos mostrar que, para t € [0,1] qualquer, a imagem de ~; é
um caminho fechado no plano complexo. Para isso, precisamos mostrar

que 7¢(0) = 7(1):
( ) det(A Bt + O(BtAt AtBt))

(
= det(A;By)
= det(A4;) det(By)
= det(By) det(A4;)
= det(BA;)
= det(A:B;, + 1(BiAy — A, By))

=7 (1).

Concluindo assim que ¢ é um caminho fechado no plano com-
plexo.

Vamos provar que v;(r) # 0, para todo r. Para isso, é suficiente
provar que a matriz A;B; + r(By Ay — A4 By) é invertivel, para todo t e
r, pois assim teremos que v;(r) = det(A;B; + r(BtA: — A:By)) # 0.

Vamos mostrar que a distancia entre A;B; + r(BiA; — Ay By) =
(1 —7)A;B; + rBiA; e a matriz unitéria 2,5, é menor do que 1.

Iremos provar isso, pois como o conjunto dos elementos inversiveis
de uma algebra de Banach unital é aberto e a matriz (2,5, é unitéria (e
portanto inversivel), todo elemento que tem distancia menor do que 1
dessa matriz também serd um inversivel (ver (MURPHY, 1990) Teorema
1.2.3).

Lembre que M, (C) é uma algebra de Banach unital. Como
(1 = 7r)ABy + rBiAy] — Q,S,]] < 1, iremos concluir que a matriz
(1 —r)A;By + rBiAy = AyBy + r(BiAy — A¢By) é inversivel e, por
conseguinte, que v;(r) # 0, para todo r.

Provemos entao que ||[(1 — r)A: By + rBiAt] — Q55| < 1:



I[(1 —7)A: By +rBiAy] — Q2,8 =
= ||(1 = r)A4By + 1B Ay + 19,5, — 79,5, — Q,5,| =
=[|(L =7)(AB; — 2, Sn) + r(BiAs — Q2,5,)] <
<L =7)(AeBr — 2nSn) || + || BrAy — QnSi|| =
= (1—=7)[(A¢Bt — At Sp + At Sy — Q2,50 ||+
+7||BiAr — SpAr + SpAr — SnQ 4 S — 2,8, || <
< (=)l ABe — ASull + [[AeSn — Qu Sl +
+7{| BiAs = SpAdll + 1S Ar = S| + 1502 — 2 Sill] =037
= (L= 7)[lA(Be = Sn)ll + [|(A¢ — Q) S|+
(Bt = Sn) Al 4 (90 (Ae — )| + [1 — wy|] <
(L =n)[[Aelll[ Bt = Sull + 1A — Qn[[|Snll]+
+7{l[Be = Snlll|Ael| + [1Snll[[ A = Q| + [T — wy]].

+r|
<

Assim, temos que:
[[(1T = 7)As By + 1B Ay] — QS| <
< (@ =) Al Be = Sull + [[Ae — Qalll[Snll]+

+rl1Be = SullllA¢ell + [1Sn ([l Ae = Qnll + 1 — wa]]. (2.8)

Agora, [[A¢]]| < 1+d, |At — Q]| < d e ||B: — S,|| < d, pois:

[Aell = [192n + t(X — Q)|
<19+ [4(X = Q20|
<1+d.

HAt - Qn” = ||Qn + t(X - Qn) - SnH
= [[t(X — Q)|
<d.

B = Sull = 1Sn + (Y = Sp) — Sl
= 1Y = Sa)l|
<d.
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Logo, a desigualdade (2.8) fica:

1[(1 = 7)A By + 7B A — 9,8, || <
<A-n[A+d)d+d +rdl+d) +d+]|1—w,| =
=(14+dd+d—r[l+d)d+d +r[(1+d)d+d +r]l—w,| <
<d?+2d + |1 — wy.

Ou seja,
I[(1 =7)ABy + 1B A — Q,8,| < d? 4 2d + |1 — w,|. (2.9)

Por hipétese, sabemos que d < /2 — |1 —w,| — 1.
Assim, d+1 < /2 — |1 — wy]|. Elevando ambos os membros da
desigualdade ao quadrado e fazendo algumas contas bésicas, obtemos

d? 4+ 2d+ |1 —wy| < 1. (2.10)
Por (2.9) e (2.10), temos que:

||[(1 — T)AtBt + TBtAt] — QnSn” < 1.

Portanto, v;(r) = det(A:B: + r(B:A: — A:By)) # 0.
Note que, quando ¢t = 1 temos:

71 (r) = det(Ay By + r(B1A; — A1 By)))
= det(XY 4+ r(YX — XY))
(X eY comutam) = det(XY —rXY +rY X)
=det(XY —rXY 4+ rXY)
= det(XY).

Isto significa que, para ¢ = 1, o caminho fechado 7 (r) nao de-
pende de r e sempre atribui o valor constante nao nulo det(XY"). Logo,
temos que 7, (r) = 0.

Assim, 7 (r) é um caminho fechado constante no plano complexo
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e tem indice igual a 0, pois usando (2.7), temos:

Para t = 0 temos que Ayg = 2, e By = Sy, logo:

Yo(r) = det
(S, é unitdria) = det

(1 =7r)QnS, +7S,2,)
(o

et((
((
((

) S + 7S S5 S

=det(((1 — ) + 15,02,5,,)5n)
=det((1 —r)Qy, +75,8,5;,) - det(Sy)
=det((1 —7r)Q, + 70,02, )(—1)"

(=)™ det([(1 — 7) + rw,]Qy)
(=)™ (1 — 7 + rwy,)" det(2,)
(=)™ =7+ rwy)" (1)
(1)
(

120D — 4w,
1—r+rw,)".

Agora, vamos mostrar que o caminho fechado 7, (r) gira em torno
do 0 uma unica vez no sentido horario.

Para isso, vamos mostrar que seu indice em relagao ao ponto 0
éigual a —1:
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1

W (30(r), 0) = LL !

0(7’) Z — 0
1 1.
- Y0(r) dr
2mi Jo o(r)
1t (@, - 1D —r4rw,)"

- d
2ri Jo (L—r+rwy)(1 —r+rw,)" ! "

w, — 1) [! 1
= T . ) / —dr
2me o 1—r+rw,

:Mw—U(MW%—UH»

dz

2mi

1

2me w, —1

0

= MW D) () — in(1))

Segue que v (r) é um caminho fechado que gira em torno do zero
uma udnica vez no sentido horario.

Seja v : [0,1] x [0,1] — C\{0} dada por y(r,t) = v(r). Note
agora que os caminhos vy (r) e y1(r) sdo homotdpicos em C\{0}, pois a
fungao v definida acima é uma funcao continua tal que v(r,0) = yo(r)
e y(r,1) = v (r),vr € 0,1].

Perceba que tudo que fizemos anteriormente foi mostrar que os
indices dos caminhos fechados 7o(r) e 71 (r), em relagao ao 0, sdo iguais
a —1 e 0, respectivamente.

Como o indice de caminhos fechados no plano complexo sem
a origem ¢é invariante por homotopia, isso contradiz o Teorema 12.

Absurdo.

Segue que d > /2 — |1 —w,| — 1. [ |
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3 MATRIZES AUTO-ADJUNTAS QUE QUASE
COMUTAM - UMA BREVE DEMONTRACAO DE
UM TEOREMA DE HUAXIN LIN

Neste capitulo iremos trabalhar com somas diretas de C*-dlgebras
de matrizes. Vamos comecgar provando que dadas duas C*-dlgebras A
e B sua soma direta serd uma C*-algebra definindo uma norma ade-
quada. Sabemos que definindo as operagoes de soma, multiplicacao e
involugao entrada-a-entrada, o conjunto

A® B={(a,b)|a € Abe B}

é uma *-dlgebra. Ademais, definindo a norma de um elemento (a, b) €
A @ B como
[I(a, )| = max{]|all, [|[[},

queremos provar que A @ B é uma *-algebra normada. Para isso, pre-
cisamos mostrar que dados (a,b) € A e (¢,d) € B teremos

(@, ), d)|| < ll(a, b)][[|(c, d)]-
Sejam (a,b) € A e (¢,d) € B. Note que

(@, b)(c, d) || = [[(ac, bd) || = max{]|ac], [|bd]|}.
Como A e B sao *-dlgebras normadas, temos que |lac|| < ||al|||c|
e [jbd]| < [lb[llld]l- Dai,
max{|lacl], [[bd|[} < max{]lallllc[], [[b]l][]}-

Agora, observe que:
lall < max{l|all, [oll} = [/(a,b)]| e [lc] < max{]lc],[ld]} = [(c,d)ll.
Logo, temos que

laltllell < {I(a; &)]I(e, d)]I-

Analogamente, |[b][[|d]} < |(a, b)]||(c, d)]]-
Assim, temos que max{]|all[|c][, [[b[[[|d][} < (e, b)[ll|(c, d)]]-



34

Logo,

I(a, b) (¢, d)|| = [|(ac, bd)||
= max{|lac, [|bd][}
< max{]|alll|c]], [[o[l{|d]l}

< [I(a, D)I[I(e, )|

provando que A @ B é uma *-4lgebra normada.

Também, A @ B é uma *-dlgebra de Banach, pois A e B o sao.
Finalmente, sabendo que A e B sao C*-dlgebras, a norma definida
acima satisfaz a identidade C*, pois:

1(a,0)"(a,b)[| = ||(a*a, b"b)||
= max{|[a”al|, |[6"b][}
= max{|la]|?, [[b]*}
= max{]|al], [|b]|}*
= ll(a, )]1*.

Concluindo assim que A@ B é uma C*-algebra. Ademais, A® B
é unital se, e somente se, A e B sdo unitais e, neste caso, a unidade de
A ® B serd dada por 1agp = (14,15).

Note também que dado um conjunto finito de C*-algebras, diga-
mos {Aj,...,A,}, podemos generalizar o que fizemos acima e provar
que, definindo as operagoes entrada-a-entrada e a norma da mesma
maneira que fizemos acima, o conjunto ®}*;A; é uma C*-dlgebra.

Vamos agora generalizar esta ideia para uma familia qualquer de
C*-dlgebras, adotando uma norma adequada. Seja {S,|a € A}, em
que A é um conjunto de indices, uma familia de C*-4lgebras.

Sabemos que o produto cartesiano, H S é uma *-dlgebra defi-

a€A
nindo as operagoes entrada-a-entrada. Considere o seguinte conjunto:

@Sa = {(sa)a € H So | bléRHSaH < oo}.

a€eA aclA

Vamos provar que @ S, é uma sub-*-algebra de H S.. Para
acA a€EA
i8so, precisamos mostrar que @ S, € uma sub-dlgebra auto-adjunta
a€A
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de H S,.

aEA
Claro que @ S € uma sub-algebra de H Sa Ppois, H Sy é
aEA ac aEA
uma *-dlgebra com operacoes definidas entrada-a-entrada e pela de-

finicdo dos elementos de S. Também temos que @ Sq € auto adjunta,

a€cA
pois dado (S4)a € @ Su, temos que ||sk|| = ||sa|| €, portanto,
aeA
sup ||, || = sup [|sa || < oc.
a€A acA

Segue que @Sa é uma sub-*-dlgebra de H Sa. Agora, na

a€EA acA
sub-*-4lgebra @ Sa, defina a norma de um elemento (s4)q € @ Sa
a€EA a€cA
por:
l[(sa)all = sup{l|sall}-
a€A
Note também que @ S, € uma *-dlgebra normada, pois dados
aEA
(Sa)as (Ta)a € @ S, temos que:
a€A
[[(sa)a(ra)all = sup{llsarall}
acA
< sup{|[sallllrall}
a€cA
< sup{||sa [} sup{|lrall}
aEA acA
= l[(sa)allll(ra)all-
Logo, @ S, é uma *-dlgebra normada. Vamos mostrar agora
a€A
que @ S, € uma algebra de Banach.

aEA
Para isso, precisamos mostrar que toda sequéncia de Cauchy em

@ S € convergente. Note que dada uma sequéncia de Cauchy (),
aEA
em @ Sa, para cada n € IN, temos que u, = (82)q.-

a€cA
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Sejam € > 0 e ((s7)a)n uma sequéncia de Cauchy em @ Sa-
a€A
)a)n € uma sequéncia de Cauchy em @ S,, existe
acA
no € IN tal que V&, > ng, temos ||(sX)s — (s},)a || < . Dai, para aquele
ng €N, k,l > ng e a €A, temos:

n

Como ((s?

s = shll < sup{[[sk — sL [}
acA
= [(s5)a = (s6)al <&

Isto significa que, para cada « € A, a sequéncia (s7),, é uma sequéncia
de Cauchy em S,.

Mas, para cada o € A, S, é uma &lgebra de Banach. Logo, (s2),
converge para algum b, € S.

Seja b = (by)a. Novamente, como ((s7)q)n € uma sequéncia de
Cauchy, existe N € IN tal que Vk,I > N temos que ||(s¥)o—(sL)a|l < &,
isto é, ||sk — s || < e para todo a.

Agora, quando | — oo temos que ||sE — s! || < ||sk — b, < € e,
entdo, ||(s8)a — (ba)all < €,Vk > N. Isso significa que (by)a € S e que
((s")a)n = (ba)a em @ Sq. Logo, @ S, é uma dlgebra de Banach.

a€cA aEN

Pelo que fizemos acima, temos que @ Sq é uma *-dlgebra de

aEA
Banach. Falta agora mostrarmos apenas a identidade C* para que

@ S seja uma C*-dlgebra. Dado (s4)a € @ Sy, temos:
aEA aEN
[(sa)a(sa)all = [[(sg)a(sa)all
= [[(sasa)all

= sup{[[sgsall}
acl
(para cada «, S, é uma C*-dlgebra) = SUR{||sa||2}
ac
= (sup{[lsall})
acl
= [I(sa)all*.

Segue que vale a identidade C* e, portanto, @ S, € uma C*-algebra.
aEN
Definimos @ S, como sendo a C*-soma direta da familia de
aEA
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C*-dlgebras {9, | a € A}.

Agora, seja {S,, |n € N} uma familia de C*-dlgebras indexadas
pelo conjunto dos nuimeros naturais. Como fizemos acima, considere
a C*-soma direta desta familia de C*-4lgebras, denotada por S, e o
seguinte subconjunto de S:

i—00

Note que, dado (a;); € I, dizer que zlggo lla;|l = 0, é o mesmo
que dizer que para todo € > 0, existe apenas uma quantidade finita de
indices i € IN para os quais ||a;|| > .

Vamos mostrar que I é um ideal de S. Para isso, como S é uma
C*-algebra, precisamos mostrar que I é um ideal fechado de S.

Vamos comegar mostrando que I é um ideal de S.

Para isso, dados (a;);, (b;); € I e (s;); € S precisamos mostrar
que (a;); — (b;); € I e que (a;)i(s:)i, (si)i(ai)i € 1.

Para mostrarmos que (a;); — (b;); € I, precisamos mostrar que

lim |la; — b;]] = 0. Note que para cada i € N, 0 < |la; — b;| <

1—> 00

lla;|| + ||bi]l. Como lim |la;]] = lim |[b;]] = 0 e, a adigdo em S é
71— 00 71— 00

conjuntamente continua, temos que Zliglo lla; — b;]| existe e é igual a
zero. Logo, (a;); — (b;); € I.

Também temos que, para cada i € N, 0 < |la;s;]| < |laq|[|ls:]l,
pois S é uma C*-dlgebra. Como lim |ja;|| = lim ||s;|| = 0 e, a mul-

1—00 71— 00

tiplicagdo em S é conjuntamente continua, temos que lim;_,«, ||a;s;]|
existe e é igual a zero. Logo, (a;)i(s;); € I.

Analogamente, prova-se que (s;);(a;); € I.

Portanto, I é um ideal de S.

Para mostrarmos que I é fechado, considere a sequéncia ((al');)n
em [ tal que ((al);), — a € S. Precisamos mostrar que a € I.

Dado € > 0, como ((a});)n, — a temos que existe N1 € IN tal que,

Vm > Ny, |lat, —a| < % Além disso, como (al'); é uma sequéncia

€
em [ temos que existe Ny € IN tal que, VI > No, ||lal|| < 7
Seja N = max{Ny, No}. Dai, temos que Vk > N

lall = lla — af + af|
< lla—af|l + [laf |
< E+E =e.

2 2
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Logo, a € I. Segue que I é fechado.

Segue que I é um ideal fechado de S.

Note que tudo que fizemos até aqui foi mostrar que dada uma
familia de C*-4lgebras, indexadas por um conjunto de indices qualquer,
podemos definir uma nova C*-4lgebra, que denotamos por @ S, to-

a€cA
mando certos cuidados. Em seguida, definimos a C*-soma direta S de

uma familia de C*-dlgebras indexada pelos naturais e mostramos que o
subconjunto I, que é o conjunto de todas as sequéncias que convergem
para zero, é um ideal de S.

Agora, considere uma sequéncia de C*-4lgebras de matrizes in-
dexadas por n € IN, isto é, (M, (C)),. Seja M a sua C*-soma direta
como fizemos acima:

M @ Mwn - { an n € H Mwn | SU.p ||a71H < OO}
neN nelN

Seja A o ideal de M como visto anteriormente, isto é,

A ={(an)n | (an)n € M, |lan| — 0}.

Como A é um ideal de M, podemos considerar o quociente M/A
e a fungao quociente 7 : M — M/A.

O lema abaixo nos diz que todo elemento em M /A possui uma
decomposigao polar unitaria.

Lema 14. Seja x € M/A. Entao ¢ = u|z|, em que v é um elemento
unitdrio de M/A.

Demonstracdo. Primeiramente lembre que toda matriz com coeficien-
tes complexos possui uma decomposi¢ao polar unitaria, em outras pala-
vras, se A € M,,(C) entdao A = U;|A| em que U; é uma matriz unitdria e
|A| = (A*A)z. Sendo assim, se (a,), € M entdo a, € M,, (C),Vn € I,
e assim podemos descrever essa sequéncia como uma sequéncia de de-
composigoes polares unitarias, digamos a, = uy|a,| em M, (C). Que-
remos provar que (an)n = (Un)n(|an|)n.

Para isso, vamos provar que (up)n, (|an|)n € M, (uy)y é unitdrio
de M e que [(an)n| = (|an|)n-

Note que (uy), € M, pois cada entrada dessa sequéncia de ma-

trizes é uma matriz unitdria e, portanto, sup ||u,| < oco. Também,
nelN
como (an), € M e M é uma C*-dlgebra, sabemos que ay, e |ag| pos-

suem mesma norma, V.
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Tomando o supremo para todo n € IN teremos que

sup |||an || = sup [[an|
nelN nelN
< o0.

Isto significa que (|ay,|), € M.

Note agora que (un)n(un)y, = (Un)n(up)n = (Unty)n = (idn)n,
pois para cada n € N, u,, é uma matriz unitéria.

Analogamente, prova-se que (uy )% (un)n = (idy)n-

Falta provarmos que |(ap)n| = (Jan|)n. Para isso, lembre que
[(an)n| = ((an)ﬂan))%

Denote ((an ) (an)n)n por (by)n. Perceba que para todo n € IN,
by, é um elemento positivo de M, (C), pois a’ay 0 é. Note também que
dado um polindémio com coeficientes complexos na variavel z, digamos

p(z), temos que
P((bn)n) = (p(bn))n-

Sabe-se também que para toda f € C(o((bn)n)), f é limite uni-
forme de polinémios, e portanto temos que f((bn)n) = (f(bn))n, pois
para todo k o espectro do elemento by, estd contido no espectro de (by, )y,.
Usando que o elemento b,, é positivo para todo n (e assim, (b,), é po-
sitivo em M) e que a raiz quadrada é uma fungio continua, concluimos
que

[(@n)nl = ((@n)(an)n)®
= ((ahan)n)?
= ((ahan)®)n
= (lanDn
Portanto, (an)n = (un)n(lan|)n, com (uy), unitdrio, ou seja,

todo elemento em M possui uma decomposicao polar unitaria.

Seja m : M — M/A a fungdo quociente. Sabemos que 7 é
continua e sobrejetora, portanto dado x € M/A existe y € M tal
que 7(y’") = z. Como 3y’ € M entdo, pelo que discutimos no pardgrafo
anterior, y' = v|y’|, para algum elemento unitério v € M.

Além disso, sabemos que m é um *-homomorfismo continuo e
a fungdo médulo é continua, portanto w(|y'|) = |7 (v')| = |z|. Logo,
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temos que:

Il
303 3 3

")
(ly'D)
() (ly'])
(v)

v)lxl.

Sabendo que 7 é um *-homomorfismo e v é um unitdrio em M,
temos que 7(v) é um unitério de M/A.

Portanto, basta tomar u = 7(v) que podemos escrever x = u|x|
em que u é um unitdrio de M/A. |

Antes de comegarmos o préximo lema vamos relembrar o teo-
rema do mapeamento espectral, pois iremos utilizd-lo daqui em diante
inimeras vezes. Para uma demonstragao deste teorema, consulte por
exemplo (MURPHY, 1990) Teorema 2.1.14.

Teorema 15. Sejam A uma C*-dlgebra unital e a € A normal. Se
[ € Clo(a)) entdo o(f(a)) = f(o(a)).

O préximo lema vai nos dizer que todo elemento normal de M/A
pode ser aproximado por um elemento normal e invertivel de M/A.

Lema 16. Seja N(M/A) = {& € M/A|xz é normal}. Entdo, o con-
junto dos elementos normais e invertiveis de M /A é denso em N(M/A).

Demonstragao. Seja © € N(M/A) e e > 0. Precisamos mostrar que
existe y € M /A normal e invertivel tal que || — y|| < e. Pelo Lema 14
podemos escrever x = u|z| com u unitario de M/A. Como z é normal,
temos que x*z = za*. Dali, temos que:

(ulz]) ulz| = ulz|(ulz])*
lz|? = ulz*u*.
Logo, |z|* = u|z|?u* = u|z||z|u* = u|z|u*ulz|u* = (u|z|u*)?.
Como a fungao raiz quadrada é continua, podemos concluir que

|z| = (Ju|z|u*|). Mas, como |x| é positivo existe um elemento positivo
s tal que |x| = ss*. Dai, temos que:

|z| = ss*
u|z|u® = uss*u*
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Portanto, u|x|u* é positivo. Logo, |z| = (|u|z|u*|) = u|z|u*.
Dessa igualdade, temos que:

|| = ulz|u”
|z|u = ulz|u*u
|x|u = ulx|.
Isto significa que u comuta com |z|. Segue também da igualdade
acima que u*|z| = |z|u*.
Defina y = u(|z| 4 £1p7/4). Note que y é normal, pois:

yy" = [u(z] + elpgya)][ule] + elarya)l”
= [u(lz] + elar/)l[([2] + elar/a) u’]
= [u|z| + uel[|z|u* + eu”]
= u|z||z|u” + u|z|eu” + ve|x|u® + ueeu™
= |z|uu*|z| + uure|z| + e|z| + e2uu*

= |z|* + 2e|z| + elar)a.

vy = [u(|z] + elarsa)]*[u(|z| + elpr/a)]
= [lz|u” + eu*]u|z| + ue]
= |zju*u|z| + |z|u*ue + euulz| + euFue
= |z]* + elz| + |z + % 1pr)a

= |z|* 4 2e|z| + elar)a.

Note que |z| + ely7/4 é auto-adjunto, pois é a soma de dois ele-
mentos auto-adjuntos. Agora, como |x| é positivo, sabe-se que o(|z|) C
[0,4+00). Assim, pelo teorema do mapeamento espectral, temos que
o(|z|4+elprya) € [g,4+00). Isto significa que 0 nao pertence ao espectro
de |$| + 51M/A-

Portanto, || 4+ elpa € Inv(M/A).

Também ,temos que w é invertivel, pois é unitdario. Como y é
igual ao produto de dois invertiveis, segue que y é invertivel.

Finalmente, lembrando que = = u|z|, temos:

lz =yl = llulz| — ulz] — uelpr/all
= || — eulpr/all
< lelflull = e.
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Ou seja, provamos que y é normal e invertivel e ||z — y| < e,
como queriamos.

Observagao 17. No Lema acima provamos que todo elemento normal
pode ser aproximado por um elemento normal e invertivel. Sabemos
que Inv(M/A) é um conjunto aberto de M/A (veja (MURPHY, 1990),
Teorema 1.2.3). Assim, N(M/A) N Inv(M/A) é um conjunto relativa-
mente aberto de N(M/A), pois é a intersecgao do subespaco topolégico
N(M/A) e de um conjunto aberto de M /A, respectivamente.

Seja F' C C um subconjunto finito ou enumerdvel. Para o
proximo lema, dado A € C, defina os seguintes conjuntos:
B={y€ M/A|y é normal e o(y) N F = 0}.
By={ye M/A|y énormal e A & o(y)}.

Lema 18. Seja F' C C um subconjunto finito ou enumeravel. O con-
junto B definido acima é denso em N (M/A).

Demonstracao. Note que:
B={ye M/A|y é normal e o(y) N F = 0}

ﬂ{ye M/A|y é normal e A € o(y)}
XEF

ﬂ {y € M/A|y é normal e y — Al /4 ¢ invertivel}
AEF

=) Bx.

AEF

Assim, temos que:

By ={y € M/A|y é normal e y — 0.137/4 ¢ invertivel}
={y € M/A|y é normal e invertivel}
= N(M/A)N Inv(M/A).

Note que no Lema 16 provamos que By é denso e, pela Observagao 17,
relativamente aberto em N(M/A). Portanto, By é denso e relativa-
mente aberto em N(M/A).

Nosso préximo passo serd mostrar que para cada A € F; X # 0,
B, é denso e relativamente aberto em N(M/A). Em seguida, mostrare-
mos que nosso conjunto B é uma interseccao enumerdvel de conjuntos
densos e relativamente abertos em N(M/A). Feito isso precisaremos
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apenas mostrar que N(M/A) é um espago de Baire, pois sabemos que
num espago de Baire a intersecgao enumeravel de conjuntos densos e re-
lativamente abertos é densa', concluiremos que B ¢ denso em N (M/A).

Considere a funcao ¢ : N(M/A) — N(M/A) dada por p(z) =

@ + Alpr/4. Vamos mostrar que ¢ ¢ um homeomorfismo, ou seja, que
 é uma funcao bijetora,continua e sua inversa também é continua.

(i)

(i)

(iii)

Temos:

Injetividade: sejam x1,z2 € N(M/A) tais que p(z1) = p(z2).
Dali,
xr1 — )\1]\/[/14 =T — >\1M/A = T = T2.

Sobrejetividade: seja y; € N(M/A). Considere 21 = y1 — Alpz 4.
Note que x; é normal, pois y; é normal. Dai, temos que:

p(x1) = p(y1 — Alar/a)
=y1 — Alpal + Alpya
=Y

Continuidade da ¢: Seja (x,)n, uma sequéncia em N(M/A) tal
que x,, — z. Precisamos mostrar que ¢(z,) — ¢(z). Note que
©((wn)n) = (@n+Aar/a)n € que (x) = 24+ Alp/4. Sabendo que
a soma de sequéncias é feita entrada-a-entrada e como x, — x,
temos que @y, + (Al ar/a)n — T+ Al 4. Segue que ¢ é continua.

Continuidade da ¢~!: Como ¢ : N(M/A) — N(M/A) é dada
por o(z) = x + Alpz/4, temos que et N(MJ/A) — N(M/A) é
dada por ¢~ (y) =y — Alp/a.

Seja (yn)n uma sequéncia em N(M/A) tal que y, — y. Pre-
cisamos mostrar que ap‘l(yn) — <p_1(y). Novamente, note que
o Hyn) = (Yn—Alpr/a)n € que o Hy) = y—Alar/4. Novamente,
sabendo que a soma de sequéncias é feita entrada-a-entrada e
como y, — ¥, temos que Yy, — Alp/a — y — Alp/4. Segue que
™1 é continua.

Por (i), (ii), (iii) e (iv), segue que ¢ é um homeomorfismo.
Agora, mostremos que ¢(Bgy) = B.

Note que dado y € By qualquer, ¢(y) = y+Aly 4. Pelo teorema

do mapeamento espectral, temos que o(p(y)) = ¢(o(y)) e p(a(y)) =
{p+Alpea(y)l

1Veja (NARICI; BECKENSTEIN, 2011) Teorema 11.6.6.
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Sendo assim, para mostrarmos que p(Bgy) = By, pelo modo que
definimos os conjuntos By e Bj, precisamos mostrar que 0 € o(y) <

Aga(ey)).
Agora,

A& a(p(y)) < A# p+ A, (para todo p € o(y))
< u#0,( para todo p € o(y))
< 0&a(y).

Portanto, ¢(By) = Bi.

Como By é relativamente aberto e denso em N(M/A) e ¢ é um
homeomorfismo em N(M/A), temos que para cada A € F, p(By) = By,
é relativamente aberto e denso em N(M/A). Mas, sabemos que B =

ﬂ B, e que interseccao enumeravel de abertos é um aberto. Logo, B

AEF
é relativamente aberto e denso em N(M/A).

Além disso, sabemos que N(M/A) é fechado em M/A e, por-
tanto, é um espago métrico completo. Por conseguinte, temos que
N(M/A) é um espago de Baire.

Segue que B é denso em N(M/A).

|

Note que os Lemas 16 e 18 nos dizem que dado € > 0, um
elemento normal de M/A e um subconjunto finito/enumeravel de C,
podemos encontrar um outro elemento normal de M/A de tal modo
que o espectro desse novo elemento nao tera os pontos do conjunto
finito/enumeravel e estard préximo do elemento original, a menos de €.
Sendo assim, temos o seguinte lema:

Lema 19. Para cada elemento normal z € M/A, F C C subconjunto
finito ou infinito enumeravel e € > 0, existe um elemento normal y €
M/A tal que [lz —y|| <eea(y)NF = 0.

Demonstrag¢ao. Segue diretamente dos Lemas 16 e 18. |

Em seguida definiremos o que é uma retragao, pois iremos utilizar
tais fungoes no nosso préximo lema.

Definigao 20. Sejam X,Y espacos topoldgicos e Y C X. Uma re-
tragio de X em Y é uma funcdo continua f : X — Y tal que f(y) =
y,VyevY.

Nesse caso, dizemos que Y é um retrato de X.
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Exemplo 21. X = R”, f: R" — {6}, dada por f(&) = 0 ¢ uma
retragao.

Exemplo 22. Sejam X a bola fechada unitaria sem a origem na norma
0o em R2, ou seja, X = [—1,1]2\{0} e Y = {v € R?|||v]|oc = 1}.

Vamos mostrar que existe uma retragao g : X — Y.

Lembrando que dado (z,y) € R?, ||(z,y)|lc = max{|z|,|y|},
defina g : X — Y por g(v) = m Claro que g é continua, pois é
composicao de fungoes continuas. Logo, g é uma retragao.

Observe que a retracao definida acima, resumidamente, leva pon-
tos de X para sua borda da seguinte maneira: dado v € X, o ponto
g(v) é dado pela intersecgdo de Y com a reta que passa pela origem e
por v.

Vamos agora definir dois conjuntos que serao usados no préximo
lema. Para cada ¢ > 0 considere a e-malha I', em C e o reticulado
correspondente Y. que sao os centros dos quadrados determinados por
I'c, definidos por:

I'.={z+iyeClx€ecZouy e eZ},

. 1 1
Egz{x+zy€Cxea(Z+2> eyEe<Z+2)}.
O préximo lema ird nos dizer que, dado € > 0, todo elemento
normal de M /A pode ser aproximado por outro elemento normal com a
propriedade de que o espectro desse novo elemento estard inteiramente
contido no conjunto I'. definido acima.

Lema 23. Para cada elemento normal x € M/A e ¢ > 0 existe um
elemento normal y € M/A com o(y) CTc e ||z —y|| <e.

Demonstracdo. Pela definicao do conjunto ., temos que Y. é enu-
meravel. Pela hipétese, € > 0 e © € M/A é normal.

Logo, pelo Lema 19, existe um elemento normal z; € M/A tal
que ||z —z1] < (1 — g)g eo(r)NXE. =0.

Agora queremos uma fungéo f : C\X. — I'. tal que essa fungéo
distribua todo elemento de C\X, para a e-malha I'.. Para isso, iremos
utilizar a ideia do exemplo 22: f é a fungao que faz, em cada quadrado
da malha, o mesmo que a funcao g do exemplo 22. Para ver que a
funcdio f é continua, basta provarmos que para toda bola aberta? B de

2Lembre que define-se a bola aberta em C da seguinte forma: dado € > 0 e
z € C, definimos a bola aberta de centro z e raio € como sendo o conjunto B =
B(z,e) ={z€C||z— 2| <e}
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C, f|B\EE 0 é.

Dado z € B\X., escolha um quadrado da e-malha ao qual z
pertenca. Translade o quadrado para até ele ficar com centro na ori-
gem, use uma transformacao de escala para transforma-lo no intervalo
[—1,1)? e aplique a funcdo g do exemplo 22 no elemento deste quadrado
que corresponde ao elemento original z. Em seguida, desfaca a trans-
formacao de escala e translade o quadrado de volta. Nesse instante
teremos um novo elemento f(z) que estard na fronteira do quadrado
da e-malha.

Note que a fungdo f|p\x. é continua, pois é uma composicao de
processos continuos.

Agora, a funcdo f restrita a cada quadrado de B\X. é continua
e o valor de f em z € T'. independe da escolha do quadrado. Por isso,
flg\x. ¢ continua. Como B ¢ arbitrério, segue que f é continua.

Assim, f : C\X. — T'. como acima é tal que |f(z) — z| <

5 Vz € C\X., pois \fs ¢ a metade da diagonal de cada quadrado
da e-malha.

Assim, como z7 é normal e o(z1) estd contido no dominio da f,
podemos falar do cédlculo funcional continuo para o elemento normal
x1. Sejay = f(x1) € M/A. Considere também a fungao incluséo fi :
o(x1) = Ctal que f1(z) = z,Vz € o(x1). Novamente, usando o célculo
funcional continuo para o elemento normal x7, temos fi(z1) € M/A.

Note que pelo modo que definimos a funcao f, podemos concluir
que ||f1 = f] < Y2, Logo, sabendo que o céalculo funcional continuo é
um *—homomorﬁsmo unital isométrico, temos:

oy~ )] < Le.

Note também que, pelo teorema do mapeamento espectral, o(y) =

o(f(z1)) = f(o(21)) CTe.

Assim, temos que:

[ =yl = llz = (1)l
= [l =21+ 21— fz1)]]
<lz =@l + flzr = fz)]

Vi V2

<5_7€+7 = €.

Ou seja, ||z —y|| <e.
Segue que o(y) C T e ||z —y|| <&, como querfamos. |
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Seja A uma C*-4lgebra com unidade. Sejam p,q # 0 projecoes
em A tais que p+ ¢ = 14. Sabemos que os subconjuntos pAp =
{pap|a € A} e qAq = {qaq|a € A} s@o sub-C*-algebras de A. Note
que na sub-C*-4lgebra pAp, p é uma unidade de pAp. Agora,se x € A
e T comuta com p, entdo prp = p?’r = pr = xp. De forma andloga,
podemos fazer qrq = xq = qx.

Além disso, se + € A é normal entdo x = lz = (p + ¢)r =
pxr + qx = pxp + qrp. Também, xp é normal pois:

(zp)(zp)" = wppr”

= xpz*

= pxx*

= px*x

=z*pr

= zppx

= pa”(zp)

= (xp)*(xp)-
Afirmamos que o(z) = o(pzp + qzq) C opap(prp) U ogaq(qrq).
De fato, basta mostrar que ppa,(prp) N pgaq(qrg) € p(z). Dado

A € ppap(prp)Npyeaq(qrq), sabemos que existem pbp € pAp e qcq € qAq
tais que:

(pxp — Ap)pbp = pbp(pxp — Ap) = p
(qzq — Aq)qcq = qeq(qrg — Aq) = q.
Precisamos mostrar que existe um elemento em A que é o inverso

do elemento x — A1 4. Considere d = pbp + qcq.
Note que:

(x — Alq)d = (z — A1 4)(pbp + gcq)

x — Ala)pbp + (x — Al a)qcq

x — A4)p*pbp + (z — M a)q’qeq

zp? — \p?)pbp + (2¢% — Ag®)qeq

(p e ¢ comutam com x) = (prp — Ap)pbp + (qrq — Ag)gcq
=p+q=1la.

( p e g sdo projecoes) =

(
=
(
=

Logo, (x — Ala)d = 14.
Analogamente, prova-se que d(z — Al4) = 14.
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Segue que x — Al 4 é inversivel e, portanto, A € p(x).

Dado X espago topoldgico compacto Hausdorff, seja B (X) a
C*-4lgebra das fungoes de X em C que sao limitadas e Borel men-
surdveis. Para o proximo lema precisaremos do calculo funcional de
Borel de um operador normal. O leitor que quiser saber mais a res-
peito deste célculo funcional pode consultar, por exemplo, (MURPHY,
1990) p.66 Segao 2.5.

Todos os fatos citados anteriormente serao utilizados no nosso
préximo lema.

Lema 24. Seja € M/A normal. Suponha que V é relativamente
aberto de o(x) e que V é homeomorfo ao intervalo aberto (0, 1). Entéo,
para cada A\g € V e ¢ > 0, existe y € M/A normal tal que o(y) C

o(@)\{Ao} e [lz —y| <e.

Demonstragao. Seja x € M/A normal.

Como V é homeomorfo ao intervalo (0,1), podemos tomar um
aberto U de V tal que \g € U C U C V, em que U é o fecho do
conjunto U relativo a V, e diam(U) < e. Como V é homeomorfo ao
intervalo (0, 1), V' é homeomorfo ao circulo unitério menos um ponto.
Sendo assim, escolha um homeomorfismo fy : V- — T\{—1}, em que T
é o circulo unitério em C.

Estenda fp para uma funcao continua f : o(z) — T tomando
f(z) = =1,Vz € o(x)\V. Como x é normal, podemos falar do célculo
funcional continuo para z, digamos, u = f(z) € M/A. Observe que u
é unitdrio, pois o(u) = o(f(x)) = f(o(z)) C T e u é normal.

Lembrando da funcao quociente 7 definida antes do Lema 19,
tome a € M tal que 7(a) = u, e seja a = v|a| sua decomposicdo polar
unitdria com v € M unitdrio. Como 7(|a|) = |u| = 17,4, temos que
u = m(v), pois:

a

(a)

(v]a
(v)7(|al)
(v)1ar/a
(v).

~

Il
3 03 3 3 3

Agora, como v é normal, pois v é unitario, podemos falar do
célculo funcional de Borel para v, digamos, g(v) € M/A,Vg € Boo(a(v)).
Como U é relativamente aberto de V' e f é um homeomorfismo, fo(U) =
W é relativamente aberto de T\{—1} (e esse é relativamente aberto de
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T). Portanto, W é relativamente aberto de T. Note que:

(7 contrai espectro) C

Ou seja, temos que W C o(v). Mas, sabemos que v é unitério,
portanto v é normal e o(v) C T e, como W é relativamente aberto de
T, temos que W é relativamente aberto de o (v).

Logo, W é boreliano em o(v). Assim, a fungao caracteristica

1y, dada por
1, sezeW
1 =<’ 3.1
w(2) {O, se z € o(v)\W. (31)

é mensuravel e limitada.

Logo, faz sentido fazermos $(1y) = 1w (v), em que $ é o *-
homomorfismo isométrico @ : B (o(v)) — M. Como 1y é uma
projecao em B (o(v)) e @ é um *-homomorfismo isométrico, temos
que 1y (v) é uma projegdo em M.

Defina e := n(1w(v)) € M/A.

Suponha agora que ¢ : o(z) — C é uma fungdo continua tal que
@lo(@nv = 0. Assim, a fungao ¢’ : T — C dada por

o(z) = {gao fot(z), sezeT\{-1} (3.2)

0, se z = —1.

satisfaz ¢ = ¢’ o f: de fato, como ¢ é uma fungao que restrita a o(x)\V
é zero, precisamos considerar dois casos:
(1) Se z € o(x)\V.

Nesse caso, temos que ¢(z) = 0 e, por outro lado,

(¥ o f)(z) = ¢'(f(2))
=¢'(-1)
=0

(2) Seze V.



50

Nesse caso, temos:

(¢ 0 F)(2) = ¢'(f(2))
= ¢'(fo(2))
=¢o fo ' (fol2))
=¢(fy  fo(2))
= ().

Logo, ¢(z) = (¢’ o f)(2),Vz € o(z), portanto ¢ = ¢’ o f. Assim,
com as notagoes adotadas acima, temos que

p(x) = ("o fl(x) = ¢'(f(2)) = ¢'(u).

Agora, considere f; : o(v) = C a inclusdo, isto é, para z € o(v)
temos f1(z) = z. Note que Ly (v) e v comutam, pois:

w)o(f1)
w f1)
filw)

=

Tw(v)v

| |
2R
TS
=9

=

N

<
=

Logo, e = (1w (v)) comuta com u = 7(v).

Note que ¢’ € C(T), portanto podemos aproximar ¢’ uniforme-
mente por uma sequéncia de polindmios nas varidveis z e z. Isto sigifica
que existem polinomios p;, ¢ € IN, em z e Z tal que

/ N . —
¢'(z) = lim pi(z, 7).

Usando o célculo funcional continuo, temos ¢’ (u) = lim; p; (u, u*).
Sabemos que e comuta com u e, portanto, com u* também. Sendo as-
sim, temos que e comuta com p;(u,u*), para todo ¢ € IN. Assim,

e!(u) = el pi(u, ")
zle% ep;(u,u*)

= 1. ; *
L i e

= ¢'(u)e.
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Portanto, ¢’(u) = ¢(x) comuta com e.

Perceba que se ¢ é constante igual a 1 em U e ¢|s;)\v = 0,
lembrando que ¢ = ¢’ o f, entao ¢’ o f é constante igual a 1 em U. Isto
nos diz que ¢’ é constante igual a 1 em W (= fo(U)), logo, p(x)e =
ep(x) = e.

Perceba também que se ¢ se anula em X\U, lembrando que
©=¢ of, entdao ¢’ o f se anula em X\U. Isto significa que ¢’ se anula
em T\W, logo, ¢(z)e = ep(x) = p(z).

Sabemos que o(x) é um espago compacto Hausdorff, logo é nor-
mal. Portanto, pelo Lema de Urysohn, existe uma fungao continua
h:o(x) — [0,1] tal que hlz = 1 e hlyu)\v = 0. Novamente, como
z é normal podemos falar do cdlculo funcional continuo para z. Seja
h(xz) € M/A. Pelo que discutimos no pardgrafo anterior e, sabendo que
hli = 1, temos que h(z)e = eh(x) = e.

Agora, como a fungao h' : o(x) — C, definida por h'(2) = zh(z2),
se anula em o(z)\V, temos:

xe = zh(x)e
= exh(z)
= eh(x)x

= €ex.

Ou seja, e comuta com .
Vamos mostrar agora que

J(xe)e(M/A)e CUe o(z(l— e))(l—e)(M/A)(l—e) Co(x)\U.

Para isso, é suficiente mostrar que para todo par de fungoes
continuas ¢, : o(z) — C, tais que ¢ se anula em U e é igual a 1 em
o(x)\U e 1 se anula em o(2)\U, temos que ¢(ze) =0e p(x(1—e)) = 0.

E suficiente, pois: suponha que Te(m/Aye(Te) © U.

Isto significa que, existe A € ge(ar/a)e(ze) tal que X ¢ U. Preci-
samos provar que se A € ge(nr/4)e(ze) entdao A € o(x).

Dado 3 € p(x) temos que x — 1,74 ¢ inversivel em M/A. Seja
b o inverso de x — Bly1/4-

Afirmamos que ebe é o inverso do elemento ze — Be em e(M/A)e:
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de fato, usando que e comuta com z, temos

(ze — Be)(ebe) = xe*be — Be’be

= xebe — Pebe

= exbe — efbe

= e[(z — Blaya)ble
=e.

(ebe)(xe — Be) = ebexe — ebefe
= ebex — ebef
= ebxe — ebfe
— efbe — Blarya)le.

Ou seja, (ze — Be)(ebe) = (ebe)(xe — Be) = e, provando o afir-
mado.

Segue que p(x) C p(xe) e, portanto, o.(ar/a)e(ze) C o(x).

Sabemos que o(z) é um espago compacto Hausdorff, logo é nor-
mal. Portanto, pelo Lema de Urysohn, existe uma fungdo continua
p:o(x) —[0,1] tal que ¢l =0 e @lym) = 1.

Pelo que vimos acima, temos que p(xe) = 0. Agora, pelo teo-
rema do mapeamento espectral, temos que

O'e(M/A)e(‘P(xe)) = @(Ue(M/A)e(l"e))-

Logo, 1 = ¢(A) € oc(ar/a)e(w(ze)). Mas isso é um absurdo, pois
o(ze) = 0.

Sendo assim, vamos mostrar agora que ¢(ze) = 0 e p(z(l—e)) =
0.

Para a C*-dlgebra e(M/A)e temos:

p(ewe) = ¢(ze)
(aproximando ¢ por polinémios) = ¢(x)e

=e—(1-o(x)e
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Jé para a C*-algebra (1 —e)(M/A)(1 — e), temos:

P((1=e)z(1l —e)) = v(z(1 - e¢))
(aproximando 1 por polinémios) = ¥ (z)(1 — e)
= P(z) —p(x)e
= (x) —(x)
= 0.

Segue que ¢(re) = 0 e Y(x(l —e)) = 0. Logo, o(xe)enr/a)e €
Ueo(x(l—e))a—eymsayi—e S o@)\U.

Escolha Ay € U\{Ao} e sejay = \e+ (1 —e)x.

Como e comuta com z e z*, temos que (1 — e) comuta com x e
z*. Sendo assim, temos:

yy* = (Me+ (1 —e)x)(Me+ (1 —e)x)”
=(Ae+ (1 —e)z)(Ae+ (1 —e)x*)
= Xedie+ Ae(l —e)z* + (1 —e)zdie + (1 —e)x(l —e)x*
=MAe+ dex(l —e)+x(1 —e)a*
= MAe+z(l —e)z*.

vy = (Me+ (1 —e)z)" (Me+ (1 —e)z)
=Xede+ A e(l —e)z+ (1 —e)x*Ae+ (1 —e)z*(1 —e)x
=MAe+ dex(l —e) +x(1 —e)x*
= MAe + (1 —e)a*.

Isto prova que y é normal.

Note que y é escrito como a soma de elementos das C*-4lgebras
e(M/A)ee (1—e)(M/A)(1—e). Pelo que discutimos antes de iniciarmos
este lema, temos:

o(y) =o(Me+ (1 —e)z) C
C oe(m/aye(Ae) Uo—eym/aya—e((1 —e)x)
C{M}Uo(x)\U
€ o(x)\{Ao}-

Novamente usando a funcao inclusao f1 : o¢(ar/a)e(ze) = Ceo
calculo funcional continuo, temos que xze —Are = (f1 —A1le(ar/a)e) (ze).
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Logo,

[z =yl = llz — Ae—x +ex|
= ||ze — A€l

= f1 = Mleusarellc o ayay. @e))
sup [f1(2) = Mle(aryaye(2)]

2€0c(nm/A)c(TE)

= sup [z — |
2€0¢ (M A)ye(TE)

IN

sup |z — A
z€eU

IN

sup |z — w|
z,weﬁ

= diam(U)
= diam(U)
<e.

Segue que y é normal, o(y) C o(z)\{ o} e |z —y|| <e. |

Nosso ultimo lema, antes de provarmos um dos teoremas de Hu-
axin Lin, nos diz que todo elemento normal de M/A que, para algum
6 > 0, possui seu espectro contido em I's pode ser aproximado por um
elemento normal de M/A com espectro finito.

Lema 25. Sejam ¢ > 0 e x € M/A normal tal que o(xz) C T, para
algum § > 0. Entdo existe y € M/A normal tal que o(y) é finito e
lz —yll <e.

Demonstrag¢do. Suponha que x € M/A é normal, e que 6 > 0 é tal que
o(z) CTs. Seja e > 0 qualquer.

Como o (x) é compacto, temos que o(x) é limitado e, por hipétese,
o(xz) C T's. Com isso, temos que o(x) estd contido na unido de uma
quantidade finita de segmentos de reta em C, digamos C.

Observe que é possivel retirar de C' uma quantidade finita de
pontos, todos no interior de abertos relativos de C' homeomorfos ao
intervalo (0, 1), de modo que as componentes conexas do conjunto res-
tante tenham todas didmetros menores que 5. (Intuitivamente, estamos
tirando pontos do interior dos segmentos que formam C', de tal modo
que os pedagos restantes sejam pequenos).

Como o(z) C C, podemos fazer o mesmo com espectro de x:
é possivel retirar de o(z) uma quantidade finita de pontos, todos no
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interior de abertos relativos de o(x) homeomorfos ao intervalo (0, 1), de
modo que as componentes conexas do conjunto restante tenham todas
diametros menores que 5. Chamaremos estes pontos de ji1,. .., fin-
(Note que nao estamos dizendo que hd apenas uma quantidade finita
de componentes conexas em o(z), pois o(x) pode ter uma infinidade
de componentes conexas; porém, apenas uma quantidade finita delas
tem didmetros maiores ou iguais a 5. Isto é forgado pelo fato de que
o(xz) CTs e pela caracteristica de T's.)

Usando o Lema 24 para x € M/A e uy € o(x) como no pardgrafo
anterior, temos que existe um elemento normal x; € M/A tal que
lo —21]l < £ e o(@1) C o(2)\{m}.

Seja ia € {2,...,n} o menor tal que u;, € o(x1). Temos entdo
dois casos para analisar:

(1) Se p;, estd no interior de um aberto relativo de o(z1) ho-
meomorfo ao intervalo (0,1), use novamente o Lema 24, agora para os
elementos ©1 € M/A e p;, € o(x1), para obter um elemento normal
T2 € M/A tal que [|z1 — 22| < 5 e o(x2) C o(@1)\{pi, }-

(2) Se for o caso em que p;, nao esteja no interior de um aberto
relativo de o(z1) homeomorfo ao intervalo (0,1), entdo ndo podemos
usar o Lema 24 para obter um novo elemento préximo de x1 € M/A,
removendo p;, de seu espectro; porém, lembrando que queremos ob-
ter um elemento normal préoximo de x com componentes conexas de
diametros menores que 5, vemos que este caso nao é problema, pois:
nao conseguiremos retirar p;, do espectro desse novo elemento, mas no
passo anterior acabamos removendo todo um pedago do espectro de
x que tem f;, na sua fronteira, ao criar o(z1) (de modo que p;, ndo
esteja mais no interior de um aberto relativo de o(z1) homeomorfo ao
intervalo (0,1)).

A partir de agora, basta repetirmos o processo: seja iz € {iy +
1,...,n} o menor tal que p;, € o(xa) (ou o(x1), caso ndo tenhamos
construido zo € M/A). Novamente, temos dois casos para analisar.
Prosseguimos assim até o final (¢; estd limitado por n, logo o processo
deve parar eventualmente), obtendo elementos normais xg, 1, ..., Zy €
M/A, com k < n, tais que, denotando x = wg, ||z; — z;_1]| < 5, para
todo j € {1,...,k}, satisfazendo o(zx) C o(xg—1) C ... C o(x1) C
o(x). Além disso, por construcao, note que para cada ¢ € {1,...,n}
temos que ou p; € o(xk), ou p; € o(xy) mas em o(xy) falta um pedago
de segmento(s) com x em sua fronteira relativa (ou seja, xp ndo estd
no interior de um aberto relativo de o(x) homeomorfo ao intervalo
(0,1)).

Como o(zy) C o(x), temos que isso é suficiente para garantir
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que as componentes conexas de o(zy) tém todas didmetros menores
que 5.

Seja w = rp. Entao w é normal e, por construcao,

lz—w|| < ||z—21 |+ ||z =22+ . A |lTp—1—2k]| < 57+ A5 =
ko <35

Nosso préximo passo é mostrar que o(w) pode ser particionado
em uma quantidade finita de conjuntos simultaneamente abertos e fe-
chados com diametros menores do que 5. Para cada componente conexa
de o(w) (lembrando que pelo que fizemos acima, cada uma dela tem
didmetro menor do que 5 ), considere um aberto relativo V' de o(w) com
diametro menor do que § de modo que nenhuma componente compo-
nente conexa de o(w) intersecte a fronteira relativa de V; em outras
palavras, queremos que cada componente conexa de o(w) esteja intei-
ramente contida em V', ou no interior de o(w)\V. Nao é dificil ver que
é possivel obter tais abertos, pois o(w) C o(x) C T.

Os abertos obtidos acima formam uma cobertura para o(w), que
é compacto, e portanto podemos extrair dessa cobertura uma subcober-
tura finita. Além disso, como as componentes conexas nao intersectam
as fronteiras relativas destes abertos, podemos usar intersecgoes e in-
teriores para criar uma colegao finita de abertos disjuntos que cobre
o(w) (por exemplo, se tivéssemos apenas dois abertos originais, Uj
e Uy, com interseccao nao vazia, criarfamos novos abertos dados por
Vi = int(U1\Uz),Va = Uy NUsz e V5 = int(Uz\Uz). A ideia pode ser
generalizada para uma quantidade finita de abertos).

Assim, temos uma cobertura finita de o(w) por abertos V4, ..., V]
que sao disjuntos dois a dois, e cada aberto tem diametro menor do
que 5. Ademais, cada um destes abertos também ¢é fechado, ja que é
o complementar em o(w) da reunido dos demais abertos. Isto significa
que Vi,...,V; sao abertos e fechados simultaneamente.

Agora, para cada i € {1,...,1} escolha um A; € V;, e defina a
funcao f : o(w) — C por f(z) = A; se z € V;. Por construcao, f é
constante em cada componente conexa de o(w), sendo portanto uma

funcdo continua. Além disso, para cada z € o(w), digamos z € V,,
temos que |z — f(2)] = |z — )\z| < diam(V;) < §, e portanto, tomando
o supremo sobre todos z € o(w), ||f1 — f|| < §, em que f; é a fungao
inclusao.

Como w é normal, podemos usar o calculo funcional continuo.
Seja y = f(w). Pelo célculo funcional continuo sabemos que y € M/A
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é normal e, além disso,

o(y) = o(f(w))
(teorema do mapeamento espectral) = f(o(w))
={A\1,.... A}

[z = yll < [l —wll + [w -y

<5+ A - fw)|

(calculo funcional continuo é isométrico) = % + 1= 1l

e €
< -+
-2 2
Ou seja, provamos que y € M /A é normal, possui espectro finito
e ||z —y|| < e, como queriamos. [ |

Em seguida, um teorema que é uma consequéncia direta dos
Lemas 23 e 25.

Teorema 26. Seja Np(M/A) o conjunto dos elementos normais com
espectro finito em M/A. Entdo Np(M/A) é denso em N(M/A).

Demonstragao. Precisamos mostrar que dado ¢ > 0 e z € N(M/A),
existe y € Np(M/A) tal que ||z —y| < e.

Sejae>0ex € N(M/A). Pelo Lema 23 existe y; € N(M/A)
tal que o(y1) CTc e ||z —y1f < 5.

Agora, usando o Lema 25 no elemento y;, conseguimos um ele-
mento normal y € Np(M/A) e tal que ||y —y1]| < 5.

Assim, temos que y € Np(M/A) e

[z =yl = [z =41 + 31 —yll
<z —wall+ llya —yll

<S4t
2 2 7

Portanto, y € Np(M/A) com ||z — y|| < e. Concluindo assim
que Np(M/A) é denso em N(M/A). [ |

Nosso proximo objetivo é demonstrar um teorema que nos auxi-
liard a provar o principal teorema deste capitulo.
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Teorema 27. Para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que para quaisquer
n € IN e para todo z € M, (C) com |z]| < 1e |Jza* —z*z| < J, existe
um elemento y € M, (C) normal tal que ||z —y| < e.

Demonstracao. Suponha que o teorema é falso. Entao, existe ¢ > 0
tal que para todo ¢ > 0 existe n € IN, tal que existe x € M, (C), com
lz|| <1 e |zz* —z*z| <4, porém |z — y|| > ¢, para todo y € M, (C)
normal.

Tome uma sequéncia (d,,), tal que, para todo n € IN, 6, > 0 e
0, — 0. Pelo pardgrafo anteior, isto significa que existe uma sequéncia
(n;); de nimeros naturais e uma sequéncia (z;); de matrizes, (z;); €
M, (€) com ;]| < Le |laja — 3a,| < 8, porém |z, —y|| > <, para
todo y € My, (C) normal.

Sejam M e A as C*-dlgebras definidas no comego deste capitulo.

Seja x = (x;);. Como ||z,;|| <1, Vj, temos que (z;); =z € M.
Seja ainda y = 7(z) € M/A.

Note que z*z —xx™ € A, pois, pela hipétese, |zjz; —z;z}[ — 0.
Dai, temos que:

Ou seja, yy* —y*y = 0, concluindo que yy* = y*y. Isto significa
que y é normal.

Pelo Teorema 26, existe um elemento normal y' € M/A com
espectro finito tal que ||y — /|| < §.

Seja 3y’ como definido acima. Afirmamos que existe um elemento
normal 2’ = (x;)] € M tal que 7(z") =y’

De fato, sabemos que o espectro do elemento 3’ é finito entao,
por interpolagao polinomial, podemos escolher polindmios complexos
em uma varigvel, digamos p e g, tais que p(a(y’)) CR e (gop)(A) = A,
para todo A € o(y').

Note que p(y') é auto-adjunto, pois p(y’) é normal e, pelo teo-
rema do mapeamento espectral, o(p(y’)) = p(o(y’)) € R. Também,
usando o cédlculo funcional continuo, para o elemento normal y’, temos
que y' = q(p(y")).

Seja z um elemento em M tal que 7(z) = p(y’). Perceba que

E3
+z2* 2 . . +z* o * 4+ ,
== ¢ auto-adjunto, pois (%) = 25%. E também, temos que
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Deste modo, 2’ = ¢ (%) satisfaz o que queremos:

)
S (5)

=q(p(y))
= y/.

Sabemos que se m € M/A entéo ||m| = inf{m —a|a € A}, em
que T é tal que (M) = m. Sendo assim, pela defini¢do de norma na
algebra quociente M /A, temos que dado € > 0 existe (a;); = a € A tal
que [z — o) — a| — Iy~ ¥'|| < &

Assim,

€
Iz —a) —al < lly = ¥'ll + ;
e, E_¢
4 4 2
Isto nos diz que [|(z —2') —a| < 5. (I)

Como (aj); € A, escolha I tal que ||| < §. Dai, temos que
para esse [:

Iz = 2') —all = [|(z: — 2;) — ai

2 |[(@1 — 2l — [ladll
’ g
> @ =)l - 5.

Utilizando (I) e a desigualdade acima, temos:

3 ’ S
- > - - .
= >l — )l - 5
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Isto significa que ||z; — ;|| < e. Mas isso contradiz a hipétese,
pois para todo j, (x;); tem distancia pelo menos € dos elementos nor-
mais de M, (C).

Segue que o teorema é verdadeiro. |

Por fim enunciaremos um teorema de Huaxin Lin que juntamente
com o teorema anterior nos dird que, dado € > 0 existe § > 0 e pares de
matrizes complexas auto-adjuntas que quase comutam, a menos de d,
sempre estao préximas de pares de matrizes auto-adjuntas complexas
que comutam, a menos de €.

Teorema 28. (Huaxin Lin) Para todo ¢ > 0 existe ¢ > 0 tal que
para quaisquer n € IN e a,b € M,(C) matrizes auto-adjuntas, com
llall, |Ib]l <1 e ||ab— ba|| < d, existe um par de matrizes auto-adjuntas
a', b € M,(C) que comutam tal que ||a —a’|| + ||b — V|| < e.

Demonstragdo. Sejae > 0 qualquer. Pelo Teorema 27, usando §, temos
que existe um § > 0 tal que para quaisquer n € IN e para todo = €
M, (C) com ||z|| < 1e ||za*—z*z| < 4§, existe um elemento y € M, (C)
normal tal que |z —y[| < §.

Dado n € IN qualquer, tome duas matrizes auto-adjuntas a,b €
M, (C) tais que ||a|| <1, ||b]| <1 e |lab— ba|| < §, ou seja, as matrizes
a e b quase comutam a menos de §. Defina a seguinte matriz

x = —(a+1ib).

N =

Note que [|z[| = 3lla + ]| < 3([la] + [[b]) <1 e

IA

o — 22| = | 31(a — iB)(a+ib)  (a + it) o — i0)]
- ||i[a2 +dab — iba + b* — (a* — iab + iba + b?)]||
_ ||i[mb — iba + iab — iba]|
= ||22%(ab— ba)|l
< %5
< 4.

Ou seja, ||z|| <1 e ||la*z — za*|| < §. Portanto, pelo Teorema 27
existe uma matriz normal y € M,,(C) tal que |z —y|| < .
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Defina a’ = Re(2y) e b’ = Im(2y). Note que o’ e b’ sdo matrizes
auto-adjuntas que comutam (pois sdo a parte real e imagindria de uma
mesma matriz normal y). Ademais,

la = a’|l = |[Re(2z) — Re(2y)|

= 2|[Re(z — y)||
<2z -yl
9
<2-
4
-
27

1o = ]| = [[Tm(22) — Tm(2y)]

= 2|[Im(x — y)|
<2[z -y
13
<2
4
_¢
)

Ou seja, temos que |ja —d|| < 5 e ||b—b'|| < 5.
Segue que [|a —a'|| +[[b = b'[| < § + § = &, como querfamos. W
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4 UM TEOREMA DE BROW-DOUGLAS-FILLMORE

A teoria dos matemaéticos Lawrence Gerald Brown, Ronald Ge-
orge Douglas e Peter Fillmore ¢ cldssica em Algebra de Operadores e
aborda a classificagao de operadores essencialmente normais a menos
de equivaléncia unitdria médulo operadores compactos, veja (BROWN;
DOUGLAS; FILLMORE, 1973).

Brow-Douglas-Fillmore usaram a teoria desenvolvida para, entre
outras coisas, resolver o seguinte problema de levantamento!: dado
S € Q(H) normal, existe T € B(H) normal tal que 7(T) = §7

Considere o espago B(H), em que H = l3(IN) (que é o conjunto
das sequéncias quadrado somdveis). Seja S : [3(IN) — I2(IN) o shift
unilateral. Sabe-se que S é um operador de Fredholm, ind(S) = —1 e
que S = 7(S) é normal em Q(H)?. Contudo, nio existe levantamento
normal para & em B(H), pois caso existisse T € B(H) normal tal
que T = m(S), os indices dos operadores S e T seriam iguais (pois
estes operadores sao da mesma classe, j4 que diferem apenas por um
operador compacto, e a funcdo indice é invariante por perturbagoes
compactas®). Mas, isto é um absurdo, pois sabemos que o ndice de
Fredholm de um operador normal é igual 0.

Ou seja, nem todo operador normal na algebra de Calkin Q(H)
pode ser levantado por um elemento normal de B(H).

Contudo, Brow-Douglas-Fillmore encontraram uma solugao para
este problema envolvendo teoria de indice de Fredholm. Vamos relem-
brar um pouco algumas definigoes:

Definigao 29. Seja T : H — H. Dizemos que o operador T é essenci-
almente normal se T*T —TT* € K(H).

Note que dizer que o operador T' € B(H) é essencialmente nor-
mal, é o mesmo que dizer que o elemento 7(7T") é normal em Q(H).
Vamos falar agora um pouco sobre operadores de Fredholm.

Definicao 30. Seja T € B(H). Dizemos que o operador 7' é Fredholm
se ker(T) tem dimenséo finita e T(H) tem codimensao finita.

Muitas vezes decidir se um operador é ou nao Fredholm torna-se
uma tarefa ardua apenas tendo a definicao como guia. Por isso, temos

ILembre, dado S € Q(H) dizemos que um elemento 7" € B(H) é um levanta-
mento de S se 7(T) = S.

2veja (MURPHY, 1990) p.30 Exemplo 1.4.4.

3veja (MURPHY, 1990) Teorema 1.4.18.

4(SUNDER, 1998) Observagio 4.4.8.
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um importante teorema que nos auxilia com uma caracterizacao para
os operadores de Fredholm através da algebra de Calkin: o Teorema de
Atkinson. Para uma demonstracao deste fato, o leitor pode consultar,
por exemplo, (SUNDER, 1998) Teorema 4.4.4.

O resultado abaixo é uma consequéncia direta do Teorema de
Atkinson citado no pardgrafo acima:

Teorema 31. Seja H um espago de Hilbert separavel de dimensao
infinita e T € B(H). Entao T é Fredholm se, e somente se, 7(7T) é
inversivel na dlgebra quociente Q(H).

Seja F o conjunto dos operadores de Fredholm. Denotaremos o
indice de um operador de Fredholm T' € B(H) por ind(T). Lembrando
da funcao indice ind : F — Z, sabemos que essa funcao é continua
(para uma demonstracao deste fato, veja (MURPHY, 1990) Teorema
1.4.17). Portanto, o indice de Fredholm de um operador é uma fungao
continua que associa a cada operador de Fredholm um nidmero inteiro.

Definigao 32. Seja T € B(H). Definimos o espectro essencial de T
como o conjunto o.(T) ={A € C|T — A ¢ F}, em que I é o operador
identidade.

Novamente pelo Teorema de Atkinson podemos caracterizar o
espectro essencial de um operador 7' como sendo o espectro do elemento
7(T) na dlgebra de Calkin Q(H). Defina agora a seguinte fungao indice
para T, que denotaremos por indr:

indr: C\o.(T) — Z
A —  ind(T — \I)

Diremos que o operador T possui fungao indice trivial quando
indr = 0 em todo o dominio de T'.

O Teorema que nos responde aquela pergunta afirmativamente
é o seguinte:

Teorema 33. (Brow-Douglas-Fillmore®) Um operador essencial-
mente normal num espacgo de Hilbert é uma perturbacao compacta de
um operador normal se, e somente se, possui fungao indice trivial.

Observe que a primeira vista o teorema acima nao parece ser um
problema de levantamento. Contudo, se olharmos com bastante cui-
dado, conseguimos perceber que na verdade ¢ justamente uma condigao
necessdria e suficiente para que um operador normal em Q(H) possa ser

5(BROWN; DOUGLAS; FILLMORE, 1973) Corolario 11.2.
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levantado por um elemento normal em B(H ), pois: sabemos que se um
operador T' € B(H) é essencialmente normal entdo 7(7") é normal em
Q(H). Sendo assim, o teorema acima nos diz que dado 7 € Q(H) nor-
mal, podemos escrever T = T+ K, com T € B(H) normale K € K(H)
se, e somente se, indp = 0.

Esse teorema na verdade é um coroldrio no artigo (BROWN; DOU-
GLAS; FILLMORE, 1973) mas, como tem bastante importancia nesse
problema de levantamento, resolvemos colocé-lo como Teorema. A de-
monstragao original envolve a teoria que Brow-Douglas-Fillmore desen-
volveram.

Porém, Peter Friis e Mikael Rgrdam no artigo (FRIIS; RORDAM,
2001) provaram o resultado acima com um teorema semelhante ao Lema
25. O Teorema é o seguinte:

Teorema 34. Seja 7 € Q(H) normal. Entdo 7 é o limite na norma
de uma sequéncia de elementos normais em Q(H) com espectro finito
se, e somente se, 7 possui fungéo indice trivial.

Por fim, perceba dois pequenos detalhes: o primeiro é de que no
lema 25 provamos que todo elemento normal no quociente M/A pode
ser aproximado por um outro elemento de M/A com espectro finito.
Pode-se provar que o conjunto M definido no capitulo anterior é a
algebra de multiplicadores do conjunto A, também definido no capitulo
anterior. Ou seja, provamos que todo elemento normal pode ser apro-
ximado por outro com espectro finito no quociente, M(A)/A, em que
M(A) é a dlgebra de multiplicadores do conjunto A.

J4& o segundo é: sabemos que a dlgebra de Calkin Q(H) é o quo-
ciente B(H)/K(H). Sabe-se também que a algebra de multiplicadores
de K(H) ¢é justamente B(H). Percebendo esta sutileza, e denotando
a algebra de multiplicadores de K(H) por M(K(H)), o teorema de-
monstrado por Brow-Douglas-Fillmore nos fornece uma condigao ne-
cesséria e suficiente sobre levantamento de elementos normais no quo-
ciente M(K(H))/K(H).
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