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RESUMO

Neste trabalho mostraremos a fundamentacao teérica dos algoritmos de
adigao e de subtragao de niimeros naturais. No decorrer dos nossos es-
tudos vamos averiguar o momento exato e a fundamentacao matemaética
para os termos corriqueiros de subir ou pedir emprestado um determi-
nado valor. Para tanto, estudaremos algumas propriedades da adicao
e da multiplicacao no conjunto dos nimeros naturais e inteiros, bem
como a expansao de um nimero no sistema de numeragao posicional
em base 10.

Palavras-chave: Expansao em base 10. Algoritmo da adi¢ao. Algo-
ritmo da subtragao.






ABSTRACT

In this work we present the theoretical foundation of algorithms for ad-
dition and subtraction of natural numbers. Along the study, we assess
the exact moment of usage of the common terms “subir” and “pedir
emprestado”, and also their mathematical foundation. In order to do
so, we study some addition and multiplication properties on integer
numbers and natural numbers, as well as the expansion of a number in
the positional number system in base 10.

Keywords: Decimal expansion. Addition algorithm. Subtraction al-
gorithm.
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INTRODUCAO

Desde o inicio da nossa vida estudantil, somos familiarizados com
algoritmos de adigao e de subtragao de numeros naturais sem qual-
quer explicagao ou fundamentacao tedrica dos motivos pelos quais sao
operados da forma como aprendemos. Assim passamos por todas as
etapas escolares e continuamos sem questionar estes motivos até que
concluimos o ensino regular e as perguntas pertinentes ao assunto caem
no esquecimento.

Visto que muitos estudantes chegam na Universidade sem saber
a Matematica por tras destas contas aparentemente simples, e mui-
tas vezes saem da Universidade sem saber, decidimos dar um novo
olhar para os algoritmos de adigao e subtracao aprendidos no Ensino
Fundamental. O objetivo é fundamentar teoricamente, ou seja, mate-
maticamente, estas operagoes de modo a ampliar o conhecimento do
leitor. Ainda que qualquer pessoa interessada no tema tenha condicoes
de aprender com este texto pensamos que os leitores mais interessado
seriam estudantes de Ensino Médio ou dos anos finais do Ensino Fun-
damental, licenciados ou licenciandos em Matemaética que por ventura
desconhegam o tema e pedagogos ou estudantes de Pedagogia, que sao
os primeiros profissionais a interagirem com as criangas, desmistificando
a Matematica.

O texto é um didlogo sobre um algoritmo da adigdo e um al-
goritmo da subtracao de niimeros naturais, ou seja, todas as partes
envolvidas na operacao sao pertencentes ao conjunto dos niimeros na-
turais, o que significa que tanto as parcelas a serem adicionadas ou sub-
traidas quanto o resultado destas operagoes sao niimeros pertencentes
ao conjunto dos nimeros naturais. Optamos por abordar apenas um
algoritmo de adigao e um algoritmo de subtragao, os tradicionais, por-
tanto ao longo do texto vamos nos referir aos mesmos como o algoritmo,
ainda que estes nao sejam unicos.

Embora o tema seja simples, para total compreensao do texto
precisamos alertar o leitor dos conhecimentos prévios necessarios para
o entendimento.

Desta maneira iniciamos avisando que o leitor deve estar fami-
liarizado com o conjunto dos numeros naturais e com o conjunto dos
nimeros inteiros, e que neste texto estamos considerando o 0 (zero)
como um numero natural. Além disto, precisamos que o leitor também
esteja familiarizado com a adi¢ado dos nimeros de —9 a 20. No decor-
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rer do texto falaremos das operacoes como funcgoes, logo, caso o leitor
esteja familiarizado com funcées, poderd compreender melhor nossa
andlise, muito embora nao seja imprescindivel este conhecimento. A
partir disto, o que mais for necessirio para a compreensao do texto
sera tratado no corpo do texto ou nos apéndices.

No capitulo 1 trataremos da representacao de um niimero natural
no sistema de numeracao posicional em base 10. Optamos por abordar
apenas esta base, uma vez que outras bases nao sao abordadas na
escola, mas ao leitor que tiver interesse pode aprofundar seus estudos
nas bibliografias referenciadas neste capitulo, (DOMINGUES, 1991) e
(HEFEZ, 2013).

No capitulo 2 trataremos do algoritmo da adi¢ao. Precisaremos
analisar algumas propriedades da adi¢cao e da multiplicacao de niimeros
naturais pertinentes para o nosso entendimento e para tanto utilizamos
como embasamento tedrico a bibliografia (CARVALHO; GIMENEZ, 2006).

Por fim, no capitulo 3 trataremos do algoritmo da subtracgao.
Para este, precisaremos analisar algumas propriedades da adi¢ao e da
multiplicacao de niimeros inteiros e para tanto também utilizamos como
embasamento tedrico a bibliografia (CARVALHO; GIMENEZ, 2006).
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1 REPRESENTACAO DE UM NE‘JMERO NATURAL
NO SISTEMA DE NUMERACAO POSICIONAL EM
BASE 10

Em nosso sistema de numeracao usual, denominado sistema de
numera¢do posicional em base 10, cada ntmero é representado por
uma sequéncia finita em que cada simbolo desta sequéncia é deno-
minado algarismo, que sao os 10 simbolos pertencentes ao conjunto
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Além disso, todo numero natural escrito no sistema de nu-
meragao posicional em base 10 é uma soma dos produtos dos valores
dos algarismos por poténcias de 10. Da direita para esquerda, cada
algarismo é multiplicado pelas respectivas poténcias 10°,10%,10%, 103 e
assim por diante, e, a soma desses produtos resulta no niimero como
conhecemos. Avisamos ao leitor que neste texto faremos um abuso de
linguagem e utilizaremos a palavra algarismo para representar tanto
os simbolos da sequéncia quanto o valor numérico que cada simbolo
representa.

Por exemplo:

65=60+5=06-10" +5-10°;

56 =50+6=>5-10" +6-10°;
498 = 400490 + 8 = 4-10% +9- 10" + 8 - 10°;
308 =300+ 8 =3-10%24+0-10' + 8- 10°;
3.945 = 3.000 + 900 +40 +5=3-10% +9-10%> + 4 - 10" +5-10°.

Observe que nos dois primeiros exemplos os numeros 65 e 56
possuem os mesmos algarismos, no entanto sao numeros diferentes, o
que significa que a posicao que os algarismos ocupam é de extrema
relevancia. Cada posigdo ocupada por um algarismo é denominada de
maneira diferente.

Os algarismos multiplicados pela poténcia 10° sdo chamados de
unidades, os algarismos multiplicados pela poténcia 10! sdo chamados
de dezenas, os algarismos multiplicados pela poténcia 10? sio chamados
de centenas. A partir da poténcia 103 esta nomenclatura se repete a
cada trés elementos subsequentes, sendo denominada unidades, dezenas
e centenas da menor para a maior poténcia, porém com uma segunda
referéncia, milhar, milhdo, bilhdo, etc.
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Por exemplo:

O ndmero 65 consiste em 6 dezenas e 5 unidades;

O nimero 56 consiste em 5 dezenas e 6 unidades;

O nimero 498 consiste em 4 centenas, 9 dezenas e 8 unidades;

O nuimero 308 consiste de 3 centenas 0 dezenas e 8 unidades;

O nidmero 3.945 consiste em 3 unidades de milhar, 9 centenas, 4
dezenas e 5 unidades.

Além disso, observe que 10 unidades equivalem a uma dezena,
10 dezenas equivalem a uma centena, e assim por diante.

Vejamos mais um exemplo em que a notacao C, D e U refere-se
a centena, dezena e unidade, respectivamente:

U CDU CDU CDU CDU
8 . 951 . 193 . 642 . 301
—— — —— —

Trilhdo Bilhao Milhao Milhar

8.951.753.642.301 = 8-102+9-10 +5-101° +1-10°+7-108 +
5-107+3-10°+6-10° +4-10* +2-10* +3- 102+ 0- 10" + 1 - 10°

De um modo mais formal, temos que todo nimero a nao nulo
pertencente ao conjunto do ntimeros naturais pode ser escrito unica-
mente da seguinte maneira:

a=a,10" +a,_1.10""  + ..+ a1.10" + a(.10°,

em que r é um numero natural e para todo i € {0,1,....,7}, a; €
{0,1,2,...,9} e com a, # 0. Neste caso dizemos que o nimero de
algarismos do niimero a é r + 1.

Note que os elementos a,, de cada posi¢ao sao o que, anterior-
mente, definimos como algarismos.

Além disso uma soma deste tipo pode ser representada pelo
simbolo de somatério para que a escrita nao fique tao extensa, como fa-
remos nos capitulos seguintes. Desta maneira podemos escrever a,-..10"+
ar—1.10""1 + ..+ a1.10" + ap.10° como . a; - 107

Assim como representamos um numero em base 10, podemos
fazer o mesmo em outras bases, em que por base entende-se qualquer
numero natural maior do que 1, e a quantidade de algarismos necessaria
é a mesma que a quantidade representada pela base, por exemplo em
base 5, precisamos de 5 algarismos, como pode ser visto em (DOMIN-
GUES, 1991), pagina 34.

Podemos escrever um numero natural a qualquer da maneria
mencionada acima devido ao algoritmo da divisao euclidiana, e este
pode ser encontrado na pagina 53 da referéncia (HEFEZ, 2013).
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2 ALGORITMO DA ADICAO DE NUMEROS
NATURAIS

2.1 ADICAO E MULTIPLICACAO DE NUMEROS NATURAIS

Trataremos aqui de algumas das propriedades da adicao e da
multiplicagao no conjunto dos nimeros naturais que serao necessarias
para entendermos os algoritmos da adi¢ao e da subtragao de nimeros
naturais. Tais propriedades serao consideradas axiomas e nao serao
demonstradas.

2.1.1 Propriedades da adigao

A operacao de adi¢do é uma funcao que leva cada par ordenado
(z,y) de nimeros naturais a um nimero natural denotado por z + y.
Denominamos por soma a imagem de (z, y) pela funcdo adigdo, ou seja,
z + y em que separadamente = e y sao denominadas parcelas da soma.
Assim podemos definir a funcao adi¢do simbolicamente por:

+ :NxN — N
(r,y) +— x+y

Chamamos a atencao do leitor para o fato de x + y ser simples-
mente a notagdo para a imagem do par ordenado (z,y) pela funcao
adicao, isto é,

T +y = +(z,y)

Para que esta funcao seja definida de fato, precisariamos explicar
sua lei de formagéo, ou seja, como a partir de um par ordenado (z,y)
determinamos o nimero que estamos representando por = + y. Pre-
ferimos neste texto nao definir formalmente esta lei de formacao mas
sim assumir que o leitor esteja familiarizado com a adi¢ao dos valores
numeéricos dos algarismos de 0 a 9, ou seja, dos ntimeros 0,1,2,...,9.
Assim, uma vez que tenhamos apresentado o algoritmo da adicao se-
remos capazes de determinar a imagem de qualquer par ordenado pela
fungao adigao.

Vamos mencionar agora algumas das propriedades da adigao dos
nimeros naturais, mas antes vamos precisar definir o que é um elemento
neutro da adigao.
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Dizemos que um niumero natural e é um elemento neutro da
adicao, quando, para todo x € N temos que as seguintes igualdades sao
satisfeitas:

r+e=r=e+x.

Ay Associatividade: Para todos x,y, z € N temos que

(z+y)+z=a+(y+2).

A, Existéncia do elemento neutro: O nidmero natural zero é um ele-
mento neutro da adigao, ou seja, para todo z € N temos que

r+0=2=04+x.

Az Comutatividade: Para todos x,y € N temos que
r+y=y+ux

Vamos agora explicar com mais detalhes estas propriedades.

A adigao, por definicdo, é uma operagao realizada entre ape-
nas duas parcelas, porém as vezes temos a necessidade de adicionar
trés parcelas ou mais. Para adicionarmos trés ntimeros naturais x, y e
z, por exemplo, podemos primeiro encontrar a imagem de (z,y) pela
fungdo adigdo para entdao encontrarmos a imagem de ((z + y), z) pela
funcao adicao e obter a soma desejada. Ou, podemos primeiro encon-
trar a imagem de (y, z) pela funcdo adi¢ao para entdo encontrarmos a
imagem de (z, (y + 2)) pela funcdo adigdo e obter a soma desejada. A
associatividade é a propriedade que nos garante que tanto faz obter-
mos primeiro a soma x + y ou a soma ¥y + z, pois independentemente
da associacao que fizermos primeiro chegaremos no mesmo resultado.
Desta maneira os parénteses que evidenciam qual soma realizaremos
primeiro sao completamente dispensaveis e podemos escrever as somas
(x+y)+zex+(y+z) como x+y+ z. Formalmente esta propriedade
garante que os pares ordenados ((z + y),2) e (z,(y + z)) possuem a
mesma imagem pela funcao adigao.

Para a adigao de mais parcelas procedemos de maneira analoga.
Somamos as duas primeiras parcelas, o resultado adicionamos com a
terceira parcela, o resultado adicionamos com a quarta parcela e assim
sucessivamente até que se esgotem as parcelas e encontremos a soma
de todas as parcelas. Pelas mesmas razoes da soma de trés parcelas
os parénteses também sao dispensaveis e podemos associar da maneira
que quisermos.
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A existéncia do elemento neutro é a propriedade que garante que
existe um nimero natural, a saber o zero, que ao ser adicionado com
um numero natural x qualquer obtemos como soma o préprio x. Além
disso como ele é o tnico elemento neutro da adigao, como demonstrado
no apéndice A.1, dizemos que o zero é o elemento neutro da adigao.
Formalmente temos que os pares ordenados (z,0) e (0,z) possuem a
mesma imagem pela fungao adicao, a saber, x.

A comutatividade significa que podemos trocar a ordem das par-
celas de uma soma sem que o resultado altere. Formalmente, isto sig-
nifica que, os pares ordenados (z,y) e (y,z) possuem a mesma imagem
pela funcao adigao, ou seja, x + y € igual a y + x.

Vejamos alguns exemplos numéricos do uso destas propriedades:

A7 Associatividade:

b+7)+2 = 1242 = 14 e
5+(74+2) = 549 = 14,

logo (5+7)+2=5+(7+2).
A, Existéncia do elemento neutro:

0+9=9=9+40.

A3 Comutatividade:
24+3=5=3+2.

Na proxima subsecao trataremos das propriedades da multiplicagao
dos ntimeros naturais.

2.1.2 Propriedades da multiplicacao

A operacao de multiplica¢do é uma fungao que leva cada par or-
denado (z,y) de ntimeros naturais a um niimero natural denotado por
x - y. Denominamos por produto a imagem de (z,y) pela fun¢ao mul-
tiplicagao, ou seja x -y, em que separadamente x e y sao denominados
fatores. Assim podemos definir a fun¢do multiplicacdo simbolicamente
por:

:NxN — N
(v,y) +— -y
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Lembramos que é comum no Ensino Fundamental também repre-
sentarmos a func¢ao multiplicacao pelo simbolo X, mas neste trabalho
usaremos somente a notacao citada acima.

Vamos definir a lei de formacgao desta fungao separando em casos.

e Se x ou y s@o iguais a zero, entdo a imagem do par ordenado
(z,y) pela funcdo multiplicagao serd o nimero zero.

e Se x e y forem diferentes de zero entao:

Ty =y+tyty+,...,t+y.

T vezes

Vejamos agora algumas das propriedades da multiplicacao dos nimeros
naturais mas antes vamos precisar definir o que é um elemento neutro
da multiplicagao.

Dizemos que um ntimero natural e ¢ um elemento neutro da mul-
tiplicacao, quando, para todo = € N temos que as seguintes igualdades
sao satisfeitas:

r-e=x=e€-x.

M; Associatividade: Para todos x,y, z € N temos que
(z-y)-z=mz(y-2)

M, Existéncia do elemento neutro: O ntdmero natural 1 é um ele-
mento neutro da multiplicagao, ou seja, para todo x € N temos
que

z-l=z=1 =z

M3 Distributividade da multiplicacao em relagao a adicao: Para to-
dos z,y,z € N temos que

z-(x+y)=z-ax+z-y e
(t4+y) z=xz-2+y-z

Sempre que nos referirmos a esta propriedade vamos chamé-la
apenas de distributividade.

M, Comutatividade: Para todos x,y € N temos que

TYy=y-x.
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Note que, em fungao da comutatividade, dados z,y, z € N, temos
que z-x=2x-zequez-y=1y-z, assim na propriedade na distributiva
temos que:

z-(z+vy)

Z-rx+z-y
x-z4+y-z = (x+vy)- 2

Lembramos que para o produto de um nimero natural a por
ele mesmo repetidamente utilizamos uma notacgao especifica, que é a
notacao de poténcia. Assim, temos que para todo a € N e n € N*, em
que N* é o conjunto dos nimeros naturais sem o 0 (zero), entéo:

a*:=a-a-a-... aqa.
—_—

n vezes

E como consequéncia disto temos as seguintes definigoes:

e para qualquer a € N* temos que

e para qualquer a,n € N com a e n nao simultaneamente nulos
temos que

Vamos agora explicar com mais detalhes as propriedades da mul-
tiplicacao dos niimeros naturais.

A multiplicacdo, por definicdo, é uma operacao realizada entre
apenas dois fatores, porém as vezes temos a necessidade de multiplicar
trés fatores ou mais. Para multiplicarmos trés nimeros naturais x, y
e z, por exemplo, podemos primeiro encontrar a imagem de (x,y) pela
fungao multiplicagao para entdo encontrarmos a imagem de ((z - y), 2)
pela fungao multiplicagao e obter o produto desejado. Ou podemos
primeiro encontrar a imagem de (y, z) pela fun¢do multiplicacdo para
entdo encontrarmos a imagem de (z, (y - z)) pela fun¢ao multiplicagdo
e obter o produto desejado. A associatividade é a propriedade que nos
garante que tanto faz obtermos primeiro o produto z - y ou o produto
y - 2z, pois independentemente da associagao que fizermos chegaremos
no mesmo resultado. Desta maneira os parénteses que evidenciam qual
produto realizaremos primeiro sao completamente dispensaveis e po-
demos escrever as multiplicagoes (z -y) -z e x - (y - z) como x -y - 2.
Formalmente esta propriedade garante que os pares ordenados ((z-y), z)
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e (z, (y-z)) possuem a mesma imagem pela fungao multiplicagdo. Para
o produto de mais fatores os parénteses também sao dispensaveis e
podemos associar da maneira que quisermos.

A existéncia do elemento neutro é a propriedade que garante
que existe um numero natural, a saber o 1, que ao ser multiplicado
por um ntmero natural x qualquer obtemos como produto o proprio x.
Além disso como ele é o Unico elemento neutro da multiplicagdo, como
demonstrado no apéndice A.2, dizemos que o 1 é o elemento neutro
da multiplicacdo. Formalmente temos que os pares ordenados (z,1) e
(1, ) possuem a mesma imagem pela fungdo multiplicacdo, a saber, x.

A distributividade é uma propriedade que envolve as operacoes
de adicao e multiplicagao, entao é importante termos conhecimento
das propriedades ja citadas destas operacoes para compreendé-la. Ela
consiste em distribuir a operacao de multiplicagao para cada parcela de
uma adi¢@o, como nos casos (z, (z+y)) e ((z+y), z). Analisando o caso
(2, (x + y)) podemos verificar que se os valores z, y e z a serem opera-
dos fossem conhecidos, ao observarmos um parénteses devemos operar
primeiro no seu interior, ou seja, fariamos a adicao de x e y primeiro
e, seu resultado, a soma x + y, multiplicariamos pelo fator z. Observe
que cada parcela da adigao é relevante para a multiplicagao, o que nos
faz perceber que, na verdade, cada parcela esta sendo multiplicada pelo
fator z, fazendo com que z seja distribuido como fator em cada parcela,
caso deixemos a adigao como segunda operagao a ser realizada. Formal-
mente temos que a imagem do par ordenado (z, (x + y)) pela operagao
de multiplicagdo é igual a imagem do par ordenado (z -z, z - y) pela
funcao adigdo, ou seja, z- (x+y) =z -x+ 2 - y.

Teriamos agora que analisar a imagem do par ordenando ((z +
y), 2), porém devido a propriedade comutativa da fungdo multiplicagao,
que veremos a seguir, concluiremos que ((z+y),z) = (z, (x+y)). Desta
maneira nao analisaremos este caso. Formalizaremos apenas dizendo
que a imagem do par ordenado ((z + y), z) pela operacdo de multi-
plicagdo é a imagem do par ordenado (z - z,y - z) pela funcéo adigao,
ouseja, (x+y) - z=x-2+y- 2.

A comutatividade nos permite trocar a ordem dos fatores de uma
multiplicacao sem que o resultado altere. Formalmente, isto significa
que, os pares ordenados (z,y) e (y,z) possuem a mesma imagem pela
fungao multiplicagao, ou seja, z -y é igual a y - .

Vejamos alguns exemplos numéricos das propriedades da multi-
plicagao:
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M, Associatividade:

(3-4)-5 = 12.5 = 60 e
3.(4-5) = 3-20 = 60,

logo, (3-4)-5=3-(4-5).

M, Existéncia do elemento neutro:

8-1=8=1-8.
M3 Distributividade
3+2)-4 = 5-4 = 20 e
3-44+42-4 = 1248 = 20,

logo, (3+2)-4=3-4+2-4.

7-(1+8 = 7-9 = 63 e
7-14+7-8 7T+56 = 63,

logo, 7-(14+8) =7-1+7-8.

M, Comutatividade:
2-5=10=5-2.

Em seguida trabalharemos com o algoritmo da adigao.
2.2 O ALGORITMO DA ADICAO PARA DUAS PARCELAS.

Vamos analisar o algoritmo usual da adicao e os motivos pelos
quais o algoritmo é correto. Normalmente para calcularmos a soma de
dois nimeros naturais seguimos os seguintes passos:

a) Montamos a conta com o nimero maior figurando na parte su-
perior e alinhamos os nimeros da direita para esquerda, ou seja,
pelas unidades, formando assim a coluna das unidades, a coluna
das dezenas, a coluna das centenas e assim por diante;

b) Somamos os algarismos da coluna das unidades;

¢) Somamos os algarismos da coluna das dezenas;
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d) Somamos os algarismos da coluna das centenas e assim por diante.

Vale a pena observar que, no caso da adigao, nao é obrigatorio
que o nimero maior figure na parte superior do algoritmo, ja que a
adicao é comutativa.

Agora vamos representar o algoritmo matematicamente.

Sejam © = Gnap_1---a100, Yy = bpbm—1 - b1bg em que n e
m € N ntiimeros naturais quaisquer. Note que os a;’s sdo os algarismos
do ntimero x e os bj's sao os algarismos do numero y para todo i €
{1,2,...,n}ej€{1,2,...,m}. Queremos encontrar a soma x+y = z.

Sem perda de generalidade vamos considerar > y e n > m.
Analisaremos dois casos separadamente: o caso em que n = m € 0 caso
em que n > m.

Caso 1: n=m.

Note que se n = m entao podemos escrever y = b, b, _1 ---b1bg.
Neste caso x e y tém a mesma quantidade de algarismos e, portanto,
ao montarmos a conta alinhando pelas unidades estamos dispondo nos-
sos algarismos em linhas, entretanto se observamos verticalmente, sao
fileiras, e para estas denominamos colunas, gerando entao a coluna
das unidades, a coluna das dezenas, a coluna das cetenas e assim por
diante. Entao, na disposicao em colunas do algoritmo, a,, estara na
mesma coluna de b,,. Assim, seguindo os passos listados acima temos:

a) Montamos a conta com o nimero maior figurado na parte supe-
rior alinhando-os da direita para esquerda, ou seja, a partir das
unidades.

Qnp Gp—1 o ai ag

b) Adicionamos os algarismos da coluna das unidades, ou seja ag e
bg. Neste momento temos, novamente, que dividir em dois casos:

CASO 1.1: A soma ag + by é um nimero de um algarismo, ou
seja, inferior ou igual a 9 e neste caso denotaremos esta soma por
Co.
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Qp  Gp-1 -+ QA1 Qo
+ bn bn—l bl bO
Co

CASO 1.2: Ja aqui a soma ag—+bg é um valor superior a 9, ou seja,
nao é um nimero de um algarismo. Denotaremos esta soma por
C1cp, uma vez que ag + by < 100, em que ¢y denota o algarismo
das unidades do niimero ¢;¢g e ¢; denota o algarismo das dezenas
do numero ¢jcg. Neste caso colocamos ¢y abaixo da coluna de
indice 0 e ¢; acima da coluna de indice 1.

1
Qan, An—1 e ai ap
+ bn bn—l e bl bO

€o

¢) Adicionamos os algarismos da coluna das dezenas, ou seja, a co-
luna de indice 1.

A rigor precisarfamos analisar os casos decorrentes do item an-
terior, ou seja, a soma a; + by e a soma ¢; + a; + b;. Note que se consi-
derarmos ¢; = 0 podemos considerar igualdade: a; + by = ¢1 + a1 + b1,
portanto a analise apenas do segundo caso, como faremos, ja é suficiente
para a compreensao de ambos.

Em todos os passos seguintes teremos esta mesma andlise em
casos, porém podemos considerar o primeiro como caso particular do
segundo, em que eventualmente ¢; é 0 para i € {1,2,3,...,n}, e, assim,
nao precisaria ser mencionado. Para facilitar a apresentacao do algo-
ritmo ¢; sempre serd mencionado mesmo quando ¢; = 0, entretanto nos
exemplos descritos na sequéncia, quando ¢; for 0 nao serd mencionado.

1
an, An—1 e ai ap
+ bn bn—l e bl bO
1 Co

Neste caso representaremos a soma ¢; + a; + by por ¢acy, uma
vez que ¢1 + a1 + by < 100, em que c¢; denota o algarismo das unidades
do ntmero ¢yc; e ¢ denota o algarismo das dezenas do nimero ¢oc.
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Neste caso colocamos c¢; abaixo da coluna de indice 1 e ¢é; acima da
coluna de indice 2.

Ao alinharmos a direita e adicionarmos em colunas estamos, na
verdade, adicionando algarismos de mesma posigao, ou seja, unidade
com unidade, dezena com dezena, centena com centena e assim por
diante. Isto indica que o algoritmo consiste em adicionar algarismos de
mesma posigao.

d) Repetindo o processo coluna a coluna temos agora que adicionar
os algarismos da coluna de indice n — 1.

Enfl . El
Qnp Gp—1 o ai ago
+ bn bn—l o bl bO
Cp—1 -+ C1 QO

e) Por fim, na coluna mais & esquerda, adicionamos os algarismos
da coluna de indice n.

Neste caso, a soma da n-ésima coluna serd ¢,icy,, ou seja uti-
lizaremos todo este valor como resultado da soma da coluna ao
invés de ¢,41 subir na coluna de indice n 4+ 1. Desta maneira,
poderemos ter z com n + 1 algarismos.

En 6n—1 e 61
ap  Ap-1 -+ Q1 Qg
+ bn bn—l e bl bO
Cntl Cn Cpo1 ' C1 Qo

Assim, sendo z = ¢, 116,61 - C1Co, em que n € N temos que:
T+y=2=z.

Note que a soma da coluna de indice ¢, em que i € {0,1,2,-- -,
n}, pode ser um valor escrito como ¢&;y1¢;, ou seja, um valor superior
a 9 e inferior a 100, em que ¢; é a unidade e ¢; 1 é a dezena desta
soma. Conforme mostrado anteriormente, serd colocado ¢; abaixo da
coluna de indice ¢ e ¢;41 acima da coluna imediatamente & esquerda,
ou seja, de indice 7 + 1, e entao, dizemos que o algarismo ¢; 1 subiu na
coluna de indice i + 1, para operar com os valores da mesma, e assim
¢; também é um algarismo de valor maximo 9.
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Nos exemplos a seguir, quando ocorrer a situagao de subir um
algarismo, em nosso algoritmo denotado por ¢;, perceba que é exclu-
sivamente 1 que sobe, pois para ¢ = 0 temos em cada posi¢cao, no
maximo, dois algarismos 9, ag e by, portanto a soma ag + by tem valor
maximo 18 em que 1 é o algarismo da dezena que sobe na coluna de
indice 1, enquanto para i € {1,2,3,--- ,n} temos em cada posi¢do, no
méximo, dois algarismos 9, a; e b;, e um algarismo 1 de ¢; para serem
adicionados, obtendo como resultado méximo da soma de uma coluna
1 o nimero 19, em que 1 é o algarismo da dezena que sobe na coluna
imediatamente a esquerda da qual operamos.

Caso 2: n > m.

Note que se n > m entao, existem mais de m algarismos em x,
em particular existe um algarismo de posi¢do m, denotado por a,,. Ao
montarmos a conta alinhando os algarismos da direita para a esquerda
este algarismo a,, estd na mesma coluna do dltimo algarismo a esquerda
de y, denotado por b,,. Observe, entao, que b,, estando na mesma
coluna de a,,, o algoritmo se torna idéntico ao caso 1 até a coluna de
indice m, e com isso, nao repetiremos a explicagao. Usando a mesma
notagao seguiremos a partir coluna m + 1 com os seguintes passos:

a) Adicionamos os algarismos da coluna de indice m + 1.

Cn U Cm+1 Cm e C1
an . e am+1 QA . e ai ao
+ b o b o
Cm+1 Cm et C1 Co

Analogamente as somas até a coluna de indice m, temos duas
possiveis situagoes: ou a soma da coluna de indice m + 1 é menor
ou igual a 9 e denotaremos pelo ¢,,4+1 ou a soma da coluna de indice
m+ 1 é maior do que 9, nao sendo assim um algarismo. Nesta situagao
denotaremos esta soma por G, +2Cm+1, €M que ¢, 41 denota o algarismo
das unidades do nuimero ¢,,+2¢m41 € Cmi2 denota o algarismo das
dezenas do nimero €, 2¢m+1. Neste caso colocamos ¢,,4+1 abaixo da
coluna de indice m + 1 e ¢,,42 acima da coluna de indice m + 2, ou
seja, Cp42 sobe.

A mesma conduta é seguida até a coluna de indice n e a mesma
andlise ocorre nos passos seguintes, e também o caso em que a soma
da coluna é inferior a 9 pode ser considerado como caso particular do
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caso em que a soma da coluna ultrapassa 9, em que eventualmente
¢ =0parai e {m+1,---,n}, e, neste caso, ndo precisaria ser men-
cionado. Também para facilitar a apresentagao do algoritmo ¢; sempre
serda mencionado mesmo quando ¢; = 0, entretanto nos exemplos que
serao apresentados na sequéncia quando ¢; for 0 nao serd mencionado.

b) Adicionamos os algarismos da coluna de indice n.

En 5m+1 5m &1
p Qg1 Gt Q1 ag
+ by -+ b1 b
Cntl Cn "' Cm4l Cpm '+ C (o

Novamente, mesmo que ¢,+1¢, nao seja um algarismo sera usado
a notagao como soma da coluna de indice n sem que ¢, 41 suba, e assim
para os casos em que C,4+1 # 0, z terd n + 1 algarismos.

Observe que nos casos em que ¢; = 0 para i € {m + 1,m +
2,--+,n} , a partir da coluna de indice m + 1 terfamos apenas o alga-
rismo de indice ¢ para adicionarmos e a soma é o proprio a;. Quando
ocorrer esta situagao dizemos que o algarismo a; desce, e passa entao a
ser a soma da coluna 3.

Assim, sendo z = é,41¢nCpCp—1 -+ C1co com n € {0,1,2,--- n}
temos que:

r+y==z.

Note que nos casos em que n > m podemos acrescentar em y
os algarismos 0 (zero) nas colunas de indices j tais que n > i > m,
fazendo com que z e y , quando dispostos no algoritmo, tenham o
mesmo numero de colunas, ou seja b; = 0 para n > ¢ > m. Portanto
podemos considerar o caso em que n > m como um caso particular do
caso em que n = m e entao procedemos da mesma maneira.

Vamos agora justificar porque o algoritmo apresentado é correto.
E para isto, utilizaremos a representacao de um niimero no sistema de
numeracao posicional em base 10. Para simplificar a leitura, a partir
daqui, sempre que nos referirmos a um numero escrito no sistema de
numeracao posicional em base 10 diremos que o nimero esta escrito em
base 10.

Escrevemos x e y em base 10, ou seja, escrevemos = € y como
z =" a;-100 ey = 3" b - 10°, em que n e m representam o
numero de colunas de seus respectivos nimeros quando dispostos no
algoritmo e os coeficientes a;’s e b;’s sao os algarismos dos numeros x
e y, respectivamente. Sabemos que ou n > m ou m > n e que, em
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virtude da comutatividade da adigao, podemos considerar sem perda
de generalidade que n > m. Além disto, vimos que podemos igualar
o numero de colunas de dois numeros, quando dispostos no algoritmo,
apenas completando com zeros a esquerda o nimero com menos alga-
rismos, assim, completaremos o nimero y com quantidade suficiente de
zeros a esquerda para que possamos reescrevé-lo como y = Z?:o b;-10°.
E entao, usando as propriedades da adigao e da multiplicacao, a soma
x + y pode ser feita da seguinte maneira:

T4y = iai-loi—kibi-loi
=0 =0
= i:(ai~10i+bi~10i)
=0
= ) (ai+b)- 10"

=0

Para verificar as igualdades acima precisamos de todas aquelas
propriedades ja discutidas anteriormente, o que nao faremos neste mo-
mento. Deixaremos para explicitar as justificativas de cada uma das
igualdades nos exemplos numéricos apresentados na sequéncia.

Perceba que é o fator 10°, em que i € {0,1,2,---,n}, quem
determina a posicao de cada algarismo e, consequentemente, a coluna
em que este algarismo ocupa quando efetuamos a adi¢ao pelo algoritmo.
E por conta disto é que operamos com seus coeficientes e obtemos a
soma a; +b;, uma vez que as parcelas, enquanto algarismos, precedem a
poténcia 10, Ou seja, o indice i ndo s6 é o que nos faz operar algarismos
de mesma posicao como também nos indica a posigao que esta soma
vai ocupar. Desta maneira ao mostrarmos que a operacao de adicao
ocorre em fungao da poténcia ¢, ou seja, com algarismos de mesmo
indice em razao da escrita em base 10, fica claro o motivo pelo qual na
montagem do algoritmo alinhamos os nimeros em colunas, operando
unidades com unidades, dezenas com dezenas, centenas com centenas
e assim por diante.

A soma de uma coluna de indice 7 justifica também a andlise de
casos do item b) da seguinte maneira para todo k € {1,2,--- ,n}:

CASO 1: se 0 < ay + b, < 9 temos que:

(ar + by) - 10% = ¢;, - 10%,
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em que ay + by = ¢x é um algarismo e ¢ serd o k-ésimo algarismo do
numero  + y.
CASO 2: se ag + b, > 9 temos que:

(ar 4 bg) - 10F = &4 1¢p, - 107,

em que ay + by = Cp+1cr nao é um algarismo. Entao fazendo uso das
propriedade de adicdo e multiplicagao ja estudadas percebemos que:

Cra1cr - 100 = (Gpy1 - 101 + ¢4 - 100) - 10%

= Gpyr- 101107 + ¢4 -10° - 10F
= Gpar - 10MTF 4y 100FF
= Gpyr - 10MF g - 10R

Esta andlise nos mostra o momento em que o algarismo cg41,
quando escrito juntamente com o algarismo cg, precede a poténcia k,
porém quando escrito em base 10 e fazendo uso das propriedades ele
passa a preceder a poténcia k+1, evidenciando assim o momento em que
sobe o algarismo ¢;41 na coluna imediatamente a esquerda enquanto
¢, se torna k-ésimo algarismo do nimero x + y, deixando claro que o
indice k£ também define a posicao resultante.

O fato do indice 7 determinar os algarismos que serao adicionados
faz com que visualmente nosso algoritmo fique alinhado da direita para
a esquerda uma vez que, independentemente da quantidade que um
numero representa. Todo nimero tem unidade, mas nem todo ntimero
tem centena, por exemplo, ou qualquer outra posi¢ao que nao seja a
unidade, ou seja, alinhar os niimeros da direita para esquerda é uma
consequéncia de operarmos de acordo com o indice de cada algarismo
(como visto na expansao em base 10 descrita na pagina 18), que com
o habito de operarmos agrupando pelas posicoes percebemos que é o
mesmo que alinharmos da direita para esquerda. Porém, note que, para
nimeros com a mesma quantidade de algarismos tanto faz alinharmos
da direita para esquerda ou da esquerda para direita.

Para que fique mais claro para o leitor compreender a andlise
matematica do algoritmo vamos agora apresentar exemplos numéricos
de naturezas distintas. O exemplo 2.2.1 em que nao sobe nenhum
algarismo, ou seja, nenhuma soma de colunas ultrapassa o algarismo
9, o exemplo 2.2.2 com uma dnica soma superior a 9, ou seja, com um
episédio em que temos que subir um algarismo e o exemplo 2.2.3 com
duas somas superiores a 9, ou seja, com dois episédios que temos que
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subir um algarismo.

Exemplo 2.2.1. Somar 237 e 42.

a) Montamos a conta com o nimero maior figurado acima do nimero
menor alinhando-os da direita para esquerda, ou seja, a partir das

unidades.

2 3 7
+ 4 2

b) Adicionamos o 7 com o 2.
2 3 7
+ 4 2
9

¢) Adicionamos o 3 com o 4.
2 3 7
+ 4 2
79

d) Descemos o 2.

2 3 7
+ 4 2
2 9

Desta maneira temos que 237 mais 42 é igual a 279, que usual-
mente é denotado por:
237 + 42 = 279.

Como vimos no capitulo 1 podemos reescrever o 237 e o 42 nas
suas expansoes em base 10. Em virtude da propriedade associativa da
adicdo nao faremos uso dos parénteses para indicar a ordem de uma
adicdo de mais de duas parcelas. Escrevemos os nimeros em suas
expansoes em base 10 para justificar o funcionamento do algoritmo e
entao adicionamos as parcelas da seguinte maneira:
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237442 = 20043047 +40+2 (2.1)
= 2.10°4+3-10" +7-10°+0-10° +4-10" +2-10°(2.2)
= 2.10°40-10°+3-10" +4-10" +7-10° +2-10°(2.3)
= 2.10°40-10°+3-10" +4-10" + (7+2)-10°  (2.4)
= 2.10°4+0-10°4+3-10" +4-10" +9-10° (2.5)
= 2:10°40-10°+ (3+4)-10" +9-10° (2.6)
= 2-10°4+0-10°4+7-10" +9-10° (2.7)
= (2+0)-10°+7-10" +9-10° (2.8)
= 2-10°+7-10" +9-10° (2.9)
= 200+70+9
= 279.

Como descrito anteriormente, de fato na maior parte dos célculos
nao faremos uso dos parénteses devido a propriedade associativa, porém
nos casos em que queremos chamar a atenc¢ao do leitor para as situacoes
que iremos explicar faremos o uso dos mesmos. Descrevendo as passa-
gens temos:

e De (2.1) para (2.2): Escrevemos os nimeros nas suas expansoes
em base 10. Note que acrescentamos a parcela 0-10? na expansao
do ntimero 42 em base 10 para que os nimeros 237 e 42 tenham
0 mesmo nimero de colunas quando dispostos no algoritmo, mas
isto nao seria necessario. Faremos o acréscimo desta parcela ape-
nas para sermos coerente com as explicagoes anteriores, em que
igualamos o nimero de colunas dos ntimeros a serem adicionados.

e De (2.2) para (2.3): Utilizamos a propriedade comutativa da
adicao para reorganizarmos as parcelas da acordo com as poténci-
as. Reorganizamos em ordem decrescente da esquerda para di-
reita.

e De (2.3) para (2.4): Utilizamos a propriedade distributiva da mul-
tiplicacao em relagao a adicao para adicionarmos o 7 com o 2, pois
estes sao os tnicos algarismos a serem adicionados que multipli-
cam a poténcia 10°, justificando a adicdo de unidade com unidade
e, consequentemente, o alinhamento em colunas do algoritmo.

e De (2.4) para (2.5): Adicionamos as unidades, ou seja, o 7 com o
2, e assim temos que o 9 é o algarismo resultante das unidades.
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De (2.5) para (2.6): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a soma para adicionarmos o 3 com o
4, pois estes s@o os unicos algarismos a serem adicionados que
multiplicam a poténcia 10, justificando a adicdo de dezena com
dezena.

De (2.6) para (2.7): Adicionamos os algarismos das dezenas, ou
seja, o 3 com o 4, e assim temos que o 7 é o algarismo resultante
das dezenas.

De (2.7) para (2.8): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a soma para adicionarmos o 2 com o
0, pois estes sao os uUnicos algarismos a serem adicionados que
multiplicam a poténcia 102.

De (2.8) para (2.9): Adicionamos os algarismos das centenas, ou
seja, o 2 com o 0, e assim temos que o 2 é o algarismo resultante
das centenas. Aqui ainda poderiamos considerar que utilizamos a
existéncia do elemento neutro para justificar a centena resultante
e também que podemos acrescentar zeros a esquerda do ntmero
que nao interfere no resultado. E por isso o 0 (zero) nao precisa
figurar no algoritmo e podemos simplesmente descer o 2.

Escrevendo a adicao usando a representacao dos nimeros no sis-

tema posicional em base 10 fica claro porque o algoritmo é da forma
apresentada. Ou seja, alinhamos os nimeros a direita com o menor fi-
gurado abaixo do maior para que possamos operar de acordo com suas
respectivas colunas, iniciando pela coluna das unidades, em seguida a
coluna das dezenas, e assim por diante, como mostramos nas passagens.

Exemplo 2.2.2. Somar 358 e 26.

Seguiremos os mesmos passos do exemplo 2.2.1 em que alinhamos

a direita e adicionamos em colunas:

a) Montamos a conta com o numero maior acima do nimero me-

nor alinhando-os da direita para esquerda, ou seja, a partir das
unidades.
3 5 8
4+ 2 6
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b) Adicionamos o 8 com o 6.

+ w
N OU =
= | O 0o

Adicionando 8 e 6 obtemos 14, que é maior do que 9, entao usamos
0 4 como unidade resultante e subimos o 1 na coluna das dezenas.

¢) Adicionamos o 5 com o 2 e com o 1 que subiu.

1
3 5 8
+ 2 6
8
d) Descemos o 3.
1
3 5 8
+ 2 6
3 8 4

Desta maneira temos que:

358 4 26 = 384.
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Agora escrevendo esta soma utilizando a representagdo dos nimeros
358 e 26 em base 10 temos:

358426 = 3004+50+8+20+6 (2.10)
= 3-10°4+5-10" +8-10°+2-10" +6-10°  (2.11)
= 3-10°+5-10" +2-10" +8-10° +6-10°  (2.12)
= 3-10°+5-10" +2-10" 4+ (8 4+ 6) - 10° (2.13)
= 3-10°+5-10" +2-10" +14-10° (2.14)
= 3-10°+5-10" +2-10" + (10 4+ 4) - 10° (2.15)
= 3-10°+5-10" +2-10" +10-10° +4-10°  (2.16)
= 3-10°4+5-10" +2-10" +1-10" +4-10°  (2.17)
= 3-10°+(5+2)-10" +1-10" +4-10° (2.18)
= 3-10°+7-10"+1-10" +4-10° (2.19)
= 3-10°+(7+1)-10" +4-10° (2.20)
= 3-10°+8-10" +4-10° (2.21)
= 300+80+4
= 384.

Novamente, como explicado na pagina 31, ndo faremos uso dos

parénteses para indicar a ordem de uma adi¢ao de mais de duas parce-
las devido a propriedade associativa, exceto para casos que queremos
chamar a atengao do leitor. Descrevendo as passagens temos:

De (2.10) para (2.11): Escrevemos os nlimeros nas suas expansoes
em base 10. Note que nao acrescentamos a parcela 0 - 102 na ex-
pansao do ntimero 26 em base 10, como no exemplo anterior, jus-
tamente para mostrar ao leitor que o acréscimo nao é necessario.

De (2.11) para (2.12): Utilizamos a propriedade comutativa da
adicao para reorganizarmos as parcelas de acordo com as poténcias.

De (2.12) para (2.13): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adicao para adicionarmos o 8 com o
6, pois estes sao os Unicos algarismos a serem adicionados que
multiplicam a poténcia 10°, justificando a adicdo de unidade com
unidade e, consequentemente, o alinhamento em colunas do algo-
ritmo.

De (2.13) para (2.14): Adicionamos os algarismos das unidades
obtendo 14 como resultado.
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De (2.14) para (2.15): Escrevemos o nimero 14 em sua expansao
em base 10 pois o nimero 14 nao é um algarismo. Isto pode
ocorrer em passagens intermediarias, porém, ao final, as poténcias
serao precedidas apenas por algarismos.

De (2.15) para (2.16): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicagao em relagao a adigao.

De (2.16) para (2.17): A dezena do numero 14 ao ser multiplicada
po 10° corresponde, na verdade, a 1-10', passando entdo a operar
com as dezenas ja existentes, ficando explicito o momento que,
no algoritmo, subimos um algarismo na coluna das dezenas e o
motivo pelo qual isto acontece. Assim teremos o algarismo 4 como
o tnico algarismo que precede a poténcia 10°.

De (2.17) para (2.18): Utilizamos a propriedade distributiva em
duas das parcelas que contenham algarismos que precedem a
poténcia 10', ou seja utilizamos esta propriedade para agrupar-
mos o0 5 com o 2.

De (2.18) para (2.19): Adicionamos as dezenas agrupadas na pas-
sagem anterior resultando 7 dezenas.

De (2.19) para (2.20): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicagao em relacao a adigao para agruparmos as 7 dezenas
resultantes da passagem anterior com o 1 proveniente de passa-
gens anteriores, e este ¢ o 1 que subiu na coluna das dezenas
quando exemplificamos por meio do algoritmo.

De (2.20) para (2.21): Adicionamos as 7 dezenas com 1 dezena
resultando 8 dezenas. Assim, fica claro o momento em que adi-
cionamos as dezenas existentes com o 1 que subiu da adigao das
unidades no algoritmo.

Na sequéncia operariamos os algarismos precedentes da poténcia
102, porém sendo o algarismo 3 o tinico que precede tal poténcia
dizemos apenas que descemos o 3.

Sabemos que em cada coluna podemos ter apenas um algarismo,

cujo o valor maximo ¢ 9 e note que 8+6 = 14, logo, 14 nao pode ocupar
a posicao de um algarismo. Nestes casos, em que a soma ultrapassa
9, colocamos o algarismo da unidade resultante desta soma na posicao
das unidades, neste exemplo o 4, e o algarismo da dezena resultante é
colocado acima da coluna das dezenas para que seja somado as outras
dezenas, neste exemplo o 1. Esta descrigao do item ¢) do algoritmo fica
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bem evidente na passagem de (2.14) para (2.15). Escrevendo a conta
desta outra forma fica claro que devemos adicionar o algarismo 1 das
dezenas de 14 com as 5 dezenas de 358 e as 2 dezenas de 26. Observe
que de (2.14) para (2.15) tivemos que escrever o 14 como 10 + 4 para
obtermos o algarismo das unidades e o 10 que sobra, que na verdade
¢ 1-10', deve ser adicionado ao 5 - 10' e ao 2 - 10!, obtendo assim
(5+2+1)-10%, que equivale a parte do algoritmo que adiciona o 5 com
0 2 com o 1 que subiu.

Exemplo 2.2.3. Somar 358 e 96.

Seguiremos os mesmos passos dos exemplos 2.2.1 e 2.2.2.

a) Montamos a conta com o numero maior acima do nimero me-
nor alinhando-os da direita para esquerda, ou seja, a partir das

unidades.
3 5 8
+ 9 6
b) Adicionamos o 8 com o 6.

1
3 5 8

+ 9
4

Observamos que 8 + 6 = 14 e que 14 é maior do que 9. Assim,
colocamos o algarismo 4 como resultado na coluna das unidades
e o algarismo 1 sobe na coluna das dezenas para ser adicionado
com as outras dezenas.

¢) Adicionamos o 5 com 0 9 e com o 1 que subiu.

1 1

3 95 8

+ 9 6
5 4
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Novamente, 1 +5+ 9 = 15, e 15 por sua vez é maior do que
9. Logo, colocamos o algarismo 5 como resultado na coluna das
dezenas e o algarismo 1 sobe na coluna das centenas para ser
adicionado as outras centenas.

Adicionamos o 3 com o 1 que subiu.

1 1
3 5 8
+ 9 6
4 5
Desta maneira temos que:
358 + 96 = 454.

Escrevendo esta soma utilizando a representacao dos niimeros 358
e 96 em base 10 temos:

358496 = 3004+50+8490+6 (2.22)
= 3.-10°45-10"+8-10°+9-10" +6-10° (2.23)
= 3-10°+5-10"+9-10" +8-10° +6 - 10° (2.24)
= 3-10°45-10" +9-10" + (8 4+6)-10°  (2.25)
= 3-10°+5-10" +9-10" +14-10° (2.26)
= 3.10°+5-10"4+9-10" + (10+4)-10° (2.27)
= 3-10°+5-10" +9-10" +10-10° + 4 -10°(2.28)
= 3-10°+5-10" +9-10" +1-10" +4-10° (2.29)
= 3.10°+(5+9)-10" +1-10" +4-10°  (2.30)
= 3-10°+14-10" +1-10" +4-10° (2.31)
= 3-10°4(14+1)-10" +4-10° (2.32)
= 3-10°+15-10" +4-10° (2.33)
= 3.-10°4(10+5)-10" +4-10° (2.34)
= 3-10°+10-10" +5-10" +4-10° (2.35)
= 3.10°+1-10*>+5-10" +4-10° (2.36)
= (3+1)-10°+5-10" +4-10° (2.37)
= 4-10°+5-10" +4-10° (2.38)

400 + 50 + 4
454.
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Neste exemplo, assim como no anteriores, dispensamos o uso dos
parénteses para indicar a ordem de uma adicao de duas ou mais par-
celas devido a propriedade associativa, a menos que queiramos chamar
a atencao do leitor para alguma situagao. Descrevendo as passagens
temos:

e De (2.22) para (2.23): Escrevemos os nimeros nas suas expansoes
em base 10 e, assim como no exemplo anterior, nao acrescentamos
zeros & esquerda no nimero com menos algarismos.

e De (2.23) para (2.24): Utilizamos a propriedade comutativa da
adicao para reorganizarmos as parcelas de acordo com as poténcias.

e De (2.24) para (2.25): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relacao a adicao para adicionarmos o 8 com o
6, pois estes sao os Unicos algarismos a serem adicionados que
multiplicam a poténcia 10°, justificando a adicdo de unidade com
unidade e, consequentemente, o alinhamento em colunas do algo-
ritmo.

e De (2.25) para (2.26): Adicionamos os algarismos das unidades
obtendo 14 como resultado.

e De (2.26) para (2.27): Nao sendo 14 um algarismo, escrevemos
este em sua expansao em base 10.

e De (2.27) para (2.28): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adicao.

e De (2.28) para (2.29): A dezena do niimero 14 ao ser multiplicada
por 10° corresponde, na verdade, a 1-10', passando entdo a operar
com as dezenas ja existentes, ficando explicito o momento que,
no algoritmo, subimos um algarismo na coluna das dezenas e o
motivo pelo qual isto acontece. E assim teremos o algarismo 4
como tnico algarismo que precede a poténcia 10°.

e De (2.29) para (2.30): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adicao em duas das parcelas que conte-
nham algarismos que precedem a poténcia 10', ou seja, utilizamos
esta propriedade para agruparmos o 5 com o 9.

e De (2.30) para (2.31): Adicionamos as 5 dezenas de 358 com as
9 dezenas de 96, resultando 14 dezenas.
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e De (2.31) para (2.32): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adicao para agruparmos as 14 deze-
nas resultante da passagem anterior com 1 dezena proveniente de
passagens anteriores. Este é o algarismo que subiu na coluna das
dezenas quando exemplificamos por meio do algoritmo.

e De (2.32) para (2.33): Adicionamos 14 com 1 obtendo 15 como
resultado. Assim, fica claro o momento em que adicionamos os
algarismos das dezenas existentes com o 1 que subiu da adigao
das unidades no algoritmo.

e De (2.34) para (2.35): Nao sendo 15 um algarismo, escrevemos
este em sua expansao em base 10.

e De (2.35) para (2.36): A dezena do nimero 15 ao ser multiplicada
por 10! corresponde, na verdade, a 1-102, passando entdo a operar
com as centenas ja existentes, ficando explicito o momento que,
no algoritmo, subimos um algarismo na coluna das centenas e o
motivo pelo qual isto acontece. E assim teremos o algarismo 5
como tinico algarismo que precede a poténcia 10°.

e De (2.36) para (2.37): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adicao para agruparmos o 3 com o
1. Assim fica claro o momento em que adicionamos a centena
existentes com o 1 que subiu da adi¢ao das dezenas no algoritmo.

e De (2.37) para (2.38): Adicionamos a centena ja existente 3 com
o 1 proveniente da soma das dezenas, obtendo 4 como resultado.

Novamente, observe que tivemos que escrever o 14 resultante
da soma das unidades como 10 + 4, colocando o algarismo 4 como
o novo algarismo das unidades enquanto as outras 10 unidades, que
correspondem a 1 dezena, equivalem ao 1 que subiu na coluna das
dezenas, assim como no exemplo 2. Observe ainda, que utilizamos uma
ideia similar quando ao somarmos as dezenas de 358 e de 96 com o
1 que subiu obtivemos 15, que por sua vez é maior do que 9. Logo,
escrevemos 15 dezenas como 10 + 5 dezenas colocando o 5 como novo
algarismo das dezenas e as 10 dezenas, que correspondem a 1 centena,
equivalem ao 1 que subiu na coluna das centenas.

Para nimeros com mais algarismos, ou seja, nimeros que ao
dispormos no algoritmo tenham mais de trés colunas, procedemos de
maneira andloga. Sempre que a adicao dos algarismos de uma co-
luna excederem a 9, nao sendo assim um algarismo, reescreveremos os
respectivos resultados em suas expansoes em base 10 e, utilizando as
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propriedades, reorganizaremos de modo que possamos opera-los com
algarismos.

Na proxima segao veremos como proceder para adicionarmos
multiplas parcelas.

2.3 O ALGORITMO DA ADICAO PARA MULTIPLAS PARCELAS.

Na segao anterior estudamos detalhadamente o algoritmo da
adicdo para duas parcelas. Por definigdo, a adicao s6 pode ser rea-
lizada de dois em dois nimeros. Porém podemos utilizar um algoritmo
andlogo ao da secao (2.2) para adicionarmos simultaneamente mais de
dois niimeros.

Fagamos um breve estudo para a adicao de trés parcelas. De
maneira analoga iremos dispor de trés niimeros naturais z, y e z, um
abaixo do outro, com o maior figurado na parte superior e mantendo
o alinhamento em colunas. Ou seja, alinhando unidades com unida-
des, dezenas com dezenas, centenas com centenas e assim por diante.
Vejamos uma descricao do algoritmo com um pouco mais de detalhes.

Considere trés nimeros naturais quaisquer & = a,a0y,_1 - - a10g,
Y = bpmbm_1 - b1bg € z = cxcr_1---c1co, em que n, m e k € N,
queremos encontrar a soma x + y + z. Entrarfamos na discussao do
nimero de colunas de acordo com os indices m, n, e k, porém, como
ja mostrado anteriormente sabemos que podemos igualar o nimero de
colunas dos ntimeros quando dispostos no algoritmo.

Assim, seguimos o mesmos passos de outrora:

a) Montamos a conta com o nimero maior figurado na parte superior
do algoritmo e os demais dispostos em linhas e em ordem decres-
cente alinhando-os da direita para esquerda, ou seja, a partir das
unidades.

b) Adicionamos os algarismos da coluna das unidades, ou seja ay |,
bo e cp.

¢) Adicionamos os algarismos da coluna de indice 1 e assim sucessi-
vamente.

d) Repetindo o processo coluna a coluna temos agora que adicionar
os algarismos da coluna de indice n — 1.

e) Por fim, na coluna mais a esquerda temos que adicionar os alga-
rismos da coluna de indice n.
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Observe que no item b), ao adicionarmos os tés algarismos da
coluna das unidades teremos duas situagoes distintas. A que a soma
ag + by + co < 9 da qual seguimos aos outros passos citados, e a que a
soma ag + by + ¢g > 9 da qual, nao sendo este um algarismo, teremos
que subir um algarismo na coluna das dezenas que sera, posteriormente,
adicionado com as dezenas ja existentes.

Note que tendo trés algarismos a serem adicionados cada um
deles tendo valor maximo 9 temos que a soma maxima da coluna das
unidades é 27. Deste modo, o valor a subir na coluna das dezenas é no
maximo 2.

A partir do item c¢) temos duas situagdes decorrentes do item
anterior. A que a soma do item anterior néo fez subir nenhum algarismo
na coluna das dezenas, podendo assim ser dado sequéncia aos outros
passos, e a que a soma do item anterior gerou um algarismo de valor
maximo 2 a ser adicionado na coluna das dezenas também. Neste caso,
teremos o valor maximo de 27 proveniente dos algarismos das dezenas
ja existentes dos niimeros, mais o algarismo que subiu de valor maximo
2 a serem adicionados, totalizando valor maximo da soma da coluna
das dezenas 27 4+ 2 = 29.

Esta andlise é feita item a item. Ainda que sempre separemos
em casos cada item o valor médximo a subir é 2, pois a soma maxima
das unidades é 27 e a soma maxima de qualquer outra coluna é 29.

Note que a soma de uma coluna pode ser um valor superior a
9. Nestes casos alocaremos o algarismo da unidade do resultado desta
soma abaixo da coluna que esta sendo adicionada e a dezena desta soma
colocaremos acima da coluna imediatamente a esquerda para operar
com os valores da mesma, podendo ser este valor o algarismo 1 ou, no
maximo, o 2

A justificativa da validade do algoritmo se da pela operagao dos
nimeros x, y e z em suas expansoes em base 10. Porém, como esta
andlise para mais de duas parcelas é andloga a andlise da adicao de
duas parcelas em suas expansoes em base 10, ela nao serd apresentada
com detalhes.

Vejamos em um exemplo numérico como o algoritmo funciona e
em seguida analisaremos o algoritmo para multiplas parcelas.

Exemplo 2.3.1. Adicionar 968,524 e 89.
Seguiremos os passos citados anteriormente:

a) Montamos a conta alinhando os valores da direita para esquerda,
com o maior figurado na parte superior, assim como nos exemplos
anteriores.
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9 6 8

+ 5 2 4

8 9
b) Adicionamos o 8 com o 4 com o 9.
2

9 6 8

+ 5 2 4

8 9

1

Como 8 + 4 + 9 = 21 colocamos o algarismo 1 abaixo da coluna
das unidades e o algarismo 2 sobe na coluna das dezenas para ser
adicionado as outras dezenas.

¢) Adicionamos o 6 com o 2 com o 8 e com 0 2 que subiu.

1
9
+ 5

0 | CO N O
= | © &= 0o

Como 642+8+2 = 18 colocamos o algarismo 8 abaixo da coluna
das dezenas e o algarismo 1 sobe na coluna das centenas para ser
adicionado as outras centenas.

d) Adicionamos 0 9 com o 5 e com o 1 que subiu.

1 2
9 6 8
+ 5 2 4
8 9
1 5 8 1

Como 9+5+1 = 15 e, sendo esta a 1ltima coluna a ser adicionada,
colocaremos a soma 15 como resultado independentemente do
valor ter excedido 9, e entao o 5 passa a ser o algarismo das
centenas e o 1 o algarismo da unidade de milhar.
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Desta maneira, temos que
968 + 524 + 89 = 1.581.

Observe que, no item b) sobe um algarismo maior do que 1,
porém sobe no maximo o algarismo 2, uma vez que somando 3 alga-
rismos de valor maximo 9 teriamos valor resultante maximo 27. Para
os itens seguintes terfamos 3 algarismos de valor maximo 9 somando
27 e, talvez, o valor que pode ter subido de valor maximo 2 resultando
entao 29, ou seja, mesmo que estejamos considerando uma coluna que
subiu algum valor sua soma maxima ¢é 29 e portanto o valor maximo
que sobe em qualquer estagio é 2.

Reescrevendo os ntimeros 968,524 e 89 em suas expansoes em
base 10 operamos da seguinte maneira:

968 + 524489 = 900 + 60 + 8 + 500 + 20 + 4 + 80 + 9 (2.39)
= 9.10°4+6-10" +8-10°+5-10° +2- 10"
+ 4-10°+8-10" +9-10° (2.40)
= 9-10°+5-10°+6-10" +2-10" +8-10"
+ 8:10°+4-10°+9-10° (2.41)
= 9-10°+5-10°+6-10" +2-10" +8-10"
+ 8-10°+ (4+9)-10° (2.42)
= 9-10°+5-10°+6-10" +2-10" +8-10"
+ (8+(4+49)-10° (2.43)
= 9:10°+5-10°+6-10" +2-10" +8-10"
+ 21-10° (2.44)
= 9.10°+5-10°+6-10" +2-10" +8-10"
+ (2041)-10° (2.45)
= 9-10°+5-10°+6-10" +2-10" +8-10"
4+ 20-10°+1-10° (2.46)
= 9-10°+5-10°+6-10" +2-10" +8-10"
+ 2-10"+1-10° (2.47)
= 9-10°4+5-10°+6-10" + (2+8) - 10"
+ 2-10" +1-10° (2.48)
= 9-10°+5-10°+ (6 + (2+8))- 10" +2- 10"
+ 1-10° (2.49)
= 9.-10°+5-10°+16- 10" +2- 10" + 1-10° (2.50)
= 9-10°+5-10° + (16 +2) - 10" +1-10°  (2.51)



45

= 9-10°+5-10° +18-10" +1-10° (2.52)
= 9:10°+5-10° + (10 +8) - 10" +1-10° (2.53)
= 9.10°+5-10°+10-10" +8-10" +1-10° (2.54)
= 9.10°+5-10°4+1-10*+8-10" +1-10° (2.55)
= (945)-10°+1-10*°+8-10" +1-10° (2.56)
= 14-10°+1-10*>+8-10" +1-10° (2.57)
= (14+1)-10° +8-10" +1-10° (2.58)
= 15-10°+8-10" +1-10° (2.59)
= (10+5)-10*+8-10" +1-10° (2.60)
= 10-10°+5-10*+8-10" +1-10° (2.61)
= 1-10°+5-10°+8-10" +1-10° (2.62)
1.581.

Assim como para adicdo de duas parcelas, nao faremos uso dos

parénteses para indicar a ordem da adi¢cao de mais de duas parcelas
devido a propriedade associativa, exceto para os casos em que queremos
chamar a atenc¢ao do leitor. Descrevendo as passagens temos:

De (2.39) para (2.40): Escrevemos os nimeros nas suas expansoes
em base 10. Note que ndo acrescentamos zeros a esquerda no
ndmero com menos algarismos bem como nos exemplos anterio-
res.

De (2.40) para (2.41): Utilizamos a propriedade comutativa da
adicao para reorganizarmos as parcelas de acordo com as potén-
cias.

De (2.41) para (2.42): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adicao em duas das parcelas que conte-
nham algarismos que precedem a poténcia 10°, ou seja, utilizamos
esta propriedade para agruparmos o 4 com o 9.

De (2.42) para (2.43): Utilizamos novamente a propriedade dis-
tributiva da multiplicagao em relagao a adigao para agruparmos a
terceira parcela que contém um algarismo que precede a poténcia
10° as outras, ou seja, utilizamos esta propriedade para agrupar-
mos o 8 com 4 + 9.

De (2.43) para (2.44): Adicionamos os algarismos das unidades
obtendo 21 como resultado.
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De (2.44) para (2.45): Nao sendo 21 um algarismo, o escrevemos
em sua expansao em base 10.

De (2.45) para (2.46):Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relacao a adigao.

De (2.46) para (2.47): A dezena do ntimero 21 ao ser multiplicada
por 10° corresponde na verdade a 2-10', passando entéo a operar
com as dezenas ja existentes, ficando explicito o momento em
que, no algoritmo, subimos um algarismo na coluna das dezenas
e o motivo pelo qual isso acontece. Assim teremos o algarismo 1
como tnico algarismo que precede a poténcia 10°.

De (2.47) para (2.48): Utilizamos a propriedade distributiva da
adicao em relacao a multiplicagao em duas das parcelas que conte-
nham algarismos que precedem a poténcia 10', ou seja, utilizamos
esta propriedade para agruparmos o 2 com o 8.

De (2.48) para (2.49): Utilizamos novamente a propriedade dis-
tributiva da multiplicagao em relagao a adigao para agruparmos a
terceira parcela que contém um algarismo que precede a poténcia
10! as outras, ou seja, utilizamos esta propriedade para grupar-
mos o 6 com 2+ 8.

De (2.49) para (2.50): Adicionamos as 6 dezenas de 968 com as
2 dezenas de 124 com as 8 dezenas de 89, resultando 16 dezenas.

De (2.50) para (2.51): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relacao a adigao para agruparmos as 16 dezenas
resultantes da passagem anterior com as 2 dezenas provenientes de
passagens anteriores. Observe que, no algoritmo, estas 2 dezenas
correspondem ao 2 que subiu da adigao da coluna das unidades.

De (2.51) para (2.52): Adicionamos as 16 dezenas com as 2 deze-
nas agrupadas na passagem anterior, resultando 18 dezenas.

De (2.52) para (2.53): Nao sendo 18 um algarismo, o escrevemos
em sua expansao em base 10.

De (2.53) para (2.54): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adicao.

De (2.54) para (2.55): A dezena do ntimero 18 ao ser multiplicada
por 10! corresponde na verdade a 1-102, passando entdo a operar
com as dezenas ja existentes, ficando explicito o momento em
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que, no algoritmo, subimos um algarismo na coluna das centenas
e o motivo pelo qual isso acontece. Assim teremos o algarismo 8
como tnico algarismo que precede a poténcia 10!.

e De (2.55) para (2.56): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adicao em duas das parcelas que conte-
nham algarismos que precedem a poténcia 102, ou seja, utilizamos
esta propriedade para agruparmos o 9 com o 5.

e De (2.56) para (2.57): Adicionamos as 9 centenas de 968 com as
5 centenas de 124, resultando 14 centenas.

e De (2.57) para (2.58): Utilizamos a propriedade associativa da
adicao para agruparmos as 14 centenas provenientes da passagem
anterior com 1 centenas proveniente de passagens anteriores. Esta
1 centena, no algoritmo, corresponde ao 1 que subiu da adigao da
coluna das dezenas.

e De (2.58) para (2.59): Adicionamos as 14 centenas com 1 centena,
agrupadas na passagem anterior, resultando 15 centenas.

e De (2.59) para (2.60): Nao sendo 15 um algarismo, o escrevemos
em sua expansao em base 10.

e De (2.60) para (2.61):Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adigao.

e De (2.61) para (2.62): A dezena do nimero 15 ao ser multiplicada
por 102 corresponde na verdade a 1-103, passando entdo a operar
com as unidades de milhar, e, nao havendo nenhum algarismo na
coluna referente as unidades de milhar este ja é o resultado da
operacao desta coluna. Este é o momento que, no algoritmo, nao
subimos o 1, simplesmente colocamos 15 como resultado direto da
soma da coluna das centenas, bem como ja haviamos citado no
caso geral da adigao de duas parcelas que esta situagao poderia
ocorrer na adigao da coluna mais a esquerda.

Analogamente aos casos anteriores, houve uma reformulagao na
escrita de por meio das propriedades da soma e da multiplicacao, a qual
nos faz subir o dois na coluna das dezenas, e também uma reformulacao
da qual nos faz subir 1 na coluna das centenas.

Muito embora, no caso da adigao, o algoritmo funcione para
multiplas parcelas em decorréncia das propriedades da adi¢ao, devemos
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ter em mente que a operacao de adigao opera sempre de dois em dois
nimeros.

O mesmo raciocinio pode ser utilizado para a adigao de 4 ou mais
parcelas porém eles se diferenciarao pelo valor méximo que poderé su-
bir na coluna imediatamente a esquerda. Por exemplo, para 4 parcelas
o valor maximo a subir é 3, pois sao 4 -9 = 36 dos algarismos ja exis-
tentes mais no maximo 3 proveniente da coluna anterior, totalizando
no maximo 39. Para 5 parcelas o valor méximo a subir é 4, pois sao
5.9 = 45 dos algarismos ja existentes mais no maximo 4 proveniente
da coluna anterior, totalizando no maximo 49. Analogamente, e até o
limite de 10 parcelas, temos que o valor maximo a subir para a adi¢ao
de n parcelas em que n € {2,3,...,10}, é n — 1.

A partir de 10 parcelas o raciocinio também é andlogo, mas co-
locamos este limite pois a partir daqui os valores que sobem podem
ocupar mais de uma coluna. Por exemplo, com 11 parcelas, na coluna
das unidades temos valor maximo 11 -9 = 99, ou seja, o valor maximo
a subir para a coluna das dezenas serd 9. Mas, a partir da coluna das
dezenas podemos ter os mesmos 99 dos algarismos ja existentes mais
no maximo 9 proveniente da soma da coluna anterior, ou seja, temos
um total de 108 do qual 10 que é o valor a subir nao é um algarismo.
Neste caso o 0 subiria na coluna imediatamente & esquerda e o 1 na
coluna adjacente a imediatamente a esquerda.

Para um niimero muito grande de parcelas poderiamos ter a si-
tuagao de subir em trés colunas adjacentes ou mais. Estes casos com
muitas parcelas nao serao tratados, pois nao é comum termos a ne-
cessidade de adicionarmos manualmente um nimero muito grande de
parcelas. Vale lembrar que nestes casos é mais comum a utilizacao de
calculadoras ou softwares que operem por nos.
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3 ALGORITMO DA SUBTRACAO DE NUMEROS
NATURAIS

Para compreendermos o algoritmo da subtracao do modo que
vamos tratar devemos conhecer algumas propriedades da adigao e mul-
tiplicagao no conjunto dos nimeros inteiros.

3.1 ADICAO E MULTIPLICACAO DE NUMEROS INTEIROS

Trataremos aqui das propriedades da adi¢cao e da multiplicacao
no conjunto dos niimeros inteiros que, assim como as propriedades de
adicao e multiplicacao de niimeros naturais, nao serao demonstradas.

3.1.1 Propriedades da adicao

Uma vez tendo a operacao de adigao definida no conjunto dos
nimeros naturais e, juntamente com o fato de o conjunto dos nimeros
naturais ser um subconjunto do conjunto dos niimeros inteiros, pode-
mos dizer que a operagao de adi¢ao no conjunto dos niimeros inteiros é
uma extensao da operagao de adigao do conjunto dos niimeros naturais.
Sendo assim, a notagao serd a mesma e todas as boas propriedades que
eram satisfeitas em N é de se esperar que também sejam satisfeitas em
Z.

A operagao de adi¢do é uma funcao que leva cada par ordenado
(z,y) de ntimeros inteiros a um ndmero inteiro denotado por z + y.
Denominamos por soma a imagem de (z,y) pela funcio adigdo, ou
seja, r + y em que separadamente x e y sao denominadas parcelas da
soma. Assim podemos definir a funcao adi¢ao simbolicamente por:

+ ZXxZ — L
(zy) — z+y

Chamamos a atencao do leitor para o fato de x + y ser simples-
mente a notagdo para a imagem do par ordenado (x,y) pela funcao
adicao, isto é,

z+y = +(z,y).

Assim como nao definimos formalmente a lei de formagao desta
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funcao quando abordamos os nimeros naturais, também néo o faremos
para os nuimeros inteiros, porém neste caso assumiremos que o leitor
esteja familiarizado em operar de —9 a 20 e isto ja serd suficiente para
o entendimento dos calculos que realizaremos, ja que nosso objetivo é
operar com numeros naturais. Vale lembrar que se x e y € N, entao
a imagem por esta funcao é a mesma da funcao adicao de niimeros
naturais.

Vamos mencionar agora algumas das propriedades da adi¢cao dos
numeros inteiros. Analogamente ao caso das propriedades da adi¢ao dos
ndimeros naturais, precisamos definir um elemento neutro da adigao, o
qual terd a mesma definicao, porém, agora, estamos considerando o
conjunto dos inteiros.

Ay Associatividade: Para todos x,y, z € Z temos que
@t+y)+tz=z+y+2).

Ao Existéncia do elemento neutro: O zero é um elemento neutro da
adicao, ou seja, para todo x € Z temos que

z+0=2=0+=z.
As Existéncia do oposto: Para todo = € Z, existe y € Z tal que
r+y=0=y+z.
A, Comutatividade: Para todos z,y € Z temos que
r+y=y—+zx.

As propriedade Ay, As e Ay da adigdo de ntimeros inteiros sao
igualmente interpretadas como estas mesmas propriedades para o con-
junto dos niimeros naturais, assim como ja abordadas na se¢ao 2.1.1, e,
portanto, ndo as explicaremos ou exemplificaremos novamente. Desta
maneira a propriedade Az é a tunica propriedade nao citada anterior-
mente e, portanto, a interpretaremos detalhadamente.

A existéncia do oposto é a propriedade que garante que dado
um numero inteiro x qualquer, existe um numero inteiro y que ao ser
adicionado com o nimero x obtemos como soma o elemento neutro
0. Esta propriedade também nos garante que se adicionarmos x a y
obtemos como soma o elemento neutro 0. O ntimero y é denotado por
—xz, e sendo ele tnico, como demonstrado no apéndice B.1, dizemos
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que o —x é o inverso aditivo de x, ou simplesmente o oposto de =x.
Formalmente temos que os pares ordenados (z, —x) e (—x,z) possuem
a mesma imagem pela fungao adicao, a saber, 0.

Sendo assim, dado um nuimero inteiro x o oposto de x, que é
denotado por —zx, é o nimero inteiro que satisfaz:

x4+ (—z)=0=(—x) + 2.
Note que das igualdades acima obtemos que:
(—z) +z=0=2+(-2),
ou seja, 0 x é o oposto de (—z). Logo, pela unicidade do oposto,
x=—(—x).

Podemos exemplificar a existéncia do oposto da seguinte ma-
neira: Dado o ntimero inteiro 5, o oposto de 5 é o ntimero —5, ji que
5+ (=5) = 0= (-5) + 5. Do mesmo modo temos que 5 serd o oposto
de —5, logo 5 = —(=5).

3.1.2 Operagao de subtracao

Uma vez que temos a propriedade Az, que garante a existéncia
do elemento oposto em Z, podemos definir uma nova operagao em Z,
a operacgao de subtracdo como uma funcao que leva cada par ordenado
(z,y) de ntimeros inteiros a um ndmero inteiro denotado por z — y.
Denominamos por diferenga a imagem de (z,y) pela fun¢ao subtragéo,
ou seja, r —y em que separadamente x e y sao denominadas minuendo
e subtraendo da subtracdo, respectivamente. Assim podemos definir a
funcdo subtracao simbolicamente por:

- . ZxZ — T
(z,y) +— z+(-y)

Chamamos a atencao do leitor para o fato de x — y ser simples-
mente a notagdo para a imagem do par ordenado (x,y) pela funcao
subtracao, isto é,

r—y:i=—(r,y) =+ (~y).
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E assim, da maneira que a operacao de subtracao é definida, te-
mos que ela nao é comutativa. Por exemplo, a imagem do par ordenado
—((1,2)) é diferente da imagem do par ordenado —((2,1)) um vez que
a imagem de —((1,2)) é igual a 1 4+ (—2) = —1 enquanto a imagem de
—((2,1)) éiguala 24+ (—1)=1e —1 # 1.

3.1.3 Propriedades da multiplicagao

Assim como a operagdao de adigao em Z é uma extensao da
operagao de adicao em N, a operagao de multiplicagao em Z também é
uma extensao da operagao de multiplicacao em N. E também, por esta
razao, as notagoes serao mantidas e espera-se que as boas propriedades
satisfeitas em N também serao satisfeitas em Z.

A operacao de multiplicacdo é uma funcao que leva cada par or-
denado (z,y) de numeros inteiros a um ndmero inteiro denotado por
x - y. Denominamos por produto a imagem de (x,y) pela fun¢ao mul-
tiplicagao, ou seja z -y, em que separadamente x e y sao denominados
fatores. Assim podemos definir a funcao produto simbolicamente por:

CIx7T — T
(v,y) +— x-y

Lembramos que é comum no Ensino Fundamental também repre-
sentarmos a fungao multiplicacao pelo simbolo X, mas neste trabalho
usaremos somente a notagao citada acima.

Assim como na multiplicacdo de naturais vamos definir a lei de
formacao da funcdo multiplicagdo de nimeros inteiros separando em
casos observando que Z = Z* U {0} UZ%, em que Z% = N* e Z* =
{...,—3,-2,-1}.

e Se x,y € Z% = N*, entao:

ry=y+y+y+---+vy.

X vezes

e Sex € Z* ey cZ, entdo:

r-y=x+r+zr+---+zx.

Yy vezes
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e Sex € Z} ey € Z*, entdo:

T yYy=y+ty+y+---+y.

xr vezes
e Sex€Z* eyecZ*, entao:

zy=(-y)+(y)+ -y +- +(-y).

—X VeEZES

e Se x ou y sdo zero, entao:
xz-y=0.

Vejamos agora algumas das propriedades da multiplicagao dos niimeros
inteiros. Também faremos uso da mesma definicao de um elemento
neutro da multiplicagao de nimeros naturais, porém agora, no conjunto
dos inteiros.

M; Associatividade: Para todos z,y, z € Z temos que
(x-y)-z=a-(y-2)

Ms Existéncia do elemento neutro: O 1 é um elemento neutro da
multiplicacao, ou seja, para todo x € Z temos que

rz-l=zxz=1- .

M3 Distributividade da multiplicagao em relacao a adigao: Para todo
z,Y, 2 € Z temos que

z-(x+y)=z-xz+z-y e

(z+y)-z=x-2+y- 2

Também utilizaremos apenas o termo distributividade para nos
referirmos a esta propriedade.

M, Comutatividade: Para todo x,y € N temos que
:L’ . y fr— y . 1'.

As propriedades My, My, M3 e M, da multiplicagao de niimeros
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inteiros sao igualmente interpretadas como estas mesmas propriedades
para o conjunto dos nimeros naturais, assim como ja abordadas na
secao 2.1.2 e, portanto, também nao as explicaremos ou exemplificare-
mos novamente.

3.1.4 Propriedades envolvendo subtragao e multiplicacao

Analisaremos agora algumas propriedades que envolvem sub-
tracao e multiplicacao de niimeros inteiros das quais, apesar de nao
apresentarem nomenclatura especifica como as propriedades anteriores,
seguirao a nomenclatura atribuida aqui neste texto, uma vez que fare-
mos uso destas propriedades ao detalharmos as explicagoes dos exem-
plos.

P, Para todos z,y, z,w € Z temos que
—(zy + 2w) = —(2y) — (2w).
P, Para todos z,y € Z temos que
—(zy) = (=2)y.

Vamos agora demonstrar estas propriedades. Lembramos que
nao estamos utilizando parénteses para indicar a ordem de uma adigao
de mais de duas parcelas em virtude da associatividade.

Demonstragao. P;: Dado o nimero inteiro xy 4+ zw temos que, pela
definigao de oposto, —(zy + zw) é o seu oposto. Queremos mostrar que
—(ay + zw) = —(ay) — (2w). Para isto basta mostrarmos que —(xy) —
(zw) é o oposto de xy + zw, e pela unicidade do oposto garantimos que
—(zy) — (2w) = —(zy + 2w). Agora note que:

(ay + zw) + (—(29) — (20)) = 2y + 2w+ (=(oy)) + (~(zw)) (3.1)
2y + (—(2y) + 20 + (~(z0)) (32)
04+0=0.

Note que de (3.1) para (3.2) usamos a propriedade comutativa da
adicdao. Ainda, em virtude da comutatividade da adi¢ao temos também
que

(=(zy) — (zw)) + (zy + 2w) = 0,
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ou seja, —(xy) — (zw) é o oposto de zy + zw.
Sendo assim, —(zy) — (zw) = —(zy + zw). O

Demonstragao. Ps: Dado o nimero inteiro xy temos que, pela definigao
de oposto, —(xy) é o seu oposto. Queremos mostrar que —(zy) =
(—x)y. Para isto basta mostrarmos que (—z)y é o oposto de zy, e pela

unicidade do oposto garantimos que (—z)y = —(zy). Agora note que:
wy+(-z)y = (z+(-2))y (3.3)
= 0Oy (3.4)

= 0,

Note que de (3.3) para (3.4) usamos que a soma de um nimero
com seu oposto é o elemento neutro. Note também que, devido a
propriedade comutativa da adicao, temos que

(—z)y + (2vy) =0,
logo, —(zy) = (—2)y.

O

Estas propriedades também sao validas para mais parcelas, porém
como estas demonstragoes precisam do principio de indugao, que nao
foi abordado no texto, nao serao feitas.

3.2 O ALGORITMO DA SUBTRACAO PARA DUAS PARCELAS.

Agora trataremos do algoritmo para a operacao de subtracao de
dois nuimeros que ¢é similar ao algoritmo da adicdo. Analisaremos, no
entanto, os casos em que esta operacao estd definida no conjunto dos
numeros naturais, ou seja, no caso particular em que sempre retiramos
um numero menor de um numero maior.

Para o uso do algoritmo também precisamos seguir alguns passos:

a) Montamos a conta com o nuimero maior figurando na parte
superior do algoritmo e alinhando os niimeros da direita para esquerda,
ou seja, pelas unidades, formando assim a coluna das unidades, a coluna
das dezenas, a coluna das centenas e assim por diante;
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b) Subtraimos os algarismos da coluna das unidades, retirando
o algarismo de baixo do algarismo de cima;

c¢) Subtraimos os algarismos da coluna das dezenas, retirando o
algarismo de baixo do algarismo de cima;

d) Subtraimos os algarismos da coluna das centenas, retirando,
sempre, o algarismo de baixo do algarismo de cima, e assim por diante.

Agora vamos apresentar o algoritmo de um ponto de vista mais
formal.

Sejam = anap—1---a160, Y = bmbm—1 ---b1by, em que n e
m € N. Note que os a;’s séo os algarismos do ntimero x e 0s bjls Sa0 08
algarismos do nimero y, para todoi € {1,2,...,n} ej € {1,2,...,m}.
Queremos encontrar a diferenca x — y.

Sem perda de generalidade vamos considerar = > y e n > m.
Assim como no algoritmo da adigdo analisaremos dois casos separada-
mente: 0 caso em que m = m € 0 €aso em que n > m.

Caso 1: n =m.

Note que se n = m entao podemos escrever y = b,b,_1 ---b1bg.
Neste caso x e y tém a mesma quantidade de algarismos e, portanto,
ao montarmos a conta alinhando pelas unidades estamos verticalmente
dispondo o algoritmo em colunas, formando assim a coluna das unida-
des, a coluna das dezenas, a coluna das centenas e assim por diante.
Entao, na disposi¢ao em colunas do algoritmo, a, estard na mesma
coluna de b,. Assim, seguindo os passos listados temos:

a) Montamos a conta com o nimero maior figurado na parte superior
do algoritmo alinhando-os da direita para esquerda, ou seja, a
partir das unidades.

2% Ap—1 e ay ao

- bn bn—l e bl bO

b) Subtraimos os algarismos da coluna das unidades, ou seja ag e bg.
Neste momento temos, novamente que dividir em dois casos:

CASO 1.1: A diferenga ag — by é um algarismo, ou seja ag > by e
neste caso denotaremos esta diferenca por cg.
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Qp  Gp—1 " ay ao
- bn bn—l e bl bO
Co

CASO 1.2: A diferenca ag — by ndo é um algarismo, ou seja ag <
bo.

Caso 1.2.1 a; > 0. Neste caso, precisamos utilizar o algarismo
das dezenas simultaneamente para podermos operar as unidades.
Utilizaremos 1 dezena do algarismo a; que equivalem a 10 unida-
des para operar na coluna das unidades. Desta forma, na coluna
das dezenas ao invés de a; teremos a; = a; — 1 enquanto na co-
luna das unidades ao invés de ag teremos lag = ag + 10 . Com
estas transformagoes poderemos operar, pois sendo by um alga-
rismo entre 0 e 9 temos que lag > by e entao a diferenga lag — by
é um algarismo e ai entao esta diferenca é denotada por cg.

dl 1a0

Qn  Qp—1 -+ 9 Qo
- bn bn—l bl bO
Co

No momento em que percebemos que nao é possivel operarmos
apenas com a coluna das unidades, tendo que fazer uso de 1 de-
zena como 10 unidades, usamos o termo pedir emprestado. Ou
seja pedimos 1 dezena emprestada e ai podemos operar a coluna
das unidades.

Note que cortamos o algarismo a; para lembrar que no préoximo
estagio ele nao fard parte da subtragao.

Caso 1.2.2 a1 = 0.

Caso 1.2.2.1 a; > 0. Neste caso, assim como no anterior, pe-
dimos emprestado ao algarismo das dezenas, que nao tem para
emprestar, pois a; = 0, logo utilizamos simultaneamente a coluna
das centenas e das dezenas para podermos operar as unidades, ou
seja, a centena empresta para dezena, e a dezena empresta para
unidade. Utilizaremos 1 centena do algarismo as que equivalem
a 10 dezenas. Desta forma, na coluna das centenas ao invés de
as teremos as = as — 1 enquanto na coluna das dezenas ao invés
de ay teremos la; = a; + 10 = 0+ 10 = 10. A partir dai é
que estas 10 dezenas poderao emprestar 1 dezena & coluna das
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unidades, entao na coluna das dezenas teremos a; = 10 —1 =9
dezenas enquanto na coluna das unidades ao invés de ag teremos
lag = ag+10 . Com estas transformagoes poderemos operar, pois
sendo by um algarismo entre 0 e 9 temos que lag > by e entao
a diferenga lag — by é um algarismo e ai entao esta diferenca é
denotada por cg.

an Ap—1 e % /1/0/ ag
- bn bn—l N b2 bl bO
Co

Caso 1.2.2.2 ay = 0. Neste caso a unidade de milhar empresta
para centena, que empresta para dezena, que empresta para uni-
dade. O mesmo aconteceria se az = 0 e assim por diante. Uma
vez que r > y ainda que fossem feitos empréstimos consecutivos
até que chegasse a a,, este emprestaria e seria possivel a rea-
lizacao da subtracao.

Subtraimos os algarismos da coluna das dezenas, ou seja, a coluna
de indice 1, da seguinte forma: se pediu emprestado fazemos
a1 — by e se nao pediu emprestado fazemos a; — by.

Para cada uma das formas citadas acima temos outros dois novos
casos, uma vez que cada uma das diferencas pode ou nao ser um
algarismo, e isso se propagaria para todas as etapas do algoritmo.

Para que nao tenhamos que trabalhar com excesso de notagoes,
o que dificulta um pouco o entendimento, vamos mostrar o algo-
ritmo da maneira mais limpa possivel, ou seja, considerando que
a diferenga a; — b; é um algarismo e denotando por ¢;. Porém
deixamos claro que é possivel que sempre tenhamos que pedir
emprestado e entao estariamos operando na verdade com 1la; e
bi, em que i € {0,1,2,...,n— 1} e @, > by.

(€79 Ap—1 e aj agp
- by b1 -+ b1 bo
&] Co

Ao alinharmos a direita e subtrairmos em colunas estamos, na

verdade, subtraindo algarismos de mesma posicao, ou seja, unidade
com unidade, dezena com dezena, centena com centena e assim por
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diante. Isto indica que, assim como na soma, o algoritmo consiste em
subtrair algarismos de mesma posicao.

d) Repetindo o processo coluna a coluna temos agora que subtrair
os algarismos da coluna de indice n — 1.

Qp ap—1 e aq ao
- bn bnfl e bl bO
Ch—1 - €1 Co

e) Por fim, na coluna mais & esquerda temos que subtrair o algarismo

ap e b,.
Qnp Gp—1 o ai agp
- bn bn—l o bl bO
Cpn  Cp—1 ce 1 Co

Assim, sendo z = ¢,¢,—1 - - - €160, em que n € N, temos que:

T—yY =2z

Note que nao existe problemas ao subtrairmos b; de a; quando
a; > b; , porém quando ocorre o contrario, ou seja a; < b; temos que
pedir emprestado ao algarismo imediatamente a esquerda. Ainda com
x > y pode ocorrer para algum a; < b; exceto a, e b, em que sempre
ocorre a,, > b,. Nesta situagao o algarismo a; pede emprestado ao alga-
rismo a; 41 para poder ser subtraido b; de a;. No caso em que a,, = b,, ,
entao a,_1 > b,_1 e nao ocorre o problema de pedir emprestado para
an e ficar a,, < b,.

Caso 2: n > m. Note que, analogamente ao algoritmo da adigéo,
se n > m existem mais de m algarismos em x, em particular existe
um algarismo de posicao m denotado por a,,. Ao montarmos a conta
alinhando os algarismos da direta para esquerda este algarismo a,,
estd na mesma coluna do ultimo algarismo de y, denotado por b,.
Observe, entdo, que b, estd na mesma coluna de um a,,, o algoritmo
se torna idéntico ao caso 1 até a coluna m, e com isso nao repetiremos
a explicagao. Usando a mesma notagao seguiremos a partir da coluna
m + 1 com os seguintes passos:
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a) Subtraimos os algarismos da coluna de indice m + 1.

Analogamente & subtragdo das colunas anteriores a coluna de
indice m + 1 pode ter ou nao emprestado uma unidade a co-
luna imediatamente a direita, ou seja podemos estar tratando do
algarismo a,,41 ou o algarismo a1, respectivamente. Em qual-
quer uma das ocasioes nao teremos nenhum algarismo b,,, 41 a ser
subtraido nesta coluna, ou poderfamos ainda considerar b,,+1 = 0
resultando entao como diferenca da coluna o algarismo represen-
tante da coluna m + 1.

Note que nos casos em que n > m ao subtrairmos os algarismos das
coluna de indices ¢ tais que n > i > m + 1 estamos subtraindo 0 (zero)
de a,, que resulta no préprio a,. Nesses casos diremos que descemos
a, uma vez que o 0 (zero) nao precisa figurar no algoritmo.

Assim como no capitulo anterior, vamos justificar porque o algo-
ritmo apresentado é correto. E para isto, utilizaremos a representacao
de um niimero no sistema de numeracgao posicional em base 10 e também
vamos nos referir apenas como expansao em base 10.

Escrevemos x e y em base 10, ou seja, escrevemos x e y como
z=>"a-100ey = 3" b 10 em que n e m representam o
numero de colunas de seus respectlvos nimeros quando dispostos no
algoritmo e os coeficientes a;’s e b;’s sao os algarismos dos numeros x
e y, respectivamente. Sabemos que ou n > m ou m > n e que, em
virtude da operacao de subtracao nao ser comutativa, temos que fixar
uma situacao ou outra. Sem perda de generalidade consideramos que
n > m. Além disto, vimos que podemos igualar o nimero de colunas de
dois niimeros apenas completando com zeros a esquerda o niimero com
menos algarismos, assim, completaremos o nimero y com quantidade
suficiente de zeros a esquerda para que possamos reescrevé-lo como
y = Zi, b; - 10°. E entdo, usando as propriedades da adicdo e da
multiplicagao, a diferenga x — y pode ser feita da seguinte maneira:

r—y = Zai~10i—ibi~10i
= Y a0 +Z (bi - 10°%)
= Zai~10i+2—

i i=0

= > (ai-10" + (=b;) - 10%)

=0
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= Z(al — bl) . 10i.

=0

Para verificar as igualdades acima precisamos de todas aquelas
propriedades ja discutidas anteriormente, o que nao faremos neste mo-
mento. Deixaremos para explicitar as justificativas de cada uma das
igualdades nos exemplos numéricos apresentados na sequéncia.

Perceba que é o fator 10%, em que i € {0,1,2,...,n}, quem de-
termina a posicao de cada algarismo e, consequentemente, a coluna em
que este algarismo ocupa quando efetuamos a subtragao pelo algoritmo.
E por conta disto é que operamos com seus coeficientes e obtemos a
diferenca a; — b;, uma vez que os algarismos precedem a poténcia 10°.
Ou seja, o indice i ndo s6 é o que nos faz operar algarismos de mesma
posicao como também nos indica a posigao que esta diferenga vai ocu-
par. Desta maneira ao mostrarmos que a operagao de subtragao ocorre
em fungao da poténcia ¢, ou seja, com algarismos de mesmo indice em
razao da escrita em base 10, fica claro o motivo pelo qual na montagem
do algoritmo alinhamos os nimeros em colunas, operando unidades
com unidades, dezenas com dezenas, centenas com centenas e assim

por diante.
A diferenca de uma coluna de indice 7 justifica também a andlise
de casos do item b) da seguinte maneira para todo k € {1,2,...,n}:

CASO 1: se 0 < ap — b <9 temos que:
(ap — bg) - 10% = ¢ - 10%,

em que ay — by = ¢ é um algarismo e ¢ serd o k-ésimo algarismo do
nimero T — y.
CASO 2.1: se a;, — by, < 0 e agr1 > 0 temos que:

(10 4 ag, — by,) - 10% = (lag, — by,) - 10* = ¢, - 10%,

em que estas 10 dezenas que foram adicionadas ao algarismo aj, for-
mando o numero laj sao provenientes da coluna imediatamente a es-
querda em que o algarismo ag41 = dx41 + 1 empresta uma unidade da
coluna k + 1 para a coluna k, restando apenas o algarismo aj41 para
operar na coluna k + 1.
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CASO 2.2: se ay — by, < 0 e agyr1 = 0 temos que:
(10 + ay, — bg) - 10* = (lag — by) - 10F = ¢, - 10%,

em que esta dezena que foi adicionada ao algarismo aj formando o
numero lay é provenientes da coluna imediatamente a esquerda , porém
esta coluna nao tinha, inicialmente, alguma unidade para emprestar,
logo ocorreram dois empréstimos simultaneos da seguinte maneira: o
algarismo a2 = ax42+1 emprestou 1 unidade a coluna k+1, restando
apenas o algarismo ay4o para operar na coluna k + 2 em um estagio
futuro. Esta unidade empresta & coluna k + 1 equivalem a 10 unidades
desta coluna, logo, como ax41 = 0 temos agora lax+1 = 10. Agora que
temos a quantidade 10 para operar na coluna k + 1 temos como fazer
o empréstimo a coluna k, restando 10 — 1 = 9 para operar na coluna
k+1 futuramente, enquanto esta unidade emprestada a coluna k forma
o valor lay = 10 4+ ag.

O fato do indice ¢ determinar os algarismos que serao adicionados
faz com que visualmente nosso algoritmo fique alinhado da direita para
a esquerda uma vez que, independentemente da quantidade que um
numero representa. Todo niimero nao nulo tem unidade, mas nem todo
nimero tem centena, por exemplo, ou qualquer outra posi¢ao que nao
seja a unidade, ou seja, alinhar os nimeros da direita para esquerda
é uma consequéncia de operarmos de acordo com o indice de cada
algarismo (como visto na expansdo em base 10 descrita na pégina 48),
que com o hébito de operarmos agrupando pelas posicoes percebemos
que é o mesmo que alinharmos da direita para esquerda. Porém, note
que, para numeros com a mesma quantidade de algarismos tanto faz
alinharmos da direita para esquerda ou da esquerda para direita, desde
que o nimero maior fique na parte superior do algoritmo.

Para que fique mais claro para o leitor compreender a andlise
matematica do algoritmo vamos agora apresentar exemplos numéricos
de naturezas distintas. O exemplo 1 em que nao temos a necessidade
de pedir emprestado a nenhuma coluna, ou seja, nenhuma diferenca de
colunas ¢ inferior a 0, o exemplo 2 com uma tunica situacao de pedir
emprestado, o exemplo 3 com duas situagoes que tivemos que pedir em-
prestado para operarmos as colunas adequadamente, e o exemplo 4 que
apesar de termos apenas uma situacao de pedir emprestado, tivemos
que fazé-lo a duas colunas imediatamente & esquerda simultaneamente.

Exemplo 3.2.1. Subtrair 17 de 549.

a) Montamos a conta com o nimero maior figurado na parte superior
do algoritmo alinhando-os da direita para esquerda, ou seja, a
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partir das unidades.

5 4 9
- 17

b) Subtraimos o 7 do 9.
5 4 9
- 17
2

¢) Subtraimos o 1 do 4.
5 4 9
- 17
3 2

d) Subtraimos nada do 5.

5 4 9
- 17
5 3 2

Observe que subtrair nada de 5 é o mesmo que subtrair 0 de 5,
que ¢ igual a 5. Para este caso dizemos simplesmente que descemos o
5. Assim:
549 — 17 = 532.

Agora escrevendo os nimeros desta subtragao em suas expansoes
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em base 10 temos:

549 —17 = 500440+ 9 — (10 +7)

(3.5)
= 5-10°+4-10"4+9-10° — (1-10" +7-10%) (3.6)
= 5-10°4+4-10" +9-10° + (—(1-10") — (7-10%)) (3.7)
= 5-10°+4-10" +9-10° + (=1) - 10" + (=7) - 10° (3.8)
= 5.-10°4+4-10" +(=1)-10" +9-10° 4+ (-=7) - 10° (3.9)
= 5.10°44-10" +(=1)-10" + (9 + (=7)) - 10°  (3.10)
= 5-10°+4-10" +(=1)-10" + (9 - 7) - 10° (3.11)
= 5-10°4+4-10" +(=1)-10" +2-10° (3.12)
= 5-10°+ 4+ (=1))-10' +2-10° (3.13)
= 5.10°+(4—1)-10" +2-10° (3.14)
= 5-10°+3-10" +2-10° (3.15)

= 532.

Como vimos no capitulo 1 podemos reescrever o 549 e o 17 nas
suas expansoes em base 10. Em virtude da propriedade associativa
da adicao nao faremos uso dos parénteses para indicar a ordem de
uma soma de mais de duas parcelas. Escrevemos os niimeros em suas
expansoes em base 10 para justificar o funcionamento do algoritmo e
entao adicionamos as parcelas da seguinte maneira:

e De (3.5) para (3.6): Escrevemos os nimeros em suas expansoes
em base 10. Note que assim como na adicao nao precisamos
completar com zeros a esquerda o niimero com menos algarismos
e, portanto, nao o faremos aqui também.

e De (3.6) para (3.7): Usamos a propriedade P; que envolve sub-
tragao para distribuir a subtragao em uma soma.

e De (3.7) para (3.8): Separamos os coeficientes das poténcias con-
forme a propriedade P que envolve subtragao e multiplicagao.

e De (3.8) para (3.9): Utilizamos a propriedade comutativa da
adicao para reorganizamos as parcelas. Reorganizamos em or-
dem decrescente de poténcia da esquerda para direita.

e De (3.9) para (3.10): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adigao para agruparmos o 9 com o
oposto de 7
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De (3.10) para (3.11): Reescrevemos a soma de 9 com o oposto
de 7 como a subtragao de 9 menos 7.

De (3.11) para (3.12): Subtraimos 7 de 9 resultando 2. Neste mo-
mento fica claro que devemos subtrair o algarismo das unidades
de 17 do algarismo das unidades de 549.

De (3.12) para (3.13): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adigao para agruparmos o 4 com o
oposto de 1.

De (3.13) para (3.14): Reescrevemos a soma de 4 com o oposto
de 1 como a subtragao de 4 menos 1.

De (3.14) para (3.15): Subtraimos 1 de 4 resultando 3. Neste
momento fica claro que devemos subtrair o algarismo das dezenas
de 17 do algarismo das dezenas de 549.

E importante observar que nas parcelas (—1).10" e (—7).10°

de (3.8), em temos os niimeros —1 e —7 multiplicando as poténcias
de 10! e 10°, respectivamente, estes niimeros nao sio algarismos. As
poténcias podem vir precedidas por niimeros que nao necessariamente
sejam algarismos apenas em estdgios intermedidrios, porém ao finali-
zarmos a operacdo temos apenas algarismos no resultado. O mesmo
acontece em estagios posteriores.

Exemplo 3.2.2. Subtrair 432 de 861.

a) Montamos a conta com o nimero maior figurado na parte superior

do algoritmo alinhando-os da direita para esquerda, ou seja, a
partir das unidades.

8 6 1
-4 3 2
b) Subtraimos o 2 do 1.
5
8 6 11
-4 3 2
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Observe que nao é possivel subtrairmos 2 unidades de 1 unidade,
pois esta subtracao resultaria em um nimero que nao é um alga-
rismo. Neste momento pedimos emprestado uma dezena para a
coluna das dezenas uma vez que 1 dezena corresponde a 10 unida-
des. Desta maneira teremos na coluna das unidades 10 + 1 = 11
unidades e assim podemos subtrair 2 unidades do ntimero 11, re-
sultando 9. Note que na coluna das dezenas restara desta forma
6 — 1 = 5 dezenas a ser operada na etapa seguinte e, por este
motivo, riscamos o 6.

¢) Subtraimos o 3 do 5.

5
8 ¢4 11
-4 3 2
2 9

Subtraimos 3 de 5 pois 5 foi a dezena resultante apds o empres-
tarmos 1 dezena a coluna das unidades. Resultando assim, 2
dezenas.

d) Subtraimos 4 do 8.

1
= | i~ 00
N[ W™= Ot
—
—

Subtraimos 4 centenas de 8 centenas e obtivemos 4 como resul-
tado.

Assim:
861 — 432 = 429.

Agora escrevendo esta subtragao utilizando a representagao dos
nimeros 861 e 432 em base 10 temos:
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800 4 60 + 1 — (400 + 30 + 2) (3.16)
8-10°4+6-10" +1-10° — (4- 10> 4+ 3- 10"

2-10°) (3.17)
8-10%4+6-10" +1-10° + (—(4-10%)

(3-10") — (2-10%)) (3.18)
8-10°46-10" +1-10° 4 (—4) - 10?

(=3)-10" + (=2) - 10° (3.19)
8-10% + (—4) - 10> +6- 10" + (=3) - 10" +1-10°
(—2)-10° (3.20)
8-10> + (—4)-10° + 6 - 10" + (—3) - 10"

(14 (=2))-10° (3.21)
8-10% 4 (—4) - 10 + 6 - 10" + (=3) - 10"

(1-2)-10° (3.22)
8-10° 4 (—4) - 10> + (54 1) - 10" + (=3) - 10"
(1—2)-10° (3.23)
8-10° 4 (—=4)-10* +5-10" +1-10" + (-3) - 10"
(1-2)-10° (3.24)
8-10% 4 (—4)-10° +5-10" +10-10° + (=3) - 10"
(1-2)-10° (3.25)
8-10% 4 (=4) - 10 + 510" + (—=3) - 10" + 10 - 10°
(1-2)-10° (3.26)
8-10° + (—4) - 10° +5- 10" + (=3) - 10"

(10 + (1 —2)) - 10° (3.27)
8-10% 4 (—4) - 10> +5- 10" + (=3) - 10"

(1041 —2)-10° (3.28)
8-10° + (—4) - 10* +5- 10" + (=3) - 10"

(11 -2)-10° (3.29)
8-10° + (—4) - 10° +5-10" + (=3) - 10" +9-10°(3.30)
8-10° + (—4) - 10> + (5+ (=3)) - 10" +9-10°  (3.31)
8-10% + (—4)-10° + (5 —3) - 10" +9-10° (3.32)
8-10° + (—4)-10° +2-10" +9-10° (3.33)
(84 (—4))- 10> +2-10" +9-10° (3.34)
(8—14)-10*+2-10" +9-10° (3.35)
4-10° +2-10" +9-10° (3.36)

429.
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Novamente, como ja citado anteriormente, nao faremos uso dos

parénteses para indicar a ordem de uma soma de mais de duas parcelas
devido a propriedade associativa, exceto para os casos que queremos
chamar a atengao do leitor. Descrevendo as passagens temos:

De (3.16) para (3.17): Escrevemos os nimero em suas expansoes
em base 10 sem acrescentar zeros a esquerda no nimero com
menos algarismos.

De (3.17) para (3.18): Usamos a propriedade P; que envolve sub-
tragao para distribuir a subtragao em uma soma.

De (3.18) para (3.19): Separamos os coeficientes das poténcias
conforme a propriedade P, que envolve subtragao e multiplicacao.

De (3.19) para (3.20): Utilizamos a propriedade comutativa da
adicao para reorganizamos as parcelas. Reorganizamos em ordem
decrescente de poténcia da esquerda para direita.

De (3.20) para (3.21): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adicao para agruparmos o 1 com o
oposto de 2.

De (3.21) para (3.22): Reescrevemos a soma de 1 com o oposto
de 2 como a subtragao de 1 menos 2. Neste momento fica claro
que teremos que pedir emprestado a coluna das dezenas.

De (3.22) para (3.23): Recorremos & coluna das dezenas para
pedir emprestado uma vez que a diferenga 1 — 2 < 0. Logo rees-
crevemos a dezena 6 como a soma 5 + 1

De (3.23) para (3.24): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacdo em relagao & adigao para escrevermos (5 + 1) - 10!
como 5- 10! +1-10%.

De (3.24) para (3.25): Reescrevemos 1-10! como 10-10° uma vez
que 1 dezena equivale a 10 unidades.

De (3.25) para (3.26): Utilizamos a propriedade comutativa da
adicao para reorganizamos as parcelas. Reorganizamos em ordem
decrescente de poténcia da esquerda para direita.

De (3.26) para (3.27): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adigao para agruparmos os valores que
precedem a poténcia 10°.
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e De (3.27) para (3.28): Utilizamos a propriedade associativa da
adigdo para escrevermos 10 + (1 — 2) como (10 + 1 — 2).

e De (3.28) para (3.29): Adicionamos 10 com 1 obtendo 11 como
soma, evidenciando assim o momento em que a coluna das uni-
dades pegou emprestado uma dezena da coluna das dezenas.

e De (3.29) para (3.30): Subtraimos 2 de 11 resultando 9.

e De (3.30) para (3.31): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adigao para agruparmos as 5 dezenas
resultantes do empréstimo de uma dezena a coluna das unidades
de 861 com as 3 dezenas de 432.

e De (3.31) para (3.32): Reescrevemos a soma de 5 com o oposto
de 3 como a subtragao de 5 menos 3.

e De (3.32) para (3.33): Subtraimos 3 de 5 obtendo 2 como resul-
tado.

e De (3.33) para (3.34): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adicao para agruparmos as 8 centenas
de 861 com as 4 centenas de 432.

e De (3.34) para (3.35): Reescrevemos a soma de 8 com o oposto
de 4 como a subtragao de 8 menos 4.

e De (3.35) para (3.36): Subtraimos 4 de 8 obtendo 4 como resul-
tado.

Exemplo 3.2.3. Subtrair 84 de 513.

a) Montamos a conta com o nimero maior em cima do nlimero me-
nor alinhando-os da direita para esquerda, ou seja, a partir das
unidades.

b) Subtraimos o 4 do 3.
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0
5 1 13
-8 4

Observe que nao é possivel subtrairmos 4 unidades de 3 unida-
des, pois esta subtracao resultaria em um nimero que nao é um
algarismo. Neste momento pedimos 1 dezena emprestada a co-
luna das dezenas, uma vez que corresponde a 10 unidades. Desta
maneira teremos na coluna das unidades 10 + 3 = 13 unidades e
assim podemos subtrair 4 unidades do nimero 13, resultando 9.
Note que na coluna das dezenas restard 1 — 1 = 0 dezenas a ser
operada na etapa seguinte, e por este motivo, riscamos o 1.

Subtraimos o 8 do 0.

410

por 13

- 8 4
2 9

Como nao é possivel subtrairmos 8 dezenas de 0 dezenas, pois esta
subtracao resultaria em um ntmero que nao é um algarismo, neste
momento pedimos 1 centena emprestada a coluna das cetenas,
uma vez que corresponde a 10 dezenas. Desta maneira teremos na
coluna das dezenas 1040 = 10 unidades e assim podemos subtrair
8 do nimero 10, resultando 2. Note que na coluna das centenas
restard 5 — 1 = 4 centenas a ser operada na etapa seguinte, e por
este motivo, riscamos o 5.

Subtraimos nada do 4.
4 10
3 1 13
- 8 4
4 2

Neste momento descemos o 4.

Assim:
513 — 84 = 429.
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Agora escrevendo esta subtracdo no sistema posicional em base

10 temos:

513 — 84

Jr

- + n + 1 +

500 + 10 + 3 — (80 + 4)
5-10°+1-10" +3-10° — (8- 10" +4-10%)
5-10° +1-10" +3-10° 4 (—(8-10")
(—(4-10%))

5-10°+1-10" +3-10° + (=8) - 10" + (—4) - 10°
5-10%° +1-10" 4 (=8) - 10" +3-10° + (—4) - 10°
5-10° +1-10" 4 (=8) - 10" + (3 + (—4) - 10°
5-10° +1-10" 4 (—=8) - 10" + (3 — 4) - 10°
5-10°+ (0+1)-10" + (=8) - 10" + (3 — 4) - 10°
5-10°4+0-10" +1-10" 4 (=8) - 10"
(3—4)-10°
5-10°4+0-10" +10- 10° + (—8) - 10"
(3—4)-10°
5-10°+0-10" + (-8) - 10" +10- 10°
(3—4)-10°

5-10%+0-10" 4 (—8) - 10" + (10 4 (3 — 4)) - 10°
5-10% +0-10" 4+ (=8) - 10" + ((10 4 3) —4) - 10°
5-10°4+0-10" 4 (—8) - 10" + (13 — 4) - 10°
5-10°4+0-10" 4 (=8) - 10" +9-10°
5-10° + (0 + (—8)) - 10" +9- 10°

5-10° 4+ (0 —8) - 10" +9-10°

(44+1)-10° + (0 —8) - 10" +9-10°

4-10° +1-10* + (0 —8) - 10" +9-10°

4-10° +10-10" + (0 —8)- 10" +9-10°

4-10% + (104 (0 —8)) - 10" +9-10°

4-10% 4 (10 +0) — 8) - 10" +9 - 10°

4-10% 4+ (10— 8) - 10" +9 - 10°

4-10°42-10" +9-10°

400 +20 + 9

429.

Continuamos a nao utilizar parénteses para indicar a ordem de uma
soma de mais de duas parcelas devido a propriedade associativa da
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adigdo, exceto para os casos em que queremos chamar a atencao do
leitor. Descrevendo as passagens temos:

De (3.37) para (3.38): Escrevemos os nimero em suas expansoes
em base 10 sem acrescentar zeros a esquerda no nimero com
menos algarismos.

De (3.38) para (3.39): Usamos a propriedade P; que envolve sub-
tragao e multiplicacao para distribuir a subtracao em uma soma.

De (3.39) para (3.40): Separamos os coeficientes das poténcias
conforme a propriedade Py que envolve subtracao e multiplicacao.

De (3.40) para (3.41): Utilizamos a propriedade comutativa da
adicao para reorganizamos as parcelas. Reorganizamos em ordem
decrescente de poténcia da esquerda para direita.

De (3.41) para (3.42): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adicao para agruparmos o 3 com o
oposto de 4.

De (3.42) para (3.43): Reescrevemos a soma de 3 com o oposto
de 4 como a subtragao de 3 menos 4. Neste momento fica claro
que teremos que pedir emprestado a coluna das dezenas.

De (3.43) para (3.44): Recorremos & coluna das dezenas para
pedir emprestado uma vez que a diferenga 3 — 4 < 0. Logo rees-
crevemos a dezena 1 como a soma 0+ 1.

De (3.44) para (3.45): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacdo em relagao & adigao para escrevermos (0 + 1) - 10!
como 0- 10" +1-10%.

De (3.45) para (3.46): Reescrevemos 1-10! como 10-10° uma vez
que 1 dezena equivale a 10 unidades.

De (3.46) para (3.47): Utilizamos a propriedade comutativa da
adicao para reorganizamos as parcelas. Reorganizamos em ordem
decrescente de poténcia da esquerda para direita.

De (3.47) para (3.48): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adigao para agruparmos os valores que
precedem a poténcia 10°.

De (3.48) para (3.49): Utilizamos a propriedade associativa da
adigao para escrevermos 10 + (3 — 4) como (10 + 3) — 4.
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e De (3.49) para (3.50): Adicionamos 10 com 3 obtendo 13 como
soma, evidenciando assim o momento em que a coluna das uni-
dades pegou emprestado uma dezena da coluna das dezenas.

e De (3.50) para (3.51): Subtraimos 4 de 13 resultando 9.

e De (3.51) para (3.52): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relacao a adicao para agruparmos as 0 dezenas
resultantes do empréstimo de uma dezena a coluna das unidades
de 513 com as 8 dezenas de 84.

e De (3.52) para (3.53): Reescrevemos a soma de 0 com o oposto
de 8 como a subtragao de 0 menos 8. Neste momento fica claro
que teremos que pedir emprestado a coluna das centenas.

e De (3.53) para (3.54): Recorremos & coluna das centenas para
pedir emprestado uma vez que a diferenca 0 — 8 < 0. Logo rees-
crevemos a centena 5 como a soma 4 + 1.

e De (3.54) para (3.55): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicagio em relagao & adicdo para escrevermos (4 + 1) - 102
como 4-10% +1-102%.

e De (3.55) para (3.56): Reescrevemos 1-10% como 10-10! uma vez
que 1 centena equivale a 10 dezenas.

e De (3.56) para (3.57): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adigao para agruparmos os valores que
precedem a poténcia 10!, pois os valores ja estavam organizados
na ordem decrescente das poténcias de 10.

e De (3.57) para (3.58): Utilizamos a propriedade associativa da
adicao para escrevermos 10 + (0 — 8) como (10 + 0) — 8.

e De (3.58) para (3.59): Adicionamos 10 com 0 obtendo 10 como
soma, evidenciando assim o momento em que a coluna das deze-
nas pegou emprestado uma centena da coluna das centenas.

e De (3.59) para (3.60): Subtraimos 8 de 10 resultando 2.

Observe que, como citado anteriormente, as poténcias de 10
nao necessariamente aparecem precedidas por algarismos durante os
calculos intermedidrios, mas quando finalizamos a conta todos os niime-
ros que precedem as poténcias de 10 sao algarismos.

Exemplo 3.2.4. Subtrair 29 de 300.
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2)

Montamos a conta com o niimero maior figurado na parte supe-
rior alinhando-os da direita para esquerda, ou seja, a partir das
unidades.

3 0 0
- 29
Subtraimos o 9 do 0.
9
2 W
3 ¢ 10
-2 9
1

Mais uma vez pedimos 1 dezena emprestada a coluna das dezenas
porém, note que a coluna das dezenas nao tem nenhuma dezena
para emprestar. Neste caso ocorrem, entao, empréstimos suces-
sivos as colunas imediatamente a esquerda até que alguma tenha
a emprestar. Assim, a coluna das unidades pediu emprestado
para a coluna das dezenas e esta, por sua vez, pediu emprestado
para a coluna das centenas. Desta maneira temos para operar
futuramente na coluna das centenas 2 = 3 — 1 centenas enquanto
a centena emprestada, que equivale a 10 dezenas, faz com que
tenhamos na coluna das dezenas o nimero 10 = 10 + 0 e é neste
momento que realizamos o segundo empréstimo, restando na co-
luna das dezenas 9 = 10 — 1 dezenas para operar nesta coluna
futuramente. Por fim, esta 1 dezena emprestada a coluna das
unidades, que equivale a 10 unidades, gera o nimero 10 = 1040
a ser operado na coluna das unidades e entao temos que ao sub-
trair as 9 unidades de 29 do ntimero 10 obtemos como resultado
o algarismo 1. Por esta razao riscamos os valores que nao parti-
ciparao de qualquer operacao futura.

¢) Subtraimos o 2 do 9.
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9
X
g 10
2 9
7 1

Subtraimos as 2 dezenas de 29 de 9, que é o algarismo resultante
dos empréstimos, e obtemos 7 como resultado.

d) Subtraimos nada do 2.

9
pid]
g 10
2 9
701

Neste momento descemos o 2.

Assim 300 — 29 = 271.

Agora escrevendo esta subtragao utilizando a representagao dos
numeros 300 e 29 em base 10 temos:

300 -29 = 300 —(20+9) (3.61)
= 3-10°+0-10" +0-10° - (2-10" +9-10°) (3.62)
= 3-10°40-10" +0-10° 4 (—(2-10") — (9 - 10°))(3.63)
= 3.10°40-10" +0-10° 4 (=2) - 10" + (—9) - 10°(3.64)
= 3-10°40-10" +(=2)-10" +0-10° + (—9) - 10°(3.65)
= 3.10°40-10" + (=2)- 10" + (0 + (— )) 10°  (3.66)
= 3-10°40-10" +(=2)-10" + (0 —9) - 10 (3.67)
= (241)-10°40-10" 4+ (=2) - 101+(0—9)~10° (3.68)

2-10° +1-10>+0-10" + (-2) - 10"
+ (0-9)-10° (3.69)
= 2-10°4+10-10" +0-10" + (—2)- 10"
+ (0-9)-10° (3.70)
= 2-10°+ (10 +0)-10" + (-2) - 10"
+ (0-9)-10° (3.71)
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2-10° +10-10" + (=2) - 10" + (0 — 9) - 10° (3.72)
2:10° + (941)- 10" + (-=2) - 10" + (0 — 9) - 10° (3.73)
2-10°+9-10" +1-10" + (-2) - 10"

+ (0-9)-10° (3.74)
= 2-10°+9-10" +10-10° + (-2) - 10"
+ (0-9)-10° (3.75)
= 2-10°4+9-10" +(-2)-10" +10- 10°
+ (0-9)-10° (3.76)
2-10°+9-10" +(=2) - 10" + (10 + (0 - 9)) - 10°  (3.77)
= 2:10°+9-10" +(-2)-10" + ((104+0) —9) - 10°  (3.78)
= 2:10°+9-10" +(-2)- 10" + (10 — 9) - 10° (3.79)
= 2:10°+9-10" +(-2)-10" +1-10° (3.80)
= 2:10°+(9+(~2))-10" +1-10° (3.81)
= 2.10°+(9-2)-10" +1-10° (3.82)
= 2:10°+7-10" +1-10° (3.83)
= 200+70+1
= 271

Continuamos a nao utilizar parénteses para indicar a ordem de
uma soma de mais de duas parcelas devido a propriedade associativa
da adigao, exceto para os casos em que queremos chamar a atengao do
leitor. Descrevendo as passagens temos:

e De (3.61) para (3.62): Escrevemos os nimero em suas expansoes
em base 10 sem acrescentar zeros a esquerda no nimero com
menos algarismos.

e De (3.62) para (3.63): Usamos a propriedade P; que envolve sub-
tracao para distribuir a subtragao em uma soma.

e De (3.63) para (3.64): Separamos os coeficientes das poténcias
conforme a propriedade P» que envolve subtragao e multiplicacao.

e De (3.64) para (3.65): Utilizamos a propriedade comutativa da
adicao para reorganizamos as parcelas. Reorganizamos em ordem
decrescente de poténcia da esquerda para direita.
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De (3.65) para (3.66): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adicao para agruparmos o 0 com o
oposto de 9.

De (3.66) para (3.67): Reescrevemos a soma de 0 com o oposto
de 9 como a subtragao de 0 menos 9. Neste momento fica claro
que teremos que pedir emprestado a coluna das dezenas.

De (3.67) para (3.68): Recorremos & coluna das dezenas para
pedir emprestado uma vez que a diferenca 0 — 9 < 0, porém,
como a coluna das dezenas nao tem para emprestar, recorremos a
coluna das centenas. Logo reescrevemos a centena 3 como a soma
24+ 1.

De (3.68) para (3.69): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacio em relagao & adigao para escrevermos (2 + 1) - 102
como 2-10% +1-102.

De (3.69) para (3.70): Reescrevemos 1-10% como 10-10! uma vez
que 1 centena equivale a 10 dezenas.

De (3.70) para (3.71): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adigao para agruparmos os valores que
precedem a poténcia 10'.

De (3.71) para (3.72): Adicionamos a centena emprestada equi-
valente a 10 dezenas & 0 (zero) dezenas existente e obtemos 10
dezenas como soma.

De (3.72) para (3.73): Reescrevemos o nimero 10 como a soma
9+ 1.

De (3.73) para (3.74): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicagio em relagao & adi¢do para escrevermos (9 + 1) - 10
como 9- 10! +1-10%

De (3.74) para (3.75): Reescrevemos 1-10! como 10-10° uma vez
que 1 dezena equivale a 10 unidades.

De (3.75) para (3.76): Utilizamos a propriedade comutativa da
adicao para reorganizamos as parcelas. Reorganizamos em ordem
decrescente de poténcia da esquerda para direita.

De (3.76) para (3.77): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adigao para agruparmos os valores que
precedem a poténcia 10°.
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e De (3.77) para (3.78): Utilizamos a propriedade associativa da
adigao para escrevermos 10 + (0 — 9) como (10 +0) — 9.

e De (3.78) para (3.79):Adicionamos 10 com 0 obtendo 10 como
soma, evidenciando assim o momento em que a coluna das uni-
dades pegou emprestado uma dezena da coluna das dezenas.

e De (3.79) para (3.80): Subtraimos 9 de 10 resultando 1.

e De (3.80) para (3.81): Utilizamos a propriedade distributiva da
multiplicacao em relagao a adigao para agruparmos os valores que
precedem a poténcia 10'.

e De (3.81) para (3.82): Reescrevemos a soma de 9 com o oposto
de 2 como a subtragao de 9 menos 2.

e De (3.82) para (3.83): Subtraimos 2 de 9 resultando 7.

E importante ressaltar que nao poderiamos, em hipdtese alguma,
comutar a operacao nas colunas como, por exemplo, de (3.66) para
(3.67), em que escrevemos 0 — 9, comutar os valores e escrevermos
9 — 0. A subtragao nao é comutativa portanto nao é correto retirar 0
unidades de 9, devemos manter a ordem dos algarismos e retirar sempre
a quantidade representada pelo algarismo que figura na parte inferior
da quantidade representada pelo algarismo que figura na parte superior
do algoritmo, ou seja, retirar 9 unidades de 0 unidades como fizemos.

3.3 O ALGORITMO DA SUBTRACAO PARA MULTIPLAS PAR-
CELAS

Assim como na operagao de adigdo, poderiamos de maneira ana-
loga generalizar o algoritmo de subtracao para trés nimeros ou mais.
Talvez o motivo por nao ser apresentado na escola seja sua complexi-
dade. Optamos por neste texto apenas apresentar um exemplo numérico
para elucidar como o algoritmo funciona para trés nimeros.

Exemplo 3.3.1. Subtrair 24 e 39 de 82.

a) Montamos a conta com o nimero maior figurado na parte supe-
rior e os outros dois em ordem decrescente nas linhas seguintes
alinhando-os da direita para esquerda, ou seja, a partir das uni-
dades.
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8 2
- 3 9
- 2 4

Subtraimos o 9 do 2.

7

g 2
- 3 9
- 2 4

Como nao é possivel subtrair 9 unidades de 2 unidades, uma vez
que 2 — 9 < 0, e portanto, nao é um algarismo, pedimos empres-
tado a coluna das dezenas. Assim, restam 7 = 8 — 1 dezenas para
operar futuramente na coluna das dezenas, e por isto riscamos o
8, enquanto na coluna das unidades temos 12 = 10 4+ 2, uma vez
que 1 dezena equivale a 10 unidades. Agora podemos retirar 9 de
12 restando 3.

Subtraimos o 4 do 3.

N W VAN O

O [ = © N

Muito embora o 3 resultante do item b) nao apareca no algoritmo
precisamos subtrair as 4 unidades de 24 da diferenca anterior, que
é 0 3. E como isto nao é possivel, uma vez que 3—4 < 0, e portanto
nao é um algarismo, temos que, novamente, pedir emprestado a
coluna das dezenas. O empréstimo ocorre sempre na dezena do
maior nimero, neste caso o 82. Assim, temos agora 6 = 7 — 1
dezenas para operar futuramente na coluna das dezenas, e por
isto riscamos o 7, enquanto na coluna das unidades temos agora
13 = 10+ 3, uma vez que 1 dezena equivale a 10 unidades. Agora
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podemos retirar 4 unidades de 13 restando 9 como diferenga da
coluna das unidades.

Perceba que, apesar de termos mostrado em itens separados, na
prética o item b) e ¢) acontecem simultaneamente. Fizemos sepa-
rado para evidenciar ao leitor que pedir apenas 1 dezena empres-
tado seria insuficiente para operarmos a coluna de uma vez s, e
portanto, precisamos no total de 2 dezenas emprestadas para que
chegassemos na diferenca da coluna das unidades procurada.

d) Subtraimos o 3 do 6.

N W~ O

O [ = © N

Retiramos as 3 dezenas de 39 das 6 dezenas resultantes do item
anterior, restando 3.

e) Subtraimos o 2 do 3.

=N WO

Nol RSN V]

Retiramos as 2 dezenas de 24 do 3 proveniente do item anterior
e obtemos 1 como resultado.

Assim como antes, na pratica os itens d) e e) acontecem simulta-
neamente, visto que o resultado do item d) nem figura no algo-
ritmo. Mesmo que tenhamos um tinico resultado para a subtracao
da coluna os descontos acontecem separadamente, ou seja, um de
cada vez, ainda que nem sempre precisamos pedir emprestado.

Note que s6 é possivel operar como mostramos pois os dois va-
lores a serem retirados sao, juntos, inferiores ao maior deles, ou seja
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39 + 24 < 82, caso contrério, nao seria possivel realizar a operagao no
conjunto dos ntimeros naturais.

Ainda, apesar de termos apresentado um exemplo relativamente
simples, o algoritmo se mostra um tanto quanto complicado, como por
exemplo, os itens intermediarios que nao figuram no algoritmo. Talvez
esta seja uma razao para nao apresentarmos o algoritmo desta maneira
na escola.

Usualmente apresentamos na escola a subtracao de multiplas
parcelas de duas maneiras. Uma delas é adicionarmos os valores meno-
res a serem subtraidos separadamente, para entao esta soma ser sub-
traida do maior valor, ou seja, fazemos 39 + 24 = 63 para entao sub-
trairmos 63 de 82. A outra é subtrairmos apenas um valor do nimero
maior, para entao subtrairmos o segundo valor desta diferenga, ou seja,
fazemos 82 — 39 = 43 para entao subtrairmos 24 de 43.

Vejamos estas operagbes no algoritmo. A partir disto fica a
critério do leitor utilizar cotidianamente o modo que preferir operar.

MODO 1: Adicionamos as parcelas a subtrair para entao sub-
trairmos este resultado do maior valor.

Passo 1: Adicionamos 39 e 24.

1
3 9
2 4

6 3

+

Assim 39 4+ 24 = 63. Note que, para que seja possivel pros-
seguirmos, este resultado intermediario deve ser inferior ao 82. Caso
contrario nao seria possivel realizarmos a subtracao desejada.

Passo 2: Subtraimos 63 de 82.

7

g 12
- 6 3

19

Assim 82 — 63 = 19, e este é o resultado procurado.
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MODO 2: Subtraimos uma parcela do maior valor e a outra do
resultado da operacao anterior.

Passo 1: Subtraimos 39 de 82.

7

g 12
-3 9

4 3

Assim 82 — 39 = 43. Note que, para que seja possivel prosse-
guirmos, este resultado intermedidrio deve ser superior ao 24. Caso
contrario nao seria possivel realizarmos a subtracao desejada.

Passo 2: Subtraimos 24 e 43.

3

A 13
-2 4

1 9

Assim 43 — 24 = 19, e este é o resultado procurado.

Note que ambos os modos resultaram 19. Logo, ambos estao
corretos e sao igualmente ensinados nas escolas, deixando o leitor livre
para escolher o modo que preferir.
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CONCLUSAO

O nosso sistema educacional estd dividido em: Ensino Funda-
mental - anos iniciais, que compreende do 1° ao 5° ano; Ensino Funda-
mental - anos finais, que compreende do 6° ao 9° ano; Ensino Médio,
que compreende da 1* a 3* série. Para o Ensino Fundamental ainda
temos uma subdivisao em ciclos. Do 1° ao 3° ano temos o Primeiro
ciclo; 4° e 5° ano temos o Segundo ciclo; 6° e 7° ano temos o Terceiro
ciclo; e 8° e 9° ano temos o Quarto ciclo.

De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN“s)
a adigao e subtragao de niimeros naturais é apresentada e desenvolvida
nos quatro ciclos do Ensino Fundamental, porém a apresentacao do
algoritmo, como abordada no texto, é introduzida apenas no 6° ano.
Neste segundo ciclo o algoritmo apresentado é o mais simples possivel,
ou seja, nao se opera com numeros muito grandes na operagao de adi¢ao
e nao ocorrem empréstimos na operagao de subtragao. Comecamos
a pedir emprestado no 7° ano, uma vez que é no terceiro ciclo que
apresentamos o conjunto dos nimeros inteiros. E no 7° e 8° ano que
também sao abordadas as propriedades da poténcia, e seria no 7° ano
o momento de abordar o sistema de numeragao posicional em base 10,
porém isto nem é mais apresentado ou discutido na escola hoje em dia,
seja por falta de tempo de abordarmos todos os contetidos propostos,
seja por descaso dos professores ou até mesmo pela dificuldade dos
alunos.

Para a compreensao legitima do algoritmo é necessario uma certa
maturidade matemadtica que nos anos iniciais de um modo geral as
criangas ainda nao tem. A partir dai estamos sempre esbarrando em
conhecimentos necessarios que sé serao abordados em anos posteriores,
quando isto ocorre. Ou seja, é invidvel apresentar a justificativa do
algoritmo utilizando a expansao dos nimeros em base 10 no 6° ano,
e ¢é este possivelmente um dos motivos pelos quais passamos todo o
periodo escolar sem que nenhum professor nos tenha dado qualquer
esclarecimento sobre o assunto.

E possivel que uma grande parcela dos leitores jamais tenham
refletido sobre os termos corriqueiros de subir ou pedir emprestado um
determinado valor, e, por isso, nos esforgamos para fazer as explicacoes
da forma mais detalhada possivel, com as devidas justificativas passo
a passo. Incluimos também algumas pequenas demonstragdes como
apéndices por nao termos as encontrado em qualquer bibliografia de
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livros escolares e por estas unicidades nao serem discutidas na escola.

Salientamos que os algoritmos que aprendemos como sendo de
adicao e subtragao de numeros naturais sao, na verdade, algoritmos
para obter a representacao em base 10 da soma e subtracao de dois
nimeros naturais conhecidas as suas representagoes em base 10. Nor-
malmente nao nos é ensinado a diferenca entre um ndmero e a sua
representagao em algum sistema de numeracao, justamente por nao
ser discutido na escola outras bases e, como consequéncia disto, temos
muitas pessoas com a falsa ideia de que exista apenas um sistema de
numeracao, o em base 10.

Ainda, apesar do conteido matemaético apresentado no texto ser
bésico, ele foi dificil de ser escrito pela falta de referéncias e pela cons-
tante preocupacao de ele ser acessivel aos professores de séries iniciais,
ou até mesmo alunos, que de um modo geral nao possuem formacao
matematica. Logo, mesmo tendo algumas bibliografias como referéncia
grande parte do texto é fruto das discussoes entre orientadora e autora
e suas praticas educacionais.
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APENDICE A - Unicidade do elemento neutro da adigao e
do elemento neutro da multiplicacao
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Faremos neste apéndice a demonstracao da unicidade do ntimero
0 como elemento neutro da adicao de nimeros inteiros e do nimero
1 como elemento neutro da multiplicacao de nimeros inteiros. Vamos
supor que as operagoes tém mais de um elemento neutro e concluiremos
que os elementos neutros sao iguais e entao, na verdade, o elemento
neutro é tinico em cada uma das operagoes.

Note que sendo unicos em Z, como demonstraremos. A partir
disto e outras propriedades é possivel mostrar que sdo tnicos também
em N.

A.1 UNICIDADE DO ELEMENTO NEUTRO DA ADICAO NOS IN-
TEIROS

Vamos supor que a adigao em Z tenha mais de um elemento
neutro. Um deles é o niimero 0 e o outro um nimero inteiro qual-
quer que denotaremos por a. Desta maneira sabemos que para um
numero inteiro & qualquer ao operar com um elemento neutro valem
as igualdades:

1.Elemento neutro 0: 0 + x = & = x + 0;
2.Elemento neutroa: a +x* =x = x + a.

Em particular para * = a temos na equacao 1 que 04+a = a =
a + 0. Por outro lado temos que se a também é elemento neutro entao
tomando £ = 0 na equacgao 2 também é verdade que a+0 = 0 = 0+a.

Ora, masse 0 +a = a e 0 + a = 0, entao temos que a = 0, o
que demonstra que o elemento neutro da adicao é tnico e igual a 0.

A.2 UNICIDADE DO ELEMENTO NEUTRO DA MULTIPLICACAO
NOS INTEIROS

Vamos supor que a multiplicacdo em 7Z tenha mais de um ele-
mento neutro. Um deles é o nimero 1 e o outro um ntmero inteiro
qualquer que denotaremos por b. Desta maneira sabemos que para um
ndmero inteiro y qualquer ao operar com um elemento neutro valem
as igualdades:

1.Elemento neutro 1: 1.y =y =y -+ 1;

2.Elemento neutrob: by =y =y -b.
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Em particular para y = b temos na equagao 1 que 1 -b = b =
b - 1. Por outro lado temos que se b também ¢é elemento neutro entao
tomando y = 1 na equacao 2 também é verdade que b-1 =1 =1-b.
Ora, masse1-b=>bel-b =1 entao temos que b = 1, o que
demonstra que o elemento neutro da multiplicacao é tnico e igual a 1.



APENDICE B - Unicidade do oposto da adigao
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Faremos neste apéndice a demonstracao da unicidade do ntimero
—x como oposto aditivo de . Vamos supor que a operacgao de adicao
em 7 tem mais de um oposto e concluiremos que os opostos sao iguais
e entao, na verdade, o oposto é nico.

B.1 UNICIDADE DO OPOSTO DA ADICAO NOS INTEIROS

Seja um numero inteiro . Vamos supor que ¢ e d sejam opostos
de x e entao vamos mostra que ¢ = d. Sabemos que para um nimero
inteiro & qualquer ao operar com um oposto valem as igualdades:

1.0postoc: *t+¢c=0=c+ x;
2.0postod: x+d=0=d + .

Utilizando os conhecimentos que j& temos sobre o oposto aditivo
e 0 elemento neutro temos que:

c = ¢c+0

= c+ (x+d)
(c+zx)+d
0+d
d.

Logo, temos que ¢ = d, e portanto, o oposto é tinico. O oposto
de x é denotado por —x.



