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RESUMO

A modelagem de problemas onde a fronteira se modifica constantemente
com o tempo pode se tornar desafiadora & medida que a malha tenha
a necessidade de se adaptar constantemente. Nesse contexto, métodos
computacionais onde a malha nao se conforma com a fronteira sao
de grande interesse. Este trabalho propoe uma abordagem com o
Método de Elementos Cortados para resolver equagoes diferenciais
parciais utilizando malhas nao alinhadas com o Método de Elementos
Finitos. Como resultado da implementagao proposta, foi desenvolvido
o programa fem-cut-cell-3D, baseado na implementagao em elementos
finitos pela biblioteca deal.ii. A fim de avaliar matematicamente
a implementacdo, quatro experimentos numéricos foram propostos:
o problema classico de Poisson, em duas e trés dimensoes; o
problema de difusao de Laplace-Beltrami, em duas dimensoes; e um
caso transiente em duas dimensoes de reagao-difusao. FEfeitos de
estabilizacao da matriz de rigidez foram estudados para o problema
de Poisson e Laplace-Beltrami em 2D, e a dependéncia teoérica do
numero condicional com o tamanho dos elementos foi confirmada.
Além disso, um parametro 6timo de estabilizacao foi definido. Taxas
de convergéncia foram calculadas para os trés primeiros casos e a
estimativa tedrica foi confirmada.

Palavras-chave: Método de Elementos Finitos. Método de Elementos
Cortados. Reacao-Difusao.






ABSTRACT

The modeling of problems where the boundary changes significantly
over time may become challenging as the mesh needs to be adapted
constantly. In this context, computational methods where the mesh
does not conform to the boundary are of great interest. This paper
proposes a stabilized cut-cell approach to solve partial differential
equations using unfitted meshes using the Finite Element Method.
As a result of the implementation of the method, the software
fem-cut-cell-3D was developed, based on the implementation of the
finite element method by the open source library deal.ii. In order to
mathematically evaluate the method, four problems were proposed: the
classical Poisson problem, in two and three dimensions; a pure diffusion
Laplace-Beltrami problem, in two dimensions; and a reaction diffusion
case in two dimensions. Stabilization effects on the stiffness matrix
were studied for the Poisson and Laplace-Beltrami problems in 2D,
and the theoretical dependence of the condition number with mesh size
was confirmed. In addition, an optimal stabilization parameter was
defined. Optimal convergence rates were obtained for the first three
test cases.

Keywords: Finite Element, Cut-cell Method, Reaction-Diffusion
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1 INTRODUCAO

Atualmente, ha um crescente interesse em estudar problemas
que envolvem fenémenos que ocorrem em interfaces e em dominios
volumétricos fechados (bulk) e representa-los com precisdo matemética.
Alguns exemplos incluem a modelagem de tensoativos em processos de
recuperagao de petroleo, a simulagao de processos celulares, incluindo
a difusao de metabolitos sobre a superficie e a sua variagdo através
de reagoes. A solugdo no dominio volumétrico pode se acoplar com
a interface através da difusao ou adsorcao a partir do interior para a
superficie e no sentido inverso, a partir da superficie para o interior.

A evolucao da fronteira também pode depender da distribuicao
da concentracdo sobre a superficie devido & modificagdo das forgas
interfaciais.

Como estes processos sao intrinsecamente dependentes da forma
e do comportamento da superficie, a interface deve ser representada
com precisao. O Método dos Elementos Finitos (MEF) tem sido
utilizado com sucesso para representar tais fenomenos e se beneficia
de computacoes eficientes sobre geometrias e malhas complexas.

Resolver um sistema de equacoes acoplado entre um volume
fechado e a superficie em um dominio em evolugao pode ser bastante
desafiador do ponto de vista numérico. O dominio superficial pode
mudar drasticamente, por exemplo, se alongando, quebrando ou
coalescendo com outros dominios.

No MEF padrao, a malha é gerada de modo que os dominios
estejam alinhados e a fronteira é representada pelas faces da malha.
Para levar em conta uma mudanga geométrica constante, uma continua
geracao de malha é necessaria. Este é um processo custoso e pode
ser responsavel por grande parte do esfor¢o de célculo e tempo
computacional.

O uso de malhas que nao se alinham & superficie tem sido
estudado como uma alternativa para levar em conta a representagao
da fronteira em problemas de superficie. Nesse caso, uma malha possui
uma interface que pode ser localizada arbitrariamente em relagdo aos
elementos.

O presente trabalho propoe a implementagao de uma técnica
de elementos cortados, utilizando malhas nao-alinhadas a fronteira,
com base na implementagao em elementos finitos da biblioteca deal.ii
(BANGERTH et al., 2015). A formula¢io matematica é inspirada pelo
trabalho de Hansbo e Hansbo (2002), onde a imposi¢ao de condigoes
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de contorno de forma fraca é proposta para métodos com malha
nao-alinhadas através do método de Nitsche. Diversos experimentos
numéricos foram realizados para verificar a exatiddao do método
e como resultado da implementacao foi desenvolvido o programa
fem-cut-cell-3D, que tem como objetivo ser um programa de codigo
aberto inovador, construido em cima da biblioteca deal.ii, para simular
problemas utilizando o método de elementos cortados.

1.1 OBJETIVOS
1.1.1 Objetivo Geral

Estabelecer um procedimento para solugao de problemas
descritos por Equagoes Diferenciais Parciais através do Método de
Elementos Cortados, sob a abordagem do Método dos Elementos
Finitos.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Implementar um programa de computador de codigo aberto
para resolver problemas de Equagoes Diferenciais Parciais com
o Método de Elementos Cortados, utilizando o Método dos
Elementos Finitos implementado na biblioteca deal.ii.

e Desenvolver um método de geragao de uma malha nao alinhada
a fronteira e integragdo numérica sobre elementos cortados.

1.2 CONTEXTO

O presente trabalho foi desenvolvido pelo autor em colaboragao
promovida pelo projeto de intercaAmbio Erasmus Mundus entre a
Universidade Federal de Santa Catarina e a Uppsala University
(Suécia), com periodo de um ano em cada. Na UFSC, o autor faz parte
do Laboratorio de Tecnologias Integradas (www.intelab.ufsc.br),
do Departamento de Engenharia Quimica e Engenharia de
Alimentos, e na Uppsala University o autor esteve envolvido
com o grupo de pesquisa Multiphase Flow Simulation Research
Group (http://www.it.uu.se/research/project/multiphase), do
Departamento de Computacao Cientifica.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA E REVISAO
BIBLIOGRAFICA

O Método dos Elementos Finitos (MEF, ou FEM na sigla
em inglés), também conhecido como Analise de Elementos Finitos
(AEF, ou FEA) ¢ um método numeérico que tem sido utilizado
com sucesso para resolver muitos tipos de problemas descritos por
Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs).  Inicialmente usado para
resolver problemas de elasticidade e analise estrutural em engenharia
civil e aeronautica (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2013), o MEF
expandiu rapidamente a sua gama de aplicacoes, sendo generalizado
para modelar uma infinidade de problemas de engenharia, como por
exemplo, dindmica de fluidos, eletromagnetismo, calor e transferéncia
de massa.

Nessa secao apresenta-se o procedimento para a resolugao de
problemas com o MEF usando o método de Nitsche para impor
condigoes de contorno. O problema de Poisson classico é utilizado para
introduzir o método e também serve como um primeiro estudo de caso
para a aplicagao da técnica de elemento cortados. O leitor interessado
¢ remetido a Brenner e Scott (2008), Larson e Bengzon (2013),
Zienkiewicz, Taylor e Zhu (2013) para uma introdugdo abrangente &
teoria dos Elementos Finitos.

2.1 METODO DE NITSCHE PARA PROBLEMAS DE VALOR DE
CONTORNO DE DIRICHLET E NEUMANN

Em seu artigo classico, Nitsche (1971) introduziu um novo
método para incorporar as condi¢cbes de contorno de Dirichlet
fracamente, ou seja, sem especificar valores nodais na fronteira.
A ideia ganhou for¢a na comunidade de Elementos Finitos como
uma alternativa para os métodos de penalidade e de multiplicador
de Lagrange. O método apresenta a vantagem da generalidade
no tratamento de problemas de interface, em que aproximacgoes
polinomiais de grau arbitrario, diferentes malhas geométricas e modelos
fisicos podem ser utilizados em lados arbitrarios de uma dada interface
(HANSBO, 2005).

O método de Nitsche pode ser interpretado como uma melhoria
do método de penalidade, no sentido de que ele também impoe
condicoes de contorno através de penalizacao, mas introduz novas
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condi¢oes que mantém consisténcia e coercividade da forma bilinear.
A matriz de rigidez resultante evita o mal-condicionamento e falta de
consisténcia que o método de penalidade expée. Em contraste com os
métodos referidos, o método de Nitsche carece de uma generalizagao
simples para a sua implementacdo. A formulacido fraca e escolha
dos parametros de penalizacdo dependem fortemente do conjunto de
equagoes diferenciais parciais e condigoes de contorno associadas. Para
uma comparagao minuciosa dos métodos de multiplicador de Lagrange,
penalidade e de Nitsche, veja Fernandez-Méndez e Huerta (2004).

O método de Nitsche tem sido estendido para simular varios tipos
de fronteira, tais como problemas de interface (ARNOLD, 1982; FRITZ;
HUEBER; WOHLMUTH, 2004; HANSBO; HANSBO, 2004) e condigoes
de contorno de Robin e Neumann (JUNTUNEN; STENBERG, 2009).
Além disso, o método é uma boa alternativa para impor condigoes
de contorno em métodos de elementos finitos de malha nao alinhada,
onde a imposi¢ao de valores de Dirichlet em nés prescrita pode ser
inconveniente. Neste contexto, a abordagem de Nitsche tem sido
utilizada com sucesso para resolver problemas de malhas compoésitas
(BECKER; HANSBO; STENBERG, 2003; HANSBO; HANSBO; LARSON,
2003; MASSING; LARSON; LOGG, 2013), no MEF estendido (COON;
SHAW; SPIEGELMAN, 2011; REUSKEN; NGUYEN, 2009) e no método
de elementos cortados (BURMAN et al., 2014; BURMAN; HANSBO, 2012;
BURMAN et al., 2014; HANSBO; HANSBO, 2002; WADBRO et al., 2013).

2.1.1 Problema Teste: Poisson

O problema de Poisson cléssico sera utilizado como um estudo
de caso para a aplicagao do método de elemento cortado usando a
abordagem de Nitsche. Além disso, esse problema seré utilizado para
introduzir o método geral para a resolugao de EDPs utilizando o método
dos elementos finitos.

Seja  um dominio limitado em RY™ com uma interface suave
T" denotando a fronteira do dominio. A interface pode conter Dirichlet
(T'p) e Neumann (I'y) partes, de tal forma que I' = I'p UT' i, com vetor
normal unitario nr apontando para o exterior. O problema modelo é
definido como se segue:

—Au= fem (2.1)

u = gp sobre I'p (2.2)
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nr - Vu = gy sobre I'y. (2.3)

Primeiramente, introduz-se os seguintes espagos funcionais, que
serao utilizados ao longo do texto extensivamente. Define-se o espago
de fungbes quadrado integraveis em € como Lo (2):

Ly (Q) = f:Q—>R\/|f|2dx<oo : (2.4)
Q

O espaco de fungoes Sobolev H! (2) ¢ definido como:
HY(Q) = {f € L,(9) | D'f € L (@)} (2.5)

Seja X C RY™ 3 malha ou um subconjunto da mesma, e Y C
R4m=1 ym subconjunto da fronteira de modo que Y C I'. O produto
interno Ly em X de duas fungdes u e v, com norma associada [ju|| y =

1
(u,u)%, é

(u,0) x = /uvdx, (2.6)

X
1
e o produto interno Ly sobre Y com norma associada ||uly = (u,u)y é

(0, 0) y = /uvds. 2.7)

Y

A derivacao do Método dos Elementos Finitos é iniciada
reescrevendo-se o conjunto de EDPs que descrevem o problema em uma
forma computéavel, a chamada forma fraca. Multiplica-se a equacgao
(2.1) por uma funcao teste v € V:

V={ve H (Q): v|r, = 0}, (2.8)

e integra-se utilizando o Teorema de Green. A formulagao fraca do
método de elementos finitos tradicional é:

a(u,v) =L (v), YveV, (2.9)

onde o termo a (u,v) é uma forma simétrica bilinear em u e v, conhecido
como termo bilinear, e é dado por

a (u,v) = (Vu, Vo) (2.10)
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e L (v) é um termo linear de v, dado por

L(v) = (f,0)q + (gn:0)p,, -

As condigoes de contorno de Dirichlet sao chamadas "essenciais"
e s@o impostas fortemente (através de interpolac¢ao nos nos da malha),
ao contrario das condicoes de Neumann, que sao condigoes de contorno
"naturais" e sua imposi¢io é feita fracamente (seu termo aparece
explicitamente na formulagao).

O método de Nitsche, alternativamente, impoe condigoes de
contorno de Dirichlet e Neumann fracamente na formulagdo em
elementos finitos. Novos termos sao adicionados para assegurar que
a matriz de rigidez seja simétrica e definida positiva, além de termos
penalizadores contendo parametros vp e vy que sao utilizados para
impor condi¢oes de contorno. A forma bilinear torna-se:

consisténcia simetrizacao

a(u,v):/Vu-Vde—/vnr-VudF—/unp~VvdF+
Q I'p I'p
(2.11)

/’yph_luvdF+/nyhnp-Vunp~VvdF,
FD 1—‘N

penalizacao

onde h é o diametro! maximo dos elementos. O segundo termo surge
naturalmente a partir da integracao por partes e garante a consisténcia
do método. O terceiro termo permite que o problema seja simétrico
e os ultimos termos vém da penalizagao necessaria para garantir a
estabilidade (ARNOLD et al., 2001). O lado direito torna-se:

simetrizacao
—_——
L(v):/fde+/ngdF+/gan -Vodl' + (2.12)
Q 'y T'p

/gD'VDh_l'UdF‘F/gN’YNhHr'VUdF,
I'p I'n

penalizacao

L Aqui, o diametro refere-se ao didmetro da maior bola que circunda o elemento.
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com propriedades similares?. Para uma analise profunda da deducdo

da formulagao fraca e as propriedades de cada termo, veja (JUNTUNEN;
STENBERG, 2009). O problema escrito na formulagao fraca torna-se:
encontre u € V tal que

a(u,v)=L(w),YVveV. (2.13)
2.1.2 Discretizagao por Elementos Finitos

O processo para a resolucao de problemas com o MEF envolve
transcrever o problema de uma forma continua para uma forma
discreta. Isto pode ser feito através da construgao de subespacos finitos
Vi, de espacos V' que podem aproximar a solugao u e tornar o problema
computéavel. A discretizagdo da formulagdo fraca (2.13) consiste em
encontrar aproximagoes up € Vj.

A proxima etapa é escolher uma discretizacdo para a funcao
desconhecida up, € U, C V e para a funcgao teste v, € V, C V. Seja Tj,
a triangulagao ou malha de 2 e seja V}, o espaco de elementos bilineares
em T},. Neste trabalho utiliza-se elementos finitos de Lagrange, que sao
representados por K. A triangulagdo ou malha é dada por T, = {K}. O
espago de polindmios trilineares ¢ pode ser representado por Q1 (K) e
é definido por:

QL(K)={p:d=cotcaax+cytecztaurytcrz (2.14)
+esyzt+erryz, (x) € K, ¢; € R},

para elementos tridimensionais e analogamente para elementos
bidimensionais. Os coeficientes ¢; sao definidos exclusivamente pelos
valores nodais dos graus de liberdade. Ao exigir que a fungao v pertenga
a Q1 e seja continua ao longo dos elementos, obtém-se o espago dos
polinémios bilineares continuos Vj,:

{’UZ’UGCO ),’UlKEQl(K),VKETh}. (2.15)

A abordagem de Galerkin é utilizada neste trabalho, onde o
mesmo espago discreto é escolhido para os espacos desconhecidos e de
teste, Up = V;, (LARSON; BENGZON, 2013). Finalmente, up pode ser

2Note que eliminando-se os termos de consisténcia, simetrizacio e penalizacdo,
forgando v|r, = 0 e impondo condigoes de Dirichlet fortemente, o problema torna-se
a formulacao de MEF padrao.
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escrito como a combinagao linear:

N-1
un =Y _ Uj¢j, (2.16)
§=0
onde N é o nimero de nos da malha e U = [Uy, -+ ,Un_1] representa

o vetor de valores desconhecidos a ser determinado.
2.2 CARACTERISTICAS DA MALHA

Nesta secao sao apresentadas as caracteristicas especificas da
malha e da notagao que serao utilizadas ao longo do trabalho.

Considere uma malha T}, tal que Ty, = {f( }, onde K indica um
dim hipercubo-dimensional. A interseccao de dois elementos é sempre o
conjunto vazio, um vértice, uma face (em 2D, o que corresponde a uma
aresta) ou uma aresta. Para uma representacao da notagao descrita a
seguir, veja a Figura 1.

Assume-se que o dominio 2 encontra-se totalmente dentro da
malha T}, (Q C T}), mas nao que as faces da malha T}, estdo alinhadas
com a fronteira de €.

Para todos os elementos K € Ty, tem-se K N ) # &, o que
significa que K é parcialmente ou completamente contido em 2. O seu
conjunto é entao definido por Q7, tal que:

QO = UK. (2.17)

Define-se o conjunto de elementos inteiramente contidos em 2
como €, tal que:

Q={KeT,: KNQ=K}. (2.18)

Define-se 25 como o subconjunto de elementos inteiramente fora de 2
(que s@o posteriormente excluidos da computagao):

Q={KeT,: KnQ=o}. (2.19)

A fracdo de um elemento K contida inteiramente em ) é
representada por Kqg. O conjunto de elementos interceptados pela
interface é indicado por:

Ghn={KeT,: KNT #}. (2.20)
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Seja 'y = ' K a parte de I' em um elemento K € Gj. O
diametro de K é dado por hx e h = maxgeq, hi.

Figura 1 — Malha com elementos K € G}, realcados.

As seguintes premissas sao feitas em relacao a malha e & interface:

1. A malha é formada por quadrados (em 2D) ou cubos (em 3D)
de tamanho uniforme, de modo que h = hg, VK € T} e,
consequentemente, a triangulagao é nao-degenerada.

2. A malha é fina o suficiente de forma que I' intercepta cada
fronteira 0K do elemento K exatamente duas vezes, e cada face
Nno Maximo uma vez.

As hipo6teses nao sao muito restritivas, no sentido de que elas
asseguram que a curvatura da fronteira I' seja bem resolvida pela malha.

Estabilizacao

Como a fronteira atravessa elementos arbitrariamente, ela pode se
aproximar das fronteiras do elemento e é comum observar a fracao
do elemento cortado K € GG}, dentro do dominio €2 ser muito pequena.
Em situacoes como esta, a matriz de rigidez torna-se mal-condicionada
e pode causar falha em solvers lineares iterativos (WADBRO et al.,
2013). Alternativas para resolver este problema incluem o uso de uma
matriz escalonada, como descrito por Olshanskii e Reusken (2010), ou
a utiliza¢do de técnicas de pré-condicionamento (ZUNINO; CATTANEO;
COLCIAGO, 2011). Neste trabalho utiliza-se o método introduzido
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por Burman e Hansbo (2012), onde o método classico de Nitsche
para a imposicao de condigoes de contorno Dirichlet nao-homogéneas é
estabilizado com termos penalizadores para saltos da derivada normal
entre pares de elementos em que pelo menos um é interceptado pela
interface. Os termos penalizadores, também chamados de "termos
fantasma" (ghost penalty terms), atuam nos gradientes da solugdo nas
partes dos elementos que estao fora do dominio de interesse, estendendo
a coercitividade para 7. Os termos de estabilizagao sao representados
por j (u,v) e sdo adicionados a matriz de rigidez (2.11).

Antes de demonstrar os termos de estabilizagdo, é conveniente
definir os termos de salto e os seguintes conjuntos relevantes: o conjunto
Fq de faces dos elementos contém todas as faces que pertencem a um
elemento K € Gy, e um vizinho imediato K’, tal que K e K’ tém uma
face F' em comum entre si: F' = KNK'. Em outros termos, o conjunto
Fa contém todas as faces dos elementos K € (), exceto aquelas que
tém ambos os noés em §2.

O conjunto Fg é um subconjunto de Fg contendo todas as faces
de um elemento K € G}, os quais sdo compartilhadas com um vizinho
K" € Gy, tal que F = K N K”. Em outros termos, o conjunto Fg
contém todas as faces atravessadas pela fronteira. Na Figura 2 os
conjuntos descritos estao demonstrados.

Figura 2 — Faces F' € Fg sao realgadas em linhas vermelhas grossas.
Faces de Fg C F¢ possuem trés pequenas linhas cruzadas.
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O salto do gradiente de vy, € V}, é definido por:
[Vllh] =ng ~Vvh|K—np-Vvh\K/, (2.21)

onde np é o vetor normal da face F' com orientagao fixa e arbitraria.
O termo de estabilizagao para o problema de Poisson, onde u;, € Vj, é
definido como:

i (unyon) = Y A[Vun], [Von]) - (2.22)

FeFq
2.3 FORMULACAO EM ELEMENTOS FINITOS

O problema com a discretizagao estabilizada do problema de
Poisson utilizando o método de Nitsche, como descrito por Burman e
Hansbo (2012), torna-se: encontre uy, € Vj,, tal que:

Ah (Uh, Uh) =1L (Uh) ,VU}L S ‘/}u (223)
onde
L(vn) = (fion)g +{gp,yp b~ vp —nr - Vo).
+<FN,U}L+’)/N hnp 'vyh>rN s (224)
e
Ap (un,vn) = ap (up,vn) + 1 hj (un,vn) , (2.25)
com

an (un,vn) = a (up,vp) — (or - Vup,vp)p, — (ar - Vop, up)p ) +

<’yD ! “hvvh>rD + (yny hnr - Vup,nr - V“h>rN , (2.26)

e o termo de estabilizacdo (2.22):

G (unyvn) = Y ([Vun], [Von]) -

FeFg



32

2.4 DERIVACAO DO SISTEMA LINEAR DE EQUACOES

Aplicando a eq. 2.16 a 2.23 - 2.26, obtém-se um sistema linear
algébrico com N equagoes para os valores desconhecidos U;’s:

Aij = (V$;, Vi) — (ar -V, ¢i)p  — (ar - Vi, ¢5)p +
{(yph™* ¢j.di)p, + (ywhnr - Vo nr - Vo), -+ 1 hi (i, ¢5)

(2.27)
e
Li = (f,¢i)q +(9p, 70 h ™! ¢ —nr - Vi) +
(gn, i +yn hor - V) (2.28)
O sistema linear torna-se:
AU =L, (2.29)

onde A é conhecida como a matriz de rigidez, L é o vetor de carga
e U é o vetor solugao.

2.5 MAPEAMENTO PARAMETRICO E  INTEGRACAO
NUMERICA

No método dos elementos finitos, as fungoes base sao geralmente
definidas localmente em um elemento de referéncia K. O elemento
de referéncia estda ligado ao elemento real da malha K através
de um mapeamento . Este procedimento facilita muito a
implementacao do cédigo de integragao numérica sobre elementos
volumétricos e de fronteira. O mapeamento ¢ pode ser definido
como uma transformagdo x = ®(X) que mapeia o elemento de
referéncia para o espago fisico. As coordenadas do elemento de
referéncia sdo representadas por X = (£, -+ »&dim—1) € RI™
enquanto o espago natural é representado pelas coordenadas cartesianas
X = (To,+** yTdim—1) € RYI™ A transformacdo é entdo definida
como:

K-> K (2.30)

x=®(X). (2.31)
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E conveniente introduzir a notacio para o Jacobiano
Jg (X) = V@ (%), a fim de descrever a utilizagdo do mapeamento
em situagbes diferentes. Para o caso tridimensional (dim = 3),
x = (z,y, 2), tem-se

5 9 9 9
Jk)=| g g |, (2.32)

Para garantir que o Jacobiano seja invertivel, o mapeamento deve
ser suave e invertivel. Em termos de fung¢oes de forma, o mapeamento

& definido como:
n—1

x =0 (%) = 3 ¢ (%), (2.33)

=0

onde x; = (x4, yi, 2;) sdo as coordenadas do n6 i no espago fisico, él sa0
as fungoes chapéu no elemento de referéncia e n é o ntimero de nés do
elemento. Neste trabalho o elemento de referéncia ¢ dado por [0, 1]™.

Além do mapeamento descrito a partir do elemento real ao de
referéncia, é conveniente definir um mapeamento para integrar funcoes
sobre elementos de fronteira, tais como aqueles figurando nas equagoes
(2.23)-(2.26). Em duas dimensoes, elementos de superficie sao linhas,
tais como as arestas de uma célula; em trés dimensoes, elementos de
superficie sdo faces. Seja I' ¢ RY™ um hiper-espaco contendo o espaco
fisico representando as faces de um elemento K. Um mapeamento X
transforma um ponto em I' para o espago de referéncia [ c Rdim=1 O
mapeamento pode ser descrito como

Y: T =T (2.34)

tel 5x=%(t)el. (2.35)

O espaco paramétrico é definido pelos parametros independentes
t = (to,* -+ ,tdim—1) € RT™71, (2.36)

e para o espago natural, coordenadas Cartesianas sao utilizadas.
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2.5.1 Avaliagao Numérica de Integrais

Para montar as matrizes de elementos finitos é preciso
realizar a integragao numérica de termos que aparecem nas equagoes
(2.27)-(2.28). E conveniente realizar um mapeamento como descrito
anteriormente e avaliar essas integrais sobre o elemento de referéncia.
Integrais sobre o elemento cortado (K) sdo do tipo

Alij = p(X) dK, (237)
/

onde p(x) é qualquer fungdo a ser integrada sobre o dominio, e.g.,
p(x) =V, -V¢; . A formulagdo mapeada é:

A= [ 53 k(o] K, (2.38)

K

onde |Jg (X)| é o determinante do Jacobiano. Por exemplo, para o
termo bilinear,

aij = / V; Vo dK = / Tt (%) Vo (%)-Jt (%) Vo (%) | Tk (%)|dK.
K K

(2.39)
Integrais sobre elementos de fronteira sdo generalizadas como:

b = / o (x) dr, (2.40)

r

onde o (x) pode ser qualquer fungdo a ser integrada sobre a fronteira,
e.g., 0 (X) = gn ¢;.
Em 2D, a equagao mapeada é:

1
b = /0 6 (t) |Jp ()] dT, (2.41)

onde |Jr (t)| representa o comprimento da arestas.

A integracao ¢é entao avaliada numericamente utilizando
quadratura de Gauss, com ng,, = 2dim hontos de integracio sobre
o elemento e nr 4 = 2dim=1 Hontos sobre a fronteira. A integracio
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sobre elementos torna-se:

anq—l

A=Y (%) [k (Ro)| wy. (2.42)

q=0
Por exemplo, a integracao do termo bilinear é avaliado como:

’I’LK,qfl

Qi = Z JI_(l (Xq) ﬁé% (&q)"]f_(l (Xq) @(53 (Xq) [Tk (Xg)| wq. (2.43)
q=0

J& os termos de fronteira, em 2D, sdo avaliados como:

nr,q—1

bi = Z & (tqg) |Jr (tq)| wq- (2.44)

q=0

O subscrito ¢ indica o ponto de quadratura onde a fungao é
avaliada. Os pesos w, e pontos de integracdo X, e t, sao computados
como descrito em (PRESS et al., 2007).

2.6 AVALIACAO DAS INTEGRAIS EM ELEMENTOS CORTADOS

O proximo passo é avaliar integrais definidas no dominio 2y e no
limite I". Por exemplo, para o problema de Poisson, estas integrais sao:

/V(ﬁi-V(;Sj dx e /quj dx, (2.45)

KQ KSZ

da equagdo (2.27) na area (2D) ou volume (3D) do elemento cortado
Kq e como

/HN ¢; dl (2.46)

I'n

(ou similar) da equagao (2.28) na fronteira I', como explicado na segao
2.5.1.

O processo de integracdo numérica fornecida pela biblioteca
deal.ii avalia integrais sobre elementos padrao formados por
quadrilateros (2D) ou hexahedros (3D) e faces apenas. Ao atravessar
arbitrariamente um elemento, pode-se ter como resultado elementos
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com numero de faces arbitrario. As integrais devem ser avaliadas
apenas sobre a parte do elemento cortado dentro do dominio 2,
representado por Kqg. Uma alternativa possivel seria dividir esse
elemento e criar novos elementos alinhados & fronteira, uma técnica
frequentemente utilizada no MEF estendido (BELYTSCHKO et al., 2001;
YAZID; ABDELKADER; ABDELMADJID, 2009). Estes novos elementos
seriam parte de uma nova "sub-triangulacao" e poder-se-ia tirar
proveito da integracao nativa sobre hipercubos fornecidos por deal.ii.
No entanto, este processo exige a geragao de uma nova estrutura
de triangulagdo que necessita de vértices adicionais, tornando-se
custoso computacionalmente e contrariando a finalidade de se evitar
a constante reinicializacao de malha. Uma abordagem alternativa é
a utilizagdo de mapeamentos conformes Schwarz-Christoffel, tal como
descrito por Natarajan, et al. (NATARAJAN; BORDAS; MAHAPATRA,
2009; NATARAJAN; MAHAPATRA; BORDAS, 2010) no 4mbito do MEF
estendido. Este método mostrou-se eficaz para problemas em 2D, mas
néo é facilmente estendido para o espaco tridimensional.

A abordagem utilizada neste trabalho é baseada na reducao de
integrais volumétricas (em 3D; de superficie, em 2D) a integrais de
contorno através do Teorema de Divergéncia de Gauss. Este método foi
descrito por Mirtich (1996) e foi eficientemente aplicado para calcular
propriedades mecéanicas de s6lidos, tais como momentos e produtos de
inércia sobre corpos poliédricos. O método foi estendido para o MEF
por Massing, Larson e Logg (2013) e utilizado com sucesso para avaliar
integrais como (2.45) em poligonos e poliedros complexos. Um resumo
dos passos utilizados sucessivamente é demonstrado na Figura 3.

Primeiramente, o conceito de indice multiplo e sua notagao sao
introduzidos, os quais sao utilizados ao longo do texto para construir a
base de integragao.

Um indice miltiplo o = (ag, a1, -, Qdim—1) € NG™ & definido
como uma dim-tupla de inteiros ndo negativos «;. Sua ordem |a] é

dada por:
dim—1

la| = Z Q. (2.47)
=0

Baseada nessa definigao, a derivada parcial classica pode ser

escrita como:
dim—1 9 a;
D%y = — . 2.48

O método para avaliar integrais sobre elementos cortados no
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Figura 3 — Sequéncia de etapas utilizadas para reduzir a integracao
volumétrica em um elemento cortado para a integragao sobre as linhas
do elemento. O primeiro elemento representa um elemento qualquer
no espaco atravessado pela fronteira em vermelho. As coordenadas do
elemento sdo projetadas para o elemento de referéncia e o Teorema
da Divergéncia é aplicado sucessivamente, reduzindo a integragao
volumétrica para integracao sobre area de todas as faces (somente uma
é representada) e para integrac¢do sobre as linhas.

Projecdo 3D Teorema da
Divergéncia 3D

Teorema da

Projecéo 2D Divergéncia 2D

Projecao 1D Integracéo sobre
linha

espaco tridimensional é descrito pelo procedimento a seguir. Para
elementos no espaco dimensional, os passos 2 e 3 sao omitidos.

1. Reescrever integrandos em uma base monomial.

Os termos a serem integrados em elementos cortados como
(2.45) podem ser interpolados em uma base monomial. Seja
x = [z0,-*,Zdim—1) € R3 o espago natural para coordenadas
cartesianas. Um polindémio f (zg,z1,...) pode ser representado como

) =co(x)™ 4+ e =Y e ()™, (249)
1=0

onde a é um indice miltiplo dim-tupla e

dim—1
a _ a0 o0 %dim—1 o
x* =zg° -z Tyt = H z;7 (2.50)
j=0
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2. Redugao de integrais sobre volumes (dim = 3) para integrais sobre
superficies (dim = 2).

O problema inicia com a necessidade de integrar uma fungao,
tipicamente polinomial (mas ndo necessariamente), sobre um volume
ou area de um elemento cortado. Generalizando para 3 dimensoes, a
integral pode ser escrita como

// f(z,y,2) dedydz. (2.51)
1%

Partindo-se de um elemento no espago tridimensional, pode-se
reduzir a integragao sobre o volume para integragao sobre superficies
com o Teorema da Divergéncia de Gauss. O Teorema de Divergéncia de
Gauss afirma que (ADAMS, 2009): Seja D um dominio tridimensional
cuja fronteira curva S é uma superficie orientada e fechada com campo
vetorial normal f apontando para o exterior de D. Se F éum campo
vetorial suave continuamente diferenciavel em D,

///v-ﬁw:#ﬁ-ﬁds, (2.52)
D S

onde F & obtido a partir do integrando de interesse na equacao (2.51),
tal que f(x) =V - F.

A integral dupla sobre a superficie pode ser aproximada pela
soma de integrais de area das faces do elemento, que junto formam um

poliedro convexo:
// F.npdA.  (2.53)

///V~de:#ﬁ~ﬁdS:

D S k=0 plek

Nfaces—1

O problema agora foi reduzido a integracao sobre superficies em
duas dimensoes inseridas no espago tridimensional.

3. Projecao das superficies no plano.

A integragao dupla do termo do lado direito da equagao (2.53)
pode ser realizada novamente através da aplicagao do Teorema de
Gauss. Entretanto, a face precisa estar repousando sobre um plano
bidimensional, o que ser feito através da projecao das faces planares do
poliedro sobre um dos planos do sistema de coordenadas. Seja P uma
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regiao poligonal no espago a7, repousando no plano
Na + g + Nyy +w = 0, (2.54)

onde i = (fq,Ng,My) é 0 vetor normal ao plano. O espaco afy é
sempre escolhido como uma permutagao do plano cartesiano xyz. Seja
IT a projecao de P no plano «3. A integral sobre uma face no espago
tridimensional pode entao ser reduzida a

l/g(oz,ﬁw) dA = mlv/n/g (a,B,h(a, B)) dadp, (2.55)

onde 1
h(a,B) = . (aa + 1B + w) (2.56)
gl
e w pode ser obtido da equagao do plano (2.54) escolhendo-se qualquer
ponto da face P.

A fim de maximizar f, e evitar que erros de ponto flutuante
propaguem-se quando esse valor se aproxima de zero, as diversas opgoes
de projegao sdo calculadas e aquela com maior valor de |7 | é escolhida.

A integracao de superficie sobre uma face 2D no plano 3D foi
reduzida a integragao dupla sobre uma superficie no plano 2D. O
problema agora pode ser simplificado para a avaliagao da integral

J[s(@.5 qaas. (2.57)

4. Redugao das integrais de superficie a integrais de linha.

Caso o problema seja inicialmente definido em 2D, inicia-se o
método a partir dessa etapa para avaliar integrais sobre poligonos
complexos.

O Teorema de Divergéncia de Gauss, que pode ser generalizado
para n-dimensoes, é aplicado novamente. Para o caso bidimensional, o
teorema equivale ao Teorema de Green. O teorema afirma: seja IT um
dominio no plano af, com fronteira curva, fechada e suave C. Se Gé
um campo vetorial suave continuamente diferenciavel em II,

/v-édA:yfé.ﬁds, (2.58)
C

II

onde 10 é o vetor normal apontando para o exterior de C, e G é obtido a
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partir do integrando de interesse, tal que g (a, 8) =V - G. Ao integrar
sobre um poligono convexo, pode-se aproximar o lado direito da integral
(2.58) pela soma das integrais das arestas (lados) do poligono P:

Narestas—1
yﬁ G-dds= > / G-y, ds. (2.59)
C k=0 ep

5. Mapear as arestas e avaliar integrais de linha.

O termo do lado direito da equagao (2.59) agora se refere a
integral sobre um segmento de reta (aresta do poliedro) repousando
em um espaco bidimensional. O problema agora consiste em integrar
numericamente a integral

/é iy ds. (2.60)

L

A fim de utilizar uma regra de quadratura como a de Gauss, é
vantajoso parametrizar a aresta Lj sobre um sistema de coordenadas
unidimensional unitario representado por ¢t = [0, 1]. As coordenadas de
um ponto na aresta Lj sao representadas como fungoes de parametros
independentes através de mapeamentos geométricos. O segmento de
reta s é entdo parametrizado pela funcdo vetorial #(t), com ¢ € [0, 1],
tal que

() = (e (t), B (1)) (2.61)

onde 7 (t) é uma transformagao afim das coordenadas «, 3 € R? para o
espaco paramétrico t € R. A transformacao é obtida através de

a(t)=ao+ (1 —ap)t (2.62)

B(t) = Bo+ (81— Po)t, (2.63)

onde os indices 0 e 1 referem-se ao ponto inicial e final da aresta,
orientados em sentido anti-horario. O diferencial torna-se:

ds = |[7(t)'] dt, (2.64)

— !/ . .
onde |7" (t) | consiste no comprimento da aresta, L.
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A integral (2.60) pode finalmente ser escrita como

1
/ Gla, B) - ds = / Gla(),B(1) - AL.dt, (265
L

0

a qual pode ser prontamente integrada utilizando o método da
quadratura de Gauss como descrito na segao 2.5.1. Alternativamente,
Mirtich (1996) utilizou polinémios de Bernstein, que nao requerem a
avaliacao de pontos de quadratura previamente.

6. Cdlculo do campo wvetorial para wutilizagao do Teorema da
Divergéncia.

Partindo-se de um problema tridimensional, o Teorema da
Divergéncia de Gauss é aplicado duas vezes: a primeira, para reduzir
o problema de 3 para 2 dimensdes, cf. (2.53); e em seguida, para
reduzir o problema de 2 para 1 dimensao, cf. (2.58). Para empregar o
teorema, os integrandos polinomiais, f (x) em (2.51) e g («, 3) em (2.57)
devem ser reescritos como divergentes de campos vetoriais. Na proxima
se¢ao é demonstrado o procedimento para a obtengao de F a partir
de f(x) =V~ F. Assumindo que depois da manipulacio mateméatica
descrita a caracteristica polinomial do integrando se mantém, o calculo
para obtencao de Gé analogo e sera omitido.

Primeiramente calculam-se as anti-derivadas dos mono6mios
compondo f (x) da seguinte maneira:

dim—1 Xa+ej

onde e; é o vetor unitario de ordem j. E fécil perceber que para o caso
tridimensional a relagao torna-se

xa0+1 . ya1 . ZQQ xao . yalJrl . ZOéz 1.0((] . yal . Za2+1)

3(0&0 + 1) ’ 3(0(1 + 1) ’ 3(0[2 + 1)
(2.67)

(z,y,2)" = v.(

Agora o polinémiof (x) pode ser reescrito como

fx)=V-F (2.68)
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onde
n dim—1 i i+e;

Zcz Z Tm(ay 71 (2.69)

2.7 REPRESENTACAO IMPLICITA DA FRONTEIRA

Um dos passos essenciais da discretizagao do problema no MEF
com elementos cortados é representar com precisao a geometria do
contorno em uma malha de fundo. A representacao implicita de
curvas e superficies tem-se mostrado eficiente em diversas aplicacoes
computacionais e sua caracterizacdo por meio de uma descricao
geométrica é uma forma versatil e simples de construir a discretizagao.
Além disso, é vantajoso escolher um método que pode ser estendido
para casos mais complexos, por exemplo, problemas com fronteiras
mobveis ou mutaveis.

Neste trabalho, a superficie ou a fronteira do problema é
representado pelo método level-set padrao (SETHIAN, 1999). A
localizacao da fronteira é descrita pelo conjunto contendo os valores
iguais a zero calculados por uma funcdo de distancia com sinal
(signed distance function). A representacao implicita de uma superficie
dim-dimensional é:

I = {x e RM™|¢(x) =0}, (2.70)

onde x & um ponto na superficie definida pela funcéo ¢ : R¥™ — R.
A representagdo pode decompor uma dada triangulagao T} da
seguinte maneira, tal que Vx € Tj:

Pp(x) >0 <—=xeT\Q
p(x)=0 <= xel' =00 (2.71)
p(x) <0 <= xeO\I.

Aproximagao do Dominio

Seja p (x) o mapeamento do ponto mais proximo sobre I' para um ponto
x € RY™ ¢ ¢ (x) uma fungio de distancia com sinal dada por

d(x) = |p(x) —x| em RI™\Q (2.72)

d(x)=—|p(x)—x| em . (2.73)
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A vizinhanca tubular aberta & fronteira I' é definida como:
UI)={xeR™ :|d(x) <6}, (2.74)

onde § é pequeno o suficiente tal que para cada x € U (T") exista um
ponto p(x) € T unicamente determinado. A Figura 4 descreve os
dominios de interesse. Seja ¢ : I' — R qualquer funcao definida na
hipersuperficie I'. A extensdo suave de ¢ a vizinhanga U ¢é definida
como:

§(x) = gop(x). (2.75)
Note que $|p = o.
Uma aproximagdo continua linear definida em trechos I'y, de T’

é considerada tal que Ty, C U (T") e ', N K é um subconjunto de uma
hipersuperficie em R™,

Figura 4 — Representagao dos dominios descritos. U (T') é a regido em
verde onde um ponto unico mais perto p (x) € I' é definido para cada
x € U (T'). Adaptado de (BURMAN et al., 2014).

T U(I)
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2.8 PROBLEMAS DE LAPLACE-BELTRAMI

Modelos matematicos envolvendo fenémenos de transporte
entre uma interface e um dominio volumétrico fechado aparecem
naturalmente em diversas situacdes, tais como dindmica de fluidos,
aplicacoes biolégicas, fendomenos de superficie e coloidais. Exemplos
incluem a modelagem de fluxo multifiasico onde surfactantes
desempenham um papel importante, como a recuperagao avangada
de petréoleo, emulsificacao industrial, extragao liquido-liquido e
varias outras aplicagdes (JAMES; LOWENGRUB, 2004; OLSHANSKII;
REUSKEN, 2010). Agentes tensoativos podem induzir a tensdo de
superficie tangencial, causando o efeito de Marangoni (MURADOCGLU;
TRYGGVASON, 2008). Em tais situagoes, os surfactantes solaveis sio
dissolvidos no volume fluido, mas também sao absorvidos na interface.
Modelos matemaéticos, portanto, acoplam equacgoes de superficie com
equagoes em um dominio que inclui a superficie. Em geral, se o
problema inclui um dominio que pode ser considerado suficientemente
fino, pode-se simplificar o modelo, escrevendo uma formulagao de EDP
em uma geometria dimensional inferior, por exemplo numa curva ou
numa superficie.

Uma abordagem bem conhecida para resolver equacoes em
superficies é descrita por Dziuk (1988), onde é proposta uma
aproximagao por poligonos em trechos para a superficie utilizando
um espago de elementos finitos em uma discretizagao nessa superficie.
Para uma revisao abrangente sobre métodos com elementos finitos
para resolver PDEs em superficies, veja (DZIUK; ELLIOTT, 2013) e as
referéncias citadas nesse trabalho.

Em problemas transientes a interface pode experimentar
mudangas geométricas constantes. A utilizagdo de um método padrao
de elementos finitos requer a computacao de uma nova triangulagao
a cada iteragao temporal, o que pode se tornar computacionalmente
custoso. Neste contexto, é vantajoso utilizar um método computacional
que permite que a interface atravesse arbitrariamente através de uma
malha em segundo plano. Um método com malhas nao alinhadas para
um problema envolvendo o operador de Laplace-Beltrami foi abordado
em (OLSHANSKIIL; REUSKEN; GRANDE, 2009) e mais recentemente por
Burman et al. (2014), onde os autores discutem um modelo geral para
resolver EDPs em superficies utilizando o MEF em malhas cortadas
sob a abordagem do método chamado CutFEM. Métodos com malhas
nao alinhadas podem resultar em mal-condicionamento da matriz de
rigidez devido & natureza arbitraria do corte da fronteira sobre a malha
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em segundo plano. Este problema tem sido estudado para sistemas
com o operador de Laplace-Beltrami também, cf. (BURMAN; HANSBO;
LARSON, 2015; OLSHANSKII; REUSKEN, 2010). Neste trabalho, &
proposto um experimento numérico de um problema de difusao pura
em uma superficie, que pode ser generalizado pela equacao

—Aru=f (2.76)

avaliada em uma superficie unidimensional embutida no espaco
bidimensional. O experimento numérico proposto propoe um método
de elementos cortados para resolver EDPs em superficies baseado na
formulagao reportada em (BURMAN et al., 2014).

2.8.1 O Operador Laplace-Beltrami

O operador Laplace-Beltrami é uma generaliza¢do do operador
de Laplace que opera em fungoes definidas sobre as superficies no
espago Euclidiano. Da mesma forma que o Laplaciano, o operador de
Laplace-Beltrami pode ser definido como o divergente de um gradiente.
Nesta secao apenas uma breve descricao do operador é introduzida,
para mais detalhes o leitor é remetido a um bom livro sobre geometria
diferencial (PRESSLEY, 2013; KREYSZIG, 2013).

Para cada x € U ('), a projegao de R4™ sobre o plano tangente
de I' é definido como

Pr=I-nQ®n, (2.77)

onde I é a matriz identidade e n, o vetor normal. O gradiente tangencial
de uma fungao ¢ € C* (U (T')) em x € I" é dado por:

Vo (x) = PrVe (x), (2.78)

onde V & o operador gradiente usual em RU™ . Finalmente, o operador
Laplace-Beltrami para uma fungao ¢ € C? (U (T)) é definido como

Ar¢ (x) = Vr - Vro(x). (2.79)
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2.9 ANALISE DE CONVERGENCIA
2.9.1 Problema de Poisson

Niumero de condicionamento da matriz de rigidez

A formulagao descrita pelo método dos elementos cortados produz um
ntmero de condicionamento da matriz de rigidez com limite superior
semelhante aquele que é encontrado com o método padrao de elementos
finitos. Mais detalhes sobre a analise podem ser encontrados em (ERN;
GUERMOND, 2006).

Seja U qualquer vetor tal que U € RV, onde N = dim V},, e seja
sua fungao correspondente em elementos finitos em V}, representada
por up. A norma Euclidiana padrao ¢ definida por ||[U||y. Seja a
matriz de massa M, a qual é definida pela forma bilinear (up vy), e a
matriz de rigidez A, a qual ¢ definida pela forma bilinear Ay, (up,vp).
A triangulagao T}, conforma-se com o dominio 7. Portanto a seguinte
estimativa é verdadeira:

1/2 1/2
Poin 10l < Nunllo 0 < bada 101y (2.80)
onde Lmin € fhmaz referem-se ao menor e maior autovalores da matriz
de massa M. O nimero de condicionamento da matriz de rigidez A é
representado por k (A) e sua definigao é dada por

Kk (A) = [ A ||A7], (2.81)

onde AU
14l = sup T (2.82)
very [Ully
O namero de condicionamento da matriz de rigidez resultante da
formulacao de elementos finitos utilizando o método de Nitsche satisfaz
o limite superior:

k(A) < Ch™2, (2.83)

onde C' é uma constante independente de como a fronteira atravessa
a malha. A prova e defini¢do de C sdo dados em (BURMAN; HANSBO,
2012).

Limites de erro 6timos

A diferenga entre a solugao numeérica u e a solugao exata wup é
computada através de erros definidos nas normas Ly e H', que sdo
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definidas, respectivamente, por:

1/2
= wnlzagey = | [ u—wnf ax (284)
Q
e
9 9 1/2
= wnllmr oy = (Il = wnll o) + o= wnline) o (2:85)
onde |u — uh@fl(ﬂ) se refere & seminorma H',
1/2
[u — up| 1) = / IV (u— up)|? dx : (2.86)
Q

A solugao numérica por elementos finitos uy, satisfaz as seguintes
estimativas de erro em H' e Lo, respectivamente (BURMAN; HANSBO,
2012):

lu = unll g iy < Ol s (2.87)

Ju— uh||L2(Q) <Ch® ||“HL2(Q) : (2.88)
2.9.2 Problema de Laplace-Beltrami

Nuamero de condicionamento da matriz de rigidez
Da mesma forma que na modelagem do modelo padrao de Poisson, o
namero de condicionamento da matriz de rigidez x (A) é proporcional a

h=2 e a seguinte estimativa é valida independentemente da interseccao
com a fronteira (OLSHANSKII; REUSKEN, 2010):

k(A) < Ch2 (2.89)
Limites de erro 6timos

As estimativas de erro nas normas H' e Lo sio, respectivamente:

flu— Uh||H1(r) <Ch HUHHI(F) ) (2.90)

lu = unllpy @y < CH* Jlullpy iy - (2.91)
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Para uma descri¢do das provas, veja (BURMAN et al, 2014;
OLSHANSKII; REUSKEN; GRANDE, 2009).

2.10 PROBLEMAS DE REACAO-DIFUSAO

Problemas envolvendo equacoes de reacao e difusao aparecem
com frequéncia em muitas situagoes em varios campos cientificos,
especialmente em aplicagoes bioquimicas e de engenharia. Tipicamente,
uma reagao quimica surge a partir do encontro aleatério de moléculas
e resulta na formagéo de novas espécies quimicas e/ou de energia. Na
maioria dos casos, a variagao local de um elemento quimico cria um
gradiente de concentragao que é a principal forca motriz do processo
de difusdo. O fendémeno de difuséo é encontrado em diversas aplicagoes
cientificas e é fundamental para compreender os processos metabolicos
subjacentes que ocorrem nos organismos vivos.

Esse trabalho foca no processo de reagao-difusao que ocorre em
células biologicas, onde varias reagoes ocorrem tanto no citoplasma
e na membrana e os componentes difundem-se pelo corpo celular.
Um sistema tipico que ocorre no microrganismo FEscherichia coli é
a regulagao do local de divisao celular, que pode ser determinado
pela dindmica complexa de proteinas Min. O mecanismo de oscilagao
Min tem sido extensivamente estudado e modelado com abordagens
deterministicas (HOWARD; RUTENBERG; VET, 2001; HUANG; MEIR;
WINGREEN, 2003) ou estocasticas (PAVIN; PALJETAK; KRSTIC, 2006).

Primeiramente um modelo transiente da reacao e difusdo de uma
célula em duas dimensoes com um sistema acoplado volume-superficie
é apresentado. Em tais sistemas, ha componentes que situam-se no
citoplasma da célula, representada como um dominio volumétrico (),
e espécies que sao restritas & membrana, representada pelo sub-dominio
I' = 992. O modelo para os sistemas acoplados de volume-superficie de
reagao-difusdo pode ser generalizado como (NOVAK et al., 2007):

8ui

ot =-V -D;Vu; +7r;, u; € H! (Q), (2.92)

para espécies i no dominio volumétrico (2) e

8 .
% =—Vr - D;Vru; +7;, u; € H' (T), (2.93)

para componentes j limitados ao dominio da membrana (I'). Dy séo os
coeficientes de difusao, ug sdo as concentragoes, ri sdo as velocidades
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de reagao e Vr é o operador Laplace-Beltrami.
2.11 A BIBLIOTECA DE ELEMENTOS FINITOS DEAL.IT

deal.ii* (Differential Equations Analysis Library) ¢ uma
biblioteca de codigo aberto escrita em linguagem C++ para resolver
problemas descritos por equagoes diferenciais parciais utilizando o
Método de Elementos Finitos. FEla foi introduzida em 1999 por
Bangerth e Kanschat (1999) e sua versao atual, 8.3, foi lancada em
agosto de 2015 (BANGERTH et al., 2015).

Para resolver problemas através do MEF, deal.ii exige uma
descricao em baixo nivel do problema a ser resolvido, i.e., ele requer
que o usuério especifique a EDP na forma fraca e a montagem dos
sistemas lineares. A descricao do problema a um baixo nivel facilita
a manipulacao direta do processo de montar e resolver o problema
de elementos finitos. Isso é especialmente vantajoso no método de
elementos cortados, uma vez que permite acesso direto as entidades
da malha, como elementos, faces e arestas, e permite uma manipulagao
facil das entradas das matrizes. Uma sequéncia basica de passos para
montar problemas com o MEF usando deal.ii é dado no algoritmo 2.1.

Além das caracteristicas favoraveis que deal.ii oferece para o
desenvolvimento de métodos de malha nao-alinhada, o software foi
escolhido por possuir extensa documentacao, incluindo uma série de
video-aulas disponiveis gratuitamente?, suporte para uso de outras
bibliotecas de computacao cientifica (PETSc, Trilinos, BOOST, etc.) e

uma comunidade de usuarios ativa®.

Shttp://www.dealii.org/
4http://www.math.tamu.edu/ bangerth/videos.html
Shttps://groups.google.com/forum/\#!forum/dealii
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Algoritmo 2.1 Montando um problema com o MEF na plataforma
deal.ii

Geragdo da triangulacg&o

Input da geometria e geragdo da malha
Organizagdo e associagdo de graus de liberdade

Montagem das matrizes
Definigdo do tipo de elementos finitos
Definigdo da regra de quadratura

Input de dados sobre o modelo
Iteragdo sobre elementos

Iteragdo sobre graus de liberdade
Computar A;;,L;
Montar A,L

Solugéo
Resolver U = A™'L

Publicag8o de resultados
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3 MODELAGEM MATEMATICA E METODOLOGIA

3.1 REPRESENTACAO IMPLICITA DA FRONTEIRA

A representacdo da fronteira segue o método de funcao level-set
como descrito a secao 2.7. Nesse trabalho as fronteiras que definem
as geometrias utilizadas nos estudos de casos sao sempre definidas por
bolas, i.e., circulos em 2D e esferas em 3D. A geometria do circulo
unitario com centro na origem pode ser representada pela funcao de
distancia com sinal:

o (x) =2 +y% -1, (3.1)

enquanto a esfera equivalente pode ser descrita pela fungao

d(x) =22 +y2+22-1 (3.2)

A generalizacdo da representacao implicita de bolas em
dim-dimensoes pode ser expressada por:

(3.3)

onde ¢ = (cg, - ,cdim—1) € 0 ponto do centro da bola e r é o raio da
bola.

Como uma medida da exatidao da aproximacao gerada pelo
método level-set, as malhas de elementos cortados resultantes foram
comparadas com as malhas geradas pela fungao padrao de criagao de
malhas fornecida por deal.ii. Os volumes totais de ambas as malhas
foram comparadas, utilizando como base o nimero de elementos. Para
a malha gerada pelos elementos cortados, o volume total pode ser
calculado pela soma dos volumes da fracao de cada elemento em €):

Vesfera = Z / dv. (34)

3
Kq

A integracao foi realizada utilizando o método descrito na se¢éao
2.6. O volume da malha gerada por deal.ii foi calculada pela fun¢do
nativa GridTools: :volume.

Geometrias Alternativas
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Com o intuito de verificar se o método proposto para deteccdo da
fronteira nao estd limitado a geometrias simples como as geometrias
propostas para resolver os estudos de caso, duas novas geometrias foram
estudadas. Entretanto, nenhuma equagao foi resolvida nesses dominios;
0 Gnico objetivo é analisar a geracao da malha.

Bactéria. Um exemplo de interesse é a construgao da geometria
de uma bactéria. Pavin, Paljetak e Krstic (2006) simularam a
geometria tridimensional de uma bactéria E. coli como um cilindro de
comprimento H, raio R e com dois hemisférios esféricos de raio R em
cada extremidade. Com base nessa descrigao, propoe-se, no presente
trabalho, que a fronteira pode ser representada pela fungao level-set

Viyi+22—-R se x < Hfz
_ , 3.5
°09 {\/WR se x> M/ (39)

para uma bactéria alinhada ao eixo z.

Bloco de Queijo Suigco. Burman et al. (2014), ao descrever um
método de elementos finitos em malhas nao-alinhadas, propée malhas
nao-triviais como donuts, pipoca e queijo suigo. A geometria de um
bloco de queijo suigo é gerada nesse trabalho, a partir da funcao level-set
proposta no trabalho citado:

$(wy2)= (2 +9° -4+ (2 -1+ (P +22-4)° (36
F (=) 4 (P2 +2® =)+ (P —1)° = 15.

3.2 ESTUDOS DE CASOS

As secOoes a seguir introduzem os experimentos numeéricos
utilizando o MEF com elementos cortados. Primeiramente, sera
resolvida a equagao classica de Poisson em geometrias bi e
tridimensionais, como descrito na segao 2.1.1, onde a formulagao
matematica e método de solucao foram apresentadas e portanto serao
omitidas nessa secao. Em seguida, o problema de Laplace-Beltrami é
proposto e, finalmente, um caso de reacao e difusao é introduzido.
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3.2.1 Problema de Poisson

O modelo descrito pela equagao de Poisson com condigoes de
contorno de Dirichlet impostas fracamente pelo método de Nitsche
foi resolvido utilizando-se o método de elementos cortados em uma
esfera (3D) e em um disco (2D), ambos com raio r = 1. A fronteira é
representada pela fungao level-set (3.3)

onde ¢ = (cg,- -, caim—1) € o ponto do centro da bola. Relembrando
a equagao de Poisson (2.1) e estabelecendo gp = 0, o problema a ser
resolvido é:

—Au=1em Q (3.7)
u = 0 sobre T' = 912, (3.8)
que tem solucao analitica:
1 xP

Os valores de vp e vy das equagbes (2.24) e (2.22) foram
estabelecidos em 5,0 e 0,1, respectivamente. O dominio € foi inserido
em um hipercubo (—1,5;1,5) C RY™ particionado em cubos (3D) ou
quadrados (2D) de tamanho igual. Para detalhes sobre a formulacao
em elementos finitos, veja a se¢ao 2.3.

3.2.2 Problema de Laplace-Beltrami
3.2.2.1 O Problema de Difusao de Laplace-Beltrami

O problema de difusao pura em uma superficie fechada I' de
co-dimensao dim — 1 é proposto como um estudo de caso para a
implementagao do método de elementos cortados:

—Aru = f sobre T, (3.10)
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onde Ar representa o operador de Laplace-Beltrami, definido na secao
2.8.1. Uma vez que qualquer funcao constante é uma solugao para esse
problema, é necessario impor uma restrigao adicional para obter uma
solugao tnica. Neste problema o valor médio de u é escolhido para
desaparecer na fronteira, tal que

/uds = 0. (3.11)

T

O primeiro passo para obter uma forma computéavel da equagao
(3.10) é definir um espago funcional apropriado. O espago dos
polinémios bilineares de Lagrange continuos é usado. O espago Vg
é entao introduzido, com a aplicagao da restrigao utilizando o método
multiplicador de Lagrange (OLSHANSKII; REUSKEN; GRANDE, 2009):

Vs = {v c H' (T | /des=0}. (3.12)

Para obter a forma variacional, o mesmo procedimento descrito
na segao 2.1.1 é aplicado, assim como a notagao sobre as caracteristicas
da malha. Primeiramente, multiplica-se a forma forte (3.10) por uma
fungdo teste v € Vg e integra-se utilizando a férmula de Green. O
problema na formulagao fraca entao torna-se: encontre u € Vg tal que

a(u,v) = f(v), Yo € Vg, (3.13)

onde a (u,v) se refere a forma simétrica bilinear sobre I" e f (v), & forma

linear funcional:
a(u,v) = (Vru, Vro)p, (3.14)

f)=(fv)p. (3.15)
3.2.2.2 Formulagao do Problema

O problema de difusdo puro de Laplace-Beltrami foi solucionado
utilizando o método de elementos cortados em um dominio
bidimensional circular com raio r = 1. O lado direito da fungao f
foi escolhido para ser igual a:

f(x,y) =9 sin (3 arctan (#/y)), (3.16)
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a fim de impor um gradiente oscilatorio como proposto em (KAMILIS,
2013), tal que a solugdo analitica é:

u(x,y) = sin (3 arctan (¢/y)) . (3.17)

O dominio da fronteira I' é definido por um circulo de raio r = 1
e é obtido através da funcao level-set (3.1)

2 2
b (w,9) = /(@ —20)* + (g — 90 7
O dominio estd embutido em uma triangulacao regular
Th = [_17 57 1a 5] X [_17 57 17 5]

composta de quadrados de tamanho igual. A triangulacao é dividida
em sub-dominios g, G, e Q2 como descrito na segao 2.7. Células dos
dominios 2y e 5 foram excluidas da computagao, tal que o conjunto
de elementos discretos é igual a G,. O parametro de estabilizagao vg
foi estabelecido em 0.01 baseado em (BURMAN et al.,, 2014; KAMILIS,
2013).

3.2.2.3 Formulacao em Elementos Finitos

A fim de discretizar a formulagdo, o conjunto de elementos
K associado com o limite I' é definido da seguinte forma, da mesma
maneira que na segao 2.2:

Ghr={KeT,: KNTy #o}. (3.18)

Seja V! o espaco de funcdes continuas definidas em trechos na
triangulacdo T}, . O espaco funcional V" ¢ definido como um espaco de
fungbes continuas lineares definida em trechos em G}, com média nula
ao longo da fronteira:

vh = {vh cH : VMg, : /vh dr = o}. (3.19)
r

O problema, com a discretizagdo padrao de Galerkin da equagao
(3.13), torna-se: encontre u; € V" tal que:

Ap (uh,vh) =L (Uh) Yoy € Vh7 (3.20)

cuja forma bilinear é dada por:
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Ap (un,vn) = (un,vn)r, + s hjn (un, vn) (3.21)

L (vn) = (f,vn)y, - (3.22)

O termo de estabilizagao jj, (un,vy) é definido por:

Ih (uh, Uh) = Z ([Vuh] , [vvh]F)F . (3.23)
FeFs

onde [Vu] denota o salto do gradiente de u sobre a face F. Para
definigoes dos termos salto e o conjunto Fg, veja a segao 2.2.

3.2.3 Problema de Reacgao-Difusao
3.2.3.1 O problema de Reagao-Difusao

O sistema proposto é composto de um dominio circular onde
uma espécie quimica A difunde em um dominio € e reage em uma
se¢do da membrana I' = 992, identificado por I';y C T'. A reagdo produz
um componente B e o mecanismo de reacao é dado por uma reacao
simples de primeira ordem com constante de velocidade de reacao k:

AL B (3.24)

O componente B é limitado & membrana e difunde livremente
nela. O componente A pode estar presente em ambos os dominios. As
velocidades de reagao sao dadas por:

ra=—-rgp=—kua. (3.25)

A reacdo ocorre somente em parte da fronteira, portanto o
termo de reagao é multiplicado por uma fungao delta de Kronecker
Jd (x). Condigbes de contorno de Neumann com fluxo igual a zero sao
escolhidas na fronteira, significando que esse é um dominio fechado sem
contato com o exterior. O sistema final acoplado é:

aaLtA—V -DaVus+96(x) kua =0 em, (3.26)

n-Vug =0 sobrel, (3.27)
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agitB - Vr . DBVFUB — 5(X) kuA =0 sobrel. (3.28)

A formulagao fraca é obtida pelo mesmo procedimento
previamente introduzido. Para a equagao no dominio volumétrico:
multiplica-se a equagdo (3.26) por uma fungdo teste vy € H'(Q) e
integra-se utilizando o Teorema de Green:

<ag:7v,4> +a(ua,va)+ (6(x) kua,va) — L(va) =0, (3.29)

onde L (v4) = (va, gn). Para a equagao na superficie, multiplica-se a
equacao (3.27) por uma funcao teste vg € H' (T') e integra-se aplicando
o Teorema de Green:

<agf,v3>+a<uB,UB>—<5(x) kua,vp) =0. (3.30)

3.2.3.2 Formulacao em Elementos Finitos

A discretizagao espacial do sistema de EDPs é baseada na
formulagao em elementos finitos dos estudos de caso anteriores. O
espago de elementos Lagrange bilineares (2.15) é utilizado:

V}f:{v v eC%(Q), vk € Q (K) ,VKeTh},
e da equagao (3.12) (exceto que a restrigdo na fronteira ndo é imposta):
Vhcv=H" ().

A discretizacao entao torna-se:

h
(8524,112) + Ap (Wi, vh) + (6 (x) kuly, o) —L (V) =0 (3.31)

h
<6auf’”%>+Ah (upp,vp) = (3(T) kuly,v) = 0. (3.32)

A discretizagao temporal foi realizada utilizando o método de
Crank-Nicolson (CRANK; NICOLSON, 1996), que ¢ estavel para o sistema

proposto. A solucdo u, onde u pode ser u4 ou upg, é substituida pela
seguinte aproximagao:
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w(x,t) = (1—0) u" " +0u", (3.33)

onde n é o passo no tempo e # é um pardmetro que ajusta a
aproximagao. Por exemplo, se § = 0, a formulagao se reduz ao método
de Euler explicito. Se § = 1, ela se reduz ao método de Euler implicito
puro. No método de Crank-Nicolson, foi escolhido 8 = 0,5 e a iteracao
temporal é implicita e estavel. A derivada temporal é aproximada por:

ou(x,t)  u™ —un!

= A (3.34)

A fim de obter o sistema linear final, as equagoes (3.21)-(3.34)
sdo substituidas em (3.31). Em seguida, a solucdo u" é substituida por
uh =" U; ¢; e a fungao teste por v = ¢;, como feito anteriormente.

j
O método de Nitsche estabilizado é utilizado para impor
condigoes de contorno de Neumann na equacdo (3.31), utilizando a
formulagao (2.25) para o termo bilinear Ay, (v%uf}l) e a formulacao
(2.24) para o termo L (v%).
A equagao final a ser resolvida é:
[Mq + 0 At (Ag + k MT)] Uy
= [Mq — (1-0) At (kMEF + Aq)] UL, (3.35)

onde a matriz de rigidez Ag é dada por
(Aa);; = (Vi,Vj)g + (v hnr - Vg, nr - V).
+71 hjn (9 05) £, - (3.36)

A matriz de massa Mg também é estabilizada adicionando-se
termos de estabilizacdo que sdo multiplicados por h? como em
(HANSBO; LARSON; ZAHEDI, 2015):

(Ma); = (90 05)g + Yaa 12 i (15 05) £, - (3.37)

A matriz M{ é a matriz de massa que surge do termo de reagio,
que ocorre somente em uma parte do dominio, definido pela funcao
0 (x). A matriz também é estabilizada:

O sistema linear para solucionar a equagao (3.32) é obtido



59

seguindo-se os mesmos passos. A equacao final é:
[Mr + 6 At Ar] Ug
= [Mr — (1 —6) At Ap] Up~' + kCr At. (3.39)

Aqui, a forma estabilizada do termo bilinear (3.21) foi utilizada
para definir Ay, <u%, v%>, tal que a matriz de rigidez Ar é:

(Ar);; = (Vroi, Vro;) + s hijn (bi,¢5) £, - (3.40)
A matriz de massa Mt também é estabilizada e torna-se:
(Mr),; = (i, &5)p + var B2 g (615 05) £, - (3.41)

O vetor C} é obtido pela integracdo do termo de reagdo e
depende da concentracdo de u;. O vetor é dado por:

(Cr)y; = (0(T) wa, di)p, (3.42)

onde uy é obtido pela eq. (3.33) dos ja computados u’y e uf{l. 0]
sistema linear resultante para ser resolvido a cada iteracao temporal é
formado pelas qeuagoes (3.35) e (3.39).

3.2.3.3 Formulagao do Problema

O conjunto de EDPs foi solucionado com o método de elementos
cortados em um dominio circular em duas dimensoes com raio r = 1,
tal que a fronteira I' é representada pela funcao level-set

o (x,y) = \/(x—:co)2+(y—yo)2—r.

A fronteira I" foi separada em dois subdominios: I'y, representado
pelo terceiro quadrante do circulo, dado por

I ={(z,y) €T : <0,y <0} (3.43)
e I's, representado pelos quadrantes restantes:

Ty = {(z,y) €T\ T}}. (3.44)
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A funcéo delta 0 (x) é entdo definida como:

1 r=r
s(x)=1{ ¢ L (3.45)
0se I'=1I5
A constante de reagdo foi estabelecida em k = 100 [s‘l].

Os coeficientes de difusao sao homogéneos sobre o dominio e foram
ambos estabelecidos em Dy = Dp = 0,1 [m 5’1]. Como condigao
inicial, a concentracdo de A foi estabelecida em um quadrado
[—0,25;0.25] x [-0,25;0,25] [m?], com valor us = 400 [molm=2] e
igual a zero no restante do dominio. A geometria com cantos agudos foi
proposta a fim de avaliar a suavizacao da solucao. Um diagrama com a
geometria e condigOes iniciais é mostrado na Figura 5. A concentragao
inicial de B foi estabelecida como zero em todos os dominios.

A solugao foi calculada para um tempo total de ty = 20,0 [s],
com um passo no tempo igual a At = 0,004 [s]. Os parametros foram
selecionados da seguinte maneira: v = 0,1; v¢ = 0,01; vy = 0,1;
Yo =5e N =1

Figura 5 — Diagrama do setup inicial do problema de reagao-difusao
0=0
FQ Q

us = 400

-1
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3.2.3.4 Conservagao de Massa

Uma vez que nao ha termos de geragao nem fluxo através da
fronteira, a variacdo total de massa no dominio deve aproximar-se de
zero. Para garantir que a massa é conservada ao longo do intervalo
de tempo, computa-se a massa total M, no dominio a cada passo no
tempo t; utilizando a seguinte equacao:

nkK nGh
My, = / ufd+ Y / ulf dl (3.46)
Kq‘,GQKi FKiEGhFK.

e avalia-se a variagao de My, relativa a massa inicial presente no dominio
com:

My, — My,

T b 100%. (3.47)

AMti = ’
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 O PROGRAMA FEM-CUT-CELL-3D

Como resultado do projeto de pesquisa realizado para
implementar a resolucao de problemas de reagao-difusao com o Método
de Elementos Cortados, o autor desenvolveu o software fem-cut-cell-3D,
que esta em fase inicial e tem como objetivo ser uma ferramenta para
resolver problemas de elementos finitos com o método proposto. O
programa é escrito em linguagem de programagao C++ e é implementado
a partir da biblioteca deal.ii. = Embora possa ser utilizado para
problemas em 2 e 3 dimensoes, a implementagao nao é independente
da dimensao do problema, significando que coddigos diferentes foram
escritos para cada caso. A dificuldade de unir a implementacao
de ambos os casos surge principalmente da formulagao matemaética
necessaria para integrar fungoes sobre partes de elementos, como
mostrado na segao 2.6. Nao obstante, pretende-se adaptar o software
para ser independente da dimensao do problema, utilizando uma
implementagao baseada em templates aos moldes de deal.ii.

Devido ao alto ntimero de linhas de implementacdo (cerca de
13.000 para o caso 3D, sem comentérios) o programa segue em disco
anexo e somente alguns algoritmos importantes serao explorados no
trabalho, em pseudocodigo.

4.1.1 Utilizagao

No momento, o programa estd disponivel no repositério
https://github.com/afonsoal/fem-cut-cell-3D sob licenca MIT!.
O repositorio tem como exemplo implementado somente o problema de
Poisson tridimensional, que sera utilizado nessa se¢ao como base para
demonstrar o programa e a metodologia empregada. A implementacao
dos experimentos bidimensionais segue no disco em anexo.

A instrucdo para utilizacdo do programa é feita com base
em Makefiles e esta descrita com detalhes no arquivo README.
O programa é construido com base na biblioteca deal.ii, portanto,
espera-se que as suas dependéncias e restricoes estejam satisfeitas.
deal.ii foi criado para ambientes Unix e é suportado em sistemas

Ihttps://opensource.org/licenses/MIT
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operacionais Linux e Mac OS X.

O output de resultados das solugdoes numéricas é realizado em
arquivos .vtk?, que podem ser visualizados por softwares como Visit ou
Paraview.

Disco em anexo

Anexo a esse trabalho encontra-se um disco com a implementacao
dos estudos de caso propostos com o Método dos Elementos Finitos.
Nesse disco, estao implementados o problema de Poisson em 3D, da
mesma maneira que no repositério mencionado anteriormente, e a
implementacao dos estudos de caso em 2D - problema de Poisson
no disco, problema de difusdo de Laplace-Beltrami e o problema
transiente de reagao-difusao. O arquivo Dissertacao-leiame.txt
contém os detalhes de cada pasta e as instrugoes para compilar e rodar
0 programa.

Os resultados dos experimentos propostos estdo todos
disponiveis na pasta resultados_dissertacao. Os resultados estao
no formato .vtk, com excegao do problema transiente de reagao-difusao,
que esta disponivel em formato de video .avi. O leitor é encorajado a
visualizar os arquivos mencionados a fim de ter uma perspectiva prépria
da solugao.

4.1.2 Principais arquivos

As classes, arquivos de cabecalho (header) e outros arquivos
auxiliares & solugdo do problema encontram-se disponiveis em
https://github.com/afonsoal/fem-cut-cell-3D/tree/master/
include. A seguir uma breve descricao dos principais arquivos é
introduzida. A descricdo dos membros e fungoes internas pode ser

encontrada na implementagao dos cédigos.
e NewCell_3D (.cpp, .h)

Classe e arquivo header contendo informagoes e métodos relevantes
para a construgao de uma nova estrutura baseada na fragao do elemento
atravessado K € (G, contida em €, i.e., elementos Kq como mostrado
na se¢do 2.7. Armazena informacoes sobre faces através de um vetor

2Arquivos com formato .vtk sdo utilizados para visualizacdo de solucbes
numéricas em malhas computacionais. Veja http://www.vtk.org/ para mais
informagdes.
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STL? de objetos NewFace_3D (std: :vector<NewFace_3D>) para facil
manipulagao e extragao de dados.

e NewFace_3D (.cpp, .h)

Contém dados e fungoes necessarios para a implementagao de faces
pertencentes a um elemento cortado. Informagoes sobre as linhas (ou
arestas) compondo a face sdo armazenadas em um struct NewLine,
que sdo reunidos em um vetor de objetos (std: :vector<NewLine>).

e NewMesh_3D (.cpp, .h)

Responsavel por organizar e criar um objeto do tipo
dealii::Triangulation<3>, que estrutura a malha, organizando
graus de liberdade, mapeamento de elementos ao elemento de
referéncia, entre outros. A nova triangulagdo é criada contendo
somente elementos inteiramente ou parcialmente no dominio principal,
i.e., elementos K € Qrp.

e Write_VTK (.cpp, .h)

Responsavel pela criagao de arquivos do tipo .vtk baseados na
malha de elementos cortados que é gerada no programa principal.
Gera uma estrutura baseada em linhas unidimensionais, apresentando
versatilidade quanto ao formato poliédrico do elemento cortado que

resulta da intersecgao da fronteira com a malha de fundo.
e polymul.h

Programa utilizado para multiplicar polindmios multivariaveis,
implementado originalmente em Ekstrom (2009). O programa foi
alterado pelo autor deste trabalho para incluir algumas fungoes
pertinentes & manipulagao de polindmios necessarias para integragao
em poliedros arbitrarios. A caracteristica essencial é a criacdo
de polindbmios com dimensao e ordem constantes no momento de
compilagao. A multiplicagao polinomial é realizada de forma ineficiente,
de forma que a multiplicagao de dois polinémios univariados de grau n
¢ de complexidade O (n?).

e Polynomials3D.h

Codigo contendo a classe Polynomials3D, que expande a
funcionalidade polinomial de polymul.h, bem como o namespace
NPPolynomials. NPPolynomials contém fungoes utilizadas para

3C++ Standard Template Library
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manipular polinémios, tais como aplicacao dos operadores divergente e
gradiente, compito dos campos vetoriais (equacao (2.66)), projecao de
planos (eq. (2.55)), multiplicagbes de campos vetoriais por matrizes,
entre outros.

e CutCell_Integration_3D (.cpp, .h)

Parte central do programa, implementa as principais fungbes para
integragao numeérica dos termos provenientes da formulacao de
elementos finitos com imposicao de condigoes de contorno fracamente
pelo Método de Nitsche (segao 2.3). Também implementa os polinémios
de Lagrange utilizados para aproximagao da solucao e fungao de teste.
No momento, a implementacao de fungoes de integracao com o operador
Laplace-Beltrami esta em teste e nao esta disponivel.

e poisson_problem.cc

Arquivo principal do programa, que estabelece a sequéncia logica de
montagem de um problema com o MEF baseado no algoritmo 2.1. Uma
versao simplificada da fun¢ao run, utilizada para chamar as fungoes
necessarias, é apresentada no algoritmo 4.1.

4.1.3 Limitagoes

O principal gargalo do programa consiste atualmente na etapa
de integragdo sobre elementos cortados. A projecdo de fungoes
em superficies do espago xyz para o plano af, como descrito
pela equagdo (2.55), envolve uma substituicdo de varidveis que é
custosa computacionalmente, caso realizada com o atual método de
multiplicacao polinomial. Dessa maneira, o problema de Poisson,
resolvido na esfera unitaria, estd limitado a um ntmero méximo de
2.728 elementos aproximando o dominio, com didmetro de elemento
igual a 0,22.

Esse problema acontece principalmente pois as fungoes
resultantes da multiplicagdo de polinémios de Lagrange que definem
o espago de elementos finitos nao sao definidas previamente, como
é geralmente feito em codigos para solugdo de elementos finitos. A
multiplicacao polinomial e a manipulacao das variaveis é feita durante
a execucao do programa, o que causa alto custo computacional. Nao
obstante, a implementacao pode ser otimizada através da defini¢ao
prévia das fungoes a serem integradas, a fim de competir com o método
tradicional de elementos finitos.
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Algoritmo 4.1 Principais métodos chamados para resolver
problema, implementado em poisson_problem.cc

1: procedure RUN

2:

e

9:
10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

17:

# Input de geometria, inicializa¢ao da malha Th
make grid
# Projetar level-set sobre malha
initialize _levelset
# Publicar malha com valores levelset
output_results_levelset
# Bliminar elementos K € Qo, criar nova malha
get_new _triangulation
# Setup de graus de liberdade e matrizes
setup_system
# Projetar level-set sobre nova malha
initialize levelset new
# Criar nova malha com elementos cortados Kq
create_new_cut_cell mesh
# Montar matrizes A, L
assemble_system
Input:

Ordem polinomial

Regra de quadratura

Parametros do modelo (¢p,vp, 71, f, etc.)
# Resolver sistema linear U = A™' L
solve
# Publicar solugao
output results
# Calcular erros comparando com sol. exata
process_solution
# Publicar resultados na malha com elementos cortados
output results interpolated

18: end procedure

4.1.4 Deteccao de Interseccao

¢ marcado com um wvalor level-set.

A deteccao da intersec¢ao da malha de fundo com a fronteira
é realizada com o método de funcéo level-set como explicado na secao
2.7. A notagao matematica segue o padrao das caracteristicas de malha
descritas na segao 2.2.
A funcao level-set é projetada sobre a malha tal que cada no6

implicita na superficie é mostrada na Figura 6.

Um exemplo de representacao
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Figura 6 — Exemplo de um elemento cortado pela interface e os valores
de level-set resultantes sobre os nos.

P(x) =0
o(x) >0
A P B
p(x) <0
P,
/ D C
/ P(x) <0 P(x) <0

Representacao da Fronteira

O primeiro passo para a aproximagao de interface é projetar a fungdo
level-set sobre a malha e identificar os elementos que estao inteiramente
contidos em )y, inteiramente contidos em )y ou aqueles que sao
atravessados pela interface I, K € G}, (2.20). Para identificar esses
elementos, é preciso analisar os valores projetados da funcao level-set
sobre os nos do elemento. A fim de facilitar a identificacao de elementos,
a seguinte classificagao é proposta:

Nos:
e Nos tipo 0: N6 Py = (x), ¢ (x) <0
e Nos tipo 1: No P, = (x), ¢ (x) =0
e Nos tipo 2: N6 Py = (x), ¢ (x) > 0.
Elementos:

E conveniente calcular o nimero de noés de cada tipo dentro de um
elemento, tais como: Np,, Np, and Np, para noés de tipo 0, 1 e
2, respectivamente. Um diagrama dos elementos de caracterizagao é
mostrado na Figura 7.
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e Elemento tipo 0: uma célula é considerada "dentro" e esta
completamente dentro do subdominio €y caso possua todos os
noés do tipo 0 ou tipo 1.

— 2D: K € Q) Se]\fp2 :OeNp0+Npl =4.
— 3D: K € Qo SeNp2:OeNp0+Np1:8.
e Elemento tipo 1: um elemento é classificado como um elemento

de "interface" caso tenha pelo menos um né do tipo 0 e um néd
do tipo 2.

—2D: K€ Gpse Npp >0e4d>Np, >0e4d> Np, >0.
—3D: KeGpse Npp>0e8>Np, >0e 8> Np, >0.

e Elemento tipo 2: um elemento é classificado como um elemento
"exterior" se todos os nos sao do tipo 1 ou 2.

— 2D e 3D: K € Qy seNpD:O.
Faces:

E relevante caracterizar apenas faces pertencentes a elementos do tipo
1, ou seja, K € Gy,. Faces sdo caracterizados como:

e Faces tipo 0: faces F' € Fg \ Fg, i.e., F = KNK', onde K € Gy,
eK’GQo.

— Se pelo menos um no6 é do tipo Py e o(s) outro(s) é(séo) do
tipo Py ou P;.

e Faces tipo 1: faces atravessadas por I'; i.e., F' € Fg.

— Se pelo menos um no6 é do tipo Py e o(s) outro(s) é(séo) do
tipo P2.

e Faces tipo 2: faces F' ¢ Fg.

— Se pelo menos um no6 é do tipo P, e o(s) outro(s) é(séo) do
tipo P, ou Ps.
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Figura 7 — Diagrama do dominio 7} cortado pela interface T’
representada pela funcao level-set (3.3), com a classifica¢ao resultante
de elementos e caracterizagao dos dominios. No espaco tridimensional,
a representacao representa um corte transversal no plano yz para x = 0;
no caso 2D, a representagao representa o dominio inteiro.

2

O passo mais importante da caracterizagao da fronteira é
encontrar os pontos de intersec¢ao da fronteira (I') com as faces das
células atravessadas pela fronteira (K € G,). Uma face intersectada é
caracterizada por ter os valores diferentes da projecao level-set sobre os
no6s com sinais diferentes (face do tipo 1). Uma vez identificada a face
intersectada, pode-se calcular as coordenadas dos pontos de intersecgcao
através de uma interpolagao linear entre valores de level-set projetados
nos seus nés. Em problemas de fronteira, onde o dominio de interesse
é somente o dominio interior (€2), uma "nova" estrutura de elementos
cortados é criada contendo somente a parte de elementos K contida
em (). Para elementos K € )y, as informacoes dos elementos sao
recuperados do quadro de informagoes nativos da biblioteca deal.ii para
os dados da célula. Elementos K € ()5 sao excluidos da computacao.
Na Figura 8 um exemplo de um elemento em 2D atravessado pela
fronteira é demonstrado. Note que na célula original existem 4 arestas
(faces): AB,AD,DC e CB. No segundo caso, o elemento cortado tem
3 novas arestas: P, B,Pr, P, e Pr, D e mais 2 arestas originais: DC e
CB. A nova face cortada representando a fronteira local do elemento,
Py, Pr,, € marcada como uma aresta de fronteira, ao passo que outras
arestas sao arestas internas. O algoritmo e a estrutura de dados do
elemento descrito nao perde generalidade para o caso em que o novo
elemento cortado tem mais ou menos arestas.
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Figura 8 — Exemplo de um elemento atravessado pela fronteira
e o elemento cortado resultante, com noés reordenados em ordem
anti-horaria.

Py, B
F’[1 ¢ KQ
\/
. »
D C

A fungdo create_new_cut_cell _mesh é responsavel por
detectar os pontos de interseccao e computar as novas informacgoes
relevantes sobre o elemento cortado em uma geometria 3D. As
novas estruturas criadas sao armazenadas em objetos do tipo class
NewCell_3D, class NewFace_3D e struct NewLine, como mencionado
na secao 4.1.2, a fim de facilitar a recuperagao de dados em
computagoes futuras. As informacoes relevantes contidas nesses objetos
estao representadas no algoritmo 4.2, com as ordens de dependéncia
artificialmente recuadas.

A fim de visualizar a solugao somente em elementos pertencentes
a4 geometria do problema, wuma nova malha ¢é gerada pela
funcao create_new_cut_cell_mesh contendo somente as fracoes dos
elementos K € G}, contidas inteiramente no dominio €, i.e., | J Kq.

Um  algoritmo  simplificado da  implementacao  de
create_new_cut_cell_mesh encontra-se no Apéndice A.l. 0]
caso bidimensional é analogo e sera omitido. O processo comega com
uma iteragao sobre todas os elementos de Gj,. Em seguida identifica-se
as faces atravessadas pela interface e que estdo completamente dentro
de Qg ou Q5. Faces novas sao criadas como descrito anteriormente
e os nos sao reordenados em sentido anti-horéario, para facilitar a
representagao paramétrica e integracao numeérica posterior.

Algumas propriedades do novo elemento cortado podem ser
herdados da célula original das quais elas derivam. Por exemplo,
os vetores normais de faces que nao sao interceptadas pela fronteira
permanecem iguais aos da célula original. Nestes casos, a informacao é
simplesmente copiada a partir da estrutura de célula nativa fornecida
por deal.ii. Quando novos dados precisam ser computados, funcoes
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Algoritmo 4.2

1: class NewCell 3D {
2 Indice do elemento
3 Centro geométrico
4: Nuamero de faces
5: Vetor de faces (objetos NewFace_3D)
6.
7 class NewFace 3D {
8: Vetor normal
9: Centro geométrico
10: Area
11: Indice
12: Identificagdo da face #face de  fronteira/face interna
13: Variaveis de projecdo #mapeamento xyz — «of3, cf. secao 2.6
14: Vetor de arestas (objetos NewLine)
15: }
16: struct NewLine {
17: Coordenadas dos noés
18: Vetor normal
19: Comprimento
20: Variaveis de projecdo # mapeamento af3 — t, cf. se¢cao 2.6
21: Identificagdo da aresta #aresta_de_ fronteira/aresta_interna
22: }

dentro da classe computam e definem esses novos parametros. Esta
abordagem também é vantajosa porque fornece uma maneira facil
e eficiente para recuperar as informagoes sobre elementos e faces
através de indices, facilitando a integragao numeérica dos termos sobre

a fronteira.
4.1.4.1 Representagao implicita pela funcao level-set

Na geometria bidimensional, a representacao discreta da
fronteira descrita pela 3.1 com 7 = 1 embutida em uma malha de fundo
Tn = [-1,5;1,5] x [-1,5;1,5] formada por quadrados uniformes com
h = 0,35 é demonstrada na Figura 9. O iso-contorno de valores zero,
representando ¢ (x) = 0, é obtido por interpolacdo e é mostrado como
uma linha branca. No caso tridimensional, a funcao level-set de uma
esfera embutida em um dominio (—2;2) C R?, formado por cubos com
h = 0,43, é demonstrada na Figura 10.
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Figura 9 — A funcdo level-set (3.1) projetada sobre a malha, com os
valores iguais a zero representados pelo iso-contorno em branco.
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Figura 10 — A funcgéo level-set 3.2 projetada sobre a malha, com os
valores iguais a zero representados pelo iso-contorno em branco.
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A representacao da fronteira mostrou-se fiel as geometrias
propostas, tal que as bolas resultantes respeitaram os limites
da fronteira e mostraram-se simétricas em relagao aos eixos de
coordenadas.
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4.1.4.2 Geragao da malha de elementos cortados

Apos gerar a malha de fundo e projetar a funcdo level-set,
elementos que estdao inteiramente fora do dominio de interesse do
problema (), i.e., elementos "tipo 2", pertencentes ao dominio {2y
sao excluidos. A malha resultante obtida a partir da interseccao
representada na Figura 10, contendo somente elementos parciais (parte
Ko de K), ¢é representada com a fungdo level-set projetada na
Figura 11. A constru¢do da triangulagdo com elementos cortados,
necessaria para realizar a integracao sobre parte dos elementos, é
demonstrada na mesma figura em branco. As arestas da nova malha
de elementos cortados estao realgadas em azul. O hemisfério esquerdo
foi transparecido a fim de visualizar o interior da estrutura.

Figura 11 — Nova malha de fundo, apds eliminagao dos elementos nao
relevantes ao dominio, com a malha de elementos cortados inserida.
As arestas estdo destacadas em azul, e metade da malha é demostrada
transparente para visualizacao da estrutura interna.

level-set
_7.321e-0]

£0.35

-1.000e+00

Na Figura 12 sao demonstrados as aproximacgoes das geometrias
esféricas obtidas por sucessivos refinamentos da malha. A cada
refinamento, o tamanho do elemento da malha de fundo é dividido
por 2.
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Figura 12 — Representacoes da geometria esférica pelas malhas de
elementos cortados, sucessivamente refinadas. Sao mostradas aqui
somente as superficies para clareza. Os elementos das malhas de fundo
tem didmetro igual a: a) 1,73; b) 0,87; ¢) 0,43 e d) 0,22

a‘ﬁ‘\.

P
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O volume total calculado pelas malhas geradas com o método
proposto foi comparado com o volume de malhas esféricas semelhantes,
geradas pela funcao padrao de criacao de malhas de deal.ii. Os volumes
foram subtraidos do volume exato de uma esfera de raio unitério e os
resultados estao demonstrados na Figura 13. Percebe-se que apés o
primeiro refinamento, o volume calculado pelo método de elementos
cortados é mais préoximo do volume exato para quantidades similares
ou maiores de elementos da malha. Os elementos de fronteira gerados
pelo método de elementos cortados possuem um ntmero arbitrario de
faces, nao estando restrito a nenhuma forma especifica. A aproximacao
pode ser, entdo, mais exata que aquela gerada por elementos de forma
geométrica constante que precisam se conformar a fronteira - como é o
caso de deal.ii, que trabalha somente com hexaedros.
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Figura 13 — Comparagao entre o volume da esfera obtida pela fungao
padrao de criacao de malhas de deal.ii e pelo método de elementos
cortados através da funcao level-set.
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4.1.4.3 Geometrias alternativas

A geometria proposta em (PAVIN; PALJETAK; KRSTIC, 2006) foi
gerada pela fungio level-set (3.5), e o resultado é demonstrado na
Figura 14, com a representacao da geometria proposta no trabalho
citado. A representacdo implicita da fronteira limitando o dominio da
bactéria foi realizada com sucesso, com as caracteristicas geométricas
obedecendo o proposto no trabalho citado.

A geometria de bloco de queijo suigo, criada a partir da
fungao level-set (3.6), foi gerada e a malha de elementos cortados é
demonstrada na Figura 15 (esquerda). No lado direito ¢ demonstrada
a malha original como publicada em (BURMAN et al, 2014). As
malhas resultantes sao muito similares, constatando que o método
aqui proposto pode ser utilizado para representar geometrias mais
complexas.
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Figura 14 — Na figura de cima, a malha de elementos cortados simulando
a geometria de uma bactéria E. coli. A figura de baixo representa a
geometria que inspirou a fungao level-set (3.5) e foi retirada do trabalho
de Pavin, Paljetak e Krstic (2006).

Figura 15 — Na figura da esquerda, a malha de elementos cortados
gerada pela geometria de bloco de queijo suico. A direita, a malha
gerada por Burman et al. (2014).

4.2 ESTUDOS DE CASO
4.2.1 Problema de Poisson (2D)
4.2.1.1 Solugao

A solugao para o problema bidimensional é demonstrada
na Figura 16 e estd disponivel no disco em anexo na pasta
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resultados_dissertacao/2D/poisson_problem_results. A
fronteira é representada por uma linha branca espessa. Apds remover
os elementos completamente fora de €2, a malha contém 13.104
elementos, cada um com didmetro 0,022. A solugdo segue claramente
o padrao esperado para a equagao de Poisson no disco com condigoes
de contorno Dirichlet, c¢f. (BANGERTH, 2015; BOYD; YU, 2011). A
solucao analitica é visualmente muito parecida e é, portanto, omitida
nessa segao e apresentada no Apéndice B, Figura 35.

Figura 16 — Solugao para o problema de Poisson com condigoes de

contorno impostas fracamente com o método de Nitsche.
2 Solucdio

2.500e-01

04
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-1.836e-02

E importante notar como a solucao final contém nos que estao
de fato fora do dominio do problema. Esses nés sao do "tipo 2" como
representado pelo n6 "A" na Figura 6. Esses nos sdo mantidos na
representacao da solucdo a fim de ilustrar como eles desempenham um
papel no processo de solugdao, mas nao representam a solucao final do
problema. A solugao segue claramente o padrao esperado pela equagao
de Poisson no disco.

O erro |u — up|, onde u é a solugdo analitica e up a solugao
numérica, foi interpolado na fronteira e é plotado com elevacido na
Figura 17. Percebe-se claramente que o erro é maior onde a fracdo
do elemento cortado (Kq) é pequena em comparagao com o elemento
inteiro (K). Nao obstante, a solu¢do numérica na fronteira diverge
pouco da solucio analitica, com erro méximo de cerca de 5 x 1074
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Figura 17 — Erro absoluto computado nos nés da malha.

4.2.1.2 Analise de Convergéncia

A solugao numérica foi comparada com a solugao exata e o
logaritmo natural das normas Ly (2) e H' () foram comparados com o
logaritmo natural do didmetro do elemento, como mostrado na Figura
18. Além disso, foram computados os erros nas normas mencionadas
para a solucao numérica utilizando o método de elementos finitos
padrao. As retas tragadas correspondem ao ajuste linear dos dados,
que tiveram o valor de R? entre 0,99 e 1,00 para todos os casos.

Figura 18 — Anélise de convergéncia nas normas H! (laranja) e Lo
(azul). As linhas cheias representam o ajuste linear das normas pelo
método de elementos cortado e as linhas tracejadas sao relativas ao
método FEM padrao. Os coeficientes lineares das retas obtidas estao
na legenda ao lado da analise correspondente.
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O erro H' converge proporcionalmente a h'''®, com ordem um

pouco acima do obtido com o método padrao (O (h1’05)), que apresenta
erros menores para todos os casos observados. O erro na norma L2
apresenta convergéncia com ordem O (h2’05), um pouco abaixo daquela
observada com o método padrao (O (h*%?)). Percebe-se também que
0S erros nessa norma sao muito proximos para os dois casos, com as
retas obtidas pelo ajuste linear praticamente coincidindo. As ordens
de convergéncia do método de elementos cortados confirmaram as
estimativas (2.87)-(2.88).

A analise de convergéncia mostra convergéncia 6tima de segunda
ordem em Ly e primeira ordem em H' como esperado da formulacdo
em elementos finitos.

4.2.1.3 Analise do niamero de condicionamento

Essa se¢ao trata dos efeitos do ntimero de condicionamento da
matriz de rigidez com respeito ao tamanho de malha e ao parametro
de estabilizacao.

Primeiramente a relagio x (A) < C'h~2, detalhada na secio 2.9,
foi analisada. Na Figura 19 o logaritmo do nimero de condicionamento
da matriz de rigidez foi plotado em funcao do logaritmo do inverso do
didmetro do elemento, e a sua proporcionalidade foi calculada em 1, 98,
com R? = 0,998.

Figura 19 — Numero de condicionamento como fungdo do inverso do
diametro do elemento. A linha tracejada é proporcional a h~2.
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Em seguida, o efeito do parametro de estabilidade v, foi avaliado
para o caso mais refinado apresentado na secao 4.2.1.1.
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A integragdo sobre partes pequenas dos elementos afeta
adversamente o nimero de condicionamento da matriz de rigidez. Isso
é superado pela adi¢ao de termos de estabilizacao (2.22) na formulagao
em elementos finitos, os quais podem ser ajustados pelo pardmetro
~v1. Na Figura 20, o grafico do nimero de condicionamento como
fungdo do parametro de estabilizacdo ~; é demonstrado. Observa-se
que para valores muito pequenos de ; a matriz é mal condicionada
(1 = 0,015), enquanto a simulagdo com y; = 0,05 resulta no menor
numero de condicionamento observado. Para maiores valores, o nimero
de condicionamento cresce constantemente com o aumento de ;.
Burman e Hansbo (2012) reportaram um padréo parecido para um
problema similar, onde eles obtiveram um parametro de estabilizacao
o6timo de v =0, 1.

Figura 20 — Numero de condicionamento como func¢ao de ;.
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A fim de avaliar a dependéncia da solugao com o parametro de
estabilizacao, a norma Lo foi plotada versus v, e os resultados podem
ser vistos na Figura 21.

O erro tem um pico para y; = 0,015 e o menor valor quando
v1 = 0,1, e cresce linearmente a partir de 3 = 0,1 até 1. Essa
relagao é similar & dependéncia do nimero de condicionamento com
~v1 (Figura 20). Baseado nesses resultados, sugere-se que para atingir
baixos valores de nimero de condicionamento e erro, deve-se escolher

o pardmetro de estabilizagao entre v; = 0,05 e 0, 1.
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Figura 21 — Erro Lo em fungao do pardmetro de estabilidade ;.
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4.2.2 Problema de Poisson (3D)

4.2.2.1 Solugao

A solucao para o problema tridimensional é mostrado
na Figura 22. Os arquivos .vtk estdao disponiveis em
https://github.com/afonsoal/fem-cut-cell-3D/tree/master/
results/poisson_problem e mno disco em anexo na pasta
resultados_dissertacao/3D/poisson_problem, sob o nome de
solution_ new-ref-*vtk, onde * refere-se ao refinamento da malha.

Apobs remover os elementos completamente fora de €, a malha
contém 2.728 elementos, com 3.449 graus de liberdade. A solucao
exata é visualmente muito similar e, portanto, encontra-se demonstrada
somente no Apéndice B, Figura 36.

Figura 22 — Soluc¢ao do problema de Poisson em uma esfera.

A solugao foi plotada para um corte no plano xy situado na
origem, i.e., para x = 0 e pode ser vista na Figura 23. O conjunto de
valores da fungao level-set iguais a zero estao plotados na linha preta. O
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iso-contorno de valores da solucao numérica iguais a zero é plotado em
branco. Percebe-se que a solugao numeérica difere mais da solugao exata
onde a fracao dos elementos dentro do dominio é pequena, como nos
cantos superiores e inferiores & esquerda e direita do corte transversal
demonstrado.

Figura 23 — Solug¢ao do Problema de Poisson em uma esfera. Solucao
representada em um corte do plano yz para x = 0.

Solucdo

Um detalhe do canto esquerdo superior do corte da Figura 23 é
apresentado na Figura 24. Percebe-se como uma descontinuidade surge
onde a fronteira, representada pelo iso-contorno level-set, aproxima-se
das fronteiras dos elementos. Este problema pode ser remediado através
de um refino de elementos proximos & fronteira, a fim de diminuir os
gradientes entre elementos.

Figura 24 — Detalhe da solugao para o canto superior esquerdo. A esfera
em segundo plano representa o iso-volume de valores level-set iguais a
zero.
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4.2.2.2 Analise de Convergéncia

A solu¢do numérica foi comparada com a solugdo exata e os
erros nas normas Lo (Q) e H! () foram avaliados e comparados com
os erros obtidos utilizando o método de elementos finitos padrao. Os
logaritmos dos erros como fungao do logaritmo do tamanho do elemento
estao demonstrados na Figura 25, com o correspondente ajuste linear
dos dados e suas equacoes. Os valores de R? foram determinados
entre 0,99 e 1,00. O erro na norma H' mostrou-se proporcional a
h196 proximo da taxa linear esperada pela estimativa tedrica (2.87),
com uma taxa de convergéncia levemente inferior & calculada com o
FEM padrao (O (h'1*)). Para o erro Ly, a taxa de convergéncia
cresce proporcionalmente a h%°, também proximo da taxa quadratica
esperada pela estimativa teorica (2.88). Percebe-se que o erro calculado
pelo método de elementos cortados é superior em relagao ao método
padrdo, especialmente em relacdo & norma H', que leva em conta as
derivadas locais da solugéo. As estimativas teodricas (2.87)-(2.88) foram
confirmadas para o problema proposto.

Figura 25 — Analise de convergéncia nas normas H' (laranja) e Lo
(azul). As linhas cheias correspondem ao método de elementos cortados
e as linhas tracejadas, ao FEM padrao. As equagOes das retas obtidas
estao explicitas proximas das retas.
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4.2.3 Analise do Numero de Condicionamento da Matriz

O logaritmo do ntmero de condicionamento foi tragado como
funcdo do logaritmo do inverso do didmetro do elemento e o gréfico
resultante é mostrado na Figura 26. A estimativa proposta em (2.83)
nao foi observada para a formulagdo proposta, onde o termo de
estabilizacdo (2.22) é multiplicado por h. Percebe-se que o ntmero de
condicionamento diminuiu com a diminui¢ao do didmetro do elemento,
sendo proporcional a —0,49, com R? = 0.926. O esperado é um
aumento do nimero de condicionamento, causado principalmente pelo
aumento do tamanho da matriz de rigidez. Diferentes simulagoes
foram realizadas, multiplicando-se o termo de estabilizacdo por h2, e
constatou-se uma ordem de convergéncia de 2,23, com R? = 0.999.
O termo de estabilizacdo j (u,v) desempenha um papel importante
na formulagdo da estimativa (2.83) (BURMAN et al., 2014), de forma
que a escolha dos pardmetros ; e h influencia fortemente a analise
de estabilidade do problema. Além disso, a estabilizacdo tem como
objetivo controlar as derivadas nos elementos de fronteira, atuando
sobre a parte exterior dos elementos atravessados pela fronteira; uma
estabilizacao ineficiente pode ser responsavel pelo maior erro na norma
H' observado na analise de convergéncia da secio 4.2.2.2. Dessa
maneira, torna-se necessario um estudo aprofundado dos parametros
citados, a fim de avaliar a dependéncia do nimero de condicionamento
com a malha.

Figura 26 — Numero de condicionamento como fung¢do do inverso do
diametro do elemento.
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4.2.4 Problema de Laplace-Beltrami
4.2.4.1 Solugao

A equagao foi solucionada em células K € G e a
solugdo é demonstrada em I, como pode ser visto na Figura
27. A solugdo pode ser visualizada no disco em anexo na
pasta resultados_dissertacao/2D/laplace_beltrami_results. O
didmetro de elemento é h = 0,022 e a malha contém 3.332 elementos,
com 504 graus de liberdade. A solucao segue o padrao esperado pela
solugao analitica, que é representada no Apéndice B, Figura 37.

Figura 27 — Solugao sobre a fronteira definida pela fungao level-set.
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4.2.4.2 Analise de Convergéncia

Os erros nas normas H' e Ly foram avaliados baseados na solucao
obtida em I'}, para diversos tamanhos de malha. O grafico do logaritmo
natural do erro em funcdo do tamanho de malha estd demonstrado
na Figura 28. O ajuste linear mostra que In (H 1) é proporcional a
1,05, com R? = 0.997, e In(Ly) é proporcional a 2,00, com R? =
0,993. Novamente, ordens de convergéncia O (h) e O (h?) derivadas
das estimativas de (2.90) - (2.91) foram confirmadas.

Figura 28 — Anélise de convergéncia nas normas H' (laranja) e Lo
(azul). As linhas tracejadas sdo proporcionais a h (laranja) e h? (azul).
2

In(erro)

4.2.4.3 Analise do Numero de Condicionamento da Matriz

A dependéncia do numero de condicionamento com a malha
foi avaliada e os resultados podem ser vistos na Figura 29. Assim
como no problema anterior, a matriz de condicionamento torna-se
severamente mal condicionada caso nao seja estabilizada. 0]
procedimento de estabilizacao resolve esse problema, sem aumentar
o erro relativo. Kamilis (2013) reportou resultados semelhantes,
com diminuigao drastica do nimero de condicionamento, entretanto,
obtendo valores maiores do erro Lo para o caso estabilizado. A
analise de condicionamento reporta a dependéncia do logaritmo do
nimero de condicionamento com o logaritmo do tamanho do elemento
proporcional a 2,39, com R? = 0.994, valor um pouco acima do
esperado pela estimativa (2.89).
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Figura 29 — Dependéncia do ntumero condicional com o didmetro do
elemento. A linha tracejada é proporcional a h~2.
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4.2.5 Problema de Reagao-Difusao
4.2.5.1 Solugao

Os perfis de concentragdo do componente A estdo demonstrados
na Figura 30, com o tempo associado correspondente. A malha contém
13.104 elementos, cada um com didmetro 0,088 [m]. As animagoes
geradas pelas simulagoes podem ser vistas no disco em anexo na pasta
dissertacao_resultados/2D/reaction_diffusion_results.

Moléculas de A iniciam com uma alta concentracdo no meio
como estabelecido pela condi¢do inicial do problema e difundem
uniformemente em dire¢do & fronteira até o tempo t = 0,6 [s], quando
comecgam a interagir significativamente com a fronteira em I'; e reagir,
gerando B. Quando o componente A encontra a parte ndo reativa da
fronteira, I's, ele se acumula e o gradiente de concentracao se suaviza.
Perto de t = 3 [s], a concentracdo é quase homogénea na regiao longe
da fronteira reativa. A variacdo da concentracdo de B com o tempo é
mostrada na Figura 31. Para o grafico desses resultados, a solugao foi
definida na fronteira definida pela fungao level-set. Como a constante
de reagao é muito rapida para esse caso, a concentracao de B cresce
rapidamente quando A chega a fronteira, proximo de t = 0,3 [s]. O
processo de difusao segue e as moléculas migram ao longo da fronteira.
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Figura 30 — Imagens do dominio com a concentracao do componente
A. A fronteira é representada pela fungéo level-set em branco.
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Figura 31 — Perfis de concentragao do componente B na fronteira I'j,.
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4.2.5.2 Conservagao de Massa

A conservacao de massa foi calculada utilizando (3.46) e os
resultados da variagao total de massa sao mostrados na Figura 32.
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Figura 32 — Conservacgao de Massa ao longo do intervalo de integracao.
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A massa total dentro do dominio foi computada e comparada
4 massa inicial como referéncia. O modelo nfo inclui um termo de
geragao e a fronteira é definida como fluxo nulo através da imposicao
de condigoes de contorno de Neumann. Os resultados mostram que
a variagdo de massa cresce até 0,05% cerca de t = 1,1 ~ 1,3 [s] e
depois declina constantemente com o tempo. A variacdo de massa
total dentro do dominio estd em um intervalo aceitavel, considerando
que hé gradientes agudos no inicio da simulacao e uma reagao rapida
esté ocorrendo na fronteira.

A fim de comparar a dependéncia da variagao total de massa com
a malha, foram calculados os valores maximos de variagao percentual
de massa em funcao do ntumero de graus de liberdade para simulagoes
com refinos sucessivos de malha e o resultado pode ser visto na Figura
33. O passo no tempo para essa anélise foi definido em At = 0,004 [s].
A variagdo de massa diminui com o aumento do nimero de graus de
liberdade e com a diminuigao do didmetro do elemento associada como
esperado. Para um didmetro abaixo de h = 0,353 [m], a variagio
méxima nao diminui significativamente, ficando dentro do limite de
0,1%.

A dependéncia da variagao percentual maxima de massa com
0 passo no tempo, At, foi calculada para um tamanho de malha
h = 0,088 [m]. A variagdo decresce linearmente com diminui¢do do
passo no tempo por um fator de 13 vezes, nao apresentando um limite
superior ou inferior no intervalo calculado. Baseado nas duas analises
realizadas, sugere-se que, a fim de ficar abaixo de um limite méaximo
de variagdo de massa de 0,1%, a simulacao deve ser realizada com
At < 0,008 [s] e h < 0,088 [m)].
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Figura 33 — Méaxima variacao percentual de massa para malhas com
diferentes ntumeros de graus de liberdade. Os ntmeros proximos dos
pontos referem-se ao didmetro do elemento, h.
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5 CONCLUSOES E SUGESTOES

O objetivo dessa dissertagao foi estabelecer a aplicagdo de uma
técnica de elementos cortados utilizando o Método dos Elementos
Finitos para resolver problemas de Equacoes Diferenciais Parciais. A
motivagado para o desenvolvimento de métodos onde a fronteira ou
interface nao respeita a malha foi introduzida, assim como uma revisao
de métodos atuais utilizando essa abordagem. O método tradicional
de elementos finitos foi revisado, utilizando o método de Nitsche
para impor condigoes de contorno fracamente e como implementa-las
computacionalmente. Nesse contexto, o método de elementos cortados
foi introduzido utilizando a equacao de Poisson como problema modelo.

O programa de computador fem-cut-cell-3D foi proposto como
uma ferramenta open-source inovadora e inédita para implementar o
método dos elementos cortados a partir da plataforma dealii. O
software ainda carece de uma documentagao abrangente, modularidade
e otimizacao, mas mostrou-se eficaz para resolver problemas de
elementos finitos como comprovado pelas analises matematicas.

Constatou-se que o principal gargalo do programa consiste
na multiplicagao polinomial que surge da integragao sobre poliedros
complexos, que nao é otimizada e resulta em um custo computacional
muito alto; especialmente porque as estruturas computacionais
polinomiais sao de dimensao constante no momento de compilagao.

O procedimento para definir a fronteira através da representagao
implicita da superficie com o método level-set foi introduzido e
foi demonstrado que o método proposto é capaz de gerar uma
representacao sobre uma malha de fundo eficientemente, inclusive
com geometrias ndo triviais. A aproximacgao da geometria da esfera
mostrou-se mais exata do que aquela obtida pela funcao geradora de
malha fornecida por deal.ii.

Trés casos teste foram propostos para avalizar o método de
elementos cortados: em 3D, o problema de Poisson; em 2D, o problema
de Poisson, o problema de difusao pura de Laplace-Beltrami e um
problema transiente de reagao-difusao. As solugdes numéricas dos trés
primeiros estudos de caso foram comparadas com as solugbes analiticas
e taxas de convergéncia Otimas foram observadas para os erros nas
normas H' e Ly. Os dois experimentos realizados com o problema de
Poisson foram comparados com a solugao numérica obtida pelo MEF
tradicional. Em 2D, o erro numeérico Lo calculado foi muito préximo
daquele calculado com o MEF padrdo; o erro em H' foi levemente
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superior. Para o caso 3D, o erro em ambas as normas foi superior ao
observado no MEF padrédo, especialmente o erro H'. Suspeita-se que
a diferenga surja devido a uma estabilizagao ineficiente, uma vez que a
analise de convergéncia do nimero de condicionamento nesse caso nao
correspondeu a estimativa teorica.

A anélise do namero de condicionamento foi feita também para
os problemas de de Poisson e de Laplace-Beltrami em 2D e taxas de
convergéncia Otimas em relagao ao didmetro da malha foram obtidas.
O parametro de estabilizacao ; foi analisado em relagao ao namero de
condicionamento e ao erro na norma Lo para o problema de Poisson e
um valor 6timo foi estabelecido entre 0,05 e 0, 1.

O problema de reacao-difusdo foi proposto como um problema
transiente, com variacao no dominio volumétrico acoplado & variacao
na superficie. A variagdo de massa sobre o dominio foi avaliada a fim
de verificar o método e mostrou-se conservar abaixo de um limite baixo
(< 0,05%). O tamanho de malha 6timo foi definido e mostrou-se que
o erro relativo varia pouco apos o terceiro refinamento (h = 0, 17).

Sugestoes e trabalho futuro

A implementagao bem sucedida do método de elementos cortados para
os problemas propostos abre o caminho para a modelagem de diversos
problemas interessantes onde a fronteira e seu relacionamento com o
dominio volumétrico desempenham um papel importante. Sugestoes
para melhorias incluem:

e Avaliar o refino de elementos ao longo da fronteira a fim
de aumentar a precisao em problemas transientes custosos
computacionalmente;

e Analisar o efeito de métodos adaptativos, e.g., refinar elementos
cortados onde a fragdo do elemento no dominio se torna muito
pequena;

e Avaliar a eficiéncia computacional em problemas transientes onde
a fronteira se modifica;

e Implementar um mecanismo de multiplicagao polinomial mais
eficiente, a fim de reduzir o alto custo computacional da
multiplicacao termo a termo atualmente implementada. Técnicas
como Fast Fourier Transform (FFT) (HOEVEN; LECERF, 2012)
podem reduzir a atual complexidade de multiplicacao de
polinémios univariados de grau n de O (n?) para O (n logn);
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e Organizar, documentar e publicar o software fem-cut-cell-3D.

O autor pretende continuar trabalhando no tema do trabalho a
fim de modelar problemas mais realisticos de reacgao-difusdo em
geometrias tridimensionais. Como sugestao de problemas de interesse
de Engenharia Quimica que podem ser simulados com o método
proposto, pode-se citar:

e Modelagem da difusao e reacao de proteinas Min em bactérias,
envolvidas na regulagdo do sitio de divisdo celular (HU; QIAO;
TANG, 2012; HUANG; MEIR; WINGREEN, 2003; NOVAK et al., 2007);

e Modelagem de reatores industriais para produgao de o6xido
de ferro, onde as particulas sofrem modificacbes estruturais
importantes (SCHIEMANN et al., 2013; BECK et al., 2007).
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Algoritmo

A.l Deteccao de Intersecgao:

método

create_new_cut_cell_mesh, chamado em poisson_problem.cc

34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:

41:
42:
43:
44:
45:
46:
aT7:
48:
49:

procedure CREATE_NEW_CUT_CELL_MESH

para cada K € Gp faga
para cada F € K faga
para cada L € F faga
se ¢(Xo) * p(X1) < 0 ou
(¢(Xo0) =0 e $(X1) < 0) ou
(p(X1) =0 e ¢p(Xo) < 0) faga
marque F' como intersectada
fim se
fim para cada
fim para cada
fim para cada

para cada K € G}, faga

NewCell_3D NovoElementoCortado # Crie obj. NewCell_3D

para cada F € K faca
se F' & intersectada entao

VewFace3D NovaFace # Crie obj. tipo NewFace_3D

para cada L € F faga
se ¢(Xo) * ¢(X1) < 0 entao
Compute ponto de intersecgdo Py,
i1+ i1+ 1
se ¢(Xo) < O entao

NewLine XoPr,; # Crie obj. NewLine

Xo PIi .tipo_aresta <— interna
Armazene Xg PIi em NovaFace

se nao
NewLine X1 PIi
X1 PIi .tipo_aresta <— interna
Armazene X7 PIi em NovaFace

fim se
se nao se @(Xo) < 0 e ¢(X1) < 0 entao

# Aresta esta inteiramente dentro do dominio

XX .tipo_aresta <— interna
Armazene aresta XpXji em NovaFace
fim se
fim para cada

NewLine PoP;
Py P; .tipo_aresta <— de_fronteira
Armazene aresta PpP; em NovaFace
fim se
Armazene NovaFace em NovoElementoCortado
fim para cada

# Criar aresta de fronteira tipo struct NewLine com os pontos de
intersecgéo

NewFace_3D NovaFaceFronteira # Crie obj. NewFace_3D

# Computar nova face de fronteira

para cada NovaFace em NovoElementoCortado faca
para cada aresta em NovaFace faga
se tipo_aresta = de_fronteira entao
Armazene aresta em NovaFaceFronteira
fim se
fim para cada
fim para cada
fim para cada

fim procedure
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Figura 35 — Solugao analitica da equagao de Poisson em 2D. A linha
branca representa a fronteira.
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Figura 37 — Solu¢do analitica da equagdo de difusdo
Laplace-Beltrami em 2D.
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