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I look up to the hills,

but where will my help really come from?

My help will come from the LORD,the Creator of heaven and earth.”
Psalms 121,1-2.
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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de Cauchy associado a uma equa-
¢do de placas em R™. O objetivo principal do trabalho é encontrar
taxas de decaimento para a energia total e a norma L? das solucdes. O
método utilizado foi baseado no trabalho de Sugitani-Kawashima e con-
siste em obter estimativas para as solu¢oes fundamentais do problema
no espago de Fourier através do estudo de equivaléncia dos autovalores.
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Abstract

In this work we study the Cauchy problem associated to an equation
of plates in n-dimensional space. The main objective of the work is
to find decay estimates for the total energy and for the norm L? of
the solutions. The method used was based on the work of Sugitani-
Kawashima and it consists of obtaining estimates for the fundamental
solutions of the problem in the space of Fourier through the study of
equivalency of the eigenvalues.
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Introducao

O principal objetivo deste trabalho é apresentar os resultados ob-
tidos por Y. Sugitani e S. Kawashima [16] para uma equagio de placas
linear com inércia rotacional em R™. Em [16], os autores estudaram o
comportamento assintético de solugoes para o seguinte problema linear,
a saber:

wp(t, ) — Auge(t, 2) + Au(t, x) +ue(t,z) =0, (t,7) € (0,4+00) x R
(1)
u(0,2) = uo(z), w(0,2) =u1(z), xe€R" (2)

onde os dados iniciais satisfazem
ug € H*(R™), wuy € H*(R™).

Na equagédo (1), u = u(t, x) representa o deslocamento da placa no
ponto x e no instante de tempo ¢. O termo u; representa uma dissipagao
friccional no sistema e —Awuy; é 0 termo de inércia rotacional.

O problema acima é um modelo opcional, para certos casos, do
modelo para vibragoes de placas finas dado pelo sistema completo de
von Kérméan que tem sido estudado por muitos autores, como pode
ser visto no trabalho de J. R. L. Sanchez [15] e suas referéncias. J.
R. L. Sanchez estudou a existéncia e unicidade de solug¢des do sistema
completo de von Karman em um dominio exterior e no espago todo,
mas nao o comportamento assintotico. De fato, G. P. Menzala e E.
Zuazua [14] mostraram que a equacgio de placas pode ser obtida como
um limite singular do sistema de von Karméan. Além disso, J. R. L.
Sanchez [15] provou que o modelo de placas termoelésticas é limite
singular do sistema de von Karmén sob efeitos térmicos.

Em [11], C. R. da Luz e R. C. Chardo encontraram varias estimati-
vas de decaimento de solugdes que incluem a energia total. Em [10], Y.
Liu e S. Kawashima estudaram a seguinte equacao de placas semilinear



com termo de memoria:
Uy + A%u+u+ g x Au= f(u).

Eles provaram a existéncia global e estimativas de decaimento de solu-
¢oes usando o método da energia no espago de Fourier e o teorema da
contracdo. Uma situacdo mais geral foi considerada por Y. Liu [9], que
estudou a equacgao de placas acima com efeitos de inércia rotacional e
um termo semilinear que inclui derivadas da fungao u.

A estrutura de decaimento da equacao de placas com inércia rota-
cional (1) é do tipo de perda de regularidade. De fato, as raizes carac-
teristicas do polindmio associado com a EDO no espago de Fourier sdao
dados por

1
21+ [EP)

Assim, Re A\(§) — 0 quando |¢| — +oco. Para estudar o comportamento
da energia na regiao de alta frequéncia no espago de Fourier é necessario
assumir mais regularidade nos dados iniciais, como pode ser visto em
C. R. da Luz e R. C. Chardo [11] e Y. Sugitani e S. Kawashima [16].

Neste trabalho, para encontrar taxas de decaimento para o problema
(1)-(2), usamos a solucio explicita no espago de Fourier e certas equiva-
léncias para as raizes caracteristicas. Os resultados aqui apresentados
foram obtidos por Y. Sugitani e S. Kawashima [16].

A seguir vamos descrever brevemente resultados mais recentes ob-
tidos para a equacdo de placas em R™. Em [3], R. C. Charao, C. R. da
Luz e R. Ikehata estudaram o seguinte problema associado a equagao
de placas em R" com dissipacao fracionéaria:

AE) = 1 VIR |

u(t, ) — Auge(t, ) + A2u(t,$) + (—A)aut(t,x) =0,

sendo (t,z) € (0,00) x R™ ¢ 0 < 0 < 1. O operador fracionario que
aparece no problema acima é definido usando a transformada de Fourier
usual F em L2(R"), isto é

(=8)v(@) = FH P F(0)(©))(x), veH¥[R"), zeR"

Os autores obtiveram em [3] resultados quase 6timos para a energia
total da forma

Eu(t) =0 (t—”4433 +5) (t — +00),

paratodo d >0, paran=1e0<6<1/2,oun>2e0<6<1. Para
n=1el1/2 <6 <1 o resultado quase 6timo obtido foi t—3a 10 para



t grande e para todo § > 0. Por quase dtimo entende-se como sendo
6timo o caso 6 = 0.

M. D’Abbicco, R. C. Chardo e C. R. da Luz [5] estudaram um
problema mais geral, a saber

g (t, ) — Augy(t, ) + A%u(t, z) + b(t)(—A) uy(t, z) = 0.

Considerando b(t) uma funcdo pseudo-diferencial, mondtona crescente
e tal que

(b))~ ¢ L'([0,00))

as taxas obtidas para a energia total foram

_n—46+4 ¢

t 1 20 T

E.(t)=o0 1—|—/ —dr (t = +00),
o b(7)

paran=1e0<6<1/2 oun>2e 0<6<1paratodod > 0. Para
obter tais resultados, os autores usaram um melhoramento do método
desenvolvido em [4] e [3]. Na segunda parte do trabalho, os autores
consideraram o caso particular

b(t) = u(1+1)%, (3)

para u > 0e « € (0,1]. Esta escolha permitiu-os melhorar as estimati-
vas de decaimento obtidos na primeira parte do trabalho. Além disso,
foi exigido menos regularidade nos dados iniciais. O método utilizado
na segunda parte é baseado no processo de diagonalizagao no espaco
de Fourier (ver, por exemplo, [17]).



Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentamos as principais definicoes e resultados
que serao utilizados no decorrer deste trabalho. As demonstragdes sao
omitidas por se tratarem de resultados conhecidos, mas citamos refe-
réncias onde tais resultados, junto com suas demonstracoes, podem ser
encontrados.

Em todo este trabalho, o simbolo 2 representara um subconjunto
aberto do espago R", que eventualmente podera ser todo R”.

1.1 Notagoes e Primeiros Conceitos

1. K indica o corpo R ou C;

2. z = (x1,x2,x3, -+ ,Tn) ponto no espaco R™;
3. | - | norma euclidiana em R";
4. |lo| = a1 + az + -+ a, para a = (a1, ,a,) € N neN;

5. L?(R") ¢é o espaco das fungdes u : R" — R, mensurdveis tais que

lu(x)|? dr < +o0;
RTL

1/2
6. Se u € L*(R") entdo ||up2rn) = ( / lu(x)|? dx ) ;

Rn

ou
7. us = — derivada de u em relacao a t;

ot



8.

9.

10

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18

. Vuzgraduz(

0%u ~
U = vl segunda derivada de u em relagao a t;

dlely
Dt =G gam @ = (o san) €N

ou Ou Ou ou

— — ——,---,—— | representa o gradi-
Ox1’ Oxy’ Oxs’ a-rn) P &

ente da funcao wu;

n
~ . Ou;
Se u = (uy,us,us,...,u,) entdo divu = E —— representa o
N
~ i=1 v
divergente da funcio w;

n

Au = Z % representa o laplaciano da funcao wu;
i=1 i

Se £ € R" entdo & = (&1,62,83, 1 &n);

u representa a transformada de Fourier da funcdo u;

F~! representa a transformada de Fourier inversa,;

x denota a convolucao em termos de x em R";

Ok representa a derivada de ordem k em relacio x da fungao u;

[ ] denota o menor inteiro.

Identidades 1teis

Se f, g sdo funcoes escalares de classe C!, ¢ é uma constante real e

F e G sao campos vetoriais também de classe C', entdo as seguintes
relagoes podem ser facilmente comprovadas.

1.

2
3.
4
5

V(f+9)=Vf+Vg

. Vief)=cVf

V(fg) = fVg+gVf

. div(F + G) = div(F) + div(G)
L div(fF) = fdiv(F)+ Vf - F

Em que o ponto - indica o produto interno usual em R™.



1.2 Distribuicoes

Neste trabalho as integrais realizadas sobre 2 sao no sentido de
Lebesgue, assim como a mensurabilidade das fung¢oes envolvidas.

Como referéncia para as Se¢oes 1.2 e 1.3 citamos Evans [7], Medeiros-
Rivera [12], [13] e Brezis [2].

Seja u :  — K uma funcio mensuravel e seja (K;);c; a familia de
todos os subconjuntos abertos K; de € tais que u = 0 quase sempre em
K;. Considera-se o subconjunto aberto K = (J;.; K;. Entdo u = 0
quase sempre em K.

Como consequéncia, define-se o suporte de u, que serd denotado por
supp (u), como sendo o subconjunto fechado de Q

supp (u) = Q/K.
Definigao 1.1 Representamos por C3°(S)) o conjunto das fungoes
u: Q—K,

cujas derivadas parciais de todas as ordens sao continuas e cujo suporte
é um conjunto compacto de Q2. Os elementos de C§°(§2) sdo chamados
de fungdes testes.

Naturalmente, C3°(€2) é um espago vetorial sobre K com as opera-
¢oes usuais de soma de funcoes e de multiplicagdo por escalar.

Nocao de convergéncia em C{°(€2)

Definicao 1.2 Sejam {¢i }ren uma sequéncia em C5°(2) e o € C3°(£2).
Dizemos que @ — ¢ se:

i) 3 K C Q, K compacto, tal que supp (pr) C K, para todo k € N;

il) Para cada o € N, D%py(x) — D%p(x) uniformemente em x € S).

Definicao 1.3 O espago vetorial C§°(2) com a nogdo de convergéncia
definida acima € denotado por D(Q) e é chamado de espago das fungies
testes.

Definig¢ao 1.4 Uma distribui¢io sobre Q) é um funcional linear defi-
nido em D(Q) e continuo em relagdo a nogdo de convergéncia definida
em D(Q). O conjunto de todas as distribui¢oes sobre Q2 é denotado por

’

D' ().



Desse modo,
D/(Q) ={T:D(Q) —» K; T é linear e continuo}.

Observamos que D' () é um espaco vetorial sobre K.
Se T € D'(Q) e ¢ € D(Q) denotaremos por (T, ¢) o valor de T
aplicado no elemento .

Nocio de convergéncia em D'(Q)

Definigao 1.5 Dizemos que Ty — T em D () se

1.3 Espagos LP(2)

Definigao 1.6 Sejam Q um conjunto mensurdvel e 1 < p < co. Indi-
camos por LP(Q) o conjunto das fungées mensurdveis f : Q — K tais
que || fl|Lr() < oo onde:

1/p
|f||m<m=(/ If(fv)l”dw> C sel<p<oo
Q

[fllzoe(e) = supess,eq [f(2)]
= inf{C € RT / med{z € Q / |f(z)| > C} =0}
= inf{C>0: |f(x)]<C quase sempre em Q}.

Observagao 1.7 As fungées || - ||Lr(q) : LP(Q) = RT, 1 < p < oo,
$G0 nmormas.

Na verdade LP(Q)) deve ser entendido como um conjunto de classes
de funcoes onde duas funcgoes estdo na mesma classe se elas sao iguais
quase sempre em ).

Os espagos LP(€2), 1 < p < oo, sio espagos de Banach, sendo L?(2)
um espago de Hilbert com o produto interno usual da integral. Além
disso, para 1 < p < oo, LP(Q) é reflexivo.

Teorema 1.8 C3°(2) € denso em LP(Q), 1 <p < +oo.



Teorema 1.9 (Interpolagao dos espagos LP(2)) Sejam 1 <
g < oo. Se fe LP() NLYN) entao f € L™(QY) para todo r €
Além disso,

p <
[p. 4]
HfHLT(Q < Hf”Lp(Q) Hf”Lq(Q)

1 1 1
com « € [0,1] tal que — = a—+ (1 —a)—.

r p q
Espacos L} ()

Definigao 1.10 Sejam 2 wm aberto do espaco R™ e 1 < p < oo.
Indicamos por LY () o conjunto das fun¢des mensurdveis f: Q — R
tais que fxx € LP(R), para todo K compacto de ), onde xx € a
funcao caracteristica de K.

Observacgao 1.11 LlOC(Q) € chamado o espago das fungdes localmente
integravess.

Para u € L}, .(Q) consideremos o funcional T' = T, : D(2) — K
definido por

(T, ¢) = (T, @) = /Q (@) o (x) da.

E facil verificar que T define uma distribuicéo sobre €.

Lema 1.12 (Du Bois Reymond) Seja u € L}, (). Entio T, =0
se e somente se u =0 quase sempre em ).

A aplicacao
Llloc (Q) - D, (Q)

u —> T,
é linear, continua e injetiva (devido ao Lema 1.12). Em decorréncia
disso é comum identificar a dlstrlbulgao T, com a funcio u € L}, ().
Nesse sentido tem-se que L}, (Q) € D' (). Como LP(Q) C L}, .(Q)

temos que toda funcdo de LP(Q2) define uma distribuigdo sobre €, isto
é, toda funcdo de LP(Q) pode ser vista como uma distribuigéo.

Definigao 1.13 Sejam T € D' (Q) e a € N*. A derivada de ordem o
de T, denotada por DT, é definida por

(DT, @) = (—=1)\°I(T, Dp), para toda ¢ € D(R).

Com esta definicio tem-se que se u € CF(Q) entdo DT, = Tpen,
para todo |a| < k, onde D%y indica a derivada classica de u. E, se
T €D () entdo DT € D () para todo o € N™.



1.4 Espaco de Schwartz e Distribuicoes Tem-
peradas

Para esta se¢do citamos Medeiros-Rivera [12], [13].

Definicao 1.14 Uma fungao ¢ € C*(R™) é dita rapidamente decres-
cente no infinito quando para cada k € N tem-se

pr(p) = max sup (1 4+ |x\2)k|Do‘<p(ac)| < 00,
lal <k rER™

onde o € N", o que é equivalente a dizer

lim P(z)D%(x) =0,

|| — o0

para todo polindmio P de n varidveis reais e a € N™,

Consideremos S(R™) o espaco vetorial de todas as fung¢des rapida-
mente decrescentes no infinito. Sobre esse espaco, temos o seguinte
sistema de seminormas:

pi(p) = max sup (1+ |2[*)*|D%p(z)].
ask geRn

Nogao de convergéncia em S(R")

Uma sequéncia {¢,}neny € S(R™) converge para ¢ em S(R™) se
pr(vn — @) converge para zero em K, para todo k € N.

Proposicao 1.15 O espago D(R™) € denso em S(R™).
Proposigao 1.16 Tem-se que S(R™) C LP(R™), para todo 1 < p < co.

Defini¢ao 1.17 Considere S(R™) com a nogio de convergéncia defi-
nida acima. Se T : S(R™) — K € linear e continua, diz-se que T' é uma
distribuicao temperada.

O espaco vetorial de todas as distribuicoes temperadas com a con-
vergéncia pontual serd representado por S'(R™).



1.5 Transformada de Fourier

Os conceitos e resultados desta se¢do podem ser encontrados em
Adams [1], Dautray-Lions [6] e Evans [7].

Definigao 1.18 Seja ¢ € L*(R™), definimos sua transformada de Fou-
rier como sendo a fun¢ao Fp definida no R™ por

(Fole) = Gmyars [ @) e

Observagao 1.19 Também denotaremos a transformada de Fourier
de uma fungdo o por @.

Proposigao 1.20 Para u € L*(R"), eziste C > 0 tal que
@7 < Cllulff:.

Observagao 1.21 A aplicagio F dada por (Fp)(z) = (Fp)(—z), Vz €
R", é denominada transformada de Fourier inversa de . Além disso,
Fop = Fp, onde ¢ denota o complexo conjugado de .

Como S(R") C L'(R"), entdo Fop e F estdo bem definidas para
p € S(R™). Além disso, ambas sao rapidamente decrescentes do infi-
nito.

Proposigao 1.22 As aplicagoes
F:S([R") = S[R") e F:SR") — SR
sdo isomorfismos continuos e F~! = F.
Proposigao 1.23 Para todo ¢, € S(R™), temos
i) F(D%)=il*la®Fp, VaeN;
ii) DY(Fy) = F(—il*lzvp), VaeN",

Definicao 1.24 Seja T uma distribui¢ao temperada. Definimos sua
transformada de Fourier da sequinte forma

<{T, ¢) = (T, f~s0>, Ve e SR,
(FT, ) = (T, Fp), Ve SR.

Observagao 1.25 Da continuidade da transformada de Fourier em
S(R™), temos que FT e FT sao distribuicoes temperadas.

10



Proposigao 1.26 As aplicagoes
F:8R") = S'R") e F:8R") — SR
sdo isomorfismos continuos e F 1 = F.

Para ¢ € L?(R") definimos ) = ©XB,(0); k € N, onde xp, (o) €
a funcdo caracteristica do conjunto {z € R"™; |z| < k}. Assim, Fyy, €
dada por

_ 1 —tx-& n
Forl@) = aym |, ¢ A&, Vo R

E possivel provar que Fyy, € L?(R™) e que {Fp, ren € uma sequeén-
cia de Cauchy em L?(R"). Como este espaco ¢ de Hilbert, esta sequén-
cia tem um limite, que denotamos por Fp. Ainda observa-se que F¢
e a transformada de Fourier de ¢ (vista como distribui¢do temperada)

coincidem. Assim fica definida a transformada de Fourier no espaco
L2(R™).

Teorema 1.27 Se u, v € L?(R™) entio existem constantes positivas
Cy e Cy tal que

i) Doy = (iy)*u para cada multi-indice o tal que D*u € L*(R™).

o —

il) (uxv)=Ciuv.

Teorema 1.28 (Teorema de Plancherel) As aplicagies
F:L*R") = L*(R") e F:L*R") — L*(R")
sao isomorfismos de espagos de Hilbert tais que

<f%07]:w>L2 = <30aw>L2 = <‘7'-<P7~7?1/J>L2

para todo par o, € L*(R"™).

Corolario 1.29 Se ¢ € L?(R"), entdo ||| = ||Fy||.

11



Exemplos
1. F(Ap)(z) = —|z[2F(¢)(2):

Da Proposi¢ao 1.23, F(D%p) = il*lz® Fyp, logo para cada j =
1,2,..., n tem-se

0% .
F <8> () = 222 F () (@) = 22 F () ()
J
Assim, pela linearidade da transformada de Fourier temos que

F (Z g;ﬁ) (x)=>_F <‘3xf> (z)

F(Ap)(z)

j=1 "7 j=1

= S (22 F (o) (@) = [P F (o) (x).

j=1
2. F(A%p)(z) = [2|*F(p)(2):
Usando o Exemplo 1, temos

F(A2%)(x) = F(A(Ap))(@) = —[a]*F(Ap)(x)
= —?|(=[zPF()(@)) = |2[*F(p)(@).

3. F(Vp)(z) =izF(p)(x):

Também usando que F(D%p) = il*lz® Fy, temos

F (gg:) (@) = iz; F(p)(z), Vi=1,2,...,n.

Com isso,
2e F(32) @)
F(Ve)(x) = f( : ) () = :
o F (%) (z)



1.6 Espacos de Sobolev

Os principais resultados desta secdo podem ser encontrados em
Adams [1], Brezis [2], Kesavan [8] e Medeiros-Rivera [12], [13].

Definigao 1.30 Sejamm € N el < p < co. Indicaremos por WP (Q)
o conjunto de todas as fungoes u de LP(Q) tais que para todo |a| <
m, D*u pertence a LP(2), sendo D*u a derivada distribucional de u.
WmP(Q) é chamado de Espago de Sobolev de ordem m relativo ao es-
pago LP(92).

Resumidamente,

WmP(Q) = {u € LP(Q) tal que D%u € LP(f2) para todo |a] < m}.

Norma em W"?(Q)

Para cada u € W™P?(Q) tem-se que

1/p
fily = | 32 1Dl 0
|| <m
1/p
- | / (Do ()P de |
laf<m /€

com p € [1,00), e

lullmoe = D 1Dl (o),

lor|<m
com p = oo, define uma norma sobre W™?(Q).
Observacgoes:
1. (Wm™P(Q), || - |lm,p) € um espaco de Banach.

2. Quando p = 2, o espaco de Sobolev W™2(Q) torna-se um espaco
de Hilbert com produto interno dado por

(U, V)2 = Z (D%u, D*)12(q) u, v € W™2(Q).

la|<m
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3. Denota-se W™2(Q) por H™().

4. H™(Q) é reflexivo e separavel.

5. A norma usual em H?(R") ¢ equivalente & norma dada por
(lullzzz = Jull + || Aul .

O Espago W;""(Q0)

Definigao 1.31 Definimos o espago Wy""(Q) como sendo o fecho de
C§°(Q2) em W™P(Q).

Observacoes:
1. Quando p = 2, escreve-se H["(§2) em lugar de W ().

2. Se Wy"P(2) = W™P(Q), o complemento de Q em R" possui

medida de Lebesgue igual a zero.

3. Vale que Wy"P(R™) = W™P(R").

O Espago W~—™1(Q)

1 1
Definigao 1.32 Suponha 1 < p < oo e q > 1 tal que — + - = 1.

p q
Representa-se por W~"1(Q) o dual topoldgico de W;"*(S2).

O dual topologico de H{*(2) representa-se por H ().

Imersoes de Sobolev

Teorema 1.33 (Teorema de Sobolev) Sejam m >1e1 <p < co.

1 11
i) Se = — >0 entio WP(Q) C LIQ), ~ =~ —
p n ¢ p n

1
il) Se — — ™ _ 0 entdo WmP(Q) C LI1(Y), q € [p,0);
p n

i) Se & — ™ <0 entio WP(Q) C L%(Q)
p n

sendo as imersoes acima continuas.
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1.7 Desigualdades Importantes
Desigualdade de Young

1 1
Sea>0eb>0el<p,g<oocom —+ — =1 entao
P q

alP bl
ab < — 4+ —.
p q

Desigualdade de Hausdorfl-Young
Sejam f € LP, 1 <p < 2. Entao fe L7T e
A1, 2 < MIF e

Desigualdade de Holder

1 1
Sejam f € LP(Q) e g € LY (N) com 1 < p < ooe—-+—- =1ou
p q
g=lep=occoug=o0ep=1. Entdo fge L'(Q)e

/Q F@)g(@)| dz < 1|z gl L.

Desigualdade da Integral

Lema 1.34 Sejam £ € R", k> —n, >0, « > 0 ea > 0. Entdo
existe C = C(a, B,n,k,a) > 0 tal que

/|£|< el el de < O(1+ 1) "F, Vi >0, (1.1)

Demonstragao:
No que segue vamos considerar a = 1. A demonstracdo para a > 0
qualquer é completamente aniloga. Notemos que

— —algft| gk
1tt) - /ggf €l de

1
= // et gk S dr
0o Jigl=r
1
— / / etk S, dr
0 Jigl=r

15



1
= /e*arﬁtrk / dSe | dr

0 |€l=r

1

= /e_a’"ﬂtrk (wnr™ ") dr

0

1 B
_ wn/ e or trkJrnfldr
0

1 1
_ B )8 _
_ wn/ e a(tBr) ,r,k+n 1d7",
0

onde w,, > 0 é a medida da superficie da esfera unitaria em R". Fazendo
. .~ 1
a substituicao s = t?r, temos

1

tB k+n—1
1
I(t) = wn/ e—os’ (81> —ds
0 tB tB

¢
sh 1
= 'U}n/ e as” ghtn—1y—g5(ktn) g
0

@

=

t
_kin _asP —_
= wyt” ?# / e~ as SkJrn 1d8
0

oo
_kin s _
< wpt” B e ghtn=lys, (1.2)
0

Note que fooo e=as’ shtn—1ds < 100 se k+n > 0. De fato, temos

o B *° B
/ e—as 8k+n—ld8 — / e—as Sk+n+18_2d8.
0 0

. o .
Como limg_,oo e~ sFtn+l = 0 existe so > 0 tal que se s > sg

- B L ) Y
entdo e~ gktntl < 1. Além disso, é claro que e=®" < 1se s > 0.
Assim podemos escrever

o s
/ e~ s sk+n+1s—2d8
0

S0 o0
—ash _ —as® —
:/ e Sk:-‘rn 1d8+/ e Sk+n+ls 2d8
0 S0

S0 o0
§/ 5k+"71d5+/ s 2ds.
0 S0
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Mas

So k+n |So k+n
0 k + n 0 k + n
~ . : . 11 1
/ s7%ds = lim s 2ds = lim {_ ==
s0 z—>+o00 S0 z——+o00 z S0 So
Logo
oo 5 S0 jo%s) Sk+n 1
e as Sk+n71ds < Sk+n71ds + 872 _ %0 4o < 4.
0 0 50 k4+n s

Considerando a conclusdo acima em (1.2), tem-se que
I(t) < Kt™ 7, t>0,

onde K é uma constante que depende de n, k, a e 5.

Agora chamemos v = HT" Vamos mostrar que I(t) < C(1+t)77,
para todo ¢t > 0.

Primeiramente consideremos ¢ € (0, 1]. Como I é uma fun¢ao conti-
nua em [0, 1], existe Cy > 0 tal que I(t) < Cy, Vt € (0,1]. Seja C >0
tal que C127 < Oy, dai

Ci(1+1) <0127 < Oy,

ou seja,
I(t) <C1 < Cy(1+t)77, VtE(O,l].

Agora consideremos ¢t > 1. Seja C3 > 0 uma constante tal que
K < (3277, Assim

[() < Kt77 < G267 < Cy(L+0)77, Vi>1,

pois neste caso, 2t > 1+ t.
Para C' = max{Cs, C5}, segue que

I(t) <O+~ F", Vt>0.
|

Lema 1.35 Sejam £ € R™, | > 0 e ro,c constantes positivas. Entao
existe C' > 0 tal que

sup (Iﬁ\*”e*‘&‘”f) <C(1+t)7" vi>o0. (1.3)

[€1>70
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1.8 Teorema da Divergéncia e Formulas de
Green

Valem as seguintes féormulas para um aberto limitado €2 com fron-
teira de classe C2:

i. Para F € (H*(Q))™
/Q(div F)(z)dx = /FF(x) -n(z) dr.
ii. Para v e H}(Q), ue H?(Q):

/ v(x)Au(z) de = — | Vo(z)- Vu(z) dz.
Q Q

iii. Para v € H?(Q), v € HZ(Q):

/Qv(x)Au(ac) da::/QAv(x)u(x) dz.

A funcao n(x) denota a normal exterior unitiria no ponto x € 952 e a
fun¢do F integrada sobre 02 é no sentido da funcao trago.
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Capitulo 2

Solucoes do Problema

O problema de Cauchy que seréd estudado neste capitulo é dado por

wpt (t, ) — Augy (t, ©) + A%u(t, x) +ue(t,z) =0, (t,x) € (0,4+00) x R™
(2.1)
u(0,2) =uo(z), w(0,2) =ui(x), x€R"” (2.2)

onde os dados iniciais satisfazem
ug € H*(R™), wuy € H*(R™).

Multiplicando a equagdo (2.1) por u; e integrando em R"™ obtemos
formalmente

/ Upply AT — / Auguy doe + / Ayuy de + / uf dr = 0.

Observe que

1d
do = - = 24
/ Juntede =5, fulde

e pela féormula de Green,

1d
f/ Auttutdz:/ VuttVutdxziﬁ/ |Vut|2d:177

1d
APy dr = AuAupdr = —— |Au|? d.
RTL ]Rn 2 dt Rn

Assim

d
— [/ {Jue)® + [V |* + |Aul?} dw} +/ lut|? dz = 0.
dt | fon -

DN =
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Portanto, a energia total associado a equagao (2.1) é dada por
1
Bu) = [ Al +Vul? + |80} do (2.3)
RTL

e E,(t) é decrescente no tempo. O termo dissipativo é

/ |ug|? da.

2.1 Representacao das Solucoes
No espacgo de Fourier em R™, o problema (2.1) é escrito da forma:
(L)@ (8, ©)+E[ Ut )+ (8,€) =0, (1.€) € (0, +00)xR™ (2.4)

u(0,8) =uo(§), u(0,8) =ur(§), §e€R™ (2.5)

A equacdo caracteristica de (2.4) é dado por
L+ EPHN+r+[¢* =0. (2.6)

As raizes da equagdo caracteristica (2.6) sdo

_ 11240+ P
2(1+[€1%) ’

A+ ()

ou ainda

1

Ml6) = 5epy [T VITAOHIERIE ], @)

em que Ay () sdo os autovalores associado a equagédo (2.4).
Assim, a solugdo geral do problema de Cauchy (2.4) é

U(t, &) = C1(E)eM O 4 Cy(£)er- 1, (2.8)

com C1(§) e C2(&) dependendo dos dados iniciais. Vamos determinar
os valores de C1(&) e C3(€). Usando (2.5) temos

0(0,8) = C1(6)eM D0 4 Cy(€)er 0 =Ty (¢),

logo,
C1(8§) = uo(§) — C2(8)- (2.9)
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Derivando (2.8) temos

ﬂt(t,f) (f)cl(g) Ay €)t+)\ (f)Cg(f)e)‘*(f)t,

e usando (2.5) obtemos

0(0,€) = A (§)CL(E)eM OO0 L A_(£)Ca(£)er OO =Ty (¢),

logo,
A+ (€)C1(E) + A-(§)Ca(8) = (). (2.10)
Resolvendo (2.9) e (2.10) simultaneamente, temos
A () {uo(§) — C2(&)} + A-(§)Ca(8) = ur ($),
= Co({A- (&) = A ()} = ur(§) — A (§) o (S),
assim, )
e de (2.9) temos
C1(§) = uo(§) — (9 i A-(§) {A+ (&) wo(§) —ur(§)},
ou seja .
Ci(§) = IMGESNG) {ur(§) = A-(€)uo(8)} -

Portanto, a solu¢do do problema de Cauchy (2.4)-(2.5) é da forma
a(t,€) = G(t,€) {wo(€) + m(©} + H(t.Ouo(€)  (211)

onde @(t,f) e H(t,¢) sdo dadas explicitamente em termos das rafzes
caracteristicas

G(t, &) = m [eﬂ(ﬁ)t — eA—@)t} , (2.12)

1
WEEsEGIL

Definimos G(t,z) e H(t,z) por G(t,z) := F1[G(t,£)|(x) e
H(t,xz) = F~YH(,¢)](x), onde F~! denota a transformada inversa
de Fourier. Aplicando F~! na equagao (2.11) obtemos

u(t) = G(t) * {uo + u1 } + H(t) * uo, (2.14)

onde * denota a convolugdo em termos de x em R”. Portanto, (2.14)
é a solucdo do problema (2.1)-(2.2) e G(t,z) e H(t,z) sdo as solugoes
fundamentais de (2.1).

H(t,€) = L4 A (€)M — (14 A_(g))e“(f)t} _

(2.13)
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Capitulo 3

Taxas de Decaimento

3.1 Estimativas para as Solugoes Fundamen-
tais

O objetivo deste capitulo é encontrar taxas de decaimento para
a solucao do problema (2.1)-(2.2) dada por (2.14). Primeiro, vamos
encontrar as estimativas pontuais das solugoes do problema (2.4)-(2.5).
A prova do proximo lema serd obtida a partir da construcdo de um
Funcional de Lyapunov.

Lema 3.1 A solug¢ao do problema (2.4)-(2.5) satisfaz a estimativa

(8, ) + (1 + g1 [u(t, €)1

< CeemO {[ay(€)? + (1 + €2 [0 (€)1} -1

para & € R™ e t >0, onde n(€) = [€[*/(1 +[¢[*).
Demonstragao:
Utilizaremos o método dos multiplicadores para encontrar a esti-

mativa. Multiplicando a equagdo (2.4) por u; e tomando a parte real,
obtemos

Re { (1+ 6P)ani + €T + )} =0,

Mas para v = v(t, &), temos

d ~ AR ~ = ~ ~ AN
£\0\2 = —(00)=00; +0: V=00 + 00 = 2Re(0V0;).



Assim,
1d

2dt

Multiplicando a equagao (2.4) por T e tomando a parte real, obtemos

(1+ [el) el + €1*[af*} + [ae]* = 0. (3.2)

d 1d
Re{ (1416 50} - 1+ G + a7 + 5 a0
ou seja
1d

oo {8 + 201+ € Re@@) } + €143 — (1 + I€P) @l = 0. (3.3)

Multiplicando (3.2) por 2(1 + |£|?) obtemos

d

2 LA e (@ + g (1 + €)@l } + 201 + [¢*)[a]* = 0. (34)

Somando (3.3) e (3.4) temos

c(lit {( + |§| (1+ |f|2)> \ﬂ|2 +(1+ |§|2)2|ﬂt|2 +(1+ |f|2)R6(ﬂtﬁ)}

+ I al + (1 + [g*)]ae* =0

Consideremos

B = (L+ PPl + (5 + I+ 6P)) [P + (04 |6 Re(aid)

F =gl fal* + (1 + |§]*) .

Assim,
d
—E+F=0. 3.5
e+ (3.5)
A seguir, mostraremos que
c(1+|¢°)?Ey < E < C(1+[¢]*)*Eo, (3.6)
onde
Eo = [a|* + (1 + [¢[*)[al®. (3.7)
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Mostraremos primeiro que E < C(1 + [£]?)?Ep. Observe que,
o (1+[¢*)Re(t,u) < (1 + &%) [ [a]

S EP)faf + (1+|£\ af,  (3.8)

A

| /\

2

onde foi utilizado a desigualdade de Young; e

1 ~
S+ [EP)al.

(1+ 62l + 5
(3.9)

N =

o (5a+iePi) mp <

Usando (3.8) e (3.9) temos

1
o< @ iPPa + (5 (e ) P

PP + 5+ EfaP
< (1R w+1<1+|5|2>3m|2+3<1+|5|2>3|a|2
U Il + 51+ )l
= SO+ PP+ 3<1+|§| Plar

= @+l (‘;’|at|2+§<1+|s|2>|a2)
O+ €2 ([mf? + (1 + e)af)
C+ [P E

A seguir, mostraremos que E > ¢(1 + |£]|?)?Ey. Observe que,

o —(1L+[EPRe(@u) < (1+ (&%) [ul
1. 3 ~
Slal® + S (1 + e,

onde utilizamos a desigualdade de Young com a escolha de um € > 0
adequado.

Usando a desigualdade acima temos que

IN

1 . 3 ~ -
E > —ofaff = SO+ €)@ + (1 + ¢ [a)?
1 ~
. (2 e |5|2>) a2
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= SR NP + (0 Pl

= PP+ (G e o
Agora resta mostrar que existe um Cy > 0 tal que

(5+0 16l 132 2 o1+ ey

Primeiramente consideremos [£| < 1. Seja C; > 0 tal que

1
—>0(2)°
6_ 1()7

dai
Cr(l+Ig2) < Cu(2)* <

| =

A seguir, consideremos |¢] > 1. Seja Cy > 0 tal que
EI* > 40y,

dai
Co(1+ [€17)% < C2(20€17)? = 40y |¢* < ¢,

ou seja
(L+[EP)E* = Ca1 + [€])°.

Assim concluimos que
1 N ~
(5+0 1) 132 = o1 + 6Pyl
Logo, existe ¢ > 0 tal que

E

v

T IER? L + o1 + 162l
(1 + [ (@l + (1 + €)NaP)
(1 + [€)Eo.

\%

Portanto,
c(1+ |€%)2Ey < E < C(1+ [¢%)2Ep.
Observe que,

e
T+ P = T4 g

Sl + [e*[al* < (1+ [e*)laef® + [¢)*[af® = F.
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Assim,
F>C 'n(¢)E, (3.10)

onde 1(§) = [¢|*/(1 + [§[*)°.
Substituindo (3.10) em (3.5) obtemos

d
ZE+CTQE<0. (3.11)

Multiplicando a equagio acima por €€ "€ obtemos

d

Integrando em (0,¢) concluimos que
B(t,€) < e @ mOtp(0,¢). (3.12)
De (3.6) e de (3.12) temos,

c(1+[€*)2Eo(t, &) < E(t,€)

< emCTOC(1 4 [62)2 {[an (&) + (1+ [€*)[ao(§)[*}
Portanto,
Eo(t,&) = [w(t,&) + (1 +[¢P)fa(t, &)

< Crem@ O [a (P + (1+ [P0 (€)*} -

]
Como consequéncia do Lema 3.1, temos as seguintes estimativas
pontuais para as solucdes fundamentais no espaco de Fourier.

Lema 3.2 Sejam G(t,¢) e H(t, €) solugdes fundamentais de (2.4)-(2.5)
no espago de Fourier dadas em (2.12)-(2.18). As sequintes estimativas
sao verdadeiras:

(&) < C(L+[¢ff) e,

[ (1,€)] + |Ge(t,€)| < Ce*"“”, (3.13)
[HL(1,6)] < O+ [ e

para £ € R™ e t > 0, onde n(&) = |&*/(1 + |€]*)3, com C,c > 0
constantes.
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Demonstragao:
Considere a solugdo do problema (2.4)-(2.5) dada por

(t,€) = G(t,€) {Tio(€) + 1(€)} + H(t, €)un (£). (3.14)

Para 1p(¢) = 0, de (3.14) temos
(t,§) = G(t, )i (6). (3.15)

Para u1(£) = 0, de (3.14) temos
a(t,€) = |G, ) + A1, )] T(©). (3.16)

Derivando as equagoes (3.15) e (3.16) obtemos
U (t,€) = Gi(t, €)1 (6), (3.17)
e

W(t,€) = |Ge(t, ©) + Hy(t. )] i €). (3.18)

Substituindo (3.15) e (3.17) em (3.1) com up(£) = 0, obtemos
|G (t, )T ()] + (1L + [EPNE(L IO < Cem O a (9P,
ou seja
@BOP (|Gt O + (1 + 6B O} < Cemn O fa (6)2
Da estimativa acima, podemos concluir que
G (t,€)] < C(1+ [g[*)2e O, (3.19)
e que
Gy (t,€)] < Ce™ 1O, (3.20)
Substituindo (3.16) e (3.18) em (3.1) com 1 (§) = 0 temos

|Ge(t,€) + Hy(t,€) Pao (€)1 + (1 + €2)|G (¢, €) + H(t, &) [ao(€)]?
< C(1+ €)= ay (€)1,

ou seja

G, €) + Hy(t,€))> + (1 + [€2)|G(t,€) + H(t,€)* < C(1 + |¢[*)e O,
(3.21)
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Note que, de (3.21), concluimos que

Ge(t, ) + Hy(t,6)] < C(1 + |¢[?) 7 e 1O,

e usando a desigualdade triangular inversa obtemos

\Hi(1,6)] — |Gi(t,€)| < |Gi(t,€) + Hy(t,6)| < C(1 + [¢*)2e”

Usando a estimativa acima e (3.20) obtemos

[Hy(1,6)] < C(L+|€[)2e 1Ot |Gy (t,6)]
C(1+ |¢))2een®t 4 Ceen(®t
C1+[¢?)

20(1 + [¢]?)Fe~n©)L,

ININ

Além disso, de (3.21) obtemos
G(t.€) + H(t,8)| < e,
e analogamente temos que
H(t,6)] = GO < |G(t,€) + H(t,€)| < Ce @,
Assim, usando a estimativa acima e (3.19) obtemos

[H(t,6)] < Cemn O +1G(1,)]
< Ce O L O(1 4 |¢)? )—f —en(é)t
< Ce Ot 1 Ce—en(@)t
= 90 e~ (&)t

De (3.20) e (3.23) temos que
H(1,6)| + |Ge(t, €)] < Ceenen,

As estimativas (3.19), (3.22) e (3.24) provam o Lema 3.2.

1O 4 O(1 + |¢]?)7e (O
1
2

en(§)t

(3.22)

(3.23)

(3.24)

No préximo lema vamos obter estimativas envolvendo os autovalores
A+ (&) (definidos em (2.7)). Essas estimativas serdo usadas para provar

o Lema 3.4.
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Lema 3.3 Considere Ay (&) dado em (2.7) e seja |€| < ro. Entdo os
sequintes resultados sao verdadeiros:

i) —2le[* <X (6) < el

i) ~1<A(©) <

i) § < AO) - A (O <1

i) 1+ A-(€) < 20¢]%
v) AL () + 1" = —2¢)°;
) (v 1) <sleP
vi) [ ———— — 1] < ;
AL () = A-(&)
vid) (1= eQr(@HIEN) ol < 1l pemdel™,
para todo t > 0, onde ro € um numero positivo fizo.

Demonstragao:
i) Observe que,

L—4(1+[EP)E]" < 1— a1+ [E)le]* +4(1 + €)% €.
Logo,
2
L—4(1+[eP)lel* < (1 -2+ [€)le)”
Para rg suficientemente pequeno temos que

1—4(1+ et >0,

e assim, segue que,

VI-AQ+[EP)E < 1-2(1+ ¢l
& —1+/1-41+[P)lE* < —201 +[¢P)l¢l*

o Tl A0+ [Pl
2(1 +[¢]?)
& A6 < —f¢n

Por outro lado, observe que,

1> 4(1+ [ef*)lel*.

< —|¢t
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Logo,

1+ 1> 14+4(1+¢)lel*

& 8>4416(1+ |€)?)|¢)*

—4> -8+ 16(1 4+ |£>)|¢)*

—A(1+ [EP)[EN* > —8(1 + [¢[?)[€1* +16(1 + [¢*)[€[* (1 + [¢*) Il
L—4(1+ [EP)IE* = 1 —8(1 + [€[)IE1* + 16(1 + [€]%)?[¢]®
=41+ EP)[E = (1 — 41+ [*)I€])>

r o0

Para rg suficientemente pequeno temos que

VI— A+ EPRT > 1- 401 + | el
& 14T 00+ PR > —4(1 + |¢)¢l*
o LT AT PR

4
ey o
& M) = 2t
Portanto,
—20¢[* < A4 (6) < ¢ (3.25)

ii) Para provar ii) observe que,

L+ 41+ [6%) < 1T+4(1+8*)* + 401+ €[,
ou seja

L—4(1+[gP)lel" <1 -4+ [¢]) + 401+ [¢*).

Assim,

L—4(1+ [eP)lel* < (201 + [€) - 1)°.

Para rg suficientemente pequeno temos que

L—4(1+[¢P)lgl* >0,
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€ assim, segue que,
VI-A1+[EP)E* <201+ 1¢*) -1
& —/1-41+[EP)[EF =121+ [¢]?)
& —1— /141 +[EP)E[F = —2(1 + [¢?)
—1- /T 40P

& D) =
& A_(§) > -1
Por outro lado,
VIZAFEPRR 20> L(1+ fe) -1

& —VT- AT+ EPIER <1 50+ |eP)

& —1— VT4 PR < —5(1+ |eP)

o “L VI AU P < 1

2(1+ [€%) 4
& A9 < —%.
Portanto,
PG (3.26)
iii) Vamos provar que
ESAAO—AJO§1

Observe que,
1 4(1+ [eP)lel < (1+[€2)”.

Logo,

VI—4A+ P <14 1¢

JITIATEDER
¢ aqep !

& A -A (<L
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Por outro lado, observe que, para rg suficientemente pequeno, temos

que
1 2 4
Sl el

l\D\H

Logo,

122+ oo (1+ 2067 +161)

Além disso, existe g tal que

N)M—l

A1+ [gPlelt <

Assim,
1

2 4
12401+ [EP)le + o

(1 +21€)7 + [¢]*)

& 141+ [gP)lg* = -1+ [¢*)?

(1+ l*)

IS /—\

= ¢rfar+m%mwz

V1— 40+ [EP)[E]
(1 +1£%)

© A —A- (O =

>

Ry

NG

Portanto,

<A MO <. (3.27)

N

iv) Na sequéncia vamos provar que
1+ A () < 2¢[".
Observe que, para ry suficientemente pequeno, temos
1> 1+4¢> —20[¢|° + 32[¢]" + 16[¢]"2.
Assim,

1> 1+ A€ + 4¢]* — 4lg]* — 24[¢]° + 4]¢[° + 320¢|™° + 16/¢]™
& 141+ [EP)[E* > 1+ 4f¢|* — 4l¢* — 24J¢]® + 320¢|™” + 16/¢]™

& 141+ [Pt = (1 + 20> - 4fe* — 4)¢)5).
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Para r( suficientemente pequeno segue que
VIZ AT+ [EP)IEE > 1+ 20€% — 4l¢)* — 4)¢[°
& —/1T—4(1+[ER)E[* < —1 — 2/¢* + 4]¢]* + 4l¢[
S 14267 — V1 — 41+ EP)IE* < 4l¢)* +4¢)°
& 2+ 2067 =1 V1401 + [EP)[E]* < 20¢/*(2 +2[¢]%)

2+2(€°| -1 /141 +[¢]?)[¢*
2(1+[¢?)

= < 2/¢[*.

Portanto,
14+ A (€) < 2¢f*. (3.28)
v) Nesse item vamos provar que
A+ (6) + [ = —20¢°.
Observe que, para ry suficientemente pequeno, temos que
1> 1 8¢]° — 4fe]® + 24[¢]™ + 52[¢]* + 48[¢|™ + 16]¢]*°.
Assim,
1> 1— el + 4l — 120¢]° + 4Jel® — 4l¢]® + 24
+52/¢]' + 48]¢[ ™ + 16¢[*°
S 141+ gl =1 - 4f¢]* — 12J¢]° — 4l¢]® + 24[¢|™
+52[¢['2 + 48J¢["* + 16[¢|*°
S 1—41+ [Pl = (1 —20¢l* - 6l¢l° - 4l¢f*)”.
Para rg suficientemente pequeno, segue que,
VI =4+ [EPET > 1 - 20" — 6]¢]° — 4/¢)®
& 1+ V141 +[EP)le" > 20" - 6l¢]* — 4f¢f*
& —1+ V141 + [P =201+ [¢*)(—lel* — 21¢°)

o T VI A0+ Pl
2(1+[€P)

> ¢t —20¢)°.

Portanto,

A (6) + €Nt = —20¢°. (3.29)
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vi) Na sequéncia vamos provar que

(v L) <5

Observe que, para ry suficientemente pequeno, temos que
1 <1+ 14/¢]* + 59/¢|* — 68]¢]° — 320[¢|® — 256/¢|'.
Assim,

1< 1+16[¢7 — 2[¢)* + 60[¢]* — |¢]* — 68]¢]° — 320[¢|® — 256[¢|'°
& 1+2E7 + €] < 1+ 16]¢* + 60[¢]* — 68]¢]° — 320[¢|* — 256/¢[™

e (T+]€2) < (1+8J62)* (1 — 4(1 + |€2)[¢]) -

Logo,
& 142 < (1+8[¢7) V1 — 41+ [P
1+ [¢)? <1 2
<1+8

i -

1+ |¢? 2
—-1<8 .

Vo=

Portanto,

1 2

vii) Por fim, provaremos que
(1 _ e(/\+(€)+|£|4)t) eIt < 16|g|RemBlEl",
Note que de (3.29) temos que

A (6) +Ielt = —20¢l°.

Logo,
(1 _ e(A+<s>+|§|4>t) e léltt < (1 _ 672|§|6t) ol

Dessa forma, é suficiente provar que

(1 _ e*Qlﬁ\‘"’t) e IE1' < 16)¢2em eI,
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ou seja
1— e 2%t < 16]¢[2ez il

Definimos para todo t > 0:
f@) = 16|§|26%‘5‘4t 120l 1,

onde [¢] esté fixo com |£] < rg. Mostraremos que f(t) é positivo para
todo t > 0. Observe que

£(0) =16[¢]* +1 -1 = 16]¢[* > 0.
Além disso, note que
F'(t) = Blg|Pexlel™ —afg|Seer
— (8 _ 2€<72|s|67%|s|4>t> |e|Be3lelt, (3.31)
Logo, f'(t) > 0 para todo t > 0, pois
8 > 2e(—20€°=31€1Mt o |§|66%\£\4t > 0.
Portanto, f(t) é positivo para todo ¢ > 0 mostrando que
1— e 216% < 16\§|2e%|g|4t,
ou seja
(1 _ 6<A+<5>+|§|4>t> 6 < 16)¢2emBlEI", (3.32)

Portanto a prova estd completa por (3.25), (3.26), (3.27), (3.28),
(3.29), (3.30) e (3.32).
[ ]
A seguir, vamos obter estimativas pontuais para as solucoes fun-
damentais no espaco de Fourier na regido de baixa frequéncia. As
estimativas do proximo lema sao melhores que as estimativas obtidas
no Lema 3.3.

Lema 3.4 Considere é(t,{) e ﬁ(t,{) dada em (2.12)-(2.18). Euxiste
um nuimero positivo rq tal que as sequintes estimativas sao verdadeiras:

(@ = Go)(t, )| + [H(t,6)| < ClePPelel 4 ce=,
Gy (t,€)| < Cle|te el 4 ceme, (3.33)
(@ — Go)e(t, )| + | Hi(t,6)| < Cle[Peclel"t 4 cemet,

para todo |€] < rg et >0, com Go(t,&) = e~ €',
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Demonstragao:
Temos que G(t,&) pode ser escrita da seguinte forma:

G —emleltt 4 A+ ()1
.8 (A+(£> ) 1)
A (Ot
(At [{I e
G E e W wo D
Assim,
G(t,6) —e " = (G - Gy ><t £) (3.35)

A ()t
A& = A-(©)

Aplicando o0 modulo em ambos os lados da equacgio acima, obtemos

( _ 1) M (Ot
+

( O+ (©)+lelME _ 1) —lel*e _

JUNN 1
G-—G)t O <[ ————— — 1) M 3.36
(6-8nc.01< (55 ) (330
(Ot
+ | (e @HEr 1) el ’
( ) A4 (§) = A=(&)
Usando o Lema 3.3 obtemos
(G = Go)(t, )] < 8Je[e™ 1" + 16]¢[2e €™ 4 4¢3t
< 8l¢[2e w1t 4 16|¢|2eTIEM 4 24631
= 24|¢2e~ 361" 4 ogem it (3.37)

Derivando (3.34) obtemos

ét(t7€) = _|§|4e*\§|4t + 21§ (M — 1) e ()t
+(AL () + €)M+ ©F — gt ( A+t _ 1) o lElt
A_(&e A_ (&)t
BNGESNGE (3.38)
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Considerando o médulo na expressao acima, obtemos
1
A — 1) MO0
0t Y
+ ‘(/\+(€) T g[8 4 gt ’(B(M(E)Jrlil“)t _ 1) e €'t

|Gi(t, )] < [¢[*e 16 +

A (Ot
+rore | (3:39)
Pelo Lema 3.3 temos que
Gi(t,6)] < |€*e 61" 4 16|¢[Se el 1 g|g 6 lel™
+16J¢]Ce 211 4 4ot
< |e[te HIEI"t 4 16)¢|teHIEI" 4 o)t HlEI"t
+16]€[e 11 4 gem 3t
< 3p|¢[tem 11" 4 35e 1t
= Clgfte™kI"t 4 Cet, (3.40)

onde C=35ec=1.
Além disso, de (3.38) temos que

Go(t,€) + [e]*e 1€ = (@ — Go)i(t, €)

_ b e
20 (e )
+ (A (€) + [¢])et+ 1O

el (O @ ) ottt A=A
|’f| (e 1) e ) )\_(5)_

Da mesma forma como foi feito para provar (3.40), obtemos

(G = Go)(t,€)] < Clef*eelel™ 1 Ceet, (3.41)
De (2.13) temos que
H(t,€) = m [(1 + AL ()N (14 A,(g))emot] ,
ou seja
H(t.6) = 5 — AL (OO 1+ A ()M O

2@ NO-A O mE-r©
(3.42
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Tomando o médulo de f](t7 ¢) dada acima, obtemos

|ﬁ(t,§)|<‘>\ A= (Ot ‘ Mg (6)er-©t ’(1+)\(§))e’\+(5)t

RGENGI M WG ES WG] R WG .

Pelo Lema 3.3, para ry suficientemente pequeno, temos

|H(t,6)] < de™ 7" + 8|¢|te 7t + 8l¢[*e €M
< 8l¢fPem Il 12741, (3.43)

Derivando (3.42) obtemos

_ A (O et (O
Hy(t,§) = )‘f(f)m + A (5))‘+(f)m
eM (Ot
MO0+ O3

Agora, aplicando o modulo em PAIt(t, ¢) dada acima obtemos

R A (Ot er- (Ot

|Hy(t,€)] < })\_(S)M‘ + A= (EA+(€) NGESNG)
eM (Ot

+ A+ (1 + A—(ﬁ))/M‘ :

Usando o Lema 3.3, temos que

|Hy(t,8)] < de™ 5t 4 8|¢[He 3" 4 16]¢[3eEI"
< 16J¢[Ce 1M 4 120701, (3.44)
A prova do lema segue das estimativas (3.37), (3.40), (3.41), (3.43)

e (3.44).
|

Proposigao 3.5 Seja 1l < p < 2 e k > 0. Assim temos as sequintes
tazas de decaimento:

1+1

10EG(1) * ll 2 < CA+ )" FG=D 789l 1o + C(1 4+ 1)~ 5 |9+D+ | 12,
(3.45)

ORH (1) % || 12 < C(L+ 1) FG D573 |y o + C(1 + )72 |95 12,
(3.46)
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ondel+1>0e(k+1); =max{k+1,0} em (8.45), el >0 em (3.46)
Além disso, temos

105G () % dllr2 < C(L+ )" TG DY | 1o + C(1 + )72 |05 12,
(3.47)

n _1y_k+6 _ =1
|OFH, (8) % Pll 2 < C(1+ )~ FG=D =5 | o + C(1+ 1)~ T |05 12,

(3.48)
ondel >0 em (3.47), el >1 em (3.48).
Demonstragao:
Aplicando o teorema de Plancherel obtemos
1 ~ ~
G0 ot = G [ EIGEORIE e
1 ~ ~
= G L, PGP Pt
1 - ~ —~
e . GO PR P
= I1 + I, )

onde ry é um nimero positivo.
Para [ < 1o, temos que 7(§) = [¢*/(1 + [¢]*)® > c[¢|* ou seja
—[€]* /(1 + |€]?)3 < —¢|¢|* e assim de (3.13) obtemos

G(t,€)]2 < CL(1+ |€2) " Lem @ < Cemelél™,

Logo,
L<C | jePre )P de.
[£1<ro
Seja 1 < p < 2 e escolhemos p’ e ¢’ dado por %—1—1% =1le %—1—1% =1
Aplicando a desigualdade de Holder com % + % =1, obtemos

2
7

L < c< /MO (|s|2’“e—0'5"‘t)q2'df)q ( /mm (16©)P) /d£>

< Cllél3, (/ |£|’“q’e“'f"‘td5> :
[€]<ro
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Usando o Lema 1.34, obtemos

(/ |£|kq —c1¢| tdf)
[€1<r0

Uw

AN

Q
/N

_

_|_

=
N

n\‘ )

2 - .
sendo ¢’ = ﬁ pelas defini¢oes acima.

Usando a desigualdade de Hausdorff - Young temos que ||$HLP/ <
C||¢||Le. Portanto

L<Cl+0) 2G5 g)2,. (3.49)

Por outro lado, para |£| > r¢, existe ¢ > 0 suficientemente pequeno

tal que 7(§) = [¢]*/(1 +[€]%)* = cl¢|72, ou seja —[¢]1/(1 + [€]%)* <
—cl¢]72, e assim de (3.13) obtemos

IG(t,©)> < C1(1 + |€)2) T Ot < ¢~ 2eclel ™,
onde usamos o fato de que (1 + [£]?)~1 < [¢]72.

Substituindo a desigualdade acima em I3, obtemos

L, <C 1€[2K1€]~2e=eIE g(e) | de

€] >70
e / €A 2eelE 7 3o P de
[€]>70
=C o 1€[2R=2 ¢ 2 g | ~2emeleI T G g) | de

=C €20+ = 20D =l 5 ¢) |2 g
[€]>r0

<0 sp (Je 200 [ e ag
[E|>T0 [€]>70
< Cy(1+ )~ akD+ g2, (3.50)

sendo (k + 1)+ = max{k + [, 0}, onde usou-se que

/W EPEDFOR de < |05+ G|,
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e o Lema 1.35

sup (€| 720+ ) < o(1 4+ )=+,
[E]>70

paral+12>0.
Portanto, de (3.49) e (3.50) temos que

10EG ()22 < C(1+8)"EGD75 |62, +C(146) =D |9d+D+ g| 2,

ou seja

1+1

10EG(1) x|l L2 < C(L+6)"FGTD 75 ||¢|l o +C(146)" % |90+ || 2,
o que prova (3.45).

Analogamente, vamos provar a estimativa (3.46). Aplicando o Teo-
rema de Plancherel obtemos,

1 ~ ~
oEH () < ulte = e [ WPRCORIDOR de
= L 2k ﬁ 217 2d
g [, PO PP de

1 2kﬁ 217 24
oy L P ORITOR &

=: D1+ Do,

onde 79 ¢ um numero positivo.
Para |¢| < rg, de (3.33) temos que

[H(t,6)] < Cle|te el  cemet.

Logo,
Dy < Cf  (JePHgltee el 1 jghem) (o)l d
[€]1<r0
= o e G OPds e C [ (e aeP de
[€]<ro [€1<ro
Seja 1 < p < 2 e escolhemos p’ e ¢ dado por %4—1% =1le %4—5 = %
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Aplicando a desigualdade de Holder com % 3, = 1, obtemos

2

4
C (/Klgrooﬂzkﬂe—cg%)g dg) ( ‘<T0 >z>2 dg) o

2

e </|5|§T0 (|£|2k6_0t)%/ d£>q, (‘/|€|ST0 (W}( ) >p2l 5)

2
7

+C9)12, ( / €[+ e—“td£>
\f‘STU

= C|[¢|, (D11 + D12).

Usando o Lema 1.34, obtemos

D,

IN

o

IN

2
_M)q'
4

Dy

IN

C((1+t)

IA
Q
—
+
N’
wi

|
|
|

C(l+t) 22571
sendo ¢/ = ;Tpp pelas defini¢oes acima.

Observe que,

(/ rgq/e_d df) =Ce </ 1d§>
[§1<ro 1€]<ro

< Ce °.

2
a

D12

IN

Usando a desigualdade de Hausdorff - Young temos que ||1Z|| <
C||¥||». Portanto

k

Dy <y (L4936 8 et g3,
<C(A+n7EETHTET 4 14 BRI
<20(1+ 1) 3G Y y)2,, (3.51)

Por outro lado, para |£| > 7o, temos que 7(&) = [£]*/(1 + [£]?)3 >
cl€]72, ou seja —|€[*/(1 + |€]?)® < —¢|¢]| 72, e assim de (3.13) obtemos

|H (t,6)]> < Cre= 1Ot < Cemelel™™
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Substituindo a desigualdade acima em Dy obtemos

Dy<C 1€[2Fe= et g (€) 2 de
[€]>70

e / €M P e eI (e P de
[€]>70

=C €2k +20 g | ~Remelelt g (£) 2 de
€] >T0

< C sup <|§|_2l€_6|5|72t> /|£|> |§|2(k+l)|$(f)|2 d§

[E]>T0
<O +t)7Hok |2, (3.52)

pois
/ €PEFD1p () de < [JoF |3,
[€]>70
e pelo Lema 1.35

sup (J¢| e ) <o +),
[€1>7m0

para l > 0.
De (3.51) e (3.52) temos que

_n(l_1y_k_ _
R H(t) *pl|7: < C(L+0)" 2272 Yjy|IF, + O+ 1) 7|05 plIZ:,
ou seja
1 1 k

IOFH () % 2 < C(L+6)"F G2 7572 ||| 1o + C(L+) 72|09 12,

o que prova (3.46).

Na sequéncia provaremos a estimativa (3.47). Aplicando o Teorema
de Plancherel obtemos

A ol L G R GI
1

= (27T)n/|€|< €175 G (1, P 16(€)? de

1 2%k A 217 N2
g [ PG ORI de

= E1 +E27

onde ry é um nimero positivo.
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Para €| < 1, de (3.33) temos que
|§t(t7§)|2 < C|§|86—C|€|4t 4 et

Logo,

Ey

IN

C [ (lePHgle el 4 ghem ) 196 de

[€]<ro

c / (PR8I 36) Pt + C / € 3(e) P
|€]<ro \

&|<ro

Seja 1 §p§2ep’eq’dad0por%+i =1le i—}—
a desigualdade de Hoélder com % + % =1, obtemos

1 1

=3 Aplicando

2 2
7

¢ </|5|<ro Ogl?k%e%w)g dg) ? </E<r0 (@(5)'2) : df) p

e </59~o (K'zke_d)% d§>q, </|£|gro <|$(§)|2)%, dg) p

2
~ ’ ’ —c 4
Cllgl12, ( /|§|< |¢|Fa 44" = erlel tdé)
STo

+Cllgl2, ( / |§|’W’e—“td§>
|5|§To

= Cl¢l3, (B + En).

Ey

IN

IN

o

Usando o Lema 1.34, obtemos

2
ntkq’+4q’ ) q’
4

En < C((l—i—t)_

< C(+t)ym 32

I
—
—
_|_
~
N
|
wf3
—
=
|
[N
—
|
vl
|
o

2 s . . .
sendo ¢’ = ﬁ pelas defini¢oes acima. Além disso,

2
7

E12 S (/ qul(iict d§> = Cleict (/ 1d€> S O@iCt.
|€1<ro [€1<ro
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Usando a desigualdade de Hausdorff - Young e as estimativas acima

concluimos que

By < Cy (1407860782 et g3,

<C ((1 F)"EG 52 (145G %)%*2) o112,
1y _k_
2732726120 (3.53)

Por outro lado, para |£| > rg, temos que n(¢) = |€[*/(1 + |€?)3 >
cl€|72, ou seja —[€]1/(1 + |€[%)3 < —c|¢| 72, e assim de (3.13) obtemos

1Gu(t, )2 < Ceen©F < Ceelél ™,
Substituindo em Ey temos

B, <C € [2Re=clelt G(e)|? de

[£1>70

:C/ € [2RH2 e 2l emelel Y G(e) 2 de
‘5‘27"0

<0 swp (e [ et iger dg

[€]>T0

<C(+t) Mokt g3, (3.54)
pois

/W €20 13(6) 2 de < 052,

e pelo Lema 1.35

sup (jg]"2e ) <c1 )7,
[€]=ro0

para l > 0.
De (3.53) e (3.54) temos que

_n(l_1y_k_ _
105 Ga(t) % 6172 < CL+1)EGD 7272 g)|7, + C(1+1) 705 9l[72,

ou seja

E_

10EG (1) * ¢l 2 < CA+6) " FTG=D T 6| 1o + C(1+1) 72|05 9 12,

o que prova a estimativa (3.47).
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Por ultimo, vamos provar a estimativa (3.48). Aplicando o Teorema
de Plancherel, obtemos

JOEH ) 0l = g [ 6P PO P
= — 1 2k| 1 210(6)12 d
g [, PP
L 2k| 17 2170 2d
oy [ PR ORI
= F1+F27

onde ry € um nimero positivo.
Para |¢] < ro, de (3.33) temos que

\Hi(t,6)? < Cle|2eclelt 4 Cee,

Logo,
Ao (et st e ) ) dg
[€]<ro
- C/ g2 12l g ) Pdg + © / €[** e~ (€)de.
1€1<ro [€1<ro
Seja 1 < p < 2 e escolhemos p’ e ¢’ da forma ]%Jr]% =1le %Jrz% =1
Aplicando a desigualdade de Holder com % + % = 1, obtemos
, 2 2
o4 % < -~ ’ 4
Fo< ool [ (e Tag) ([ jera
1€]<ro [€]<ro
2k —ct % v n / v
o [ e Bae) ([ e
|€1<ro [€1<ro
%
<

ClIl3, ( / |€[oa+04" g=enlele d€>
[€]<ro
+C|19II2, ( / |5|’W’e0”d£>
[€]<ro

= CWZHip' (F11 + Fi2) .

2N
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Usando o Lema 1.34, obtemos

2
ntkq’+64’ ) a’
4

Fyy

IN

C((1+t)—

IN
Q
—
_|_
!
I
5]
|
vl
|

w

= C(1+ t)—%(%—%)—§—3’
sendo ¢/ = ;Tpp pelas defini¢oes anteriores. Além disso,

2 2
7

( / r’g‘Z'e—“d§> =Cre ( / 1d§>
1€1<ro [€1<ro

< Ce™ .

Fio

IA

Usando a desigualdade de Hausdorff - Young temos que ||1Z||Lp/ <
C||%||Le. Portanto

1 1

F<C A+ 8670780 o) 3,
<C((+7EGDTE 4 (14 EGTDTE) 3,
k_

<20(1+4)"EGTD7E 3|y 2, (3.55)

Por outro lado, para |£] > rg, temos que n(¢) = |€[*/(1 + |€?)? >
cl¢]72, ou seja —|€]* /(1 +(€]?)3 < —c|¢|~2. Assim de (3.13) temos

[Hi(t, )] < C1(1+ [E7) 2e " < Clefemee
Substituindo a desigualdade acima em F, obtemos
B<C [ jePHere e P de
[§1>70
— —clelPe T
=0 [ e e g de
ZTo

=C [ PP e () de

[£1>70

<€ sup (|00 ) [ de

|€]>70
< COA+) Mo |7, (3.56)
pois

/W EPEDINE)2 de < o8],
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e pelo Lema 1.35

sup (€P0Deele ) < o140,
[€]>70

com [ > 1.
De (3.55) e (3.56) temos que

n(l

_n(l_1y_k_ —(l—
|05 Hi (W32 < CO+)" 2679723y 3, +C (1)~ 0+ 7,

ou seja

n

|05 ity 2 < CO4)™FGD 783 g ok C141) ™ 7 5052,
que prova a estimativa (3.48).
[

De maneira totalmente analoga é possivel provar o seguinte resul-
tado.

Proposigao 3.6 Sejal < p <2 ek > 0. Assim temos as sequintes
tazas de decaimento:

A

105G — Go)(t) ¥ ll= < C+ ) FE=D 573 g||
+O(L+1)” 5|9+ ] 2 (3.57)
+CtT e |9k |

105G~ Go)e(t) ol < COL+ ) TG D834,
+C(L+ )20 gl (3.58)
+ Ot e Of 1T 12

onde l +1>0, (k+ 1)y = max{k+1,0} e 0<j <k em (3.57), ¢
1>0e0<j<k+4em (558).

3.2 Resultados Principais

Nesta secao vamos mostrar as taxas de decaimento para a solugao do
problema (2.1)-(2.2) quando consideramos dados iniciais em L!. Antes
de provarmos o resultado principal deste trabalho, definimos:

(3.59)

% — 1
or(kn) =k + [H] .

4

48



Proposicao 3.7 Considere ug € H*T'NL' euy, € H* N L' com s
satisfazendo as condig¢des abairo. Seja

Ey = ||uo||grs+1npr + [|ut] | genpr -

Entao a solugao u(t,z) do problema (2.1)-(2.2), dada em (2.14), satis-
faz a estimativa
k

0% u(t)|| ooy ey < CEY(14+1)"871 (3.60)

para k > 0 com o1(k,n) < s, onde s > [27L]. Além disso, para cada j
com 0 < 35 <2, temos que

108w ()| g 1-ereomy—s < CEy(L+¢)"% 5% (3.61)
para k>0 com oy(k,n)+j <s—1, onde s > 2]+ 1+ j.

Observacao 3.8 Além das estimativas acima, € possivel mostrar que

Haglcc ( )”H?*’l cot—i < CEl(l th)i%i% (3.62)

Ha’;ut( )HHS sotk)—3 < CEl(]-"‘t) Zi% (363)
sendo oo(k) = k + [ ] 0<j<[Fl,k>0eoo(k)+j<s+1em
(3.62), e0<j <[4]4+2,k>0eo0o(k)+j<sem(3.63)

Demonstragao:

Para provar (3.60), vamos considerar as seguintes estimativas que
serao provadas posteriormente: Suponha que ¢ € H® e ¢ € H5T! para
s satisfazendo as condi¢bes abaixo. Entao temos

J0EG(E) * Gl ga—oriem < COL+ 1) 25|l roris, (3.64)
JOEE(E) * Ollgemoriem-s < CA+D 5 [l gorinp (3.65)

ondek >0eoy(k,n) <sem(3.64),e0<;57<1,k>0e01(k,n)+j<s
m (3.65).

Usando (3.64) e (3.65) em (2.14) com ¢ =ug+ui, Yy =uge j=0
obtemos

H@fu(t)HHsfgl(k,n) < ||81C (t) * O gre—orwm) + ||3§H(t) k|| ge—oy ki)
C+1)E 5]l e

n

_n_k
+C(1+8)" 574 [Y| getinr

INIA
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= CO+t) 3 T ug + wi| grenss

+CA+1) 35 ug| gresang

O+ )7 %75 (fuollgrnr + lut | rrenze)
+CA+1) 3 F ug|l gresanp

2C(1+1)" 3% (|fuol [ er1nzs + |luallmrenrr)

k

= 2CFE,(1+t)" 5 1.

IN

Assim, para provar (3.60) basta provarmos (3.64) e (3.65). Na
sequéncia vamos provar a estimativa (3.64). Observe que

|1OEG(t) || gre-orimr <C {|OFG(E) % 6| 12
+ 10505~ B MG(t) % )2 }
=C {|[0EG(t) * | >
+loptem MGt g2 b (3.66)

Logo, é suficiente obter estimativa para
105" G (2) * |l 2,

parah=0e h=s—o1(k,n).
Seja k > 0 e h > 0. De (3.45) com k + h ao invés de k e p = 1
obtemos

1O G(E) * @l 2 < C(L+ )" 55|l pr + C(1+ 1)~ 070 12,

ondel+1>0em:= (k+h+!l); < s. Tomando [ como o menor numero
inteiro que satisfaz z+71 > 35+ %, ousejal > %2’“ — 1. Isso implica dizer
que | = [22E=1] = 5, (k,n) —k. De fato, considere n+2k—1 = 4a+b,
coma € N e be{0,1,2, 3}. Observe que para qualquer valor de b
tem-se que [ = a.

I+1

Para tal [ escolhido, temos que (1+¢)~ 2 < (1+4¢)~% 4. Logo,

n

105G (1) % ll e < C(L+8)F 5 g + C(L+ )59 1.
(3.67)

Para h = 0, de (3.67) obtemos

1OFG(t) % ¢l 2 < CA+ )85l 12 + C(L+ )~ 1|07 || 2.
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Note que gllzs < [dllmonz e 1076le < l@luenis pois m < s.
Assim,

18EG () * $ll 2 < C(L+ )"~ % gl grorpr- (3.68)

Para h = s—o1(k,n), de (3.67) e considerando as observagdes feitas
acima, temos

n_ kts—oy(k,n)
4

105+~ EIG(8) % gl 2 <O(L+1) %7

+C(A+1t)"F

@1l r=np
_k

ol manrr-
Além disso, por hipotese, s — o1(k,n) > 0. Assim temos que,

n_ kts—op(kmn) s—oq (k,n)

(I4t) 5~ 7 =14t 5 5. (141 &
<1+0)7FE,
pois (1+ t)_%w < 1. Portanto,
o5+ M G(e) # Bllpe < COU+6)F 1| gllmprs.  (3.69)

Substituindo (3.68) e (3.69) em (3.66) obtemos
[OEG(t) % 6|l gra-or i < C(L+ )" E 5| e 11

o que prova (3.64).
A seguir, vamos provar a estimativa (3.65). Temos que
OFH (t) * )| gro-orcem—s < C {0 H () * ]| 2
+ 050y BT H () % )| 12 }
—C (0L () + s
+ ||k eI (4) x4 2}, (3.70)
Vamos estimar |0 T"H (t)*1)||12, parah =0eh = s — oy (k,n) — j.
De (3.46) com k + h ao invés de k e p =1 temos

n _ k+h

|OETRH (8) % )| 2 < C(L+ )" 8775 % |[gp]| a
+O(L+ 1) 2| E | 2,

ondel >0ek+h+1<s+1.5S¢a0<j<I1. Considerando [ como o
menor numero inteiro que satisfaz % > % + % + %, ou seja |l > %2’“ + 7.
Isso implica dizer que | = [2F2E=1] 4 j 4+ 1 =0y (k,n) —k+j+ 1.
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Para tal [ escolhido, temos que (1+¢)~2 < (1 + t)_%_g_%. Logo,
para 0 < j <1, temos que

n__kt+h j

O H (8) * ¢l < C(L+ )57 72l

+C(+1)7F TR0 e, (3.71)
onde m=k+h+1.
Para h = 0, de (3.71) obtemos

n_k_J n_k_J

OFH () llz < C(L+8)7 5757291 + C(L+8) 75 7772|972

Note que [[t]|z1 < [ mesinzr e 07012 < [[9]|gos1. Assim,

n

1OEH (£) % ]|z < C(L+6)" 57572 [ gosrnpa- (3.72)

Para h = s — o1(k,n) — j, de (3.71) e considerando as observagoes
feitas acima, temos

n_kts—oy(kn)—j 4

Ok T B (1) 5] < O(1+ 1) A
+ O+ ) F 8207 e,
onde m=k+1+s—o1(k,n)—j.
Observe que s — o1(k,n) —j > 0. Assim temos que

_szoy (k)=
4

s—oy(k,n)—j
4

pois (1+¢t)~
Portanto,

< 1. Note também que |07 |2 < ||[¥||gs+1Lt-

n_k_J

|@FFs=orBm=T F (1) % 4|2 < C(1+ )" 87T 2||)p|| gesipps.  (3.73)

Substituindo (3.72) e (3.73) em (3.70) obtemos

n_k_J

103 H (1) * ¢l go-orinm-s < O+ )75 7473l geappa,

o que prova (3.65).
Para provar a estimativa (3.61), vamos usar que

n J

105G (1) * Sl grar-oriem—s S COU+8) 71 2|g]lonrs,  (3.74)
|08 () # | e1-en s < COUAE) 578 3] gosanpr,  (3.75)
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para k > 0 com o1(k,n) +j < s—1, onde 0 < j < 2 em (3.74), e
0 <j<3em(3.75). Usando (3.74) e (3.75) em u.(t) = G¢(t) * {uo +
uy }+ Hy(t) *ug (derivada da formula (2.14)) com ¢ = ug+uy, 0 < j < 2
e 1) = ug obtemos

Haﬁ;ut(t)||Hs—1—ol(k,n)—j S ”afGt(t) * ¢||Hs—lfal(k,n)fj
+ (105 He () * |

Hs—1-o1(kn)—j

_n_k_3J
<O+ F 7% |¢] gonp
FCL+1) ¥ Y g

n k_J

=C+0)757 1 2 lug + wr| g

J

FC(+4) 575 5 |ug|| gesinrs
n k J

< O(L+8)7 57572 (fuolmons + Juallrsnes)

n k_J

+C(1+t)" 87472 ||lugl|gstrnre

o que prova (3.61).
Na sequéncia vamos provar a estimativa (3.74). Observe que
105G (1) * @l re-1-or .m0 -5 < C{IO5Go(1) * |l 12
+loy @71 BTG (8) % )| 2 }
= C{[105G:(t) * 9|2
+ ||k s tmer k=i Gy () % @ 2 )
(3.76)

Vamos estimar [0XT"G,(t) * ¢|| 2, parah=0e
h=s—1—o01(k,n)—j.Sejak >0e h >0.De (3.47) com k + h ao
invés de k e p = 1 obtemos

n k+

|05 Go(8) 6]l 12 < CO+)F T gl 1 +C (1) 5 9E 4 1z,

onde ] >0ek+h+1<s Sejald<j <2 Tomemos [ como o me-
nor nimero inteiro que satisfaz é > %—i—%—}—%, ou seja, [ > %—i—g—f—j. Para
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OEFRGy(t) # Bl 2 < C(1+1)"F 5 g a
FC(44) 5 a5 |gE |, (3.77)

10EG () * Bz < C(L+ 1) 8747 @]l 1 + C(1 + 1)~ 555|071z,
onde m=k+1[.

Note que [l < [[@lmnns e [070llz2 < |@llmrzr. Observe
também que (146)" ¥ 571 < (144)"¥ 172 pois 0 < j < 2. Assim,

n__k

105G (#) * 8l 2 < CO+ 17375 4[] o (3.78)

Para h = s—1—01(k,n)—j, de (3.77) e considerando as observagoes
feitas acima, temos

n_  kt+s—1l—oy(k,n)—35 4

[ohte == Bm I Gy () % @l < C(L+1)75 z 2@l g

ondem=k+1l+s—1—-o01(k,n)—j.
Observe que s — 1 — oy (k,n) — j > 0, assim

(1_’_15)_%_%_% < (1+t)_%_§_%.(1+t)_571771(k n)—j
kE_Jj

s—1—0q(k,n)—j
4

pois (1+¢)~ <1.
Usando que ||07'¢||2 < ||@||msnrr € a desigualdade acima obtemos

n_k_J

ok Tstmer kM =iG (1) x @l 2 < C(L+) 87372 ||| greppr. (3.79)

Substituindo (3.78) e (3.79) em (3.76) obtemos

n kE_J

105G (t) # o s -oriimrs < COA 3546 o

o que prova (3.74).
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Por fim, vamos provar a estimativa (3.75). Observe que

107 He(t) ¢l gro-s-or o5 < CLNOEH(8) % |2
+ |05 (057 BT H () % 1)) 2 }
= C{l|05 He(t) | 2

+|[of et Tl (8) % ]| 2 )
(3.80)

Vamos estimar |08 " H, (t) %12, parah =0e h = s—1—0o1(k,n)—
j. De (3.48) com k + h ao invés de k e p = 1 obtemos

n k+h 3

3 -1
105" Hy ()=l < CO4) 7573 "2 [pll s+ C A1)~ 07 e,

onde | > lek+h+1 < s+ 1 Seja0 < j < 3. considerando [
como 0 menor numero inteiro que satisfaz I_Tl > g+ % + 1. assim

I >3+ % + j + 1. Para tal [ escolhido, temos que (1 + t)_Z_T1 <

+ O+t F a2 .. (3.81)

Para h =0, de (3.81) obtemos

195 Hi() * lle < CO+6)7 37173 gl s + C(L+ )5 7172|074 1,
onde m =k +1.

Observe que para 0 < j < 3 temos que (14 ¢)757 172 <
(1 +t)*§*§*%. Note ainda que ||[¢||pr < ||¥l|lgs+innr € 100 L2 <
||l mrs+1np1- Assim, tem-se que para 0 < j < 3,

n_k_J

||8’;Ht(t) x|z <CA+t)" 87« 2||¢|| gstrare- (3.82)

Para h = s—1—o01(k,n)—j, de (3.81) e considerando as observagoes
feitas acima, temos

n_kts—1-oy(kmn)—=j j

|9k B (1) s e < O+ )78 TR g

ondem=k+l+s—1—o1(k,n)—j e 0<j<3.
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Como s —1—o01(k,n) —j > 0, temos que

s—=1—oqy(k,n)—j
4

Assim, usando que || 07¢||p2 < || ||gs+1qr1 € a desigualdade ante-
rior obtemos

n_k_J

o5 T H (8) % |2 < C(L+ )78 72759 prosanpr. (3.83)

Substituindo (3.82) e (3.83) em (3.80) obtemos

n k_J

188 Hy (1) % 0l o1 —orcoomy—s < C(L+ )" F 575 ||| gesrmara

o que prova (3.75). Dessa forma, esta completa a prova da proposigao.

Na sequéncia vamos denotar a energia por -
Elu](t) = |lus @)1l + 107u@®)]IZ:- (3.84)

Vamos considerar a energia da derivada 9*u de ordem k" por:
E[0ul(t) = |0y ue ()] [7 + 107 u(®)][7. (3.85)

Corolario 3.9 Assuma que s > "T_l +3, up € HT'N L' euy €
H*NL. Sejau(t,z) a solu¢io do problema (2.1)-(2.2), dada por (2.14).
Entao

E[0Fu)(t) < CE2(1 4+ t) %371, (3.86)

para k > 0 com o1(k,n) < s — 3, sendo que Ey € dada na Proposi¢do
3.7.

Demonstragao:
Seja s > 2L + 3 e 01(k,n) < s — 3. De (3.60) com k + 2 ao invés
de k obtemos
105 2u(t) || e-s-er ey < CEy(1+1)" 57573,
pois o1(k + 2,n) = o1(k,n) + 3. Além disso, de (3.61) com j = 1,
obtemos

Assim,
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pois
105 ue (6| < 1|05 ue (8)] gra2-on i

105+ 2u(t)l| 2 < 11052 u(®) ro-s-orm-

Substituindo as estimativas acima em (3.85) obtemos

E[0;ul(t)

VAN VAN
R Q
Q
5 S0
P
—
+ &
<
. -
s |
‘N
m;i
LT+
Q
i3
_
+
N
|
|
vl
|

o que prova o Corolario 3.9.
]
De forma anéloga, é possivel obter taxas de decaimento para a so-
lu¢do do problema (2.1)-(2.2) sem considerar os dados iniciais em L1,
Abaixo segue o resultado.

Proposicao 3.10 Considere s > 0, ug € H**! e uy € H*. Seja
Eo = |Juo|| =+ + [|uallm-

Entdao a solugio u(t,z) do problema (2.1)-(2.2), dada em (2.14), satis-
faz a estimativa

108Ut gos1-ootmr < CEo(1+1)~%

para k > 0 com og(k) = k + [%] < s+ 1. Além disso, para cada j
com 0 < 35 <2, temos

kE_J
172

Hagut(t)”HS*Uo(k)fj < CE()(l =+ t)_

para k > 0 com og(k) + j < s, onde assumimos que s > j.
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