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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar as aplicacdes do minimo tempo
de evolugdo em sistemas quéanticos ndo relativisticos e relativisticos.
Inicialmente, analisa-se a dindmica de um elétron em um campo
magnético uniforme, encontrando uma relacdo entre a transicdo de tais
estados e o deslocamento espacial médio do elétron. Utilizando uma
descricdo relativistica através da equacdo de Dirac verifica-se que o
deslocamento espacial do elétron nunca se da a velocidades maiores que
a velocidade da luz no vacuo no menor intervalo de tempo que
caracteriza a transicao entre os estados inicial e ortogonal. Enquanto que
utilizando uma descricdo ndo relativistica do sistema através do
Hamiltoniano de Pauli, o elétron pode atingir velocidades maiores que a
velocidade da luz no vacuo para campos magnéticos muito intensos. Tal
resultado permite que seja estabelecida uma conexdo entre o espaco
abstrato de Hilbert e 0 espago das coordenadas espaco-temporais, além
de delimitar a teoria mais adequada para o tratamento deste sistema
fisico. Na segunda parte desse trabalho, utiliza-se 0 QSL de uma
maneira diferente da usual, buscando prever o tempo real da evolucéo de
um processo fisico, a partir do critério de Mandelstam-Tamm estendido
para estados puros de sistemas dependentes do tempo e de dindmica
unitaria. Propde-se um método baseado na acdo de uma transformacédo
unitaria que permite descrever o sistema quantico em outro referencial
onde a incerteza de energia € menor, e portanto, a rapidez da evolugdo €
mais lenta. Por conseguinte, a aplicacdo do critério Mandelstam-Tamm
estendido no novo referencial permite obter previsdes mais préoximas do
tempo real da evolucdo. A fim de testar a validade do método proposto,
compara-se 0 seu poder de previsdo com o tempo de evolugdo do spin
nuclear 1/2 de um 4tomo de F6sforo da molécula acido o-fosférico e do
spin nuclear 3/2 de um atomo de sodio da molécula dodecil sulfato de
sodio. Em geral, este tipo de sistema é descrito por hamiltonianos
altamente oscilantes no referencial do laboratério de modo que no
referencial girante esse é descrito por um hamiltoniano independente do
tempo. Nos exemplos aqui delineados, as previsdes obtidas para um
determinado estado inicial puderam ser melhoradas até quatro ordens de
grandeza.

Palavras-chave: Mecéanica Quéntica, Informagdo Quéntica, Quantum
Speed Limit.



ABSTRACT

This work aims to study the application of the minimum evolution time
in quantum systems not relativistic and relativistic. Initially, we analyze
the dynamics of an electron in a uniform magnetic field, finding a
relationship between the transition of these states and the average spatial
displacement of the electron. By using a relativistic description by Dirac
equation it can be seen that the spatial displacement electron never
occurs at speeds greater than the speed of light in vacuum in the shortest
time interval that characterizes the transition between the initial and
orthogonal states. While using a non-relativistic description of the
system through the Hamiltonian Pauli, the electron can achieve greater
velocities than the speed of light in vacuum for strong magnetic fields.
This result allows a connection to be established between the abstract
Hilbert space and the space of space-time coordinates, and define the
most suitable theory for the treatment of this physical system. In the
second part of this work, we use the QSL in a different way from usual,
trying to predict the real-time evolution of a physical process, from
Mandelstam-Tamm extended bound to pure states of time-dependent
and dynamic systems unit. We propose a method based on the action of
a processing unit that allows describing the quantum system into another
frame in which the uncertainty of energy is smaller, and hence the speed
of change is slower. Therefore, the application of Mandelstam-Tamm
extended bound in the new framework allows for closer to the real-time
evolution forecasts. In order to test the validity of the proposed method,
compares their predictive power with the time evolution of the nuclear
spin 1/2 of a phosphorus atom of the phosphoric acid molecule and the
nuclear spin 3/2 of an atom of sodium dodecyl sulphate molecule. In
general, this type of system is described by highly oscillating
Hamiltonian in the reference laboratory so that the rotating frame that is
described by a time-independent Hamiltonian. In the examples outlined
here, the predictions obtained for a given initial state might be improved
by up to four orders of magnitude.

Keywords: Quantum Mechanics, Quantum Information, Quantum
Speed Limit.
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Capitulo 1

Introducao

O computador é uma maquina eletronica que faz parte de
nosso dia a dia, capaz de realizar um sem niimero de propésitos dada a
possibilidade de poder ser programado para resolver processos 1dgicos
de maneira automaéatica. Esse acha-se constituido por diferentes pecas
externas e internas, sendo duas dessas pegas as mais importantes por
demarcar o poder da maquina: a unidade de armazenamento de dados
(memdria) e a unidade de processamento (processador). Naturalmente,
sabe-se que o funcionamento de todas as classes de maquinas e dispo-
sitivos estao diretamente relacionado as leis da Fisica, pois essa atua
como um 6rgao legislador que determina o que se pode realizar e o que
nao se pode.

Por exemplo, sabe-se pela tecnologia atual que a quantidade
de dados digitais que pode ser armazenada na superficie dos discos
magnéticos por unidade de &rea, acha-se limitada pela sensibilidade
magnética do préprio disco e da precisao da cabeca magnética para
organizar as orientacgoes dos dominios magnéticos associados a uma
unidade de informagao, um bit. Por um lado, a maxima densidade de
informacao que se pode armazenar nos sistemas fisicos estaria limitada
pela entropia ou pelo critério de Bekenstein [1]. Esse estabelece um
limite superior para a entropia S, ou para a informacdo I, que pode
estar contida dentro de uma determinada regiao finita do espaco, que
tem uma quantidade finita de energia.

Além disso, a capacidade de processamento da informacao me-
diante o uso das unidades de processamento (CPU), tem mostrado um
aumento de desempenho ao longo dos anos, apresentando um compor-
tamento de crescimento exponencial desde 1978, como pode ser visto
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na Figura (1.1). Do mesmo modo, tem-se visto um aumento da capaci-
dade de armazenamento da informagao por unidade de area. Esses dois
fatos de performance tecnoldgica aconteceram em um periodo médio de
dezoito meses, onde se evidenciou um aumento do poder computacional
em um fator de dois. Tal fenémeno é conhecido como Lei de Moore.
Por essa razao, de continuar esse mesmo comportamento, nao haveria
motivo algum pelo qual a lei de Moore nao pudesse continuar vigente
sem preocupagao alguma, pois essa é uma lei da genialidade humana
e nao propriamente da natureza. Portanto, existird algum momento
onde essa lei falharda? E quando isso acontecera?
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Figura 1.1: Comportamento do poder de processamento de informacao
nos CPUs, em relagdo ao nimero de transistores, encadeamento simples de
execugao, frequéncia de processamento, poténcia tipica e nicleos légicos.

Efetivamente, as respostas para essas perguntas poderao ser
achadas por meio da aplicagao das leis da Fisica nos processos da com-
putagdo [2-6]. Se continuar o comportamento de crescimento expo-
nencial das unidades de processamento, nas préximas duas décadas ou
mais, resultard um computador com a capacidade de processamento
equivalente a escala atomica individual. Na atualidade existem alguns
protétipos de computadores quanticos capazes de armazenar e proces-
sar a informagao sob alguns poucos dtomos individuais [7—17], sendo
esses dtomos tratados como unidades fundamentais de processamento,



comumente conhecidas na Fisica quantica como ¢-bits'. Por enquanto,
tudo parece indicar que nao hd nada proibido nas leis da fisica para a
construgao de um computador nessa escala capaz de operar com um
ntimero cada vez maior de dtomos [18].

Recentemente surgiu um grande interesse em determinar quais
sao as leis da Fisica que delimitam o poder da computagao. Imagina-
se que os limites fisicos da computacao estejam relacionados essenci-
almente as constantes fundamentais: a velocidade da luz no vécuo,
c=2,9979 x 103m s7!; a constante reduzida de Planck, h = h/27 =
1,0545x10734] s; a constante gravitacional, G=6,673x10""'m3 kg!
s™2; e a constante de Boltzmann, kg = 1,3805 x 10723J K~!. Achar
e compreender os limitantes fisicos, fornecera um maior entendimento
da capacidade de armazenamento e da taxa de processamento da in-
formacao. Do mesmo modo, na fisica quantica cada um desses limites é
interpretado da seguinte maneira: o primeiro, como o nimero de esta-
dos ortogonais que possui um sistema quantico sujeito a qualquer classe
de vinculo fisico. O segundo, com o nimero maximo de estados ortogo-
nais que o sistema quantico pode atingir por unidade de tempo, ou em
outras palavras, o minimo tempo necessario por um sistema quantico
evoluir entre dois estados distinguiveis.

Uma primeira abordagem quantica para tentar calcular o li-
mite fisico da taxa do processamento de informacgao veio da relagao de
incerteza de Heisenberg [19] entre o tempo e a energia, inicialmente dis-
cutida por Bohr [20] usando a analogia classica da analise de Fourier de
tempo-frequéncia. Essa relagao de incerteza foi interpretada em termos
de duragao de um processo de perturbacao ou preparagao e a incerteza
correspondente na energia do sistema. Essa interpretagao nao apresen-
tou grande interesse, pelo fato do tempo ser um parametro e nao uma
variavel dinamica que caracteriza a evolucao do sistema quantico em
relagdo a sua energia.

Tentando responder melhor o significado dessa relagao de in-
certeza em particular, Leonid Mandelstam e Igor Tamm em 1954 [21],
acabaram por abordar o problema da méaxima taxa de processamento
de informacao. Eles generalizaram a relacao de incerteza de Heisenberg
entre o hamiltoniano H e um operador hermitiano R qualquer,

h | 9(R) o A
AHAR> D=2, A0=\/(0%)—(0)2, (1.1)

onde (O) = (1|OJ¥) é o valor esperado do observavel O. Redefiniu-se

1 Abreviacio do inglés quantum bits.
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o conceito fisico da grandeza At na relagdo de incerteza ao associa-la
ao minimo tempo necessario para que o valor médio da grandeza fisica
representada pelo operador R evolua até apresentar uma mudanca no
seu valor esperado equivalente a sua prépria incerteza, ver apéndice A.1.
No caso particular onde o operador hermitiano é o operador projecao,
e calculando o tempo de transicao de um estado quantico com uma
incerteza de energia definida para um outro estado, eles definiram a
grandeza At como o minimo tempo necessario para que um sistema
quantico fechado com incerteza da energia definida, possa evoluir do
seu estado inicial até um estado ortogonal e assim distinguir um estado
do outro perfeitamente. Este pode ser considerado como o primeiro
critério do minimo tempo de evolugao quantico, em inglés Quantum
Speed Limit (QSL),

ity o, _Th

min — QAH :
Com o passar dos anos, alguns outros trabalhos surgiram com o propdsito
de oferecer uma maior compreensao do minimo tempo de evolugao
quantico [22-26]. Sendo em 1990 Jeeva Anadan e Yakir Aharonov [27]
propuseram, mediante fundamentos geométricos, a descricao do minimo
tempo de evolugao de estados que apresentam uma dinamica unitaria
gerada pelo hamiltoniano de um sistemas quantico dependentes do
tempo, ver apéndice A.3. Eles obtiveram uma generalizagao do critério
MT nessa classe de sistemas quanticos, onde o estado inicial evolui até
atingir um determinado valor de fidelidade quéantica,

(1.2)

t

h arccos(v/Fy) — 1/ ,
Tyr > ————=, AH, = - | AHpdt', 1.3
MT 2 AT, a—- t (1.3)
0

onde Fy; = |(¢g|ths)|> é a fidelidade entre estados puros. O critério
MT estendido tem recebido? uma grande aceitacao devido ao signifi-
cado geométrico apresentado pelas grandezas fisicas envolvidas [28-31],
pois segundo a métrica de Fubini-Study definida para estados puros no
espaco de Hilbert, o numerador corresponde a curva geodésica que liga
o estado inicial com o estado evoluido [32]. Além disso, a incerteza
da energia pode ser interpretada como sendo a rapidez instanténea
apresentada pela evolucao do estado, assim, o denominador do critério
interpreta-se como a rapidez média da evolugao. Segundo esse critério,
a saturacao da desigualdade implica que a dindmica acontece ao longo

2Usa-se a nogao de estendido no sentido de abranger estados quanticos que néo
sao perfeitamente distinguiveis, apresentando uma fidelidade diferente de zero.



do menor caminho possivel, em consequéncia, o tempo previsto pelo
critério é equivalente ao gasto pelo estado segundo a dindmica quantica.
Na maioria das vezes o tempo previsto é menor que o tempo requerido
pela evolucao do estado quantico para atingir um determinado valor de
fidelidade, sendo esse tempo tao menor quanto maior for a incerteza da
energia apresentada pelo estado do sistema.

Entretanto, quase meio século depois de ter surgido o critério
MT, em 1998 Norman Margolus e Lev B. Levitin [33], ao analisar a taxa
de leitura de bits na comunicagao, notaram que um sistema quantico
fechado pode exibir AH suficientemente grande mas com o valor fixo de
energia média <I:I ). Entao acharam mais um critério do minimo tempo
necessario para um sistema evolua do seu estado inicial até um outro
estado ortogonal, ver apéndice A.2, sendo esse tempo inversamente
proporcional & energia média do sistema menos o valor da energia do
estado fundamental Ej,

oro) , __Th 1.4
mn () - E) -

Devido a defini¢ao dos dois critérios anteriores para o minimo tempo
de evolugao em um sistema quantico fechado, atualmente esses dois
critérios sao considerados fundamentais para a mecanica quantica, com
aplicagoes em metrologia quantica [34], na formulacao dos limites fisicos
dos sistemas computacionais [35], no desenvolvimento de algoritmos
quénticos através do controle Gtimo [36], desempenhando um papel fun-
damental na termodindmica quantica [37]. Portanto, o minimo tempo
de evolugao para uma dindmica quéntica unitaria entre estado ortogo-
nais, escreve-se de maneira resumida na literatura como sendo [38],

mh wh
Tinin = max { SAT’ 2((1‘:’)—E0) } . (1.5)

Segundo a expressdo anterior o critério de Mandelstam-Tamm (MT) é
assumido quando ((ﬁ )—Ey) > AH, e o critério de Margolus-Levitin
(ML) no caso contrario [39]. Além disso, quando o estado quéntico for
definido através de uma superposicao homogénea entre dois autoestados
do hamiltoniano [40], haverd uma equivaléncia entre ambos critérios
devido a (H)—Eq=AH.

A maioria dos estudos anteriores se concentraram na dinamica
unitarias de sistemas quanticos isolados, enquanto, todos os sistemas
estao inevitavelmente acoplado a seus ambientes. Portanto, torna-se
necessario determinar o minimo tempo de evolugao para sistemas aber-
tos. Recentemente, Taddei et al. [30] desenvolveram um método para
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investigar o problema do minimo tempo de evolugao em sistemas aber-
tos descritos por mapas nao unitdrios positivos através da utilizacao
da informacao quéntica de Fisher para a estimativa do tempo. Logo
depois, del Campo et al. [41] empregaram o conceito de pureza relativa
para derivar um critério analitico e computdvel para sistemas aber-
tos submetidos a uma evolugao positiva que preserve o trago, podendo
ser vinculado facilmente a dinamica nao-markoviana. Recentemente,
Deffer e Lutz [42] formularam um critério para o minimo tempo de
evolugdo para um sistema quéantico aberto, e mostraram que efeitos
nao-markovianos podem acelerar a evolucao quantica. No entanto, o
critério obtido nao pode ser aplicado diretamente quando o estado ini-
cial do sistema for um estado misto. Portanto, motivados pelos estudos
anteriores, Zhang et al. [43] através da definigdo alternativa de fideli-
dade, propuseram um critério computavel que pode facilmente explicar
as situacoes em que os estados iniciais sao mistos. Através de uma
abordagem inteiramente geométrica, Pires et al. [31], obtiveram uma
generalizagao para o critério do minimo tempo de evolucao dependendo
da métrica no espago de estados do sistema, o qual se aplica para esta-
dos iniciais mistos e sistemas quanticos abertos.

A maior parte dessas generalizagoes obtidas do problema do
minimo tempo de evolugao concorda que a expressao correta no caso
de evolugdes unitdrias e estados iniciais puros seja dada pela eq.(1.3).
Diante desse resultado, optou-se por estudar duas aplicagoes do QSL.
Na primeira delas, procura-se investigar efeitos relativisticos no QSL.
Na segunda aplicagao, apresenta-se um método para melhorar a pre-
visao do tempo de evolucao entre dois estados com fidelidade definida
F', uma vez que quando utilizado com este significado, a eq.(1.3) pode
fornecer previsoes bastante inferiores ao tempo real da evolucao.

Para abordar os problemas mencionados acima, inicia-se no
capitulo 2 apresenta-se a deducao da teoria de Dirac e a exploragao de
algumas das suas propriedades. No capitulo 3, apresentam-se inicial-
mente a descri¢ao da dindmica de um elétron em um campo magnético
uniforme segundo a descrigao nao relativistica da mecanica quantica
de Schrodinger e a relativistica da teoria de Dirac. Em virtude da
nog¢ao obtida pelos critérios do minimo tempo de evolugao quantico,
no capitulo 4 determina-se o minimo tempo de evolugao quando o es-
tado do elétron é definido como uma superposicao entre dois de seus
autoestados com a mesma probabilidade. Com base nesses resultados,
analisa-se a rapidez média com que o elétron se desloca espacialmente
entre as posicoes médias definidas pelos estados inicial e final, sendo esse
iltimo caso uma maneira de poder relacionar duas classes de espacos



fisicos proprio a cada sistema quéantico em particular: o espago de Hil-
bert e o espaco das coordenadas espago-temporal.

Depois de se ter estudado varios autoestados em superposigao,
notou-se que nao é qualquer classe de superposicao que fornece uma mu-
danga da distancia radial média do elétron, somente a classe das super-
posicoes onde os dois autoestados possuem o mesmo momento angular
e a mesma orientacao de spin. Deste modo, apresenta-se a analise nao
relativisticas de trés casos diferentes de superposicao, seguida de uma
andlise relativistica do primeiro caso, observando especificamente que
a descricao relativistica é a mais propicia quando o elétron se encontra
em um campo magnético extremamente forte. Pois este ndao podera
apresentar um deslocamento da sua posi¢ao radial média mais rapido
entre dois pontos do espago que a velocidade da luz no vécuo.

Posteriormente, observa-se que os estados quanticos iniciais
formados através da superposicao de dois autoestados com rétulos
quanticos vizinhos e momento angular nulo, sdo os que fornecem a
maior rapidez média da variagao da distancia radial média do elétron.
Por causa disso, analisa-se numericamente véarios casos do estado ini-
cial em superposicao segundo a equagao de Dirac quando o campo
magnético externo for extremamente forte, conseguindo-se assim uma
estimativa da méaxima rapidez possivel em que a distancia radial média
do elétron pode mudar.

Além disso, propde-se a andlise de um caso de superposi¢ao
cujo estado inicial estd associado diretamente & mecanica quantica re-
lativistica, pois esse envolve dois autoestados desse ente, correspon-
dentes a niveis energéticos de sinal diferente. Desejando estimar a
maxima rapidez possivel com que a posicao radial média do um elétron
pode se deslocar na dire¢ao perpendicular ao campo magnético ex-
terno, analisa-se analiticamente e de maneira geral a superposicao en-
tre quaisquer dois autoestados, achando assim, que a maior rapidez
apresentada pela variagao da distancia radial média do elétron acon-
tece por autoestados com rétulos quanticos vizinhos, momento angular
nulo e mesma orientacdo de spin. Ademais, observa-se que o méxima
variagao da distancia radial média para essa classe de superposicao,
acontece quando o momento linear do elétron na direcao do campo é
da mesma ordem que a raiz quadrada do campo magnético, sendo essas
duas grandezas fisicas muito maiores em relacao a massa de repouso do
elétron [44].

No capitulo 5 apresenta-se uma maneira de se poder fazer pre-
visoes do tempo de evolugao de um processo para sistemas quanticos
dependentes do tempo sob uma dindmica unitiria, mediante o uso
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do critério de Mandelstam-Tamm generalizado. Através da imple-
mentagao de uma transformacao unitaria a ser achada, descreve-se o
sistema quantico em um novo referencial, onde a incerteza da ener-
gia seja menor em relacao a sua contrapartida no referencial do labo-
ratorio. Devido a importancia que apresenta a incerteza da energia
para o critério MT estendido e segundo seu significado geométrico,
a implementagao de um transformacao unitaria sobre essa condigao
permitiria uma dinamica quantica menos rapida, e portanto, a razao
entre a distancia geodésica e a rapidez média do critério MT esten-
dido nao seria tao pequena. Com base nesse raciocinio, propoe-se o
seguinte método quando for analisado o critério MT estendido no novo
referencial, estimando a fidelidade do estado quantico nesse referencial
em funcao da fidelidade apresentada pelo estado no referencial do la-
boratério. Além disso, estabelecendo a saturacao da desigualdade do
critério MT estendido no novo referencial, e transformando-o em uma
equagao transcendente, tem-se que as diferentes raizes denotam os ins-
tantes nos quais a dinamica do estado quantico cruza a geodésica que
liga o estado inicial com o estado ortogonal. Considerando as primei-
ras raizes cronolégicas em relacao a fidelidade quéntica do estado no
referencial do laboratério, poder-se-a obter uma previsao do tempo de
evolugao mais préxima ao tempo real da evolugao do estado do sistema
quantico, em relagao aquela obtida segundo o critério MT estendido.

Aplicando o método proposto no contexto de ressonancia magnética
nuclear (RMN) no caso de spin 1/2 e 3/2, obtém-se um sistema quantico
de dois e quatro niveis, respetivamente. Devido a uma grande mu-
danga apresentada pelo hamiltoniano com respeito a diferentes ins-
tantes, nesse contexto, implementa-se uma transformacao unitaria de
rotagao ao longo do eixo de simetria do campo magnético externo, e
dessa forma, consegue-se um referencial girante onde a incerteza da
energia apresentada pelo estado quantico torna-se menor que sua con-
trapartida no referencial do laboratério. Além disso, estima-se a fi-
delidade quantica do estado evoluido nesse referencial em funcao da
fidelidade que apresenta o estado do sistema no referencial do labo-
ratorio.

Conjuntamente, implementou-se a dinamica experimental de
um estado quantico inicial de spin nuclear 1/2 e 3/2 no contexto de res-
sonancia magnética, com o intuito de comparar a dinamica de um sis-
tema quantico real e a dinamica obtida mediante a solugao da equacao
de Schrodinger. Usar-se-4 o conhecimento da incerteza da energia no
referencial do laboratério com o objetivo de realizar uma comparativa
justa entre o método proposto, a equacao transcendente, e o critério



MT estendido. Resolvendo numericamente a equagao transcendente
do método proposto quando forem assumidas as primeiras raizes cro-
nolégicas para os valor de fidelidade do estado no referencial do labo-
ratério, obtém-se uma melhor previsao® do tempo de evolucdo para a
dinamica quantica do estado, em relacao das previsoes tao prematuras
obtidas segundo o critério MT estendido.

Finalmente, no capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes e
perspectivas desse trabalho.

3Nesse contexto, a previsdo faz alusido ao tempo que deve ser esperado para que
o estado do sistema quéantico evolua até atingir uma determinada fidelidade.
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Capitulo 2

Teoria de Dirac

Sabe-se que na mecéanica quantica nao relativistica de estados puros, a
dindmica das particulas sdo descritas pela equagdo de Schrodinger. Nao
obstante, a generalizagao da equagao de Schrodinger veio mediante a in-
trodugao dos operadores quanticos na relagao de energia relativistica de
uma particula livre, obtendo primeiramente uma equagao responséavel
pela descricao de algumas particulas fundamentais da fisica, caracteri-
zadas por possuir spin nulo. Essa equagao é chamada de equagao de
Klein-Gordon. Embora, muita das particulas envolvidas nos fenémenos
do dia a dia possuem spin diferente de zero, sendo as mais comuns, o
néutron, o préton e o elétron. Essas trés particulas apresentam uma ca-
racteristica em comum, o spin fracionado 1/2. Portanto, nesse capitulo
sera apresentada a dedugao da equagao de Dirac e a exploragao de al-
gumas das suas propriedades. Como primeira tentativa, parte-se da
relacao energia e momento relativistico,

E? = p*c + mict. (2.1)
Substituindo a energia e o momento linear pelos operadores da mecanica
A 0
quantica F —ih— e p— —ihV e introduzindo a funcao de onda v as-
sociada a uma particula tem-se,

0? moc 2
312 _ _p2.2772 2 4 2 _ 0 —
h 52 R=c"V=y + mgc™y, ou [D ( M’ ) }w 0.
(2.2)

Obtém-se assim a equacao de Klein-Gordon para uma particula livre

de spin zero. De forma compacta a equacao podera ser expressa medi-
ante o uso do operador escalar d’Alembertiano (02, valendo a pena ser

11
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ressaltado nessa equagao a segunda derivada no tempo e no espago, isso
é mostra da equivaléncia existente entre o espago e o tempo na relati-
vidade. Esse fato é a principal diferenga com a equagdo de Schrodinger
onde s6 ha uma primeira derivada temporal, além do termo de massa de
repouso. Introduzindo a notagao relativistica do quadrivetor momento
linear,

pu = (E/c,—p) = ih (igt,v) ; (2.3)

pode-se escrevé-lo de maneira compacta como,

) 10 0 0 0
Pp = th0,, sendo (“)O—E&, 01 =5 82_374’ 83,—@-
(2.4)

Entao a equagao de Klein-Gordon pode ser reescrita como,
(p“p“ - mgcz)w =0. (2.5)

A idéia bésica proposta por Dirac foi fatorar a equagao de Klein-
Gordon, reduzindo assim a ordem da derivada temporal e espacial com
objetivo de obter uma melhor interpretacdo da estatistica' da funcao
de onda 1.

P'p — mac® = (Vpy + moc) (Y pa — moc),
= (770]30 —n'p1 = n*p2 — 1’3 + moC)
x ('po —v'p1 — 7?2 — ¥*p3 — moc),

= nV,yApyp/\ _ mOC(T]y_'YV)py _ mgc2.

(2.6)

Precisa-se anular o termo linear para manter a igualdade anterior, im-
plicando assim 1" =~",

Py =77 pupa. (2.7)

10 principal dificuldade de interpretacio da equacdo de Klein-Gordon é o
cardcter imaginario apresentado pela densidade de probabilidade, definida posi-
tivamente e as solugdes de energia negativa. A reinterpretacao feita por W. Pauli e
V. Weisskopf (1934) tratando a equagdo como uma equagao de campo quantizado
segundo o formalismo da teoria quantica de campos, definiu a equagao de Klein-
Gordon como a equacao relativistica das particulas de spin nulo, sendo os estados
de energia negativa interpretados como antiparticulas.
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Expandindo a expressao toda,

D N (R
= (1) (00)" + (1) (1) + (°)(02)" + (7°) " (p3)”
+ (7" +7")popr + (707 +7°7°) pop2 (2:8)
+ (9% pops + (V' 92 ) pape
+ (VP ) pips + (VPP 4797 paps.
Implicando (7° = 1) e (y! = 42 = 42 = i), mesmo assim isso nio é
suficiente para anular os termos cruzados. Em alternativa Dirac teve

a brilhante idéia em assumir cada y como se fossem matrizes que nao
comutam e satisfazem as seguintes condigoes,

() =1 (=)= =-1,

. (2.9)
VY " =0, para pF A

Mostrando que a menor dimensao matricial possivel é 4x 4, sendo essa
consistente com a dimensao do espago-tempo. Sera usada a convengao
de Bjorken e Drell na qual uma matriz 4 x4 que obedece a condigao
(2.9) pode ser constituidas por blocos de matrizes base de dimensao

2X%2,
0 Loxo 0 ) 0 o
_ . - , 2.1
gl ( 0 iy, ) & 0 (2.10)

onde 6; sao as matrizes de Pauli,

&:(0 1> &:(O_i> &:<1 0)

* 10 )° Y i 0 ) z 0o -1/
(2.11)

Dessa maneira a fatorizacao da equacao de Klein-Gordon resulta ser,

(p”pu - m362) = (’Yupy + moc) (VApA — moc) = 0. (2.12)

A priori qualquer dos dois termos pode ser nulo, por convencao é esco-
lhido o termo com o sinal negativo na massa, sendo esse similar a ex-
pressdo compacta apresentada na eq.(2.2). Indiferentemente da eleigao
do fator, a andlise resultard a mesma.

Ypu —moc = 0. (2.13)
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Atuando sob uma funcao de onda ¢ e fazendo uso de p,, =ih0,,, obtém-
se a equagao de Dirac,

iheyt b — moc?ah = 0. (2.14)

O estado do sistema estard representado através de um vetor de quatro
componentes chamado espinor de Dirac, onde as suas duas primeiras
componentes estao associadas a autofuncoes da particula de energia
positiva e as tultimas duas a autofungoes da particula de energia ne-
gativa. Dessa maneira observa-se que o espinor descreve em si mesmo
uma superposicao de particulas com energia de sinal diferente,

U1

_ | e

=1 o | (2.15)
V4

Resumindo a escrita do espinor a sé duas componentes com sinal de
energia diferente tem-se,

Mudando o sinal da primeira linha sem alterar o resultado e multipli-
cando a expressao toda pela velocidade da luz no vacuo tem-se,

—ihg—I—m 2 c&-ﬁ'
ot ( Va ) =0. (2.17)
2 (2]

co-p —ith— —mygc
o-p a1 0

Nota-se que o operador energia agora acha-se multiplicado pela matriz
identidade. Em virtude aquilo, reescreve-se a equagao de Dirac da
seguinte maneira,

e 0 (A _ [ mo® P Ya
zhlzwa ( VB ) N ( cc}ﬁ’ —mocz > < vB ) (2.18)

Portanto o hamiltoniano de Dirac para uma particula livre resulta ser,

Hp = ca-p+ Bmoc?, (2.19)
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onde o e ( sdo duas matrizes hermitianas que satisfazem (a,)? =
(ay)?=(az)?=p%=11x4,

a<2 g) 5(1120*2 —ﬂ2x2>' (2.20)

Em sintese, a equacao de Klein-Gordon e a equacao de Dirac admi-
tem solugoes de energia negativa. Em 1930, Dirac propos uma maneira
para superar a dificuldade da interpretacao dos autoestados de ener-
gia negativa. Ele interpretou esses estados como um mar cheio sé de
elétrons de energia negativa. Segundo o principio de exclusao de Pauli,
cada um dos elétrons pode ocupar de maneira individual cada estado.
Uma transicao de um estado de energia negativa para um estado de
energia positiva é possivel mediante a interagao eletromagnética com
energia superior a 2mgc?, deixando no mar de elétrons uma auséncia
de carga elétrica negativa, podendo ser vista como uma particula de
carga positiva e de energia positiva. Isso foi interpretado como uma
particula chamada pdsitron. Por causa dessa interpretagao Dirac pre-
disse a existéncia da antiparticula do elétron, posteriormente sendo des-
coberta em 1933 por C. D. Anderson. Certamente, isso é considerado
um dos grandes triunfos dessa teoria quantica relativistica.

2.1 Particula livre

Partindo da equagao de Dirac (2.18), e notando a independéncia na
posicao 7 e no tempo t do hamiltoniano de Dirac, pode-se procurar uma
autofuncao que seja comum ao operador energia e o operador momento

linear de maneira simultanea. Essa classe de solugao é chamada de
onda plana, sendo expressa de maneira geral como,

V(7 t) = AU exp [i(p-7 — Et)/h], (2.21)

onde A é uma constante e U é o espinor quadridimensional indepen-
dente do espaco e do tempo,

Uy
U2
us
Uy

(2.22)
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A agdo do operador energia e de momento linear sobre essa solucdo
resulta no autovalor de cada operador respetivamente,

E=ihd, — E=hw,

. (2.23)
p=—ithV — p=hk.
Ao substituir a fungdo (2.21) na equagao de Dirac resulta em,
(ca-p+ Bmoc®)U = E U. (2.24)

Para o caso no qual a particula nao apresenta movimento algum (p=0),
a equagao de Dirac fica,

on
moc ]lgxg 0

. U= FEU. 2.25

< 0 —m062]12><2 ) ’ ( )

apresentado os autovalores F, = moc® e E_ = —mgc?, ambos sendo

duplamente degenerados. Além disso, quatro espinores linearmente
independentes,

v = U® — U® — U@ —

b

o OO

0
0
0
1

oS O o
OO = O

(2.26)
sendo os dois primeiros associados a particula de energia positiva e os
outros dois a particula de energia negativa. Por outro lado, o caso de
maior interesse é aquele donde a particula apresenta movimento (p#0).
Nesse caso é realmente til rescrever o espinor de maneira reduzida a
s6 duas componentes,

U= U(f) . onde UM =( ") gy =" ).
U( ) u9 Uy

(2.27)
Dessa maneira a equagao de Dirac (2.24), escrita de maneira matricial
fica,

24 5.0 (+) (+)
moc-llaoyo co-p U U
by - =F . 2.28
< co-p —moc?lays ) ( U= ) ( U ) ( )

obtendo duas equagoes,
motUMN) 4 c6-pU ) = E UM, (2.29a)
c&-pUD) —me2U) = EUC. (2.29D)
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Isolando U) da eq.(2.29a) e U(-) da eq.(2.29b), obtém-se,

UH P ) o) 0P ) 9.30
E — myc? ’ E + moc? ( )
Portanto,
U = PGPy 2.31
E —myc? E + moc? ( )
Simplificando e organizando os termos,
c? (64%’)2 = FE? —mic, (2.32)
onde,
(7)) = 5+ i~ (> ) = . (2.3

obtém-se as energias associadas a particula, sendo cada uma delas du-
plamente degeneradas,

Ey = £4/c?p? + mict. (2.34)

Com base nas duas energias obtidas, as duas primeiras componentes
dos espinores dos autoestados de energia positiva podem ser expressos
na base das orientacoes do spin?, obtém-se,

1 0
0 1
v =N o , U® =N 0
E, 4+ moc? cG-p
E, +moc?

(2.35)
Onde N é a constante de normalizagao. Similarmente, representa-se os
espinores correspondentes a particula de energia negativa,

co-p 0
E_ —myc? cG-p
U® =N 0 , UY =N| E_—mo?
1 0
0 1

(2.36)

20 estado de uma particula de spin 1/2 é representada através da combinagdo

. 1 0
llnearde(())e( 1 )
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A seguir se exemplifica a ortogonalidade dos espinores,

Uty = N2 <a2 co-p > +a? v 2>7
moc E, +mgc

= N2a2c(fr~ﬁ')

E_ —mgc? Ey + moc? )’ E_=—|E]|
oA E. +moc? + E_ —mpc?
— N202¢(6-5 + =0.
o%e(p) (EEJr —m3c* + E_moc? — Eymoc?
(2.37)

2.2 Spin e Helicidade

Com base nos resultados anteriormente obtidos, nota-se que cada valor
de energia esta associada a dois espinores, porém cada nivel energético
é duplamente degenerado. Esse fato implica na existéncia de mais uma
grandeza fisica representada por um operador capaz de comutar com
o hamiltoniano de Dirac, onde seus autovalores sao os responsaveis de
fornecer mais uma caracteristicas associada a cada um dos espinores.
Com o fim de achar esse operador, em primeira instancia se introduz o
operador spin quadridimensional,

o e h{é& 0
5_22_2<0 &>. (2.38)

De maneira geral o operador PO a representacao quadridimensional
de cada uma das matrizes de Pauli ¥ = (X, X9, X3), com as mesmas
propriedades. Por exemplo: a relagao de comutagao e anticomutacao,
além do quadrado das matrizes ser igual & identidade. A acao do ope-
rador spin quadridimensional em um certo estado quantico v resulta
ser,

8% = s(s + 1)k, 5= 3 (2.39)
Analisando a comutacao do operador spin quadridimensional com o
hamiltoniano de Dirac de uma particula livre tem-se,

[ﬁ, S] = f[cdﬁ—i— Bmoczil] =
_ hc( .. (), (5-122)] ) (240)
e |

| S

[\
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onde,

(6-9)(6-1ax2) = prlaxs + i&'(g

p pXﬂzxz), N VS SR
(6-1952)(6+5) = Lowa -+ i6- (Taxa ¥ D), } — [(6D), (62x2)] = 2ilax2(6>p).
(2.41)
Obtém-se finalmente,
N . 0 Toyo- (6 %P e A S
[H, ] = ihe < a2 (6 % B) 2 E)U *7) > — ihe(a x ). (2.42)

Esse resultado mostra que o operador S nao é uma contante de movi-
mento. Ainda sendo o caso no qual o spin acha-se orientado em uma
direcao privilegiada, mostra-se que a relacao de comutagao continua
sendo diferente de zero,

[H,7-5] = —ihe &- (7 x ). (2.43)

Significando assim que as autofuncées de H em geral ndo sio auto-
funcoes de S, = f-S. Além disso, os autovalores de S dependem da
orientagao espacial (6, ). Voltando na equagdo anterior e orientando
o operador spin na mesma dire¢do do momento linear é,, nesse caso a

relagao de comutacao resulta ser nula, pois €, xp=0,
[H,é,-S] =0. (2.44)

Obtém-se dessa maneira uma constante de movimento, nesse caso o
operador ép~5' é chamado de operador helicidade. Facilmente se pode
mostrar que a comutagao anterior é satisfeita no caso de uma particula
livre, implicando assim a comutagao entre ép-S‘ com p= —ihV. Por
outro lado, os autovalores do operador helicidade estao dados por Ah,
sendo A um numero quantico conhecido como helicidade. No caso parti-
cular quando A=+1/2 diz-se que o elétron tem uma helicidade positiva
e A=—1/2 uma helicidade negativa. Portanto, para qualquer momento
linear do elétron, existem dois espinores associados a caracterizar os
autoestados de energia positiva e dois para os autoestados de energia
negativa, sendo cada um desses correspondente a uma helicidade dife-
rente.

Em particular e sem perca de generalidade, hd um caso de
grande interesse, esse é quando o momento linear possui uma compo-
nente 5 = (0,0,p). Obtendo como consequéncia os quatro espinores
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seguintes,
1 0
0 1
vb =N cp , UP=N 0 ,
Ey + moc2 —cp
0 E+ + m()C2
(2.45)
__ 9 0
E_ —myc? —cp
U® =N 0 , UD =N | E_—myc® ,
1 0
0 1
(2.46)

Expressando a energia positiva e negativa como F1 ==+|E|, a constante

2
de normalizacao dos espinores resulta ser N = 4/ %#. A agao

do operador helicidade nos espinores fornece o seguinte resultado,

+1/2, r=1,3.

—1/2, r=24. (2.47)

(6,-S) UM = UM, A= {
Com base na analise anterior, deseja-se examinar o minimo tempo de
evolugdo quéantica para a definicdo do estado inicial do elétron como
uma superposicao de dois autoestados de energias diferentes, dessa
forma nao havera uma discussao sobre qual dos dois critérios é o melhor,
pois ambos se toram equivalentes. Dessa forma, tem-se

P(z,t) = :/45 UW expli(p.z—Et)/h] + UW exp[i(pzz—E_t)/h]}

(2.48)
Calcula-se as gradezas necessarias para a andlise dos critérios,
- 1
(H) = 3 (Efx+E-) =0, (2.49a)
- 1
(H?) = 3 (E3 + E?) = mjc* + *p?, (2.49b)

AH = y/m3c* + 2p?, ((H) — Eo) = \/m2c* + c2p2. (2.49c)

Portanto o minimo tempo de evolucao necessario para realizar a transicao
do estado inicial até o estado final é,

mh

2y/mact + 2p?’

Tt = (2.50)
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Fazendo uso das unidades naturais, ver apéndice C, as grandezas fisicas
podem ser expressadas como, ¢ =h =1, a massa do elétron é (mg =
0,5110MeV), o tempo possui unidades de (1eV ™' =6, 5823 x 10~ '0s),
isso é feito com o fim de simplificar de simplificar as contas numéricas,

T (p2) = V). (2.51)

™
—F——=1€
2w/m8+p§[

Na figura (2.1) & direita, visualiza-se o comportamento apresentado
por T em fungdo do momento linear. Nota-se que o minimo tempo
de transigao ¢é indiferente ao valor da helicidade do estado inicial e do
estado final do elétron livre. Isso deve-se ao fato que a helicidade é
uma caracteristica da orienta¢ao do spin em relagao a diregao do mo-
mento linear, sendo similar & proje¢ao de spin em um campo magnético
uniforme, pois a diferenga principal se encontra no fato que a helici-
dade nao estd associadas a niveis energéticos diferente, contrariamente
a projecao do spin em um campo magnético uniforme.
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N
o

-21

Tempo (10™'s)
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N

1 n 1

1
4 5 6
P,(10°eV)

Figura 2.1: Minimo tempo de evolugao para o elétron relativistico com
momento linear p,.



Capitulo 3

Dinamica de um elétron
em um campo magnético
uniforme

Com o objetivo de aplicar de maneira concreta os critérios do minimo
tempo de evolugao de MT e ML a um estado quantico simples, define-se
o estado inicial do sistema como uma superposicao de igual probabili-
dade entre dois autoestados do hamiltoniano. A interacdo do spin com
o campo magnético uniforme seria o candidato mais simples em ser
analisado. Mas as autofungoes que caracterizam os dois autoestados sé
apresentam grau de liberdade de spin e nao espaciais. Por outro lado,
se o elétron apresenta movimento na presenca de um campo magnético
uniforme, evidencia-se como consequéncia que os autoestados estao des-
critos por componentes tanto espaciais como de spin. Nesse capitulo se
apresenta inicialmente a descri¢ao da interacao do spin com o campo
magnético, seguida de uma descrigao completa da mecanica quantica
nao relativistica para o elétron em movimento na presenga de um campo
magnético uniforme. Com base nessa descrigao, finalmente se realiza a
descrigao relativistica de Dirac para mesmo sistema quantico anterior.

3.1 Interacao spin-campo magnético
Considera-se o caso do elétron em repouso na presenca de um campo

magnético externo uniforme. Desprezando qualquer forca externa, o
hamiltoniano que descreve o elétron fica em fungao sé da interacao do

23
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momento magnético do elétron ji com o campo magnético externo B,

ji=— (njo) S, (3.1)

onde S é o operador de spin e o médulo da carga elétrica fundamental

(e=1,6021 x 10712C). O hamiltoniano da interacao se expressa como,
H=-gB=2835 (3.2)
mo

Por simplicidade serd assumido o campo magnético orientado ao longo
da diregao 2,

. eh = . eh _ . eh 1 0
H=_ —B6¢=DBs.=—B : :
2my 7 2my g 2my ( 0 -1 ) (3:3)

Os autovalores sao,
B
Ey = thw, w= 26— (Frequéncia de Larmor), (3.4)
mo

e os autovetores sao,

H=(o) P=(Y) 55

Com base nesses resultados e desejando analisar o minimo tempo de
evolugao para esse sistema, define-se o estado do elétron como a super-
posicao entre os dois autoestados,

1
) = ﬁ(lﬂ +1-))- (3.6)

As grandezas fisicas precisadas para o calculo de cada um dos critério
do minimo tempo de evolucao quantica sao,

(H) =0, (H?) = h?w?.

AH =hw,  ((H)— Ep) = hw. 37)

Nota-se que os dois critérios resultam ser equivalentes para essa super-
posicao em particular,

T™mo

eB
A demostragao da equivaléncia entre o critérios de MT e ML para essa
classe de superposicio é apresentada no apéndice A. Quando se tem
um campo magnético cuja intensidade é (B=10T), a massa do elétron
(mo=9,1x1073kg) e a carga elétrica (e=1,6021 x 10719C), obtém-se
o minimo tempo igual a (Tm=1.784 x 107125 =1.784ps).

Tin = (3.8)
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3.2 Elétron em movimento em campo magnético
uniforme: descricao nao relativistica

Seja um elétron em movimento localizado em uma regiao onde ha um
campo magnético externo uniforme B. Assumindo as transformacoes de
gauge' de Landau?, expressa-se o potencial vetor da seguinte maneira,

(B x 7). (3.9)

Escrevendo o operador momento linear segundo a transformacao canénica

-,

(p—p — qA), a carga do elétron (¢ =—e), o hamiltoniano do sistema
resulta ser,

A=t (p+ed)+ SB35
mo

2m0
.1
—h? 2 e? A2 ieh - o e - = (3.10)
= v:+ - (V-A+AV)+ —B-S.
2mg 2mg 2mg mo

O segundo termo do hamiltoniano é dado por,

e? A2 €2

7(3

2m0 N 8m0

<) = B (0p,) = (B — (B7?)
7) = r<sin r) = re— (B-7)?),
8m0 B 8m0
(3.11)
usando a defini¢ao de 8, como sendo o angulo entre o campo magnético

e o vetor posicao do elétron, obtém-se o resultado anterior. Os termos
cruzados serdo calculados com ajuda de uma funcao escalar ¢,

V- (A¢p) = (V- A)p + A-Vg. (3.12)

O primeiro termo da expressdo anterior é,

(V x B)-7g — %(v x 7)-Bp = 0. (3.13)

N =

(V-A)p = %v-(é X ) =

1Usualmente denominado em portugués como calibre.
20 gauge de Landau fornece a simetria evidenciada classicamente quando o
elétron no campo magnético homogéneo realiza uma trajetéria helicoidal.



26 CAPITULO 3. ELETRON EM UM CAMPO MAGNETICO

Esse resultado mostra que o gauge de Landau satisfaz o gauge de Cou-
lomb. Prosseguindo o célculo de maneira similar para o segundo termo,

w
<
<
I

= (sz—sz , tB,—zB, , yBx—a:By)-ng,
[ZB 0 —yB.0y + 2B,0y — 2B,0y + yB,0, — xByaz} o,

B, (y0.—20,) + y(zafxaz)+Bz(xayfyam)}¢,

N =N =N =N =N =

3 (= i =LA i
B-(TXV):ﬁB-(rxP)qS:ﬁB-LqS. .
3.14

Eliminando a fungao ¢ dos resultados anteriores, tem-se que o hamil-
toniano (3.10) fica,

. _h? e2 0 9 3 N
H= Qmov +%(B r’—(B-7)? )+%B (L+25).  (3.15)

Por simplicidade, supoe-se que o campo magnético esteja ao longo do
eixo zZ. Em consequéncia o hamiltoniano fica,

S R, | B ¢B ;.
H= o oVt o O(x +y)+m(Lz+2Sz),

_h2 82 _ 62 82 6232 ) ) eB . .

=5 8.2 "5 |53 21T 3532 — (L 2S,).

2my 022 + 2my (3$2 + ay2> + 8myg (EE Ty ) + 2m0( 2t Sz)
(3.16)

Resultando facil notar as trés naturezas diferentes dos termos do hamil-
toniano, particula livre na direcao Z, oscilador harmonico bidimensional
isotrépico no plano (z—y) e finalmente a interacdo do momento angular
orbital e de spin com o campo magnético. Seja ¢ (7, o) a funcao de onda
associada ao sistema, a equagao de Schrodinger fica escrita como,

R R (P P\ B, .,
3o 922 T 3mg (ax?+ay2) Sy YY)
eB
2m0

(3.17)

(L —1—25) Y(7, o) = EY(F, o).
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Pode-se expressar a funcao de onda como o produto de fungoes segundo
a natureza propria de cada uma delas,

Y(7,0) = F(x,y) exp(ip.z/h)T, I'= { E % 3: Z: i jig
(3.18)

Dessa maneira, analisa-se isoladamente o movimento bidimensional que
acontece em volta do eixo Z, obtém-se assim a equagao de Schrodinger
correspondente ao oscilador harmoénicos bidimensional,

-n? (0%  O? 1 2,2 /
o \aa2 T2 ) T amow (@ +y°) | F(x,y) = E' F(z,y), (3.19)

H ;y
onde w= 2m . A priori, sabe-se que a energia do oscilador harmonico
quantico é,
E' = hw(ng +ny + 1) = hw(n + 1), n>0. (3.20)

Nota-se que cada um dos niveis de energia E/,, acha-se associados (n+1)
autoestados degenerados,

FnI:n,ny:O ) FnI:nfl,nyZI y Ty FnIZO,ny:nu (H+1 VGZGS). (321)

Em visto a degenerescéncia evidenciada, procura-se mais uma grandeza
fisica capaz de caracterizar melhor cada uma dos estados pertencentes
a certo nivel de energia. Notando a simetria do potencial harmonico bi-
dimensional sob rotacoes entorno ao eixo Z, introduz-se L. como sendo
a componente do operador momento angular orbital orientada no eixo

2,

L. =2p, — Ope- (3.22)

Sejam os respectivos operadores algébricos de aniquilagdo e criagdo,
para cada uma das coordenada cartesianas, que satisfazem a seguinte
relagio de comutagao [a,,al]=[a,,a}]=1,

.1 P, S O P _fmw
G;w—\/i<$ﬁ+2ﬂh> a, = 2(-776 Zﬂh>7 B_ B

. 1 P, X 1 (. P
ay:\f<ﬁ+zﬂh> aj/:z(yﬁ_zﬂ;/z)’
(3.23)
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onde 3 é a constate reciproca ao comprimento do oscilador. Expressa-se
2, U, Dz, Dy, em funcao dos operadores algébricos,

hf

1 .
5= &$+&l, P, =—i— dm—&l,
(i) A
1 - hp '
N N . - . R e
y=——=(a,+al), P,=—i—(ay, —al).
slaal). P =i, al)
O operador momento angular fica reescrito como,
L. =ih(azal, — alay,). (3.25)
Igualmente o hamiltoniano do oscilador,
H,,, = hw(ala, + afa, +1). (3.26)

Calculando a comutacao entre o momento angular com o hamiltoniano,

(a.,,.L.] = [m(alam +abay, + 1), ih(aga] — a;ay)} :

Ty’ z

(3.27)

mostra-se dessa maneira que L. é uma constante de movimento, a qual
possui um conjunto de autofungdes que sdo comuns com ﬂ;y Por
tal motivo, deseja-se expressar o fenomeno em relagao a simetria axial
evidenciada no sistema. Certamente, as coordenadas cilindricas sao as
mais adequada para caracterizar o sistema. Introduzindo o conceito
de operadores quanticos algébricos circular a direita ag, e circular a
esquerda @, definidos® como,

R 1. o . 1. =
Gp = ﬁ(% — zay), Gy = \ﬁ(ax + zay), (3.28)
a agao dos operadores ar (ou ar,) sob o estado Fu, n,, gera um estado
quantico que é uma combinagao linear de Fy,, 1 5, € Fy, n,—1, obtendo
assim, um estado estacionario de um quantum fuw de energia menor.

3A esfera de Poincaré é a maneira geométrica de representar a polarizacio da
luz por meio dos vetores de Jones, com base na polarizagao circular definem-se os
operadores quanticos algébricos circulares.
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Contrariamente, a acao de d; (ou dTL) geram um estado quantico de
um quantum de energia maior. A atuacdo dos operadores algébricos
circulares sobre o autoestado F,, ,, ¢ interpretada como a destruigao
ou criagao de um quantum circular a direita ou a esquerda, respectiva-
mente.

7

A relagao de comutagdo entre os operadores (ag, ar, dTR, ELTL), é:

[ar,aly) = [ar,ab] = 1. (3.29)
Além disso,
1
alap = 5 (alas + alay +i(a,a} - alay)), 30)
. :
apar = 5 (ahas + aja, —i(a.a) - ala,))

Com base nisso, Hj’ﬁy e L, podem ser expressos,

ot N N . N "

ny:hw(NR+NL+1), LZ:h(NRfNL), (3.31)
onde N = dTR&R, e Np = dTLdL sao os operadores nimero de quanta
a direita e esquerda respectivamente. Quando eles atuarem no estado
Fr,n, fornecerdo os niimeros quanticos (ng,nr,), valores inteiros mai-
ores ou igual a zero que caracterizam melhor o sistema ao levar em
conta o nivel de energia e o momento angular proprio a cada estado
degenerado. Definindo o estado fundamental F o como aquele estado
que apresenta auséncia de quanta circulares, com base nesse estado sera

possivel expressar qualquer autoestado através da agao consecutiva dos
operadores de criagao de um quantum circular,

1

(nr){(nL)!

F

nR,NL

(@)= (al )" Fy o, (3.32)

onde F,, », ¢ uma autofuncao tanto do H;y como do L., fornecendo
os autovalores fiw(n+1) e m;h, respectivamente. Dessa maneira o par
de ndmeros quanticos (n,m;) serd definido em fungao do par (ng,ny),

n=ngr+ngp, m;=npr—nr. (3.33)

Dado que ngr e ny sao niimeros inteiros maiores ou iguais a zero, ha
(n+1) estados degenerados para cada valor de energia como foi mostrado
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na eq.(3.21), apresentando a seguinte relagao,

nR=mn ;=0
ng=n—1 ;np=1,
(3.34)

Observando no caso particular (n=0,1), os autovalores da componente
do momento angular na direcao z, m;h,

n=0 = {nR:(),nL:O%ml:()
o1 np=1,n,=0 = m =+1 (3.35)
nR:O,nL:1—>ml:—1

De maneira geral para um valor n fixo, ha um conjunto de valores de
my,

m=n,n—2,n—4, -+, —n+2, —n. (3.36)
Expressando o autoestado F,,,, ,,, através do par (ng,nr), tem-se,
F, wtmy , nmy (3.37)

Dado que o oscilador harménico bidimensional no plano (x—y) apre-
senta simetria de rotagao entorno do eixo Z, faz-se uso das coordenadas
polares para realizar uma descricao mais propicia do fenémeno que esta
acontecendo. Seja,

T = QCOS

> <
y—osing ¢ 020 0<p<om (3.38)

Em relagdo & mudanga de coordenadas, precisa-se expressar os opera-
dores apg e ay, em funcao das coordenadas polares, para fazé-lo se inicia
decompondo ag,

aRr =

Sl
1 DN
—
Q>
8
~
Q>
<
SN—

(3.39)

N = N~ N
T 1T 1
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Em relacao & definicao das coordenadas polares o = \/z2+1y2 e ¢ =
arctan (y/x), verifica-se que,

(z —iy) = o(cosp —isingp) = ge™*%. (3.40)

e os diferenciais ficam expressos,

9000, 00p 0 1 D
or  000r  9p0r P80 o Yoy (3.41)
o9 _do0, 00 9 19 @
dy 0ody Oy Oy Y00 0o

(a—ia) = (cosgo—isingo)2 l(bln<p~t—zcos<p) 8

or dy do o 0 (3.42)

Finalmente o operador ag e al, ficam expressados da seguinte maneira
R 9

A _efwﬂJrlﬁ_ii AT_ﬁﬂ_lﬁ_iﬁ
BT 70T Bog  Bedp)t BT T Bag  Body|
(3.43)

Pode-se obter da mesma maneira,

[ﬁ (Lo, v a} al = <7 {Bg—laJria]
Bdo  Bodp L Bdo  Bode]
(3.44)

A acao de ar ou ar, sobre o estado fundamental do oscilador F, ;0. =0,

(n=m;=0), resulta em,

et®

e~ 190 i 0
GnFhg — — 2 2 | Fyy=0. 4
arFo 5 {ﬁ 500 Bo &p] 00=0 (3.45)

Portanto o estado fundamental (ng = 0,ny, = 0) normalizado é,
B —52e/2
Foo(o,¢) = ﬁe : (3.46)

Ao aplicar ng-vezes o operador dk sob o estado Fy (o, ¢), estéd-se cri-
ando ngr quanta a direita sob o estado fundamental resultando assim,

ano(g,(p) = ﬂ—(ﬁn)'(ﬁg)nRe—WﬁmemRtp. (3.47)
R):
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Analogamente, a acio de np-vezes o operador dTL sob Fp (0, ¢) resulta,

Fon, (0,0) = L(Bg)“e—lﬁgz/?e—inmﬂ_ (3.48)
’/T(TLL)!
Para um determinado nivel de energia E, =hw(n+1), a funcdo (3.47)
corresponde ao valor maximo da projecdo do momento angular na
direcdo Z m; = n, e a fungdo (3.48) corresponde ao valor minimo
m;—=—

A acdo consecutiva do operador &E ny-vezes sobre a auto-
funcéo £, 0 ou &}r{ npr-vezes sobre a autofungao Fp ,, permite obter
a fungdo F,, n, (0,) para qualquer par de valores ng, ng. Apds de
ter calculado uma grande quantidade de fungoes pela agao dos dois
operadores de criacao, observou-se que as funcgoes obtidas sao pro-
porcionais aos polindmios de Laguerre generalizados denotados por
LY )( ) [45,46]. De maneira geral qualquer funcdo de onda associada
ao estado quantico (n=ngr+nr) com momento angular (m;=nr—nr)
é escrita da seguinte maneira,

(=) (”"’”l')'

Fn,ml(Qv 90) = 2 ﬁ(ﬁ@)lmll

FEE)EE) o

_p2 2 .
L‘(”?‘ll\ml‘)(52 2) e /26“”“0’

onde os polindémios de Laguerre generalizados sao,

(=) nefml\ 2i
L'("L"‘m,‘)</32 &%) = Z (—1)f ((n;m>|)+_|zl| (55) _

i=0
(3.50)
Na tabela (3.1) apresenta-se as fungdes de onda do oscilador harménico
quantico bidimensional para os seis primeiros niveis de energia n. Uma
vez obtidas as autofuncbes F,, n,(0,¢), volta-se para a equacdo de
Schrédinger (3.17) com motivo de expressé-la em coordenadas cilindricas®

(0,,2),

ﬁ;/w 2 (L + 29, )] Frmi (py ) exp(ip,z/h)T
=E Fn,ml (p, p) exp(ipzz/R)TL.

4 A particularizacdo das coordenadas cilindricas a um plano com simetria axial é
equivalente as coordenadas polares.

(3.51)
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njny Fn,ml (p,gﬂ)
2 2
0 | Foo=—=e?r/2
1 +1 Fl 1= ﬁ(ﬂp)67ﬁ2p2/2€iitp
i 2,—B%p? /2 £i2
2| £2 | Fop = —=(Bp)Te " 7R
V2
0 | F A 2 _q]eB%0"/2
20 = ﬁ[(ﬁﬂ) —1]e
3| £3 | F33= J@i(ﬁp)i”e—ﬁzfﬂeii&p
T
+1 | F5;1 = ﬂ27r [(50)3 - Q(ﬂp)}e_52p2/2eiw
4| £4 | Fyq= i (Bp)te —Bp% /2 Hide
2 .
+2 | Fyo = \/ﬁ[(ﬂp) —3(8p) ]efﬂ P22 Ei2p
ﬁ _R2 .2
0 | Fro=—=[(80)" —4(Bp) + 2”70/
B 5 —,82 2 2 i5
5 Z|:5 F = e 14 / el %]
5,5 2\{3307(ﬁp)
—B2p/2 i3
+3 F573:2\/§|: ]6 5P/€<P
il i ¢f27[ —6(8p)* +6(5p))e " /e

Tabela 3.1: Autofungoes do oscilador harmoénico quantico bidimensio-
nal isotrépico.

A energia total resulta ser,

p?
2m0

E = +hw(n+m +2ms+1), w=-—. (3.52)

Considera-se importante notar que as energias assumem valores F >
0, sendo nulas quando o elétron apresenta momento linear nulo e se
encontra no estado n com a minima proje¢ao do momento angular na
diregdo £ e a orientacdo de spin oposta ao campo magnético. Além
disso dada a paridade do estado em questao n, os possiveis valores de
momento angular m; serao de mesma paridade, ou seja, a soma desses
dois sempre serd um numero par indiferente da paridade do autoestado.
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AE

3= [2.2.+1/2)

o= [2.2,-1/2) [2,0,+1/2)
1= 2.0,-1/2) [2,-2,+1/2)
o= 12.-2.-1/2)

Figura 3.1: Componente discreta da energia dos autoestados em
multiplos de (eBhi/my), dado o ntiimero quantico principal n=2.

Portanto,
n+mp+2mg+1=2r r=20,1,2,3,... (3.53)

Dessa maneira se faz a introdugao de mais um numero quantico, 7,
chamado de nivel de Landau. Vale a pena ser ressaltado que o nivel
de Landau é um 6timo ntimero quantico para caracterizar os niveis de
energia de um sistema quantico degenerado, mas nao é o melhor para
distinguir os autoestados que pertencem a cada nivel de energia,

_ 1
2m

E

+ hw(2r), r=0,1,2,3,.... (3.54)

Com certeza é importante fazer mencgao dos niveis de Landau, embora
r nao seja um bom rétulo quantico para distinguir os diferentes auto-
estados pertencentes a cada nivel de energia. Por exemplo, na figura
(3.1) se visualiza os niveis de energia para o caso n = 2, expressando
as autofungoes através da notagdo de Dirac |n,m;, ms), observa-se a
existéncia de dois niveis de energia duplamente degenerados correspon-
dendo ar=1,2. Por esse motivo, decide-se voltar & expressao de energia
(3.52) para poder distinguir a energia pertencente a cada autoestado.
Na tabela (3.2) se mostra para cada valor de n, o ntimero de niveis de
energia em relacdo a m; e my==+1/2,

Por outro lado, apresenta-se o cdlculo da posigao radial média do elétron
em relagao a origem do sistema de coordenadas para cada uns dos au-
toestados em funcao do campo magnético externo,

oo 2T

(OVn.m, = //Ff{_’mlan,le do dp. (3.55)
0 0
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ST 41 42 43 44 45

0

Figura 3.2: Densidade de probabilidade radial do elétron do estado fun-
damental e dos cinco primeiro estados em relacao ao ntimero quantico
principal n.

n my Energia [Aw] #n
0 0 2,0 2
1 11 4,2,2.0 3
P 2,0,2 6,4,4,2,2,0 4
3 -3,-1,1,3 8,6,6,4,4,2,2,0 5
4| -4-2,024 10,8,8,6,6,4,4,2,2,0 6
5| -5-3-1,1,3,5 | 12,10,10,8,8,6,6,4,4,2.2,0 | 7

Tabela 3.2: Dado o nimero quéantico n, o nimero de niveis de energia
#, associados a esse rotulo quantico.
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Nota-se que a integracao apresenta um comportamento padrao quando
se faz a substituigao de varidveis f=+/eB/2 e x=[3p,

U e, T (Y
ﬁo/:c e ¥ dr = 2752 (3.56)

A densidade de probabilidade radial pertencente ao autoestado n,m;
é,

2
Dy m, (Q) = 27TQ|Fn,ml (Qv 90)| . (357)

Na figura (3.2) visualiza-se as distribuicoes radiais dos seis primeiros
estados quantico em relagao ao niimero quantico principal n.

3.3 Equacao de Dirac para o elétron em
campo magnético

Nessa secao se analisard a equagao de Dirac para um elétron na presenca
de um campo magnético uniforme B. Seja o espinor (7, t) associado
ao elétron, a equagao de Dirac fica escrita,

=

m%wmt):(cd.ﬁwmoc?)w(ﬁt» M=p+ed, (359

onde II é o momento linear do elétron sobre a acao do vetor poten-
cial magnético A. Dada a independéncia temporal do hamiltoniano de
Dirac, o espinor do elétron no tempo ¢ pode ser expresso como,

W7 ) = < fz >exp[iEt/h], (3.59)

onde ¢ e x sao duas fungdes que representam as duas primeiras e as
duas ltimas componentes do espinor, associadas a energia positiva e
negativa, respectivamente. Substituindo a funcgao (3.59) na eq.(3.58),
e usado a notagao matricial tem-se,

24 s (g A
(b ISR ) () -5(3) o
Obtém-se assim duas equacoes,
moc*p + c6-(—ihV + eA)x = E¢ (3.61a)
6 (—ihV + eA)p — moc®x = Ex. (3.61b)
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Ao isolar ¢ de (3.61a) e x de (3.61b) se obtém, respectivamente,
¢ = —C“'gl_hz;ff"x, X = —Cg'gfz;;fl)cb. (3.62)
Substituindo x em ¢ ou vice-versa resulta em,
(B? —m3c*)¢ = &[5+ (—ihV + eA)] [6+(—ihV + eA)] ¢,
= A[(—ihV + eA)-(—ihV + eA)] o (3.63)
+i6- [(—ihV + eA) x (—ihV + eA)]¢.
Sendo o primeiro termo do lado direito da eq.(3.63) é igual a,
[(—ihV + eA)-(—ihV +eA)]| ¢ = —h2V2p + 2 A%¢ —ieh(V-A+ A-V)¢.
(3.64)
O segundo termo do lado direito da eq.(3.63) é igual a,

i6-[(—ihV + e A) x (—ihV +eA)]| ¢ = ehd-[(Vx A) + (Ax V)] ¢, (3.65)
onde,
(V-A+ AV)¢ = (VA)p+ AV + AVg = [24-V]4,
+

[(VxA) + (Ax V)¢ = (Vx A)p — Ax (Vo) + Ax (Vo) = (Vx A)o.
(3.66)

Com base nos resultados (3.64-3.66) a eq.(3.63) fica,
(B?—mic*)p = [~ h2V2 +e2 A% — 2ihe(AV) +ehé-(VxA)] ¢, (3.67)

onde foi utilizado o gauge de Coulomb V-A=0e Vx A=B. Fazendo
a seguinte simplificacao sem ter perca de generalidade fisica, assume-
se o campo magnético na diregao Z no referencial do laboratério, e
expressa-se o vetor potencial magnético através do gauge de Landau,

L1 1
A= Bxi=_(~yB,aB,0). (3.68)

Substituindo o vetor potencial (3.68) na eq.(3.67) e dividindo por 2mgc?
tem-se,

E? —mict "
2moc?
W, B2, , o, iheB( O 0\ eBh.
B {2mov + 8my (@"+97) - 2my ( Yor T7 8y> + mogz] ¢,
—h? [ 02 0? B, , n? 9? eB . 5
S e (A I L P h, 428 6.
{Qmo (0352 * 8y2) * 8my (@ +9%) 2myg 022 * 2m0( 25 )] ¢

(3.69)
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Observa-se que os dois primeiros termos da direita correspondem ao
hamiltoniano do oscilador harmoénico simples bidimensional, o terceiro
a0 hamiltoniano de uma particula livre na direcao z. Portanto, a funcao
de onda espacial pode ser expressa através do produto das autofuncoes
do oscilador harménico bidimensional obtidas na secao anterior, vezes
a funcao de onda de uma particula livre na direcao Zz,

¢(7) = Fin, (2,y) explip-z/h]. (3.70)

Sabe-se que o operador de spin S. na eq.(3.69) fornece duas solugoes
independentes, cada uma delas associada a uma orientagao do spin
diferente (ms=+1/2). Do mesmo modo, como foi discutido no capitulo
anterior, as duas primeiras componentes do espinor do elétron estao
associadas a orientagoes de spin diferentes,

rea)= (G0 ) ren=( g0, ) 60

A acdo do operador de spin nas componentes de energia positiva do
espinor resulta em,

h N h

S.Fi(y) = +5Fr(v),  SF-(y) =~ F- (). (3.72)
Reescrevendo de maneira resumida,
S.Fp,(y) = hmsFo, (y),  ms= { ﬂg . (3.73)

Segundo a definicao do operador spin, nesse casso, nota-se que o hamil-
toniano do oscilador bidimensional comuta com a projecao do momento
angular na diregao 2, I:z, autofuncgoes do oscilador harménico bidimen-
sional resultam ser as mesmas para a projecao do momento angular L.
Portanto, .

LzF‘mS (Iay) = hmlFms(zvy)a (374)

onde m; é o numero quantico da projegao do momento angular na
diregao 2, ver eq.(3.36). Ao substituir (3.70) na eq.(3.69) resulta,

E?—m3ct e G !
= 0% R = | Zme \ 722 Tz ) Tamow’ (@ v
( T ) m. (T, ) 2mo <8x2 3x2)+2mow (JU +y)
P2
+2m0+hw(ml+2ms) Fom. (2,y).

(3.75)
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Reorganizando a equagao anterior, obtém-se,
—h? [ 9* 5 1 9 o
5y (5 ) 3 7)o )

oo (3.76)
_|: 0~ _ pz —hw(ml+2ms):|Fms(xvy)v

2moc? 2mo

onde w=eB/2my é a frequéncia do oscilador. Observa-se que o Hamil-
toniano da esquerda corresponde ao oscilador harmonico bidimensional,
entao o termo da direita devera ser igual a sua autoenergia,

E? —mict p?
2moc? 2mo

— - ﬁw(ml + 2ms)} = hw(nx +ny, + 1). (3.77)

Isolando a energia total da expressao anterior tem-se,

E= :i:\/m%c4 + p2c® + eBhc?(n + my + 2mg + 1),

n = "Ng + Ny.
mi=n,n—2,n—4,--- ,—n+2,—n.

(3.78)

Nota-se que os valores positivos e negativos da energia como foi discu-
tido no capitulo anterior, a energia positiva correspondem ao elétron e
a negativa a antiparticula do elétron ou pdsitron.

Descrevendo o processo quantico nas coordenadas cilindricas
as autofungoes serdo as mesmas obtidas na expressao (3.49), a principal
diferenca que surge estd dada pela teoria de Dirac mediante a nocao
do espinor (3.59). Se inicialmente é estabelecido a particula de energia
positiva ou negativa, entao se terd conhecimento de duas das quatro
componentes do espinor onde cada uma dessas estd associada a uma
orientagao de spin diferente (3.71). Portanto, precisar-se-4 da relagao
(3.62) para obter o espinor completo associado a determinado estado
quantico.



40 CAPITULO 3. ELETRON EM UM CAMPO MAGNETICO



Capitulo 4

Analise do Minimo
Tempo de Evolucao

Nesse capitulo apresenta-se duas classes de andlises realizadas para um
elétron em um campo magnético uniforme segundo as duas descricoes
da mecénica quantica expostas no capitulo anterior. Com o intuito de
nao discutir qual dos critério do QSL é o melhor, apresenta-se uma
primeira andlise, a qual consiste em determinar o minimo tempo de
evolugao para o elétron no estado inicial, definido como uma super-
posicao de dois autoestados do hamiltoniano com igual probabilidade e
correspondentes a niveis de energia diferentes, para chegar a um estado
ortogonal respeito ao estado inicial. Para essa definicdo particular do
estado do elétron, o critério de MT resulta ser equivalente ao critério
de ML. A segunda anélise estd relacionada com a rapidez média com
que o elétron se desloca espacialmente do estado inicial até o estado
ortogonal®.

Depois de se ter estudado varios autoestados em superposicao,
notou-se que nao é qualquer classe de superposi¢do que fornece um
deslocamento espacial radial médio entre os estados inicial e final, mas
somente a classe das superposi¢oes onde os dois autoestados possuem
a mesma projecao de momento angular e a mesma orientacao de spin.
Deste modo, apresenta-se as analises nao relativisticas de trés casos di-
ferentes de superposicao de dois autoestados que sao vizinhos proximos,
possuem orientagao do spin positiva, e a projecao do momento angular

1Continuar-se-4 utilizando a expressdo MT para o caso relativistico, uma vez

que a estrutura da equagao de Schrddinger é equiparavel a da equacao de Dirac.
Contudo, agora o gerador da dindmica é o hamiltoniano de Dirac.

41
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orbital na direcao 2 dada por: i) m;=0, %) m;=1 e i) m;=9. Nota-
se em cada um desses casos que a rapidez média com que o elétron
se desloca radialmente é diretamente proporcional a raiz quadrada do
campo magnético, assim esse pode atingir uma rapidez média igual ou
superior a velocidade da luz no vacuo. Tendo em vista a esse resul-
tado, apresenta-se uma analise relativistica do primeiro caso de super-
posicao, observando especificamente que a descricao relativistica é a
mais propicia quando o elétron se encontra em um campo magnético
extremamente forte.

Posteriormente na descrigao relativistica, ao procurar por su-
perposicoes iniciais que fornecam uma maior rapidez no deslocamento
espacial do elétron entre os estados inicial e final, observa-se que as
superposicoes de autoestados vizinhos com momento angular nulo sao
as que fornecem a maior rapidez média. Com base nesse resultado,
analisa-se numericamente varios casos de superposicao segundo, conseguindo-
se assim um estimativa da variagao méxima possivel em um campo
magnético extremamente forte. Finalmente, propoe-se a andlise de um
caso de superposicao de dois autoestados com sinal de energia diferente.
Ap6s ter-se estudado diferentes autoestados em superposicao, notou-se
que as mesmas condicoes limitantes anteriores devem ser satisfeitas pe-
los autoestados para a estimativa da méxima rapidez média com que o
elétron nessa superposicao pode se deslocar.

4.1 Elétron nao relativistico

4.1.1 CASO1

Nesse primeiro caso de superposicao se define o estado do elétron no
tempo inicial =0, como uma superposigao de dois autoestados de igual
probabilidade, préximos energeticamente, mesma projecao do momento
angular na direcao £, m; e igual orientacao de spin mgs=1/2. Com es-
sas condigoes garante-se que o elétron mudard sua posi¢ao média ao
ir do estado inicial para o estado final. A andlise e discussao que serd
apresentada nesse capitulo, serd feita mediante o uso das unidades natu-
rais para simplificar os dados numéricos e facilitar a sua interpretacao.
Inicia-se a andlise com a escrita das autofungoes associadas com o confi-
namento harmonico bidimensional de cada autoestado da superposicao
e de sua correspondente distribuicao de densidade de probabilidade ra-

dial, onde 8=,/mow=+/eB/2 [eV],
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(4.1)

0.5

43

L I BN B DL L B B
2np|Fo o(p.0)|?
2np|F2,0(p.0)12

Foolo,p) = NG

F2,0(Q7 90) = \/ﬁ% {(59)2 o 1:| 67ﬁ292/2.
(4.2)

Densidade de probabilidade radial

0123456 789
Distancia radial (ev™?)

Para simplificar a escrita das autofuncgoes durante a analise toda, opta-
se por denotar os autoestados através da sua correspondente autofuncao
espacial associada ao confinamento harmoénico bidimensional, dessa ma-
neira a superposi¢ao no tempo inicial fica escrita como,

1
7.0) = —[F L0) + Faolo, } 43
Y(7,0) 2 0,0(0,¢) 2.0(0,¢) (4.3)
As energias dos respectivos autoestados sao,
eB eB
E = — [eV E =2— [eV]. 4.4
0,0,1/2 o [eV], 2,0,1/2 mo [eV] (4.4)

As grandezas necessarias para calcular cada um dos dois critérios do
minimo tempo de evolugao quantica sao,

i =3 (22) v, <H2>—2(63)2 6V?].

1 T:BS mol eB (4:5)
AH:2<WJBWL (gn_ag=2cw>@w.

Nesse caso particular de superposicao o minimo tempo de evolugao

resulta ser,
Tmo

eB
A seguir prossegue o calculo da distancia radial média no instante inicial
t=0 e posteriormente no instante 7},s,. Repare-se que os autoestados
envolvidos na analise apresentam o mesmo valor de momento angular
com o propésito de garantir o deslocamento espacial do elétron, de tal
forma que o termo cruzado no calculo serd diferente de zero,

Tintn = [eVT!]. (4.6)

(e)o = 5 [10,01610,0) + (2,01012,0) +2(0,00012,0)]. (4.7
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Fazendo uso da integragao da eq.(3.56), calcula-se cada um dos termos
da expressao anterior,

(0,0//0,0) = / (Bo)*c %" dp,

- (4.8)
2T e, TG2) R
g RN
0
2.062.0) = 2 [ (50)*[(80)? - 1] """
0
_2 i 25— 90t 1 22V e de (4.9)
= 60/( 2z* + 2°) dz,
1 i
B[F(7/2) —2I(5/2) + I'(3/2)] = 85
©0.0162.0) = 2% [ (50)*[(50)° -~ 1] e
0
2 A ) e (4.10)
=5 [ e
1 V
— 3[r6/2 -T6/2) = 3.

Obtém-se assim a distancia radial média do elétron no instante inicial
com relagao a origem do sistema de coordenadas,

NG [11 1} 1.6616 . 4
— |+t = eV . (4.11)
% 3 eV
De acordo com a independéncia temporal do Hamiltoniano e segundo
a representagao de Schrodinger, o estado inicial evolui até um tempo

posterior t sobre a acao de uma dinamica unitdria expressa da seguinte
maneira,

(0)o =

G 1) = e Hip (7, 0),
eB (4.12)

1 . :
- —|F ’ e—zgt + F , e—z?é‘t , g =
75| Foole.) 20(0,¢) .
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Com esse resultado, pode-se calcular a distancia radial média do elétron
em relagao a origem do sistema de coordenadas para qualquer instante
de tempo,

(o)t = =1(0,0]0]0,0) + (2,0]0]2,0) + (0,00]2,0)e " + (2,0[0]0, 0) ™"

N~ N~
— —

(0, 0[]0,0) + (2, 0]o]2, 0) +2(0, 0]o]2, 0) cos (£1)],

[{; + Leos (Et)] _

gl5

(4.13)

No instante Ty, a distancia média do elétron resulta ser,

Jr[11 1] 07754
On =35 |5 - 3| = 5 (114)

2

Calcula-se 0 médulo do deslocamento médio do elétron do instante
inicial até o tempo Ty em relagao a origem do sistema de coordenadas,

Na
28"

Portanto, a rapidez média com que o elétron se desloca nesse intervalo
de tempo resulta ser,

()10 — (0] = 2|0, 0102, 0)| = (4.15)

O Twm— (0] B 1 [eB
Y= Trnin T omoym mo V21 le] (4.16)

Nota-se que a rapidez é diretamente proporcional a raiz quadrada do
campo magnético, porém existird algum campo magnético suficiente-
mente forte que fornega uma rapidez igual a velocidade da luz. Isso
acontece quando,

1 [eB

— <=1, o = 2rm2V/137,

mo V2T 4.17)
=1.920x 103 [eV?], (4.

= 2,772x10'Tesla.

Vale a pena reparar que o elétron, por ser uma particula massiva, nao
poderia viajar com velocidade maior ou igual a ¢. Por outro lado,
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06 . —
_ ot 2n pIW(p,O)Ii ]
50.5 21 p|W(p, Tmin) 12— |
= : B =0.5 (eV)
204 | s
% L
£0.3 | -
a. L
2
$o2 -
A
0.1 s
. 0 | ! | | L | f

0 1 2 3 4 5 6 7

Distancia radial (ev )

Figura 4.1: Densidade de probabilidade radial correspondente & super-
posigdo de estados Fpo e Fb o, no tempo inicial ¢t = 0 e no tempo Tmin.-
A area cinza mostra o quao superpostas estio estas densidades de probabili-
dade, correspondendo a 26.42% do valor total.

calcula-se as distribuigoes de probabilidade radial do elétron no tempo
t=0e Tml’na

2o 2 2
D(Q,O)ZQ[!FM(Q,@)! + | Fa0(0: 9| +2F0T,0(Q,<P)F270(Q,90)}

— B%0(Bo) e 7.

(4.18)

D(9, Tiuin) = ? [|F0,0(Q, s@)l2 + |Fa0(0, 90)|2 —2F] o(0,%)F20(0, @)] ;
- ﬂzg{(ﬂg)44(ﬁg)2+4 e

(4.19)

A priori, sabe-se que as distribuicces de densidade de probabilidade
radial do elétron sdo normalizadas, portanto, calcular a drea em su-
perposicao da distribuicao no tempo Ty, em relagao a distribuicao
no tempo inicial, quantifica a similaridade das distribuicoes radiais de
probabilidade, que é de 26.42% correspondendo a drea cinza da figura
(4.1).
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4.1.2 CASO 2

Do mesmo modo que a andlise anterior, define-se no instante inicial o
estado de superposicao de dois autoestados que nao sejam tao préximos
energeticamente, de mesmo momento angular m; =1 e igual orientacao
de spin ms=1/2. As fungoes dos autoestados relacionadas ao confina-
mento parabdlico sao,

= LI B B LA B BN L B
T 05 F  2mlF11(p.0)I2
= 2np|Fs 1 (p.9) 12
30.4- B=0.5[eVv]
B e—B20%/2 e 3 1
Fi1(0,¢) = T(B,Q) e, (4.20) E§ o3t i
2
o
F51(0,9) o [(69)5_6(69)3%(6Q)}6' H ]
) = o
o V12w goif 4
(421> g 0 | - a1 o1 1 1

0123456 7 809
Distancia radial (ev™?)

Define-se o estado de superposicao no instante inicial,

(70) = = [Fia(e,9) + Fa(o, )] (4.22)

1
V2
As energias dos respectivos autoestados sao,

eB eB
El 1,1/2 = 270 [GV] E5 1,1/2 = 470 [eV] (423)
Calculando as duas grandezas necessarias para a andlise de cada um
dos critérios,

B e2B?
(Hy=3""[eV],  (H?) =10 [eV?],
’go mj 5 (4.24)
e e
AH = — [eV H) — Ey) = — [eV].
TRVl () - Bo) = S feV]
O minimo tempo de evolucao quantica resultam ser,
o T™mo 1
T = 555 eV (4.25)

Calcula-se a distancia média do elétron no instante inicial e no instante
Thin- Dado ao fato que os autoestados envolvidos na andlise apresen-
tam a mesma projegdo de momento angular, tem-se que (1,1|g|5,1) =
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(5,1|p|1, 1), dessa maneira,
1
{0)o=3 [(1, 1ol1,1) + (5,1]el5, 1) + 2(1, 1|o|5, 1>]- (4.26)

Fazendo uso da integral eq.(3.56), calcula-se cada um dos termos da
expressao anterior,

(1,1]]1,1) = 247/52 0*(Bo)’e " do,
(4.27)

\ ]

48 -

4o (5/2) _ 3w
Bo/xe dr = =

(11lefs. 1) = [ 8 (50) [(80)" ~ 6(30)° + (80) |~
0
-2 i 2% — 68 e dz
_\/ﬁﬁo/( 6° + 62%)e” " du,
_ 1 __V3r
— ﬁﬂ[r(g/z) —6T(7/2) + 6I'(5/2)] = 525"
(4.28)

— 12210 4 482® — 7225 + 36x4)e_’”2d$,

E"_‘

(5,1]0f5,1) = %70 %0? [(59)5 —6(80)” + (69)]26”292(19,
0

125[ (13/2) — 12I°(11/2) + 481°(9/2) — 72I'(7/2) + 36I'(5/2)],

3217
2568

(4.29)

A distancia radial média do elétron no instante inicial em relagdo a
origem do sistema de coordenadas é,

°0 =95 (256~ 4 |7 (430)

~1.6799
5
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O estado inicial do elétron evoluird até um tempo posterior t através
de uma dinamica unitaria da seguinte maneira,

b(7t) = e~ Hhyp(7, 0),

1 , ) eB
_ F, —1i2&t F5 —14E&t E = )
75 [ 1,1(0, @)e + F5.1(0,p)e }, o
(4.31)

O valor da distancia radial média do elétron em relacao a origem do
sistema de coordenadas no tempo t é,

1 . _
(o) =5 [<1, 1]o[1,1) + (1, 1] 0|5, 1)e 2" + (5,1]o|1, 1)e"*¢ + (5, 1| 0|5, 1>],

1
=5 [ el 1) 4+ 2(1, 11015, 1) cos (262) + (5, 1/f5, 1),

2
513 V3
= \2/; [256 ~ 16 cos (2515)1 .

(4.32)

A distancia radial média do elétron em relagao a origem do sistema de
coordenadas no tempo minimo em Ty, é,

/w513 /3|  1.87185
(0)Toin = 9% [256 + 16] =5 (4.33)

Calculando o médulo do deslocamento do instante inicial até o tempo
Tml’n7

V3T
(@) = Gobo| = [{1, 11015, 1) (cos (26 Tia) ~ 1)| = Y57 (434)
Seguindo com a andlise, calcula-se a rapidez média com que o elétron
se desloca,
7 |(0)T — (0)o| _ V6eB
Tml'n 8m0ﬁ
Analogamente ao caso anterior, calcula-se quéao forte deve ser o campo
magnético para se obter uma rapidez igual a velocidade da luz,
V6eB 32m3my/137
=1, = B=—7"—"—
8mo\/T 3
=9,80x10%[eV?],

=1,42x 10" [Tesla].

[c]. (4.35)

[eV?],

(4.36)
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Figura 4.2: Densidade de probabilidade radial do elétron correspondente &
superposicao de estados Fi,1 e F5,1, no tempo inicial e no tempo de ortogo-
nalidade. A &drea cinza mostra o quao superpostos estao estas densidades de
probabilidade, correspondendo a 35.02% do valor total.

Finalmente, calcula-se as distribui¢oes de probabilidade radial do elétron
tempo t=0 e Thin.
D(0,0)

2w 2 2
=2[|F1,1(@7<P)} +|Fsa(0.0)|” +2F] 1 (0,0) Fs.a(e. ) |

= 529[(59)2+112 [(B0)—6(B0)*+6(B0)]” e
+\/% [(50)6—(59)4+(ﬁ9)z]]66292~
D(Q7 Tml'n)
= ? |:}F1,1(Q, ()0)‘2 + |F5,1(Qa 90)}2
+2F] 1 (0,¢) F5,1(0, ) cos (25Tmfn)} (4.38)

— 5P| (80 + 15 (90 ~6(50 +6(50)]

2

= [(ﬂgf<5@>4+</3@>z]}eﬁ292‘
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Na figura (4.2) mostra-se o gréfico de D(p,0) e D(g, Tinin) € compara-se
0 quao superpostas estao estas distribuicoes de probabilidade, corres-
pondendo ao valor de 35.02% do total.

4.1.3 CASO 3

Nesse terceiro caso de andlise, sao escolhidos dois autoestados energe-
ticamente préximos, com o maximo valor de momento angular possivel
para ambos e mesma orientacao de spin +1/2. As duas fungoes relaci-
onadas ao confinamento parabdlico dos autoestados escolhidos sao,

= — T T T T T
T 05  2mplFo9(p.0)|?
by 2mp|F11,9(p.9) |2
§ 0.4 B= 0.5 [eV]
_ B 9 _B%0%/2 9% 3
Fyo(o,p) = m(ﬁ@) e ev. E 0.3
5 (4.39) _g; 0.2 k-
_ 11_ 9 _6: °
Fiio(e,9) = = | (80)"-10(80)" e 2ol
(4.40){2,0 /e

0 2 4 6 8 10
DistAncia radial (ev™")

Define-se o estado de superposicao no instante inicial,
1

Yol730) = 5[ Foole: ) + Fruole )] (4.41)

As energias dos respectivos autoestados sao,

eB eB

E =10—1[eV], E =11—1I[eV]. 4.42
9,9,1/2 o [eV] 11,9,1/2 mo [eV] ( )
Calculando as grandezas necessarias para a andlise do minimo tempo
de evolucao,

=2 (BYewn, =2 (2) o,

Mo mo

1 [eB 1 (eB (4.43)
AH = 3 <mo> [eV], ((H) - Ey) = 3 <mo) [eV].
O minimo tempo de evolucao resulta ser ,
Tt = 0oy 1), (4.44)

eB
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No célculo da distancia radial média do elétron em relagao a origem
do sistema de coordenadas no instante inicial, observa-se que os termos
cruzados sdo simétricos (9,9|p|11,9) = (11,909, 9), resultando em,

(0)o = %[(979|g|9,9> +2(9,90|11,9) + <11,9|g|11,9>] (4.45)

Fazendo uso da integral (3.56), calcula-se cada um dos trés termos
anteriores,

27T 7 18 _ 2.2
©.90609.9) = 57 [ #¢2(30) "¢ d,
. (4.46)
_ i/mzoe—xzd _ I'(21/2) _ 3.1230.
915 ) 913 B
11 9
(9,9]0/11,9) = M//ﬁ *(80)° [ (80)" ~ 10(80)") de
2 oo
_ 22 _ 10$20)€7I2dl‘ (4.47)
| | /(3," )
V911013 J
1 0.4938
= I'(23/2) — 10I'(21/2)| = .
it T23/2) —100@1/2)] = 27
2 2
(11,900/11,9) = o /62 *[(80)" - 10(0)°] """ do,
2 r 24 22 20\  —g2
= 15 | (@ — 2027 +1006™)e" da,
0
1 3572
= w[ (25/2) — 20'(23/2) + 100I'(21/2)] = 3.357 )
(4.48)
A distancia radial média do elétron no instante inicial t=0 é,
3.7339
(0)o = ——. (4.49)

B
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o
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Figura 4.3: Distribuigdes de densidade de probabilidade radial do elétron
correspondente a superposicao de estados Fy9 e Fi1,9, no tempo inicial e
no tempo de ortogonalidade. A drea cinza mostra o quao superpostos estao
estas densidades de probabilidade, correspondendo a 20.87% do valor total.

A funcao de onda no tempo ¢ posterior é expressa como,
(1)) = e~ |3o),

1 —110&t —111&Et
— —_[e108t)9 gy 4 o~ 11,9}, £ =
75 Le7119.9) 11,9)

A distancia radial média do elétron no tempo ¢ é,

§ (4.50)
mo ’

1 ) )
(): = 5 |(9.91019,9) + (9,910[1L,9)e ™" + (11,9]0]9, 9" + (11,9]0[11,9)].

1
5 1(9,91019,9) +2(9,91el11,9) cos (£¢) + (11,9][11,9)],
1
B

[3.2401 + 0.4938 cos (1) |.
(4.51)
O moddulo do deslocamento médio do elétron durante o intervalo de

tempo t=0 até T €,

{0 Tons — (@)o] = ‘(9,9|g|11,9>[cos (ETmim) — 1]‘ _ 09876

(4.52)
A rapidez média com que o elétron se desloca radialmente no intervalo
de tempo t=0 até Tinm &,

[{0) T — (0)o| _ 0.62878
Tml’n N mo ’

V= B = ?[e\/]. (4.53)
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Para obter uma rapidez média igual a velocidade da luz, o valor do
campo magnético deve ser,

0.62878 2m2\/137
U E B=20¥Y"""
™o 7 0.62872
=1,28x10"3[eV?],
= 2,13 x10'"[Tesla].

[eVQ]a
(4.54)

Na figura (4.3) se visualiza as densidade radias de probabilidade do
elétron no tempo inicial e no tempo Ty, correspondendo a 20.87% de
superposicao destas duas distribuigoes.

4.2 Elétron relativistico

4.2.1 CASO1

O primeiro caso de superposicao a ser analisado através da mecanica
quantica relativistica de Dirac é baseado nos resultados obtidos no pri-
meiro caso de superposi¢ao anterior. Sejam as fungoes associadas com
o confinamento parabdlico pertencentes aos respectivos autoestados,

= LI
S o5t 2plFo(0.0)I
o 2mp|F2,0(p.0) 1%~
T oal -
o
B _g22 eB =
Fo,o(Q,SD):ﬁe Ferz B = 7[6 :;03_‘
5 (4.55) _g‘ 02 |
2 _p2 .2 o L
Foolo,p) = ﬁ[(ﬁg) —1}6 Be/z, S o1l
(456) § 0:.1.1.|.| [ 1

012 3 456 7

Desejando simplificar a escrita referente aos autoestados do hamiltoni-
ano de Dirac, usa-se as fungoes anteriores, visto que essas descrevem o
comportamento radial e angular do elétron, importante para a andlise
que serd apresentada. Define-se o estado inicial como a superposicao
de dois autoestados de igual probabilidade,

B(70) = % Uoo(o, ) + Uso(0,0)]. (4.57)

8 9
DistAncia radial (evV™")
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Seja a massa em repouso do elétron my =0,5110[MeV], as expressoes
das autoenergias sao,

Eo0,1/2 = \/mp +p? +452[eV],
eB
Es01/2 =1/ mg + p2 + 842%[eV], B* = 7[‘3\72}-

Calculando as grandezas requeridas para efetuar a andlise dos critérios,

(4.58)

()= 5 W M+ p2 o+ 452+ \fm + 2 + 862 [eV], (4.590)

(H?) = [mg +p2 6ﬂ2] [eV?], (4.59b)

2 2 1
AH = \/n;O + % +36% - 5\/<m3 +p2 + 46%)(mg + p2 + 862)[eV].
(4.59¢)

AH = % [\/m§+p§+852\/m%+173 +4p2| = ((H) — Eo). (4.60)

Por causa da equivaléncia entre as gradezas calculadas para os dois
critérios para o minimo tempo de evolugao, obtém-se,

m -1
Tiin = eV . 4.61
\/mg+p§+8ﬁ2—\/m3+p§+4,32[ ] 4.61)

Observa-se que o minimo tempo de evolugao na abordagem relativistica
é inversamente proporcional a raiz quadrada do campo magnético,
Tinin ~ 1/ VB e nio inversamente proporcional ao campo magnético,
como foi o caso nao relativistico. Por outra parte, as fungoes associadas
com o confinamento parabdlico do elétron correspondente a cada auto-
estado, serao usadas para construir o espinor préprio a cada autoestado.
Devido ao caracter positivo das energias, pois se deseja descrever um
elétron, as duas primeiras componentes dos espinores sao as mais faceis
de serem expressas,

E ) P2z F: ) b
Uy (0,) = ( O’OE)Q ?) )e”z . Usilee) = ( Z’OE)Q Z )6’” :
(4.62)

Segundo a teoria de Dirac, as outras duas componentes do espinor
associada a particula de energia negativa ou “antiparticula” sao obtidas
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em fungao das componentes de energia positiva da seguinte maneira,

UG- = MUH). (4.63)
E + mo

Implementando as coordenadas cilindricas na expressao anterior devido

a simetria evidenciada no sistema, primeiramente serd construido o

espinor pertencente ao estado (n=0,m; =0). Sendo assim, a relacgao

entre os versores das coordenadas cartesianas e polares estda dada por,

T cose —sing 0 0
g | = sing cose 0 % (4.64)
2 0 0 1 z

Portanto, o vetor potencial do campo magnético fica expresso da se-
guinte maneira,

- B
A= 7( _y7x70)7
2
B . . . . R
=35~ gsmgp(gcosgp - gasmga) + gcoscp(gsmgo + gpcosgo) ,
Bo,,
2
(4.65)
O laplaciano em coordenadas cilindricas é,
g ¢ 0 0]
V=0—+"-—+2—. 4.66
Q@Q + 0 Oy + “52 ( )

O vetor das matrizes de Pauli fica,
0 =0, + oyt + 0,2,
0 e . 0 —ie7®\ | 1 0\, (467)
_<ew 0 >9+(¢ew 0 >‘0+(0 —1>Z'

Dessa maneira o termo da eq.(4.63) usado para calcular as componen-
tes espinoriais associadas & particula de energia negativa fica expresso
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como,
B
o (—iV+20)
E+mg
) e (010 eBo
_ 1 0z 0o 00y 2
E+mq —iet? g Eﬂ_eBQ zé
0o 00yp 2 0z
1 2 oigan
_ 0z P
E o . ’
+mo 225@2 i3,
(4.68)

onde &}; e ap sao os operadores de criagao e aniquilagao de um quantum
circular & direita (3.43). Por conseguinte, as duas componentes espi-
noriais correspondentes a energia negativa para o estado caracterizado
pelos niimeros quanticos (n=0,m; =0) séo,

% oiga
U(_)(f’) — s 1 0z 5 R ( FO,O(OQa QO) )eipzz’
+mo aat . O
2ifay ig (4.69)
— # sz070(Q’90) eipzz
E+mg \ 2iBF11(0,¢) '

Com base na eq.(4.62) e o resultado da eq.(4.69), obtém-se o espinor
de forma completa,

FO,O(Q? 50)
0
sz) O(Q? SD) !
— N il P22
Uo,0(7) 0,0 7(1E070+m0) e'’P=%,
2i8Fy 1(0, ¥) (4.70)
(Eo,0+mo)
1
2 4 2 )
Noo = |1+ P o .

_l’_
(Eo,0+mo)?2  (Eoo+mo)?

onde Ny o é a constante de normalizagao do espinor. Dado o resultado
anterior, calcula-se a densidade de probabilidade radial do elétron nesse
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autoestado,

2
o 2
Do o(0) = 27rQN370 (1 + 7(E0 Oim0)2> ’-F(],()(Qu @)!

432 2
NE O .
(Eo,o-l-mo)Q‘ 1i(e <p)| ]

(4.71)

Efetuando o mesmo procedimento anterior para o estado denotado por
(n=2,m;=0), obtém-se o seguinte espinor,

FQ,O(Qa <p)
0

szQ,O(Qa 90) el‘pzz
(E2,0+mo) ’
2i3v2F3.1(0, ) (4.72)

(E2,0+mo)

2 2
p 86
Nao=|1+ E 4
2,0 (E270+m0)2 (E270+71L0)2

Us,0(7) =Na,0

[N

Sendo a densidade de probabilidade radial do elétron desse autoestado,

D3 o(0) = 27TQNz?,o

47
<1+(E20—|—m >LF20 0, | F51( Qa@)|

(4.73)
Segundo a mecanica quantica relativistica, o estado de superposicao no
instante inicial (4.57) resulta ser,

$(7,0) = —= [Uoo(e. ) + Uzolo, )| (4.74)

1
V2



4.2. ELETRON RELATIVISTICO 59

A seguir, mostra-se que os dois espinores (4.70) e (4.72) sdo ortogonais,

oo

/U 0.0(0,0)Ua0(0, ) ododyp
0

o\;)

2

bz
=2roaan (14 (B ) [ Flata o Fantors) e

-0
(oo}

82132 No o N2 o /
(Eo,0+mo)(Ea,0+mg)

Fl (0,0)F31(0,¢) odo =0

)

0

-0
(4.75)

A densidade de probabilidade radial do estado de superposicao (4.74)
é,

27
2
D(o,0) = / olv (7 0)*dp = T2 (|Uno|* + [Uzo]* +2Uf (U0 )
0

(4.76)
Com esse resultado, nota-se uma vez mais a importancia de ter assu-
mido o mesmo momento angular para os dois estados que compoem a
superposicgao, pois se fossem diferentes, o terceiro termo da distribuicao
seria nulo pela integracao da funcao sinusoidal em um ciclo completo.
Sabe-se que os dois primeiros termos equivalem as expressoes (4.71) e
(4.73), respectivamente, o terceiro termo é,

Ds(0) = 2m0U{ o(0, ¢)Us,0(0, %),

pz T
F, F
( (Eoo-l-mo)(Ez,o—i-mo)) 0,0(0:9)F20(0, ¢)

4v/23
(Eo,0+mo)(E2,0+mo)

= 2moNg,0N2,0

Fl (0. 0)F31(0,9) |
(4.77)

Dessa maneira a densidade de probabilidade radial do elétron eq.(4.76)
fica,

D(0,0) = 5 [Doo(0) + Do(0) +2Ds(0)] (4.78)

M\r—x
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Dada a independéncia temporal do hamiltoniano do elétron, pode-se
expressar o estado de superposi¢ao para um tempo posterior ¢ qualquer
como,

1

Y(7t) = V2 Uo,o(o, p)e """ + Us (o, @)e_iEzt}’ (4.79)

onde Ey e Fs sdo as energias (4.58) dos respectivos autoestados.

Regime 1: Baixas velocidades e campo magnético fraco

Nao sendo facil analisar a distribuicao de probabilidade radial, eq.
(4.78), devido & dependéncia do momento linear e do campo magnético,
decide-se em primeira instancia estudar seu comportamento no regime
de baixas velocidades e campo magnético fraco. Em outras palavras,
a massa de repouso do elétron serd a grandeza fisica caracteristica do
fenomeno. Nesse caso se expandem as expressoes das energias através
da série de Taylor?, como,

232 232
Eo0,1/2 =\/m§ +46% = moy [1 S *‘m0<1+ﬂ2):mo+ﬂ
m mo

m2
my 0

432 452

E201/2—W:m0 ﬂ2%m0<1+52)_m0+6_

my my mo

(4.80)

Observa-se que o segundo termo da aproximacao anterior é (eB/my),
equivalente a energia de cada autoestado obtido na andlise nao rela-
tivistica. Com base no resultado anterior, as constantes de norma-
lizacao de cada espinor ficam reduzidas,

_1 _1
42 2 2 2,2 2
N070N 1+67n0‘| %1, N20% 1+(867TL0)2 ~ 1.

(2m3 + 282)°

2Seja a expansio em série de Taylor I + z ~ 1+%x—éx2+- B para x—0.
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Dessa maneira a densidade de probabilidade de cada autoestado torna-

se,

)

4B3°m? 2 2
Do (o) = 2mo <1 + 0 )2 |Fo.o(o,9)|” = 2mo|Fo (e, ©)

(2md + 262

D3 o(0) ~ 270 <1 + )2> |Fooo,9)|” = 20| Faolo, ).
m,

(4.82)

Nesse regime de andlise as distribui¢oes de probabilidade de cada auto-
estado resultam ser as mesmas do caso nao relativistico. Realizando a
mesma sequéncia de aproximacoes sob a funcao Dg, chega-se a mesma
distribui¢ao de probabilidade nao relativistica no tempo inicial (¢=0),

2 2
D(0,0) = mo[ | Foole, 0)|" + [Fao(e, 9| + 2F] o(0,0) Fro(0. )]
(4.83)
Para um tempo ¢ posterior,

D(o,t) = WQ{’FO,O(Q» 30)’2+|F2,0(Q7 @)‘2+2F0T,0(Q7 ©)F2,0(0, p) cos ((EQ_EO)t)]

(4.84)
Nesse regime de andlise, o minimo tempo evolugao resulta ser,
m
lim T = ;
p-—0 mor/1 +8B82/m2 — mo+/1 + 482 /m3
(4.85)
7 /mg Tmo

%

(1+482/m2) — (1+282/m3)  eB’

Obtendo a mesma expressao para o minimo tempo de evolugao em
relagdo a andlise ndo relativistica, eq.(4.6). A distribui¢do de probabi-
lidade no tempo Ty €,

Do, Toutn) = mo|[Foole. 9)| + [Feole, )" = 2F{ o(0: ) Faole,¢)|.
(4.86)
Com base nas distribuigoes de densidade de probabilidade no tempo
inicial e no tempo de ortogonalidade, pode-se calcular facilmente as
duas distancias médias do elétron p e obter o maximo deslocamento
espacial médio entre o estado inicial e final do elétron nesse caso de
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superposicao,
(o) o0
(0) Ty — (0] = 27?/@2FJ,0F2,on{cos ((EQ_EO)Tmfn)_l} =2 /QDS(Q)dAM
0

™

[ ¢ e, 2 T
:4770/ [(Bo)2—1]e#" ¢ dg = B[F(5/2)_F(3/2)] =35

(4.87)

Portanto, a rapidez média com que o elétron desloca-se da sua posicao
inicial até a posicao final resulta ser,
= )T —(0)o| B 1 [eB

v Tonin mow  mg V 27 ] ( )

Esse resultado recupera o caso nao relativistico analisado anterior-
mente.
Regime 2: Campo magnético extremamente forte

Nesse segundo regime de anélise relativistica, deseja-se calcular se h4 al-
gum valor de campo magnético capaz de fazer o elétron se deslocar com
uma rapidez média maior que c. Entao, assume-se o campo magnético
como sendo a grandeza fisica dominante do sistema (8> p,,mp). Em
consequéncia, as energias dos autoestados podem ser expressas como,

= 1. 2 2 2:2 2 1
E2,O [’31—>H;O \/ m0+pz+8/8 fﬁ\/ 8/82\/ + pz+8ﬂ2)

~2fﬂ<1+1652> (HH%Q)) ~ 2V20.

(4.89)
= 1 2 2 2 =
Eo o ﬁl;n;oq/mo +p2+4p3 25\/ 17 \/1+ +452)

=2 (1+ 35) (”@&62)()4:0?&

O minimo tempo de evolucao nesse regime de andlise resulta ser,

. Vs
lim Thm =~

Jim 33T (4.91)
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Distribui¢do de probabilidade

. : . : :
2np|W(p,0)]2 —
NR. -

2n p|W(p, Tmin)|2 —
N.R.
B = 1x1010(eV) 1

| s
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° 2n pIW(p,O)Ii —
5 [ 2 p|W(p, Tmin)|© — 7
< 4
S+ B = 1x1010(eV) |
a
L
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o
'
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=
=
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2
I ] ! 5
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

Distncia radial (10°eV™")
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Figura 4.4: Densidade radial de probabilidade do elétron no regime (8 — o).
No gréfico da esquerda observa-se a diferenga entre as distribui¢oes rela-
tivisticas e ndo relativistica (N.R.). A direita, a rea de cor cinza representa
a méaxima superposi¢ao entre as duas distribuigoes.

Por outro lado, as constantes de normalizagao dos espinores nesse re-

gime ficam,

Nl=

2 2 -
P 48
Noo = |1+ : + :
o0 [ (Eo,0 +mo)?  (Eo,o +mo)?
1
2 2] 2
P 4
1 L
+ 732 +452 ,

S
7

(4.92)
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2 2 -
D 83
Noo= |1+ . :
20 [ (B2,0 +m0)?  (E2,0+mg)?
_1
o |y 2, 88 ’ (4.93)
B2 8p2 ’
N 1
~

Consequentemente a densidade de probabilidade radial do elétron nos
autoestados e a fungdo Dg resultam ser,

Dy (o) = wg[’Fo,o(Q, <,0)|2 + ’Fl,l(Qa go)ﬂ, (4.94a)
D3 (o) = WQUFZ,O(Qa 90)|2 + | F3.1 (e, sﬁ)ﬂ, (4.94b)
Ds(0) = ﬂQ[FJ,o(Q, ©)F20(0,¢) + F{ 1 (0. 0)Fs1 (e, w)} . (4.94c)

Nota-se que as distribuigoes de probabilidade de cada autoestado e
a funcao Dg apresentam um termo a mais relacionado a um autoes-
tado excitado. Isso é uma consequéncia direta do forte confinamento
efetuado pelo campo magnético sob o elétron mediante o potencial
harmoénico bidimensional, localizando dessa maneira o elétron em uma
regiao da mesma ordem que seu comprimento de onda de Compton.
Em virtude disso, um dos dois termos associados a particula de ener-
gia negativa no espinor de cada autoestado, torna-se relevante para a
descrigao, resultando em uma mistura entre duas particulas de sinal
de energia diferente e estados diferentes no mesmo espinor. Para um
melhor entendimento, ver apéndice E.

Segundo os resultados anteriores, apresenta-se na figura (4.4)
as densidades de probabilidade radial no tempo inicial t=0 e no tempo
Timin- Observando um aumento da superposicao para 31.02% entre a
distribuigao final em relagao a inicial, em comparacao com a descri¢ao
nao relativistica que é de 26.42% conforme mostra a figura (4.1).

Calculando o méximo deslocamento espacial médio experi-
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mentado pelo elétron no intervalo de tempo t=0 até T,;,, tem-se,
oo

/QDS 0)do|,

0
00

= 2%/@2F§,o(@, @) F0(0, p)do

0 (4.95)
L(B)

‘ Tmin ’

oo

27T/Q2F1T,1(Q, ©)Fs1(0,¢)do]|.
0

_|_

1(B)

Calculando isoladamente cada integracao,

1(8) = 2r / B2 ()2 —1] e~ dg,

0

= 5[r6/2-T6/2). (4.96)
_ VT
15
Ig(ﬁ) = 271’/ iiﬁ; [(ﬁg)4—2(ﬁg)2] 6_’82926197
0
— \/155 [0(7/2) - 2r(5/2)] (4.97)
_ VT
- o35
obtém-se,
(@) T —(0)0| = f (1 + 2\?’[) (4.98)

Dessa maneira a rapidez média com que o elétron se desloca é,

— (@ 7w—(0)o]  (V2-1) 3
V= T B 2ﬁ <1+2ﬁ

) = 0,240782965 . .. [c].
(4.99)
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0.8

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
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Figura 4.5: Comparagdo da rapidez média da distdncia média do elétron
segundo as duas descri¢oes quanticas, observando o valor limite descrito pela
teoria de Dirac.

Esse resultado mostra que uma descrigao relativistica do elétron sob o
efeito de campos magnéticos extremamente intensos prevé o seu deslo-
camento radial com uma rapidez média inferior a ¢ durante a transicao
entre os estados inicial e final, mostrando assim a principal diferenca
entre as duas descrigoes quanticas. Na figura (4.5) visualiza-se os dois
comportamentos da rapidez média segundo as duas descri¢oes quanticas
em fungao do campo magnético sem realizar aproximagao alguma.

Regime 3: Altas velocidades e campo magnético fraco

Esse ultimo regime de anélise é caracterizado por nao possuir uma con-
trapartida na mecanica quantica nao relativistica, devido a alta veloci-
dade do elétron na direcao Z, sendo essa muito préxima da velocidade
da luz, ou seja (p, — 00) o momento linear é a grandeza fisica domi-
nante nessa situacdo. A seguir sdo apresentadas as expressoes para a
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energias aproximadas segundo esse regime de andlise,

Lm +42 mg 4442
Eoo = \/m§+p2+4B2 =p. mo + 457 ~pz+OQTB»
z

(4.100a)
/ m + 832 m2+8/32
E2O_ m0+pz+862_pz -0 B sz"i_oiﬁ
p? 2p.
(4.100b)
Dessa maneira o minimo tempo de evolugao resulta ser,
™=

Thin = — 4.101

Nesse regime de anélise onde o valor do momento linear do elétron na
direcao Z é muito grande, tem-se, em consequéncia Ty, — co. Vale
a pena mencionar que esse intervalo de tempo é medido por um ob-
servador localizado em um referéncia em repouso ou laboratério. Para
entender o porqué da tendéncia ao infinito de T),i,, apresenta-se uma
andlise heuristica na secéo (4.3), com a qual se entenderd a necessidade
de um tempo infinito para evidenciar a transicao entre os estados do
elétron na superposigao.

Segundo as aproximagao realizadas, as constantes de norma-
lizacao pertencentes ao espinor de cada autoestado ficam,

1
V2
Cada um dos termos pertencentes a densidade do elétron da super-
posicao resultam ser,

N()’O = NQ’O =~ (4102)

2
DO,O(Q) ~ 27TQ|F0,0(97 50)| )
(4.103)

2
Dao(0) =~ 2mo|Fa0(0: ¢)
Ds (o) = 2moFy (0, ) Fa.0(0,¥),

)

obtendo a mesma densidade de probabilidade radial em relagao a andlise
nao relativistica, ver eq.(4.18) e eq.(4.19). Para entender o porqué
disso, vale a pena reparar que, na descrigao relativistica, além do espi-
nor de cada autoestado descrever o préprio elétron de energia positiva,
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T T T
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Figura 4.6: Distribuigoes de probabilidade do elétron no tempo To € T
no caso de forte confinamento do campo magnético com pequeno e grande

momento linear.

também descreve o elétron de energia negativa nos seus ultimos dois
termos, sendo esses dois termos cruciais para a descricao quéantica em
dois casos particulares. O primeiro desses é: quando ha um forte con-
finamento sob o elétron, dessa maneira a particula de energia negativa
¢é descrita por um autoestado excitado, tal como foi apresentado no re-
gime anterior. O segundo desses é: quando o momento linear do elétron
é uma grandeza fisica da mesma ordem ou superior a massa em repouso
do elétron, resultando na descricao da particula de energia negativa no
mesmo autoestado.

Na figura (4.6) visualizam-se as distribui¢oes de probabilidade
no tempo inicial e Ty, segundo os dois casos discutidos anteriormente,
representados de acordo com as desigualdades entre o momento linear e
B. Finalmente, a rapidez média com que o elétron percorre a distancia

radial entre os estados inicial e final resulta ser,

5 _ Vm/28 B
V=g~ T (4.104)

Significando assim a auséncia da rapidez média com que o elétron se
desloca espacialmente do estado inicial até o final nessa superposicao,
como consequéncia da grande velocidade de deslocamento do elétron
na diregao Z ser muito préxima da velocidade da luz do vacuo, o tempo

necessario para realizar a transicao torna-se infinito.
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4.2.2 Caso geral

A seguir se apresenta de maneira geral a andlise do tempo minimo
de evolugao quantica segundo a teoria de Dirac, quando o estado do
elétron é definido como uma superposicao de dois autoestados de igual
probabilidade, mesmo momento angular m; e mesma orientacao de spin
ms=1/2. A energia relativisticas de cada um dos autoestados é dada
por?

o 9 9 o 1=1,2
E; \/mo—i—pz—i—Qﬂ (ni +m; +2), onde { By < By, nyi<ng
(4.105)
Nesse caso o minimo tempo de evolugao quantica escreve-se como,
T
Toin=—=——. 4.106

O espinor de cada um dos autoestados quanticos na descricao rela-
tivistica da teoria de Dirac sao,

Fn,;,m.l
0
U"zﬂﬂnz (7?) = Nm,ml Pz Fni,mz elpzz,
E;+mg
2i8y/ Mt 41
—Emo Tnitlmil

(4.107)

1
_ P2 282 (nitm42) ]~ 2
Nni»m'l - [1+ (Eitmo)? + (EZ‘,—mo)’2 ,

i=1,2

onde F,,, m,, s@o as autofuncgdes do oscilador harménico bidimensional,
sendo expressas por meio dos polinémios de Laguerre (3.49). No ins-
tante inicial o estado de superposigao é escrito como,

1
V2
As densidades radiais de probabilidade no instante inicial e no tempo
Tinim sao,

Y(r,0) = [Um,ml (7) + Ung (F)] Pz, (4.108)

D(o,0) = {Dm,mz (o) + Dy (o) + 2Ds(@)}. (4.109a)

D(@a Tmfn) -

N~ N -

{Dm,ml (Q) + Dnz,ml (Q) - 2DS(Q>} s (4109b)
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onde a distribuicao de probabilidade propria a cada autoestado e a
funcao Dg sao,

Dnz‘,mz (Q) :27TQN2

ni,my

P2 2
(o) v

2632 (n;+m;+2) o
Emo | Futrmenl |, =12

(4.110)

p2
<1+ ( > ) F’lthan,nLl

DS(@):27TQN71177TLZN’I’L2,W[ E1—|—m0)(E2—|—m0)

268%V/niFm+2y/natm+2 i

" (E1+mo)(E2+m0) ni+1,m;+1

Fn2+17mz+1] .

(4.111)

O maximo deslocamento espacial na direcao radial sentido pelo elétron
desde o instante inicial até o tempo Ty €,

o

/ 0Ds(o) do

0

[(0) Touin —(0)0] =2 : (4.112)

Com base nas expressoes gerais que descrevem o fenémeno fisico de in-
teresse, poder-se-4 analisar qualquer par de autoestados e superposicao
no regime desejado. Entao inicia-se realizando as aproximacoes perti-
nentes ao regime de campo magnético extremamente forte (8 — 00),
uma vez que nesse regime evidenciou-se o maior deslocamento radial
médio na direcao radial do elétron. Prossegue as respectivas apro-
ximagoes das energia relativisticas de cada autoestado,

lim E; = \/m3+p§+262(ni+ml+2),
B>p-

m2+p?
:\/2(ni+ml+2)5\/1+ 0T P:

28%(ni+my +2)’ (4.113)

2,2
my+p

~ /20 +my +2)8 (14—

(mitm +2)8 ( Pt T 2))
~A2ni+m+2)8, i=1,2.
Portanto, o minimo tempo de evolugao quantica é,
7r

[Vno+mi+2—v/n +m+2]v28’°

Tmin ~

(4.114)



4.2. ELETRON RELATIVISTICO

m

15

Distancia(8~1)

0.913106
1.253738
1.517319
1.740446
1.937563
2.116129
2.280592
2.433861
2.577962
2.714372
2.844210
0.949677
1.305385
1.572565
1.796126
1.992547
2.169982
2.333160
2.485113
2.627923
2.763093
0.964340
1.331446
1.604641
1.831476
2.029690
2.208068
2.371676
2.523739
2.666455

T (B71)
3.792238
4.942141
5.862292
6.654000
7.360057
8.003586
8.598819
9.155272
9.679683
10.177036
10.651140
4.942141
5.862292
6.654000
7.360057
8.003586
8.598819
9.155272
9.679683
10.177036
10.651140
5.862292
6.654000
7.360057
8.003586
8.598819
9.155272
9.679683
10.177036
10.651140

Rapidez(c)
0.240783
0.253683
0.258827
0.261564
0.263254
0.264398
0.265222
0.265843
0.266327
0.266715
0.267033
0.192159
0.222675
0.236334
0.244037
0.248957
0.252358
0.254843
0.256735
0.258221
0.259418
0.164499
0.200097
0.218020
0.228832
0.236043
0.241180
0.245016
0.247984
0.250345

S.Estados(%)

54.6736
62.0343
64.9082
66.4786
67.4816
68.1836
68.7054
69.1100
69.4291
69.6390
69.4574
54.6750
60.2857
63.0648
64.7658
65.9258
66.7723
67.4197
67.9311
68.3303
68.5218
53.9749
59.0380
61.7325
63.4726
64.7059
65.6318
66.3552
66.9330
67.3611

71

S.Tempo(%)
31.0247
27.4695
28.0117
27.4867
27.4448
27.4654
27.3626
27.4167
27.3466
27.2546
26.9811
26.6979
26.7999
26.6826
26.6826
26.8734
26.8399
26.9368
26.9509
26.9321
26.8289
24.8623
25.6530
25.7571
26.1390
26.2276
26.3712
26.4915
26.5344
26.5605

Tabela 4.1: Resultado do cdlculo numérico de diferentes autoestados
em superposicdo. As tdltimas duas colunas representam a porcentagem
de superposicao entre as densidades de probabilidade radial de cada
uma das autofungoes e do estado em superposi¢ao no tempo Ty, em
relagao com o instante inicial, respectivamente.

Consequentemente a constante de normalizagao de cada espinor fica,

Ny = Tim 14— P2 2 (ntmit2)
i B>p- (Ei—|—m0)2 (El + m0)2

~ [1+ : | 2 (it mit2)

282 +my+2) | 262(ni+m+2)

Sl

i=1,2.

]
|

N

)

W=

)

(4.115)




72CAPITULO 4. ANALISE DO MINIMO TEMPO DE EVOLUCAO

De maneira similar, a densidade radial de probabilidade de cada auto-
estado e a funcao Dg resultam ser,

2 2 .
Dni»ml(g) %779[|Fni,ml| + |Fni+1aml+1| :|’ i=1,2. (4.116&)
DS(Q) ~ T |:F7];17ml Fnzﬂ’ﬂl + F711+1,77”+1Fn2+1,m1+1j| . (4116b>

O maximo deslocamento médio do elétron na diregao radial é,

o

/ 0Ds(o) do

0

[(0) T — (@)0] = 2 . (4.117)

Realizou-se o cdlculo numérico de trés conjuntos diferentes de estados
iniciais que possuem a projecao do momento angular na diregao 2, a
saber, m;=0,1,2 e projegao de spin /i/2 no referencial do laboratdrio.
Tais estados iniciais sao formados pela superposicao de autoestados
que sao vizinhos préximos com respeito aos rétulos quanticos. Com
os dados obtido na tabela (4.1), observou-se uma maior rapidez média
do deslocamento radial do elétron quando o momento angular dos au-
toestados da superposi¢ao é nulo. Em virtude disso, estende-se essa
andlise para descobrir quais sao os estados iniciais de superposi¢ao que
fornecem um deslocamento radial do elétron mais rapido.

As superposigoes mais rapidas

Seja inicialmente o estado do sistema uma superposigao entre dois auto-
estados proximos em relagao ao nimero quantico principal n de caracter
par, momento angular (m; =0) e mesma orientagdo de spin 1/2. Por-
tanto, o estado inicial do elétron em superposicao é definido como,

1
V2
onde Uy, o € Upy2,0 80 o0s espinores descritos na eq.(4.107). Conside-
rando a andlise apresentada anteriormente para valores muito grande de

campo magnético e as aproximagoes realizadas, expressa-se o0 minimo
tempo de evolugao e a fungao Dg como,

V(7 0) = —=[Uno(e.0) + Unizole,9)| e, (4.118)

(4.119)

Trm’n ~

[\/n+4—\/n +2 \/557

Ds(0) = o [Fl,o(g, ©)Fri20(0.0) + Fl iy 1(0:0)Fagsa(o, w)]
(4.120)
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O méximo deslocamento médio do elétron na dire¢ao radial eq.(4.95)
é

)

oo

/QDS 0) do|,

0
oo

o / PF! 3(0.0) Fuszolo.¢) do
0

| Tmin |

(4.121)

I, (B)

o0

+{on /QQF,IH,l(g, ) Fusai(e,9) do |-
0

I(B)

Dada a expressao geral do espinor U, ,,,, com orientacao de spin 1,2 for-
necida pelas expressoes (3.49), (3.50) e (4.107), resolve-se cada integral
isoladamente, sendo a primeira dessas igual a,

(4.122)

Apoés certas simplificacoes e saber que a integral de um polinémio é
igual que a soma das integrais de cada um dos monoémios entao,

(%) (TLTH) 1+J n n+2 ®
=92(—1 n+1 (_1) ( b3 )( > ) 2(i+j+1) —(By) d
= i=0 j;o it EI VAN O/(B(p) )
() (=2
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Fazendo o mesmo procedimento para a segunda integragao obtém-se,

T % n\| (n+2

L(B) = 2m(—1 (i)'( 22)

W(%) (g) (2541 (252)!

7 (2)(2£2) ..
)ie—(Be)? (=) [ n41 ni2 4 2(i-4)
Xo/ﬂg == <§_i><7%2—j)(5@) do.
(4.124)

n (2)(=£2)

1,(8) ()"

‘ () () oy
= - a9 n i 3o ) 1
ﬁ (%+2) (%+1) i=0 j:() Z! ]' § — 7 % _j 2

(4.125)
Portanto, o deslocamento radial maximo apresentado pelo elétron du-
rante o intervalo t =0 até Ty, resulta ser,

LN~ CDF s m2 ]
|<Q>Tmm—<9>0| = 3 - < 2 il nZ S r H—j—i—H—5
1= 1=

1 n nt2 1
( p t1 ) ( R >F<i+j+2+2>
VE+2) (541 N 2 -

(4.126)

Dadas as expressoes obtidas anteriormente eq.(4.119) e eq.(4.126), calcula-
se a rapidez média com que o elétron se desloca entre os estado inicial
e final,

(0)Tnin — (0)o] .

-
V= T (4.127)

Dada a enorme dificuldade de poder avaliar a expressao anterior de
maneira analitica para os diferentes casos, decidiu-se implementar um
célculo numérico que permitisse realizar os respectivos célculos, com
o objetivo de analisar mais casos de superposicao e generalizar o com-
portamento assintético da rapidez quantica apresentada anteriormente.
Por razoes de exigéncia numérica somente conseguiu-se calcular até
a superposigio entre os dois autoestados (n = 132,m; = 0) e (n =
134,m; = 0) com projecdo de spin fi/2. Para a realizagdo do cdlculo
numérico, usou-se a eq.(4.121) para calcular a maximo deslocamento
radial do elétron distancia percorrida pela distancia média do elétron,
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embora precisa-se calcular numericamente a integral, isso oferece me-
nos exigéncia na computacao em comparacao a expressao analitica
eq.(4.126).

Na figura (4.7) mostram-se todos os casos de superposigio
analisados, observando um comportamento assintotico da rapidez maxima,
a medida que se aumenta a energia dos autoestados envolvidos na su-
perposicao. Aplicando uma regressao de decaimento exponencial para
os dados obtidos, estima-se a maxima rapidez média com que o elétron
pode se deslocar radialmente em um campo magnético externo muito

forte. A expressao implementada para regressao numeérica e os respec-
tivos valores sao,

—x —x -z
y=Ajexp <B1> + As exp <B2> + Asexp <B3) +yo. (4.128)

A1 =-0.01483338 | Az = -0.00281596 | A3 = -0.00804731 | yo = 0.26981491
B1 = 2.59634329 By = 44.10952840 | B3 = 9.61065822

Tabela 4.2: Coeficientes da regressao.

0.27
0.265
0.26 [
T =
'S 0.255 0.2697 [ ]
0.2696 [-
0.2694 [
M PR RPN PRI EPEE B B
0.245 0.2693

80 88 96 104 112 120 128

024 % bin b by b b by b b by b b e bena bea 1
0 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96 104112120128
n

Figura 4.7: Limite assintético da rapidez com que o elétron se des-
loca na diregao radial. O estado inicial é uma superposicao igual de
dois autoestado vizinhos proximos em relacao aos rétulos quanticos, de
energias positivas e de projecao de momento angular nulo.
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4.3 Estado inicial de superposicao formado
por autoestados com sinal de energia
diferentes

Nessa secao é definido o estado inicial de um sistema como uma su-
perposicao puramente relativistica, onde os dois autoestados envolvi-
dos apresentam o sinal energia diferente. Essa secao possui fins pura-
mente matematicos, sem qualquer interpretacao fisica Adicionalmente,
assume-se que a mesma orientagao de spin ms=1/2 para ambos auto-

estados,
1
70)= =
V(R 0) V2

Daqui para frente, usa-se o rotulo 1 para o autoestado de energia ne-
gativa e o 2 para o autoestado de energia positiva. A energia de cada
autoestado é,

[Unl,m,,l + Ung i, |- (4.129)

E, = —\/m% +p2 +262(ny+my, +2),
(4.130)

Ey = \/m% + p2 +25%(na+my, +2).

De maneira geral, o espinor de energia negativa com a projecao de spin
h/2, é construido a partir das duas componentes do espinor associadas
a energia negativa,

-) Foym, (0,90) Y i
U () = ( mmi o7, (4.131)
As duas correspondente componentes associadas a particula de energia
positiva dos espinores serao calculadas segundo a seguinte relagao,

0

U () = — ! oz
Ei=mo | 984t

—2ifag ()
9 U (7). (4.132)
i
0z
Obtendo assim,
Dz
E1 — My
2if\/ M 41
E1—my

anm1 (0,¢)
0

Fnl,mll (:Qv QO)

eP=7 .

Unl,mzl (F) = an,mll

F7L1+1,m11+1(ga 90)

(4.133)
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onde F; é a energia negativa e Ny m, é a constante de normalizacao
do espinor,

E, = 7\/mg + p2 4+ 262 (n1+my, +2),

_1 4.134
p? 26%(n1+my, +2)] 2 ( )

(E1—myg)? (E1—mg)?

an,mll = |:1+

O espinor associado ao estado de energia positiva com a orientagao de
spin (+1/2) é,

Fanmlz
0
Pz

7Fn m
Unmmzz (F) = an,mzz Ey4+mg M2
2if/ "2 41 (4.135)
—Fn2+1,m12+1

eipzz’

E2+m0
_1
[N PR 26%(ng +mi, +2)| 2
n2,miy (E2+m0)2 (E2+m0)2 :

A densidade de probabilidade radial para a superposi¢cdo no instante
inicial é,

D(0,0) = [ (7,00 dy,

o\§

2m
0 2 2
— 5 |:|Un1,7’m1 ’ + |Un2,m12 ‘ + U”'E’17mll Un2,ml2 + Unl,mll U£2»ml2:| dsD7
0
2w
1
=5 {D1(Q) + Ds(0) + Q/ (Uihml1 Uny iy + Uny o, Ulz,ml2)d80:|a
0

(4.136)

onde D1 (p) e D2(0) sao as densidades de probabilidade radial perten-
centes aos autoestados de energia negativa e positiva, respectivamente.
O terceiro termo da distribuicao é denotado por 2Dg(0), e representa

30 fator 2 usa-se simplesmente para levar a mesma sequéncia algébrica da andlise
realizada nos diferentes casos anteriores.
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os termos cruzados,

2

1 1
Ds(o) = QNgl,mlanzymzzpz E1—mo + E2+mo:| /FJthan%mbd(p'

(4.137)
Devido a importancia da funcao Dg no cdlculo do maximo desloca-
mento espacial médio do ente do sistema na diregao radial entre o
estado inicial e final, estabelece-se a condi¢ao m;, = m,, implicando
fisicamente uma transicado que nao seja capaz de realizar mudanga al-
guma da proje¢ao do momento angular na direcao Z, sendo matemati-
camente equivalente dizer que a integral da eq.(4.137) seja diferente de
zero. Nota-se que o niimero quantico principal dos autoestados tém que
ser diferentes ni # no, do contrario o termo entre colchetes serd nulo.
Da mesma maneira que a andlise anterior, nota-se que o maior deslo-
camento espacial médio desse ente acontece quando o rétulo quéantico
dos autoestados apresentam a relacdo (ng =n;+2), além da projecao
do momento angular na dire¢ao Z ser nula.

1 1

t
By —mg + Bt o 1 0Fn1+2,0-
(4.138)
Por causa da grande dificuldade de poder analisar a densidade de pro-
babilidade e mais exatamente a funcdo Dg, a seguir apresenta-se trés
diferentes regimes de analise para o calculo da rapidez média com que o
ente do sistema se desloca espacialmente do estado inicial até o estado

ortogonal, nessa classe de superposigao.

DS(Q) = ZWQNgl,oNn1+2,0pz

Regime 1: Baixas velocidade v, — 0 e campo magnético fraco

Nesse primeiro regime de andlise assume-se a massa de repouso do
ente como a grandeza fisica que caracteriza o sistema, dessa maneira a
energia dos autoestados fica aproximadamente,

E = \/m3 + p? + 262 (n+2m, 1),

B P2 +28%(n+2ms+1)
= imo\/l + m2 ’ (4.139)

2 2
~ tmg (1 + % + %(n+2m8+1)> = +myg.
mg mg
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Com base nas energias dos autoestados, calcula-se AH = ((H)— Ep) =
1(E2—E)), assim o minimo tempo de evolugéo ¢,

T = —— = 1 —3,07396x 1006V = 2,02337x 10~ 2's. (4.140)
0

OAH  2m

Observa-se que o minimo tempo de evolugao é 7 vezes aquele obtido a
partir da relagdo de incerteza de Heisenberg. Além disso, a funcdo Dg
é nula, implicando que o ente nao se deslocard entre os estados inicial
e final.

Regime 2: Campo magnético extremamente forte

Quando o campo magnético é extremamente forte temos 8 — 0o, como
consequéncia, o ente por causa do potencial harmonico bidimensional,
acha-se fortemente confinado em uma regiao da mesma ordem que o seu
comprimento de onda de Compton. Nesse regime de anélise as energias
de cada autoestado sao aproximadamente dadas por,

Ey = —/26%(ny + 2), E; = ++/28%(ny + 4), (4.141)
e o minimo tempo de evolugao resulta ser,

V282(n1 + 4) +1/28%(n1 +2)

Os correspondentes espinores dos autoestados serao aproximados por,

Tonin = (4.142)

0
eipzz zlﬁ V % + 1F

Uny0(7) = Ei—mo M
, NG 1 0
Fn1,0
0
(4.143)
an,()(ga ©)
Unyt2.0(7) e 8
)= ——
ni1+2,0 \/5 2Zﬁ %+2F
E2+m0 ni1+3,1

Nesse caso a fungao Dg resulta ser nula. Portanto, a rapidez média
com que o ente do sistema se desloca espacialmente é nula. Para tentar
entender o porqué da rapidez ser nula nesse regime de andlise, a seguir
apresenta-se uma analise geral desse caso de superposicao, assumindo
as contribui¢oes do momento linear p, e do termo 8 maiores que a
energia de repouso.
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Regime 3: Casos geral

Sem impor regime algum sob o sistema fisico, se poderd observar de
maneira mais detalhada a dependéncia da fungdo Dg que descreve a
rapidez radial média com respeito as grandezas [ e p, respeito ao re-
ferencial do laboratorio. Quando for assumido qualquer valor de beta
e de momento linear muito maiores que a energia da massa de repouso
(p. ~ B> mgp). Dessa maneira, para a superposigao [U070+U2,0] /N2
com projecao de spin h/2, pode-se evidenciar uma rapidez radial média
do ente atingindo o seu maximo valor quando o valor do momento li-
near é da mesma ordem que o termo 3, como pode ser visto na figura
(4.8). As curvas que iniciam da origem sdo as correspondentes & rapi-
dez radial média na superposi¢ao de autoestados com sinal energético
diferente. As outras trés curvas superiores sdo as correspondentes a su-
perposicao de autoestados de energia positiva. O valor méximos dessas
trés ultimas curvas mencionadas corresponde a maxima rapidez obtida
anteriormente na eq.(4.99).

Observando o comportamento decrescente da rapidez radial
média em relagao ao aumento do momento linear axial na superposigao
de estados positivos, a seguir apresenta-se uma explicacdo nao rigo-
rosa para esse fenémeno mediante a nocao da dilatacao temporal. O
momento linear do elétron na diregao Z visto por um observador no re-
ferencial de laboratorio e o intervalo temporal de qualquer evento que
acontece no plano x'—y’ que viaja no referencial onde o elétron estd em
repouso é*,

/
oY I (4.144)

onde At’ é o intervalo de tempo préprio medido por um observador
no plano z’ —y' do elétron e v, é a velocidade do elétron na direcao
axial com relagao a origem do sistema de coordenadas. Expressando a
velocidade em funcao do momento linear,

Pz
/2 2’
Y2 + my
pode-se expressar o tempo medido por um observador no referencial do
laboratoério em funcdo do momento linear axial,

(4.145)

Vy =

2 —1/2
At=At|1- L= . (4.146)
mg+p3

4No plano =’ —y’ o elétron se comporta como um oscilador harménico bidimen-
sional, cujas velocidades médias ao longo dos eixos =’ e y’ sdo nulas.
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Figura 4.8: Comparacao da rapidez com que o ente se desloca radi-
almente considerando como estado inicial de superposicao dois auto-
estados de energia positiva-positiva (linha sélida) e o ente do sistema,
superposi¢ao negativa-positiva (linha tracejada).

Isso significa que o elétron realiza transicao do estado inicial ao final
no seu préprio referencial em um intervalo de tempo igual a At/ =T .,
mas para o observador em repouso no referencial de laboratério, o
tempo de transigdo (Tinm) estard dilatado como mostra a eq.(4.146),
onde o tempo T . é aquele calculado na eq.(4.106) quando p, = 0.
Nao s6 se considera a dilatagao temporal como a responsavel da dimi-
nuicao da rapidez radial média, também se levarda em conta mas com
menos relevancia as mudancas da densidade de probabilidade radial do
elétron no estado inicial e final quando esse apresenta o momento li-
near p, maior ou menor que o valor de 3, pois essas densidades mudam
seus formatos como pode ser visto na figura (4.6). De maneira geral o
maximo deslocamento espacial médio do elétron apresenta dependéncia
com o valor do campo magnético e com o momento linear p,. Portanto,
a rapidez média com que o elétron se desloca radialmente com respeito
a origem do sistema de coordenadas é,

> |<Q>T ; *<0>0’ P2
V== 11— 4.147

Em face a esse resultado, serd apresentada uma expressao heuristica
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Figura 4.9: As linhas tracejadas mais finas representam a aproximacao
heuristica que reproduz razoavelmente bem o comportamento da rapi-
dez na superposicao de estado de energia positiva.

que inclui a dependéncia do campo magnético externo no estado em su-
perposicao, parecendo ser uma étima aproximacao do comportamento
da descricao do comportamento apresentado pela rapidez média como
consequéncia da dilatagao temporal,

v {<Q>Tmfn_<9>0| 1— p? E§o+E3,
(Efo+E3,)/2’ 2

(4.148)
O que estd se fazendo ao introduzir essa corregao heuristica é expres-
sar o fator gama da teoria da relatividade restrita em funcao da ener-
gia quadratica média do sistema, que por sua vez depende do campo
magnético. Embora nao haja uma dedugao rigorosamente fisica para a
expressao anterior, essa fornece uma explicagao plausivel ao comporta-
mento da rapidez média com que o elétron se desloca espacialmente do
estado inicial até o ortogonal na superposicao de autoestados de energia
positiva visto na figura (4.9). Embora a andlise heuristica apresentada
anteriormente corresponde a descricao do elétron livre no eixo axial

= m(2)+p§+662.
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mediante uma onda plana com momento linear bem definido, essa des-
cricao faz com que o elétron nao apresente uma localizagao definida em
uma regido finita do espaco, ja que esse possui igual probabilidade de
ser achado em qualquer lugar do espago dentro do cone de luz. Devido
a esse importante argumento, se considera que isto nao corresponde a
uma andlise rigorosamente fisica ao dizer que o elétron esta se deslo-
cando no eixo axial no plano ' —%’ com momento linear p,. Ou seja,
o problema é a nogao de localizagao do elétron no eixo axial. Nao obs-
tante, a maneira mais simples de poder aplicar a analise heuristica e
considerar a localizagao espacial do elétron no eixo axial é realizar a des-
crigao do elétron livre mediante um pacote de onda de perfil gaussiano,
definindo assim a densidade de probabilidade axial a uma regiao finita.
No apéndice F se realiza a andlise completa do elétron livre com perfil
gaussiano através da mecanica quantica nao relativistica e relativistica,
mostrando assim a validade da expressao heuristica ao reproduzir razo-
avelmente o comportamento relativistico da velocidade axial do pacote
em funcao do momento linear axial no caso quando o elétron é descrito
pelo estado em superposicao, obtendo a mesma expressao para o fator
~ da relatividade restrita modificado para o estado em superposicio
e responsavel por reproduzir a diminuicao da rapidez radial média do
elétron para grandes valores de momento linear axial médio do pacote
gaussiano explicado através da nogao da dilatacao temporal do obser-
vador no laboratodria em relagao ao grande momento linear axial médio
apresentado pelo elétron.

Voltando para a superposicao entre estados de sinal energético
diferente, sabe-se que o espinor é um vetor de fungoes de quatro compo-
nentes, duas dessas componentes estao associadas a particula de energia
positiva e as outras duas a particula de energia negativa. Por exem-
plo, o espinor do elétron de energia positiva e projecao de spin /2,
quando esse se acha confinado o termo [3>>mg ou apresentando altas
velocidades de deslocamento, p, > mg, as duas componentes do es-
pinor associadas a particula de energia negativa, tornam-se relevantes
para a descrigao, gerando assim uma superposicao entre a particula e
a antiparticula no mesmo espinor [47-50]. Igualmente acontece com o
espinor que descreve o ente de energia negativa e seus termos associados
a particula de energia positiva. Dessa maneira se analisa os seguintes
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casos limites,

0
: | meyEEEn |
plzlglﬂ Unl)mzl (7) = Nmﬂml E1—my Frtrm, +1(e,9) | e?=7,
anm1 (0,9)
0
P
7Fn m ’
T ¢ Fop— i, (0, 0) |
lim U, .. ()= N} .. e'P=%,
I’Z:§>13 1,y 1,1y }:;117771l1 (é?’ 99)
0
(4.149)

Na figura (4.10) visualiza-se as distribui¢des de probabilidade para os
casos anteriores. Quando o momento linear da particula é realmente
grande (p, > () a fungdo Dg apresentard o seguinte comportamento
assintético dado pelo termo,

1 1
lim —0 Ei| = Es. 4.150
Pz—ﬂXJpZ El—mo E2+TILO ’ | ‘ ( )
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Figura 4.10: Densidade de probabilidade radial do ente no caso de forte
confinamento do campo magnético com pequeno e grande momento linear.
Em ambos casos as densidade de probabilidade nos tempos Ty € Tmin Sa0
iguais, dessa maneira o deslocamento da distancia radial média do ente é

nula.

Com base no comportamento apresentado pela rapidez nesse caso de
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superposic¢ao, evidencia-se um valor maximo quando o momento linear
é comparével ao valor de 8, como pode ser visto na figura (4.8). As-
sumindo que p, e  sdo grandezas maiores que a massa em repouso do
elétron, enxerga-se com mais clareza as mudancas estabelecidas pela
teoria relativistica de Dirac nas distribuigoes de probabilidade. Dese-
jando analisar mais casos de superposicao entre autoestados com si-
nal energético diferente, implementa-se numericamente o céalculo do
méximo deslocamento radial do ente nessa classe superposicao. Adici-
onalmente observa-se que a maior distancia percorrida acontece quando
os autoestados sao vizinhos préximos e apresentam o momento angu-
lar nulo®. Na figura (4.11) observa-se que os resultados numéricos tém
0 mesmo comportamento assintético evidenciado na analise anterior.
Repara-se que a principal diferenca estda no valor do momento linear
p., sendo esse comparavel com [ para poder apreciar o méaximo deslo-
camento espacial do ente na dire¢ao radial durante o intervalo de tempo
Trn-

0.135 T T T T T T T
0.13 [
@ FetoCdedelolotafdadalafotdadad=lototd-J=d=L=F 4

- 0.1347 = 1
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n

Figura 4.11: Comportamento assintético do deslocamento espacial
médio apresentado pela superposicao de estados pares com sinal
energético diferente. A linha fina é a curva da regressao.

A causa do comportamento apresentado pela rapidez média
nesse caso de superposicao é devido a competicao existente entre o

5Como foi analisado no caso de superposicio de estados positivos, aqueles esta-
dos que apresentam um maior deslocamento da distancia radial média do ente na
superposicdo, sao os autoestados com m; = 0.
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forte confinamento parabdlico e a alta velocidade do deslocamento do
ente no eixo Z, ambas grandezas fazem com que os termos associa-
dos a antiparticula no espinor sejam relevantes para a descricao. No
entanto, quando hd um forte confinamento a autofuncao associada a
antiparticula é uma unidade superior em ambos nimeros quanticos
(n,my). Isso significa que a antiparticula acha-se descrita por um auto-
estado excitado, implicando uma distribuicao espacial mais aberta ou
menos confinada, pois as autofungoes do oscilador harmoénico isotrépico
apresentam uma maior probabilidade de achar as particulas nas bordas
do oscilador na medida que aumenta a energia do autoestado.

Pelo contrario, quando hd um alto momento linear, a anti-
particula acha-se descrita pela mesma autofuncao da particula, conse-
quentemente a distribuicao de probabilidade continua sendo a mesma
segundo a descri¢do nao relativistica. S6 que quando o valor de p, ~ 3
ha uma contribuigao relevante dos dois termos da antiparticula no es-
pinor, obtendo dessa maneira o maximo valor da fungao Dg, resultado
assim no maximo deslocamento radial do ente e portanto a méxima
rapidez média.

4.3.1 Orientacao de spin oposta

Finalmente, apresenta-se uma analise quando o estado do ente é defi-
nido como a superposi¢ao de dois autoestados de sinal energético dife-
rente e orientagoes de spin diferentes. O espinor de energia negativa e
projegao de spin —h/2 é,

. ni+my
—2i3 %
Fnl—l,mll —1

El—mo )
Unl,mz,l (F) = -Z\[nl,ml1 I i e'P=# (4151)
Ei—mg
0
Fnhmll

onde o coeficiente de normalizacao é,

p? 262(n1+m11)]_;. (4.152)

Nuiomo. = |1
v [Jr(El—WO)2 (Ey—mo)?

O estado em superposi¢ao no instante inicial t=0 é definido como,

W(70) = [Um,mh + Um,mb}. (4.153)

L
V2
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A energias de cada autoestados séo,

E = —\/mg +p2 +28%(n1+my, ), Ey, = \/m(Q) +p2 + 262 (n2+my, +2).

(4.154)
O minimo tempo de evolucao nesse caso de superposicao €,
0
Tmfn = 5 2 .
Vg + p2 + 282 (natm, +2) + /mg + p2 + 262 (na+my, )
(4.155)

Mostra-se que nesse caso o valor de Ty, € muito menor em comparacao
a andlise anterior eq.(4.106). A causa disso é a maior diferenca de
energia existente entre os dois autoestados nessa classe de superposigao.
A densidade de probabilidade radial do ente no instante inicial é,

27
1
D(e,0) = 5 D1(9)+D2(9)+@/(Ull,thnQ,mzﬁUnl,mzlUJLQ,le)dsO},
0

(4.156)
onde D1 (o) e Dy(p) sdo as densidades de probabilidade pertencente ao
autoestado de energia negativa e positiva, respectivamente. Denotando
o terceiro termo por Dg(p), tem-se,

Ds(o) = Nny,mi, Nng,mg, 0

27 . ni+m
QZB 1 5 151 T
X ——FF F,
/ E1—mo ni—1,mp —1= n2,Miy
0

2ify/ "M 4

Es+myg
. ni+mg
i
E1—mg
2B/ "M 4
E2—|—mo

+

FnJrl,mzl Fn2+1,m12+1 (4157)

Fnlfl,mll 71FT

n2,mi,

i
n1,miy Fn2+1,ml2+1 dSD'

Nesse caso a funcdo Dg(p) =0 sem importar os rétulos quanticos dos
autoestados envolvidos na superposicao. Em consequéncia, o desloca-
mento médio do ente na diregao radial é nulo, de modo que esse caso de
superposigao € insignificante para a analise da rapidez do deslocamento
espacial.
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Capitulo 5

Estimativa do tempo
real de evolucao entre
dois estados puros via
transformacoes unitarias

Inicialmente, a pergunta do problema do minimo tempo de evolugao
(QSL), foi respondida por Mandeltam e Tamm (MT) ao analisar a
relagao de incerteza entre o tempo e a energia para sistemas quanticos
independentes do tempo, obtendo um critério capaz de prever o minimo
tempo necessario para que um estado quéntico inicial evolua até se
transformar em um estado ortogonal em relacao ao estado inicial. Pos-
teriormente, alguns trabalhos propuseram mediante fundamentos geométricos,
uma extensao do critério MT para estados puros de sistemas quanticos
dependentes do tempo, evoluindo unitariamente até atingir um deter-
minado valor de fidelidade quantica. Assim, o critério MT estendido
tem recebido uma grande aceitagao devido ao significado geométrico
apresentado pelas grandezas fisicas envolvidas, pois o numerador cor-
responde a curva geodésica que liga o estado quantico inicial com o es-
tado evoluido e a incerteza da energia pode ser interpretada como sendo
a rapidez instantanea apresentada pela evolucao do estado quantico. A
saturagao da desigualdade implica uma dinamica do estado quantico
ao longo do menor caminho possivel, em consequéncia, o tempo pre-
visto pelo critério é equivalente ao tempo gasto pelo estado segundo a
dinamica quantica. Na maioria das vezes o tempo obtido é menor que

89
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o tempo requerido pela evolucao do estado quantico para atingir um
determinado valor de fidelidade, sendo esse tempo tao menor quanto
maior for a incerteza da energia apresentada pelo estado do sistema.

Certamente, tem-se usado os critérios do QSL com o intuito de
obter o menor tempo de evolugao entre dois estados distinguiveis, em-
bora esses resultados nao necessariamente tém que ser proximos quando
forem comparados com o tempo real da evolugao quantica. Recente-
mente, tem havido uma tendéncia na procura por expressoes do QSL
que sejam mais justa, estreitas ou em inglés “tight”, segundo as re-
feréncias [34, 35,37, 39,42, 60]. Portanto, nesse trabalho se considera
importante a obtengao de previsoes de tempo mais justas em situagoes
particulares, por exemplo, para estimar o tempo de computagao de um
sistema fisico dado o estado inicial, o hamiltoniano e a fidelidade que
deseja ser atingida com o estado final.

Por esse motivo, nesse capitulo apresenta-se um método para
melhorar as previsoes fornecidas pelo critério MT estendido mediante
a acao de uma transformacao unitaria sobre o sistema quéantico, for-
necendo a descri¢ao do sistema em um novo referencial onde a incer-
teza da energia do estado quantico resulte ser menor. Isso implica na
diminuicao da rapidez com que evolui o estado quantico nesse novo
referencial.

5.1 Transformacgao Unitaria e Método Trans-
cendente

Suponha-se que no referencial do laboratério exista um sistema quantico
descrito pelo hamiltoniano dependente do tempo ﬁt, atuando no espago
de Hilbert de dimensao n. A equacao de Schrédinger dependente do
tempo nesse referencial é,

ihle) = Hylt). (5.1)

Quando for aplicado sobre o sistema uma transformacao unitaria' Ur(t),
o estado quantico serd expresso como,

W’t> = UR(t)|¢t>» (5~2)

de modo que |¢9) = |¢po). Sendo |¢:) o estado do sistema quantico
expresso em um novo referencial. Em consequéncia, a equagao de

ISendo o subindice R associado a uma transformacio de rotacio, como serd
explicado posteriormente nesse trabalho.
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Schrédinger dependente do tempo nesse referencial €,

ihlde) = Helér), He = U}E(t)ﬁtUR(t)_ihU;z(t)[}R(t)v (5.3)

onde H, ¢ é o0 hamiltoniano do sistema quantico no novo referencial®. De
acordo com algumas razoes que serao explicadas posteriormente, esse
novo referencial é nomeado referencial girante. O objetivo é encontrar
um novo hamiltoniano He cuja variancia seja menor que a de H,. Para
mostrar esse fato, calcular-se-4 a variancia da energia apresentada pelo
estado quantico no referencial do laboratério, e compara-se com sua
contrapartida no referencial girante. Assim, o valor médio da energia no
referencial do laboratério escrito em termos das grandezas no referencial
girante é,

(Gl = (Gl Halo) + ik ULOURDIG).  (5.4)

Adicionalmente, a energia quadratica média é dada por,

(el B2|) = (61 B2 |0) — h2<¢t\(U;<t>z’fR<t>)2\¢t>
+ (il { Ho, UL (6)Un(1) }|60).

Portanto, a variancia da energia do estado quantico no referencial do
laboratoério pode ser expressa como,

(5.5)

AH? = AHE — 1 (ADL()TR(0))’

i) { B, UL TR }ér) — 2in{érlHelon) (6o UL TRt 0r).
(5.6)

Vale a pena ser mencionado que os primeiros termos representam a
variancia da energia do estado quantico no referencial girante e a variancia
.

do produto ih(A]}T%(t)U r(t), respectivamente. Além disso, o significado
fisico dos outros termos poderd ser compreendido quando essa andlise
for aplicada em um sistema quantico em particular. Por exemplo, no
caso de ressonancia magnética nuclear de um spin 1/2, pode ser mos-
trado através da transformagao unitaria de rotagao em torno do eixo
Z, que a incerteza da energia do estado quantico no referencial girante
torna-se menor que sua contrapartida no referencial do laboratdrio.
Em consequéncia, a dinamica apresentada pelo estado desse sistema

2Sendo o subindice G associado ao referencial girante, sendo esse obtido poste-
riormente nesse trabalho.
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quéntico no referencial girante acontece com uma menor rapidez® em
relagao a dinamica do estado no referencial do laboratorio.

Além disso, considera-se a relevancia que apresenta a incerteza
da energia como grandeza fisica chave na abordagem geométrica do pro-
blema do minimo tempo de evolucao quantico para sistemas quanticos
fechados, sendo o critério MT estendido,

harccos \/F(t)

1t
t> tar(t) = 2N . AH,=- | AHudt', (57
> tar(t) = " o= [ Amar. 60

onde AH, é a média temporal da incerteza da energia até o instante ¢.
A saturagao da desigualdade implica que a dindmica quantica acontece
ao longo da menor percurso que liga o estado quantico inicial com o
estado quantico evoluido no espago de Hilbert, percorrendo a curva
geodésica. Em geral, esse critério estabelece uma previsao menor que o
tempo necessario para que o estado quantico evolua e atinga um certo
valor de fidelidade, sendo esse tempo tdo menor quanto maior for a
incerteza da energia do estado quantico.

Devido a esse fato, a atuagao de uma transformagao unitaria
sobre o sistema quantico, forneceria a descrigao do sistema no referen-
cial girante onde a incerteza da energia do estado quantico resulte ser
menor que sua contrapartida no referencial do laboratério. Isso implica
na diminuigao da rapidez com que evolui o estado quantico nesse novo
referencial. Em virtude disso, a implementacao do critério MT esten-
dido no referencial girante permitiria obter previsdes mais préxima a
escala de tempo da evolugao quantica real. Em relagao a isso, propoe-se
a transformacdo do critério em uma equacdo transcendente* segundo
a igualdade entre o tempo de evolugao e o tempo previsto. Dessa ma-
neira, tem-se,

AHgt
0 = arccos v/ Fg(t) — TG (5.8)

Fisicamente, as raizes dessa equacao transcendente estao associadas a
cada um dos instantes em que a dinamica do estado quantico cruza a
curva geodésica existente entre o estado inicial e seu ortogonal. Sendo
o interesse principal nessa parte do trabalho, prever o minimo tempo
necessario pelo estado de um sistema quéntico evolua unitariamente

3Segundo o trabalho de Anandan e Aharonov [27], esse fato implica uma
dindmica do estado quantico no referencial girante menos rapida em relagdo &
dindmica no laboratério.

4Uma equacgdo transcendente é uma equacio que contém alguma funcio que
nao é redutivel a uma fragao entre polinémios e cuja solugdo nao pode ser expressa
através de fungoes elementares.
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até atingir uma dada fidelidade. Por esse motivo, s serd considerada
a primeira raiz cronoldgica para cada valor de fidelidade.

Em relagao ao raciocinio anterior, apresenta-se uma maneira
de poder estimar a fidelidade quantica apresentada pelo estado no refe-
rencial girante em funcao da fidelidade do estado evoluido no referencial
do laboratério. Para isso, inicia-se mediante a definicao da fidelidade
quantica de um estado puro no referencial do laboratorio,

F(t)=[Woledl?, = VF®) = [(Yolv)|- (5.9)

De acordo com essa definicao, o estado evoluido pode ser expresso
através de uma combinagao linear de estados que compoem uma base
completa em relagao a dimensao n do espago de Hilbert ao qual per-
tence o sistema quantico,

0 = VEDlo) + 3 a5, (510

onde WJJJ-) é o conjunto de estados ortogonais ao estado inicial. Além
disso, cada um desses estados apresenta uma fase relativa dependente
do tempo ¢;, em relagao a [¢)g), e um conjunto de constantes a;, res-
ponséveis por satisfazer a condi¢ao de normalizacao do estado evoluido.
Sabendo que a fidelidade do estado quantico no referencial girante pode
ser expressa como Fg = |(¢o|U] [11)]2, tem-se,

2

n—1
Fo = |VED W0l o) + 3 a;e'® ol 7 (5.11)
j=1

Vale a pena mencionar que o conjunto de n—1 estados ortogonais podera
ser obtido através do processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt
sobre o estado inicial e o conjunto de n—1 estados da base canonica
correspondente a dimensao do espago de Hilbert. Além disso, para um
certo valor de F(t), torna-se necessario varrer sobre todo o conjunto
da valores de ¢; e a; para calcular a primeira raiz cronoldgica. Desta
forma, para cada valor de fidelidade do estado quantico no referencial
do laboratério, podera ser obtida uma previsao do minimo tempo re-
querido pelo estado quantico inicial no referencial do laboratério para
atingir um determinado valor de fidelidade quantica. Exemplificando
a praticidade do método, a seguir sera analisado um sistema quantico
altamente oscilante no contexto de RMN, de dimensao dois e quatro
associados & interagao do spin nuclear 1/2 e 3/2, respectivamente. Com
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o intuito de realizar uma comparativa entre os resultados a serem obti-
dos através do método da equagao transcendente, usa-se o critério MT
estendido, sendo assumido o conhecimento completo da incerteza da
energia apresentada pelo estado quantico em cada um dos referenciais
mediante a solugao da equacao de Schrodinger e assim obter o valor da
fidelidade F(t) para todo tempo ¢ da dindmica. Dessa forma, pode-se
afirmar que, embora o QSL nao foi definido com o proposito exposto
nesse capitulo, os tempos obtidos mediante a solucao da equagao trans-
cendente resultam ser bem mais préximos ao tempo gesto pelo dinamica
do estado quanticos, em relacao aos tempos obtidos pelo critério MT
estendido.

5.2 Breve Introducgao a Ressonancia Magnética
Nuclear

5.2.1 Interacoes

Quando um ntcleo atémico é colocado em um campo magnético, o
estado fundamental sera dividido em diferentes niveis de energia pro-
porcionais a forca do campo magnético . Esse efeito é conhecido como
efeito Zeeman. A interacido Zeeman é 1util para a identificacdo de dife-
rentes tipos de ntcleos colocados em campos magnéticos externos, pois
esse termo é diretamente proporcional a energia do campo. Além disso,
a informagao da dinamica estrutural pode ser obtida mediante a consi-
deragao de acoplamentos de outras interagoes magnéticas e eletronicas
com o nucleo. Essas interagoes sao perturbagoes em relagao a interagao
de Zeeman. Dessa forma, o hamiltoniano completo em ressonancia
magnética nuclear pode ser expresso como,

ﬁ:ﬁZeeman+ﬁ.]+ﬁCS+-HDD+-HQ+-Hmeiov (512)

onde H Zeeman € & interagao Zeeman, H 7 € 0 acoplamento escalar relaci-
onado a interagoes hiperfinas entre o nicleo e os elétrons vizinhos, H, cs
é o desvio quimico associado a frequéncia de ressonancia de um nicleo
relativamente a um campo magnético padrao, Hpp é 0 acoplamento
dipolar referido & interacao direta entre dois dipolos magnéticos, H, Qéo
acoplamento quadrupolar referente a distribuicao de carga nao esférica
quando o spin nuclear é maior a % e finalmente fImeio corresponde a
interacao fraca entre o nicleo com outro nicleos, outros campos, po-
dendo ser desprezado na maioria das vezes dentro de certa escala de

tempo. Na tabela 5.1 sao apresentadas as magnitudes relativas dessas
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interacoes, mostrando que a interagao Zeeman é a mais relevante para
a descricao quantica, seguido da interagao quadrupolar, além do desvio
quimico e o acoplamento dipolar, e finalmente o acoplamento escalar
sendo a mais fraca de todas. Certamente, algumas interagoes sao mais
pronunciadas que outras [58].

Interacao Magnitude (Hz)
Zeeman 108
Quadrupolar 106
Desvio quimico 103
Dipolo 103
J 10!

Tabela 5.1: Magnitude das diferentes interagdes em ressonancia magnética
nuclear (A=1).

No caso geral da ressonancia magnética nuclear, as interacoes sentidas
pelo spin nuclear sao de diferentes naturezas e magnitudes. Por esse
razdo, somente bastaria aplicar a transformacdo unitdria necessaria
para remover a dependéncia temporal do termo mais contribuinte, o
termo Zeeman. Em consequéncia, obteria-se a descrigao do sistema
quantico em um referencial onde sua dinamica seria mais lenta.

5.2.2 Processos de medida

A temperatura ambiente, o formalismo tedrico que descreve o estado
quantico de qualquer sistema de spin nuclear é dado pela aproximacgao
do estado térmico, tomando-se apenas os termos de ordem dominante
[61]

L, (5.13)

onde 8=1/kgT e Z=Tr [e(fﬁﬂ’w”)} é a funcao de particao, T é a
temperatura, kp é a constante de Boltzmann, & é a constante de Planck
reduzida e wy, é a frequéncia de Larmor do spin nuclear. Dessa forma,

o fator de polarizacio ¢ e=2 ;i;L , sendo um leve desvio da ordem 107°

na matriz identidade, e a matriz I, associada ao spin ao longo do eixo
2, representando o desvio da matriz densidade. Nesse caso, o estado
térmico da eq. (5.13) pode ser escrito como,

. l—e\- .

onde py representa a parte pura da matriz densidade com trago unitario.
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Processo de tomografia do estado quantico

A parte pura da matriz densidade é tomografada e reconstruida usando
rotagoes globais [62]. Nesse sentido, a técnica de RMN deteta a mag-
netizagao ao longo do eixo & e ¢, correspondendo a primeira ordem
de coeréncia da matriz densidade, sendo essa caracteristica explorada
dentro de outras ordens de coeréncia. Por esse motivo, apresenta-se
uma breve descrigdo para spin I = 1/2; e um processo andlogo é es-
tendido para spin I =3/2, para maiores detalhes recomenda-se as re-
feréncias [62,67].

Com o prop¢sito de aplicar o processo em tomografia de um
sistema de spin I = 1/2, identifica-se o elemento de coeréncia de ordem
zero e um na matriz densidade. Dessa forma, devemos usar rotacoes
adequadas para transferir as intensidades de ordem zero de coeréncias
em primeira ordem. Em virtude disso, o operador densidade para um
qubit é representado por operadores de dimensao 2 x 2. Considera-
se como exemplo a reconstrugao da matriz densidade do spin nuclear
no estado fundamental, | 1). Dessa forma, os elementos da matriz
densidade sao expressos como,

A Ty x2 +ix3
= gy iy EE) (5.15)

7

notando que a hermiticidade do operador densidade é satisfeita. A
seguir, apresenta-se um protocolo, o qual pode ser resumido em trés
estagios:

Primeiro estdgio: Os observdveis na RMN sao as projegoes do operador
spin nuclear I,e Iy7 sendo que esses correspondem & magnetizagao ao
longo do eixo & e g, respectivamente. Segundo a mecanica quantica,
para qualquer matriz densidade po, a eq. (5.15), mostra que,

M, (o) = Tr {impo} = 2, (5.162)
M, (po) = Tr {iyﬁo} = 23, (5.16b)

obtendo assim, as informacoes da parte real e imaginédria dos elementos
Pty (L, € também seus complexos conjugados p|yyq|-

Segundo estagio: Transforma-se pg aplicando o operador R ( ) e cada
elemento da matriz densidade transformada pode ser representado por,

A,l{x1+x4—2x2 xl—x4+2ix3} (5.17)

T 9| m — x4 —2ix3  x + x4+ 229
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Figura 5.1: Espectro de RMN do nticleo de 3!'P para a deteccdo do
estado quantico inicial |1) representado pela matriz densidade po. Uma
janela espectral de 120 Hz é estabelecida para a medida da magne-
tizagao: (a) ao longo do eixo & com M, (po), (b) eixo g, com My (po),
(c) eixo &, com M, ('), onde ' = R, (%) [)of%;g (%) e (d) eixo g, com
M,y (p').

Figura 5.2: Tomografia de estados quénticos. Apresenta-se a corres-
pondente matriz densidade do estado p = |1) (1|, sendo as barras da
esquerda as componentes reais e da direita as componentes imaginarias.

Ap6s da detecgao do sinal de RMN ¢ detetada, a magnetizagdo ao longo
do eixo & e y correspondem a parte real e imaginaria dos elementos
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/ .
Plty(u) resultando ser,

T1 — T4

M, (7) = e {Ljf | = B

M, (7)) = Tr {iy,a'} = 3. (5.18b)

(5.18a)

Além disso, usa-se uma propriedade da matriz densidade, a qual esta-
belece seu traco unitario 1 + x4 =1. Entao, o conjunto de equacodes
gerado pelo processo anterior é completo.

Terceiro estdgio: A fim de reconstruir a matriz densidade, precisamos
identificar cada uma das equacoes dos estagios anteriores com seus qua-
tro espectros, como pode ser visto na Fig. 5.1. Nesse sentido, o espetro
da Fig. 5.1a e 5.1b representam a magnetizagdo M, (po) € My (po),
as quais sdo quantificadas pela eq.(5.16a) e (5.16b). Similarmente, os
espectro nas Fig.5.1c e 5.1d representam a magnetizacao depois de uma
rotagdo 7, gerando p’. Nesse caso, usa-se e aplica-se a magnetizagao
M, (") = 0.5 (cujos valores sdo aproximados com uma casa decimal
nesse exemplo). Dessa forma, resume-se o processo a,

T2 07
r3 = 07
1 —Tg4 = 1,
T4+ = 1,

e resolvendo-os, obtém-se a matriz densidade.

;’)U=<é 8). (5.19)

A sua contrapartida experimental é apresentada na Fig. 5.2, na qual
a barra da esquerda(direita) corresponde a parte real(imagindria) da
contribuicao de pg. Portanto, usa-se um procedimento similar para a
reconstrucao da matriz densidade de outros sistemas quanticos.

5.3 Spin 1/2 em RMN

Nessa secao serd descrito um sistema quantico relativamente simples,
composto pela interagao entre o spin nuclear e um campo magnético
externo que apresenta um movimento harmonico de precessao. Ape-
sar da simplicidade, sua analise é capaz de fornecer uma grande in-
formacao para o propédsito do seguinte trabalho, pois a solug@o analitica
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da equagao de Schrodinger serd obtida com o intuito de comparar as
previsoes do minimo tempo de evolugao quantico que serao obtidas pos-
teriormente. Dessa forma, inicia-se expressando a interacao do spin nu-
clear com o campo magnético através do operador momento magnético
[. Assim, o hamiltoniano da interagao é expresso,

H=—fi- B+ Hpeio, (5.20)
onde ﬁ = —’yf , sendo v o fator giromagnético do ntcleo e I :hg/ 20

operador de spin nuclear. Segundo a escala de tempo utilizada para
a andlise, a interagao do spin com o meio pode ser desprezada devido
a suas fracas contribuicoes. Adicionalmente, o campo magnético é ex-
presso de maneira que apresente um movimento de precessao harmonico
com frequéncia w, em torno do eixo 2,

B =B, cos(wpt+@)E + By sin(wpt+¢)y + Bi 2. (5.21)
Consequentemente, o hamiltoniano resulta em,

I’j[t :’}/j . E,
zv[BOIAa: coswpt+¢) + Bofy sinyt+¢) + Blfz],

= [wofx coswpt+¢) + wofy sinwpt+¢) + wlfz], w;=vB;, i=0,1.
(5.22)

Além disso, sera desprezado qualquer fase inicial apresentada pelo campo
magnético, dado por ¢p=0. Dessa maneira, o hamiltoniano no referen-
cial do laboratério é dado por,

_ h w1 woe—iwpt
Ht_Z( e ). (5.23)

Devido ao movimento de precessao do campo magnético em torno do
eixo Z, a descrigao do estado quantico no referencial do laboratério
pode ser ardua como consequéncia da dependéncia temporal apresen-
tada pelo hamiltoniano, uma vez que esse nao comuta consigo mesmo
para tempos diferentes. Em relacao a esse fato, pode ser assumido um
referencial que acompanhe o tempo todo o movimento de precessao do
campo externo, sendo esse denominado referencial girante. Natural-
mente, esse referencial esta diretamente relacionado com o referencial
do laboratério mediante uma transformagao unitdaria de rotagao em
torno do eixo de simetria apresentado pelo campo magnético. Deno-
tando |¢;) o estado do sistema descrito no referencial do laboratério e
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|¢¢) o estado do sistema descrito no referencial girante. Desse modo, os
estados quanticos nos dois referenciais estao relacionados da seguinte
maneira,

) = Ur(Dlde),  Un(t) = emi=nt/2, (5.24)

Assim, a equagdo de Schrodinger descrita por um observador no refe-
rencial girante é dada por,
hwyp

lh|¢;t> :ﬁG|¢t>a ﬁG:ﬁO_&z7, (525)

onde Hj é o hamiltoniano no instante inicial. Portanto, obtém-se o

hamiltoniano girante,
o h A wWo
HG—2(w0 _A>, (5.26)

onde A=w;—w, corresponde & dessintonia entre a frequéncia precessao
do campo magnético e a frequéncia de Larmor do spin. Com base nesse
hamiltoniano, tem-se os autoestados girantes, os quais serao denotados
segundo a projecao do spin com respeito ao campo magnético, e dado
que o campo magnético apresenta uma direcdo constante definida pelo
o angulo polar x. Tem-se que,

[ cos(%) B sin(%)
Particularmente, o angulo x estd relacionado com as grandezas fisicas
do sistema através das seguintes relagoes trigonométricas: siny =wq/<2,
cosy = (w1 —wp)/Q, sendo Q = /w3 + (w1 —w,)?, com a energia de
cada autoestado dada por Fx =4Qk/2. Em virtude da independéncia
temporal do hamiltoniano no referencial girante, a evolucao do estado
pode ser expressa através da seguinte transformacao unitéria,

|6e) = eIt/ P|gp). (5.28)

Portanto, o estado quantico evoluido no referencial do laboratério pode
ser escrito como,

) = e 0=nt/ 2=t/ R oy (5.29)

Em geral, o estado quantico inicial de um sistema quantico bidimen-
sional, pode ser definido mediante a sua representacao geométrica na
esfera de Bloch. Assim, qualquer estado quantico puro é representado



5.3. SPIN 1/2 EM RMN 101

como uma combinagao linear da base computacional {|0), |1)} mediante
dois parametros angulares, os angulos polar e azimutal. Dessa forma,
o estado quantico inicial pode ser expresso da seguinte maneira,

o) = cos(2) [0) + e sin(x) [1),  [0)=(1), [)=(2). (5.30)

Por um lado, quando se projeta do estado quantico inicial na base
completa dos autoestados girantes eq.(5.27), obtém-se,

|po) = cy|p4) +c—|o-), (5.31)

onde os coeficientes complexos pertencentes a cada um dos autoestados
girantes sao dados por,

cy = (cos(g) cos(2) + e sin(s) Sin(g)), (5.32a)
c_ = (Sin(l;) cos(2) — €' cos(s) sin(g)). (5.32b)

Em virtude da representacao do estado quantico inicial, a dindmica
quantica no referencial girante é expressa mediante a adigao de uma
fase local proporcional a energia de cada autoestado. Dessa forma, o
estado evoluido no tempo t é escrito como,

|6e) =cre P 2py) + e P ). (5.33)

A partir da eq.(5.24), o estado quéntico evoluido no referencial do la-
boratério pode ser expresso,

efiwpt/Z( 7iQt/20 COS(;) 'Qt/QC sin A))
|1/)t>_( eiwpt/z( th/QC Sln(g) th/zc Cos(z)g)) . (5'34)

Ap6s de alguns passos algébricos, tem-se que o produto interno entre o
estado quantico inicial com o estado evoluido até o instante ¢ €,

(tholthe) = cos(44t) [cos(%) — isin(2) (cost cosy + cosp sind siny) |
— isin(%) cosx [cos(%) (cosf cosx + cosp sinf siny) — i sin(%)]
— isin(%t) siny2Re {c*+c_ emt/2} .
(5.35)
Analisando isoladamente o 1iltimo termo obtido anteriormente, tem-se,

2Re {c c_ emt/z} = cos(%) ( cosf siny—cosy sinf cosy ) +sin(2) sinf sing.
(5.36)
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Portanto, pode-se concluir que o produto interno entre os estados re-
sulta em,

(tholibr) = [cos(44*) cos() —cosx sin(y') sin(%)]
— i( cosb cosy +cosy sinf siny ) [cos(44) sin(%) + cosy sin(2) cos(2)]
— isin(%) siny [cos(%) (cosf siny —cosy sinf cosy) + sin(%) sinf sing)| .
(5.37)
Com base nesse resultado, a fidelidade quantica no referencial do labo-
ratério para qualquer instante é expressa como,

Fy = [cos(2t) cos(2) —cosy sin(!) s1n(7‘)}2

+ { (cosf cosx +cospsinf siny) [cos(4!) sin(%) + cosy sin(2) cos(%)]

2
+ sin(¥) sinx [cos(%) ( cosd siny —cospsinf cosx) + sin(%) sind sin| } .
(5.38)

Em particular, quando o estado inicial de spin for definido como sendo
um dos autoestado girantes, por exemplo |¢)g) = ¢ ) correspondendo
aos parametros de Bloch §=x e ¢ =0, pode-se mostrar que a agao do
campo magnético apds meio ciclo de precessao T'/2 = 7 /w,, a fidelidade
acaba sendo |<1/)0|1/)T/2>|2: cos?y. Dessa forma, mostra-se que a fideli-
dade no referencial do laboratério dependente da orientacao efetiva do
campo magnético no referencial girante, ver Figura 5.3.

Calculando no referencial do laboratoério algumas quantidades
fisicas necessarias para o calculo da incerteza da energia do estado
quantico nesse referencial, o valor médio da energia é,

. N hw
(Ve[ Heltpe) = (be|Ha|pe) + 7p<¢t|5'z|¢t>- (5.39)
A energia quadratica média é,
. N 202 hw N
(e HY [1be) = (9e|HE|pe) + —(e|62 e} + 7p<¢t‘{HG7&z}|¢t>'

(5.40)
Portanto, a variancia da energia no referencial do laboratorio é escrita
da seguinte maneira,

h? wz hw, A
2

AH? = AH2 + (A6.)° + — hwy (pe| Hal i) (0] 6- | de)-

(5.41)
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Y

Figura 5.3: Estado inicial e o estado evoluido no instante de meio perfodo
de precessao do campo magnético.
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Figura 5.4: Comparagéio entre as incertezas da energia em ambos referencias.

Consequentemente, quando os parametros do campo magnético externo
com relacdo a frequéncia de Larmor do spin nuclear sao wy,~w1, entao
|A] = 0, e wy > wo, conclui-se que a incerteza da energia do estado
quantico no referencial girante é menor que sua contrapartida no refe-
rencial do laboratério AH; > AHg. Para corroborar essa afirmacéo,
serd calculada a incerteza da energia no referencial girante, a qual é
constante e, portanto, pode ser calculada mediante o calculo de algu-
mas grandezas prévias,

- I19) . ) ~ o h%Q?
(do|He|do) = > ( cosy cosf+cosp siny 81119) , (polHe|po) = o
(5.42)
Portanto, a incerteza da energia para o estado quantico nesse referencial
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acaba sendo independente do tempo,

9]
AHg = 7\/1 — (cosx cosf+cosp siny sinH)g. (5.43)

Com base na andlise anterior, apresenta-se na Figura 5.4 a incerteza da
energia nos referenciais do laboratério e girante para o estado quantico
inicial definido pelos parametros de Bloch 6 = 24,48° e ¢ = 4,02°.
De acordo com a montagem experimental efetuada nesse trabalho, o
campo magnético externo é estabelecido na condigao de ressonancia,
caracterizado pelos pardmetros wy = 2w X 22.727,0 rad/s, e wy =27 X
161.975.424,8 rad/s. Devido & alta frequéncia de precessao do campo
magnético em torno do eixo Z no referencial do laboratério, nota-se
que a incerteza da energia nesse referencial é aproximadamente quatro
ordens de grandeza maior que sua contrapartida no referencial girante,
em consequéncia, a dindmica do estado nesse ultimo referencial é mais
lenta.

5.3.1 Problema do minimo tempo de evolugao quantico

Para realizar uma comparativa justa do critério MT estendido e o
método da equacao transcendente, sendo essa ser escrita como,

0 = arccos /Fa(f) — AIZGt, (5.44)

decide-se assumir o conhecimento completo da incerteza da energia
apresentada pelo estado quantico em cada referencial eq.(5.41) e eq.(5.43).
Em contraste, apresenta-se uma estimativa da fidelidade quantica do
estado evoluido no referencial girante em fungao da fidelidade atingida
pelo estado evoluido no referencial do laboratdrio. Dessa foram, o es-
tado evoluido pode ser expresso mediante uma combinacao linear entre

o estado inicial e o estado ortogonal ao inicial, incluindo um termo
de fase relativa ¢ entre os dois estados. Dado que esses dois estados
quanticos compoem uma base completa para o sistema quantico de dois
niveis, o estado evoluido normalizado pode ser expresso como,

) = VE()|vo) + V1-F(t)e™° |ybg). (5.45)

Com base nesse resultado, pode-se expressar a fidelidade quantica no
referencial girante mediante a transformagao unitdria sobre o estado
no referencial do laboratério, obtendo assim Fg (t) = |{(1ho|U] [1b¢)|2. Por
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Figura 5.5: Molécula de dcido o-Fosférico (HsPOu4). Niicleo de fésforo é o
principal da interacao.

conseguinte, ou seja,

Fe(t) = [VED ol 0 lbo) + VI-FD wol0f )] . (5.46)

Essa estimativa mostra que F;(t) depende da fidelidade no referencial
do laboratério F(t), da fase relativa ¢g entre o estado ortogonal res-
peito ao inicial, igualmente da transformacao unitaria e da definicao do
estado quéantico inicial |1g). Por exemplo, na ressonancia magnética
nuclear, sabe-se que o gerador da transformagao unitaria é um ob-
servavel quantico, assim, se o estado inicial for definido como sendo um
dos autoestados desse observavel, entao, a fidelidade quéantica nos dois
referenciais resultam ser iguais.

Através de uma colaboracao experimental com o prof. Dr.
Ruben Auccaise da Universidade Estadual de Ponta Grossa, foi possivel
medir a evolugao temporal do spin nuclear dos atomos de fésforo na
molécula de dcido Fosférico de spin 1/2; ver Figura 5.5. O objetivo
de tal colaboragao é de se ter acesso aos dados experimentais para
compara-los com as previsoes do minimo tempo de evolugao segundo o
critério MT estendido e da solugao da equacao transcendente. Ao final
faz-se uma comparagao entre essas duas previsoes respeito a dindmica
real.

Algumas das caracteristicas do experimento implementado sao:
um campo magnético com movimento de precessao em torno do eixo 2,
apresentando na direcao axial a frequéncia de Larmor de ressonancia
do nicleo de Fésforo wy =27 x 161.975.424, 8 rad/s, e uma frequéncia
de Larmor na direcao perpendicular de intensidade wg =27 x22.727,0
rad/s. A partir dessas frequéncia wy > wp, pode-se inferir a alta os-
cilagao do sistema quantico.
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Figura 5.6: Dinamica do vetor de Bloch no referencial girante até o instante
t=32,96 us. A seta azul representa a direcdo efetiva do campo magnético
nesse referencial. Dado que wyp < w1, a dindmica do estado no laboratério
resulta ser muito réapida, assim como se pode visualizar no video em YouTube.
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Figura 5.7: Gréfico comparativo entre os diferentes resultados obtidos se-
gundo o método da equagao transcendente pontos azuis, e o critério MT
estendido linha vermelha, segundo a dinamica tedrica e experimental do es-
tado quantico no referencial do laboratoério. Devido a alta precessao do campo
magnético a fidelidade quantica do estado no referencial no laboratério é re-
presentada mediante uma faixa preta, mas ao fazer um zoom, nota-se sua
dinamica oscilatdria.
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Devido a uma dinamica quantica em ressonancia, onde a frequéncia
de precessdao do campo magnético é wy, ~ w1, os diferentes dados experi-
mentais sdo obtidos no referencial girante, por esse motivo, representa-
se na Figura 5.6 a evolugao tedrica do vetor de Bloch no referencial
girante do estado quéntico inicial definido mediante os parametros de
Bloch 6 =24,48° e ¢ =4,02°. Além disso, os diferentes dados expe-
rimentais podem ser expressos no referencial do laboratério mediante
a acio da transformacao unitaria Ug(t) =exp{—id.wit/2}. Na Figura
5.7 apresenta-se a comparagao entre a dinamica experimental do estado
quantico no referencial do laboratério em relagao a dinamica tedrica
eq.(5.34), igualmente sdo apresentadas as previsdes do minimo tempo
de evolugao segundo o critério MT estendido e as diferentes raizes da
equagao transcendente para a definicao do estado inicial nesse sistema
quantico. Quando o estado evoluido torna-se ortogonal (i.e. fideli-
dade zero) o critério MT estendido prevé um tempo aproximadamente
10* vezes menor em relacdo & dindmica do estado, contrastando com o
tempo previsto pela equagao transcendente.

Em consequéncia da alta oscilagao do sistema quantico no
referencial do laboratério, algumas poucas raizes resultaram em tem-
pos sutilmente maiores a propria dinamica quantica, esse fato pode ser
atribuido a certos erros numéricos obtido no processo computacional
implementado para resolver a equacao transcendente no lapso da pri-
meira metade do periodo de precessao do campo magnético.

Caso Particular

Com o fim de comparar os resultados obtidos através do método da
equagao transcendente e as previsoes do critério de MT estendido den-
tro da mesma escala de tempo, define-se o estado inicial do spin nuclear
mediante os pardmetros § = 7/6 e ¢ = m, interagindo com o campo
magnético fora da ressondncia w, = w; —wy /\/g, sendo os parametros
do campo wp = 27 x 1.250,0 rad/s, wy = 27 x 16.000,0 rad/s. Dessa
forma, o campo magnético apresenta uma diregao efetiva xy = /3 no
referencial girante. Na Figura 5.8 apresenta-se a dinamica oscilatéria
do estado quantico no referencial do laboratério e a parte positiva da
equacgao transcendente para diferentes fases relativas ¢y apresentadas
pelo estado ortogonal respeito ao estado inicial.

Calculando as primeiras raizes cronolégicas da equagao trans-
cendente para os valores de fidelidade do laboratério F(t), obtém-se
uma previsao mais préxima em relagao ao critério MT estendido, se-
gundo a dindmica que apresenta o estado do sistema quantico no refe-
rencial do laboratorio, ver Figura 5.9. Além disso, para tempo muito
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Figura 5.8: Visualizagao da parte positiva da equagao transcendente em
relagdo ao tempo, a fidelidade do laboratério e em cada um dos gréficos a,
b, ¢, d, aos diferentes valores do angulo ¢o. Clicar em transcendente para
visualizar o video em YouTube.

pequenos as duas previsoes sao muito proximas entre si a dinamica do
estado, pois a distancia percorrida pelo estado é aproximadamente a
curva geodésica. Por um lado, as descontinuidades apresentadas pelo
critério se devem ao calculo da média temporal da incerteza da energia
segundo o tempo gasto em atingir por primeira vez um determinado
valor de fidelidade quéntica.

5.4 Spin 3/2 em Ressonancia Magnética Nu-
clear

Nessa se¢ao apresentar-se-a a andalise da interacao de um spin nuclear

3/2 com um campo magnético de médulo constante que apresenta um

movimento harmoénico de precessao em torno do eixo Z, além da in-
teragdo com um gradiente de campo elétrico,

H, = wlfz—i—%‘g (3];2 — f2)—|—w0 (fm cos(wpt+6do) + fy sin(wpt—ﬁ—éo))—i—ﬁmem.
(5.47)
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Figura 5.9: Comparativa entre o método da equagdo transcendente e o
critério de Mandelstam-Tamm estendido segundo a dindmica do estado
quéntico no referencial do laboratério.

Esse sistema quéntico é denominado como ressonancia magnética nu-
clear de um sistema quadrupolar, onde o primeiro termo do hamilto-
niano esta associado a interacao do momento magnético nuclear com o
campo magnético forte alinhado ao longo do eixo Z, denotado mediante
a frequéncia de Larmor w;. O segundo termo esta relacionado & in-
teragao do momento magnético quadrupolar do nticleo com o gradiente
interno de campo elétrico, sendo wg a intensidade desse acoplamento,
a qual para a presente andlise satisfaz a desigualdade wg <w;. O ter-
ceiro termo representa a dependéncia temporal externa com o campo
magnético de radio frequéncias, sendo sua intensidade By=wy/7, onde
v é a razao giromagnética e wy < wp. Finalmente, o quarto termo
corresponde & interacao fraca entre o nucleo quadrupolar com outro
ntcleos, elétrons e outros campos, por esse motivo é denotado como o
hamiltoniano do meio ambiente, podendo ser desprezado devido a sua
fraca contribuicao dentro de certas escalas de tempo.

Por outro lado, na realizagao experimental foi assumido a
frequéncia de precessao do campo magnético externo préxima da condi¢ao
de ressonancia, levando & descricao do sistema quantico do referencial
do laboratério para o referencial girante, obtendo o seguinte hamilto-
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niano,
fIG = (w1 —wp) fz—i—w?Q (Sff — _fQ) +wp (fz cos g + fy sin 900) +ﬁmeio,
(5.48)

onde I = h¥/2 é o operador de spin nuclear, sendo X, ¥, ¢ X, as
matrizes associadas a cada uma das orientagoes do momento magnético
de spin para esse sistema quadridimensional no espaco de Hilbert,

0 v3 0 0 0 —v3 0 0

2_\/5020 2_\/50—20
Tlo 2 0 V3l V"o 2 0 —=V3]|°
0 0 V3 0 0 0 V3 0
30 0 0

R 01 0 0

=10 0 -1 0

00 0 -3

(5.49)

Naturalmente, os estados quanticos em cada um desses dois referenciais
estao relacionados entre si através da transformacao unitaria de rotacao
ao longo do eixo axial Ug(t) = exp{—il,w,t/h}, mediante a seguinte
relaao 1) = Ur(t)|¢y), denotando |1f;) e |¢¢) aos estados quéinticos
no referencial do laboratério e girante, respetivamente. Em relacao a
montagem experimental, tem-se A ~ |w,—wi| e A= 0. Assumindo a
fase inicial do campo magnético g =0, obtém-se,

0 V3w 0 0

HG _ E \/§w0 0 2w0 0
2 0 2wy 0 V3w |’

0 0 3wy 0

Mediante o processo de diagonalizacao do hamiltoniano no referencial
girante, obtém-se os quatro autoestados girante,

(5.50)

\1[ -3

1 3 1 —1

\‘@Zﬁ 3 | \‘@Zﬁ L
! V3 5.51)
V3 -1 &

T R R

‘V2>_27\/§ 1 | \V3>—2\/§ _ /3

V3 1
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Além das correspondentes energias,

3hw hw —hw —3hw
07 El = 7()’ E2 = 07 ES = 0
2 2 2
Em consequéncia, o operador de evolugao temporal do estado quantico
no referencial girante pode ser expresso como,

By = (5.52)
U; = exp [—ifxwot/h} . (5.53)

Adicionalmente, os autoestados da matriz Y., correspondem aos estados
que compodem a base computacional nessa dimensao,

» 1B = (5.54)

o= O o
— O O O

1 0

0 1
o={ol m=|g| ==

0 0

Em particular, o estado quantico inicial é definido como sendo um es-
tado do tipo coerente atémico para spin total j=3/2, sendo esse estado
expresso na base computacional mediante os parametros angulares 6 e
, analogamente ao vetor de Bloch,

90(0, ¢)) = Col0) + Ch[1) + C5[2) + C5[3), (5.55)

onde os subindices dos coeficientes estao associados as projecoes m do
spin j sobre o eixo axial Z, assim {0,1, 73}—>{27 5 —%, —%},
(—e~*tanf/2)Itm (25)!

Cm = (1+ tan?6/2)J (F+m)!(j—m)!’

(5.56)

Com o intuito de poder compreender facilmente o comportamento dos
coeficientes do estado coerente atomico, apresenta-se na Figura 5.10 o
modulo de cada coeficiente em relagao ao angulo polar. Dessa forma,
nota-se que essa defini¢ao do estado inicial é incapaz de poder represen-
tar todos os estados da base computacional, pois sé dois desses podem
ser representados quando 6 for igual a 0 ou w. Alternativamente, pro-
jetando o estado quantico inicial na base completa dos autoestados
girantes normalizados, obtém-se,

|0 (6 (Z Vi) ) |60 (0, ). (5.57)
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Figura 5.10: Comportamento do médulo do coeficientes do estado atémico
coerente em relagdo ao angulo polar 6.

Denotando d; como o coeficiente complexo associado a projecao do
autoestado girante V; sobre o estado inicial,

di = <Vz|¢0(97 @))a

(5.58)

= Covl(l) + C1v£2) + 021)53) + 031154),
onde o conjunto U,Ek), k=1,2,3,4, representa cada uma das componen-
tes normalizadas do autoestado girante |V;). A partir disso, o estado
quantico inicial é expresso como,

|90(6, ) = do|Vo) + di| V1) + da| Vo) + ds|V5). (5.59)

Em virtude da representacao do estado inicial na base dos autoestados
girantes, pode-se expressar facilmente a evolugao do estado no referen-
cial girante mediante a agao do operador unitario de evolugao temporal

U,;. Dessa forma, obtém-se,

|¢t> — doefiEot/h|V0>+d167iE1t/h|V1>_’_d2€7iE2t/h|v2>+d367iE3t/h|V—3>.

(5.60)
Por conseguinte, o estado evoluido no referencial do laboratério pode
ser expresso mediante a acio da transformacao unitaria Ug(t) sobre o
estado evoluido no referencial girante como,

e—i3wpt/2 ¢(1)

t
e—iwpt/2 §2)
|¢t(97(p)> = eiwpt/Q ¢(3) ) (561)

L
ei3wpt/2 §4)
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onde o conjunto qﬁgl), 1=1,2,3,4 sao as respetivas componentes do es-
tado |¢;) na base computacional. Com base nessa descrigao tedrica, ex-
perimentalmente foi implementada a dinamica quantica do estado ini-
cial definido de acordo com os parametros do estado coerente quantico
#=0 e =0, sendo esse equivalente a um dos estados da base compu-
tacional,

(5.62)

0
90) = | o
1

Iniciando a descricao quantica do estado no referencial girante, e dada
a condigao experimental de ressonancia entre a precessao do campo
magnético externo com a frequéncia de Larmor de precessdao do spin
nuclear, implicando A= 0, tem-se que o estado quantico evoluido pode
Ser expresso,

|¢f> — 673iw0t/2|VO> + 67iwgt/2\/§|vl> + 6iwgt/2\/§|v2> + €i3wot/2|V3>) )

1
22 (
(5.63)

Por outro lado, expressando o estado evoluido no referencial do labo-
ratério mediante relagio |1;) =e~"=*1%/2|¢,) obtém-se,

—ie_l?’_wlt/2 (sin (3wot/2) — 3sin (wot/2))
) = 1 \/56_1""1’5/2 (cos (Bwot/2) — cos (wot/2))
K] —ie™1t/2 (sin (3wot/2) + sin (wot/2))
eB@1t/2 (cos (3wot/2) + 3 cos (wot/2))

(5.64)

A partir disso, calcula-se o produto entre o estado inicial e o estado
evoluido no referencial do laboratério. Dessa maneira, tem-se,

pidwit/2 3 1
(Yolthe) = — [cos<2wot) + 3cos<2w0t>} . (5.65)

Portanto, a fidelidade do estado quantico evoluido no referencial do
laboratorio em relagao ao estado inicial é expressa como,

Flt) = % [cos<3wot> +SCOS(;th)]2. (5.66)

Por outro lado, deseja-se analisar a incerteza da energia no referencial
do laboratério. Inicia-se calculando o valor médio da energia nesse
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referencial,
(| Heltpe) = <¢t|U}]t‘z(t)f{tUR(t)|¢t>v
. hw . (5.67)
= (pe|He|gr) + Tp<¢t‘2z|¢t>-

Seguidamente, a energia quadratica média é,
- - PSS 2
(| HE |he) = <¢t‘(U}T%(t)HtUR(t)) |P1),

. h2w? . Fiw ..
— (Ol HE160) + 2 (0l S2100) + 22 (01l { H, - } o).
(5.68)

4

Em virtude dessas duas grandezas fisicas e de acordo a condicao de
ressonancia A=0 , a varidncia da energia no referencial do laboratério
pode ser expressa como,

h2w0w1
4

2, 2
(M) = (AHG) + (a2 + T 6, 115, 5} 10)). (5.69)
Segundo esse resultado, os dois primeiros termos correspondem no re-
ferencial girante a variancia da energia, e a variancia da projecao do
spin no eixo Z, respectivamente. Devido a wy > wy, entao, pode ser ga-
rantido que a incerteza da energia no referencial do laboratério é muito
maior que incerteza no referencial girante.

Para contrastar esse resultado, calcula-se o valor médio da
energia no referencial girante <¢o|ﬁg|¢)0> =0, devido a definigdo do
estado inicial na base dos autoestados girante, onde é uma super-
posicao homogénea entre autoestados com o mesmo médulo de ener-
gia eq.(5.59). Além disso, a energia quadrética média (po|HZ|¢o) =
3h%w? /4. Por conseguinte, a incerteza da energia do estado quéntico
no referencial girante é,

AHg = ?mo. (5.70)

Portanto, pode-se afirmar que a incerteza da energia do estado quantico
no referencial girante é muito menor que sua contrapartida no referen-
cial do laboratéorio AHs < AH,. Isso se deve principalmente a alta
taxa de precessao apresentada pelo momento magnético no referen-
cial do laboratério, sendo esse movimento removido através da trans-
formagao unitdria de rotagao U r(t). Dessa forma, consegue-se uma
dindmica quéantica com menor rapidez no referencial girante.
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Figura 5.11: Primeiro octante da esfera de raio y/1—F(t).

5.4.1 Problema do minimo tempo de evolugao quantico

Desejando realizar uma comparativa justa das previsoes obtidas através
do critério MT estendido e do método da equagao transcendente, sendo
essa escrita como,

0 = arccos v/ Fg(t) — AIZGt, (5.71)

serd assumido o conhecimento completo da incerteza da energia apre-
sentada pelo estado quantico em cada referencial eq.(5.69) e eq.(5.70).
Em contraste, ignorar-se-a o conhecimento da dinamica do estado quéantico
no referencial girante, pois resolveria a dindmica completa do estado
quantico no referencial do laboratério. Por esse motivo, apresenta-se
uma maneira de estimar a fidelidade quantica do estado evoluido no re-
ferencial girante em funcao da fidelidade atingida pelo estado evoluido
no referencial do laboratério. O estado evoluido pode ser expresso
mediante uma combinacao linear de estados que compdem uma base
completa respeito a dimensao do hamiltoniano do laboratério. Dessa
forma, tem-se,

%) = VE(O)[o) +a e fihr) + b ePlipa) + ¢ €7 |ys), (5.72)

onda «, B e 7y sao as fases relativas com respeito ao estado inicial. De
acordo com a condigao de normalizagao do estado, tem-se a seguinte
expressao F(t) + a? + b? + ¢ =1, podendo ser interpretada geometri-
camente como a equagdo de uma esfera de raio y/1—F(t). Em vir-
tude disso, os valores de a, b e ¢ podem ser parametrizados em relagao
as varigveis u,v € [0,7/2], como apresenta a Figura 5.11, através das
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Figura 5.12: Gréfico comparativo entre os diferentes resultados obtidos se-
gundo o método da equagao transcendente e o critério de Mandelstam-Tamm
estendido, segundo a dinamica tedrica e experimental do estado quantico no
referencial do laboratdrio.

relacoes,

=+/1=F(t)sinucoswv,
b=+/1—F(t)sinusinwv, (5.73)

1—F(t) cosu.

Em relagao ao estado quantico inicial, os outros trés estados ortogonais
podem ser obtidos mediante o processo de ortogonalizagao de Gram-
Schmidt, assumindo quaisquer trés vetores da base computacional de
dimensao 4 para completar o conjunto de quatro vetores a serem ortogo-
nalizados. Devido que o estado quantico no referencial girante pode ser
€XPresso como |¢y) = 012(15)\1/%), entdo a fidelidade do estado quantico
no referencial girante em funcao da fidelidade do estado do sistema no
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referencial do laboratério pode ser expressa da seguinte maneira,
Fo = |VF@)ol0160) + a ¢ (6ol U] 1)

. . 9 (5.74)
+b e (9ol Uf9) + ¢ € (60[Uf )|
Essa estimativa de Fg mostra a dependéncia com a fidelidade no re-
ferencial girante, dos estados ortogonais, seus coeficientes e as fases
relativas associadas a cada um desses em relacao ao estado inicial.
Em consequéncia, desejando calcular a primeira raiz cronoldgica da
equagao transcendente para um determinado valor de fidelidade do la-
boratério, é preciso realizar uma varredura sobre o conjunto completo
de parametros que compoem a estimativa da fidelidade no referencial
girante. Repetindo o mesmo processo para todos os valores de F(t),
consegue-se representar na Figura 5.12 as previsoes do minimo tempo
de evolugao segundo o método da equacao transcendente, e compara-las
com o critério MT estendido, sendo que esse tltimo prevé um tempo
aproximadamente 10* vezes menor para o estado ortogonal, em relacio
a dinamica tedrica do estado quantico e dos diferentes dados experi-
mentais obtidos no referencial girante da evolucao do estado quéantico
inicial de spin 3/2 do nticleo de 2*Na presente em sulfato de dodecilo de
s6dio em um cristal liquido liotrépico, preparado com 21,3% em peso
de sulfato de dodecilo de sédio, 3,7% em peso de decano, e 75% em peso
de dgua deuterada [57]. Em virtude do bom controle experimental res-
peito & coeréncia quantica do estado e da precisao na sua evolugao,
pode-se afirmar que a transformagao entre os referenciais é unitaria
dentro da escala de tempo da evoluc¢do. Além disso, os parametros do
campo magnético wy=15.000,0 rad/s e w; =105.850.000, 0 rad/s.
Finalmente, apresenta-se na Figura 5.13 uma representagao
geométrica de um sistema quantico de quatro niveis com o objetivo
de visualizar a dinamica do estado do sistema no referencial girante.
Podendo ser apreciado o percurso feito pela dinamica do estado inicial,
e notando que essa difere do menor caminho possivel até seu estado
ortogonal de maior energia.
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Figura 5.13: A curva lil4 corresponde & dindmica tedrica do estado no refe-
rencial girante, e a linha tracilhada cinza com pontos representam os diferen-
tes dados experimentais, visualizados nessa representagao geométrica de um
sistema quéantico de quatro niveis, denominada Tetrapous, cujo significado do
grego é quatro patas. Cada vetor da base candnica pertence a calota esférica
de raio unitario. Clique aqui para ver o video em YouTube.



Capitulo 6

Conclusoes e
Perspectivas

De acordo com a anélise apresentada para um elétron em um
campo magnético uniforme e segundo a definicao do seu estado inicial
como sendo uma superposicao entre dois autoestados de igual proba-
bilidade pertencentes a niveis energéticos diferentes, pode-se concluir
uma maneira de conectar dois espagos fisicos proprios desse sistema
quantico: o espaco de Hilbert e o espago das coordenadas espaco-
temporal. Isso foi possivel mediante o cdlculo da posicao média do
elétron pertencente a cada estado quantico e o calculo do minimo tempo
de evolugao necessario pelo sistema para transicionar do estado inicial
até o estado ortogonal.

Adicionalmente, afirma-se de modo geral, ndo qualquer caso
de superposicao entre autoestados fornece mudancas na distancia ra-
dial média do elétron com relacao a origem do sistema de coordena-
das. Apenas aqueles casos de superposi¢oes em que os autoestados
apresentam a mesma projecao de momento angular orbital na diregao
Z e a mesma orientacao de spin. Observando em primeira instancia
que a rapidez média apresentada pelo deslocamento radial do elétron
aumenta na medida em que os autoestados da superposi¢cao possuem
nimeros quanticos mais préximos, sendo as superposigoes que apresen-
tam a maior rapidez quando os autoestados sao vizinhos proximos.

Depois de ter analisado quanticamente varios casos de super-
posicao entre autoestado do elétron quando esse acha-se sobre a apre-
senga de uma campo magnético muito forte, pode-se afirmar que a
descrigao mais correta para a dinamica dessa particula é a estabelecida

119
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pela teoria de Dirac, devido a levar em consideracao os efeitos rela-
tivisticos relevantes para a andlise nos casos extremos de um campo
magnético forte, um momento linear do elétron grande, e a energia da
massa em repouso do préprio elétron.

Além disso, permite obter um comportamento assintético ou
limitante superior para a rapidez com que a posicao radial média do
elétron se desloca, sendo essa menor a velocidade da luz no vécuo,
no lapso do menor tempo dessa transicao obtido mediante o uso do
minimo tempo de evolugao quantico, sendo esse um limite natural bem
aceito para a evolucao de um sistema quantico independente do tempo.
Por um lado, esses resultados contrastam fortemente com a descrigao
realizada via equacao de Schrodinger, onde a rapidez média pode atingir
valores superiores a esse limite relativistico.

Por outro lado, desejando obter previsoes mais préximas do
minimo tempo de evolugao para o estado de um sistema quantico de-
pendente do tempo e de dindmica unitaria, nesse trabalho apresentou-se
uma maneira de melhorar as previsoes do critério MT estendido medi-
ante a aplicagao de uma transformagao unitaria, sobre a condicao que
essa permita a descricdo do sistema quantico em um novo referencial
onde a incerteza da energia seja menor em relacao a sua contrapartida
no referencial do laboratério. Devido & importancia que apresenta a
incerteza da energia para o critério MT estendido e segundo seu signifi-
cado geométrico, a implementacao de um transformagao unitaria sobre
essa condigao permitiu obter uma dindmica quantica menos rapida e,
portanto, a razao entre a distancia geodésica e a rapidez média do
critério MT estendido nao resultou ser tao pequena. Com base nesse
raciocinio, analisou-se o critério MT estendido no novo referencial, es-
timando a fidelidade do estado quéantico nesse referencial em funcao
da fidelidade apresentada pelo estado no referencial do laboratério.
Estabelecendo a saturagao da desigualdade do critério MT estendido
no referencial girante, propos-se transforma-lo em uma equacao trans-
cendente. Dessa forma, quando essa equacao for resolvida somente
ao considerar as primeiras raizes cronolédgicas em relagao a fidelidade
quantica do estado no referencial do laboratério, péde-se obter uma
previsao do minimo tempo de evolucao do estado inicial puro até o es-
tado evoluido com um dada fidelidade muito mais préxima ao tempo
gasto pela evolugao real, em relagao as previsdes prematuras obtidas
no referencial do laboratério.

Portanto, pode-se concluir que o método da equagao trans-

cendente fornece um aperfeicoamento da previsao do minimo tempo de
evolugao para sistema quanticos dependentes do tempo e de dinamica
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unitaria.

Algumas das perspectivas de trabalho a serem desenvolvidas
sdo: a andalise da influéncia da métrica do espaco-tempo no problema
do minimo tempo de evolugao, e a utilizagdo de hamiltonianos efetivos
para a determinagao do minimo tempo de evolugao, podendo ser essa
uma maneira mais ficil de poder estimar a incerteza da energia [59,60].
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Apéndice A

Critérios do Minimo
Tempo de Evolucao
Quantico

O quao rapido pode evoluir um sistema quantico? Essa é a pergunta
essencial em diferentes dreas da fisica quéantica na procura do minimo
tempo de duragao de certo processo em particular. Nesse capitulo
apresenta-se a obtencao analitica do minimo tempo que precisa um
sistema quantico fechado para evoluir desde um estado inicial por meio
de uma dinamica unitéria até atingir um estado ortogonal ao inicial.

A.1 Critério de Mandelstam-Tamm

Partindo da relagao de incerteza entre o operador de posicao ¢ e o
operador momento linear p,

Aq=/{q*) —(9)?,
: (A1)
Ap = \/(p?) — (P)*.

Onde Aq e Ap sado as respetivas incertezas. Podendo considera-se na
mecanica quantica uma relagao similar entre a energia e o tempo sendo
essa uma situagao completamente diferente pelo fato que o tempo é
considerado um parametro caracteristico na dinamica propria de todo
sistema fisico. Tentando obter uma expressao mais geral do principio
de incerteza no formalismo de Schrodinger, parte-se do conhecimento

AgAp >

| St
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que a energia total de um sistema fisico isolado é um valor constante
e bem definidos, isso é simplesmente consequente a lei da conservagao
da energia na mecéanica quantica. Seja no caso geral onde tem-se duas
grandezas fisicas representadas pelos operadores hermitianos ReS. A
relacao de incerteza entre eles é,

Lla 5 5 Ay 2
ASAR > 5]([S,RD(, as={(5-18)%). (a2
Em relacao a equacao de movimento de Heisenberg para o operador R,
— = —[R,H]. (A.3)

Onde H o hamiltoniano independente do tempo do sistema em questao.
Definindo S = H na eq.(A.2) e usando a equagdo anterior obtém-se,

1 ,im A OR  i., =~
AHAR> S| R, ZF = A8 (A.4)
Portanto a relagao de incerteza resulta ser,
h|0(R)
AHAR > — |——]|. A.
Rz 2| Ot (A.5)

Essa relagao de incerteza geral fornece a conexao entre a incerteza da
energia total do sistema isolado AH, em relagdo a incerteza de uma
grandeza dindmica AR através da sua prépria taxa de variagdo tem-
poral. Em alguns casos é conveniente definir At como o tempo que
lhe leva ao valor médio de cada grandeza mudar em uma quantidade
igual a sua incerteza. Por tal motivo At poderia ser chamado como
“incerteza do tempo”. Com base aquilo muda-se R— t,

h AH #0,
AHAL > 3, {AH#OO. (A.6)

Consequentemente poder-se-a dizer que uma grandeza dindmica nao
apresenta mudanga se a sua incerteza permanece igual a zero (i.e. es-
pectro discreto), mas se o seu valor médio nao é constante, significa
que valores pequenos de At, a incerteza AR mudard mais rapido que
cla mesma R.

Exemplo:
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Seja um sistema quantico qualquer caracterizado por apresentar as suas
linhas espetrais com largura igual a AH. Desejando calcular a evolucao
temporal da populacao dada a condigao inicia: o estado do sistema
|thp) inicialmente acha-se totalmente populado. Denotando o operador
projecao do estado inicial como L. Seja |1) o estado em um tempo
posterior, define-se a populagao no estado inicial da seguinte maneira,

L) = (Wodwol)0),  (olw) = [wigwdo. (A)

Conhecendo as propriedades que caracterizam ao operador projecao’
e os seus valores préprios, onde sé um desses valores préprios é igual
a um, com isso poder-se-a calcular o valor médio do operador (ﬁ),
significando dessa modo a probabilidade de achar o sistema no estado
inicial |¢o), evidentemente 0 < (L(t)) < 1. A incerteza do operador
projetor é,

AL = \J(£2) — (Ly2 = /() — (L2, (A.8)
A relagao de incerteza (A.5) entre o operador projegao e o hamiltoniano
resulta da seguinte maneira,

. 5 A(L)
AH\(L) = (L)? > 5 | =5

- h
5 (A.9)

Dado que a desigualdade s6 depende de uma varidvel, e sendo assumida
a condi¢ao inicial (L(O)) =1, pode-se obter,

=D

2AHdt

(similar & derivada do arcsin(z)).

(A.10)

- d(L)= 2\/5-01\/5. (A.11)

Onde,

- d(L)
/() = 2
Vi = - 5

Substituindo e integrando,
j =~e @/(t)> R ! (A.12)
o [ i

10 operador satisfaz as seguintes propriedades: 1) Operador hermitiano Lt :ﬁ,

i) Idempoténcia L2=L.
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Obtendo assim,

AH -t

> arcsin ( <[:(t))) — g7 0<t< ——. (A.13)
Aplicando o cosseno na equacgao anterior,

cos <M;i”) > cos (arcsin( <1i(t)>) - ”) —JU@)  (A14)

Resulta em,

AH -t N A AH -t
cos( = > >/ (L(¢)), — (L(t)) > cos?
(A.15)
h
Essa ultima expressao é somente valida no intervalo 0 < t < 22 T

Portanto o minimo tempo que tardara o sistema em atingir um estado
ortogonal em relagao ao inicial é,

mh

Thin = ——-
min QAH

(A.16)

A.2 Critério de Margolus-Levitin

Desde o ponto de vista energético, as evolugoes temporais na mecanica
quantica sao construidas fora da superposicao de componentes de frequéncias
(i.e. evolucdo unitdria). Seja Fysx 0 valor méximo de energia perten-
cente a certo sistema, espera-se que a frequéncia na qual esse sistema
possa mudar de um estado inicial até um estado ortogonal final seja,

v < Er;é". (A.17)

Assumindo a energia do estado fundamental Ey=0, ja que a diferenca
energética entre os diferentes estados é o realmente relevante para a
evolugao. Serd discutido mais na frente o caso caracterizado através
valor médio da energia (f] ) # Emax, existe um limite similar,

Ey=0. (A.18)
Essa expressao pode ser relacionada ao valor da energia de um sistema

macroscopico sendo igual ao niimero maximo de estados ortogonais que
o sistema acessara por unidade de tempo. Consequentemente essa serd
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a taxa maxima que pode ser suportada ao longo da evolugao temporal.

Contrariamente ao limite de velocidade quantica obtida por Mandelstam-
Tamm, onde o estado quantico possui o valor médio fixo de energia
(H), e incerteza da energética AH. Ele apresenta o minimo tempo de
transicao entre estados ortogonais dado pela expressao t > wh/2AH.
Assumindo um sistema quéntico fechado no instante inicial ¢t =0 acha-se
no estado |¢), expressado através de uma combinagao linear de todos
os possiveis estado acessiveis de energia E,, com funcao prépria |E,,).
Sendo a energia média do sistema quantico,

= leal*Ep. (A.19)

Com base aquilo o estado inicial tras a evolugao temporal fica expresso,

) =D cae M E,). (A.20)
n
A superposicao do estado evoluido em relagdo ao estado inicial é,

S(t) = (Yoltr) = ZIC [ZemtEnt/m, (A.21)

Procurando o minimo tempo que lhe leva o estado inicial evoluir até se
transformar em um estado ortogonal a si mesmo, implica S(Tm)=0.
Analisando a parte real de S(t), nota-se que,

- i enlPoos (5.
> Z |en? [l - = (Et + sin (?)) ] 7 (A.22)

2(H)t
>1-— — .
>1 > + 71_Im(S)

Onde foi usada a desigualdade® cosz > 1 — (2/7)(x + sinx), valida
para valores de x >0. Se para um tempo posterior ¢, o estado obtido é

2Seja a desigualdade trigonométricas de Kober cos(x) > 1—%w, valida no intervalo
[0,7/2]. Ao substituir  — z+sin(z), cos(z) > cos(z+sin(z)) > 1 — %(m—l—sin(w)),
http://arxiv.org/abs/1105.0859v1.
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ortogonal ao estado inicial, significa que S(t) =0, portanto a parte real
e imaginaria de S(t) sdo nulas simultaneamente.

0>1-— (A.23)

2(H)t
w

Portanto o minimo tempo para que isso acontega ¢ obtido na ultima li-

nha da eq.(A.22). De maneira geral sem assumir a energia fundamental

nula tem-se,

wh

Toin = —————.
2((H) - Eq)

(A.24)

A.3 Critério de Mandelstam-Tamm Esten-
dido

Anteriormente, apresentou-se a dedugdo do critério MT mediante a
relagao de incerteza entre a energia e o tempo. Nesse caso, serd con-
siderado ao quadrado da rapidez instantanea £? associada & menor
distancia que ligas dois estado quéanticos no espago de Hilbert. Se-
gundo a métrica de Fibini-Study, o angulo de Bures define a distancia
entre dois estados quanticos £ =arccos(y/F(po, ft)), onde a fidelidade
de Uhlmann é,

2

F(po, pr) = {tr{ \/Foﬁt\//%H : (A.25)

Para o caso particular de estados quéanticos puros po = |1o) (10| € pr =
[th1) (1], a fidelidade resulta ser a probabilidade de superposicao entre
os dois estados F'=|(1o|1¢)|?. De acordo com Braunstein e Caves [32],
a distancia de Bures entre dois estado quéantico infinitesimalmente e
estatisticamente distantes p e p' =p-+dp pode ser expressa como,

£2 = tw{dpR;  (dp)}, (A.26)

onde o superoperador R~! para um operador O, dado o operador den-
sidade p=>", p;|7)(i| é,

oA L (IOIK) | .

RO =35 =ikl (A.27)
2 ]z,; (pj+pr)

Definindo uma dindmica quantica unitaria, a equagao de movimento de

von Neumann permite expressar,

th:t = [ﬁt;ﬁt] = [‘E[t_<ﬁt>aﬁt} = [Aﬁt,ﬁt], (A28)
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onde AH; define a variagao do operador hamiltoniano respeito de seu
valor médio, sendo esse tltimo um numero real positivo. Dessa forma,
combinando a eq.(A.28) na eq.(A.26), obtém-se,

L* =tr{dpR, " (dp)} = 2h2 Z p +p GIAH K[,

J.k
pj +pk |AH 2
Y] t|k>| ;
2h i PP (A.29)
. sy 2
= ﬁ > (i +pe) | GIAH )]
7.k
1 7 \2
= ﬁ«AHt) )-

Segundo esse resultado, a variagao instantdnea da distdncia entre os
estados vé-se limitada superiormente pela varianga da energia do sis-
tema quantico. Em relagao a desigualdade, quando for aplicada a raiz
quadrada, tem-se,

L<|f|< % (AH)?). (A.30)

Resolvendo a desiguldade segundo as condigoes iniciais e finais mediante
a integragao, obtém-se,

% / d,c<% ((AHp)?)dt, (A.31)

Dessa forma, obtém-se a seguinte desigualdade,

¢ harccosA(Lgl)Oth AH — %/ <f[t2,>f<f[t,>2dt” (A.32)
0

onde AH é a média temporal da incerteza da energia apresentada pelo
estado quantico no instante t. Portanto, essa desigualdade corresponde
ao critério de Mandelstam-Tamm estendido para Hamiltonianos depen-
dentes do tempo, sendo o estado evoluido definido mediante uma valor
de fidelidade diferente a ortogonal.
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Apeéndice B

Posicao Quadratica
Meédia

A idéia principal nesse apéndice é provar a equivaléncia ao expressar as
funcoes de onda nas coordenadas polares e nas coordenadas cartesianas
no calculo da distancia quadritica média (i.e. (%), (z?), (y?)). Seja o
nimero quantico principal do oscilador (n=2), hé trés possiveis valores
de momento angular (m; =2,0,—2). As autofungoes associadas a (m; =
—2) e (m;=2) s6 diferenciam-se por um fator de fase. A implementagao
das coordenadas polares leva a caracterizar o autoestado através dos
nimeros quanticos (n,m;), em contrapartida (n,,n,) nas coordenadas
cartesianas. A relagdo entre as duas notacoes é: (n=nz+ny) e (m;=
ngy—ny). Portanto a autofuncao F» (o, ) é equivalente a Fy 1(z,y), e
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F5 (0, ¢) é equivalente a Iy o(z,y).

[(Bo)® — 1]e~#"¢"/2 g2 \Bf[(ﬂg) e 702 o dg do,

&\@

||
o\:‘m

/]
762 3[(Bo)? — 1] dg,

)" = 2(B0)* + 1]~ dy,

Sendo a fungao em coordenadas cartesianas 1 (r) = Q\ﬂf —B*a*/2 2(Bx).

Nesse caso o funcao em = e em y sao iguais, sé calcula-se,

—+oo

@h= | 257? e (520 do

“+oo
2 Fogerr, 02
2

3 2
= WF@/Q) o (Y )1

Portanto, <92>2,0 = (2®)1 + (¥*)1 |
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De maneira similar,
271 oo ﬁ
< :// 27T e —B%0%/2 e~ 120 2 (ﬂg) -B%0 /2 i2¢ o do dy,

0
00

= /ﬂzyg (Bo)'e 7" do,

0
17 ;
2 [ (o) e do= ray = 2.
B 0/ 2/8 6
(B.3)
Sendo ua(e) = || e P 2 (4B -2), oly) = \/7 B2
87 : =
2 Bx 7,82 2
(x%)2 = S\f [16(82)* — 16(8z)? + 4] da,
-5 / [16(8)° ~ 16(8)" + 4(8)2)e " az, (Y
- ﬁ[lﬁmﬂ) — 161'(5/2) +4I'(3/2)] = 2%2.
+oo 5
- (B.5)

—+oo
1 2,2 1
= 5/m / (By) e 7" dy = 5 (3/ ) = 3

Portanto, | (0%)2.2 = ()9 + (y*)o |
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Apéndice C
Unidades Naturais

O sistema internacional de Unidades SI baseado nas unidades MKS,
sao realmente 1teis para mesurar as grandezas fisicas na maioria das
aplicacoes pertencentes aos fenémenos macroscépicos. Quando deseja-
se analisar processos da fisica quantica ou na elatividade, as unidades
do SI nao sdo as mais apropriadas para expressar os resultados, devido
a expressar as constantes fisicas sendo nimeros muito grandes ou muito
pequenos. Em visto que as constante fisicas fundamentais como a ve-
locidade da luz (c=2,99792458 x 101°kg s7!) e a constante de Planck
(h=6,6260693 x 10~3*kg m? s~1) diferem enormemente em escala, se
introduz a nogao de um sistema de unidades onde essas constantes fun-
damentais sejam (¢ =h = 1), isso foi bem aceitado na drea da fisica
atomica, nuclear, fisica de particulas, astrofisica e mais outras, dado
a sua simplicidade na andlise dimensional devido a expressar todas as
grandezas fisicas em termos de uma quantidade sé (elétron-volt eV).
Esse sistema de unidades é chamado de Unidades Naturais.

Na analise realizada expressou-se as grandezas fisicas na uni-
dades naturais pela sua simplicidade numérica, a seguir apresentam-se
algumas relagoes entre o Sistema Internacional de unidades e as Uni-
dades Naturais,

¢ = 2.99792458 x 10° [m/s]
h = 1.054571726(47) x 1073 [kg m?/s]
leV = 1.602176565(35) x 10~'? [kg m?/s?
hic = 3.161525 x 1072 [kg m®/s?] = 197.327053 [MeV fm).

(C.1)
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Unidade Valor Métrico Derivacgao
1leV~ ! de comprimento 1.9747 x 10~7 [m] | =(1eV Hhe
1eV do massa 1.7825 x 10735 [kg] | =(1eV)/c?

1eV~! unidade de tempo | 6.5823 x 10716 [s] =(1eV YR

O campo magnético expresso nesse sistema de unidade é,
B = (1eV)?2 _ (1eV)?
(he)3/2  (197.327053 MeV fm)3/2’

1/2 m Ccm
1.602176 x 1012 | &
1 % ( x [ s2 eV

eV 2

fm3/2

— 3.607615 x 10~*% l )1/2 « (10712 [22])

(C.2)

—

= 14.440269 [gauss] = 1.444026 x 10~ [T).

Assim, 1eV? =1.444026 x 10~ [Tesla].



Apéndice D
Resultados Numéricos

Dada a superposicao estre dois estados proprios expressos através dos
espinores,

1 .
P(r) = 7 Uno(0,¢) + Uni2,0(0, @) | =7
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Rapidez n Rapidez n Rapidez
2.407829E-01 || 46 | 2.687545E-01 || 92 | 2.694617E-01
2.536831E-01 || 48 | 2.688125E-01 || 94 | 2.694770E-01
2.588266E-01 || 50 | 2.688660E-01 || 96 | 2.694917E-01
2.615626E-01 || 52 | 2.689156E-01 || 98 | 2.695058E-01
2.632509E-01 || 54 | 2.689616E-01 || 100 | 2.695193E-01
10 | 2.643923E-01 || 56 | 2.690043E-01 || 102 | 2.695323E-01
12 | 2.652138E-01 || 58 | 2.690443E-01 104 | 2.695448E-01
14 | 2.658330E-01 || 60 | 2.690816E-01 || 106 | 2.695568E-01
16 | 2.663167E-01 || 62 | 2.691166E-01 || 108 | 2.695684F-01
18 | 2.667055E-01 || 64 | 2.691494E-01 || 110 | 2.695796E-01
20 | 2.670250E-01 || 66 | 2.691803E-01 || 112 | 2.695904E-01
22 | 2.672921E-01 || 68 | 2.692094E-01 || 114 | 2.696008E-01
24 | 2.675184E-01 || 70 | 2.692369E-01 || 116 | 2.696109E-01
26 | 2.677124E-01 || 72 | 2.692629E-01 || 118 | 2.696206E-01
28 | 2.678801E-01 || 74 | 2.692876E-01 || 120 | 2.696300E-01
30 | 2.680266E-01 || 76 | 2.693109E-01 || 122 | 2.696390E-01
32 | 2.681555E-01 || 78 | 2.693331E-01 || 124 | 2.696479E-01
34 | 2.682699E-01 || 80 | 2.693542E-01 || 126 | 2.696555E-01
36 | 2.683721E-01 || 82 | 2.693742E-01 || 128 | 2.696644E-01
38 | 2.684640E-01 || 84 | 2.693934E-01 || 130 | 2.696691E-01
40 | 2.685471E-01 || 86 | 2.694116E-01 || 132 | 2.696784E-01
42 | 2.686225E-01 || 88 | 2.694291E-01
44 | 2.686914E-01 || 90 | 2.694458E-01

o OS

Tabela D.1: Superposicao entre estados préprios de energia positiva.
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Rapidez

n

Rapidez

Rapidez

O N OIS

10
12
14
16
18
20
22
24
26
28
30
32
34
36
38
40
42
44

1.168295E-01
1.232688E-01
1.263600E-01
1.281688E-01
1.293555E-01
1.301941E-01
1.308184E-01
1.313011E-01
1.316857E-01
1.319991E-01
1.322597E-01
1.324797E-01
1.326680E-01
1.328308E-01
1.329732E-01
1.330986E-01
1.332100E-01
1.333096E-01
1.333992E-01
1.334802E-01
1.335538E-01
1.336209E-01
1.336825E-01

46
48
50
52
54
96
58
60
62
64
66
68
70
72
74
76
8
80
82
84
86
88
90

1.337390E-01
1.337913E-01
1.338396E-01
1.338845E-01
1.339262E-01
1.339652E-01
1.340017E-01
1.340358E-01
1.340679E-01
1.340981E-01
1.341266E-01
1.341535E-01
1.341789E-01
1.342030E-01
1.342258E-01
1.342475E-01
1.342682E-01
1.342878E-01
1.343066E-01
1.343245E-01
1.343416E-01
1.343579E-01
1.343736E-01

92

94

96

98

100
102
104
106
108
110
112
114
116
118
120
122
124
126
128
130

1.343886E-01
1.344029E-01
1.344168E-01
1.344300E-01
1.344428E-01
1.344551E-01
1.344669E-01
1.344783E-01
1.344893E-01
1.344999E-01
1.345101E-01
1.345200E-01
1.345295E-01
1.345388E-01
1.345477E-01
1.345564E-01
1.345649E-01
1.345731E-01
1.345794E-01
1.345891E-01

Tabela D.2: Superposicao entre estados préprios com sinal energético
diferente.
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Apéndice E

Pacote de Onda
Relativistico

A equacao de Dirac fornece um conjunto completo de autofungoes de
energia positiva e negativa. Sendo o caso de uma particula em repouso,
as solugoes negativas sao associadas a energia da massa em repouso
negativa. Os estados de energia negativa sao interpretados de maneira
diferente, esses possuem energia cinética de caracter negativo, o movi-
mento da particula é oposto em relagao a particula de energia positiva,
a carga elétrica da particula é de sinal oposta a carga da particula. Com
todas essas caracteristicas parece ser que aqueles estados nao se conse-
guem evidenciar de maneira natural, mas sem esses a interpretacao da
equacao de Dirac nao estaria completa.

Em relagao a analise da helicidade do elétron, nota-se que
aqueles espinores correspondentes aos autoestados de energia positiva
descrevem a particula com o mesmo sinal energético nas suas duas
primeiras componentes e uma particula de sinal energética oposta nas
dltimas duas componentes. Analogamente e de maneira inversa, estao
expressos os espinores correspondentes aos autoestados de energia ne-
gativa.

Com motivo de analisar as contribuigoes da particula com
sinal energético oposto na descricao quéntica relativistica, define-se
no instante inicial (tp = 0) wm pacote de onda com perfil gaussiano
composto por espinores que sé apresentard componentes associadas
a particula de energia positivas, fazendo uso das unidades naturais,

141
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expressa-se 0 pacote como,

= 1 —r2/4d? iPo-FTT (7 o N
RO = e R ) v =(§ ). ©

Onde d caracteriza a largura do pacote de onda. Por outro lado, de ma-
neira geral representa-se a superposicao de espinores de energia positiva
e negativa como,

¢(f,o—/ de ( ﬁ)uzﬁ)elpr—FB(ﬁ)vz(ﬁ)e"). (E.2)

Onde A; é o coeficiente da expansdo pertencente ao espinor positivo
u; e B; ao espinor negativo v;. Para construir a superposicao de um
pacote de onda gaussiano, primeiro se expressa esse nas coordenada do
momento linear por meio da transformada de Fourier, usando a integral

fj;o emaw’ =be gy — %e_bz/‘la, tem-se,
+oo
Y(p,0) = / ;e_rrﬁ/4d26—i(ﬁ_50)'FU(ﬁo)dF,
o (2rd?)*? (E.3)

= (87rd2)3/4e—(5—1’0) &’ U(py).

Dessa maneira resulta facil associar o perfil gaussiano com o estado em
superposi¢cao mediante uma série,

3/4 _(m_73\2.42 N

(sr)" T ) = Y (A + B@o) - (24)
i

Desejando calcular as amplitudes da série, multiplica-se a equagao an-

terior por uI (p) ou por v;-r (p), em visto que os espinores constituem um

conjunto ortonormal entre si, obtém-se assim,

3/4 _ (7 _=.)\242 =
Au(p) = (smd?) ™ e T Y (il (),

3/4 _(m_7.\2.42 s
Bi(p) = (8d?)* e~ TP P (5 )l ().
Nota-se que os coeficientes apresentam um perfil gaussiano. Para com-
preender as consequéncia de assumir esse tipo de pacote de onda, sera
analisado fora da simplicidade =0 o caso onde apresenta-se as prin-
cipais modificacoes, p7#0. Em visto & defini¢do de U na eq.(E.1) asso-

ciado aos espinores de particulas livres u; e v;, tem-se dessa maneira a
razao entre os coeficientes da expansao,

i R TR

(E.5)
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Com base a expressao obtida, nota-se que a contribuicao dos termos
de energia negativa no pacote do onda gaussiano tornam-se irrelevantes
quando |p] < myg, entdo B;(p) < A;(p). No caso contririo, se os termos
de energia negativa sao relevantes para a descricao quantica, tem-se
|p]>>my, entao B;(p)= A;(p). Analisando as duas condigoes anteriores
em relagao a largura do pacote e o comprimento de onde de Compton
do elétron A¢c =1/m, pode-se entender melhor sob quais condigdes os
termos de energia negativa sao relevantes para a descrigao quantica. Em
particular, se a largura do pacote é muito maior que o comprimento de
Compton e escrevendo os reciprocos dessas grandezas d—' < mg. Essa
condigao se pode expressar como |p] < d~! < mg. Por outro lado, se
a largura do pacote é muito menor que o comprimento de Compton,
tem-se d~! > myg. Isso implica que [p] 2 d~' > mg. Portanto, pode-
se concluir que as contribuigoes dos termos de energia negativa sao
relevantes para a descricao quantica em dois casos, quando o pacote de
onda apresenta um momento linear muito grande ou quando o pacote
acha-se fortemente confinado. Caso contrario, as contribuigoes desses
termos serao irrelevantes.
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Apéndice F

Pacote de Onda
(Gaussiano

Apresenta-se a andlise do um elétron livre descrito mediante um pacote
de onda de perfil gaussiano, ver figura F.1. O motivo principal dessa
descrigao é compreender melhor a localizagao espacial da particula em
contraste com a aproximacao de onda plana. Dessa maneira se pode
apreciar o deslocamento da posicao média do elétron no transcorrer do
tempo.

Assumindo o movimento unidimensional do elétron livre ao
longo da diregao Z, define-se no instante inicial t=0 o pacote de onda
com momento linear médio pg como,

Vo(2) = b= ipoz/h (F.1)
(27rd2)1/4

Fazendo uso do sistema de unidades naturais para facilitar os
calculos que serdo aprestados (i = ¢ = 1), deseja-se analisar a com-
posicao do pacote gaussiano em relagao as componentes de momento
linear axial, para aquilo expressa-se o pacote no espago do momento
linear mediante a transformada de Fourier,

—+oo
1

2 2 .
¢z(pz) = — / e 7 /4d Pz =Pz,
\/%(27rd2)1/47

> (F.2)

— (1 2)1/4 /6*22/4d26*i(pzfpo)zdz.
V2m(2nd
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-4d -3d -2d -1d o0d 1d 2d 3d 4d

Figura F.1: Densidade de probabilidade do pacote de onda de perfil
gaussiano.

Dada a integragao gaussiana definida,

+oo

Io) /e*““bzdx = \/jebz/‘m, (F.3)

— 00

obtém-se assim,

6(p.) = —— (8md?) /e trsmr0)* (F.4)
V2r
Vale a pena enfatizar que o espago do momento linear corresponde
ao espaco reciproco do espaco das coordenadas espaciais, implicando
assim que, uma forte localizacao espacial da particula esta associado um
grande desconhecimento do momento linear exato que essa possui, isso
estd diretamente relacionado ao principio de incerteza de Heisenberg.
Em contrapartida a onda plana estabelece o total desconhecimento da
localizagao da particula, mas um conhecimento exato do seu momento
linear.
Ja tendo a expressao do pacote gaussiano no espago do mo-
mento linear, a equagao de Schrodinger para uma particula livre no
espagos do momentos é,

99(p=)

e
pz _ s
S g(ps) = ih

2m0

(F.5)

Em consequéncia se pode expressar o pacote gaussiano no espaco do
momento linear em funcao do tempo, mediante a agdo do operador
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unitario de evolugao temporal sendo esse uma fase associada a energia
cinética da particula,

¢(p,1) = p(p:)e” *mo". (F.6)

Em relagao aquilo, o valor da energia média do elétron no tempo ¢ é,

+oo
~ 1 . R
(H2) =5 / ¢" (p=,t) B2 G(pz, t)dp-,
o F.7
(87d2)1/2 oo (1)
_om 2,—2(p=—po)>d*
o2 pye dp.
T2
Rearranjando os termos da exponencial tem-se,
d o
~ 2 42 2, 2 2
(H,) = ———e 2P0 / p? e 2Pt AP d s gy | (F.8)
V2
™Mo e
Dada a integragao gaussiana definida,
+o0 9 b2
12) / 22 67u$27b$d$ _ ﬁiag/‘; )eb2/4a, (FQ)
obtém-se assim a energia cinética média do elétron,
. 1 2
(H.) + 2o (F.10)

- 8m0d2 2m0 ’

Realizando a transformada de Fourier inversa ao pacote obtido na
eq.(F.6), consegue-se expressar o pacote gaussiano no espago da posicao
em funcgao do tempo,

+oo
2
VYa(2,t) = \/% / P(p.) exp {z (pzz - Qpn;)t> }dpz,
+oo

Srd2)1/4 2 s 2
— g / ei(pzipo) d exp ] Pzz — pfzt de7
o 2m0

- (F.11)
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Organizando os termos da fungao exponencial segundo as suas poténcias,

—+o0

8md?)1/4 it 2 ,
V. (z,t) = % / exp{ — <d2 + 2mo> pg + (2pod2 +1iz)p. —pgal2 dp.,

(F.12)
fazendo uso da integrais gaussianas eq.(F.3) e (F.9), obtém-se assim o
pacote de onda gaussiano espacial para qualquer instante de tempo t,
posterior ao tempo inicial,

2\1/4 ,—p2d> .21 4 2 2
bulont) = (8wd*)t/*e~Po - 2% + 4pod (pid +1iz2)
27 (€ + 52) 4+ 55

(F.13)
Calculando a densidade de probabilidade axial do elétron,

t
*22d2 +4p0d2 <p0d4+ z >

2 32
2 d e—Pod 2m
= (2 t)]" = 2 \1/2 exp 2 s
V= (4t ) (d4 4 )
(e a) md

(F.14)
nota-se que essa apresenta dispersao no tempo, em outras palavras, a
particula inicialmente localizada espalha-se até achar-se completamente
deslocalizada em um tempo muito grande.
A seguir, prova-se a normalizacao da densidade de probabili-
dade do elétron livre descrito pelo pacote de onda gaussiano,

t
too 22 +oo —22d* + 4p0d2 p0d4 + =t
2 d e—Pod 2m
0
/ |2 (2, 1) "dz = FRNE / exp 5 dz,
—00 Vor [ d* + —= —0o0 2<d4+2>
4m(2) 4mg
t2 1/2
foo [ 4
d e—Pod’ 2 (d + 4m(2)> padit?
— FRNTE p) exp =
4 2 (g4
Vo (d + 4mg> mg ( + 4m%)
26 | Pod*t? 22 ( 1 §
2 12 2 Od + 2m? 2 72 2p0d (d + 4 2)
_ ,—pyd 0 pod 0
e exp = exp
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Finalmente se apresenta na figura(F.2) o perfil do pacote gaussiano em
diferentes instantes de tempo a cada 50eV~!, podendo ser observado
claramente a dispersao da densidade de probabilidade axial do elétron.

%1 Z0 Tso " [[zoo 50 ' ' '

I Po=2.5x108[eV] 1
0.08 d=10" 7[ev 1] —
0.06 |
0.04 | 400
0.02 | /

U
0 100 20 300 00

DlstanC|a axial [eV'1]

Figura F.2: Perfil do pacote de onda gaussiano para tempos diferentes, o
tempo estd expresso em eV~L

Calculo da posicao média do elétron

Com base a analise apresentada anteriormente, deseja-se conhecer a
dindmica do elétron para aquilo serd calculado a seguir a sua posicao
média para qualquer instante de tempo,

+oo

2
@re= [ sl
oo 2242 2 4 zt
d e—2p3d? 7 d” + 4pod (Pod + 20)
= Z exp 2
VER( ) 2 (4 7z
0 0

(F.16)

dz.
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Organizando os termos exponenciais segundo a poténcia da variavel z,

—1/2 d2 d2t
d e exp {2p3d6 (d4 + Jj,g) } oo -2t pfnz 2
(z); = T\ / Z exp 2 01/2
V2T d4+72 - d4+2)
4mg 4mg
(F.17)
Fazendo uso da seguinte integral gaussiana,
o0 2
b b /4a
I) / R o %, (F.18)
obtém-se apds de alguns passos algébricos,
2 1242
y 2pgd6 + pg 5
2 42
<Z>t — pi €_2P0d exp —27’n0 ,
mo 4 t
(¢4 2oz
4mg
£2 p2d2t2
-9 2d2 d4 ) 2d6 0
ot Po ( Tamg) T T o ot
= — exp 5 =—.
mo d4 + t mo
4m3

(F.19)

Portanto, a posicao média do elétron no eixo Z resulta apresentar um
comportamento linear em funcao do tempo,

Descricao Relativistica

Seja o espinor associado ao estado do elétron quando esse acha-se na
presenca do campo magnético uniforme ao longo do eixo Z, com os
seguintes nimero quantico n, m; e ms=1/2. Definido no tempo t,=0
o elétron com perfil de onda gaussiano na direcao axial, o espinor resulta
ser,

Fn,ml
0
I 7
(Bpomy +mo)” ™™ ¥(z), (F.20)
2if/ 2 + 1

Fn m
(E+m0) +1,m;+1

[
=

Un,ml (Za to)
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2 2 —-1/2
s+ 2 +my+2
N=[1+P (gfq;o;u )} , E:\/m3+p§+252(n+ml+2).
(F.21)
O terceiro termo do espinor atuando na funcao axial resulta ser,

N . —22/4d? Jipoz i
L I RS
(E+m0) (E+m0) (27Td2)1/4 (E+m0)

Assim o espinor fica da seguinte maneira,
Fn,m;,

0
(Pot22) 1.
Un,ml (Z,to) =N (E+m0) n,my w(z) (F23)
2iB/2E + 1
—Fn m
(E—|—m0) +1,m;+1

Expressando o espinor no espago de momento linear mediante a trans-
formada de Fourier,

Fom (b(pz)
0

+o0
pOFn my (b(pz) 7 Fn my 1 / —ip,2

. : 7 -

Un @) =N |~ (Etmo)  + 2(E+m) vax |~V

ZZﬁ /’rL-‘erl +1
(E+m0)

Fn+17mz+1¢(pZ)

(F.24)
Fazendo uso da integrais gaussianas definida anteriormente, analisa-se
isoladamente a integragao do terceiro termo do espinor,

+oo

2
/ Z exXp {_;12 —i(p —po)z} dz = —4i/7(p. —po)d® e~ (P=po)®d”
(F.25)
Apos de alguns passos algébricos obtém-se,
Fn,ml
0

) P: g

Un,m, (pz,t0) = N (E+mg)” ™™ o(p.).  (F.26)

2iB/ 2 + 1

Fn m
(E+m0) +1,m;+1
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A energia média do pacote gaussiano relativistico é analisada no espago
do momento linear considerando todas as componentes de momento
linear que contribuem para a construcao do pacote, infelizmente néo
ha uma expressao pronta para essa integragao,

400
(E)nm, = / \/m% +p? + 252 (n+m;+2) |Un,ml (pz,to)}zdpz = {Integra(;éo Numérice

— 00

(F.27)
Onde,

) : 28%(n+my+2
|Un,'ml (p2)|2 = N2 |:‘Fn,’ml|2 (1 + ( pz ) 6 (n -

) R
E+m0)2 (E+m0)2 ‘Fn+1,nnl+1| :| |¢(pz)|

(F.28)
Ap6s de integrar na coordenada radial e no angulo polar obtém-se,

p? + 2B%(n+my+2)
(E+m0)2

2
Un,mz (pz)| = N2 |:1 +

} o). (F.29)

Portanto a densidade de probabilidade no espago do momento linear
axial resulta ser,

Un,ml (pz)‘2 = ‘(b(pZ)’Q

(F.30)

Assim a energia média do estado (n,m;) é,

+oo
Enm = [ Jm 2+ 282 +2) |olpo)Ppe. (B30

— 0o

Numericamente pode ser mostrado que a energia média do estado do
elétron é igual a expressao de energia relativistica quando o comporta-
mento de particula livre é descrito mediante uma onda plana de mo-
mento linear médio pg, isso deve-se ao caracter simétrico do pacote de
onda gaussiano no espaco de momento linear,

(E) oy = \/m3 + 03 + 262 (-t +2). (F.32)

Aplicando o operador unitério de evolucao temporal, introduz-se uma
fase que é proporcional & energia relativistica de cada uma das com-
ponentes que constituem o pacote. Voltando para o espaco da posicao
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axial mediante a transformada de Fourier inversa obtém-se,

Fom / No(p:)e 7=~ D,
(5,1) = —. TN
Unm, (2,1) = —= Pz i(pr2—E t)
’ ’ Fn m z Pz d z
\Y4 2 sy / <E+m0)¢(p )e P
VAR o N
. In+my i(p.z—E t)
2 1 Fn m TN z (p- d z
Zﬂ D) + +1,m;+1 / (E+7TLO) qb(p )6 D
(F.33)
Calculando a densidade de probabilidade espacial do elétron,
|F |2 +oo 2
2 n,m 7 z—
|Un’mz (2, t)| = 9 l / No(p:)e (Pa5—E t)dpz
s
’F |2 —+00 N 2
n,m; Pz i(pz—FE t)d
252 2) TN
n+my+ 2 i(psz—E t)
F, Pz d
+ or | n+1,ml+1| / (E+m0)¢(pz)3 Pz
(F.34)

Dada a densidade de probabilidade espacial do elétron, pode-se ob-
ter facilmente a densidade de probabilidade axial ao nao depender do
estado radial do elétron,

+oo
or | [ Notwer= B vap,

+oo

1 Np. i(pz—E t)
_ - r= P k3 2R d .
to / T blr)e p

o0
+o00 2

2% (n+my+2) N i(p-2—F t)
z Hp=2 d z I’
+ o / (E+m0)¢(p Je p

oo

(F.35)
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Resulta muito complicado analisar o comportamento da densidade de
probabilidade axial do elétron em fungao do tempo devido & grande
dificuldade analitica de calcular os valores das integracoes. Realizando
as integragbes numericamente obtém-se o efeito da dispersdo da pro-
babilidade, além de um fenémeno puramente relativistico associado a
tremida do valor médio da velocidade axial, conhecido na literatura
como zitterbewegunyg.

Analise Heuristica

A construcao de uma expressao heuristica que possa reproduzir de ma-
neira confidvel os resultados da rapidez do deslocamento radial ao levar
em consideragao a dilatagao temporal e o deslocamento axial do elétron
quando esse é definido como a superposicao homogénea de dois esta-
dos de energia positiva ¢ = (Un0+Uni20)/V2, é o foco central da
seguinte andlise. Partindo da definicao do pacote gaussiano em funcao
do tempo,

“+oo
1 : _
w<z,t>=ﬁ / B(p.)e'P=="E@Ngp. B =\/mZ+p2 (F.36)
—00

A velocidade com a qual o centro do pacote desloca-se é,

dE(p.) Do
vg = = . (F.37)
dp: Po V m(2) + p(%

Nota-se que esse resultado é idéntico a expressao da relatividade restrita
para a velocidade das particulas em fungao do momento linear,

ot — g = (F.38)

Voltando para a velocidade de grupo, nota-se que o denominador ¢é a
prépria energia do elétron, decide-se mudar o denominador por uma
expressao que possua as mesmas unidades de energia e leve em consi-
deragéo o estado em superposigao. A raiz quadrada da energia quadratica
média é a melhor opg¢ao para reproduzir de maneira muito similar a de-
pendéncia da velocidade de grupo axial em funcao do valor médio do
momento linear axial,

Do Do

VB, w2 ns)

(F.39)

Ug:
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onde n representa o nimero quantico principal do estado quéntico de
menor energia. Portanto, a dilatacao temporal do minimo tempo de
evolugao resulta ficar expressa de maneira geral,

TI . p2 )_1/2
——min_ (] 0 . (F.40
Jiog ( mg + pg + 267 (n+3) 40

A rapidez radial média do elétron em fun¢do do momento linear axial
médio é,

Tml’n =

V _ |< >m1n 0‘
mln mO +p0 + 262(n+3)

No caso particular da superposicao do caso 1 onde n =0, as rapidez
axial calculada numericamente e a expressao heuristica eq.(F.39) sao
comparadas no seguinte grafico. A grande similaridade da expressao
heuristica para reproduzir os resultados numéricos da velocidade axial
média do elétron mostra que o fator gama modificado heuristicamente,
consegue explicar o comportamento decrescente da rapidez radial média
a medida que aumento o momento linear axial médio do elétron como
consequéncia da dilatagao temporal.

(F.41)

T 1 T T
d = 1x1073 [eV'1]
B = 1x10° [eV]

© ;
3 1 1
= i ]
5 0.999 h
z B
< I —
g 0.998 L Numeérico —— h
a 0.997 | Heuristico 1 1
[+ 4 " Il | I -
2.0 4.0 6.0 8.0 1.0 ]

N 1 [ S

2.0 4.0 6.0 8.0 1.0

Momento Linar Axial Médio [eV]x101°

Figura F.3: Rapidez axial média do pacote em fun¢do do momento linear
médio e a curva heuristica.
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