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O estudo da Matematica é o mais indicado para desenvolver
as faculdades, fortalecer o raciocinio e iluminar o espirito.

(Socrates, Filésofo Grego)
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Resumo

Neste trabalho estudamos propriedades da solugao de uma equagao
o-evolugdo, com o coeficiente do termo de amortecimento estrutural
dependendo do tempo, baseado nas ideias de D’Abbicco-Ebert [6] e
D’Abbicco-Chardo-da Luz [5]. Para encontrar taxas explicitas de de-
caimento para a energia do problema em questao, dividimos o espaco
de Fourier, R?, em duas regioes: alta e baixa frequéncia. Utilizamos
diferentes métodos para cada regiao, considerando o caso com amor-
tecimento "effective” dado pela condigdo 2§ < o(1 + «). Aplicamos
o método de diagonalizagio usado por D’Abbicco-Ebert [6] para obter
estimativas para a regiao de baixa frequéncia. Na alta frequéncia uti-
lizamos o método desenvolvido por R. C. Chardo, C. R da Luz e R.

Tkehata em [3] e [4].



Abstract

In this work, we study properties of the solution for a o-evolution
equation with a time-dependent structural damping, based on the ideas
of D’Abbicco-Ebert [6] and D’Abbicco-Chardo-da Luz [5]. In order
to obtain explicit decay rates for the energy of the associated Cau-
chy problem, we split the Fourier space, R?, in two regions: high
and low frequency. We use different methods in each region to get
our estimates,considering the effective damping case, given by condi-
tion 20 < o(1 + «). We apply the diagonalization method used by
D’Abbicco-Ebert [6] to obtain estimates in the low frequency region
of the Fourier space. In the high frequency region we use the method

developed by R. C. Chardo, C. R da Luz and R. Ikehata in [3] and [4].
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é estudar propriedades da so-
lucdo de uma equacao o-evolucao em R™, com o coeficiente do termo
de amortecimento estrutural dependendo do tempo, usando o método
descrito por D’Abbicco-Ebert [6] na baixa frequéncia e o método da
energia no espago de Fourier com multiplicadores adequados, usado
por D’Abbicco-Chardo-da Luz [5], na alta frequéncia.

Precisamente, queremos obter taxas explicitas de decaimento para

a norma L? da solucio do seguinte modelo:
g (8, 2) 4+ (—A)7u(t, ) + 2b(t) (—A)’us(t,2) =0, t >0, zeR™ (1)

u(0,2) =wuo(x), w(0,2) =ui(z), zeR"

onde 0 > 0,9 € (0,0), 20 <o(l+4+ ) e b(t) = u(l +¢t)* uma funcdo

positivacom g >0 e 0 <a <1.



O termo 2b(t)(—A)%u; representa o amortecimento estrutural de-
pendente do tempo e o operador (—A)° ¢ definido por
(—=A)Yu(z) := F~L(|E20(€))(x), para todo v € H?(R™), onde F de-
nota a transformada de Fourier com respeito a variavel = e representa-
mos por U = F(v).

Naturalmente, o papel desempenhado pelo termo de amortecimento
varia com a escolha do coeficiente b(t) e dos paramétros o e §. De-
vido a este fato, sao necessarias diferentes aproximagoes para estudar
a influéncia desses termos de amortecimento no perfil assintotico da
solucao, quando t vai para infinito. O modelo de interesse para o nosso

trabalho é definido da seguinte maneira

b(t) = u(l+¢)* paraalgum p>0 e a€(0,1).

Temos que para uma classe especifica de coeficientes b(t) que de-
pendem dos expoentes fracionarios o e 4, o perfil assintético da solucao

de (1), quando t — oo, é 0 mesmo do problema

2b(t) (_A)aiav(m x) = 07 U(Oa 33) = Uo(l‘), (2)

’Ut(ta .73) +

para uma escolha adequada de vy, dependendo de wug, u1,b(t),o e d.
O problema acima é chamado de problema de difusdo anémala, que
significa que, em geral, o — § # 1, e corresponde a equacao do calor,

quando o — § = 1.



Considerando outra classe de coeficientes b(t) o perfil assintético de
(1) n&do se comporta da mesma maneira que o de (2). Em D’Abbicco-
Ebert [6], é apresentada uma classificacdo completa diferenciando estes
dois casos. O caso "effective" é quando o fendmeno de difusdo anémala
ocorre e a condicdo 20 < o(1 + «) ¢é satisfeita. O caso "non-effective"
é quando o fenémeno de difusao anémala nao ocorre. Nesse caso o
perfil da solugao de (1) esta relacionado ao perfil da funcéo resultado
da aplicagido do operador pseudo-diferencial eacp(—(—A)5 fot b(T) dr)
a solugao do problema de Cauchy da equacado de evolugao livre u;; +
(—=A)%u = 0, com dados iniciais adequados. Nesse caso considera-se a
condicdo 2§ > o(1 + «).

Resultados similares podem ser obtidos para —1 < a < 0. Para a <
—1 temos "scattering", enquanto para a > 1 temos "overdamping".

A classificacdo apresentada segue de modo analogo ao que foi feito
em J. Wirth [17]. Nesse paper, assumindo um controle adequado na
oscilacao de b(t), ele propds uma classificagdo para a equagdo da onda

com amortecimento exterior (c =1 e § = 0), isto é
ug(t, 2) — Au(t, z) + 20(H)ue(t,2) =0 (u,u)(0,2) = (uo, ur)(),

provando que o comportamento assintético dessa equacgao tem mudan-

cas profundas de acordo com as propriedades de b(t).



Recentemente este topico vem sendo fortemente estudado por varios
autores, especialmente no que se refere a modelos com dissipagao es-
trutural e com coeficientes dependentes do tempo. Abaixo destacamos
alguns resultados importantes.

M. Reissig [15] explica a teoria das taxas de decaimento L, — L, para
modelos da onda com coeficientes que dependem do tempo, explicando
a influéncia de ocilagoes nos coeficientes usando uma classificagdo pre-
cisa e destacando como a massa e os termos de dissipacao influenciam
essas taxas.

Em [16], M. Reissig e X. Lu estudaram o problema de Cauchy para
uma familia de modelos de amortecimento estrutural entre a equacao
classica da onda com amortecimento e o modelo da onda com dissipagao
viscoelastica. No paper eles encontraram taxas de decaimento para a

energia da solugcao do seguinte problema de Cauchy

ug(t, ) — Ault, z) + b(t)(—A)u(t,z) =0

w(0,2) = up(x), w(0,2) =ui(x),

onde o € (0,1}, 6 € [0,1] e b(t) = u(1 + )~ com p > 0. Aqui —A é o
operador de Laplace, (—A)?u; o termo de dissipagao e b(t) o coeficiente

decrescente que depende do tempo.



M. K. Mezadek [14] investigou e apresentou estimativas para a ener-
gia de ordem mais altas associada a solucdo de problemas de Cauchy
para modelos o-evolugao com amortecimento estrutural. O problema

estudado foi

ug (6, 2) + (=A)7u(t, z) + b(t)(—A)ouy(t, ) = 0

w(0,2) =up(x), w(0,2) = up(x)

onde o > 1,6 € (0,0] e b(t) &€ uma fun¢do monoétona positiva.

Neste trabalho apresentamos com detalhes os resultados para a
equacdo de evolucdo dada em (1). Na baixa frequéncia, utilizamos
o método descrito por D’Abbicco-Ebert [6], e, no contexto da alta
frequécia, usamos o método da energia no espago de Fourier para o
caso geral, que assume apenas que o termo de amortecimento estrutu-
ral dependente do tempo, b(t), € uma funcdo positiva monoétona cres-
cente e diferenciavel por partes, obtido por D’Abbico-Chardo-da Luz
[5]. Na baixa frequéncia, devido ao comportamento da funcdo m(t,€) ,
usamos a curva I'y(t,£), para dividir a regido de baixa frequéncia em
duas zonas: eliptica e pseudo-diferencial e, em ambas separadamente,
encontramos estimativas para a solucao, provando que esta decai po-
linomialmente. Na regido de alta frequéncia provamos que a energia

total no espacgo de Fourier decai exponencialmente.



O trabalho encontra-se dividido em quatro capitulos. O primeiro
capitulo foi escrito com o intuito de tornar o trabalho o mais auto-
contido possivel, e por isso, nele apresentamos as principais notagoes,
defini¢bes e resultados preliminares sobre Espacos LP, Teoria de Dis-
tribuicoes, Espaco de Schwartz e Distribui¢oes Temperadas, Transfor-
mada de Fourier, Espagos de Sobolev e alguns lemas que usaremos no
decorrer do texto.

No Capitulo 2 estudamos o problema na baixa frequéncia e en-
contramos estimativas para a energia baseado no método de diagona-
lizagdo utilizado em [6]. Motivados pelos diferentes comportamentos
de m(t,§), apresentados no texto, introduzimos duas zonas de baixa
frequéncia: Zona pseudo-diferencial, denotada por Z,q e eliptica deno-
tada por Zé?lw

No Capitulo 3 encontramos taxa de decaimento para a energia na
alta frequéncia usando o método da energia para o caso geral, apresen-
tado em [5]. Utilizamos o método dos multiplicadores e encontramos
algumas estimativas e para concluir aplicamos o Lema de Martinez [11]
de acordo com as propriedades das funcoes em questao. Utilizamos
este método para apresentar ao leitor um método diferente ao apresen-
tado na baixa frequéncia, visto que, seguindo o método utilizado em
[6], os resultados para a alta frequéncia seguiam de modo similar aos

apresentados na baixa.



Por fim, no Capitulo 4 provamos o resultado principal do trabalho
usando os resultados obtidos nos Capitulos 2 e 3. Mais precisamente

provamos que a solucdo do modelo satisfaz a seguinte estimativa para

(=) 2 u(®) | r2@ny < O gl poggny + Ot s || oo ey

+ (luoll zre my + lual| o &) emC 0"

com 5, ko1 e kq1 definidos no Teorema 4.2. Também encontramos re-
sultados para 6 < 11—5& e 0= 1%1'

Com alguns resultados que nao foram usados na demonstragio do

resultado principal do trabalho montamos um apéndice. Os resultados

apresentados no apéndice sao utilizados para provar resultados de perfil

assintético, mais precisamente a otimalidade das estimativas lineares,

isto é, para provar o Teorema 2 dado em [6].



Capitulo 1

Notacoes e Resultados

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados basicos que serao
utilizados nos proximos capitulos, a fim de auxiliar a prova do resultado
principal. Nao serao apresentadas demonstracoes, por serem conside-
rados resultados conhecidos. Contudo, vamos procurar referencia-los
para que o leitor, caso tenha interesse, tenha contado com suas respec-
tivas provas, facilitando a leitura e a compreensao do resultado na sua

totalidade.



1.

10

11

12

13

. Se u € L*(R") entdo |jupz@ny = < /

1 Notacoes e Primeiros Conceitos

. K indica o corpo R ou C;

.z = (x1,x9,x3, - ,T,) ponto no espago R";

. | - | norma euclidiana em R";

ol = a1 +as 4+ -+, para a = (aq,- ,a,) € N', neN;

. L?>(R™) ¢ o espago das fungdes u : R" — R, mensuraveis tais que

/’ |u(x)\2 dx < +00;

1/2
lu(x)]?* dz ) define

n

norma;

ou .
u; = — derivada de u em relacao a t;

T ot
0%u . ~
C Uy = Y segunda derivada de u em relagao a t;
glel
-Dauzifu, a:(ah“-,an)GNn;

« Qi
Ox{" ...0zn

ou Ou Ou ou

——  —— —— .-+, —— | representa o gradi-
0x1 81‘27 83337 axn) P &

. Vuzgraduz(

ente da funcao wu;

n
. Se u = (uy,us,us,...,u,) entdo divu = E
i=1

representa o
i

divergente da funcao u;
" 9%
RVARTES Z 2 representa o laplaciano da funcao u;
i=1 i

. Se £ € R™ entdao & = (1,892,853, -+ ,&n);



14. u representa a transformada de Fourier da funcdo u;

15. F! representa a transformada de Fourier inversa;

16. x denota a convolucao em termos de x em R"™;

17. 9Fu representa a derivada de ordem k em relagdo = da funcio u;

18. Sejam f,g: Q2 — R duas fun¢des. Usa-se a notagdo f < g se exite

uma constante C7 > 0 tal que f(z) < Cig(z), para todo = € Q;

19. Sejam f, g : Q — R duas fungdes. Usa-se a notacdo f ~gse f S g
eg S f;

20. Seja R € M, uma matriz 2 x 2. Denota-se por |R| = maz; ;| Ri;|.

Identidades 1teis

Se f, g sdo funcoes escalares de classe C!, ¢ é uma constante real
e F e G sao campos vetoriais também de classe C', entdo as seguintes

relagoes podem ser facilmente comprovadas.
1. V(f +9) =Vf+Vg;
2. V(cf)=cVf;
3. V(fg9) = fVg+gVf;
4. div(F + G) = div(F) + div(G);
5. div(fF) = fdiv(F) + Vf - F}
Em que o ponto - indica o produto interno usual em R".

10



1.2 Distribuicoes

Considere 2 um aberto de R™. Neste trabalho as integrais rea-
lizadas sobre €2 sao no sentido de Lebesgue, assim como a mensurabi-
lidade das funcoes envolvidas.

Como referéncia para as Se¢oes 1.2 e 1.3 citamos Brezis [2], Evans
[8] e Medeiros-Rivera [12], [13].

Seja u : Q — K uma funcdo mensuravel e seja (K;);c; a familia de
todos os subconjuntos abertos K; de € tais que © = 0 quase sempre em

K;. Considera-se o subconjunto aberto K = |J..; K;. Entdo u =0

iel
quase sempre em K.
Como consequéncia, define-se o suporte de u, que serd denotado por

supp (u), como sendo o subconjunto fechado de Q

supp (u) = Q\K.

Definicao 1.1 Representamos por CF(§2) o conjunto das fungdes

u: Q—K,

cujas derivadas parciais de todas as ordens sdo continuas e cujo suporte
é um conjunto compacto de Q. Os elementos de C° () sdo chamados

de funcgaes testes.

Naturalmente, C3°(€2) é um espago vetorial sobre K com as opera-

11



¢oes usuais de soma de funcoes e de multiplicagdo por escalar.

Nogao de convergéncia em CJ°((2)

Defini¢ao 1.2 Sejam {¢k }ren uma sequéncia em C5°(Q) e p € C°(Q).

Dizemos que @), — ¢ se:
i) 3 K C Q, K compacto, tal que supp (pr) C K, para todo k € N;

ii) Para cada o € N, D%y (z) — D%p(x) uniformemente em x € Q.

Definicao 1.3 O espago vetorial C5°(€2) com a nogdo de convergéncia
definida acima é denotado por D(Q) e é chamado de espago das fungoes

testes.

Defini¢ao 1.4 Uma distribui¢io sobre Q) é um funcional linear defi-
nido em D(Q) e continuo em relagdo a nogdo de convergéncia definida

em D(Q). O conjunto de todas as distribui¢oes sobre 2 é denotado por

D'(9).

Desse modo,

D'(Q) = {T:D(Q) - K; T élinear e continuo}.

Observamos que D/(Q) é um espaco vetorial sobre K.
Se T € D'(Q) e ¢ € D) denotaremos por (T, ) o valor de T

aplicado no elemento .

12



Nocio de convergéncia em D'(1)

Definigao 1.5 Dizemos que Ty, — T em D' () se
<Tk7 90> - <T7 50>a VSD € ®(Q)

Definigao 1.6 Sejam T € D' (Q) e a € N*. A derivada de ordem o

de T, denotada por D*T, é definida por
(DT, ) = (=1)l*I(T, D*0), para toda ¢ € D(Q).

Com esta definicio tem-se que se v € C*(Q) entdo DT, = Tpay,
para todo |a| < k, onde D%u indica a derivada classica de u. E, se

T € D'(Q) entdo D*T € D'(Q) para todo a € N”.

1.3 Espagos LP(1)

Definigao 1.7 Sejam Q um conjunto aberto mensurdvel e 1 < p < oco.
Indicamos por i a medida de Lebesgue e LP () o conjunto das fungées

mensurdveis [ : Q — K tais que || f||pr) < oo onde:

1/p
1f1lLe @) = (/Q |f($)pdu> , sel<p<oo

13



[fllzoe(@) = supess,eq [f(2)]

= inf{CeR" /u{z e Q / |f(x)| >C} =0}

inf{C >0: |f(z)]<C quase sempre em §2}.

Observagao 1.8 As fungées || - ||zr(q) : LP(Q) = RT, 1 < p < oo,

$a0 Normas.

Na verdade LP()) deve ser entendido como um conjunto de classes
de fungbes onde duas fungoes estao na mesma classe se elas sdo iguais
quase sempre em ().

Os espagos LP(£2), 1 < p < oo, sio espagos de Banach, sendo L?(2)
um espaco de Hilbert com o produto interno usual da integral. Além

disso, para 1 < p < oo, LP(Q) é reflexivo.
Teorema 1.9 C5°(Q) é denso em LP(2), 1 <p < +oo.

Teorema 1.10 (Interpolacao dos espagos LP(Q))) Sejam
1<p<g<oo SefelLP(Q)nLiQ) entio f € L"(Q) para todo

r € [p,q]. Além disso,

1 lzr@ < 1 1Eney 1711 key

1 1 1
com « € [0,1] tal que — = a—+ (1 — a)—.
r p q
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Espacgos L7 ()

loc

Definigao 1.11 Sejam Q um aberto do espago R™ e 1 < p < oo.

p

1..(Q) o conjunto das fungoes mensurdveis f : Q — R

Indicamos por L
tais que fxx € LP(Q), para todo K compacto de Q, onde xx € a

funcao caracteristica de K.

Observagao 1.12 L}, () é chamado o espago das fungées localmente
integravess.
Para u € L, () consideremos o funcional T = T, : D(Q) — K

loc

definido por

E facil verificar que T define uma distribuicéo sobre .

Lema 1.13 (Du Bois Reymond) Seja u € L (). Entdo T,, = 0

loc

se e somente se u = 0 quase sempre em €.

A aplicacao

é linear, continua e injetiva (devido ao Lema 1.13). Em decorréncia
disso ¢ comum identificar a distribui¢io T}, com a fungdo u € L}, (Q).

loc

Nesse sentido tem-se que L. (Q) ¢ D' (Q). Como L?(Q) c L} (Q)

loc loc
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temos que toda funcdo de LP(2) define uma distribuigdo sobre €2, isto

é, toda funcdo de LP(Q2) pode ser vista como uma distribuigdo.

1.4 Espacgo de Schwartz e Distribuicoes Tem-
peradas
Para esta secdo citamos Medeiros-Rivera [12], [13].

Defini¢ao 1.14 Uma fungao ¢ € C°(R™) é dita rapidamente decres-

cente no infinito quando para cada k € N tem-se

pr() = max sup (1+[a[*)*[D%p(z)| < oo,
le|<k zeRn

onde o € N" 0 que € equivalente a dizer

lim P(z)D%p(x) =0,

para todo polindomio P de n varidveis reais e o € N™.

Consideremos $(R™) o espago vetorial de todas as fungoes rapida-
mente decrescentes no infinito. Sobre esse espago, temos o seguinte

sistema de seminormas:

pi(tp) = max sup (1+ [2]*)*| D% ()],
Oz_k rER™
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Nogao de convergéncia em S(R")

Uma sequéncia {¢n tnen C S(R™) converge para ¢ em S(R™) se

pr(vn — @) converge para zero em K, para todo k € N.
Proposigao 1.15 O espago D(R™) € denso em S(R™).

Proposigao 1.16 Tem-se que S(R™) C LP(R™) densamente, para todo

1<p<oo.

Defini¢ao 1.17 Considere S(R™) com a nogdo de convergéncia defi-
nida acima. Se T : S(R™) — K € linear e continua, diz-se que T é uma

distribuicao temperada.

O espaco vetorial de todas as distribui¢es temperadas com a con-

vergéncia pontual serd representado por &'(R").

1.5 Transformada de Fourier

Os conceitos e resultados desta secao podem ser encontrados em

Adams [1], Dautray-Lions [7] e Evans [8].

Definigao 1.18 Seja ¢ € L*(R™), definimos sua transformada de Fou-

rier como sendo a fun¢iao Fo definida no R™ por

_ ; efi:r-f
T)@) = s [ el de

17



Observacao 1.19 Também denotaremos a transformada de Fourier

de uma fun¢ao @ por o.

Proposigao 1.20 Para u € L'(R"), existe C > 0 tal que

1|7 < Cllull?s.

Observacio 1.21 A aplicacio F dada por (5’(,0)(3:) = (Fp)(—x),Va €

R™ ¢ denominada transformada de Fourier inversa de p. Além disso,

Fo = Fp, onde @ denota o complexo conjugado de .

Como 8(R™) C L' (R™), entdo Fp e Fp estdo bem definidas para ¢ €

8(R™). Além disso, ambas sdo rapidamente decrescentes do infinito.

Proposigao 1.22 As aplicagoes

F:8(R") — S(R") e F:8(R") — S(R™)

sdo isomorfismos continuos e T~ = F.
Proposigao 1.23 Para todo ¢, € S$(R™), temos
i) F(DYp) =illz*Fp, VaeN;

ii) DY(Fp) = F(—il*lz®p), Va eN".

18



Definigao 1.24 Seja T uma distribui¢ao temperada. Definimos sua

transformada de Fourier da sequinte forma

(FT, ) = (I,Fp), VeedR"),

(TT,¢) = (T, Fp), Ve e8RM).

Observacgao 1.25 Da continuidade da transformada de Fourier em

S(R™), temos que FT e FT sio distribui¢oes temperadas.

Proposigao 1.26 As aplicagoes

F:8'(R") =8 (R") e F:8R") -8R

sdo isomorfismos continuos e F~' = F.

Para ¢ € L?(R") definimos ¢, = ¢oxpg,(0), k¥ € N, onde xp, (o) ¢
a fungao caracteristica do conjunto {z € R"; |x| < k}. Assim, Fpy, &

dada por

_ 1 —tx-& n
Te0)@) = Gy /me H€)de, Yz e R

E possivel provar que Fo;, € L?(R") e que {Fpy }ren é uma sequén-
cia de Cauchy em L?(R"™). Como este espaco é de Hilbert, esta sequén-
cia tem um limite, que denotamos por Fp. Ainda observa-se que Fp

e a transformada de Fourier de ¢ (vista como distribui¢do temperada)
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coincidem para ¢ € L%(R"). Assim fica definida a transformada de

Fourier no espago L?(R™).
Teorema 1.27 Se u, v € L*(R") entdo existem Cy, Cy € RT tal que

i) Doy = (iy)*u para cada multi-indice o tal que D%u € L*(R™).
i) (ux0) = Cyan.
iil) wv = Cy (u*0).

iv) u=9"1(1).

Teorema 1.28 (Teorema de Plancherel) As aplicagies
F: L2(R") — L*(R") e F:L*R") — L*(R")
sao isomorfismos de espagos de Hilbert tais que

(Fo, F) 12 = (o, ¥) 12 = (Foo, Fh) 12
para todo par o, € L*(R™).

Corolario 1.29 Se ¢ € L2(R"), entio ||¢|| = ||F¢||.

Proposig¢ao 1.30 (Desigualdade de Hausdorff-Young) Se f €
LP(R™) com 1 < p < 2 e p,q conjugados, isto é, I%+é = 1, temos
que

1llg < NLF1-
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Exemplos
1. F(A) (@) = —|al2T() (x):

Da Proposicao 1.23, F(D%y) = il*lz*Fp, logo para cada
j=1,2,...,n tem-se
0% .
3"( ) (2) = 2275 () (x) = —23F(p) ().

2
axj

Assim, pela linearidade da transformada de Fourier temos que

F(Ap)(z)

Il
&=
/
o
2|2
MRS
N~ —
Il
NgE
&)
VR
Q:‘Ql%
QH[\')‘G
~—
&

2. F(A%p)(x) = |z|'T(p)(2):

Usando o Exemplo 1, temos

F(A%0)(x) = F(A(Ap))(x) = —|2z[PF(Ap)(x)

—[a?|(=[z[*F(p)(x)) = |z[*F(p)(2).

3. F(Ve)(z) = ixF(p)(2):

Também usando que F(D%¢) = il*lz*Fp, temos

F (;fj) (z) = iz;F(@)(x), Yj=1,2,...,n.
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Com isso,

pe 7 (55) @
FV)) = F () = '
o F(5) @)
215 (¢)(2)
- — i25() (a).
i2,F() (@)

1.6 Espacos de Sobolev

Os principais resultados desta secdo podem ser encontrados em

Adams [1], Brezis [2], Kesavan [10] e Medeiros-Rivera [12], [13].

Definigao 1.31 Sejam 2 C R"™ aberto, m e N el < p < oco. Indicare-
mos por W™P(Q) o conjunto de todas as fungées u de LP(2) tais que
para todo |a] < m, D*u pertence a LP(Q), sendo D*u a derivada dis-
tribucional de u. W™P(Q) é chamado de Espago de Sobolev de ordem

m relativo ao espago LP(L).

Resumidamente,

WmP(Q) = {u € LP(Q) tal que D%u € LP(Q) para todo |a] < m}.
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Norma em WP (Q)

Para cada u € W™P(Q) tem-se que

1/p
lby = [ 32 107Ul
|a|<m
1/p
- (T / (Do) de |
lal<m

com p € [1,00), e

lullmee = Y 1D ulliee o),

lor|<m

com p = 00, define uma norma sobre WP (QQ).

Observacgoes:

1. (WmP(Q), || - lm,p) € um espaco de Banach.

2. Quando p = 2, o espaco de Sobolev W™2((Q) torna-se um espaco

de Hilbert com produto interno dado por

(U, V)2 = Z (D%u, D*v)12(q), u,v € Wm’2(Q).

laj]<m
3. Denota-se W™2(Q) por H™(Q).

4. H™(Q)) é reflexivo e separavel.
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5. A norma usual em H?(R") é equivalente & norma dada por

llallzrz = [l + || Aul|*.

O Espago W;""(Q)
Definigao 1.32 Seja Q C R™ um aberto. Definimos o espago WiP(Q)

como sendo o fecho de CF°(2) em W™P(Q).

Observacoes:
1. Quando p = 2, escreve-se H{*(2) em lugar de WP (Q).

2. Se WJ"P(Q) = W™P(Q), o complemento de 2 em R™ possui

medida de Lebesgue igual a zero.
3. Vale que Wy"P(R™) = W™P(R").

O Espago W~™14(Q)

1 1
Definigao 1.33 Suponha 1 < p < oo e q > 1 tal que — + - = 1.
p q

Representa-se por W~"1(Q) o dual topoldgico de W;"* ().

O dual topologico de HJ*(2) representa-se por H ().
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Imersoes de Sobolev

Teorema 1.34 (Teorema de Sobolev) Sejam m >1 el <p < co.

1
i) Se - — % > 0 entao W™P(Q) C L), para q satisfazendo

m

1
=

J

ISR o]

1

ii) Se i % =0 entao W™P(Q2) C L1(Q), para q € [p,0);
1

i) Se - % <0 entdo W™P(Q) C L=(Q):

sendo as imersoes acima continuas.

1.7 Desigualdades Importantes

Desigualdade de Young

1 1
Sea>0eb>0el<p,q<oocom—+ — =1 entdo
P q

alP bl
ab < — 4+ —.
p q

Desigualdade de Hoélder

1 1
Sejam f € LP(Q)eg e LI(N) com 1 <p<ooce=-+=-=1ou
p q

g=lep=occouqg=ooep=1. Entio fg€ L'(Q) e

/Q F@)g(@)| dz < Ifll oo gl L.
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1.8 Teorema da Divergéncia e Formulas de
Green

Valem as seguintes férmulas para um aberto limitado {2 com

fronteira de classe ©2:

i. Para F € (HY(Q))™
/(div F)(z)dx = / F(z)-n(z)dl', T =09Q.
Q r
ii. Parav e H}(Q), u € H?(Q):
/Qv(x)Au(x) de = — /Q Vo(z) - Vu(z) dz.
iii. Para u e H2(Q), v € HZ(Q):
/Qv(x)Au(x) dx = /QAv(x)u(x) dzx.

A funcdo n(x) denota a normal exterior unitaria no ponto z € 92 e a

funcao F' integrada sobre 0f2 é no sentido da func¢éo trago.

A férmula de Peano-Baker

Sistemas de equagoes ordinarias de primeira ordem

—u=A(t)u, u(0)=uyeC"
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sdo resolvidos em termos da solugdo fundamental E(¢,s), isto é, a so-
lugdo é dada por u(t) = E(t,0)ug. A matriz fundamental E(t,s) é a

solucao para

%E(t s) =A(t)E(t,s), E(s,s)=1I,e€C""".

Sabe-se que, para uma matriz constante A, essa solu¢do pode ser

expressada em termos de uma exponencial de matriz
E(t,s) = exp((t —s)A), exp(A) =1+ Z HA )
k

Porém, para coeficientes ndo constantes essa representacao nao é
véalida. O teorema a seguir nos fornece uma representagio pela féormula

de Peano-Baker (ver [14]).

Teorema 1.35 Seja A € Lj, (R,C" ™). Entdo a solugio fundamental

para o sistema Oy — A(t) € dada pela formula de Peano-Baker

th—1
E(t,s) = I+Z/ (t1) A (ta) -- / A(tg)dty, ... dtadty

1.9 Lema de Martinez

Este resultado pode ser encontrado em [11].

Lema 1.36 Seja B : Rt — RT uma funcdo ndo crescente e ¢ : RT —

RT wma funcdo estritamente crescente de classe C' tal que ¢(0) =0 e
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d(t) = 400 quando t — +oo. Assuma que existem o > 0 e w > 0 tal

que, para todo S > 0
+oo 1
/ E@t)™¢' (t)dt < ;E(O)"E(S).
s

Entao E tem a sequinte propriedade de decaimento:

Se o =0, entio E(t) < E(0)e!~«?®) vt >0.

1
o

Se o >0, entao E(t) < E(0) (%) , Vt>0.

1.10 Lema de Gronwall (Versao Integral)
Se para tg <t < t1, ¢(t) > 0 e (t) > 0 sdo fungdes continuas tais

que a desigualdade

o) <K+ L / (5)6(s)ds

se mantenha em ty <t <t; com K, L constantes positivas, entao

t

o(t) < Ke (-], Ms)ds).
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Lista de Definicoes do Trabalho

Segue uma lista das principais definicbes que apareceram no decor-

rer do trabalho afim de facilitar a leitura:

1.

10.

11.

: ale(ﬁu(t? 8,€) 1=

By i={§€R":[¢| < M} e B = {E€R": [¢] > M}

. b(t) = p(l1+1t)* onde a € (0,1), >0

1

. Aty s) ::/ b(r)dr e Af(t,s) ::/ %dT

m(t,€) = [€[*7 — b(t)?|g]** — v (1)[¢[*

- h(t,f) =V _m(tvg)

- my = =b(t)?[€* + €[>

hl(tag) = _ml(tag)

. Para N uma constante suficientemente grande defini-se

Zpa = {(1,) € [0,00) x By : (1+ 1)1 *2[¢] < N},

Zlow .= {(t,€) € [0,00) x By : (1 + )1+ > N}

h(s, &
h(t,€)

~—

6.%‘p(—|§|26A(t, 8))Ele(l)iw(tv S, 5)

h(t,e) [ 0 —1

Ri(t,&) = 20,8 \ 1
o Ot [0 -1
Ri(t,&) = 208 {1
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12.

13. R

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

. #
Ni(t€) = g ()
2(t,8) = (ON1(t,§) + Nu(t, &) Ra(t, ) N7H(E, €)
ee(t,s, &) : ( )Qexp< h(t,§) dT)

H(ty,7m2,§) = _2/72 h(ts,§)drs
0 i

A(T1,72,8) = H(72,71,§)Ra (71, &) H (71, T2, )
2(71,7_2,5) = H(Tl,TQ,E)RQ(TQ,&)

A(c0,11,€) = H(00)Ra(11,€)

B(t,€) = €$p</too (h(r, €)= hy(r,€) — ‘Zt:((:g) dT)

stt5.9) = ean [ (.0 - o) + L2 ar)

t ~
Qell(t7 S, 5) = H(tﬂ S, 5) + / A(ta T, g)QEll(Ta S, 5) dr
Qell(oov S, 5) = tligolo Qell(ta S, 'g)

k(s,€) = B(s, )P Qeu(00, s, §)N(s,£) P
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Capitulo 2

Estimativas para a Baixa

Frequéncia

Neste trabalho vamos estudar o comportamento assintético das so-
lugdes do seguinte problema com operadores com poténcias fracionérias

e coeficiente do termo dissipativo dependendo do tempo:

w (t, ) + (—A)u(t, ) + 2b(t)(=A)°uy(t,z) =0, t>0, z€R"
(0, 2) = ug(x) (2.1)

ut (0, 2) = uyg ()

como >0, 6 € (0,0)b(t) = p(l+1t)* sendo p > 0, € (0,1) e

20 < o(l1+4 a).
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Denotamos a baixa frequéncia por

Bu = {¢ € R / 6] < M},

Aplicando a transformada de Fourier em (2.1), com respeito a va-

riavel x, obtemos:

F(ues + (—A)u + 2b(t)(—A)°uz) = F(0).

Note que

F((=8)7u) = F(F (g7 m)) = ¢[*7a

e, de modo anélogo

F((=A) ur) = T (€7 0) = €.

Assim, temos a seguinte equacédo no espago de Fourier

U (,€) + |E1770(1, €) + 20(1)|E[*°T (8,€) =0, t>0, E€R”
u(0,&) = uo(§) (2.2)
(0, &) = U1 (§).
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Para encontrar taxas explicitas de decaimento para a solucdo do
problema (2.1) consideramos o problema (2.2) no espago de Fourier,
dividimos o R” em duas regioes, alta e baixa frequéncia e utilizamos

diferentes métodos para cada regido.

Neste capitulo aplicamos o método de diagonalizagao usado por
D’Abbicco-Ebert [6] para obter estimativas para a solugdo do problema
(2.2) na regido de baixa frequéncia. Tais estimativas serdo usadas para
provar o resultado principal que serd enunciado e demonstrado no Ca-

pitulo 4.

No que segue denotamos:

Definindo
w(t, &) = u(t,€) exp (|€[*A(t,0))
temos que
ut,§) = w(t, &) exp(—[¢*°A(t,0));

U(t,8) = w(t, &) exp (—I¢[*A(t,0))
+w(t,€) exp (—[€[*A(t,0)) (=[] A'(t,0))
= wt(tv 5) exrp (_|£|26A(t7 O))

+w(t, &) exp (—[E[*°A(t, 0)) (—I€[*0(1));
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u(t,§) = wtt(tf)exp(—IE\%A(@O))
+ 2wy (t, €) exp (—[¢*°A(£,0)) (—[€]*°b(t))
+w(t, &) exp (—[€[ A2, 0)) (—[€1°b(E)) (—1€[*°b(1))

+w(t, &) exp (€At 0)) (—[€[*' (1))

e ainda,

0:(0,6) = we(0,€) + (&) (—]€[*°b(0))

= w(0,¢) 1 (&) + pl€[* o (€).

Usando as igualdades acima reescrevemos (2.2) da forma

exp (—[€]*°A(t,0)) [wee(t, &) + {—1€[*b(t)* — [€]%°V () + |£]* Fw(t, §)] = 0.

Assim,
wy (6, &) + m(t, ) w(t,§) =0
w(0,&) = uo(§) (2.4)
wi(0,€) = plé|*Uo(€) + U (€)
onde

m(t,€) = €% — b(t)?|€]" — b ()€1
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Para todo £ > 0 denotamos:

B ={¢eR" / [¢| <k}, By={{cR"/ [{]>k}

Formalmente, define-se:

Bo=B% =0 e B, =DB;=R"

Lema 2.1 Se a € (0,1), 6 € (0,0) e 2§ < o(1 + a). Entdo, para

qualquer ¢ € (0,1), existe M > 0, tal que

mit, €) < —c {b(t)*[€]" + b (1)[¢[*}
para qualquer £ € Byr et > 0.

Demonstragao:

Observe que

m(t,€) < —c {b(t)?|e|* + b/ (t)[¢*}
S €T = b2 EY =016 < —e {b()% 1€ + 0 (2)[¢*}
& €77 = (1 =) b()?[E[* — (1 =) V' ()|E]* <.

Para um dado ¢ € (0, 1), considere a fungao

m(t,€) = €27 — (1= e)b(t)*[¢]* — (1 — )b/ (1) €[>
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Para provar o lema é suficiente mostrar que m(t,£) < 0, para todo
EeByet>0.

Derivando m(t,£) com relagdo a t, obtemos

e (t,€) = —(1 = ) €] 2b(1)'(2) — (1 = o) €[*°b" (1)

sendo
b (t) = pPa(l + )2 !
V' (t) = po(ar — 1) (14 1) 2.
Com isso
me(t,§)

=—(1=o)g*22al +1)** 7 = (1 = ) [P pa(a — 1)(1 + )72

= —(1= o) [gPua(l+ )" [2u° (1 + 1) + (@ = 1)1 +1)71].

Fazendo my(t,€) = 0, temos:

2wl A+ )+ (a—1)(1+t)"1=0
(a—1)(1+1¢)1
2ul€[%
a+1l __ l1-a —26
= (1+)* ==l

1
1_ ot
= (1+t)—< 2;‘) |¢| .

= (14+1)*=-
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Dessa forma, temos que o tnico ponto critico da fungdo m(t, &) é

1
1— a+1 _
m:4+(“) 615
2p

Além disso, m(t,£) > 0, para todo t € [0,tg) e m(t,£) < 0 para todo
t > tg. Logo, m(tg,€) é o maximo absoluto da fungdo m(t,§), para

t >0 e ¢ fixo.

Note que:

1 2a
1—a\otT 2
Mmfﬁu+mfaf<<2M> Iﬂa“>

2a

1—a) ot 45
= bt 2546_,u2( > é-TJrl
(t0)l 2) e

1 a—1
_ 1l—a\otT | e
V(to) = po(1 + )" = pa << o ) [3 +>

o—

l-«a = 45
= el = (52) 7l

Dessa forma,

r?>aox m(t, &) = m(to, &)

2 a—1
1—a\ot | a5 1—a\ >t | as
|W”@@V< ) KW+W<) MW]

21 2u

B llﬂﬁl <u2 (12—;‘) N + pa (12—;4) a“)]

_46
= |§|20 - Ca,u,c|£‘ ott
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com

2a a—1
1—a) >f! 1—a) of?
C =(1- 2 —_— 0
e = ( c) (N ( 2% > +MO‘< 2 ) ) >

pois @« < 1 ec < 1. Além disso, Cy,p € uma constante tal que

Cap,e — 0 quando u — 0 e Cy e — 00 quando p — oo.

Por hipétese temos que

20 <o(l+a)

= 40<20(1+ )

46
= — —20<0
1+«
46
= 20— —>0.
1+«

Assim
_ _a5_ _a5_ _ a5
max (1, €) = €27 = Copol€| T = €797 (=Cape +1€277757).
Seja M > 0 suficientemente pequeno tal que
20— 45
(_Ca,u,c +M “‘H) < 0.

Portanto, para || < M, concluimos que m(t,&) < max m(t, &) < 0,

=

para todo |£] < M et > 0, o que completa a demonstragao.
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Observagao 2.2 Do lema, seque que:

m(t,€) & — {b(t)[€[* + 0 (1) [€[*}

para qualquer & € By, t >0 e M > 0 dado pelo Lema 2.1.

Introduz-se na regido [0,00) x By, a curva dada por:

D (t,€) = {(t,€) € [0,00) x Bag / (1 +1)'°|¢[* = N}

onde N > 1 é uma constante grande adequada e assumimos, sem perda

de generalidade, M < N 25,

Notagao: Para todo ¢ € B)s definimos ¢ como a tnica solucao para

(1+1) (€S = N.

Observagao 2.3 Note que, para todo & € By, m(t,£) se comporta de

maneiras diferentes para t € [0,t¢] e t € [te, +00):

1. Parat € [0,t¢] seque que:

m(t,€) & =V (1)E]* ~ (1 + 1) Hg[*.

2. Para t > t¢ seque que:

m(t,€) & —b(t)?[€]* ~ —(1+1)2|¢[*.
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Demonstragao de 1: De fato, pelo Lema 2.1, temos

m(t, §) < —c{b()*[E]* +V (1)[E[P°} <~V ()[€[*.
Por outro lado, como t € [0, t¢] segue que

(L+8)THE? < (L +te) Mg = N
= p(146)* TP < uN.
2 2c 46
w2 (1 +1)°“[¢]
= — 7 > < uN
(1 + yetfes =N
= pP(L+1)%E* < PN+ )T g?

N
= b2l < ESb)lef.
Assim, pela desigualdade acima

m(t,€) = [€*7 —b(t)2[gl" — v/ (t)[¢|*
—b(t)2[€[* — V' (t)[¢]*

N
~ESyoleP - v

WV

WV

= —ab'@®)f,

N ..
com ¢y = HT + 1 constante positiva.

Portanto, m(t, &) ~ —b'(t)|¢|%.
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Demonstracao de 2: De fato, pelo Lema 2.1, temos
m(t,€) < —c{b(t)?[E[* + V' (D)IEF} < —b(t)*[¢]*.
Por outro lado, como ¢ > ¢,

(1412 FHEP > (14 te)* ¢ = uN

2 1 2a| ¢ |46
P
(L +t)>-1ge

2 o a—
= I+t €17 > p(1+ )2,

Assim, pela desigualdade acima,

m(t,§) = €7 = bO)?|El* — b (D)l
> bl -V (0)e”
= W10 — pa(l+ 0 e
> WL e - (g
= —eab(1)?[€]%,

comco =1+ Niﬂ constante positiva.

Portanto, m(t, &) ~ —b(t)?|£[49.
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Devido ao comportamento da funcdo m(t,§), usamos a curva dada
acima I'y (¢, €) para dividir a regido de baixa frequéncia em duas zonas:

pseudo-diferencial e eliptica, dadas por:

Zpa = {(t,€) €[0,00) x By / (1+1)*T¢[* < N}

Zig" = {(t,€) € [0,00) x Bag / (1+ )P > N

Pelos itens i) e ii):

—(1+ 1) e se (,€) € Zpas
m(t, &) ~ (2.5)
—(L+1)2[E[1 se (t,€) € Zlow.

Sejam c € (0,1) e M > 0 dados pelo Lema 2.1. Para todo £ € By

definimos

W@?&) = (ih(tv g)w(tv 6) ) wt(t7 f))7 h(t7 6) = \% _m(t7 5)

Segue imediatamente dos resultados anteriores que

1+ T[] se (t,€) € Zpa,
h(t,€) ~ (2.6)

(L+6)~E*  se (t,8) € Z».

Como w é solucao de (2.4) tem-se que W ¢é solugdo do seguinte
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sistema:

W(0,8) = Wo (&)

2.7)

sendo

Wo(§) = (ih(0, §)w(0,£), w(0,¢))

ath<t7€> i
A= | hwe M
—ih(t,§) 0

Para todo t > s > 0, denota-se por E(t, s, &) a solugao fundamental
do sistema (2.7), que é a matriz solugdo para

atE(t, S,f) = A(tvf)E(t? 8’5) t > s (28)

E(s,s,8) =1.

Dessa forma, se E(t,0,£) é a matriz solugdo de (2.8) para s = 0
entdo W (t,&) = E(t,0,€)Wy(&) é a solugao do problema (2.7).

Denotamos a solu¢ao fundamental por:

Epa(t,s,§)  se (s,8),(t,§) € Zpd,
E(t,s,€) =

Bl (t,s,6) se (s,8),(t,8) € 2.
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2.1 Zona Pseudo-diferencial

Usa-se diferentes aproximagcoes para E,q e F9%. O proximo resul-
p coes p P ell p

tado nos fornece uma estimativa para Epq(t,0,§).

Proposicao 2.4 Para todo £ € By et € [0,1¢], seque que:

Eunlt. 0,01 S o 1B (t0.] S he.O1+1),
|E10(t70a£)| 5 h(017€) (1 +t)a|£‘267 |E11(t,0,§)‘ 5 1,

onde (E;j)i j—0,1 denota as entradas da matriz E,q(t,0,§).

Demonstragao:

Temos, por (2.8), que:

O E(t,0,8) = A(t,£)E(t,0,€) t>0

E(0,0,6) = I.
Assim,
Oih(t, .
Eult) Bu)) (2 i) (Eww Eal
Eio(t) Ei(t) —ih(t,€) 0 Eo(t) En(t)

Oihit, £) ; 9ih(t, €) :
ht,©) Eoo(t) + ih(t, &) Er1p(t) G Eo1(t) +ih(t, &) E11(t)

—ih(t, &) Eoo(t) —ih(t, ) Eo1 (t)
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Eo(0) Eo(0)) (1 0
E10(0)  E1(0) 01

Pelas igualdades acima, obtemos

{ Etglt) = S Bua(t) + ih(t,€)Eralt)
Eoo(0) = 1
Etu(0) = 208 B 1) + (1. 9 B ()
Eol(O) = O

Eio(t) = —ih(t, &) Eoo ()
El()(O) - 0

B, (t) = —ih(t, &) Eoi(t)
E11(0) = 1.

Integrando (2.11) e (2.12), temos:

Elo(t)—Elo(O) = —i/o h(T,f)Eoo(T)dT

= Eio(t) = —i/o h(r, &) Eoo(T) dT
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En(t)— En(0) = —i /0 h(r, €)Eor(7) dr

= Ell(t) = 1 —ZA h(T,g)EOl(T) dr. (214)

Multiplicando a equagao (2.9) por 7 A (0, ? tem-se

0 SIBD r
= Byl — e Bon(t) = ih(0,6) Euo()

h(0,6)\ _ .
= T <E00(t) h(t,f)) = ih(0, &) E1o(t).

Integrando em (0, t),

oot )h((i) g Foo(0) = i /0 h(0,€) Bo(r) dr
= Eoo( ) Z((é z)) —|—Zh t § / E10 (2.15)

Procedendo de maneira analoga em (2.10), temos:
/ h(oag) ath(tag)h(ovf)
Ey, (T —

"t h(t, €)?

= 4 (Bn3re ) = in0.0En (0,

Eo1(t) = ih(0,8) Er1(2)
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Integrando em (0, ?),

Em(t)};((?g ~ B (0) = i / h(0,€)Evy (7) dr

= EOl(t) = Zh(t7§)A Ell(T) dr. (216)

Estimativa 1: Fyo(t)

Substituindo (2.15) em (2.13) e usando que h(t,€&) = /—m(t,§)
obtemos
Ep(t) = —i [/Oth ( )/OT Eqp(s) ds> dT]
- [ (855 e o)

_ /O ’Z((O 5)2 dr+/ (/TElo(s)ds
(Tf dr — /m7'§ (/ Ero(s ds) T

Seja dv = m(7,§)dr e u = / E1o(s) ds. Integrando por partes,
0

s g —[</ ) ([ i)
[ ([ meas) ]

- 58 ([ ae) ([
+/O (/Omsgds>Em )dr
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I
.
h
25
ﬂ@;\,‘r
SN~—
QU
\]
|
c\“
VR
e ~+
E4
N
S~—
IS
@
N———
o
=
S
—
QU

I
~.
hﬂ
3
—
a
T
N—
QU
q
I

580 [ ([ o [ e
) i/ot TZ(O:E) o /</m >E10 7)dr. (2.17)

Provamos anteriormente que m(t,£) ~ —(1 + #)*71[¢|? em Z,4.

Assim, usando esta equivaléncia em (2.17), obtemos:

i = | 5o [ ([ )i

< / (14 7)0 el dr

h(0,€)
</ (1+s)*" 1|§|25d5> |Evo(7)| dr.

Integrando,

(1+7)
|E10()]

A

o / 2 N o) ar

kP <015><(1+ta )
+ [1er (LD 1o ar

1 t
g0l + [ a0 B ar

A

N
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Considere E%O(t) = (14+1t)" % E10(t)|. Assim,

1
h(0,€)

t
Fio(t) < €+ / €25(1 + 1) By () dr.

Pelo Lema de Gronwall, segue que:

# 1 26 26 ! !
Biol0) S gy l6ean (162 [+ mear).

Pela definicao de E{o temos que

(1+1¢)~
h(0,¢)
(1+1t)~
h(0,€)

|Ew(t)] < &P eap (1€17° (1 + )*t)

A

€% exp (|6 (1+1)**1) .

Como t < t¢, temos:
(L4 THE < (1+) g = N.

Com isso,

(1+0)"

+

‘Elo(t” 5 h(07§) |§|25€I’p(N)
= 1B 5 S, (2.18)
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Estimativa 2: Fq1(t)

Substituindo (2.16) em (2.14) obtemos

Eq1(t)

- (/Ot h(r, ) (ih(T, o) /0 Eu(s)ds) dT)
1+ /Ot h(r,€)? (/OT E11(s) ds> dr
- /Otm(T, o) (/0 Eu(s) ds> dr.

Seja dv =m(7,&)dr e u = / E11(s) ds. Integrando por partes,
0

Ep(t)

o,

1-—

1—

([ ) (] )|

AVEEDE
= (f e )(/m )

(J me )
0(0
AVAL

)

0

Usando que m(t,€) ~ —(1 +t)~1=2)[£]?% em (2.19), tem-se

|E11(2)]

A

= [ ([ 0 ucrr
1+/0 (/ (1+5)" 0 e? 5d)|Eu<T)|dT
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A

A

+ [1ees (“Z) >|E11<T>|df
o [ (O o)

t
L+l 0 [ Bl dr
0

14 (1+ 1) [€) / By (r)| dr

na ultima estimativa foi usado que t < t.

Pelo Lema de Gronwall e usando que ¢ < t¢, obtemos:

| B (2)]

A

¢
exp ((1 +t§)0‘|§|25/0 dT)

eap ((1+te)**g[*)

A

— eap(N)

pois (1 +t¢)*+1¢|?8 = N. Isso implica que

[En(t)] S 1. (2.20)

Estimativa 3: Fyo(t)

Substituindo (2.13) em (2.15) temos

Bu®) = 1 e [ (~i [ 6.0 Buls)ds)ar
_ Z((élg))+ht§/ (/ h(s,€) Foo (s ds) dr. (2.21)
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Considere Eg(t) = Z((?g Eo(t), a definigdo de h(t, ) e o fato que

—m(t, &) ~ (1 +1)~1-2)|£]?%, Assim,

h(0,&)h(s,&)Epo(s) ds) dr

=>

Eoo(t) = 1+/0t<
(

(s, 5)2E00(s) ds) dr

—m(s,€)Eoo(s) ds) dr

A
—_
4

(14 )02 Eo(s) ds) ar

A
—_
+

t
/ (14 7)) Boo (7] dr
0

A
+
&

1 (14 1) / (14 7)== g[8 Boo (7| dr

pois t < tg.

Pelo Lema de Gronwall, temos:

[Boo(®)] < exp(1+t§ IE\Q‘S (1+T) (1“>d7>
25 +7’)
= exp | (L+1e) €]
0
1+t
S €$p( ‘26 + ) )
1 a+1|¢(26
S eap | =(1+te) Mg
(0%
(5)
«
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Dessa forma,

e (8] = | Bua(t)] 1
= |Eo(@)] < Z((é?) (2.22)
pois h(t,€) > 0.
Estimativa 4: Eo (t)
Substituindo (2.14) em (2.16) temos
Foi(t) = ih(t, €) /0 t (1—2' OT h(s, ) Eou (s) ds) i, (2.23)

—(1-a)

Usando que h(t,&) ~ (1+t)~ =2 [£]° em (2.23), temos:

ih(t, €) < /0 Cdr i /0 t < /0 " h(s,€)Eoy (s) ds> dT>
< h(t,8) /Ot dr + h(t,€) /Ot (/0 h(s,§)|E01(s)|ds> dr

thi.6) +0000,9) ([ 15, 1))

| Eo1(t)]

A

IN

—(1

=2 9] B ()| ds) |

A

(L+ Oh(t,€) + (1 + D)h(t,€) (/O (1+ )
Seja EL,(t) = (1+1t) " h(t, &)~ Eoi(t)|. Entéo:

e

t
—a)
Bt < 1+ / (14 8) ™52 ¢)°| Boa (s)] ds

14a

1+/0 (1+ )5 (1 + 5)711¢°| Bon (5)] ds
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1 +/O (1+ ) 2% |¢%n(s, &) ES, (s) ds

t
< 1+/(1+s)”7a(1+s) 220 RS, (s) ds
0

t
S 1t [ ol E () ds,
0

Pelo Lema de Gronwall, temos:

Egl(t) S exp <§|26/0(1+8)ad3)

eap (€[ (1+1)*t)

N

N

eap (|€*°(1+1)**1)

— eap(N)

pois, como t < t¢ tem-se que |¢|2°(1 +¢)*+! < N.

Logo,

[Eon(D) S h(t,€) (1 +1). (2.24)

Portanto, por (2.18), (2.20), (2.22) e (2.24) a proposigdo esta de-

monstrada.
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2.2 Zona Eliptica

Considere agora (s,&) € Z!9" e t > s. Definimos

h(s, §)
h(t, €)

al(t,s,€) = exp (—|€[*A(t, 5)) B (L, 5, €) (2.25)

onde E%¥(t,s,£) é a solugio fundamental de (2.8) para (s,£) € Z9% e
A(t, s) definido em (2.3).

Na proposicao anterior obtivemos estimativas para Epq(t,0,¢). Na
préxima proposigdo vamos obter estimativas para a9’ (t,s, ) e con-
sequentemente para Eé‘l’lw (t,s,€). Para provar o resultado precisamos

estimar h(t, &), Oh(t,€) e OFh(t,€) em Z9. Temos que

h(t,€) = Vo6 ) = (—|€12 + b(t)2 (] + b/ ())e[)?

conforme a defini¢do de m(t, ¢).

Como h(t,€) = (1+1)%|¢]?° e N < (14+1)*+|¢]?° em Z19* tem-se

OR(,€)= 5 (P + (eI + B 0IE) (@6 )l + v (1))
= s POV )
SO+ uPa(l+ ) g
+ pa(a —1)(1+6)*?[¢)*)
< (T4t tg®. (2.26)
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Resta-nos estimar 92h(t,£). Tem-se usando (2.26) que

o | g OV I + v 01|
_ 1 [_ 20:h(t, )bV (B)[E[* Dph(t, E)b" (1)[€]*
2 (.6 (€7
AV AU 0 VO]
(.6 .o
(14151 4 1) g

07 h(t,€)

. 1+ el
(L4 )12 (1 + ) 2|¢]*
(1 +t)2efg]2o
S e 3 k) e € e 1
(1+t)2[¢? (1 +1t)x¢]2d

SO+ T2 (L + )31+ 1) THEP (1 + )T Dg 72
S OEPA+) T+ (L) TP+ PN

S P42 (2.27)

para todo (¢,&) € Z!ov.

Proposicao 2.5 Se (s,&) € ZI9% et > s entio

0l (4, 5,€)] S eap (€T VN (L, 5) )

com o e § os expoentes dos laplacianos da equacio (2.1) e A*(t,s)

definido em (2.3).

Demonstragao:
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Para provarmos esse resultado vamos usar um processo de diagona-

lizagdo. Considere o sistema

OE(t,s, &) = A(t,§)E(t, s, &) t>s

E(s,s,&) =1.

Seja E = PEP~!, com

—1 1

1 (-t 1 2% 37
PZT e P71:§

21 1 11

Assim,

OE = PO,EP™' = PAEP™' = PAP~'EPP~' = PAP'E,

ou ainda,
o o [T o[ s me0) (52 #)
55 75) \—iht 0 2
_ (HGES o) o ) (228 s
5 (5 - ne) —Hneo) \E £
I R GO R T S
~ e} Sty — h(t.©)
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Oeh(t,8) D:h(t,€)
_ ( Bh(LE) 2h(LE) ) B (h(t’ﬁ) 0 ) E
9th(t,€) Oth(t,€)
TRR0E 2h(6E) 0 —h(t¢)

1 01 2~ Osh(t, &) 1 1) 2
= h(t,£) E+ E. (2.28)

Além disso,

E(s,s,6) = PE(s,s,§)P™' = PIP~' = I.

Definimos

ah(t.e) [ 0 —1 _ oh(te) (0

Nl(tag) =

1 g _
m&(tf) e N(t, &) =1+N(t,8).

Por (2.6) para (¢, &) € Z19* tem-se que h(t, &) &~ (1+1)%|¢|?°. Assim,

por (2.26) tem-se

|3t &9 - (1+t)“ e

€
OO - DB e
|N1(t7£)| 4]’L(t 5)2 ~ (1+t)2a|§|45 (1+t) |£| . (230)

Como (t,€) € ZI5*, (1 +)°THE|2 > N = (1 +1)~ O+ |g=20 < N1,
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Logo, para N suficientemente grande segue que

N |

|N1 (ta g) g

Dessa forma N é limitado e inversivel e sua inversa é limitada.
Seja
E(t,5,6) = N(t, ) E(t, s, ON"(5,€), (2.31)

logo

O E(t,5,6) = ON(tEE(t,s,E)N1(s,€)

+N(t7€)atE(t7375)3\[71(575)' (232)

A primeira parcela da equacgdo acima pode ser escrita da seguinte

forma:

ON(LOENT (5,6) = 0, (I +Ni(t,€)) [N (£, EN(s, N~ (5,)

8tN1<t7E)N_1(taf)E’ (233)

onde foi usado que N(¢,£) = I +N1(¢,§).
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Utilizando (2.28) e a defini¢do de E podemos reescrever a segunda

parcela da seguinte maneira:
N(t,€)E(t, 5, &N~ (s,€)

1 0 -~ dyh(t,€) 1 -1\ _
h(t, &) E+—— E

= N(taf)

Agora, notamos que

Rl(tvg) = h(t,f)DN(t,f) - h’(taf)N(tvg)D (235)
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onde

Além disso

okt [ 1) om0
Ri(t,6) = I(L.E) (1 ) ) ~ o) (0 1). (2.36)

De (2.35) e (2.36) obtemos

_oh9 [ 1 1) anre (10
Co2m(te) |, 2h(t,8) \ g 1]

Como N(t, &) = I + N1(t,€) tem-se que

oo 1 -1) - ot (1 0
Qh(t,f) (1 1) h(t7£)DN1(t7£) h(tvf)Nl(tvg)DJ’_ 2h(t,£) (0 1) :

Substituindo a identidade anterior em (2.34) obtemos

N(tv g)atE(t7 S, f)N_l (37 5)

1 0 1 0
- {h(t@) ( ) + h(t,€) ( ) Ni(t,€)
0 -1 0 -1



Oih(t, &) 1 0 0 -1 o )
g ([- ) (1))
(0 1) [Qh(t 5)
0 -1 .
+ ) e ( ) N 68 (2.37)
-1 0

1 0 . . .
= h(t,€) ( ) B+ G S B N O (L N (O,
1 )
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Substituindo (2.33) e (2.37) em (2.32) e considerando

R (t7 f) = (atNl (t7 f) + N (t7 E)Rl (t7 E)) Nil(t g)

obtemos

. . 1 0 . Oh(t,€) -
O E(t,s,£) = Ra(t,§)E + h(t, &) E+ E. (2.38)
’ (0 1) 2h(1,€)

Defina

E(t,5,6) = en(t, ,€)Qenlt, 5,€) (2.39)

onde

conltys,€) = ( Z((Z g) : exp ( / b ) dT> (2.40)

e Qeult,s, &) é asolugdo do problema

00
Q(t,5,8) = <2h(t,£) ( ) +R2(t,«£)) Qt,s,8), t=s
01

Q(s,s,8) =1.

(2.41)

Para provarmos que Q(t, s, &) é solugao de (2.41) vamos inicialmente

escrever

Q(t7 575) = (eell(t7 Saf))_lE(tv 575)7
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onde

cantts. ) = (3029 C (-/ hir ) o)

e

_ 8th(t7£)
et ) = (%(s@)éh(t@ﬁ

w\»—- mm

)exp(/hrf ).

Com isso

8tQ(t757§) = _(eell(tvsvg)) (ateell(t s 5)) (t § f)

+eeu(t,s,€) OB, 5,€).

Substituindo (2.38), (2.39), drecu(t, s, &) e (ewn(t,s, &))" escritos

acima temos,

atQ(tasvg) = _(eell(tv875))72(ateell(tvsvg)) eell(tasaf) Q(t»sag)
_ 1 0 ath(tag)

+(eeu(t 5,€) 7" |h(t,€) +
! [ (O 1) 2h(t,¢)

+ RQ(t7 g):| eell(ta S, E)Q(ta S, 5)

1 0
= |: - (edl(t, S, g))il(ateell(ta S, 5)) + h(tv f) ( )
0 -1

Bh(t,€)
T2t

- (8) e (- [ ) en ([ -0
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Oih(t,€) h(t, &) A Lo
<2h(s,£)5h(t,f)5 +h(8,€)5> e (0 1>
ath(t’g)
2h(t,€)

_Oh(t,E) 1.0 1.0
- g (0 1)+h<t,§> (0 1)

ath(t’ 5)
(t,€)

2h
0 O
0 -2

00
—2h(t,€) ( ) Q(t,5,8) + Ra(t,£) Q(t, 5, 6).
0 1

_|_

+ RQ(tv f):| Q<t7 5, f)

_|_

+ RQ(t7 6):| Q(t, 5, 5)

Como E(s, s, &) = I tem-se que
Q(Sa 3,5) - (eell(sa S7§))_1E(87 8,5) =1

Logo, temos  que E’(t, s,€) pode ser escrito como
E(t7 $,€) = eeu(t,8,8)Qenr(t, 8,€), onde Qe (t, s, &) € solucdo do sistema

dado em (2.41).

Na sequéncia vamos estimar |Rx(t, £)|. Pelas estimativas anteriores

resta estimar |0;N(¢,£)|. Temos que

_Oh(t,6) [0 L
Ni(t,€) = 4h(t,€)? (1 0)
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logo

h(t,€)2 92h(t, &) — 20,h(t, €)*h(t,€) [0 —1
4h(t, €)1 L0

atNl (ta 5) =

Usando (2.26), (2.27) e o fato que h(t,&) = (1 + t)*[£|? em Z'o¥
segue que

(1+t)20¢+o¢—2|§|65+(1+t)2a—2+a‘§|66
(L+2)tefg[®0

(1 + t)_(a+2)|§|_26.

|ON1(8, )] <

A

E finalmente, por (2.29), (2.30), a estimativa acima e o fato de

N7, €) ser limitado, obtemos

[Ra(t,€)] = [ (9eN1(t,€) + Na(t, ) Ru(t, €)) N7 (2, €)]

< (1+t)7(a+2)|€|726+(1+t)7(a+2)|€|726

A

(14 t)"(@F2))g|=20, (2.42)

Temos que (s,£) € ZI%, entdo

1
(1 8) g2 > N = (145) g2 <
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Com isso e (2.42), segue que

t t
/ Rao(r.0)|dr < / (14 7)~ 24|20 gr
€|~ [_(1 +¢)~Fe) (14 5)~(F)

l+ao 1+«
1
S P40 < (2.43)

A solugdo Q. (t, s,€) do sistema (2.41) é do tipo

t 0 0
Qell(t7 S, E) = exp (/ (2h(T7 E) ( ) + RQ(T7 E)) dT)
s 0 1

Assim, por (2.43) e do fato que h(t, ) é ndo negativo obtemos

t 0 0
exp /S (2]1(7’7 ) (0 1) + Ry(T, )) dr
0

exp | |— /:h(T, )(O (1)) dr

|Qell(ta Sa£)|

IN

IN

A IN
S S
S| S

/‘\ 7N /|\~
[\ [\
= =
i o
N———— +

=]~

N———
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Logo, Qcu(t, s, &) é limitado. Além disso,
Qutt:s. 01 S eap (-2 [ hirg)ar). (2.44)
Por (2.31) e (2.39) segue que
Nt OE(t 5, )N (5,€) = eau(t, s,€)Qenl(t, , ).
Como E = PEP™!,
N(t ) PEG (.5, ) PTINT!(5,€) = ecult, s,€)Qeu(t, 5,€)
ou ainda
Ef (t.5,€) = PTINTN(t, ecu(t, 5,6)Qen(t, 5, )N (s, ) P,
Ja vimos que N, N~! sdo limitados. Assim, temos
[EG (85, 6)| S leeu(t, s, €)] |Qeult, s,€)]-

Por (2.40) e (2.44), podemos reescrever a desigualdade acima da

seguinte maneira

015 (29 e (- [ merar).
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Usando a estimativa acima em (2.25) obtemos

et t5.1 5 (356 ) o (-/ ' (r)IEP + h(r,6)) ).

h(t,€)
(2.45)
Como (s,€), (t,€) € ZI9% e t > s temos que
M6 (bl 016

h(t,§) — (L+1)~[g ~
Além disso, para N suficientemente grande

V()  po(l+6)>!
26(t)  2p(l+t)>

[0
—(1+8)7"
2(+)

= S+ A+

< %N “Th(t,€)
< 2h(t,€), (2.47)

pois, em Z!%% temos (1 + ¢)**+1£[2 > N.
Para concluir a demonstracao encontraremos uma estimativa apro-
priada para h(t, ). Para tal, usaremos a defini¢do de h(t, ) e a seguinte

propriedade
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Dessa forma,

mt.€) = \/b(lf)zlf\‘*‘S U (8)]€]20 — |¢[27
< bRl + %
= bl + W
= blE + §b<(t>) - If;;;-)éﬁ
Entdo por (2.47) tem-se
—~h(t,€) < b(1)|¢[* ~ E;b(:;)‘”

Assim, usando (2.48) e (2.46) em (2.45) obtemos

2(c—9)
exp < |£| dT)

= eap (—|§|2 o=9) A%,s))

|agii” (£, 5,€)]

A

0 que prova a proposicao.

70

(2.48)



Capitulo 3

Estimativas para a Alta

Frequéncia

Neste capitulo encontramos taxas de decaimento para a solugao do
problema (2.2) na regido de alta frequéncia. Para tal, inicialmente,
utilizamos a equagdo (2.2) e determinamos a energia desse sistema.
Em todo capitulo consideramos £ € By = {£ € R" / |{| > M}, com
M > 0 dado pelo Lema 2.1.

Multiplicando a equagéo (2.2) por 4y obtemos

Gre ()e (8) + [€127(8 ) (t) + 26(8) €] [ (1) > = 0.
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Para v = 0(t, £) temos

d ~ d AR ~ = AN AN AN AN
p o = ﬁ(vv) = U0 + 00y = 00y + 00y = 2Re(V0y)
1d . =

= % |* = Re(vy)

Tomando a parte real da equacao e usando a igualdade acima ob-

temos

1d . ~ )
53 U2 + 617 a2} + 20(0) ¢l ()] = o.

Seja 0 < S < T < 4o0. Integrando a equagao acima no intervalo

[S,T], temos

L a2 205(T) |2 + 2 Tbt 2003,(0)|?dt
g{IUt( )P+ €127 [a(T))*} + [5 ()&% [ (2)]

1, o~
= 5 {[@(S)I* + EP7as)P} -
Segue diretamente da identidade acima que

T
/S b()[E1P [ (t)Pdt S @ (S)[* + [ [a(s)|>. (3.1)

A densidade de energia é dada por:

1, 1 ~
E(t,€) = S[a) + 5leP a0 .
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O proximo passo serd multiplicar a equagdo (2.2) por L , Logo,

2b(t

L an +

i 62 @) + 1€ Tty 1) = 0.

1
20(1)

Note que Uy (t)u(t) = % {ﬁt (t)ﬁ(t)}— |, (t)|?. Assim, considerando

a parte real, a identidade acima pode ser reescrita da seguinte maneira:

1

2oy 677 O + 16 Re (@(0)7(0))

= O - g5 e (BOT0)

Integrando a identidade acima de S a T tem-se

T T _
:/S %(t)mt(t)th—/S %(t) {the (ﬂt(t)ﬂ(t)>} dt.

Integrando por partes o tltimo termo da identidade acima obtemos

[:;mazﬂa(tn?dt: / 6% Re (00 ) di

T
IR
—_— O dt — ———
+/S 2o [0l 2b(T he

)
+%Re (@()i()) - / LIV (@ 0aw) de

(i)
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Usando as trés desigualdades abaixo

€| >M = M <¢°,
Re(z) < |Re(2)] < |z,

ab < = (a®+b?),

N |

vamos estimar separadamente os termos do lado direito da igualdade

acima:
° —%Re (ﬂt(T)ﬁ(T)) S (1) + 1€)%7 [a(T)|*;
° %Re (at(S)i(s)) < ()2 + €27 [a(S) %

° 20 e | us g 265 at
/ 4 R( (t)a <>)dt</s €12 @] [ (t)] dt
Ja(t)| (1€l b()* @ (1)) dt

T T
</ 4bl(t)|s\25|u< s [ volermo P

T T
S/S 4&0'&2"'%»”“/3 O

T
s 2b ) |dt</ M2 M2y (t)*dt
1
< 115 [ WO 0P

) ‘/s 22((321%6 (@) ars [ 545 (@ + e aoP) d

nas estimativas acima usamos também que 1, M%7 < €% e

1
W) =
€120 < [¢).
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Portanto, segue das estimativas acima

|
s 4b(t

TP la)dt < [an(T)| + (€7 [a(T)|?
T
+ @ (S) + [g[ a(s) +/S b(t)[€[* [ (1) Pt

(t)

T 11
*L %g(@wﬁ+awmmaﬁ,

Usando a estimativa (3.1) e o fato da densidade de energia ser de-

crescente obtemos
[
s 4b(t)

+ (P e ) [k

€7 lat)dt < [a(S)1* + I a(S) [

Ainda, temos que

T 11 T a—1 T
/ b (tl dt = / %dt = g/ (1+t)"> tat
s b(t) s HA(l+1)% wJs

_ <u+t)a7>::a<(l+T)a_(1+S)a>
- g o - -

a
I

a(l+5)™ 1
i

= R
(0% i I
Dessa forma,
T 9 ) ) ) ,
i S 7[a(S)[". 2
/S () ROt S [ (S) + (€7 [(S)] (3.2)
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Usando (3.1) e (3.2) temos

g 281 111(2 Ti 20 |75/ 11(2
[ v opa+ [ sl e

< [a(S) + ¢ [a(s)|*. (3.3)

Definimos agora o funcional

= 20074 2 i 2047 |73(4) |2
P [ PR [ e o e

e a energia na alta frequéncia

1

Eut) =+ / (€D (0) + [P+ a)P) de,
2 Jigl>m

sendo que 7y seré escolhido adequadamente na demonstragao do resul-
tado principal.

Usando a estimativa (3.3) segue que

T T
o 26 'yat 2
/S Ft)dt = /S [/§>Mb<t>|5| i1y (1)

L 204y ﬂ 2
+/£>M b(t)|f\ [u(t)|*d€ | dt

c / (€ [@(S)? + (€= [a(s)P) de
|&|>M

2CE(S). (3.4)

IN
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Também, utilizando o fato de que b(t) > 1 e M?% < |¢|?° obtém-se

1

7Eh(t) -

b(t)

IN

IN

IN

11 YIS 2 1 1 204+ |5 2
R d _ _ Y d
30 /WM € @ + /|§|>M oL

1 Y5 (4)]2 1 L ooty g2
L PRI
2/|f|2M'5' ) §+2/|§|2M TOLMEGIRS

L 2500713, (1) ]2 1/ Lot 2
i [ O g [ e

20+ |7 2 i 204+ 2
C(/£ b()IE™ " [ue ()] df+/|£ €177 u(?)] d€>

|>M 1> O(t)
CF(t).

Integrando a desigualdade acima de S a T, e usando a estimativa

(3.4) temos

T T
Lgaﬂ@ﬁ§QAF@ﬁﬁamw)

Assim, pelo Lema de Martinez (ver [11]) parao = 0, ¢(t) = fot ﬁ dr

ew=C""segue que Ej(t) < Ep(0)e!~?®) Vit >0 isto é,

E(t)

IN

A

1 YN0 2 20+ 17500 |2
5 0)d. 71(0)2d.
2</§>Ml€ [a(0)] €+/|€|>M5| [G(0)| 5)
t
1
o) w e
|
—c —d
(/ Pl + | |s|2“+mo|2dg) ¢ [
R™ Rn

1

2

(/ e i P + [ |s|2”ﬂ|ao|2df)eCM”. (3.5)
Rn R'Vl
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Capitulo 4

Resultado Principal

Neste capitulo vamos provar o resultado principal do trabalho. An-
tes porém, usando os resultados dos capitulos anteriores vamos obter
algumas estimativas importantes para a demonstracao.

Para t <t ja observamos que vale a seguinte equivaléncia
h(te, &) ~ (1 +te)“[€|*

e que t¢ é a tnica solugio para (1 + t¢)®T1¢[?° = N. Dessa igualdade

decorre que

1
N Na+1
L+t)l=— = (1+t)= )
( f) ‘§|25 ( 5) |£|1%{»6a
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Usando os resultados acima e a Proposicao 2.4 podemos obter al-
gumas estimativas:

Estimativa 1: Para £ € By = {{ € R" / |{] < M} tem-se

| Eoo(te, 0,€)] + |Ero(te, 0,€)| < + (1+te)*|¢*

h(0,€) — h(0,€)
h(0,€)”
ou ainda,
;?((ti’,% (1 oo (te, 0, )] + [ Ero(te, 0,€)| ) S 1.

Estimativa 2: Para £ € B); tem-se

ou ainda,
(1B (te, 0,6 + [Bu(te,0,)]) S (1+te)+ -
h(tg,f) o o ~ h(tﬁvé-)
S (L+te) + (L +te) g™
1 o
N&+¥1 N a1
= 25 + _257a|€| 20
|| [g]T T
S ke
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Estimativa 3: Para £ € B); tem-se

€17 Alte, 0)

A

g2 / “b(r) dr

te
€0 [+
0

14 )ttt
€17 <( ) )
a+1 o

M @
m(l +te) e

uN
a+1

1.

Estimativa 4: Para £ € B); tem-se

€12 AR (8, 0)

pois o(1+ a) > 24.

N

te 1
2(o—9) d
e [ e

il P
o /0 (1+7)"%r

‘5|2(o’—5) ((1+T)1—o¢ tf)
0

20 l1-a
(141"~ 1)

o)
2u(1 — )
‘£|2(0—5)—26(};—Z‘)

2o %)

L,
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Consideramos agora (t,&) € Zé?lw Pela Proposicao 2.5 temos uma
estimativa para |E!9"(t, s, €)|, ou seja, temos uma estimativa para cada
entrada da matriz |E!%”(t, s, £)|. Vamos escrever uma estimativa para a
primeira e segunda coluna de E(t, 0, £) usando a notacdo ja apresentada

anteriormente eg = (1,0)7 e e; = (0,1)7:

|l (£,0,€)] S eIV @0)

ell
h(0,£) €70 A0 pl o lEPCO A (10
B9 (t,0,¢ 3 (¢,0)
h(t.6) 40.9] 3
075 ow _ 26 _ 2(0—=8) At
0 5)) (B15 (1,0, )| A < oI V40 (4 1)
€
h L
h(é) |G (1,0, €)e] e IEFARD) < o IEFTTIATRO) (4 9)
1 26 _ 25 2(0—8) A8
N Blow (s o € AL0) < (¢l—1Ex o lEPC VA (1,0)
h(t,f) ’ ell ( 75)61’ € ~ |€| tee ’

pois h(0,€) ~ [¢[*.

Para a regiao de baixa frequéncia temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1 Seja 0 > 0, § € (0,0), b(t) = p(1+t)* com > 0 e
€ (0,1), e assuma que 26 < o(l+a). Sejal <p <2< g < oo,

q = qz—l e k > 0. Definimos

1 1
0(k,n,p, ::k+n(—), 4.3
(k,n,p,q) P (4.3)
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l1-«a .20
k‘jl—2(0_5)<0_]1+a)7

1+a 1+a 20
hp= — g j=-" (g ;20
279y V)T T ( 1+a)’

para j = 0,1. Entao a solugdo para (2.2) satisfaz a sequinte estimativa

otima
| |§\kﬂ(t)||Lq/(BM) < Ct~For ||UOHLP(R") + Ct ™k ||u1||Lp(]Rn)

uniformemente para todo t > 0, dado que k11 > 0, isto é,

26
0> ——.
1+«
Por outro lado, se

20
1+«

temos a sequinte estimativa
HEFT@) L (Byyy < Ot ol Lo gy + Ct512 [Jun | 1o )

para todo t > 0, onde —ki2 > 0, como consequéncia de (4.6).

No caso especial
26
14+«

0 —
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obtém-se

@D Lo (8yyy < CE O |uol| o @ny + Clog(1 + )7 [Ju || Lo n)
(4.9)

para todo t > 0.

Demonstragao:

Seja a € (0,1) e t >ty > 0. Considere

=2 g=_9_
p—1 q—1
[§]
11 1. 11
roq¢ P p q
No Capitulo 2 definimos
w(t, &) = u(t, &) exp (I[*°A(t, 0))
e

W(ta E) = (Zh(ta g)w(ta g) y Wi (ta 5))

e observamos que a solugao do problema (2.7) é dada por

W(ta 5) = E(t’ 07 f)WO (5)

com Wy (&) = (ih(0, §)w(0,€), w(0,¢)).
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Utilizando as defini¢des acima e lembrando que eq = (1,0)7 e e; =

(0,1)T seque diretamente que

o W (t,€) = e BE(t,0,6)Wo(£)
= bt Ow(t€) = el E(t,0,6)Wo )
= bt )t €)M = (T E(t,0,6)[ih(0,€)w(0,6), w, (0, £)].

Portanto,

at,€) = fm%f)e*'ﬁ'”“")%oTE(uo,5) [i1(0, €)To (€), ul€[* T (&) + U1 (€)]
(4.10)

onde nessa ultima igualdade usamos as expressoes para w(0, &) e wy (0, &)

dadas em (2.4).

Na estimativa abaixo para simplificar a notagdo usamos L* = L*(Byy).

Assim, segue de (4.10) e da desigualdade de Holder

Rt €)ll o = || 1€ (0, €)h(t, &) e ST ACO T (£, 0,€)eqtin(€)
— |e[Fin(t, &)~ e KA T B(2,0, €)er T (€)
— |elFin(t, €)1 e I ACO T (2, 0, €) el [P0 ()|
< || €[*h(0, &)h(t, ) e AN T B, 0, €)egin (€) | o
+ [¢[*in(t, )7 e AL B (1,0, )erinr (€)] o
+ l¥in(t, &) e AT B(t, 0,€)er pl*Ti0 (€) |

— — 25 o~
< | 1€F R0, &)n(t, &) e ITAGD T B¢, 0, &)eol| o[l Lo gy
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H €1 R (t, &) e KT AL (1, 0,€)en || e [T | 1ot
=+l \§|k+25h(t7f)_le_K'%A(t’o)@gE(tv0a5)€1||Lr||ﬁo||Lp'(Rn)

S |1 €[*R(0, )h(t, €) eI AL B(t, 0, €) e | o | o ay
+ €*h(t, €)1 KT AN L B(E, 0, )er | Lo lua| oy (411)

4 1g28
+|| ‘€|k+26h(t7£) le Il A(t’O)egE(tang)eIHLT“uOHLP(R")

sendo que a ultima estimativa segue da desigualdade de Hausdorff-

Young.

Para estimar as normas do lado direito de (4.11), vamos considerar
na regiao de baixa frequéncia dois casos: zona pseudo-diferencial e zona

eliptica.

Definimos
N(t) == min{(1+1)~ 2 N2 M} < N(0) = M

isto &, |{] < N(t), se e somente se, t < t.
Caso 1: Zona pseudo-diferencial: £ € By, (t,£) € Zpa

Considere L"(By(t)). Note que pela Proposi¢ao 2.4, temos que

< h(t.9)
OX:

|E00(t’ Ov §)| ~
= [€"R(0,€)n(t,€) " [ Eoo(t,0,€)] S [¢]F

~—
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|Eo1(t,0,8)] < h(t,§)(1+1)

= O B (,0,6)] S [€F(1+ 1)

em particular

|E/F P2 R(t, &) Eor (8,0,6)] < 1€FIEP (L +1)

IN

€15 €1 (1 + )t

IN

€N < g™

Podemos ainda afirmar que na zona pseudo-diferencial

o lEPAL0)

De fato,
t
€P0A0) = (€0 [ i+ ydr
0
o a+1|¢|28
< ——(1+t
< Lo
< H
- oa+1
< uN.

Assim, eV < e~ 16170 A(t,0) <1.
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Utilizando os resultados acima vamos estimar os termos que apare-

cem do lado direito de (4.11) considerando L"(Bpy)):

268
1 1€1F1(0, &) h(t, &)~ e ¢l A(t’O)egE(taOag)GOHLT(BN(t))HUOHLP(]R”)
26
+ ] [€1Fh(t, )~ e A(t’o)egE(tv0,§)€1HLT(BN(”)||U1||Lp(Rn)
L je28
+ 1 1€1FT20n(t, &) e A(t’o)eoTE(t,0,€)el||LT(BN<t>)||U0||LP(R")

S IHEF N r o ol Lo gny + (1 + O L (B ) 1 | 2o n) -

(4.12)

Usando a defini¢ao de N(t) e que |¢] < N(t), temos

HeFlom = ([ llac)
By (1)

3=

< N(t)k(volume(BN(t)))
< N@EN@)F

< (1)t ()

< t—ko2

pois N(t) < (141t)~ 25 .

Assim, usando a estimativa acima em (4.12) segue que

8
| |§|kh(07§)h(t7€)7167‘5‘2 A(t’o)eoTE(t707§)€o||Lr(BN(t))HUOHLP(R")

1
+ || ¢*R(t, &) e AN T E (0, €)en [ (1 o) 0 | Lo i)
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_ _ 26
€+ h(t, ) AD L B(1,0, el 0 ol
< ¢ hoz luo|l e mny + (1 41) o2 [ual Lo )

5 t_km ||u0||Lp(]Rn) + t_klz ||u1||LP(Rn). (413)

Caso 2: Zona eliptica: £ € By, (t,¢) € Z9Y

Considere L”

Bar\ By’ Pelas estimativas (4.1) e (4.2) segue que

h(O f) I 128 1 el2(0—38) At
) Elow (4 [E17°A(t,0) < [€] A (t,0)
h(t,{) | ell ( 9 75)60| € ~ €

_ _|£]26 _|g|2(a—=8) At
= [€]FR(0,&) h(t, &)t e STALO | By (2,0, )] S Jg[FeIETTTTANED)

L
h(t,§)

_ _|£]29 _ 25 (e12(c=8) At
= ‘ﬂkh(t,f) 1 —l¢] A(t’0)|E01(t,0,f)|§‘§|k|§| 2y o lel AR (1,0)

—|g|?? _ 25 _e2(0—8) At
|Eé7fu(t»07§)61| e IETA®0) < e =5 o] A¥(£,0)

De modo analogo ao feito no Caso 1, vamos estimar os termos do

lado direito de (4.11) em By \ By usando as estimativas acima:

€150, €)A(t, &)L EIFACD T (1,0, €)ey

LT'(BM\BN(t))HUOHLP(]RH)
1 qe28
+H|€|kh(t,g) Lol A(t,o)eg“E(t,0,f)el||Lr(BM\BNm)||u1||Lp(Rn)
1 e28
+ || [€[*+20n(t, €) el A(t,o)eoTE(t,O,§)el||Lr(BM\BN(t))||u0||Lp(Rn)
< | e[Femte Ak e

e (Ba\Bavoy) 0]l o @)

_ 28 _|g|2(0=)p\H
H[E[FwHT e ETTTANEO L g B 11 [l Lo ey - (4.14)
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Para estimar

k—-20_4 _jg2(c=38) At
|| |€| o+’ ¢ <l (8.0) ||LT(BM\BN(f,))
vamos considerar quatro casos: j = 0 ou (4.5) é verdadeira; j = 1, (4.5)
nao é verdadeira e r = +00; j = 1, (4.6) é verdadeira e r € [1,400);
j =1, (4.8) é verdadeira e r € [1, +00).
Caso 2.1: j =0 ou (4.5) é verdadeira

Vamos estimar

”|§wfs%%je—mﬁw’”Ath|

L (Bum\Bnt))
1
By \Bn (1)

Aplicando a mudanca de variavel

)
o."‘

n=¢(A(t,0))

temos

€% = |n|FA(t,0) "%

€ como

(e—9)

—[nP = eI (A, 0)
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segue que

(o

_s)
5 A%(t,0)

e IEPTTIARL0) _ —1n*T TV (A(,0)) T

Usando que o(1 + a) > 20 segue para todo t > tg que

(o=5)

—[nPTO(A,0)7 T AT, 0)

(e—9)

S I (14 1) TR (14 gy

—o (ot 1)+3(at1)+3 (1=0)

= —|nl* (1 + 1)

S-Pe T
< =[P,
logo,
(o—0)
o EPCTIARL0) _ PO (A0)T T ARLO) < el

Dessa forma, sendo 1 = £ (A(t,0))% tem-se para todo t >t que

28 4 _jg|2(e=8) At
[g)Faed e EA O g By

1
B (/ (|£|’“—f+ﬂje—£lz<f’5>M<t,o>)rd£) T
Bu\Bn (1)
< A(t0)~F (b= 0) = ( / (- 59 eclnlm)),.dn)
B

< A(t,0)~ (3 +h—Eri) 35

r

M\BN (1)

S\ atl

<(1+ t)—(%““—foN)W.
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Note que

ola+1)>25
& ola+1)=d6la+1)>2—d(a+1)

& (0 —0)(a+1)>20—0d—da

a—+1 11—«

. 41
5 T o—s (4.15)

Portanto, para todo t > ty tem-se

l—«

| 1€|F— o 6PN O 1+ t)—(%+k— 210) 5%

(Bar\Bx(ry) =

< ki (4.16)

Caso 2.2: j =1, (4.5) nao é verdadeira e r = +00

Nesse caso queremos estimar
ko 26 _jg2(a=8)pl
II1€] <l O e (Bar\ By o))
Como (t,£) € Z'9w vale que (1 +t)'+|¢|?* > N. Logo

€72 S (14 1)
= Tt s+

= |£| (m*’“) (1+ ) 4 (1%&*]6),

pois 0 = k + % < 2°- devido ao fato de que (4.5) ndo ¢ satisfeita.
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Assim

6" S @0 = R gt

Portanto,

_ 28 _|g2(c=d) At _
H If'k roe el A (t7O)HL°°(BM\BN(t)) St km'

Caso 2.3: j =1, (4.6) é verdadeira e r € [1,400)

Se (4.6) é verdadeira entdo existe € > 0 tal que

n € 20
k+—-—+4+-<
T r 1+ «

assim,

24
N )
1+« ror

e por um calculo feito acima

€7 S (1 1)%

= TR S (140
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Usando a estimativa acima obtemos

k—-20_  _|g|2(c=8) Al
[ 1§17 =+Te I (t’O)HLT(BM\BNm)

1
(¢ )7 (e 0oy g

BM\BN(t)

|~

€l (k—%—%—f-i-%-*-f)( —lEPTTIANE0)) dg)

B \Bn(t)

< ( e (b= +3+5) f|‘"‘€d§)"
Bu\Bn (1)

1+t)—T7(k 13_—5@+ +5 )|§|—n—ed€)

SIe

BM\BN(t)

= (145 (- ffa“”( /| . |§|“d§>
M\Bn(t)

< (1445 (- ri )

1
r

(1+t) el (kg 2) 41

< thz, (4.18)

i

onde usamos que

1

( / |s|—"—ﬁd£) ‘<c
Bum\Bn (1)

Caso 2.4: j =1, (4.8) é verdadeira e r € [1, +00)

Nesse caso tem-se que

20
kot
r 1 + «
= \§|7’(—1Ta+k+7) =1.
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Assim,

_ 28 _|¢|2(0=8) At
| |¢]F~ s+t el A (t’O)HLT(BM\BNm)

[ ey e o))
Bum\Bn (v

~
(e,
~
<

|£| _13—76&4_16""%_%)( ‘§|2(U 5)Aﬁ t,0) ) dé)
1
gl” ﬁi*’”?)mr“(e-'ﬁ'“””A”“’m)rdfy

/B \Bn(t)
/| |€|‘”d£>
Bur\Bn (1)

< (log(1+ 1)) 7. (4.19)

Usando os resultados acima podemos finalmente provar as estima-
tivas do teorema. Provamos cada estimativa para t > tg > 0. Para
0 <t < tg o resultado ¢ imediato pois por (4.11) existe uma constante

K > 0 tal que
el a(t, Ol o < K lluollon) + K llutlleny, V0 <t <to.

Demonstragao da estimativa (4.4)

Para a zona eliptica, isto &, (t,£) € Z!9%, assumindo (4.5), por

(4.14) e (4.16) segue que

26
€17 R(0, E)h(t, &)~ e KA T E(L,0,€)e0l| L (Bar\ By o) 110 | Lo (2

s
+ | 1€*R(t, €)1 KA B(E, 0, €)er | L (Ba By 101 | o)
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L1 1g28
-+l |£‘k+26h(ta€) Lemlel A(t’o)eoTE(t707f)€1||L*"(BM\BN(t))HUOHLP(R”)

_|g|2(a=38) At
N || |f|ke Il A (t70)HLT(BM\BN(t))HUOHLP(]R")

L™(Bu\Bn(t)) [[ur ”LP(R")

25 _jg|2(c=8) At
| gfe el
St fuoll o eny + T Juall Loy, VE 2 to. (4.20)

Usando (4.13) e (4.20) em (4.11) concluimos que

el a(t Ol Lo (54

_ _ 26
< |[1€1* (0, €)h(t, &) e FITAED T B, 0, €)eo| Lr(my o) 110l Lo @n)

1 28
+[[ [€]FR(E, ) te ¢ A(t’o)egE(t07f)€1||L'r(BN(t))HMHLP(RH)

+ 12 nt, €) " Le T ACO T B (£ 0,€)ex || 1 (5 o) 0l Loy

+ 1€ h(0,€)n(t, €) e KA CT B, 0, €)eo| Lr(mas By 10 | 0 (2
+l Iflkh(t,5)*167\5\25A<t70>eoTE(t,0,5)61IILT(BM\BN<t>>H”1||LP(R")

4 |§|’€+25h(t, 5),167\5\25/\@,0)eoTE(t7 0,8)e; HLT(BM\BN(t)) lluo |l » (rr)
S ol oy + 752 [lua [l o)

R | o gny + £ un[|oeny, Y E > o (4.21)

Note que segue de (4.15) que

11—« <1—|—a
2(oc —9) 26
11—« 14+«
0
7 ey

= ko1 < ko2 (4.22)
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Ainda, considerando (4.5) temos 6 — f—_fl > 0, assim

1-a 26 1+« 26
k11_2(0—5)<0_a+1) DY, (9_a+1) = Frz

= ki1 < k1a.

Usando as observagdes acima em (4.21) obtemos para todo t > to:

IEF @, )l Lo (5yy) < CE 0 [luol| Lo @ny + CH [Jua || Lo ey,

o que conclui a prova de (4.4).
Demonstragao da estimativa (4.7)
Para a zona eliptica assumindo (4.6), por (4.14), (4.16) para j =0,

(4.17) para j =1 e r = 400, (4.18) para j = 1 e r € [1,400) segue que

I11€1%1(0, )Rt 5)7167‘€|25A(t70)e(7)1E(ta0,E)QOHL?‘(BM\BN(t))HUOHLP(R")
+ | €lFR(t, &) eI ACO T By, 0,8)erllLr(Ba\By ey llutllze@n)
+[[EF20n(t, &) L1 ALO T Bt 0,8)e1llLr(Bu\Bu ) lluoll e @n)
S g e N0 o ol oy
|| gF T Ao

Bu\BnN (1)) ||u1 ”LP(]R“')

5 t_kOIH'U/O”Lp(]Rn) +t_k12||U1||Lp(Rn) (423)

para todo t > tg.
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Usando (4.13) e (4.23) em (4.11) concluimos que

€A )l e (5,0
< e R(0, ) (t, &) AT B, 0,en | iy o) ol o
gt €) e AOE B(E,0,)ex | (5 11y
+ 112 n(t, ) e KITAED T B, 0, €)ex | (e Il o )

25
[ E]FR(0, €)R(t, &)t ITAEOT B (¢, 0,€)eo|

L"'(BM\BN(t))”uOHLT’(]R”)
g r(t, &)~ e TN EOF B(1,0,O)enl|r 3\ B | o @)
1620t €)1 KA T B, 0, €)en | (540 ey 10| Loany
St uol| Loy + 72 [luall Lo ey

+t 50w Lo rny + 52 |ua ] Lo re) (4.24)

para todo t > tg.

Usando (4.22) em (4.24) temos para t > ty que

[ |§|ka(tﬂ€)”LQ’(BM) Stk luo || e (rny + thiz w1l L rny,

o que conclui a prova de (4.7).
Demonstracao da estimativa (4.9)
Para a zona eliptica assumindo (4.8), por (4.14), (4.16) para j = 0,

(4.17) para j =1 e r = 400, (4.19) para j = 1 e r € [1,400) segue que
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)
€% (0, €)n(t, &)~ e IéF° A(t’o)eoTE(t,0,f)€0||Lr(BM\BN(t))HUoHLp(Rn)
)
+ | ElFR(t, €) " tem €T A0 T Bt 0,8)e1llLr(Ba\By ) llu1ll Lo rn)
26
+[[1E[FT20R(E, &) "t T AL T Bt 0,8)e1llzr(Ba\By ) w0l L @n)

_|g|2(e=0) At
< |§‘k€ €] A (t,O)HLr(BM\BN(t))||u0||Lp(]Rn)

+ |§|k*£f£1 e—l&l“”*“’/\”(t,O)‘

L7 (Bar\Bn ) Ul e @)

SR g | oy + (log(L+ £))7 [|ua || o (n) (4.25)

para todo ¢t > tg > 0, pois nesse caso assumindo (4.8) tem-se

1
T

t=k2 =1 < (log(1+1))~.

Usando (4.13) e (4.25) em (4.11) concluimos que para todo ¢t > ¢¢:

€15, )l Lo (54
1 _1g28
<[ E[Fn(0, ) (t, &)~ e AT E(t, 0,€)eol| Lr(By o)) | 0| Lo &)
1 _1e128
+[| |€1FR(E, &) te ¢ A(t’o)egE(t70,§)€1|\Lr(3N(t))||U1||LP(Rn)

H €2 n(t, €) L T ACO T (1,0, €)e |

LBy lluoll e @)

HELFR(O, €)A(t, €) L T ACD T (1,0, €)eo

L (Bar\Bu ) [0l o ()
+lel*h(t, )1 A T B(E, 0, €)er | (By By Il o n)
+|| |f|k+26h(t,5)7167|£|26A(t’0)60TE(t70’5)61”LT(BM\BN(t))HUOHL”(R")
SR gl Loy + 72 lua || Lo g

R g || Loy + (Log(1 + ) 7 [ || Lo ey - (4.26)
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Usando (4.22) em (4.26) temos para t > ¢y que

~ _ 1
I \§|ku(taf)||Lq’(BM) St Jug| Lo ey + (log(1 + )7 [Jur || Lo (r)»

para todo t >ty > 0, o que conclui a prova de (4.9).
]
Usando o Teorema 4.1 e os resultados obtidos no Capitulo 3 prova-

mos o resultado principal do trabalho.

Teorema 4.2 Seja 0 > 0, § € (0,0), b(t) = w(l +¢)* com p >0 e

a € (0,1), e assuma que 20 < o(l 4+ a). Sejal < p<2ek > 0.

Definimos

0_(k7n,p)::k+n<ll)—;>,
e

1- - 20
kfl*Q( —a6)<9 1+a)’
1 = 1 = 26
b2 = ;(sa - ;r(sa(e_jua)’

para j =0,1.

Entao a solugio para (2.1) satisfaz a sequinte estimativa dtima

k _ _
[(=A)2u(t)|p2@ny < Ot |uollLony + Ct™F ul Lo e

+ (1ol gre ey =+ | gre—o gny) e7C A"
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uniformemente para todo t > 0, dado que ki1 > 0, isto €,

7> )
1+a

Por outro lado, se
_ 20
0 <
1+«

temos a sequinte estimativa para todo t > 0:

5 - —
I(=A)2u(t)l2@ny < Ct o |ugllLe@n) + Ct 2 ||ua | Lo
— 11—«
+ (lluoll sy + llwa || grs-o ®ny) € C a4t
No caso especial § = % obtém-se para todo t > 0O:
3 - 1_1
[(=A)2u(t)||L2@my < Ct kauoHLp(Rn) + C(log(1 + )7~ a[Jur]| Lo (rm)
+ (|luollzzx ny + l[ua ll gri—o @ny) €€ CF7
Demonstragao:

Usando o teorema de Plancherel e a identidade (—A)° f = 31 (|§|25f)

temos

I(=A) 2 u®)l|2@ny = [F (€T 2grny S 11EFTE) |2y

< Hel*a®) L2 sy + IHEF T 22 (55,)-
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Escolhendo v = 2k — 20 em (3.5) obtemos

[Pt e
|&]>M
/S (/R ‘€|2k720|a1|2d£+/R |§|2k|a0|2d£> 670(1‘1‘7&)1*@

logo

R _ 1—a
e @@ 228y S (luoll s @y + lurll e @n)) e HF

O resultado do teorema segue diretamente da estimativa acima e do

Teorema 4.1.
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Apéndice A

Resultados Adicionais

Neste apéndice vamos apresentar alguns outros resultados que sao
utilizados para provar resultados do perfil assintético da equagao (1).
Mais precisamente, para provar o Teorema 2 dado em [6], que prova que
a solugdo de (1) se comporta como a solu¢do de um problema de difusdo

an6mala. A demonstracao do teorema 2 nao conta neste apéndice.

Seja Q(t,5,&) = H(t,5,§)Q(t, 5,) onde

1 0

H(7-177-27§) = _9 ‘/T1 h(,rd’é-) d’7'3
0 e T:

2
e Q(t, s, ) solugao de (2.41).
Note que H (t,s,£)H(s,t,£) = I. De fato, pela definigdo de H (¢, s, &),
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temos

1 0 1 0
H(t,s,§)H(s,t,8) = ¢ °
. 82/5 h(r, &) dr . 6_2/t h(r,&)dr
1 0
= t s
. 62/3 h(r, &) dTez/t h(r, &) dr
1 0
_ t t
= ; 6_2‘/5 h(’r,f) dT+2/s h(T, f) dr
B 10 g
0 1 '

Assim, pela igualdade acima

Q(t,&f) = H(t787£)Q(ta3’§)
:é(tvsvg) = H(t,S,f)_lQ(t,S,f)
= Q(t,5,6) = H(s,t,)Q(t,s,£).

E entao

Qt(t7 575) = Ht(sa t,f)Q(f, Saf) + H(Sa tv&)Qt(tv S,f) (Al)

103



Substituindo (2.41) em (A.1) obtemos

Qt(ta S, g)

0 0
( 2 / Ch(r€) dr) Ht:8,0)Q( . 4)
0 2n(t,&e i

0 0
0 1

H(t’ 8’ g)Q(t7 87 E)

0 0
{Qh(t,f) ( _2/8 hr.€) dT) H(t,s,€)
0 e t

00
s (-aco ()l
01

1 0

0 0
2h(t,€) 2 | T T t T T
(0 - / h(@)d) ) eQ/Sh( £)d
1 0 (o 0) 1 0
_2h(t7£) ? t
0 ez/t hr,&dr | g 4 . 6_2/3 h(r, &) dr

+ H<57 t §>R2(t’ g)H(tv S, f)] Q(tv S, 5)

Qh(tvé) - 2h(ta§)
0 1 0 1

+ H(S, ta g)R2(ta f)H(t, S, E)] Q(ta S, E)

[H(Sv L, §)R2 (ta g)H(t? 5, 5)] Q(tv 5, 5)
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Defina A(7y,72,&) = H (12, 71,&)Ra(11,§) H (71,72, &). Assim, a igual-

dade acima pode ser reescrita da forma

@t(ta S, g) = A(tv S, f)é(t, S, f)

Note que pela defini¢do de H(t,s,£) e (2.41) segue que @(s7 $,€) =
H(S’ s’ g)Q(S7 s’ g) = I'
Portanto, temos que Q(t,s,&) = H(t,s,ﬁ)@(t,s,{) com @(t,s,g)

solucao do sistema

Qult,s,6) = A(t,5,9)Q(t,5,€), t=s
Qs,5,6) = 1.
Sendo que A(t, s, &) € LL ., pelo Teorema 1.35, Q é dado por

Tk—1

Q(t, s,€) _I+Z/A (1,5,€) A727s§) A(Ti, 8,€) dry, ... dmy

k=1 S S

com 79 =t. Logo

Qell(tasag) = H(t,S,g) [+

+Z/A (1,5,€) ATz,sg) Tfkl(lTk,s,g)di...dn]

k=1 S S

t
= H(tasag) I+/ A(Tlasag)d'rl

t T1
—|—/ A(ﬁ,s,{)/ A(ra,8,&) dredr + ...
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t
= H(ta57£)+/ H(t587§)A<7—1’57§) dTl
t ° T1
+/ H(t,s,f)A(ﬁ,s,f)/ A(TQ,S,&)dTQdTl+... (AQ)
Vamos escrever a expressao para o segundo e o terceiro termo dessa

soma, os outros seguem de modo analogo.

Inicialmente, note que

1 0 1 0
_ t s
H(t,5,O)H(s,7.6) = = [ bl @ dn = [ hin,€dn
0 e s 0 e Jr
1 0
. 62/8 h(ry,€)dm —Q/T h(71,&) dm
1 0
_ t -
- _2/ h(T17£) dTl B H(t’T’ 5)
0 e T

Assim, pela definicdo de A(ry,s,€) e a igualdade acima, podemos

escrever o segundo termo da forma

/ H(t,S,f)A(TLS,g) dry = / H(taSaf)H(SaTlag)RZ(ThE)H(Tlv575) dry

t
:t/MMMWWMWW@OM.
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Seja A/(Tlv T2, E) = H(Tlv T2, E)RZ (7—27 g) L0g07

/H(t,s,f)A(Tl,s,f)dﬁ:/ A, O H(r, 5,6 dn.  (A3)

Repetindo o procedimento para o terceiro termo segue que

/: H(t,s,&)A(11,5,) /ST1 A(1a, 8,&) drodr
-/ (5,6 H(s,m ) Rolr, © H(r1,5,6) | A s dnan
= /St H(t,m1,8)Ro(11,£)H (11, 8,€) /ST1 A(1a, 8,&) drodr
=[ﬁmmazﬁmn@@m&m@&mfwmw@mwn
- /: At 7, ) /Sﬁ H(r1,79,€)Ro(72, ) H (3, 5, ) dradri

t T
:/ A(t77—17§)/ A(T17T27§)H(7_27Sa£) d72d7-1~ (A4)

Substituindo (A.3) e (A.4) em (A.2) temos

t
Qell(t7s7£) = H(t,S,g) +/ A<t77—17€)H<T1757§) dTl
t T
4 [ At [ A (5, drad

a0+ [ At 0[5

+/ g(7—17727£)H(7—2,S7§) dT2+:| dTl.
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Entao, em particular, podemos escrever a igualdade acima da forma

Qell(ta S, f) = H(t7 S, 5) + / Av(ta T, g)Qell(ﬂ S, 5) dr. (A5)

Proposigao A.1 Para todo (s,£) € Z\9" emiste

Qen(00,5,€) = lim Qeut, 5,€) definido por

Qeu(00,5,€) = H(oo)+/ A(oo,7,&)H(T,5,£) dr

+/ A/(OO,Tl,g)/ 112[(7'1,TQ,f)H(TQ,S,f)dTQd’H+...

sendo

Em particular, a seqgunda linha de Qj(00, s,£) € nula.

Demonstragao:

Pela definigao de H(t, s, &) tem-se

1 0

tli}rg@H(t,s,ﬁ) - —2 /t h(r, &) dr

0 lime
t—o00
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Desenvolvendo o elemento ags da matriz acima, temos

¢ ¢
72/ h(r, &) dr -2 1im/ h(r, &) dr
tlim e Js = e "7/
— 00

t
—2C |¢|? lim/(1+7)ad7
t—o0 s

< e
. (14 7)+t|*
20 g 1 =TT
201l tggo < a+1 s
= e
1 + a—+1 a+1
—2c (¢|? lim (1+1) 20‘5‘25&
= ¢ t—o0 +1 e a+1
= 0.
Logo
1 0
H(x) = tlim H(t,s,§) = (A.6)
—00
0 0

E, portanto, segue da defini¢ao de /1(7'1, 79,€) e dos calculos acima

que

;{(0077—2’5) = tlirgo ‘Z(tﬂ—?’g) = tlirgo H(thQ’g)RQ(T27§) = H(OO)RQ(T%f)'

Por (A.6), a segunda linha de Q. (o0, s,€) é nula. De fato,

Quit(o0, 5,€) = H(o0) + / H(c0) Ro(r, €)H (7, 5, ) dr
- (o) Ra(ri, &) [ A(ry, 72, € H (ra, 5, €) draddr + ...

109



1 0 o [1 0
_ + / Ro(r,€)H(r,5,€) dr +
0 0 s 0 0

~f1 0 TL_
+/ RQ(Tl,f)/ A(Tl,TQ,f)H(TQ,S,f)dTQdTl+...
S 0 0 S

Na segunda igualdade, a integral da segunda parcela é uma matriz 2 x 2,

1 0
obtida a partir do produto de pela matriz Ro(7,£)H(T,s,£),

0 0
resultando na integral de uma matriz 2 x 2 com a segunda linha nula.
1 0
Na terceira parcela, temos o produto da matriz pela matriz
0 0

2 x 2, Ry(my, &) [ A(r1,72,6)H (72, 5,€) dradri. Portanto a terceira
parcela serd a integral de uma matriz 2 x 2 com a segunda linha nula.
Seguindo esse raciocinio, temos uma soma infinita de matrizes onde to-
das possuem a segunda linha nula, portanto, Qe (00, s,£) € uma matriz
2 x 2 com a segunda linha identicamente nula.

Vamos mostrar que |Qei; (00, s,£)—Q.i(t, s,£)| vai para zero, quando
t — oco. Como estamos trabalhando com matrizes 2 x 2, vamos consi-
derar eg = (1,0)7 e e; = (0,1)T e mostrar que a primeira e a segunda
linha de |Qe1 (00, 5,£) — Qeu(t, s,£)| vao a zero, quando t — co. Assim,

basta mostrar que

|€0T (Qenr(00,8,8) — Qeult, S,f))} — 0, quando t — oo
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le1 (Qeu(00,5,€) = Qen(t, 5,€))| — 0,  quando t — oc.

Observe que

1 0
eg (H(oo) — H(71,72,8)) = € N " d
00 0 e_g/m (&) dr
)
=10 -2 TlhT,f dr
- L (r,6

Vamos agora utilizar a igualdade acima para estimar

|€g(Qell(007 575) - le(ta 5a§))|

Temos que

eg(Qell(ooa S,f) - Qell(ta 8,5))
i |(#ee)+ [ Aoor (5.0 dr
+ /Oo AV(OO7T17§) /'T1 AV(TI;T27£)H(T2a3a§) dTQdTl + .. )

_ (H(t,&f)-ﬁ-/ A(t,m,&)H(r,s,€) dr

S

t - T
+ / Aty 1, €) / A(T1,Tz,§)H(Tz,s,§)dngﬁ+...)}
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= o |t00) - #.5.9) + ([ Alom s ar
/ (t, 7, E)H (7, 5,€) d ) @ -an+...| (A8

onde

mz%/'&mnﬂflmmm@mm&&MM

t "o
(II> =€y / A(t77-1a€>/ A(TI7T27§)H(T27355) dTQdTl-

Faremos os cédlculos para as trés primeiras parcelas, as outras se-
guem de modo anéalogo.
Por (A.7), a primeira parcela da tltima igualdade em (A.8) ¢ (0,0)7.

Calcularemos agora a diferenca dada na segunda parcela. Para

T > t, com t fixo, temos

T

& ([ Ao ot seir— [ At ones.odr)
T
=e§;g;</ ﬁ@@ﬂfﬁﬂﬂ&QdT—/ﬁﬁ@Tiﬂﬂﬂaéﬁh>

_%#QKLTMWTQ At,m,0)] hm®m>

T

+eg lim Z(OO,T, & H(r,s,&)dr
T— o0 t
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Note que

A(OO’ Ty g) - A(t7 7, f) = H(OO)RQ (T’ 5) - H(t7 T, f)RQ (T’ g)

= (H(OO) - H(t’Ta 5))R2(T7 g)

Assim, por (A.7) tem-se

el </°° A(oo, 7, 6)H (T, s,£) dr—/: A(t,r,&)H(r,s,€) dT)

T

=5 fim | Alco, T OH(r,5,6)dr
= [T Aot 6 ir (4.9)

Resta-nos calcular a diferenca entre (I) e (II), que é um caso parti-

cular do célculo feito acima, conforme pode ser observado abaixo:

€oT (/ ;1(00,71»5)/ 1E(TlaTQag)H(T%Svg)dTQdTl
t . T
*/ A(t,Thf)/ A(7_1;7—27£)H(7_2357§)dT2dTl>
S Oo~ S tN TIN
~ | ([Ttemo - [A0n.) [ (5.9 dnn

:eg/t A(OOaTlag)H(Tv’S,g)/ A(TlaTQag)H(T%S?g) dTQdTlv

onde a ultima igualdade segue de (A.9).
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Entdo podemos reescrever (A.8) da seguinte maneira

eg(Qell(OOa S, g) - Qell(t7 S, E))
=l [ Ao mH(rs. &) ir
t
+eg/t AV(OO77-1)€)/ AV<T1a7-27§)H(T27S7£) dTQdTl
+egl AV(OO,TQ,é-)/ 22{(7—277—376)‘[{(7—37876)

T3
/ A(7s, 74,§)H (14, 8,&)dTadr3dTo + . ..

Antes de estimarmos o termo acima vale lembrar que, pela defini¢ao

de H(t,s,£), |H(t,s,&)| =1 e por (2.43) |Rao(7,&)| € LY, assim

|A(72, 71, §)| < [H (72, 71, §)| | Ra (71, €)| = [Ra(71, €)1, (A.10)

logo |A(7e, 11,€)| € L.

Assim, temos que

|€g(Qell(Ooy S, 5) - Qell(ta S, 5))}

<ler / " Aloosr, € H(r5,€) dr

+

eg/ g(%,T17£) / Z(T137—27£)H(T2757§> dTQdTl
t s

+

63; /too AV(OO7T27£) /T2 AV(TQ;T37£)H(T3a87£)

T3
/ A(13,74,§)H (14, 8,§) dradT3dTa| + ...
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Vamos estimar separadamente cada termo dessa soma. Para o pri-

meiro temos

%[w&wm@Hm&@m

<|m/ A(oo,m,€)||H(r,5,€)| dr

< /t | A(c0, 7,€)| dr.

Para o segundo termo, usando (A.10) e (2.43) segue que

60/ A(oo, 71, €) /ATl,Tz, H(73,5,&) dradr

|/ OO Tla (/ |A(Tla7-27§)| |H(T27Sa§>|d7-2>d7-1
:/ |A(oo,7'1,§)| (/ 1 |ﬁ(7’1,7'2,§)|d7'2>d7'1
t s
< [Vt ol ([ st )lan Jan
< */ OO 7'1, |dT1

A estimativa para o terceiro termo, segue de modo analogo ao que

foi feito para o segundo, como segue

%[ &%w@/ﬂﬁmm@H%@O

/ A(73, 74, €) H (T4, 5,€)dradrsdrs

|/ wm\/ Alray 3, )| |H (73, 5,€)

</ |A(73, 74, €)| H(T4a8,§)|d74>dngT2
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oo T
g/ |A(oo,7'2,§)|/ \ (12,73,& |/ (13,74, &)| dradrsdrs
t s

c? e
< — Ao, 19,8)| drs.
¥ | Aol

Os outros termos sao todos estimados de modo anélogo. Com isso,

leg (Qen(00, 5,€) — Qeu(t, 5,€))
<[ |4 )|d .6)|d
7/t |A(co, 7, &) dT + — / (00, 71,&)| dmy

+—/\&mmmm+m
t

o0
Note que o termo / |A(oc0, 7,£)| dr aparece em todos os termos
¢

da soma, assim, colocando este em evidéncia, obtemos

2
1§ Quiloer5.9) - Qutts | < (14 5+ (5) )
/t | A(oo,7,€)| dr

_ i (]C;)k/too | A(o0, 7, )| dr.

k=0

Tomando N suficientemente grande, temos que a série acima é con-

(%) -+

vergente, isto é,

e, portanto,

€T (Qur(00,5.€) — Quult, 5,6))| < 6[\mwm@m7
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sl[|mﬁ@wr

T
= Tlim |Ro(T,&)| dr
—oo Jy
€1~
S W. (A.ll)

A dltima estimativa segue de (2.43).

Para concluir a demonstragao, resta provar que
el (Qeu(00,5,€) — Qen(t, 5,€))| — 0, quando ¢ — oc.

Como provado anteriormente a segunda linha de Q. (00, s,£) € nula.

Assim, devemos mostrar que
|Qeni(t,s,€)] — 0, quando t — oc.

Por (A.5) temos que

t ~
el Qeult,s,§) = el H(t,s,&) +ef / Aty 7,6)Qeu(T, 5, €) dr.

S

Entdo, lembrando que Q.;(t, s, &) é limitado

t ~
|e’{Qell(t787£)‘ < |6{H(t,8,f)|+ 6’{/ A(taTag)Qell(Tvsvg) dr

t
<|¥HQ&OH%H/\§AwﬂOMT

S
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Como feito para o outro caso, vamos estimar cada termo dessa soma

separadamente. Assim, para o primeiro, temos

1 0 0
T — t = K
(ille8) = <0 1) L, [ nroar | - - | nryar
logo,
t
—o | h(r,&)d
lelH(t,s,8)| = e 2/5 o
t
—cle | (147)%
. Cle /3( T)%dr

) 6—C|§|25</0t(1+r)°‘d7'—/05(1+7’)“dr>

t s
,C|g|26/ (1+7)%dr C|§|25/ (1+7)%dr
0 0

= € €

t
%lél“/ p(l+7)%dr
0

= (C(s)e

= CO(s) e~ C2l€l* A(t,0)

a ultima igualdade segue de (2.3), e

S
C|£|2“/ (1+7)%dr
e 0 .

C(s) =
P i : L
ara o segundo termo vamos separar em dois casos: s € (4,¢] e

s € (0,%].
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Caso 1: s € (%,t}

Pela definicao de H

—2/ h(r,&)dm
el H(t,7,&)|=¢ Jr

Assim, pela observagao acima e por (2.43) segue que

t t
/ T A(t,7,6)] dr — / (T H(t,7,€)Ro(r, €)| dr

t t
< / (T H(t,m,€)| | Ra(r.€)| dr < / (Ro(r,€)| dr

Clel™  _ Cle> _ Cle
(1+5)7" 7 (T A+

< (A.12)

Caso 2: SS%

Nesse caso, considere

t i - t -
/ T A(t7,6)] dr = / T At 7€) dr + / At 7. 6)| dr.

Note que a segunda integral é estimada da mesma maneira feita no

caso anterior, ou seja,

Cle|-2

/ |elTAtT§ |d7'_/ |€ H(t, 7, &) Ra(7,§)|dr < (1_|_t)a+1'
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Para a primeira integral, utilizaremos o fato de que

- h(Tlag) dTl
f) =e -

é uma funcao crescente.

Assim

t t

[Nt aerolir = [l nEn R0 dr

V t
A / h(r,€) dn
o (Ro(r,€)) dr
t

-2 h(’ﬁ,f) dTl %
e / / |Ra(r, &) dr

o+

<
t
C 72-/ h(Tl,g)dTl
< —e 2
- N
t
—2c/ €2 (1 + ) dry
S e U
t t
,c/ |£|26(1—|—7’1)ad7'1—0/ |§‘26(1+T1)ad7'1
= ¢ 73 3
L t
,c/ |£|26(1+Tl)ad7'1 70/ ‘f|26(1+7'1)ad7'1
< e 70 B

t
st [ a4 m)dn
0

= €

’ 28
o< e AL,0)
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Logo, nesse caso,

t i N t -
/ At 7O dr = / T At 7€) dr + / T A, 7€) dr

[
(1+t)att

A

+ eI AwO), (A.13)
Pelo caso 1, (A.12) e pelo caso 2,(A.13), obtivemos que

—26
€T Qent, 5,6)| S e~ 1E17ACO) L (A.14)
1 Well\ly 9, ~ (1—|—t)o‘+1. .

Note que (A.11) e (A.14) vao a zero quando t — oo, e, portanto, a

proposicao esta provada.

Definimos

my(t, &) = —b(t)?|¢* + €[>

Afirmacgao A.2 Dado mq(t,£) como acima, vale que
ma(7,€) ~ —=b(7)?[¢[*
Demonstracao: Para { € By e t < t¢ por (2.5) tem-se

m(t,€) ~ —b(t)*|¢[*.
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Também pelas defini¢oes de m(t, €) e my(t, &) temos

m1(t,f) > m(tag)'

Com esses dois resultados, podemos concluir que

my(t, &) 2 —b(t)?|¢[*.

Por outro lado, vamos mostrar que d¢ > 0 tal que

my(t,€) = —b(t)?|¢* + £ < —cb(t)?|*

que é equivalente a mostrar que

(c=1) (1 +)>*[¢[* + €[> < 0.

Considere ¢ < 1. Para (t,€) € Z!9" vale que (1 + t)*T1£[? > N.

Assim,

(1+t)°Ft > Njg|=2
& (141> Nem|g|~=h
4

& (141)% > Natr|¢|m a5

& (e DA+ < (c— N[,
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Com isso

(=D e +[6P7 < (e— 1) WP N=T|e[ =5[] + ¢
= (c— 1) Nrlg]aFr 4 |¢
< (1) P NFT|E[ =+ Cle]ar
= |§|a47+51 (CM+(C—1)M2NQ%1)

< 0

para N suficientemente grande. Note que na pentultima desigualdade

49

usamos a condigao 26 < o(1 + «), ou seja, 20 > Tra

Portanto, para todo £ € By e T > t¢ concluimos que
ma(7,€) ~ —b(r)?[¢[* (A.15)

para N suficientemente grande. ]

Consideramos agora a seguinte fungao:

B(t,€) = exp ( /t h (h(T, &) — hi(r ) — 32‘5:((:3) dT) . (A16)

onde

hl(T’ 5) = —miy (7—7 g)

Pela equivaléncia de m; (7, €) segue que hy(7,&) = b(7)|€[*.
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Na sequéncia vamos provar trés lemas que serao usados na demons-

tracdo da Proposicao A.6.

Lema A.3 Para h(7,£), hi(7,€) e b(T) como definidos anteriormente

vale que

(T 25\ 2
< cnin (L)

/(T 28
R R

para todo (1,€) € Z'9v.

Demonstragao:
Pela féormula da expansdo de Taylor para uma funcdo f(z) segue
que

1
f(@) = f(a) + f'(a)(w = a) + 5 f"(a) (z —a)” + ..
E ainda, utilizando o resto de Lagrange, temos

£(2) = (@) + ['(@)(z — a) + o [ (a0) (& ~ a)?,

onde aq esté entre x e a.

Considere f(z) = +/x, x = —m(7,§) e a = —m1(7,§). Note que

r—a = 7m(7_a 5) + ml(T7 g)
= —&P27 +b(r)2IE* + 6 (7)[€]* — b(T)?[€1* + [¢*7

= V(r)lg*.
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Assim

Substituindo os valores, temos

e VO YR

2 _ml(T7£)
/ T 26 / T 26\2
= B~ hi(r,€) — ot 2'50 -0 (8)'5'3 )
1\7, CLO
!+ 26 ! (r 26\2
= ’h(ﬂﬁ) — hy(T,€) — l;i(z sz) _ b <8)‘€|3 ) .
1\7, ao

Como ag é um valor entre = e a, temos que ag > a e entao

/ T 28 / T 25\2
CW@e)? b (7)le)? )
T 8hy(T,6)3 Cha(7,) (hl(mé)?) '

O que conclui a demonstracao do lema.

[
Lema A.4 Para h(1,§), h1(7,€) e b(T) como definidos anteriormente

vale que

V()2 h(r,€) — ha(r.€)] IR
M Om(me Tl

para todo (1,€) € Z!ow.

125



Demonstragao:

Inicialmente note que, por defini¢ao

m(7,€) = [€*7 — b(t)*€|* — ¥/ (7)I¢]*

e
ma(1,€) = [ = b(r)?|€[*.
Assim
m(1,6) < —ma(1,€) = (7€) < h(7,9).
Pelas equivaléncias para h(r,€) e hy(7,€) temos
hi(r,€) = Cr(1+7)*[¢*
e

h(1,€) = Co(1 +7)%¢[%.

Entao segue que

W (DIEP[R(7,€) = ha(, &) _ po(l+7)* e [h(r,€) — ha(7,€)]

2h(7, §)hy(T,€) h 2C1Co(1 + 7)2e[¢]%

~ pe(L+ 1) E TR (T, €) — ha(7,8)]
N 20,Cy
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Como pode ser visto na demonstracao do Lema A.3, temos

I 26
h(T7 €) - hl(Ta g) < 2}(;1-2,[_52)
Substituindo na desigualdade acima
b ()€ () — h(r,)] a1y -2 Y (T)IEF
2h(7,§)ha (7€) S (14T) g ha(7,€)

(14 ) g

S (1 + 7_)—04—1|§|—25 (1 I T)a‘§|26

=(1+ T)—(a+2)|§|—26.

Lema A.5 Para h(7,£), hi(7,€) e b(T) como definidos anteriormente
vale que

b(T)[€*° [n(r,€) — b(r)[¢*]

Qh(T 5)2 5 (1+T)_(2a+1)‘§|2(U_25)+(1+7')_(a+2)|§|_26

para todo (1,€) € Z'9v.

Demonstragao:

Observe que

VORI — g2 < yJbr)lef
= —hi(r€) = b
= W(7,€) = ha(r,6) > h(r,&) —b(r)[¢[*.
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Se h(r,€) — b(7)|€]** > 0 entdo

b (7)Ig]* [h(7,8) = b(D)E*] | _ ¥/ (1) [E[*°[P(r, &) — I (7,€)]
2h(7— f) N 2h(7—7 g)hl(Tv 6)

e o resultado é obtido de maneira andloga ao lema anterior.

Dessa forma, considere h(7,&) — b(7)|€|?® < 0. Nesse caso

/ 26 —b(r 20
b(’r)|£| [327(—;52)2 b( )|£| ] 5 (1_’_7_)—(2a+1)|§|2(0—26)

(1+7)2 e [l = Az, ©)]
1+l

& b)) — (1, €) S (1 +T7)"EPo, (A.17)

S (1 +T)—(2a+1)|€|2(0—26)

Assim, é suficiente provar que a tultima estimativa é verdadeira.
Note que, usando as condigoes > 0,25 < o(l+a) e

(14 7)2H1€|?° > N, temos

—2« o— 400 o—
Al+7) 2= < AN g gD

IN

4o (at+1)—45

= SANTa|g e

4U(a+1) 20(a+1)

IN

C CMN ‘1+1 |§|

IN

e,

para ¢ > 0 e N suficientemente grande.
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Assim, para ¢y > 1 tem-se

O e U o e S e o

< KU+ 1)l 4 20l + a1+ 7).
Logo

(b — 1+ 7))
= 12U 7P 4 (4T ) el
< b2l (e — (€

= h(1,€)*.
Portanto,
b(7) | — e (1 +7)~[¢[*7=)] < h(7,¢),

o que prova (A.17).
Assim, se b(7)|¢[20 — c(1 + 7)€% < 0, a desigualdade é
imediata. Caso contrario b(7)[£]? —c (1+7)~*|€[2=%) < h(r,£), como

queriamos demonstrar.

Proposicao A.6 A funcio B3(t,&) € uniformemente limitada em Z'9\*,
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|6(t7§) - 1| S, (1 + t)—(@+1)‘§|—26 + (1 + t)—2a|§|2(0—26)
quando t — oo.

Demonstragao:
Inicialmente queremos provar que 3(t, ¢) é uniformemente limitada,

isto &, [B(t,€)| < K, V(t,€) € 215", Tem-se que

BE)] = eap ( / i <h<Tv § = hine) - Zt:(:’g) dT)

exp ( /t h ‘h(ﬂf) —ha(r,6) = %:((Qg ‘ dT) '

IN

A ideia da demonstracdo é somar e subtrair um termo adicional no

integrando acima facilitando a estimativa de cada termo. Assim

o 1) €]20
.1 < eon( [ |nre) - merg) - G or
V(DI dih(r.€)
+/t 2hi(1,€)  2h(,€) ‘d7> (A.13)

= exp (/too P(1,¢§) dT) erp (/too Q(7,€) dT)

onde

/(1 28
P(r9) = [hir©) ~ () - G

W@ oo
Q8 =150 m8 ~ 2h(ro) ‘

130



Vamos estimar P(7,£) e Q(7,&). Pelo Lema A.3, a defini¢ao de b(7)

e a equivaléncia hy (7, &) ~ b(7)|£|?° provada anteriormente, temos

b (r)E2
ot (5, 7.5)

(1+ 72
> PP
= (L)

P(7,§)

N

Por outro lado

V(e drh(r€)
2h(r,€)  2h(r.)

PO b
QO <\ Pme ~ 2o

. (A.19)

Estimamos cada moédulo da desigualdade acima separadamente.

Para o primeiro termo, pelo Lema A.4 temos

V(T)IE* V(g
2h1(T,§) 2h(7,§)

O (1) |E1P°h(, €) — U (1)[€|*° ha (7, €)
2hl (7—7 g)h(T’ g)
(1 +7)" e+ g7, (A.20)

A

Para o segundo termo, utilizamos a expressio para 9:h(r,§) calcu-
lada em (2.26), o Lema A.5 e a equivaléncia h(r,£) =~ (1+7)%|¢[* dada

em (2.6):

V(T)IEP (7€)

2h(r,€)  2h(T,€)

_ Y@ 26 (7)) + b (r)I€1*
2h(7,§) 4h(r,€)?
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_ V@I [h(r.6) = b(r)Igl*] b (r)I€l*
2h(7,€)? 4h(r,€)?

< | Y@, ©) — b€ | | | (n)IE*

- 2h(7,€)? 4h(r, €)?

< [V (DIEP[A(r, &) —b(n)E*]| | (L +7)*~2[€*

~ 2h(7,€)? (14 7)2e[E]*

S (L4 7)" Bt gRo=20) (1 4 )= (a+2) 1720 (A.21)

Considerando (A.20) e (A.21) em (A.19) obtemos

Q(1,6) S (147)” GO0 g (14 1)~ (¥ 2)g) 20,

Usamos as estimativas obtidas para P(7,£) e Q(7,€) em (A.18)

segue que

1Bt &) < exp <C/too(1 +T)‘(0‘+2)|§|—2‘5 dT)

erp (C/ (14 7)~2atD)|g)2(e=29) d7'> .(A.22)
t

Observe que para t fixo e T > t tem-se

/ (14 7)" g~ dr
t

T
= (g7 Jim [ (14 7)) dr
— 00 t

— ¢ lim (“”)“““))

T

T—00 7(05 + 1) t
T—00 7(0[ —+ 1)
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g
a+1

<1 (A.23)

~

(1+¢)~(tD

pois (t,&) € Z9». Além disso,

/00(1 + T)—(2a+1)|£‘2(0—25) dr
t

T
=g fim [ (1+47)" @ a7
T—o0 Jy

= |¢[*7=*") lim <<1+>>

T

T—o0 —2«

t

— |£‘2(0—25) lim (1 + T)_Qa — (1 + t)_2a
—2a

T—o0
|£‘2(0726)

oo 1+t <1 (A.24)

sendo que na ultima estimativa foi usado que 26 < o(1 + ) e

(L+8)+1[¢[ > .

Portanto, usando (A.23) e (A.24) em (A.22) concluimos que

18(t,8)| < exp(C) = K,

sendo K é uma constante e N suficientemente grande. Portanto, 8(t, &)

é uniformemente limitado em Zé?lw

Resta mostrar que

1B(,6) — 1] S (14 1) D[ 4 (14 7) 72020,
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Para isso note que

exp ( /t h (h(r, &) — h(r€) — 8;:((777’5)) dT> —eap (0)‘.

Seja f(x) =e" e

8(t,6)—1] =

a:= /t h <h(7, €) — hy(r,€) — a;:((:;))) dr < o.

Pelo Teorema do Valor Médio segue que

exp ( /t h (h(T, €) = hi(r,€) — ‘zt}’;(:f))) d7> — exp (0)‘
7, &

<7'@ [ |ure) - ma(re) - =)

‘ dr,

para algum c entre 0 e a. Logo

0.0 215 [0 =)= i o

< /t P(r.&)dr + /t Q(r. &) dr

S (L4720 4 (14 ¢)2g 2020

o que conclui a demonstracao da proposicao.

Definimos agora as seguintes funcoes:

sttess€)i=ean ([ (mir)—omig + L2 ar )
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1+t 3 se a<1/3
Valt,s) =14 logle+t) se a=1/3

(14 s)173% se a>1/3.

Proposicao A.7 Para todot > s e (s,&) € Z!9% tem-se
Iyt s,€) =11 S €7 eba(t, 5).

Demonstragao:

Inicialmente vamos utilizar a expansao de Taylor com resto de La-
grange da funcdo f(x) = y/x para escrevermos hq (t,¢) de maneira mais
conveniente. Considere entdo = —my(t,€) e a = b(t)?|¢|*. Proce-

dendo de maneira anéloga ao que foi feito no Lema A.3 temos

“ma(t8) = \/be)Ie + mw( m (1, €) — b(1)2|E[ )

( ma(t,€) — b(1)2[¢[*)?

‘777E@7
1 3
T gvass (Tt —bO’lel®)

com x < ag < a. Logo,

[ A 4 i
26(6)[E*> 8b()P[E1% 16v/agd
|§|2(07§) |£‘2(20735) |§|6cr

26(t)  8b(H)*  16vagd

hi(t,&) = bt)|E[* —

= b(t)lef* ~
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Utilizando a igualdade obtida para hq(t,£) obtém-se

cap ([ (i) -oirter + KLY ar) o
= |exp (/St (b(7)|§|25 _ |§|21((:)6) B gg;:);a)

€[°7 25, €270 ‘
oy ~ MO+ ) ar) -1
‘§|2(20736) |£‘60

= Jrr ([ (S5 i) o)~ 0]

h/(ta 376) - 1‘

Entao aplicando o pelo Teorema do Valor Médio na igualdade acima,

t 2(20-348 60
— R )
‘T /s < 8b(r)? 16V ) =

eceR, a<c<0temos

com

t 2(20—36) 6o
y(t,s,6) =1 = € / (_|§|8b(7')3 B 16%) dT_O’
/t (I&Q(z‘"“) Ll ) ir. (A.25)

A

b(r)? 2Vag®

Vamos mostrar que

|£|2(20736) < ‘£|6(r

Zlow.
b(T)3 ~ 2@) V(S,f) € ell

Na demonstracao do Lema A.5 obtivemos a seguinte estimativa

er(1+7) 72 < plef,
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assim,

alélr < pr)l
= e

= ¢' < eb(r)'e®.

Por (A.15), existe ¢z > 0 tal que

ma(r,€) < —e3b(r)?[¢|"

= c3b(1)2[€)*° < —my(7,€).

Das duas estimativas acima e lembrando que ag > z = —mq(7,§)

obtemos

b(r)SIEI 7T < ey b(r)0L¢)??
= o (b))’
< 04(—m1(7,§))5
< cqap.

Portanto,

b(r)* €%+ < \ a3
= BT S Jgf o
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657 et
2 /a5~ b

Usando a estimativa acima em (A.25) obtemos para o # 1/3:

) < t |§|2(20736) J
v(t,s,6) =1 < /SW T

t
5 |€|2(2o—36)/ (].—‘rT)_gadT
_3a t
— |g|A20-39) (14 7)" 3t
—3a+1 s
||2(20—39) —3a+1 |2(20—39) —3a+1
T A U o
a1 1Y) a1 LT
S IEPCTT (1, 5).

Se a« = 1/3 entao

t
A5, -1 5 P [y iar
S

t

€227 (1n (14 7))

S

[€RCT3 10 (14-1) — 225 1n (14 5)

A

€[2(29=39) In, (1 + ).

As duas ultimas estimativas provam a proposicao.

Lema A.8 Para todo t > s e (s,&) € Z9" podemos reescrever a fun-

¢o agy(t, s, &) definida em (2.25) em funcdo de v(t,s,€) da seguinte
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maneira:

5(3 g) 2(o—
R SRR C)

_1(ta f)Qell(t’ 5, g)N(S’ g)P

Aell (t7 S, E) =

sendo B(t,€) definido em (A.16).

Demonstragao:

Usando a defini¢ao de acj (¢, s, €), a definigdo de ecy (¢, s,€) dada em

(2.40) e a expressdo E'9V(t,s,£) dada em (2.45) temos

acu(t,s,€) = hit g exp (—|€[*°A(t, ) EL (¢, 5,€)
hit g exp (—[€)P0A(t, 5)) PTINTY(t, O)eenlt, s,)Qeult, ,€)N(s, &) P

( (t g)p NY(t, €)exp (|§2‘5 / i) dT)
</ (1,6) dT) Qeult, s, E)N(s, §) P
( 5.€) ) ( (= 1€%b(r) + h(7,€)) dT)

Nt O)Qeult, s, EN(s, ) P.

Vamos reescrever os dois primeiros termos do produto acima de

1
uma outra forma. O primeiro termo (Z((ig) ’ pode ser escrito como

a exponencial de uma integral de s a ¢, e assim agrupar com a outra
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exponencial. Para isso note que

ath(Tv 5) _ at (ln(h(T7 f)))

2h(T,&) 2

Assim,

exp (/St 5;:((:;)) d7> = exp (/St 78,5([71(};(7'7 ) dT)

(i ) )|

(h(s,a)?)

h(t,€)

= exp (ln(h(t,ﬁ))_% - ln((s,f))_%) = exp (ln
_ (M9
-(iva)

Além disso,

exp (/t —[€]?°b(7) + h(7,€)) dT)

t 2(c—9)
(| (—a%bm () + hy(re) + &

2b(T)

|
9]
/N
~

(h(r.€) — b (r.€)) df)
t 2(o—5)
ha(r,€) — le[0(r) + ) dr)

(f

(/t 2b(7)
exp (/ e dr>

(f

2b(T)

(h(7—7§) - hl(Tv 6)) dT) 7(t7 875) exp (_|£|2(U_6)Aﬁ(t7 S)) .
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Pelas duas ultimas igualdades temos

(358) ([ arvoesc)
cap ([ -t )exp([(hv,e)—hl(m)dT)
AWt.s, >exp( PPk s))
o ([ (10 -mie0 -5 )
AWt 5.€) exp( el DAk, s))
w( N
L MmO 2h75))dT)

At 5,€) eap (—|§|2“’ DN 5))
(h(T, €) — ha(r,€) — 8215}?((:,’5))) dT)
(19 -0 - 5 ) )
At 5.€) eaxp (€PN 1, 5) )

)5 (t,,) eap ([P INNE 5))

('b

exp

Substituindo essa ultima igualdade na igualdade de a¢;(t,s,€) do
inicio da demonstracao o lema esta demonstrado.

]

Usando as Proposi¢oes A.1, A.6 e A.7 provamos o seguinte resul-

tado.
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Proposicao A.9 Seja

entio para todo t > s e (s,€) € Z!9% vale a estimativa:

‘K(S’ 6)67‘6‘2({7_5)/\11 (t’S) - aell (t’ S’ 6)‘

—(a - o— _1g]2e=O At (4.
S (47D g (1, 5) [¢227 20 ) (€TINS,

Demonstragao:
Vamos reescrever o termo da esquerda da expressao acima usando
a definicdo de K(s,§) e a igualdade de acj; (¢, s,€) dada no Lema A.8

de maneira a facilitar nossas estimativas. Assim,

K(s,)e  [EFTIN @) _ gt s,€)

= B(Svg)PilQell(OO,S,g)N(s’§)P67|§|2((’_5)Au(t¢s)
D) 1) e TIN D PN (1, €)Qui (5, N (s, )P
ﬂ(t,f)’y » 5 € ) ell\l; S, y
= |B(s, e PN ) po
Qeir(00,8,6) — WN_l(tvg)Qell(t,S,f)] N(s,g)P‘, (A.26)

Agora, note que para provarmos o resultado devemos estimar os

temos dessa ultima igualdade. Observe que

e Pela Proposigao A.6, 8(s, ) é uniformemente limitado;
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e As matrizes P e P! sdo constantes;
e A matriz N(s, &) é limitada;

Com isso resta-nos estimar de maneira conveniente a expressao entre

colchetes da igualdade acima. Temos que

|Qeun(00,5,€) = (t,5,£)B(t, ) TN (t,€)Qeu(t 5,6

= |Qeu(00,5,6) = (t, 5,6)Qeun(00, 5,) +(t, 5,6)Qeun (00, 5,€)
—(t,5,€)B(t, )TN, €)Qen(t 5,€)]

< [ty 5,€) = 1] [Qeu(00, 5,€)]
+|y(t5,6)] [Qen(00,5,€) = B(t, &) NTHE,£)Qeult, 5,€)]

= |7(t,5,€) = 1] |Qeu(o0, 5,€)]
+y(t, s, )] |Qeun(00,5,€) = B(£:€) 7' Qen(oo, 5,€)
+B(t,6) 7 Qeun(00,5,€) = B(1,€) ' NTHE ) Qeu(t, 5, 6)|

< |y(t,5,6) = 1] |Qeu(00,5,6)| + [7(t, 5, 6)| |Qenn(00, 5, )| [1 = B(t, )7
+[B(t,6) 7 |Qen(00,5,8) = N7t £)Qeu(t, 5,€) |

= |7(t,5,€) = 1] |Qeu(00, 5, )| + (¢, 5,)] |Qenn(00, 5, &) | [1 = B¢, €) |
+H|B(8,6) 7 |Qeu(o0, 5,) = N7 (t,€)Qenn(00, 5, €)
AN (1) Qenn(00,5,€) = N7, €)Qeun(t, 5,€) |

< |(t5,€) = 1] |Qeun(00, 5, )| + |7(t, 5, |Qeua(00, 5, €) | [1 = B(¢,€) 7|
+[B(t,6) 7 |Qeuloo, s, )] [T = NT'(t,€)|
HINTH(#, )] |Qen(o0, 5,6) — Qult, 5,6)|. (A.27)
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Estimaremos as quatro diferengas da desigualdade acima separada-
mente.

Estimativa 1: |Qe”(oo,s,§) — Qenlt, 8,5)}
Utilizando as estimativas (A.11) e (A.14) e a Proposicao A.1, que
nos garante que a segunda linha de Q. (o0, s, €) é nula, isto ¢, e17 Qi (00, 5, &) =

(0,0), segue que

‘Qell(oo7 S, 6) - QeU(ta S?&)’
< leo™ (Qeu(00,5,€) — Qeult, s,€)| + |er (Qeu(t, s,9))|
g (1 _’_t)—(a+1)|£|—25 —|—e_0/|€\25/\(t,0)

S (L )~rDig =2,

Estimativa 2: | — N7!(t,¢)|

Utilizando que N = I + Nj e a estimativa obtida em (2.30) temos,

IT=N"1 6,6 = |NTULE) = N ON(E )|

= NN | [T - N(¢,9)|

|N_1(t7§)‘ |N1(ta€){

A

|N1 (tv £)|

S (L) rbigm2,

Estimativa 3: |1 — /B(taf)_1|
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Pelos célculos feitos na Proposi¢ao A.6 obtém-se

B = e (= [ (hr - miiro) - £>)>d7>’
< eap (/foo‘hﬁ@ ~h(n8) - Ztm(f 5))‘ o )
< K. |
Assim,
1=BLOT = BB — Bt

|6(t7§)_1| |6(t7§) - 1|

(15772 4 (14 )72 g2,

A

Estimativa 4: |’y(t, $,&) — 1|

Pela Proposicao A.7:

Iy(t, 5,€) — 1| < Yalt,s)|E[22039),

Usando as quatro estimativas acima e o fato das fun¢ées Q. (00, s, £),

v(t,8,€), B(t, &)~ e N7L(¢t,€) serem limitadas em (A.27) obtemos

‘Qell(ooa S, 5) - ’Y(ta S, f)ﬁ(t g)_lN_l(ta E)Qell(t S, 5)‘

S alt, s) €273 4 (14 4) (D[ 720 4 (1 4 ¢) 2 |¢2lo20),
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Pela desigualdade de Young segue que

el 12— ~(at1)
(L4672 P2 = (141) 1+
1
< = ( (1+1) —(a+1) €| —26 (1_,’_t)1—3a‘§|2(20—36))
1
< 5 ( (1+1) (a+1)‘§| 2‘5+¢ (t, s) |§\2(20 35))

pois (14 t)173% <4, (¢, s).

Considerando as duas tltimas estimativas em (A.26) concluimos que

‘K@@k““”mmﬁawaw@>

o—: —(a - g2 At (4
S (alt ) 22773 4 (1 4 1) (@4 D|g 720) (IO

o que conclui a demonstracao da proposicao.
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