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Resumo

Este trabalho consiste no estudo de um modelo matematico de equacgoes diferenciais
ordinarias num sistema biolégico para a propagacao de doencgas. Esse modelo é um
caso particular do modelo SIS (suscetiveis — infectados — suscetiveis) que é apropriado
para modelar doengas em que o individuo recuperado volta a ser suscetivel. Para isso, é
apresentado defini¢oes e teoremas sobre existéncia e unicidade de solucoes, estabilidade

de solugoes e bifurcagoes de equagoes diferenciais ordindrias.

PALAVRAS-CHAVE: modelo matematico, equagoes diferenciais ordinarias, bifurcagoes
e estabilidade.






Abstract

In this work we study ordinary differential equations and in particular certain mathema-
tical models related to the propagation of diseases in biological systems. This model is a
particular case of the SIS (susceptible - infected - susceptible) model that is appropriate
for modeling diseases in which the recovered individual is again susceptible. For this it is
presented a set of definitions and theories on the existence and uniqueness of solutions,

stability of solutions and bifurcations of ordinary differential equations.

Keywords: mathematical model, ordinary differential equations, stability and bifurca-

tions.
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Introducao

No inicio de 2016, os médicos sem fronteiras (MSF'), uma organiza¢ao humanitaria inter-
nacional, listou 5 epidemias para acompanhar naquele ano. As doencas listadas foram:
célera, malaria, sarampo, meningite e virus e parasitas emergentes e re-emergentes como
dengue, chikungunya e zika, e em abril deste ano o Ministério da Satude divulgou que o
Brasil ja registrou 802.249 casos provaveis de dengue em 2016.

A modelagem matematica pode ser uma étima ferramenta para prever como a doenca
se manifesta em uma determinada situagao ou quais parametros sdo mais sensiveis para
o melhoramento da propagacgao e auxiliar a politica piblica para conter o aumento de
infectados, gerando solugoes que mostrem quantas pessoas devem ser vacinadas para
estabilizar a propagacao, por exemplo.

O objetivo deste trabalho é o estudo do modelo matemaéatico de equagoes diferenciais
ordinarias da propagacao de doencas. Esse modelo é um caso particular do modelo SIS
(suscetiveis — infectados — suscetiveis) que é apropriado para modelar doencas nas quais o
individuo recuperado volta a ser suscetivel, como por exemplo, meningite meningocdcica
e a peste causadas por bactérias, doencas sexualmente transmissiveis e a malaria causada
por protozodrios.

No primeiro capitulo serao apresentados definicoes e teoremas de existéncia e uni-
cidade de solugoes. No segundo capitulo veremos como adimensionalizar a equagao, o
principio de estabilidade linear e estabilidade segundo Lyapunov. No terceito capitulo,
serd dado um espago para fazermos a analise qualitativa de modelos com bifurcacgoes,
e por fim, no ultimo capitulo, estudaremos o modelo matematico de propagacao de
doencas.

Este estudo baseou-se nos livros de APOSTOL (1994), R. GRIMSHAW (1990) e de
Q. KONG (2014) para a parte técnica, e o livro de SEGEL e EDELSTEIN-KESHET

(2013) para a parte sobre as modelagens de sistemas biol6gicos.
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1 Existéncia e Unicidade de solucoes

Teoremas de existéncia e unicidade
A seguir sao listados os resultados matematicos que serao utilizados para a compreensao

do modelo matematico estudado.

Teorema 1.1. Suponha que P é uma funcgao continua em um intervalo aberto I. Escolha
qualquer ponto a em I e seja b qualquer niumero real. Entdo existe wma e somente uma

fungao y = f(x) que satisfaz o problema com valor inicial
y' + P(z)y =0,

com

no intervalo I. Essa funcao é dada por
f(a) = be= ",

com

A(z) = / " ().

Teorema 1.2. Suponha P e Q duas funcgoes continuas em um intervalo aberto I. Es-
colha qualquer ponto a em I e seja b qualquer numero real. Entdo existe uma e somente

uma fungao y = f(x) que satisfaz o problema de valor inicial

Y + P(x)y = Q(z),

com

no intervalo 1. Essa funcao é dada por

fx) = be=A@) 4 =A@ / Q(t)e M,

com

Alz) = / " p(tdt.
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Teorema 1.3. Sejam y e u duas fungoes tais que y = ue™z . Entdo, em R, y satisfaz

a equagdo diferencial y” + ay’ + by = 0 se e somente se u satisfaz a equagdio diferencial

4h — a2
4

u + u=0,

com a e b constantes reais.

Esse teorema reduz o estudo da equagao 3" + ay’ + by = 0 em um caso especial da

equacao y” + by = 0, e sera usado mais adiante.

Com a ajuda do préximo teorema, conseguimos determinar todas as solugoes da

equacao i’ + by = 0.

Teorema 1.4. Suponha duas funcoes [ e g que satisfacam a equagdao diferencial y" +

by =0 em R. Suponha também que f e g satisfacam as condicoes iniciais

Entao f(z) = g(x) para todo x.

Teorema 1.5. Seja b um nimero real e considere duas fungdes uy e ug em R da sequinte
maneira:

(a) Se b =0, tome ui(z) =1, e uz(z) = x.

(b) Se b <0, tome b= —k? e defina ui(z) = ¥ e uz(x) = e7*2.

(c) Seb>0, tome b= k? e defina ui(z) = coskz, e uz(x) = sinkz.

Entao toda solugio da equagdo diferencial y” + by =0 em (—o0,+00) € dada por
y = crui(z) + coua(x),

onde c1 e ca sao constantes.

Teorema 1.6. Seja d = a® —4b o discriminante da equacdo diferencial linear 3" 4 ay’ +

by = 0. Entdo qualquer solucao dessa equagao em R é dada por

—ax
y=e2 [cu(z) + couz(z)],
onde ¢1 e ¢y sdo constantes, e as funcdes uy e uo sdo determinadas de acordo com o
sinal algébrico do discriminante como seque:
(a) Se d =0, entdo ui(x) =1 e ug(x) = z.
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(b) Se d >0, entdo ui(x) = e e us(z) = e, onde k = %\/&
(c) Se d <0, entao ui(x) = coskx e uz(x) = senkz, onde k = %\/—d.

Observagdo: No caso (b), quando o discriminante for positivo, a solug¢io y da
equacao y = e%m[clul (z) + couz(x)] € uma combingao linear de duas fung¢des exponen-
c1La1s,

—ax

y=e2 (c1e" + cpe™k)

= 1" + c0e"?*, com

a —a + \/& a —a — \/&
rn=-—--+k=—7—, :
2 2 2 2
Teorema 1.7. Seja R = R(x) uma fungdo continua em R e L(y) := vy’ + ay’ + by,
sendo y uma funcdo duas vezes continuamente diferencidvel (de classe C?) em R e a,b
constantes. Se y1 € a solug¢ao particular da equagdo ndo homogénea L(y) = R, entdo a

solugdo geral é obtida adicionando a solugdo geral da equag¢ao homogénea L(y) =0 a y;.

Teorema 1.8. Sejam vy e vy solugoes da equacao L(y) = 0 onde L(y) = y" + ay’ + by.
Seja W o Wronskiano de vy e va. Entao a equagdo nao homogénea L(y) = R tem uma

solucdo particular y1 dada pela formula

onde

ti(z) = —/vg(x)lff((z))dx, to(x) = /vl(:v) I?f((?) dx.

Essa férmula utilizada no teorema para encontrar a solugdo y; também é chamada
de variagdo de parametros. Foi utilizada pela primeira vez por Johann Bernoulli em
1697, para resolver as equagoes de primeira ordem, e depois por Lagrange em 1774, para

solucionar as equagoes lineares de segunda ordem.

O proéximo teorema nos mostra como encontrar a formula implicita que é satisfeita

por qualquer solugao da equacao A(y)y' = Q(x).

Teorema 1.9. Seja y = y(z) alguma solugao da equacao diferencial separdvel
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tal que y' € continua em um interval aberto I. Suponha que QQ e a composta Aoy sdo
continuas em I. Seja G alguma primitiva de A, isto é, G' = A. Entao a solucdo y

satisfaz a formula implicita
Gly) = / Qa)dz +C

para alguma constante C.

Teoremas de existéncia de tnica solugao local

Condicao Lipschitz: dizemos que uma funcao f: D x I — R" satisfaz a condicao

Lipschitz se existe uma constante L tal que
[£(z,t) — £(y, )< Llz — yl,

para todos x,y € D, e para todo t € I, isto é, L independente de t e .

Observagao: A norma euclidiana de um vetor = € R™ é definida por ||z||=< z,z >/2.

Teorema 1.10. Seja f funcdo com valores em R™ que satisfaz a condigdo Lipschitz com
constante L para x € D com D um subconjunto aberto do R™ e |t — to| < §. Sejam x(t)

e y(t) solugoes do problema de valor inicial

dz
= 10,1

para |t —to| < § com
m(t()) = o, y(tO) = Yo,
onde xg,y0 € D. Entao,

|2(t) — y(t)] < |20 — yole™ "0l

Teorema 1.11. Seja f(x,t) continua para |t — to| < a,|x — xp| < B,e satisfazendo uma

condi¢ao Lipschitz com constante L nessa regigo. Suponha que |f(x,t)] < M nessa

regiao e § = min (a, %) . Entao, o problema de valor inicial

t
x(t)=xo+ [ f(x(s),s)ds
to
tem uma dnica solugao para |t — to| < 9.

Teorema 1.12. Seja f(x,t; u, to, o) uma fun¢dao continua para |t — (| < o, |z —¢&| < B,

|l — po| < 7y, que satisfaz a condi¢io de Lipschitz com constante L nessa regiao. Seja
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xo(p) e to(p) fungoes continuas de p para |p — po| < v de modo que zo(po) = € e

to(po) = C. Entao, existe um § > 0 e € > 0 tais que o problema de valor inicial

% = f(xata M, tO)xO)

(1.1)
z(to(p)) = wo(p)

tem uma solugao Unica x = z(t,u) para |t — (| < d e |u — up| < € e esta solugao é
uma func¢ao continua de t e pu.

Em um teorema anterior, foi estabelecida a existéncia de uma unica solucao local.
O teorema a seguir permite estender esta solucao de modo a atingir uma de duas pos-
sibilidades quando ¢ tende ao infinito: (¢, z(t)) tende a fronteira do dominio de f, ou a
solucao “explode em tempo finito”. Este resultado é extremamente 1til, pois no caso
de ser possivel provar que solugoes locais permanecem limitadas, isto é, que apenas a

primeira opgao ocorre, e se [ = R e D = R", isso implica a existéncia de solugao global.

Teorema 1.13. Seja f(z,t) uma fun¢ao continua para x em um dominio D et em um
intervalo aberto I. Supomos que f satisfaz a condicao de Lipschitz nesta regido. Entao,
para todo x € D, para todo ty € I, o problema de valor inicial
dx
e f(.’E,t), IE(to) = 20 (12)
dt
tem uma unica solug¢ao x(t), a qual estd definida para tgo <t <T < oo e € tal que, ou
T =00 ouT < o0, e|z(t) = oo quando t — T ou (z(t),t) aproxima-se da fronteira do

dominio produto D x I quando t — T.
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2 Estabilidade de solucoes

2.1 Adimensionalisacdo

A seguir mostraremos com um exemplo que a adimensionalizagdo da equacao pode
nos dar vantagens, como reduzir a quantidade dos parametros livres e mostrar quais

parametros tém maior influéncia no modelo.

Exemplo 2.1. Um modelo bem conhecido de crescimento populacional que depende da

densidade € a equacdo logistica. Essa equacgdo € dada por

dN N
N1
a ( K)

comr > 0 sendo a taxa de crescimento intrinseco com unidade de medida tewllpo eK >0

sendo a capacidade de carga com a mesma unidade de N que é a populacao total.

Dividindo os dois lados por K e reagrupando os termos, temos

ldN _ N/ N\ _ d(N\_ N/ N
K dt K K a\K) " "K K)

Definindo y(t) = y, (note que como K tem a mesma unidade de N, entdo y €
adimensional) podemos reduzir a equagdo substituindo % por y e obteremos

dy

21— ).
- ry(1—y)

Além disso, podemos introduzir uma nova varidvel adimensional s definida como s = rt

S

para eliminar o parametro r da equa¢do. Substituindo dt = d7 na equacao acima Seque

que
W _ y(1—y)
ds
Esse exemplo ilustra que a insercao das varidveis adimensionais reduz o ntimero de

parametros, e como nao ha mais parametros livres nao é necessario considerar os valores

que os parametros r e K assumem.
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2.2 Principio de Estabilidade Linear

Agora vamos discutir a estabilidade das solucoes de equagoes gerais. Para isso, conside-

ramos a equacao

' = f(t,x), (2.1)

com f € C(Ry x R™" R™). Seja = = ¢(t) uma solucao da equacao (2.1)) no intervalo
[t+,00) para algum ¢, > 0.

Definicao 2.2. Seja x(t;to, zo) qualquer solu¢ao da equagao (2.1) satisfazendo x(to;to, o) =

o, com tg >ty e xg € R™. Entao

(a) ¢(t) € dita estavel se para todo € > 0 e para todo to > t,. existe um 6 = d(e,tg) > 0
tal que |xg — ¢(to)| < 9§ implica que |z(t;to, xo) — ¢(t)| < € para todo t > to.

(b) ¢(t) € dita uniformemente estdvel se é estdvel com 6 = §(g) independentemente
da escolha de ty; isto €, para todo € > 0 existe 6 = d(e) > 0 tal que para todo ty > t.,
lzo — P(to)| < & implica que |x(t;to, z9) — @(t)| < & para todo t > tg.

(c) ¢(t) € dita assintoticamente estdvel se € estdvel e se para todo ty > t., existe
01 = 01(to) > 0 tal que |xg — ¢(to)| < 61 implica que |x(t;to, zo) — ¢(t)] — 0 quando
t — oo.

(d) ¢(t) € dita instdavel se nao é estdvel.

Definicao 2.3. Uma solugao estaciondria da equagdo diferencial Cfl—’;(t) = f(t,u(t)) sa-
tisfaz f(t,u(t)) = 0 para todo t em R .

Exemplo 2.4. Considere a equacdo

‘% = ax(t).(p — x(t)) (2:2)

coma >0 ep>0 constantes. V7 > 0, e Y€ € [0,00), a unica solug¢ao global da equagao

(2.2)), que satisfaz x(t,7,§) =&, €

péeap(tf‘r)

z(t,7,§) = P+ f(eap(t*T) )

para t € [T,00).
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Vamos mostrar pela defini¢cdo que uma das solucdes estaciondrias x = p € uniforme-

mente estavel. Dado € > 0, seja d(€) = €. Entao,

pée=") —p

Jott, &) = pll= |
S L
b+ E(etn) — 1)
< p|||‘£p|_ pll =€ — pl|< d(e) = ¢,Vt € [T, +00).

Agora consideramos a equagao diferencial ordinaria auténoma

dx
= e
= /@)
e supomos que existe uma solucao estacionaria x = xss. Entao, d(Zf) =0e f(zss) = 0.

Suponha que estejamos perto da solucao estaciondria e defina x(t) = s + zp(t) com
xp = xp(t). Aqui, x, representa uma pequena pertubacdo. Queremos avaliar o com-
portamento do modelo quando introduzimos uma pequena pertubacao no sistema. Com
o tempo, se z,(t) diminuir implicard que =45 + x, & g € a solucdo estaciondria sera

localmente estével. Mas se z,(t) aumentar, x5, serd instdvel.

Substituindo z(t) = s + =, na equacdo temos que,

d[zss + xp)
dt
Agora aproximaremos a funcao f utilizando a série de Taylor para obtermos,

= f(‘rss + xp)'

2

F(@os + 1) = f(s5) + [ (5s)Tp + f”(xss)% tto.s.

na qual t.o0.s. sdo os termos de ordem superior.

Como consequéncia da hipétese de que tinhamos uma solugao estacionaria, haviamos

observado que % =0e f(zss) = 0. Logo, podemos reescrever a equagao como
d a2
% ~ [ (xss)Tp + f”(mss)?p +t.o.s.

Como queremos saber somente o comportamento do modelo quando ha pequenas

perturbacoes, eliminamos os termos de ordem superior, e assim segue que

dzp

7 ~ f'(xss)Tp-
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Definindo a constante A como A = f’(zss), a equagdo pode ser simplificada como

Quando X\ = f/(z4s) > 0, o crescimento é exponencial e xgs é instdvel. Mas quando

A = f'(zss) < 0, temos um decrescimento exponencial e xgs é estével.

Observagao: Quando A for 0, os termos de ordem superior passam a ter importancia
no sistema e portanto, nao conseguimos fazer nenhuma afirmacdo quanto ao crescimeto

ou o decrescimento da fungao.

Exemplo 2.5. Considere a equacdo

dx T

E:f(x)zl—i—m_

azx,

com a > 0 constante. Mostremos que existe a solucdo estaciondria no ponto x = 0 e
determinemos como a estabilidade da solucdo depende do parametro .

Primeiro mostramos que de fato x = 0 € uma solucdo estaciondria.

0 dx
H0=15-0=0=G
Logo, x(t) = zss = 0 € solugao estaciondria.
Calculando a derivada da funcgao, temos
1(1+2)— (2).1 1

FO=""0r T

Agora, encontramos a constante X avaliando a derivada da funcdo no ponto x = 0.
A= fl(zss) = f/(0)=1—a
Assim, xgs € estdvel se A < 0, ou seja, 1 —a <0 ou a > 1.
Definigao 2.6. Dada uma funcdo vetorial de vdrias varidveis F' : R™ — R™ com F(z) =

(f1(x),..., fu(x)), a representagdo matricial da derivada, quando existe, é denominada

matriz Jacobiana e € definida por
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fr 9f1
o0x1 T 0Tm
JF(I‘l,...,H?n): . .
Ofn Ofn.
o0x1 Tt Oxm

Agora, vamos analisar a estabilidade da solucao nula da equacao diferencial nao linear

¥ = f(t, ), (2.3)

com f € C(Ry x R™, R") tal que f(¢,0) = 0. A ideia é linearizar f(¢,x) encontrando
uma equacao que seja proxima a equacao para poder utilizar o resultado da esta-
bilidade da equacao linear para analisar a estabilidade da equagao nao-linear. Para isso,
vamos encontrar uma equagcao linear “préxima’”da equacao quando z for pequeno.
Notemos que, quando f € C1([0,00) x R, R), a funcio f pode ser linearizada da seguinte

maneira:

9f(t,0)
Ox

na qual A(t) := %(t,O) ¢ matriz Jacobiana e r € C(Ry x R™,R") é o termo de erro.

f(t,z) = f(¢,0) + x+r(t,x) = A(t)x + r(t, ),

Vamos analisar a estabilidade da equacgao (2.3]) em dois casos.
Caso 1. Assuma que a matriz Jacobiana g—i(t,O) de f no ponto z = 0 seja uma
matriz constante que nao depende do tempo. Nesse caso a equacgao nao-linear acima é

escrita como

¥ = Az +r(t,z), (2.4)

com A € R™" e r € C(R4 x R™, R™) satisfazendo r(¢,0) = 0 para todo t € [0, 00).
O teorema a seguir mostra que podemos estabelecer a estabilidade de solugoes para
(2.4) a partir da andlise dos autovalores de ' = Az desde que r (¢, x) seja “pequeno”no

sentido descrito no teorema a seguir.

Teorema 2.7. Sejam \;,i = 1,...,n. os autovalores da matriz A. Suponha que |r(t,x)| =

t
o(|z]) quando x — 0 uniformemente para t € [0,00), i.e., lim M

= 0 uniforme-
z—0 ]a;\

mente para t € [0, 00).
(a) Se Re \; < 0 para todo i = 1,...,n, entdo a fun¢ao nula € uniformemente estdvel e
assintoticamente estdvel.

(b) Se existe i € 1,...,n tal que Re \; > 0, entdo a solugao nula é instdavel.
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Exemplo 2.8. Considere o sistema de equacies

¥ = —kze Y — seny
(2.5)

Yy = —kycosx + tgx

com k € R. Entao a matriz Jacobiana serd dada por

= A(f1, f2) B —ke™Y kxe Y — cosy | -k 1
d(z,y) (0,0 kysenx + sec’x —kcosx ©0.0) 1 —k |
Assim, podemos reescrever o sistema (2.5) na forma

¥ =—kx—y+nrx,

Y 1(z,y) (2.6)

Yy =x—ky+rax,y),

com
Ir1(@,y) + [r2(z,y)| = oz + [y]) quando (z,y) — (0,0).

Vamos resolver a equagao caracteristica det(A—AI) = 0 para encontrar os autovalores
-k -1 1 —k — -1
A — k ) 0 _ k— A
1 -k 0 1 1 —k—=A

det(A—=X[) =0 (k=N (k=X —(=1) =0 N2 +2kA+ (K*+1) =0

da matriz A.

Utilizando o formula de bhaskara obtemos que os autovalores da matriz A sao A = —k=+i.

Logo, pelo Teorema a solu¢ao nula da equacao (2.6), e consequentemente a solugao
nula da equagao (2.5), € uniformemente estdvel e assintoticamente estdvel se k > 0 e

instdvel se k < 0.
Caso 2. Considere a equagao
¥ = A(t)x +r(t, z), (2.7)

com A € C(Ry,R™™) e r € C(Ry x R",R") satisfazendo r(¢,0) = 0 para todo
t € [0,00). Vamos analisar a estabilidade da solugao nula da equagao (2.7 baseados na

seguinte equacao linearizada:

= A(t)z. (2.8)
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O Teorema [2.9| a seguir estabelece um resultado similar ao do teorema anterior: a

estabilidade de solugoes de (2.7) pode ser determinada pelo estudo da estabilidade do
r(t,x)

problema 2/ = A(t)z desde que o quociente —2~ seja integravel em R.

Teorema 2.9. Suponha que existe uma funcdo p € C(R4,Ry) tal que fooo p(t)dt < oo,
e |[r(t,x)| < p(t)|z| para |z| suficientemente pequeno e para todo t € [0,00).

(a) Se a equagdo for uniformemente estdvel, entao a solu¢do nula da equagao
€ uniformemente estdvel.

(b) Se a equagao for uniformemente estdvel e assintoticamente estdvel, entdo a

equagao zero da equacdao (2.7) € unifomemente estdvel e assintoticamente estdvel.

Exemplo 2.10. Vamos analisar a estabilidade da solucdo nula da equacao diferencial

de segunda ordem

3e! 1
i C 242 - ——2? =0. (2.9)
et +1 (t+1)2

Sejam x1 = x e xo = x’. Entdo podemos reescrever a equagdao (2.9) por um sistema de

equacoes de primeira ordem:

Z2

/
Ly
r_ 3et 1

xz——le—etng-i- =7,

Ainda podemos reescrever como

x) = x9
(2.10)
/ — 72 _ 3 3 1 2‘
332 Tl T2 + et+1x2 + (t+1)% xl
Considere o sistema (2.10) como a perturbagao do sistema linear
T = a9
! (2.11)
xh = —2x1 — 39

2
xl-

com os termos de perturbac¢ao ri(x1,x2) =0 e ro(z1,22) = etile + o)
t+1)2

Entao quando |z1| < 1,

1 3
[r1(z1, 22)| + [ra(21, 22)| < 3 |z1] +
(t+1 e+

1 3
((t+ 1)3 Ty 1) (jza] + |2])-
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Note que

& 1 3
/ 5+ dt < oo.
o \(t+1)2 e +1

Portanto, as condi¢ées do Teorema[2.7] sio satisfeitas com

) 1 n 3
pt) = .
(t+1): € +1
. . , 0 1
Observamos que a matriz do sistema é dada por A = 5 3| na qual os au-
tovalores sao \y = —1 e Ao = —2. Logo, o sistema (2.11)) é uniformemente estdvel

e assintoticamente estavel. E pelo Teorema a solugdo nula do sistema (2.10) e a

solugao nula da equagao (2.9)) sao uniformemente estdvel e assintoticamente estdvel.

Encerramos a secao com dois teoremas de estabilidade para o caso de equagoes da

forma

o' = [A(t) + B(t)]x. (2.12)

No primeiro deles, impde-se uma condigao de integrabilidade sobre B(t), enquanto no
outro, mostra-se que a andlise dos autovalores da matriz A determina a estabilidade

desde que a matriz B seja “assintoticamente pequena”, no sentido que tlim |B(t)| = 0.
—00

Teorema 2.11. Suponha que B € C(Ry,R™™) tal que [;° |B(t)|dt < occ.

(a) Se a equagdo € uniformemente estdvel entdo a equagdo € uniformemente
estavel.

(b) Se a equagao ¢ uniformemente estdvel e assintoticamente estdvel, entao a

equagao (2.12)) € uniformemente estdvel e assintoticamente estdvel.

Teorema 2.12. Assuma que A € R™™ e B € C(Ry,R™™) tal que ltlim |B(t)] = 0. Se
—00
Re \i(A) <0,i=1,...,n, entao a equacao ' = (A+ B(t))x € uniformemente estdvel e

assintoticamente estdvel.

2.3 Estabilidade segundo Lyapunov

Definigao 2.13. Seja f : D C R™ — R” uma funcdo continua, onde D é um aberto.

Uma equacgao diferencial autonoma € uma equacao da forma

i = f(x). (2.13)
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Apresentaremos o método de Lyapunov para a equacao geral auténoma nao-linear
com f € C(R",R™) e f(0) = 0. A vantagem deste método é que podemos discutir a
estabilidade mesmo nao tendo as informagoes prévias das solucdes. Primeiro, vamos

definir as funcoes de Lyapunov para discutir a estabilidade da solucao nula da equacao

(27).

Defini¢ao 2.14. Sejam D uma vizinhanga aberta da origem e V. € C(D,R) tal que
V(0) =0. Entao dizemos que V' é

(a) positiva semi-definida se V(x) > 0 para x € D, e negativa semi-definida se V(zx) <0
para x € D;

(b) positiva definida de V(x) > 0 para x € D tal que x # 0, e negativa definida se
V(xz) <0 para x € D tal que x # 0;

(c) indefinida se V(x) muda de sinal em qualquer vizinhanga do x = 0.

Exemplo 2.15. Com D = R?,

V(z,y) = (x +y)? € positiva semi-definida mas nao positiva definida;
Vi(z,y) =322 +2y° e V(z,y) = (x — y)? + y* sdo positivas definidas;
V(z,y) = 2> — 5y* e V(z,y) = 2y sdo indefinidas.

Definigao 2.16. Sejam D uma vizinhanga aberta da origem e V : D — R, uma func¢do

de classe C'. Definimos

= [vV - f] (@),

Z 8332

com VV sendo o gradiente de V.

Exemplo 2.17. Seja V(x1,22) = k(1 — cosxy) + 72 Entao a derivada de V(z) da

equacao

V(x) = k(senz1)zg + x2(—ksenz;) = 0.

Teorema 2.18. Sejam D uma vizinhanca aberta da origem e V € CY(C, R).

(a) Se V(x) € definida positiva e V(z) € negativa semi-definida, entdo a solucio nula de
' = f(x) é uniformemente estdvel.

(b) Se V(x) € positiva definida e V(x) € negativa definida, entio a solu¢io nula de
' = f(x) é uniformemente estdvel e assintoticamente estdvel.

(c) Se V(0) =0 e se em qualquer vizinhan¢a de © = 0 em D existe xq tal que V(xg) > 0

e V(x) € positiva definida, entdo a solucio nula de x' = f(x) € instdvel.
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A seguir veremos exemplos que nao sao possiveis de concluir a estabilidade através da

linearizacao. Nesses exemplos seram apresentados como se constréi a funcdao Lyapunov.
Exemplo 2.19. Considere o sequinte sistema:

= —z + xy?
y =22y —y°.

Seja V = ax?® + by? com a,b > 0 para serem determinadas. Entao

V = 2axx’ + 2byy’ = 2ax(—x + xy?) + 2by(—222y — 3°)
= —2ax? + 2ax’y? — 4bxy? — 2by*.

Se fitamos a = 2 e b = 1, entio V = 222 + y? ¢ positiva definida em D = R? e
V = —42? — 2y* ¢ negativa definida. Portanto, pelo item (b) do Teoremaa solugao

nula € uniformemente estdvel e assintoticamente estdvel.

Exemplo 2.20. Considere o sistema
v = 2xy + 23
y/ — 71/,2 + y5'

Seja V = ax® + by® com a,b > 0 para ser determinado. Entdo

V = 2az2’ + 2byy’ = 2ax(2zy + x3) + 2b(—2* + )
= daz’y + 2ax* — 2bz%y + 20y°.

Se firamos a = 1 e b = 2, entdo V = 2 + 2y? € positiva definida em D = R? e
V= 22 +4y8 ¢ positiva definida. Assim, pelo item (c) do Teorema a solu¢ao nula

é instavel.

Para aplicar o Teorema [2.18], o ponto crucial é encontrar a funcao Lyapunov apropri-
ada. No préximo exemplo, mostraremos que a escolha inadequada da funcao Lyapunov

nao permite que o Teorema [2.18|seja aplicado.
Exemplo 2.21. Considere o sistema
¥ =3 —y

y/ — x5 o 2y3'
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Primeiro vamos tentar com V = ax? + by? com a,b > 0 a serem determinados. Entio

V = 2az2’ + 2byy’ = 2ax(—z> — y) + 2by(z® — 2°)
= —6azx? — 2azxy + 2bx5y — 4by*.

Note que para qualquer escolha para a e b nao conseguimos cancelar os termos —2axy
e 2bx®y. Isso significa que a escolha inicial de V néo foi boa. Entdo, vamos escolher

V = axb + by?. Assim temos

V = 6az’z’ + 2byy’ = 2az(—2> — y) + 2by(z® — 23)
= —18ax® — 6ax’y + 2b2%y — 4by*.

Se firamos a = 1 e b = 3, entdo V = 25 + 3y? € positiva definida em D = R? e
V = —182% — 12y* € negativo definido. Portanto, pelo item (b) do Teorema a

solucdo nula € uniformemente estdvel e assintoticamente estdvel.
Exemplo 2.22. Considere a equacgao
u” + 2u + 3u? = 0. (2.14)

Sejam x = u, e y = u'. Entdo a equagdio (2.14) se torna um sistema de equacoes de

primeira ordem

z =

(2.15)
y = —2z — 322
Seja

y2 x
V= 5 + / (25 + 352)ds.
0

Entio V € positiva definida em D = {(z,y) : |z| + |y| < 3} e

V = y(—2x — 32%) + (22 + 32%)y = 0

¢é negativo semi-definido em D. Pelo item (a) do Teorema a solugcao nula do
sistema (2.15) € uniformemente estdvel e consequentemente a solu¢do nula (u = 0) da
equagao (2.14) € uniformemente estdvel.
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Exemplo 2.23. Considere a equagao
u” + 3u’ + senu = 0. (2.16)

Sejam © = u, e y = u'. Entdo a equacgdio (2.16)) pode ser escrita como um sistema de

equacoes de primeira ordem

x =
Y (2.17)
y = —senx — 3y.
Seja
y2 T
V(z,y) = 5 +/ sensds. (2.18)
0

Entao V € positiva definida em D = {(z,y) : |z| + |y| < 7}, e

V(x,y) = y(—senx — 3y) + (senx)y = —3y>

que € negativo semi definido em D. Pelo item (a) do Teorema a solucao nula do
sistema (2.17) € uniformemente estdvel, e consequentemente a solu¢do nula da equagdo

(2.16)) € uniformemente estdvel.

Definigao 2.24. Seja x = x(t) uma solu¢ao da equagio ' = f(z) definida no seu
intervalo mdzimo de existéncia (o, B). Entdo o congjunto {(t,x(t)) : t € (a, 8)} € chamado

de curva de solugdo, e o conjunto {x(t) : t € (o, 8)} € chamado de orbita (ou trajetoria).

O préximo teorema ¢ uma extensao do item (a) do Teorema e permitird mostrar
que a solugao nula da equacao (2.16|) também é assintoticamente estdvel com a mesma

funcao Lyapunov.

Teorema 2.25. Seja D uma vizinhanca aberta da origem e V- € CY(D,R). Suponha
que V() € positiva definida e V(z) é negativo semi-definida. Além disso, se o conjunto
Dy := {x € D : V(z) = 0} ndo contém érbita ndo-trivial da equacio =’ = f(z),
com f(0) = 0, entdo a solugdo nula da equacdo x' = f(x) € uniformemente estdvel e

assintoticamente estdvel.

Exemplo 2.26. Considere o sistema (2.17) e seja V(z,y) definido como em (2.18).
Entdo V(z,y) € positiva definida e V(x,y) € negativa semi-definida como foi mostrado

anteriormente. Note que

V(z,y) =0+ y=0.
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Assim, Dy = {(z,0) : z € R}. Para qualquer solu¢ao (z(t),y(t)) da equagao
em Dy temos y(t) = 0. Entao por (2.17), z(t) = 0. Isso implica que Dy ndo contém
nenhuma drbita ndo trivial do sistema[2.17. Portanto, pelo Teoremal[2.25] a solugio nula
do sistema|2.17 € uniformemente estdvel e assintoticamente estdvel, e consequentemente

a solugdo nula da equagdo (2.16) € uniformemente estdavel e assintoticamente estdvel.

Exemplo 2.27. Considere o sistema

z =y — 232
yory (2.19)

y = —x — x5,

Seja V(z,y) = 2® + y2. Entdo V € positiva definida em D = R? e

Vi(a,y) = 2a(y — 2°y?) + 2y(—a — 2y°) = —22%2(2® + y/")
que € negativa semi-definida em D. Note que Dy = {(z,y) : © = 0 ou y = 0}.
Para qualquer solugao (x(t),y(t)) da equagdo (2.17) em Dy, temos x(t) = 0 ou y(t) = 0.
Entao pelo sistema (2.19), temos z(t) = 0 e y(t) = 0. Isso implica que Dy ndo contém
nenhuma orbita nao-trivial do sistema (2.19)). Portanto, pelo Teorema a solugdo

nula de (2.19)) € uniformemente estdvel e assintoticamente estdvel.

Exemplo 2.28. Considere o sistema

=3 — 3yt
voory (2.20)

y = —axy? — 22y7.

Seja V(z,y) = 22 +y%. Entdo V € positiva definida em D = {(z,y) : || + |y| <1} para
qualquer 1 >0, e

V(z,y) =22(y° — 2®y*) + 2y(—ay® — 2%y") = —22%" (2® + ¢
que é negativa semi-definida em D. Pelo item (a) do Teorema a solucao nula do
sistema ¢ uniformemente estdvel. Note que Dy = {(x,y) € D : x =0 ou y = 0}.
Para qualquer solugao (z(t),y(t)) do sistema em Dy, temos x(t) =0 ou y(t) = 0.
Se x(t) = 0, entao pela primeira equacao do sistema temos y(t) = 0; entretanto,
se y(t) =0, entdo pelo sistema (2.20) temos z(t) = ¢ para algum c € R arbitrdrio. Isso
implica que para qualquer | > 0, Dy contém pontos de equilibrio nao triviais (c,0) com
0 < |¢| < I. No entanto, observamos que (c,0) é solugao para todo ¢ € R. Portanto, o
Teorema|2.25 nao pode ser aplicado. De fato, pela definicdo de assintoticamente estdvel,

podemos observar que a solugdo nula do sistema (2.20) nao € assintoticamente estdvel.
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3 Analise qualitativa de modelos com bi-

furcacoes

Vamos encontrar solugoes analiticas aplicando métodos geométricos e qualitativos em
equacoes diferencias ordindrias de primeira ordem. Também vamos analisar a sensi-
bilidade de parametros e apresentar algumas transicoes chamadas de bifurcacoes, que

variam conforme variamos o parametro.

Considere a equagao
dx

dt

que possui duas solugoes estaciondrias, t =0e z = 1.

=z(l—2x) = f(x) (3.1)

0.4

0.35f b

0.3 b

0.25F i

f(x)

0.15f i

0.1p i

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 1 — O gréafico da fungao f(x) da equagao mostrando as duas soluctes esta-
cionarias. Fonte: SEGEL, 2013, p. 85.

As setas apontando para um ponto indicam que este ponto representa uma solu¢ao

estavel. As setas divergindo de um ponto indicam que o mesmo representa uma solugao
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instavel. A solucao estaciondria x = 1 é estavel e esta representada por um ponto preto
na Figura 1 e a solugdo instavel x = 0 estd representada por um ponto branco. A
imagem de x estd definida para valores positivos de x no qual x representa a densidade

da populacao.

15

Figura 2 — Soluc¢ao numérica de (3.1]) com diversos valores iniciais. Fonte: SEGEL, 2013,
p. 85.

Note que para todos os valores de zg > 0, as solugoes tendem a x = 1 quando ¢ tende

ao infinito.

Considere a equagao

L <ac - :1,):5’) = f(x), (3:2)

com ¢ > 0 constante. Note que as solucdes estaciondrias sdo x = /3, z = 0 e

= —/3.

Na Figura 3 a seguir, as setas apontando para um ponto indicam que este ponto
representa uma solucdo estavel. As setas divergindo de um ponto indicam que o mesmo

representa uma solucao instavel.
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0.8

0.6 b

0.4r b

0.2} b

f(x)
o
D

|
N
|
=
[é)]
1
[
|
o
4]
o

0.5 1 15 2

Figura 3 — O gréfico da funcdo f(z) = c(z — 32%) com solugdes estacionarias z = 0,

r = +v3 e x = —/3. Fonte: SEGEL, 2013, p. 89.

Figura 4 — Algumas solugdes numéricas da equagao (3.2) com vérios valores iniciais.
Fonte: SEGEL, 2013, p. 89.
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Note que para zg > 0 as solucoes tendem para a solucéo estacionaria z = +v/3 ~ 1,73

quando t — oo.

Considere a equagao

cna qual A é uma constante. Para A = 0, por exemplo, existe trés solucoes estaciondrias.
Porém, quando variamos o parametro A, o nimero de solugoes estaciondrias se altera
também. Quando ocorre uma mudanga no comportamento qualitativo como existéncia
e estabilidade de solucoes, denominamos de bifurcacido. Nesse exemplo, o parametro A é
0 que chamamos de parametro de bifurcacao e o valor de A para qual ocorre a bifurcagao

¢é chamado de ponto de bifurcacao.

Bifurcacao tipo sela-né
Um exemplo simples de bifurcagao tipo sela-né pode ser ilustrado através da variagao

do parametro r na equagao diferencial ordinaria

‘C%’ — f@) =1+ (3.3)

Na equacao (3.3)), as solugoes estaciondrias sao xss = £+/—r. Quando r = 0, as duas

solucoes estaciondrias coexistem e desaparecem quando r > 0.
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f(x)

Figura 5 — A posicao e a estabilidade das solugdes estaciondrias quando r < 0 da funcao
f(z) = r + 2%, Fonte: SEGEL, 2013, p. 95.

O ponto preto significa que a solugao é estavel e o ponto branco significa que a solugao
é instdavel. Ainda, As setas apontando para um ponto indicam que este ponto representa
uma solugao estavel. As setas divergindo de um ponto indicam que o mesmo representa

uma solugao instavel.

12

101~

f(x)

Figura 6 — O gréfico de f(z) da equacao para valores diferentes de r. Fonte: SEGEL,
2013, p. 95.
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Figura 7 — Diagrama de bifurcagao. Fonte: SEGEL, 2013, p. 95.

A curva pontilhada estd representando a solugao instavel e a curva preenchida esta
representando a solugao estavel.
Bifurcacao transcritica

Na bifurcagao transcritica, as solugoes com estabilidade distinta mudam de comporta-

mento no ponto de bifurcacdo trocando de estabilidade. Considere a equacao ‘fi—f =
2

rr—x-.

f(x)
IS

-2 -1 0 1 2 3 4

Figura 8 — Solugoes estaciondrias e suas estabilidades. Fonte: SEGEL, 2013, p. 96.
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As setas apontando para um ponto indicam que este ponto representa uma solugao
estavel. As setas divergindo de um ponto indicam que o mesmo representa uma solugao
instavel. Na Figura 8 podemos perceber que ha duas solucoes estaciondarias, uma instével
representada por um ponto branco e a outra estdvel representada por um ponto preto.

O gréfico da Figura 8 é para r > 0.
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-100

f(x)

-150} - /

-200} !

-250 : : :
20 -15 -10 -5 0 5 0 15 20

Figura 9 — Comparagao para r < 0, r =0 e r > 0. Fonte: SEGEL, 2013, p. 96.

0.25

0.2

0.1p

0.05f

25 2 L L L L L
-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 005 01 015 0.2
r

Figura 10 — Diagrama de bifurcacao. Fonte: SEGEL, 2013, p. 96.

Para r > 0 e r < 0 existem duas solugoes estaciondrias, mas no ponto de bifurcacao
r = 0 a solugdo estaciondria estavel (linha reta) coexiste com a solugdo estaciondria

instavel (linha pontilhada) trocando de instabilidade no ponto de bifurcagao.
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Bifurcagao em forquilha

A bifurcacéo em forquilha pode ser ilustrada pela equagao

d
d—j = rx — 2. (3.4)

Na equagao (3.4) temos trés solucoes estaciondrias. As trés solugbes coexistem até o
ponto de bifurcacao r = 0 e ap6s esse ponto surgem mais duas solucoes, totalizando trés

solucoes estacionarias diferentes.

10

f(x)
o
A
Y

Figura 11 — O grafico f(x) da equacao (3.4). Fonte: SEGEL, 2013, p. 97.

As setas apontando para um ponto indicam que este ponto representa uma solugao
estavel. As setas divergindo de um ponto indicam que o mesmo representa uma solugao

instavel. Na Figura 11 temos trés solucoes estaciondrias, duas estaveis e uma instavel.
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f(x)
o N
[ —

-6t

-10

Figura 12 — A mudanca do ntumero de solucbes estacionarias
parametro r. Fonte: SEGEL, 2013, p. 97.

Na Figura 12, para r > 0 existe trés solugoes estacionarias

exemplo, s6 existe uma solugao estacionaria z = 0.

com a variacao do

mas para r < 0, por

Figura 13 — Diagrama de bifurcacao. Fonte: SEGEL, 2013, p. 97.

Na Figura 13, para r < 0 existe apenas uma solugao estacionaria, a qual é estavel.

No ponto de bifurcacao, hé trés solugoes estacionarias coexistindo. Para r > 0, x = 0

que estava estavel torna-se instavel e existe duas solucgoes estaciondrias estaveis.
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4 Desenvolvimento de um modelo: Es-
tudo de caso da propagacdo de uma

infeccao

4.1 Deduzindo o modelo para a propagacao de uma infeccao

O modelo que sera estudado é um caso particular do modelo SIS e possibilita a modela-
gem de doengas como meningite meningococica, a peste causadas por bactérias, doencas

sexualmente transmissiveis e a malaria causada por protozoarios.

Assuma que a polulagéo estudada pode ter livre acesso, ou seja, qualquer individuo
pode ter contato com qualquer outro individuo. Além disso, a populagao nao aumentara
nem diminuird, mantendo o sistema fechado. Iremos dividir a populagao em dois gru-
pos: o primeiro serd composto por pessoas saudaveis mas suscetivel a contrair a doenga,
e o segundo composto por pessoas infectadas com capacidade de transmitir a doenca
por contato. Ainda, assuma que as pessoas infectadas podem ser curadas a uma taxa
constante, mas se tornando novamente suscetiveis a doenca, sem possuir um periodo de

imunidade.

Seja S(t) o niimero de pessoas suscetiveis e I(t) o nimero de pessoas infectadas na

populacao. As equagoes que modelam a interacao entre esses dois grupos sao

ds
dl

Vamos verificar que a populagao total é conservada. Seja N(t) = S(t) + I(t), a

populacao total. Entao temos

AN dS dI
= =l = BST+ ST — I =0. (4.3)

Como dd—];[ = 0, N é uma constante e, consequentemente, a populacao total é conservada.
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Como a populagao é conservada nesse modelo, podemos substituir I(t) por N — S(t)
na equagao (4.1]). Assim, podemos reescrever (4.1)) como

% =pu(N —=S)—BS(N —29). (4.4)
Agora vamos adimensionalisar a equacao e reduzir os parametros identificando o
parametro importante que afeta o comportamento qualitativo das solugbes. Suponha
que o tempo serd medido em dias. Note que na equagao (4.1) a unidade de medida
do termo da esquerda é dada por [ndmero de pessoas|/[tempo]. Isso significa que a
unidade de medida de p deve ser [1]/[tempo] e que a unidade de medida de [ deve
ser [1]/[ntmero de pessoasx tempo]. Entao, i possui a unidade de tempo, e mede o
tempo que o individuo infectado necessita para se curar da infeccao. Podemos definir as
variaveis adimensionais como sendo

t

*

y:

*

¥ = *

L = =
N’ 1/u

5 '

N ut.
Substituindo S = y*N, I = 2*N, t = t*/u nas equagoes (4.1)) e (4.2), temos

y'N

jgt* /M; — "N — By*N) (@ ), (4.5)
m = B(y*N)(z*N) — pz*N. (4.6)
Cancelando as constantes N e 1 segue que
() “
C(l;: _ (657) - (4.8)

Reescrevendo os parametros restantes como sendo Ry = SN/ e renomeando as varidveis
obtemos as equacoes
dy
— =z — Ryzx 4.9
dt oY, ( )
dx

i Roxy — x. (4.10)
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4.2 Anélise do comportamento da equagdo (|4.10))

4.2.1 SolugGes estacionarias

Considere a equacao que representa a fracdo de pessoas infectadas

d
d% = Ro(1 — 2)z — 2 = 2(Roy — 1) = 2[(Ro — 1) — Roal. (4.11)
Nessa equagao, as solugoes estaciondrias sao zg =0exz; =1 — Rio'

4.2.2 Comportamento qualitativo

Como queremos analisar o aumento da populacao infectada, vamos analisar a equagao
dos individuos infectados

% = Rox Kl - 1) - :L‘] = f(@). (4.12)

Pela Figura 14 podemos observar que quando Ry > 1, a doenca progride até chegar
no quadro endémico que é quando uma certa quantidade da populacao total permanece
infectada. Ja quando Ry < 1, temos a Unica solucao estacionaria estavel em xg = 0,

mostrando a erradicacao da doenca.

15 b

0.5 i

f(x)

-1 I I I I
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 14 — O gréfico da funcao f(z) da equagao (4.12) com Ry = 8. Fonte: SEGEL,
2013, p. 109.
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As setas apontando para um ponto indicam que este ponto representa uma solugao
estavel. As setas divergindo de um ponto indicam que o mesmo representa uma solugao

instavel. Apesar da Figura 14, considere apenas f(z) > 0.

4.2.3 Simulagao

0.9 i

0.7f R

0.6 b

0.4} b

0.3 b

0.1p b

Figura 15 — O gréfico com Ry = 3,5. Fonte: SEGEL, 2013, p. 109.

Como mostra o grafico, para todos os valores iniciais com x > 0 a solucao converge para

a solucao estaciondria endémica 1 — Rio'

4.2.4 Andlise de estabiilidade
1 1 9
f(x) =zRy [(1 - R0> —x] = Ry |:£L‘ (1 - R0> —x } .

Consequentemente
f'(z) = Ry [(1 - ];0) - 237} .

Assim, para a solucdo estaciondria xg = 0 temos

7(0) = Ro [(1 - ;())] —Ro-1,
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o que implica que a solugao estacionaria associada a auséncia de doenca é instavel quando
Ry > 1.

Analogamente para a solugao estaciondria 1 = 1 — 1/ Ry temos

o= £)-(o- )] - 3) - m

Portanto, a solugao estacionaria do estado de doenca endémica é estavel somente quando
Ry > 1.

4.2.5 Diagrama de bifurcacao

Temos duas solugoes estaciondrias, a g = 0 que nao depende de Ry, e outra solugao
estaciondria x; = 1 — P%o que depende de Ry. Na Figura 16 abaixo, podemos perceber
que hda uma mudanca no comportamento qualitativo dessas duas solugdes no ponto
de bifurcagdo Ry = 1. A solucao xo que é estavel para Ry < 1 torna instavel para
Ry > 1 enquanto a solucao x; torna-se estavel para Ry > 1. Conforme variamos o
valor do parametro Ry, o numero de fracao das pessoas infectadas também se altera.
Por exemplo, para Ry = 2 temos que x = 0,5, ou seja, 50% da populagao total estd
infectada. Também note que quando Ry — oo, x1 converge para 1, implicando na

infeccao de toda populagao.

0.7

0.6 i

0.4}

0.2F

0.1}

Figura 16 — Diagrama de bifurcacao. Fonte: SEGEL, 2013, p. 111.
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4.3 Interpretacao dos resultados

Verificamos que o resultado da infec¢ao depende de um tnico parametro Ry = BN/ pu,
e que existe uma transicdo no comportamento qualitativo em Ry = 1. Abaixo desse
valor, a doenca nao pode se reproduzir suficientemente rapido para ser sustentada e,
consequentemente, desaparece apds algum tempo. Acima deste valor, este nimero re-
produtivo implica que cada infectado infecta mais de um individuo suscetivel, em média,

e a doenca torna-se endémica.
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Conclusao

Neste trabalho estudamos as defini¢oes, teoremas e exemplos sobre existéncia e unicidade
de solucoes, adimensionalisacao da equagao, principio de estabilidade linear, estabilidade
segundo Lyapunov, andalise qualitativa de modelos com bifurcacao de equacgoes diferen-
ciais ordindrias para compreender a construcao de cada etapa do modelo matematico
de propagacao de doencas. Entendemos a importancia do reconhecimento do parametro
principal que “governa’”o sistema e como este modifica o desenvolvimento da propagacao
de doencas, conforme atribuimos a ele valores diferentes. Ha uma certa dificuldade em
entender a base tedrica que estd por trds do modelo, devido ao fato de os resultados
apresentados nao serem visto no curso de Licenciatura em Matematica, mas é um tema

instigante e que precisa ser pesquisado para atender as necessidade da sociedade.
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