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Resumo

O primeiro tratamento formal da dinamica simbdlica foi desenvolvido por Morse e He-
dlund em 1938 [6], embora a ideia tenha sido apresentada pela primeira vez por Jacques
Hadamard em 1898 [2]. Neste trabalho, apresentamos as definigdes e os principais re-
sultados dessa teoria e estabelecemos uma conexao entre subshifts séficos e automatos

finitos.

Palavras-chave: sistemas dinamicos discretos, dinamica simbdlica, automatos finitos.






Abstract

The first formal treatment of symbolic dynamics was developed by Morse and Hedlund
in 1938 [6], although the idea was first introduced by Jacques Hadamard in 1898 [2]. In
this work, we present the definitions and main results from that theory, and estabilish a

connection between sofic shifts and finite automata.

Palavras-chave: discrete dynamical system, symbolic dynamics, finite automata.
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Introducao

Considere um conjunto X e uma funcao ¢ : X — X. Podemos pensar em X como o
conjunto de configuragoes de um sistema fisico, por exemplo. Os elementos de X evoluem
com o tempo seguindo a funcao ¢: dado um elemento x € X em um instante de tempo
t = 0, ele serd transformado no elemento ¢(x) no instante t = 1, e em seguida em ¢(¢p(x))
no instante t = 2, e ¢"(z) no instante ¢ = n, onde o expoente denota a composigao de
funcoes.

Dizemos que o par (X, ¢) é um sistema dinamico discreto, e um elemento de X é
chamado de estado do sistema. No nosso estudo, consideramos ¢ inversivel. Definimos a
orbita de x como o conjunto de estados passados de z bem como o conjunto de estados

para os quais z evolui, isto é,

{ 072(@), 07 (2),¢"(2), 9" (2), 6 (), ...} (1)

Considere entao que ao invés de nos focarmos em estados especificos, particionamos
X em um ndmero finito de subconjuntos disjuntos, digamos X = P, U...U P,, com
P,N P; =0, para todo 1 < i # j < n. Dada uma drbita de um elemento x, produzimos
uma sequéncia bi-infinita

(...,ZE_Q,I'_l,Io,QZ'l,[EQ,...) (2)

em que cada z; é o indice do subconjunto que contém ¢*(z), ie., ¢F(z) € P,,. Para
simplificar a notagao, usamos um ponto para distinguir os indices naturais dos indices

negativos e omitimos as virgulas:
e XX 1. X9T1 X2 ... (3)

Assim, ao invés de estudarmos a dinamica de cada érbita para cada estado, agrupamos
os estados em conjuntos e estudamos a dinamica dos simbolos que representam cada
conjunto de estados.

O Capitulo 1 introduz os principais objetos de estudo do nosso texto: shifts com-
pletos sobre um alfabeto finito e o operador de shift. Sao estudados os subconjuntos
do shift completo que também sao sistemas dinamicos discretos, os chamados subshifts.
Caracterizamos subshifts através de conjuntos de palavras proibidas, bem como estuda-
mos o conjunto das palavras permitidas. Introduzimos uma métrica e caracterizamos os
subshifts topologicamente. Também apresentamos os morfismos entre shifts completos.

No Capitulo 2, estudamos o que ocorre quando o conjunto das palavras proibidas é
finito. Introduzimos os shifts-arestas, que sao subshifts originados por grafos. Provamos
que todo subshift do tipo finito pode ser codificado em um shift-aresta. Definimos a
operacao de separacao de estados, e demonstramos o Teorema da Decomposicao, que

relaciona conjugacoes entre shifts-aresta com composicoes de separagao de estados.
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O Capitulo 3 apresenta os subshifts séficos, que sao subsfhits originados através de
grafos rotulados. Mostramos que o conjunto dos subshifts séficos é o menor subconjunto
do shift completo que contém os subshifts do tipo finito e é fechado por cédigos fatores.
Também apresentamos os automatos finitos, e mostramos que um subshift é séfico se e
somente se sua linguagem é regular.

Nossa principal referéncia para a parte de dinamica simbodlica dos Capitulos 1, 2 e 3 é
[5], An introduction to symbolic dynamics and coding, de Douglas Lind e Brian Marcus.
O estudo de automatos segue as referéncias [7], [3] e [1].

Assume-se que o leitor tenha conhecimentos de teoria de espagos métricos, conforme
[4].

Notacdo e Convencoes

Nesse trabalho, Z denota o conjunto dos ntimeros inteiros, N o conjunto dos inteiros
nao-negativos e N* = {1,2,3,...}.

Dado um conjunto X qualquer, denotamos a funcao identidade sobre X por idy.

A diferenga entre dois conjuntos é denotada por A\B = {z € A: x ¢ B}. Quando
um conjunto A estd contido em um conjunto universo U, denotamos seu complementar
por A¢ = U\A.

Usaremos a seguinte notagao para composicao de fungoes: dada f : X — X, defina
fO:=1idyx, e paran € N*, f* := fo f" ! é a composicao de f com ela mesma, n — 1 vezes;
se f for inversivel, defina f~™ := (f~1)".

Sendo f : A — B uma funcao qualquer e dado um conjunto C' C A, a imagem direta
de C por f é o conjunto f(C) :={f(y) | y € C}. Para um conjunto D C B, sua imagem
inversa por f é f~Y(D) :={x € A: f(z) € D}.

Uma partigao de um conjunto A é uma familia { A, },cr de subconjuntos de A indexa-
dos por um conjunto L de indices, com a propriedade de que A = Uyer Ay e AxNA, =1

para quaisquer A,y € L com \ # 7.



1 Dinamica Simbdlica

Neste Capitulo definiremos nosso principal objeto de estudo: conjuntos de sequéncias in-
finitas em ambas as dire¢oes (adiante chamadas de bi-infinitas) cujas entradas pertencem

a um conjunto finito de simbolos.

1.1 Shift Completo

Definicao 1.1. Seja A um conjunto finito nao vazio, que chamaremos de alfabeto. Os
elementos de A serao chamados de letras. Uma sequéncia bi-infinita de letras de A é uma

funcao f : Z — A. O A-shift completo A% é o conjunto de todas as sequéncias bi-infinitas.
Em geral, dada uma f € A%, a representamos por extenso como
e X9 1. X1 T . .., (].].)

na qual x = f(k), para todo k € Z.

Por vezes, usamos a notacao (xy)rez como abreviacdo para a sequéncia bi-infinita
... T_1.79T1 ... Quando tomamos um elemento w € AZ? fica subentendido que sua repre-
sentacao como sequéncia é w = ...w_q.wows ... Por fim, podemos chamar um elemento

do shift completo simplesmente de um ponto no shift completo.

Exemplo 1.2. Para r € N*, quando A = {0, 1,...,r — 1}, chamamos o A-shift completo
de r-shift completo. Em particular, quando A = {0, 1}, chamamos um elemento de A% de

uma sequeéncia bindria. N

Definicao 1.3. Um bloco ou palavra u sobre A é uma sequéncia finita de simbolos de
A. O comprimento do bloco é o nimero de simbolos que ele contém, denotado por |ul.
Um bloco u com |u| = k é por vezes chamado de um k-bloco. Denotamos por A* o
conjunto de todos os k-blocos. Um sub-bloco de um bloco v = a;...a; é um bloco da
forma v =a;...a; com 1 <17 < j <k, e denotamos por v C u. Consideramos também o
simbolo €, que nao pertence ao alfabeto, como o bloco vazio. Por definicao, o bloco vazio

¢ sub-bloco de todo bloco e definimos |¢]| = 0.

Por vezes, quando queremos fazer referéncia para determinadas partes ou blocos de
uma sequéncia, usamos a seguinte notacao: dado x € A%, e um intervalo nao-vazio
la,b] C Z, definimos a palavra Tlap] ‘= TaTas1---Tp. Naturalmente, podemos estender
essa notagao para qualquer tipo de intervalo: quando o intervalo for aberto em alguma
extremidade, apenas exclufmos o simbolo correspondente. Assim, por exemplo, Z[,) =

Zq...Tp_1. Se o intervalo for vazio, definimos zy = . Também definimos as sequéncias
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infinitas de letras {4 o0) = Ta%at1--- € T(coop] = - - - Tp—12p. O (2k 4 1)-bloco central de x

¢ o bloco x_j .

Exemplo 1.4. Seja x = ...01242203412.41232123... um ponto no 5-shift completo.
Entao x_39 = 41241, x(_7 9 = 20341, 7(0,0c) = 1232123 ..., e 0 3-bloco central de x ¢é
241. N

Dados dois blocos, podemos criar um novo bloco formado pelas letras dos dois primei-

ros blocos colocados em sequéncia.

Definicao 1.5. Dados dois blocos u = uy ... u; € v =1v;...v,, definimos a concatenacao
de u e v por

UV = Up ... UKV - . . Uy (1.2)

Para qualquer bloco u, definimos ue = u = eu. Também define-se u° := ¢, e para n € N*,

u” := wu""!. Denotamos por u* a sequéncia . .. uu.uu . . .

Exemplo 1.6. Considerando o alfabeto A = {a, b, c}, seja u = aabc e v = bbb; entdo
uv = aabcbbb e vu = bbbaabe. J& no alfabeto D = {0, 1}, sendo w = 01, temos w? = 0101,
w* = 01010101. No alfabeto AU D, temos uvw = aabcbbb01, (vw)?u = bbb01bbb01aabe. <

Definiremos agora uma funcao o : AZ — AZ que tornard o par (A%, o) um sistema

dinamico discreto.

Definicao 1.7. O operador de shift o em A” ¢é a funcao o : A* — A” que associa a cada

elemento x € A% um elemento o(z) € A% de modo que
O'((L’)Z = Ti+1 \) c Z. (13)
Exemplo 1.8. Sendo A = {0,a}, e z = ...000.2000.. ., entao o(x) = ...000a.000... <

Exemplo 1.9. Seja o : AZ — A% o operador de shift e fixe qualquer n € Z. Usando a

notacao para composicao de funcoes, veja que para qualquer x € A% vale que

Assim, sejam k,m € N*, u um k-bloco sobre A, w um m-bloco sobre A e x um ponto
da forma & = T(_oo,—m)W.UT [k o). Temos que of(z) = T(—o0,—m)WU. L[k o) € 0 (1) =

L (—oc0,—m) - WUX[k,c0) - <

Definicao 1.10. Um ponto x é periddico se existe um n € N* tal que o"(z) = z, e
dizemos que = tem periodo n. Se x é periédico, o menor n € N* tal que o™(z) = z é

chamado menor periodo de x. Dizemos que x é um ponto fizo para o se o(z) = x.

Proposicao 1.11. Um ponto x € A% tem periodo n se e somente se existe um n-bloco u

tal que x = u.
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Demonstragdo. (=) Se x tem periodo n, entdao 0™(x) = x. Defina u = xp,_1. Po-
demos escrever z da forma ¥ = Z(_s,—1).UTp o). Aplicando o, temos que o"(v) =
T(—o0,~1)U-T[n,00)- EMtao, a equacao da periodicidade de x se escreve como
:c(_oo7_1].u:c[n7oo) = x(_oo,_l]u.x[n,oo). (1.5)
Olhando para as coordenadas dos blocos centrais, temos que [, 1] = U € T[p2p—1] =
u. Assim, x se escreve da forma = = (s, _p—1)U.UUT |2, ). Aplicando 0" novamente, e
usando a equagao da periodicidade de x, temos que
T (00, —n—1]U-UUT (29, 00) = T(—o0,—n—1]UUUT (25 00) - (1.6)
Igualando as coordenadas dos blocos centrais, obtemos que
T = T(—o0,—2n—1)UUUUUL[3,00) - (1.7)

Repetindo esse processo k vezes, para k € N*, temos que z é da forma

xr = x(_oq_;m_l]uk.uuka:[(kﬂ)n’oo). (1.8)

Como a igualdade acima é vélida para qualquer k € N, segue que z = u®™.
(<) Se existe um n-bloco u tal que x = u™, entdo aplicando ¢” obtemos o™ (z) =

o"(...uun...) =...uu.u... = x, ou seja, r tem periodo n. ]

Veja que poderiamos escrever um ponto peridodico como x = u*, bem como poderiamos
agrupar esse bloco que se repete em pares, e obter x = (uu)®. Também poderiamos
agrupar m copias de u, e escrever x = (u™)*. Assim, se um ponto tem periodo n, ele

também possui periodo mn para qualquer m € N*.

1.2 Métrica

Nessa segao, veremos como definir uma métrica no shift completo. Veremos que o fato de
o nosso alfabeto ser finito garante que o espago métrico obtido é compacto. Além disso,
vamos caracterizar fungoes continuas entre shifts completos.

Em A%, definimos uma métrica que diz que dois pontos sao préximos se eles coincidem

em um bloco central.
Definicao 1.12. Dados z,y € A%, seja
—1, se xg # Yo
A(z,y) =k, sek éo maior natural tal que Z(_j 1 = Y- (1.9)
00, ser =y

A métrica em A% é dada por
pla,y) =272V, (1.10)

na qual definimos 27> = 0.
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A seguinte Proposicao é usada nas demonstragoes dos resultados dessa segao.

Proposicao 1.13. Sejam x,y € A%. Entao, para qualquer n € N, T(—nm] = Yl-nm] S€ €

somente se p(z,y) < 27",

Demonstracio. (=) Se z,y € A% sao tais que T[nn] = Yj—nn], €0ta0 p(x,y) < 27", Para
ver isso, basta notar que n < A(zx,y), e usando que a exponencial em (1.10) é uma fungao
decrescente, temos p(z,y) = 274@V) < 277,

(«<=) Por outro lado, se z,y € A” sdo tais que p(z,y) < 27", entdo 272@¥) < 27" o
que implica que A(z,y) > n. Logo, T—nn = Y—nn- O

Proposigao 1.14. (A%, p) é um espaco métrico.

Demonstracao. Temos que provar que p satisfaz as seguintes propriedades de uma métrica
em AZ, isto é, para quaisquer z,y, z € A% vale que:

(1) p(x,y) =0 se e somente se x =y,

(2) pz,y) = ply, ),

(3) plx,y) < plx,2) + p(z,y).

Veja que (1) segue do fato de que p(z,y) = 0 se e s6 se A(z,y) = oo, 0 que s6
ocorre se e somente se = y. A propriedade (2) segue da simetria das relagbes = y,
Tk = Y[k € To 7 Yo ¢ de (1.9). Falta demonstrar (3).

Caso A(z,y) = oo, temos que p(x,y) = 0 e para qualquer z € AZ, p(z,y) = 0 <
p(x,z) + p(2,y).

Caso A(z,z) = oo, temos que z = z e a desigualdade se transforma em p(z,y) <
p(x,y), que é verdadeira. O caso A(z,y) = oo é andlogo.

No caso em que A(z,y) = —1, temos dois casos a analisar. Se A(z,z) = —1, entao a
desigualdade vale pois p(z,y) = 2 < 2+ p(z,y) = p(x, z) + p(z,y) para qualquer y. Se
Az, z) # —1, temos que A(z,z) = k para algum k € N. Isso implica &[5 = 2[—kx
e, em particular, zg = zo. Agora note que A(x,y) = —1 nos dé xy # yo, logo 2o # Yo €
A(z,y) = —1. Logo, p(z,y) =2 <277+ 2 = p(x, 2) + p(z,y), como desejado.

Por fim, suponha que A(z,y) € N, A(z,2) = k e A(z,y) = m, com k,m € N. Isso
significa que [_px = 2[-kk € Ymm] = Z-mm]- Lome { = min{k, m}, entdo xj_oq =
Y—r,q € logo

pla,y) <270 <270 427 = p(a, 2) + p(z,y), (1.11)

como desejado. O]

Agora que sabemos que A% pode ser visto como um espaco métrico, podemos falar de

conjuntos abertos e fechados.

Definicao 1.15. Para x € AZ e r > 0, a bola aberta de raio r e centro x é o conjunto

B,(v) :={y € A% : p(x,y) < r}. (1.12)
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Definigao 1.16. Dado um bloco u sobre A e k € Z, definimos o cilindro Cy(u) como

sendo o conjunto

Cr(u) := {x € A% : Ty pijul—1) = u}- (1.13)

O cilindro Cj(u) é o conjunto de pontos de A% que contém o bloco u comegando na

posicao k.
Exemplo 1.17. (O conjunto Cy(u) € aberto e fechado). Tome z € Ci(u), e seja
n = max{|k|, |k + |u|] — 1]} (1.14)

Provemos que By-n+1(2) C Ci(u). Dado y € By-nt1(x), entao p(z,y) < 27", 0 que em
particular implica que p(z,y) < 27", e segue da Proposicao 1.13 que y[_pnn] = Z[-nn). Mas
observando que % = T g+ju/-1] C T[-nn]s ENLAO Yk htju/-1] = U € logo y € Cp(u). Desta
forma, Cy(u) é aberto.

Usando um argumento analogo ao do paragrafo anterior, mostramos que AZ\Cy(u)
também é aberto: tome x € AZ\Cy(u), e seja n = max{|k|, |k + |u| — 1|}, de maneira que

By-n+1(z) C AP\ Cy(u). Portanto, Cy(u) também é fechado. q

Exemplo 1.18. (Bolas também sdo cilindros). Seja r = 27%*! com k € N. Entao
B, (z) = C_p(2[-kx)-

(C) Para qualquer y € B,.(x) temos que p(z,y) < r = 27%1. Como mostrado no
Exemplo 1.17, segue que yj_ix = T|—kk, OU s€ja, y € C_p(T[_kn)-

(D) Sey € C_p(x_px) entao y_px = T—kr- Logo ply,z) < 27% < 271 ou seja,
y € B.(x). q

Como podemos enxergar a convergéncia de sequéncias de pontos do shift completo?
Usando os indices sobrescritos, considere {(™}, cy uma sequéncia em A%, e digamos que
ela converge para x. Isso significa que para qualquer ¢ > 0 existe um N € N tal que
p(z™,2) < ¢, para todon > N. Mas perceba que dado um e > 0, podemos encontrar
um k£ € N tal que 27% < e. Portanto, a sequéncia converge se, para qualquer k € N,
existe um N € N tal que p(x(”),x) < 27% para todo n > N. Além disso, a condicdo
p(z™, ) < 27% equivale a dizer que xfﬁ)kk] = Z[_k- Finalmente, podemos dizer que uma
sequéncia {z(™}, ey em (A%, p) converge para z se para qualquer k € N existe um N € N
tal que para todon > N, xfﬁlk] = T[—j,k]-

Como nosso alfabeto é finito, entao o conjunto de todos os k-blocos também é finito,
para qualquer k € N*. Usando esse fato, e a nogao de convergéncia do paragrafo anterior,

podemos provar que o espaco (A%, p) é compacto.
Proposigao 1.19. O espago métrico (A%, p) é compacto.

Demonstragio. Considere uma sequéncia {2 },.en qualquer. Sem perda de generalidade,
podemos supor A = {1,...,r}. Vamos construir uma subsequéncia convergente usando

um argumento conhecido como diagonal de Cantor.
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Primeiramente veja que podemos particionar o conjunto dos indices seguintes subcon-

juntos

Pl={neN:z{"=3}, j=1,..r (1.15)

Como N ¢ infinito e N = Pj U...U PJ, pelo principio da casa de pombos, pelo menos
um desses conjuntos Pg deve ser infinito. Isso significa que deve existir um jo € {1,...,7}
tal que Pgo ¢ um conjunto infinito de indices. Denote Ny = Pgo. Obtemos assim uma
subsequéncia {2 },cn, da sequéncia original na qual todos os elementos possuem a
mesma coordenada 0.

Veja que o conjunto de todos os 3-blocos sobre A é finito: de fato, possui 7® elementos.

Digamos que A = {uy,us, ..., u,s}. Entao, particionamos o conjunto Ny nos conjuntos
Pl={neNy:a”,j=w}, j=1,...1° (1.16)

Como Ny é infinito e Ny = Pl U ... U P{S, pelo principio da casa de pombos, pelo
menos um destes conjuntos Plj deve ser infinito. Assim, existe um j; tal que Pfl contém
infinitos elementos. Denotamos por N; = Pljl. Perceba que N; C Ny. Dessa forma,
construimos uma subsequéncia {z(™},cn, da sequéncia anterior na qual todos os pontos
possuem o mesmo 3-bloco central.

Seguimos adiante com essa construgao: no k-ésimo passo, listamos todos os (2k + 1)-
blocos sobre A como A**! = {uy,...,u,2r+1}. Entdo, particionamos o conjunto Nj_;

obtida no passo anterior em Ny ;= Pl U... U P,:%H, em que
Pl ={neNy: x@kk} =u;}, j=1,..., 0" (1.17)

Pelo principio da casa de pombos, existe um j; tal que P,fk tem infinitos elementos.
Denotamos N, = P,g’“, e perceba que N, C Nj_;. Assim, obtemos uma subsequéncia
{2}, cn, na qual todos os (2k + 1)-blocos centrais sdo idénticos.

Pela construgao acima, Ny 2 Ny O Ny D ... e para quaisquer k € N, £, m € Ny, temos
que x[(f)k,k] = xfinlzk]

Finalmente, escolhemos ny € Ny, ny € N; com ny > ng (que existe pois N; é infinito),
ny € Ny com ny > ny (que existe pois Ny € infinito), e em geral n, € Ny com ny > nj_;
(que existe pois N ¢ infinito). A subsequéncia convergente é {z(™)}.en, e o ponto para

o qual ela converge é o ponto x tal que
Ll—kk] = T_g g (1.18)

Note que pela equagao (1.18) e pela Proposi¢ao 1.13, temos que para qualquer k € N,
p(x™) ) < 27 Para mostrar que {z(™)},cy converge para x, seja ¢ > 0 qualquer, e
tome um K € N tal que 275 < e. Note que para qualquer k > K, temos que p(x(™), z) <

27k < 27K < ¢, como desejado. O
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Conforme [4, p.125], uma fungao é continua se e somente se a imagem de qualquer
sequéncia convergente é convergente. Usamos esse resultado para demonstrar a continui-
dade do operador de shift.

Exemplo 1.20. (O operador de shift é uma func¢do continua). Seja {x™},cy uma
sequéncia em (A%, p) tal que (™ — 2. Mostraremos que o(z™) — o(z).

Seja € > 0 qualquer, e escolha um k& € N tal que 27% < ¢ para facilitar as nossas
contas. Como x,, — x, entdo existe um N tal que, para todo n > N, p(z™,x) < 27F,
Isso significa que, para todo n > N, xfﬂe_mﬂ] = T[_k—1kt1]-

Agora note que U(LL'(”))[,M] = x[(n%ljkﬂ] e 0(T)[—kk] = T[-k41,kt+1). Pelo pardgrafo

acima, para todo n > N vale que T gt 1]

o(x™)_ky = o(2)—kx. Com efeito, para todo n > N, p(co(z™),0(x)) < 27% < e,

= T[—g+41,k+1], logo também vale que

concluindo que (z(™) — o(z) e, de fato, o é uma funcdo continua. <

Lembrando que uma funcao é continua se e somente se a imagem inversa de um

conjunto aberto é um conjunto aberto [4, p.68], provaremos o seguinte Lema.

Lema 1.21. Sejam A e D alfabetos quaisquer. Uma funcao f : A% — D% ¢ continua se
e somente se para cada k € N existe um N € N tal que para qualquer x € A”, (@) kn

depende apenas de T|_n N

Demonstragao. (=) Vamos mostrar que para cada k € N existe um N € N tal que se

Z[-N,N] = T[-N,N] entao f(Z)[,k,k} = f(ﬂi’)[,k,k}
Tome um f(z) € D¥ e um k € N. Note que o cilindro

B = Coulf (@) ) (1.19)

é o conjunto de todos os pontos de D% cujo (2k + 1)-bloco central é f(z)[_jx. Como E

¢é aberto, a continuidade de f garante que o conjunto
A= fYE) (1.20)

¢ um aberto de A%. Logo, de z € A, sabemos que existe um raio § da forma § = 2=V*! tal
que Bs(x) € A. Agora note que B,(x) = C_y(z[_n,n]) € 0 conjunto de todos os pontos de
AZ cujo (2N +1)-bloco central é T[-n,N]- Assim, se z € B,(x) temos que z[_n,n] = T[-N,N]
e, além disso, f(z) € E o que garante que f(2)—kx = [(%)[—kx-

(<) Seja f : AZ — DZ tal que para cada k € N existe um N € N tal que, para
todo © € A%, f(z)_kx depende apenas de z[_y nj. Seja A um aberto de DZ e considere
um ponto x € f~1(A) qualquer. Encontraremos um raio r > 0 tal que B,(z) C f~'(A),
mostrando que f~1(A) é aberto.

Por definigao, f(z) € A. Como A é aberto, existe um raio ¢ da forma e = 27%! tal
que B.(f(x)) € A. Sabemos que B(f(x)) = C_i(f(x)—kx) ¢ 0 conjunto de todos os
pontos de D% cujo (2k + 1)-bloco central é f(z)_ -
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Por hipétese, para esse k existe um N tal que se y € A% é tal que Y[-N,N] = T[-N,N]»
entdo entdo f(y)—rx = f(@)—rk- Veja que isso é equivalente a dizer que se y pertence
a C_n(z_n,n)), entdo f(y) pertence a C_y(f(2)kx) = Be(f(z)). Definindo r = 2=V +1,
obtemos C_n(z-nn)) = By(z). Assim, para qualquer y € B,(z) temos que f(y) €
B.(f(x)), 0 que prova que B,(z) C [}(A). 0

1.3 Subshifts

Nesta secao, estudaremos subconjuntos de A% chamados subshifts. Veremos que subshifts

sao exatamente os conjuntos que sao fechados e invariantes pelo operador de shift.

Definicao 1.22. Dado = € A% e w bloco sobre A, diremos que w ocorre em x se existirem

i,j € Z tais que w = x5, e escrevemos w 4. Caso contrario, escrevemos w # .

Considere um conjunto F de blocos, os quais serao considerados os blocos proibidos.

Entao, formamos o subconjunto de pontos de A% nos quais os blocos de F nao ocorram.

Defini¢ao 1.23. Seja v um bloco sobre A. Defina o subconjunto de A% no qual u nio

ocorre por

Xy :={r € A? 1u fx}. (1.21)

Para um conjunto F de blocos sobre A, definimos

Xy = [ Xu- (1.22)
Definicao 1.24. Um subshift é um subconjunto W de um shift completo AZ tal que
W = Xg para algum conjunto F de blocos sobre A.

Exemplo 1.25. Como exemplos triviais, tomando F = (), vemos que o shift completo A%

¢ um subshift. Da mesma forma, tomando F = A, temos que X = () é um subshift. <

Exemplo 1.26. Veja que dados dois subshifts Xz e X, sua intersecao também é um

subshift, uma vez que

XpNXg = (ﬂ xw> N (ﬂ xv> = (] Xu=Xruc (1.23)

weF veG ueFUG

Exemplo 1.27. Sejam F' C GG conjuntos de palavras proibidas, entao Xg C Xp, pois

x(;:ﬂxw:<ﬂxw)m (N Xu ] S [) Xu =X (1.24)

weG weF weG\F weF
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Exemplo 1.28. Tomando A = {0, 1}, considere todas as sequéncias bindrias nas quais
nao existam dois 1’s adjacentes. Essa restrigao pode ser posta tomando F = {11}. Aqui,

o subshift W = Xy obtido é chamado de shift da razao durea. <

Exemplo 1.29. Considere W como sendo o conjunto de todas as sequéncias bindrias nas

quais entre dois 1’s existe um nimero par de 0’s. Neste caso, tomamos
F = {10*""'1:n € N} (1.25)
e chamamos W = Xg de shift par. <

Exemplo 1.30. Considere um subconjunto S C N. Se S for finito, defina X(.S) como
o conjunto de todas as sequéncias bindrias nas quais o 1 ocorre infinitamente em ambas
as direcoes e tal que o nimero de 0’s entre quaisquer 1’s sucessivos pertence ao conjunto
S. Se S for infinito, removemos a exigéncia de que o 1 ocorra infinitamente em ambas
as diregoes, e permitimos sequéncias que comecem ou terminem com infinitos zeros. Em
ambos os casos, chamamos o subshift X(S) de shift S-gap.

Assim, por exemplo, o shift da razao durea é obtido tomando S = {1,2,3,...}, o shift

par é obtido tomando S = {0,2,4,...} e o shift completo tomando S = N. <

Veja que podemos ter JF finito como no Exemplo 1.28 como infinito no Exemplo 1.29.
Em todos os casos, F é um conjunto enumeravel: ordene os blocos de & por comprimento,
e perceba que para cada n, existem apenas finitos n-blocos. Também veja que podemos

descrever um mesmo subshift com diferentes conjuntos J.

Lema 1.31. Seja W C A% um subshift e n € N*. Entdo existe um conjunto F de blocos

de comprimento pelo menos n tal que W = Xg.

Demonstracao. Como W é um subshift, entao existe um conjunto I’ de blocos tal que

W = Xpg. Para cada k-bloco u em F', com k < n, considere
I(u)={we A" :u C w} (1.26)
o conjunto de todos os n-blocos que contém u. Defina

To(F) = | J Tu(w) (1.27)
fufen

e tome F como sendo o conjunto F = {w € F : |w| > n}UT,(F). Veja que por construgao,
todos os blocos de F tem comprimento pelo menos n. Vejamos que AZ\Xr = A%\ Xg.
(C) Tome x € A®\Xp. Entao existe um bloco w € F tal que w<z. Se |w| > n,
entdo w € F e x € A¥\Xy. Se |w| < n, sejam 4, j tais que w = zy; ;. Veja que podemos
“aumentar” o bloco w e considerar o bloco v = x[; j4.,—1). Nesse caso, udr e u € I,(w) CF,

logo também temos = € A%\ Xg.
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(2) Tome z € A%\Xg. Entao existe um bloco w € F tal que w<z. Se w € F, entao
r € AP\Xp. Se w ¢ F, entao w € T',,(F). Logo, existe um bloco u € F tal que u C w, e
assim u < o que implica z € AZ\Xp.

Finalmente, basta considerar o complementar da igualdade acima e concluir que W =
Xr = Xg. O

Defini¢ao 1.32. Um subconjunto X do shift completo A% é dito ser shift-invariante se
o(X) C X.

Veja que se X C AZ ¢é shit-invariante, entdo a restricao o|x : X — X estd bem

definida. Vejamos que os subshifts sao shift-invariantes.

Proposicao 1.33. Para qualquer conjunto F de palavras proibidas vale a igualdade
o(Xg) = Xg. (1.28)

Em particular, todo subshift é shift-invariante.

Demonstrag¢ao. Primeiro, veja que dado um bloco w, entao vale w <z < w<o(x). Isso
pois w < x se existem i, j tais que w = x; ;). Aplicando o operador de shift, temos que
o(x)i-1,-1 = T ) = w, ou seja, w Ao (x). A reciproca é andloga.

Seja dado um conjunto F de blocos proibidos, mostraremos que o(Xg) = Xg.

(C) Note que um ponto x pertence a Xg se e s6 se Yw € F,w Ax. Pelo paragrafo
anterior, isso significa que Yw € F,w fo(x), ou seja, o(x) € Xg. Assim, o(Xg) C Xs.

(D) Tome um ponto x = (z;)iez € Xg. Considere y = (x;_1)iez, € veja que y € X,
uma vez que se algum bloco proibido ocorresse em y, ele ocorreria em z. Como = = o(y),
entao Xy C o(Xg). O

Pela igualdade acima, vemos que tanto o|x, quanto sua inversa estdo bem definidas
em um subshift. A shift-invariancia é uma condicao necessaria, mas nao suficiente para

caracterizar um subshift.

Exemplo 1.34. Considere em {0,1}% o ponto & = ...000.1000..., isto é, Ty = 1 e
Z; = 0 para todo i € Z \ {0}. Seja subconjunto X formado pela érbita de Z, ou seja,

X ={0"(z) : n € Z}. Veja que X é invariante pelo operador de shift, uma vez que
o(X)={o(c"(2):n€Z}={c""F):necZ} =X

Entretanto, se X fosse um subshift X, nao poderiamos ter nenhum bloco 0% pertencendo
a F, para qualquer k € N*, j& que Z[; 3 = 0*. Portanto, terfamos que nenhum sub-bloco

de 0*° pertenceria a F. Isso implicaria que 0> € X5, 0 que nao ocorre. <

Veja que no exemplo acima, podemos formar uma sequéncia {z™},cy de pontos de
X, fazendo (™ = ¢™(¥). Essa sequéncia converge para 0, que é um ponto que nao

pertence ao conjunto X.
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Proposicao 1.35. Um subshift X¢ C A% é compacto.

Demonstragio. Dada a sequéncia {#(™},cn C Xg, construimos uma subsequéncia con-
vergente {z(")} ey , de maneira totalmente andloga & demonstracio da Proposicao 1.19.
Seja z o ponto para o qual {z(™)} converge. Se algum bloco u € F ocorresse em z,
entao existiriam 7,5 € 7Z tais que z;;; = uw. Mas ai basta tomar um k € N tal que
k > max{|i|,|j|}, de modo que w}; ;) C T x = xfﬁ’z)k] Assim, u ocorre em (™), o que é

uma contradicdo com o fato de que (™) € Xg. Logo, & € Xg, como desejado. O

Teorema 1.36. Um subconjunto de A% é um subshift se e somente se € shift-invariante

e compacto.

Demonstragao. (=) Pelas Proposigoesl.33 e 1.35, um subshift é shift-invariante e com-
pacto.

(<) Seja W um subconjunto de A% que ¢ shift-invariante e compacto. Um subcon-
junto de um espago métrico compacto é compacto se e somente se é fechado [4, p.211].
Assim, W é fechado, ou seja, W¢ é aberto.

Portanto, para cada y € W€ existe uma bola de centro em y totalmente contida em
We. Isso significa que existe um raio r(y) tal que B, (y) € W¢. Pela Proposicao 1.13,
podemos escolher 7(y) = 27*W+1 " Assim, se = € By (y), entao k() k)] = Yi—ky)k@)]-
Defina entao, para cada y € W¢, o bloco u(y) = yj—k@).k@y)- Seja

F=Auly):y e W} (1.29)

e vejamos que W = Xg.
(C) Tome z € W, e suponha por contradi¢do que = ¢ Xg. Isso significa que existe
um u(y) € F tal que u(y) <z, para algum y € W€. Por defini¢ao, existe um i € Z tal que

Tli—k(y)ithy)] = U(y). Considere z = o'(z), que pertence a W por shift-invariancia. Agora

k) k)] = O () k) kW) = Tlimk(w) k) = UY) = Y k() k)]s (1.30)

ou seja, p(z,y) < 27¥W < 27FWIHL = p(y). Assim, z € B, (y) C W¢ o que é uma
contradicao com o fato de que z € W.

(D) Seja x € Xg, e suponha por contradigao que x ¢ W. Assim, z € W€ o que
significa que u(x) € F. Mas uma vez que u(z) <z, temos uma contradigdo com o fato de
que r € Xyg. O

1.4 Linguagens

As vezes é melhor descrever um subshift através dos blocos que sao permitidos em seus

elementos ao invés de focar nos blocos que sao proibidos.
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Definigao 1.37. Seja X C AZ um subconjunto de um shift completo. Denote por B,,(X)
o conjunto de todos os m-blocos que ocorrem em pontos de X. A linguagem de X é o

conjunto

B(X) = Ba(X). (1.31)
n=0
Para um bloco w € B(X), dizemos que w ocorre em X ou w € permitido em X.

Exemplo 1.38. A linguagem do shift da razao aurea é
{e,1,0,00,01, 10, 000,001,010, 100, 101, .. .}.
q

Pensamos no conjunto B(X) como o conjunto dos blocos permitidos de X. O préximo
resultado mostra quais conjuntos de blocos sao linguagens de algum subshift, e que estes

ultimos podem ser caracterizados por suas linguagens. No Teorema a seguir, usamos que
B(X) C B(A%), de modo que B(X)¢ denota o conjunto B(AZ) \ B(X).

Teorema 1.39.
(1) Seja W um subshift e L = B(W) sua linguagem. Se w € £, entao
(a) todo sub-bloco de w pertence a L, e
(b) ezistem blocos nao vazios u e v tais que uwv € L.
(2) Se L € uma colegao de blocos sobre A, entao L = B(W) para algum subshift W
se e somente se L satisfaz a condigdo (1).

(3) Um subshift é determinado por sua linguagem, isto €, para qualquer subshift W,
W = Xg(nye. (1.32)

Demonstracao.

(1) Se w € L = B(WW), entao existe um ponto x € W tal que w ocorre em z, ou seja,
w = x5, com 4 < j. Mas entao todo sub-bloco de w ocorre em x, e logo pertence
a L. Da mesma forma, podemos tomar u = ;) € v = Z(j ), com k <iem > j,
de forma que wwv = x|, ocorre em L.

(2) Seja £ uma colegao de blocos satisfazendo a condigao (1), e seja W = Xge. Mos-
traremos que £ = B(W).
(2) Tome w € B(W). Entdao w ocorre em algum ponto x € Xge, e por defini¢ao,
w ¢ L°. Logo, w € L.
(C) Tome w € L. Aplicando (1b), temos que existem blocos ndo vazios u; e v;
tais que uywv; € L. Aplicando (1b) para o bloco ujwwvy, temos que existem blocos
nao vazios uq, vy tais que usujwvive € L. Repetindo esse processo ad infinitum,
obtemos um ponto = = ... usui.wv vs ... tal que todo sub-bloco de = pertence a

L, logo x € Xge. Como w é um bloco de x, entdo w € B(Xze) = B(W).
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(3) Seja W um subshift, mostraremos que W = Xgy)e.
(C) Tome x € W. Uma vez que todos os sub-blocos de = ocorrem em B(W),
entdo  nao contém nenhum bloco de B(W). Assim, & € Xgw)e.
(2) Como W é um subshift, existe um conjunto JF tal que W = Xg. Se x € Xgw)e,
entdo todo sub-bloco de x pertence a B(W) = B(Xg). Por definigdo, nenhum sub-
bloco de x pertence a F, e x € Xg = W.
[

Uma linguagem que possui as propriedades (la) ou (1b) acima é dita ser fatorial
ou extensivel, respectivamente. A parte (3) do Teorema acima nos dd4 uma maneira de

verificarmos se determinado ponto z € A% pertence ou nao a um subshift .

Corolario 1.40. Seja W um subconjunto do A-shift completo. Entao W € um subshift
se e somente para todo x € A” que satisfaz x5 € B(W) para todo i,j € Z, temos que
xeW.

Demonstragao. (=) Seja W um subshift, e tome z € A% que satisfaz z; ;) € B(W) para
todo i, j € Z. Note que essa propriedade do ponto x garante que nenhum bloco de B(WW)¢
ocorre em x. Logo x € Xgw)e. Como W é um subshift, a equacao (1.32) nos garante que
reW.

(<) Considere que W C A% é tal que para todo = € A% que satisfaz z}; ;; € B(W),
para todo 4,7 € Z, tem-se x € W. Vamos mostrar que W = Xgy)e, provando que W ¢
um subshift.

(C) Dado = € W, entao todo sub-bloco de z pertence a B(W). Portanto, nenhum
bloco de B(W)¢ ocorre em z, o que implica que x € Xy )e.

(2) Tome x € Xgwye. Entao, nenhum bloco de B(W)° ocorre em z. Isso equivale a
dizer que para quaisquer 4,j € Z, xj ;) € B(W). Por hipdtese, temos que x € W, como
desejado. O

Definicao 1.41. Um subshift X é dito irredutivel se para cada par ordenado de blocos
u,v € B(X) existe um w € B(X) tal que vwv € B(X). Um subshift que nao satisfaz

essa condicao ¢é dito redutivel.
Exemplo 1.42. Sejam A = {0,1} e F = {01, 10}. Entao Xy = {0°°,1>°}. Veja que
B(Xg) ={0":ne N}U{1™ :m € N}. (1.33)

Logo, tomando v = 1,v = 0, vemos que nao existe nenhum w € B(Xs) tal que
uwv € B(Xy), j& que nao existe palavra comegada em 1 e terminada em 0 na linguagem

de Xg. Este é um exemplo de shift redutivel. N

Exemplo 1.43. Seja W shift da razao aurea do Exemplo 1.28. Sejam u = uy ... u,,v =
v1 ... € B(W). Se u,v; € {00,01,10}, escolha w = €, e veja que uwv € B(W'), uma vez
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que o bloco proibido 11 nao ocorre em nenhuma parte de uwv. Caso u,v; = 11, escolha

w = 0, e novamente temos que uwv € B(W). Assim, esse subshift é irredutivel. <

1.5 n-Blocos Adjacentes

Dado um alfabeto A, podemos criar um novo alfabeto considerando os n-blocos sobre A
como seus novos simbolos. Assim, faz sentido falar do shift completo (A™)%. Além disso,

h4 uma maneira de incluir os pontos de A% em pontos de (A™)%.

Definigao 1.44. Seja n € N*. Defina o cddigo n-bloco adjacente B3, : AZ — (A™)Z da

seguinte maneira:

(Bn())i = Tpii4n—1)- (1.34)

Exemplo 1.45. Seja A = {0,1,a,b}. Vejamos qual é a imagem de um mesmo ponto por

diferentes (3,,.

Ba(...11ab0.abl10...) = ...[11][1a][ab][60][0a].[ab][b1][10] . ..
Bs(...11ab0.abl0...) = ...[11a][1ab][ab0][b0a][0ab].[abl][b10]. ..
Ba(...11ab0.abl0...) = ... [11ab][1ab0][ab0a][b0ab][0abl].[abl0] . ..

Veja que o bloco na posigao i em f,(z) é o n-bloco que comega na posigao i de x. <

Seja W C A% um subshift. Podemos restringir 3, de maneira que W seja seu dominio.
Veja que a imagem de um ponto x € W por (3, é formada por n-blocos que ocorrem em
x, logo pertencentes a B,,(W). Podemos entao restringir o alfabeto do contra-dominio,
e toma-lo como sendo B, (W). Assim, podemos definir o cddigo n-bloco adjacente com
dominio no subshift W, 3, : W — (B,(W))%, determinado pela mesma equagao (1.34)

anterior.

Definigao 1.46. Seja W um subshift e n € N*. O shift n-bloco adjacente ou a repre-
sentacdo em bloco adjacente de W é a imagem W = 3, (W).

Na préxima se¢ao, demonstraremos o seguinte resultado.
Proposicao 1.47. Os shifts de blocos adjacentes de um subshift também sao subshifts.

Demonstracao. Segue do Teorema 1.60. [

1.6 Morfismos

Nessa secao definiremos as fungoes que preservam a estrutura de um subshift.
Seja W um subshift sobre o alfabeto A e seja D um outro alfabeto. Sejam m,n € Z

com —m < n e suponha que temos uma fungao ® : B, ,11(W) — D, que chamaremos
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de mapa de blocos, que faz corresponder a cada (m + n + 1)-bloco permitido em W um
simbolo em D. Podemos entao definir uma funcao ¢ : W — D% que leva um ponto z € W

em um ponto y = ¢(z) € DZ seguindo a regra definida por ®:

Um esquema representando a transformacao ¢ é dado na Figura 1.

Definigao 1.48. Seja W um subshift sobre A e ® : B,,, 1, 11(W) — D um mapa de blocos.
A funcio ¢ : W — DZ definida por (1.35) é chamada de cddigo de blocos com memdria m
e antecipagcao n induzido por ®. Denotamos ¢ = CID([;m’n} para especificar a dependéncia

com relagao a ¢, a memoria m e antecipagao n.

Quando ocorrer de a imagem ¢(X) estar contida em um subshift Y C D%, abusamos

da notacao e escrevemos ¢ : X — Y.

Exemplo 1.49. Seja W C A% um subshift, e o mapa ® : Bo(W) — A dado por ®(aga;) =

[0,1]

a;. Tome m =0en =1 e temos que ¢ = P é 0 operador de shift o. Outra maneira

de descrevé-lo seria usando ¥ : By (W) — A dada por ¥(ag) = ap, definir a memdria
(1,1]

m = —1 e antecipagdo n = 1 e terlamos o = W', Se, ao invés disso, definirmos a

memoria como sendo m = 1 e antecipacao n = —1, temos a funcao inversa do operador
e ~1,-1

de shift o=t = w1, 4

Os exemplos acima mostram que um codigo de blocos pode ser representado de varias
maneiras. Além disso, dois cédigos de blocos podem ser induzidos pelo mesmo mapa de

blocos, porém serem diferentes devido as suas memorias e antecipagoes.

Exemplo 1.50. Seja W o shift da razao durea do Exemplo 1.28, D = {a,b,c} e © :
Byo(W) — D dado por ©(00) = a,0(01) = b,0(10) = ¢. Veja que nao precisamos definir
©(11) uma vez que 11 ¢ Bo(W). Podemos definir 6; = 0% ¢ temos por exemplo

61(...00101010.0000100...) = ...abcbcbca.aaabca . . . (1.36)
<

Exemplo 1.51. Seja W C AZ um subshift, D = B, (W) e ® : B,(W) — D dado por
O(ag...an-1) =|ag...an-1] € B (W). (1.37)

Entao (3, = ol ¢ o codigo n-bloco adjacente da secao anterior. <

Figura 1 — Cédigo de blocos ¢ = L™,

Tiem Timm+1 - - - Tign [Titnt1 Titnt2 - - -

<o Lj—m—1
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Exemplo 1.52. Scja ¢ = &™) : X — Y um cédigo de blocos induzido pelo mapa de
blocos @ : B, 1ni1(X) — D. Por puro formalismo, pode ser conveniente pensarmos que
¢(x); depende de um sub-bloco maior do que Z[;_p, i1, porém seguindo a mesma regra

®. Dados M > m e N > n, definimos P Brran+1(X) — D por

A

(@i ariv ) = P(Tfi—mitn))- (1.38)
Veja que d5MM = oo™ Esse processo de passar de ® para ® é chamado de
“aumentar a janela de ®”. <

Exemplo 1.53. Seja @ : B, ,+1(X) — D um mapa de blocos. Abusando da notacao,
podemos definir ®(v) para blocos v com comprimento maior que m + n + 1. Seja v =
T[emmtk—1] um (m +n + k)-bloco em B(X). Sua imagem por ® é um k-bloco sobre D

definida por

(I)(U) = WoW1q ... WEg—1 (139)
em que wj = P(T_ptjnij) para j =0,...,k — 1. Essencialmente, o que fazemos é uma
versao finita do processo de calcular ¢(x) através de P. N

Proposigao 1.54. Sejam X e Y subshifts e ox, oy seus operadores de shift. Se ¢ : X —

Y é um codigo de blocos, entao ¢ o ox = oy o @, isto €, o sequinte diagrama comuta.
X

ox l

X

Demonstracdo. Basta analisar a igualdade ¢ o ox = oy o ¢ coordenada a coordenada.

-,

Oy

< e—

“,

Suponha ¢ = ®™" Seja z € X qualquer, entdo

poox(x); = dlox(x)) =

= (I)<0—X(x)[ifm,i+n]) = ®($[i+1fm,i+1+n]) = (1-40)
= ¢(x)is1 = 0y © 9(T);
A igualdade vale para qualquer coordenada, entao segue a identidade desejada. O

Proposicao 1.55. Cddigos de blocos sao fungoes continuas.

Demonstracao. Aumentando a janela se necessario, seja ¢ = Q)LZN’N] : X = D% um
cédigo de blocos. Tome x € X e seja k € N qualquer. Veja que se y € X é tal que

Y[—-N—kk+N] = T[-N—kk+N] €ntao para —k < j < k temos

Qb(y)j = (I)(y[j—N,j-i-N]) = (I)('T[j—N,j-&-N}) = ¢(33>j (1.41)

0 que mostra que Y = T[4k Pelo Lema 1.21, ¢ é continua.
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Exemplo 1.56. Vejamos que os periodos de um ponto sao preservados por um cédigo de

blocos. Se ¢ : X — Y é um cddigo de blocos e x € X tem periodo n, entao

¢(z) = ¢(o"(x)) = 0"(¢(2)), (1.42)
0 que mostra que ¢(z) também tem periodo n. <

Teorema 1.57. Sejam X e Y subshifts. Uma funcao ¢ : X —'Y € um cddigo de blocos

se e somente se ¢ € continua e comuta com o operador de shift, isto €, poox = oy 0 .

Demonstracao. (=) Se ¢ = ™™ ¢ um cddigo de blocos, entao é continuo e comuta

com o operador de shift pelas Proposigoes 1.54 e 1.55.

(<) Seja ¢ : X — Y uma funcao continua e que comuta com o operador de shift. Do
Lema 1.21, sabemos que existe um N tal que ¢(x), depende apenas de z_y n]. Defina o
mapa de blocos @ : Boyi1(X) = B1(Y) por

O(x—n,N)) = O(x)o- (1.43)
Veja que ¢ = @LZN’N}, uma vez que
()i = d()o4i = U%/W(x))o = ¢(U%(95))0 = (1.44)
= O (¥)[-nN) = P(T-N+iN+i))-
n

Um cédigo de blocos ¢ : X — Y que é sobrejetor é chamado de um cddigo fator de
X para Y; nesse caso dizemos que Y é um fator de X. Um cédigo de blocos ¢ : X — Y
que ¢é injetor é chamado de imersdo de X em Y. Um caso interessante ocorre quando ¢ é

wnversivel, isto é, existe um codigo de blocos ¥ : Y — X tal que poyp =idx e o = idy.

Definicao 1.58. Um cédigo de blocos ¢ : X — Y que é inversivel é chamado de uma

conjugac¢ao. Nesse caso, dizemos que X e Y sao conjugados, e denotamos por X =Y.

Exemplo 1.59. Seja W um subshift e W™ o shift n-bloco adjacente. Sabemos pelo
Exemplo 1.51 que 3, : W — W é um cédigo de blocos. Defina entdo o mapa de blocos
U Aw — A por ¥([ag...a,—1]) = ag, e considere o cddigo de 1-bloco 9 = glon=1
Wl — W. Veja que Vi € Z,

V(Bu(2))i = (Bu(®)i) = Y([7i - - Tign]) = 74, (1.45)

ou seja, 1 o 3, = idy. De maneira andloga, mostra-se que 3, o 1) = idyym, € obtemos
W Wi, <

Teorema 1.60. Seja X um subshift e ¢ : X — DL um cdédigo de blocos. Entao ¢(X) é
um subshift.
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Demonstracao. Conforme [4, p.213], a imagem de um conjunto compacto por uma fungao
continua é um conjunto compacto. Pela Proposicao 1.35, X é compacto, e a Proposicao
1.55 garante que ¢ é uma funcao continua. Logo, ¢(X) é compacto.

Denote por o : X — X o operador de shift em X e oy o operador de shift em DZ%. Pela
Proposigao 1.54, temos que ¢ o 0 = op o ¢. Pela Proposicao 1.33, temos que X = o(X).
Logo, vale que

op(d(X)) = ¢(0(X)) = ¢(X), (1.46)
isto é, ¢(X) é shift-invariante. Logo, pelo Teorema 1.36, ¢(X) é um subshift. ]



2 Subshifts do Tipo Finito

Um dos tipos mais “simples” de subshift é aquele que pode ser descrito por um conjunto

finito de restricoes.

2.1 Restricoes finitas

Definicao 2.1. Um subshift W C AZ ¢ dito ser um subshift do tipo finito, abreviadamente
STF, se existe algum conjunto finito F de blocos sobre A tal que W = Xg.

Exemplo 2.2. O shift da razao durea (Exemplo 1.28) é um STF, uma vez que ele pode

ser descrito por Xyi1y. <

Veja que pelo Teorema 1.39, vale que W = Xgye para qualquer subshift W. Exceto
quando W = AZ, B(W)¢ é um conjunto infinito. Por exemplo, tomando W como o shift

da razao aurea, temos
B(W)° = {11,110,011, 111, 1100, 1101, 1110, .. .}. (2.1)

Entretanto, isso nao contradiz o fato de o mesmo é um STF, uma vez que pela definicao,

sO precisa existir algum conjunto finito de palavras proibidas que descreva o shift.

Lema 2.3. Se W ¢é um STF, entao existe um N € N* e um conjunto de N-blocos F tal
que W = Xs.

Demonstracao. Se W é um STF sobre o alfabeto A, entao existe um conjunto finito F
tal que W = Xp. Escolha um N € N* tal que N > max{|w| : w € F'}. Veja que dado
w € AN, ou w ocorre em W — e temos w € By (W) — ou w nao ocorre em W. Neste
ultimo caso, temos que w deve conter algum sub-bloco que pertence a F', uma vez que
todo bloco de F' tem comprimento menor ou igual a N. Assim, seja F = AV\By(W).
Vejamos que (Xg)¢ = We.

(2) Tome x € W¢ = (Xp). Entao existe um w € F tal que w<z, isto é, w = T} i |w|—1]
para algum i € Z. Entao veja que w C z};4n-1] € AN, Ocorre que T ien-1] € Bn(W),
uma vez que o mesmo contém o bloco proibido w como sub-bloco. Logo, zi1n—1 €
AN\ BN (W) = F, e temos que z € (Xg)°.

(C) Tome z € (Xg)°. Entdo existe um w € F = AN\ By(W) tal que w = ;4 n-1]
para algum i € Z. Como w ¢ By(W), entdo w € B(W)¢. Assim x € (Xparye)® = W°.

Agora basta tomar o complementar da igualdade acima e temos o resultado desejado.

O
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Assim, se W = X5 é um STF, podemos supor que todos os blocos de F tem com-
primento N. Por definicao, x € A% pertence a W exatamente quando nenhum de deus
sub-blocos ocorre em JF, ou seja, exatamente quando xj;yn—1] ¢ F,Vi € Z. Pelo Lema

anterior, isso equivale a dizer que x € W se x; 4n_1] € By (W) para todo i.

Exemplo 2.4. (O shift par nao é wum STF). Suponha que o shift par do Exemplo 1.29
seja um STF. Entao existiria um N € N* tal que W = X5 em que F = AVM\By(W).
Seja entdao z = 0°.10*V 110, Veja que vale que zj; i+ n—1) € By (W) para todo 4, e logo

terfamos x € Xg, contradizendo a definicao do shift par. <

Definicao 2.5. Dizemos que um STF tem memdria M se ele pode ser descrito por um

conjunto de blocos proibidos com comprimento M + 1.

Vamos explicar essa nomenclatura. Suponha que W = X5 é um STF com memoria
M e temos uma méquina que lé palavras e diz se elas contém ou nao um sub-bloco que é
proibido em W. Além disso, digamos que nossa maquina lé os simbolos sequencialmente
da esquerda pra direita, um por vez. Ao ler o simbolo atual, ela s6 precisa relembrar os
ultimos M simbolos para decidir se algum bloco de F' ocorreu na palavra dada ou nao.

Veja que se um STF tem memoria M, ele também tem memoria K para qualquer

K > M, basta olhar para a demonstracao do Lema 2.3.
Proposicao 2.6. Se W é um STF, entao existe um M € N tal que W tem memoria M.

Demonstracao. Seja W = Xg, com F um conjunto finito de blocos. Se F = 0, coloque
M = 0. Caso contrario, pelo Lema 2.3, podemos supor que todos os blocos de F tem

tamanho NV, para algum N € N*. Faca M = N — 1 e o resultado segue. [

Teorema 2.7. Um subshift W é um STF com memdria M se e somente se sempre que
uv,vw € B(W) com |v| > M, entdo vow € B(W).

Demonstragio. (=) Seja W = Xg um STF com memdéria M, com F C AMF1. Suponha
que uv,vw € B(W) com |[v] = n > M. Entao existem z,y € W tais que z[_ppn_1) =
uv, Yoy = VW, OU S€ja, T(gp—1] = Yjon—1] = V- S€ja 2 = T(_s0,—1]-VY[n,c0), € MOsStremos que
zeW.

Se z ¢ W, entao existiria um bloco s € F tal que s = zj; ;1 para algum i € Z. Se
i < 0, terfamos que ¢ + M < M < n, logo s = 2[;i4-m) = T[si+Mm) © que implicaria x ¢w.
Caso i > 0, terfamos que s = 2+ M) = Ypii+m]; © que implicaria y ¢ W. Em ambos os
casos, chegariamos em uma contradicao.

Finalmente, observe que wvw = &k, 1]y = 2[—k,, logo uvw € B(W).

(<) Agora suponha que W C A% é um subshift com a propriedade de que se uv, vw €
B(W) e |v]| > M, entao uvw € B(W). Seja F = AMTI\ By, (W). Mostraremos que
W = Xs.
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(C) Se z € W, entao nenhum bloco de F pode ocorrer em W, caso contrério terfamos
um bloco fora da linguagem de W ocorrendo em W. Assim, x € Xg.

(D) Tome z € Xg. Veja que pela definicao de F, xjo ), 2pm41) € B(W). Faga
U = X0,V = T[ M), W = Tpr41, € pela propriedade de W temos que uvw = x(g ar41) € B(W),
pois |v| > M. Da mesma forma, w9 49 € B(W). Usando novamente a propriedade de
W, temos que 01T m+1)Tm+2 = Tjom+2] € B(W). Usando indugao, podemos mostrar
que xj; ;) € B(W) para todo i, j € Z, e pelo Corolario 1.40, z € W. ]

Exemplo 2.8. (S-gap shifts que nao sio STF). Seja W = X(S) um S-gap shift do
Exemplo 1.30. Se S € N é um conjunto infinito tal que S¢ também ¢ infinito, entao W
nao é um STF.

Se W fosse um STF, ele teria memoéria M para algum M € N*. Entao, escolheriamos
n € S¢ com n > M, que existe pois S¢ é infinito. Como S também é infinito, poderiamos
tomar k € S com k > n. Pela definicao de X(S), 101 € B(W). Veja que 107,0"1
sao sub-blocos de 10¥1, logo também pertencem a linguagem de W. Mas pelo Teorema
anterior, terfamos que 10”1 € B(W), o que seria uma contradigao.

Veja que o shift par é um caso particular de subshifts desse tipo. N

Dado um cédigo de blocos ¢ : X — Y, uma questao que surge é: se X é um STF,

seria ¢(X) um STF? O préximo exemplo mostra que nao.

Exemplo 2.9. Seja X o shift da razao aurea e Y o shift par. Defina ® : By(X) — By (Y)
por ®(01) = ®(10) = 0,P(00) = 1 e seja ¢ = 1 Mostraremos que ¢ 6 um cédigo
fator, isto é, p(X) =Y.

(C) Seja 10¥1 € B(¢(X)). Esse bloco deve ser a imagem de algum bloco da forma
0(01)700. Por indugao, mostra-se que ®(0(01)"00) = 10?"1. Logo, nenhum bloco proibido
de Y ocorre na linguagem de ¢(X), ou em outras palavras, B(Y)¢ C B(¢(X))¢. Como

visto no Exemplo 1.27, temos
A(X) = Xapx))e € Xpyye =Y. (2.2)

(D) Seja y € Y. Vamos construir z € X tal que ¢(z) = y.

Primeiramente, se y = 0%, tome = = (10)*. Caso contrario, podemos escolher n € Z
tal que z = 0"(y) e zp = 1. Construiremos x tal que z = ¢(z), e logo y = 07 "(z) =
o "(@(x)) = d(o7"(x)).

Como 2y = 1, defina x_;29 = 00. Considere o menor n; € N* tal que z,, = 1. Veja
que zon,] = 10%*1, para algum k € N, e basta definir zj9,,,) = (01)*00. Se tal n; nao
existir, defina zjy o) = (01)* e o processo termina. Se o processo nao terminar, considere
o menor ng > np tal que z,, = 1. Entao zp,,) = 10%#1, para algum k € N, e fazemos
Tiny.ms) = (01)%00. Se tal ny ndo existir, fazemos xp,, o) = (01)*. O procedimento segue

indutivamente.
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Figura 2 — Diagrama para a demonstracao do Teorema 2.10.

N \ \ 1 / 7/ <Y)
N \ \ I 1 //
N \ \ ! / ,
N u \ V(v \L v’l \I/(U) \,I w' k’/ ,
colamos Yy o’ B(X)
os blocos o \I/(v) W'
o o " o
¥(v) S C i
\\ \\ I’ I’
\ \ 1 1
Yu v tw Y
L S ) B(Y)

Para as coordenadas negativas, o processo é analogo. Considere o menor m; € N* tal
que Z_p,, = 1. Entao 2, 0 = 10%*1 para algum k € N, e fazemos Tlomy—1,-1] = 00(10)*.
Caso tal m; nao exista, fazemos x(_oo,—1] = (10)> e o processo termina. Se o processo
nao terminar, considere o menor my > my tal que z_,,, = 1. Entao z_m, —m,] = 10**1,
para algum k& € N, e fazemos &|_p,_1,_m,—1) = 00(10)*. Se tal my nao existir, definimos

T(—o0,—m,—1] = (10)>°. O procedimento segue por inducao. <

Também nao podemos garantir nada se Y for um STF. Considere A um alfabeto com
apenas uma letra a, de modo que A% = {a>}. Note que, para qualquer subshift X
(inclusive um X que nao seja um STF), podemos construir um cédigo de blocos ¢ : X —
AZ, tomando ¢(z) = a* para todo x € X. O préximo teorema mostra que a propriedade

de ser do tipo finito ¢ invariante por conjugagoes.
Teorema 2.10. Se ¢ : X — Y ¢ uma conjugacao e X é¢ um STF, entaoY é um STF.

Demonstracdo. Segundo o Teorema 2.7, precisamos encontrar um M € N* tal que se
uv,vw € B(Y') com |v| > M entdao uvw € B(Y).

Sejam ¢ = LN X v oa conjugacao e ¢ = UMM Y 5 X a sua inversa.
Supomos que ambas tém a mesma antecipacao e memoria N, pois caso contrario po-
derfamos aumentar a janela de ambas. Como ¢(¢(y)) = y para todo y € Y, temos que
DoV :Byni1(Y)— Bi(Y) é dada por ® o U(y; on ... Yiton) = Yi-

Como X é um subshift do tipo finito, entao ele tem meméria K € N*. Mostraremos
que o subshift Y tem meméria M = K + 4N, usando a caracterizacao dada pelo Teorema
2.7: dados uv,vw € B(Y) com |v| > M, temos que mostrar que uvvw € B(Y).

Como B(Y) é extensivel, entdo existem s,t € Boy(Y) tais que suv,vwt € B(Y).
Embora néo saibamos se suvwt € B(Y'), considere z um sub-bloco de suvwt com com-
primento 4N + 1. Como |v| > M = 4N + K > 4N + 1, entdo ou z C suv ou z C vwt.
Em ambos os casos, como z é um sub-bloco de um bloco da linguagem, entao z € B(Y).

Logo, faz sentido calcular ® o ¥ em qualquer sub-bloco de comprimento 4N + 1 de suvwt.
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Denotemos suvwt = a_an ... AaN+juvw|—1, de maneira que dg . .. Qpyw|—1 = UVW, POT

exemplo. Aplicando ¢ o ¥ a suvwt temos

P o U(suvwt) = by . .. bjupw|—1, (2.3)
em que b; = ® o V(a_onyj...a2n4;) = a; para j = 0,..., |uvw| — 1. Portanto, temos
¢ o U(suvwt) = uvw.

Conforme o esquema da Figura 2, seja ¥(suv) = v'V(v), V(vwt) = ¥Y(v)w', com

u,w € B(X) e |[¥(v)] = |v]| = 2N > K, de maneira que podemos colar os dois blocos e
obter que v'W¥(v)w € B(X). Finalmente

uvw = @ o ¥(suvwt) = ¢(u'¥(v)w') € B(Y), (2.4)

provando que Y é um subshift do tipo finito. O

2.2 Shifts de Grafos

Dado um grafo direcionado, podemos considerar o conjunto de todos os passeios infinitos
no mesmo. Veremos que isso forma um subshift do tipo finito, conhecido como shift
aresta. Além disso, veremos que todo shift do tipo finito pode ser codificado em um shift

aresta.

Definicao 2.11. Um grafo (direcionado) G = (V, E,i,t) consiste em um conjunto finito
V' de wvértices ou estados juntamente com um conjunto finito £ de arestas e um par de
fungdes i,t : E — V. Cada aresta e € E tem um estado inicial i(e) e um estado terminal
t(e). Um conjunto de arestas no qual todas possuem mesmo estado inicial e mesmo estado
terminal é chamado de arestas miltiplas. Uma aresta e com i(e) = t(e) é chamada de

laco.

Em geral, deixamos subentendidas as funcoes ¢ e t e denotamos um grafo por G =
(V, E). Quando estivermos trabalhando com mais de um grafo ao mesmo tempo, usaremos
a notacao V(G) e E(G) para denotar o conjunto de vértices e arestas do grafo G, bem
como ig e tg para as fungoes que indicam o estado inicial e final de cada aresta.

Dado um vértice I € V| denotamos i(/) = {e € E : i(e) = I} o conjunto das arestas
que saem de I, e por t(I) = {e € E : t(e) = I} o conjunto das arestas que entram em I.

O numero |i(/)| é chamado grau de saida e o nimero [t([)| é chamado grau de entrada.

Exemplo 2.12. No grafo da Figura 3 podemos enumerar as seguintes propriedades:
i(e) = t(e) = K, logo e é um laco. i(J) = {f,g,h}, logo o grau de saida de J é 3.
Também temos os graus de entrada e saida de K iguais a [t(K)| = 2 e |i(K)| = 5,

respectivamente. <
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Definicao 2.13. Sejam G e H dois grafos. Um homomorfismo de G em H consiste em
duas fungoes ¢ : E(G) — E(H) e 00 : V(G) — V(H) tais que Ve € E(G) vale que
in(®(e)) = 0P(ig(e)) e tu(P(e)) = 0P(te(e)), isto é, o seguinte diagrama comuta

V(G <5 B(a) 25 vie)
0P o 0d
Vi) <L By 2 v

Denotamos por (0@,®): G — H.

Quando 0P e ¢ sdo bijetoras, dizemos que (0P, P) : G — H é um isomorfismo de
grafos, e denotamos por G == H. Nesse caso, G e H sao ditos isomorfos. Se H é um grafo
isomorfo a GG, entao ele é “igual” a (G, exceto por uma renomeacao dos vértices e arestas.

A seguir, veremos que podemos associar a cada grafo uma matriz. Para isso, vamos
usar matrizes indexadas nao por nimeros naturais, mas por elementos de um conjunto
qualquer. Suponha que A e B sao conjuntos finitos quaisquer, cujos elementos aparecem
em alguma ordem fixada. Dizemos que uma matriz M é A x B se M for uma matriz
de tamanho |A| x |B| cujas entradas sao representadas por M|a,b], com a € A e b € B.
A entrada MJa,b] é a entrada da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz M se a é o

1-ésimo elemento de A e b é o j-ésimo elemento de B,

Definicao 2.14. Seja G um grafo com o conjunto de vértices V. A matriz de adjacéncia
de G é a matriz V' x V denotada por A(G), e dada por

AG)[I,J] = |i(I) Nt(J)]. (2.5)

Isto é, a entrada (I, J) da matriz A(G) é o nimero de arestas que iniciam no vértice I e

terminam no vértice J.

Exemplo 2.15. Considerando os vértices do grafo G da Figura 3 em ordem alfabética,

temos que sua matriz de adjacéncia é

100

AG)=1[2 0 1 (2.6)
131

<

Figura 3 — Exemplo de grafo.

g
e IA\Vi

O=
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Exemplo 2.16. Suponha que A seja a matriz de adjacéncia de G quando listamos os
vértices na ordem V = {I;, I5, ..., I,}. O que aconteceria com A se alterdssemos a ordem
dos vértices?

Seja A :{1,...,r} — {1,...,r} uma bijegdo. Suponha que listamos os vértices de G
na ordem V = {fl, . ,]}}, com I, = Iy, k =1,...,7, e obtemos a matriz de adjacencia
A. Qual a relacao que existe entre A e A?

Note que, por definicao,

i(Ixw) N 61| = Allxay, ) (2.7)

AL, 1) = ‘i(ii)

Seja entdao P a matriz de permutacio V x V definida por

Pl 1] = Lo M= (2.8)

0, caso contrario

Note que PA é uma matriz V x V, cuja entrada (i, j) é (PA) [[1-, I;]. Lembrando que

0s unicos elementos nao nulos de P sao os da forma P[fi, I ,\(i)], temos

(PA)L, 1)) = Y PI, L]A[L, 1)) = P[L, Ly|AlLna), 1] = Alln), 1j). (2.9)
I,V

Por outro lado, AP é uma matriz V x V, cuja (i,])-ésima entrada é (AP)[I;, I;].
Denotando por j* = A7%(j), temos

provando a igualdade entre as matrizes. <

Pelo exemplo anterior, se A e A sdo matrizes de adjacéncia de grafos isomorfos, entao
elas sao matrizes semelhantes, no sentido de que existe uma matriz P inversivel tal que

A= PAP1.

Definicao 2.17. Seja A = (a; ;) uma matriz r x r com entradas em N. O grafo de A é o
grafo G(A) com conjunto de vértices V = {Iy,...,,} com a;; arestas com estado inicial
I; e estado final I;.

Exemplo 2.18. Seja A a matriz 4 x 4 dada por

(2.11)

o O O
= N OO
— = O
o O O O

Se tomarmos o conjunto de vértices como sendo V' = {I, S, K, F'}, o grafo G(A) pode ser

visto na Figura 4b. <
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Figura 4 — Exemplos de grafos construidos a partir das matrizes de adjacéncia.

4 @
z O,

(a) Grafo do r-shift completo. (b) Grafo do Exemplo 2.18.

Definicao 2.19. Seja G = (V, E) um grafo com matriz de adjacéncia A. O shift-aresta
Xa (ou X4) é o subshift sobre o alfabeto E especificado por

Xag=Xa:={z € E% t(x;) = i(xiy) Vi L} (2.12)

Podemos pensar um ponto x € Xg como descrevendo um passeio infinito em ambas

as diregoes no grafo G.

Exemplo 2.20. Seja r € N* ¢ A = [r] uma matriz 1 x 1. Entao G(A) tem um vértice e r
lacos nesse vértice (veja a Figura 4a). Se nomearmos as arestas de G(A) como 0,1,...,7r—

1, entao Xg é o r-shift completo. <

Proposicao 2.21. Se G = (V, E) é um grafo, seu shift-aresta Xg associado é um subshift

do tipo finito com memdoria 1.

Demonstracao. Considere a colecao finita de 2-blocos sobre F

F={ef € E?: t(e) #i(f)}. (2.13)

De acordo com a definicao 2.19, um ponto z € EZ estd em Xg sempre que nenhum
bloco de F ocorre em x. Logo, Xg = Xg, e Xg ¢ um STF. Como todos os blocos de F tem

comprimento 2, Xy tem memoria 1. O]

Uma palavra na linguagem do shift-aresta de um grafo G pode ser pensada como um

passeio finito sobre esse grafo, o que motiva a seguinte definicao.

Definicao 2.22. Um passeio ou caminho ™ = ejés . .. e, em um grafo G é uma sequéncia
finita de arestas e; € E(G) tais que t(e;) = i(e;+1) parai = 1,...,m —1. O comprimento
do passeio é o numero de arestas que o compoe, denotado por |r|. O caminho 7© =
ey ...ey, comega no vértice i(w) = i(e;) e termina no vértice t(w) = t(e,). Também
dizemos que m é um caminho de i(w) até t(m), e que o caminho percorre os vértices
i(er),i(ea), ... i(em), t(em).
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Um caminho fechado é um passeio que comeca e termina no mesmo vértice. Um
ciclo ¢ um caminho fechado m = e;...¢e,, em que i(ey),...,i(e,) sdo vértices distintos.
Também, para cada I € V(G), existe um caminho vazio £; que inicia e termina em [ e

tem comprimento zero.

Podemos estender a defini¢cao acima para um passeio bi-infinito em G: uma sequéncia
infinita de arestas e¢; € F(G) tais que t(e;) = i(e;41) para i € Z, que ¢é essencialmente um

elemento do shift-aresta de G.

Definigao 2.23. Seja G = (V, E') um grafo. Dizemos que um vértice [ € V é
(1) uma fonte, se t(I) = 0;
(2) um sumidouro, se i(I) = ();
(3) um wvértice isolado, se t(I) =i(I) = 0.
Um vértice que satisfaga alguma das condigoes acima é chamado genericamente de

vértice encalhado.

Veja que no grafo da Figura 4b, temos que os vértices I, S e F' sao, respectivamente,
um vértice isolado, um sumidouro e uma fonte, e portanto, o grafo possui trés vértices
encalhados.

Arestas que iniciam ou terminam em um vértice encalhado nunca aparecem em Xg.
Se e € E(G) ocorrem em Xg, entdo existe um z € Xg tal que 27 = e. Vejamos que
I =i(e) ndo é um vértice encalhado. Trivialmente, e € i(I), logo i(I) # (). Pela defini¢ao
do shift-aresta, t(z) = i(e) = I, logo t(I) # (. Analogamente, J = t(e) ndo é um vértice
encalhado. Vemos entao que vértices encalhados nao acrescentam nenhuma informacao

ao shift-aresta Xgq.
Definicao 2.24. Um grafo é dito ser essencial se ele nao possui nenhum vértice encalhado.

Para remover os vértices encalhados e ficar somente com a parte de G que contribui

para o shift-aresta, introduzimos o conceito de subgrafo.

Definigao 2.25. Um grafo H é dito ser subgrafo de G'se V(H) C V(G) e E(H) C E(G).

Nesse caso, denotamos H C G.

Lema 2.26. Se G € um grafo, entao existe um unico subgrafo H C G tal que H € essencial

SXG:XH.

Demonstragao. Defina o subgrafo H por E(H) = {e € B1(Xg)} e V(H) = {i(e) : e €
E(H)}. Note que para cada e € By(Xg), temos que existe um f € By(Xg) tal que
ef € By(Xg). Assim, ef é um caminho em G, de maneira que i(f) = t(e), o que mostra,
que t(e) € E(H) e, de fato, H é subgrafo de G. Como para qualquer I € V(H), I é o
estado inicial de uma aresta que ocorre em Xq, entao I nao é um vértice encalhado. Logo,

H ¢ essencial. Resta mostrar que Xy = Xg.
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Figura 5 — Exemplo de grafo redutivel.

(C) Como qualquer passeio bi-infinito em H é um passeio bi-infinito em G, entao
Xy C Xg.

(D) Seja © = (x;)iez € Xg. Entdo, para todo ¢ € Z, x; € E(G) e t(z;) = i(xi4q).
Isso implica que x; € By (Xg), logo, z; € E(H). Assim, (z;)icz € (E(H))%, com t(x;) =
i(xi1)Vi € Z, isto é, x € Xg.

Para demonstrar a unicidade de H, suponha que exista um H’' C G essencial com
Xy = Xg. Como H' é essencial, entdao E(H') = Bi(Xg), uma vez que toda aresta de H’

ocorre em um passeio bi-infinito. Com isso, temos
E(H") = B1(Xg) = B1(Xg) = E(H). (2.14)

Portanto, se tivermos H' # H, deve ocorrer V(H') # V(H). Mas entdo H' necessari-
amente teria que conter um vértice no qual nenhuma aresta incide, o que contradiz o fato

de que H' é essencial. ]

Esse resultado permite, a partir de agora, supor que todo grafo é um grafo essencial.

Assim, por exemplo, um caminho 7 em um grafo G corresponde a uma palavra m € B(Xg).

Definicao 2.27. Um grafo GG é dito irredutivel se para cada par de vértices [ e J existe

um caminho em G comecando em [ e terminando em J.

Grafos irredutiveis sao chamados de fortemente coneros na Teoria dos Grafos. A
Figura 5 mostra um exemplo de grafo redutivel: nao existe nenhum caminho comegando

em B e terminando em L.

Proposicao 2.28. Um grafo essencial € irredutivel se e somente se seu shift-aresta é

rredutivel.

Demonstragao. (=) Considere o grafo G e m, 7 € B(Xs) . Suponha que 7 termina
no vértice I e 7 comeca no vértice J. Como G é irredutivel, entao existe um caminho
w € B(Xg) comegando em [ e terminando em J. Assim, temos que mw7 é um caminho
em G e logo mwt € B(Xg).

(<) Sejam I e J vértices de G. Como G ¢é essencial, entdo existe uma aresta e que
termina em [ e uma aresta f que comeca em J. Como X € irredutivel, existe um bloco
w tal que ewf € B(Xg). Assim, w é um caminho comegando em [ e terminando em J o

que mostra que G ¢ irredutivel. O]
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2.3 Representacdo de STF em grafos

Vimos que os shifts-aresta sao um conjunto bem especifico de subshift do tipo finito, uma
vez que possuem memoria 1. Nesta secao, veremos que usando a representagao em blocos

adjacentes, podemos codificar um STF de maneira a obter um shift-aresta.

Exemplo 2.29. Afirmamos que nao existe grafo G tal que Xg € o shift da razao aurea.
Se existisse, poderfamos supor que G é essencial. O conjunto de arestas de GG seria entao
E(G) = {0,1}. Caso G possuisse apenas um vértice, as arestas 0 e 1 seriam lagos e X
seria o0 2-shift completo. Se G possuisse dois vértices, terfamos t(0) = i(1) e t(1) = i(0) o

que implicaria que X¢g = {(01)>, (10)>}. <

Teorema 2.30. Se X ¢ um STF com memoria M € N, entao existe um grafo G tal que
XG’ _ X[MJrl]'

Demonstracao. Se M = 0, entao X é um shift completo e podemos tomar o grafo do
Exemplo 2.20. Caso contrario, construa o grafo G tomando o conjunto de vértices como
sendo V' = By (X) e o conjunto de arestas como E = By, 1(X). A aresta wp...wy
inicia no vértice wy . ..wy_1 e termina no vértice wy ... wy. Vejamos que Xg = XM+,

(C) Veja que se z € Xg, entao x = (e;)icz € E” com t(e;) = i(e;11)Vi € Z. Se

denotarmos e; = w(()i) .. .wg\? entao a condicao t(e;) = i(e;41) se traduz em wgi) . .w](\? =
wéﬂrl) o wg\i;r_ll) . Aplicando essa igualdade para todo i, encontramos simbolos w; € B;(X)
tais que

r=...Jw_y...wy_1].Jwo.. . wylfwr .. cwpa] o= B ((wy)iez), (2.15)

em que B4 é o cédigo bloco adjacente definido na secdo 1.5. Portanto, x € XM+1,
(D) Se x € XMH1 entdo existe um w = (w;)iez € X tal que © = Bary1(w). Faca
e; = w; ... Wiy para todo i € Z, e veja que & = (e;)icz € EZ. Observando que x satisfaz

a condigao t(e;) = i(e;41)Vi € Z, obtemos que = € Xg. O
Exemplo 2.31. Sendo X o shift da razéo durea, entdo o grafo G tal que X = X obtido
pelo processo descrito no Teorema 2.30 é o grafo da Figura 6. <

[NV]

Da mesma maneira que podemos recodificar X e formar X"V, podemos tomar um

grafo G e formar um grafo GV,

Figura 6 — Grafo obtido do shift da razao aurea.

10

o

01
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Figura 7 — Exemplo de grafo N-aresta adjacente.

el GH ekt

311 12 /.
201
103

Definigao 2.32. Seja G = (V, E) um grafo. Para N > 2, definimos o grafo N-aresta
adjacente G tendo o conjunto de vértices V(G = By_1(Xg) e conjunto de arestas
E(GV) = By(Xg). Uma aresta e = e; ... ey inicia no vértice i(e) = e; ... ey_; e termina
no vértice t(e) = ey ...ey. Para N = 1, definimos GI'Y! = G.

Na Figura 7, temos um grafo G e seus grafos N-aresta adjacente, para N = 1,2, 3.
Proposicao 2.33. Para qualquer grafo G vale que (Xg)™N! = X

Demonstracdo. Veja que um simbolo de (Xg)™! é um caminho de tamanho N em G,
e estes ultimos sao exatamente os simbolos de X;v. Um passeio bi-infinito em X

equivale a um ponto de (Xg)V! e vice-versa. ]

Vejamos agora que, para N > 2, a matriz de adjacéncia de GVl apresenta uma

propriedade interessante, que da origem a uma nova maneira de descrever um subshift.

Proposicao 2.34. Seja G um grafo, N > 2, e B = A(GIV). Entdo as entradas de B sdo

apenas 0 e 1.

Demonstracdo. Sejam I = ay ...an—1 € J = by ...by_1 vértices quaisquer de GV

Se as...any_1 =by...by_o, entao existe uma aresta a; ...any_1by_1 com estado inicial
I e estado terminal J. Veja que se existisse outra aresta c; ... cy iniciando e terminando
nesses mesmos vértices, terfamos que ¢;...cy_1 =ay...an_1€Ca...cy =by...by_1, 0u
seja, ¢1...cy = ay...anx_1by_1. Isso prova a unicidade da aresta de [ para .J, e nesse
caso temos By ; = 1.

Se as...an_1 # by...by_s, entdo nao existe nenhuma aresta de I para J, o que
implica que B[I, J] = 0. ]

Uma matriz cujas entradas pertencem a {0, 1} é chamada de matriz bindria. Um grafo
G cuja matriz de adjacéncia é uma matriz bindria contém no maximo 1 aresta entre cada
par de vértices. Assim, um passeio infinito em G pode ser descrito pela sequéncia de
vértices visitados. Isso permite uma nova construcao de um subshift, usando matrizes

binarias.
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Definicao 2.35. Seja B uma matriz binaria r x r. O shift-vértice )A(B é o subshift sobre
o alfabeto A = {1,...,r} definido por

Xp = {(zi)iez € A" : Blaj, xi11) = Vi € Z} (2.16)

Se G é um grafo cuja matriz de adjacéncia é uma matriz bindria, definimos X¢g := Xa(q).

Exemplo 2.36. Se tomamos

11
B = , (2.17)
10
o shift-vértice obtido é o shift da razao aurea. q

Proposicao 2.37. Shifts-vértice sao subshifts do tipo finito com memoria 1.

Demonstracao. Seja X = )/ZB um shift-vértice sobre o alfabeto A = {1,...,7}, definido
pela matriz bindria B. Considere F = {ij € A% : Bli,j] = 0}. E trivial notar que
X = Xg. ]

Teorema 2.38. Considerando uma renomeacdao dos simbolos quando necessdario, temos
que
(1) Todo subshift do tipo finito com memoria 1 é um shifts-vértice.
(2) Todo shift-aresta é um shift-vértice.
(3) Se X ¢ um shift do tipo finito com memdria M, entio XM ¢ um shift-vértice.
De fato, existe um grafo G tal que X™M = X e XM+ = X

Demonstracao.
(1) Pela Proposigao 2.37, temos que shifts-vértice sao STF com meméria 1. Da mesma
forma, seja Xg um STF com memdria 1 sobre o alfabeto A = {1,...,r}. Considere

a matriz bindria B = (b; j),«,, definida por

0, seijedF
by = / (2.18)
1, seij¢F

Vejamos que Xg = )A(B.
(C) Seja x € Xg. Veja que para qualquer i € Z, temos que z;x;.1 ¢ F, logo
Blz;, x;11] = 1, e portanto x € )A(B.
(D) Se x € Xp, entdo para todo i € Z temos que Blz;, ;1] = 1. Logo zxi41 ¢
F,Vi € Z, o que mostra que = € Xg.

(2) Pela Proposigao 2.21, temos que todo shift-aresta é um STF com memdria 1. O
resultado segue do item (1).

(3) Do Teorema 2.30, temos que existe um grafo G tal que XM+ = X4, Veja que
B = A(G) é uma matriz bindria, por um argumento analogo & demonstracao da

Proposicao 2.34. Mostraremos entao que )A(B = X[M],
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(D) Seja o = (u;)icz € XM em que u; = [2;. .. 2407-1],Vi € Z, e cada x; é um
simbolo do alfabeto de X. Note que cada u; representa um vértice de GG, e também
vale que Blu;, u;11] = 1, pois existe a aresta x; ... x;; s que inicia em u; e termina
em u;q. Assim, x € )A(B.
(C) Seja x = (u;)iez € Xp. Sabemos que, para qualquer i, u; € V(G) = By (X)
e que existe exatamente uma aresta em G que comeca em u; e termina em ;.
Isso significa que se u; = x;...x; -1, entao temos que Ui 1 = Tiy1-..Titn,
para um tunico z;; 3 no alfabeto. Repetindo o argumento para todo ¢, temos que
r = Bu(x;) € XM,

]

2.4 Separacdo de estados

Dado um grafo G qualquer, podemos aplicar um processo conhecido como separagao de
estados, e obter um novo grafo H tal que Xz = Xg.

Seja G = (V, E) um grafo, que por hora vamos supor sem lagos, e I € V um estado
fixado. Particione o conjunto das arestas que iniciam em [ em dois subconjuntos disjuntos
nao-vazios, chamados i(1); e i(1)s.

Construimos o grafo H da seguinte maneira. Os vértices de H sao os mesmos de G,
exceto que o vértice I é substituido por dois novos vértices, que chamaremos de I* e I2,
isto é,

V(H) = (V\{I})u{I' I?}. (2.19)

Agora note que, uma vez que GG nao tem lacos, as arestas de G podem ser particionadas

Ccomo

E = i(1)Ui(1),Ut(1)UW, (2.20)

em que W sao as arestas que nao estao nos outros conjuntos. Entao, construimos as
arestas de H da seguinte maneira:
(1) Para cada aresta e € W, inclua uma aresta e € E(H) com mesmo nome, iniciando
e terminando nos mesmos estados.
(2) Para cada aresta e € i([);, inclua uma aresta e € E(H) com mesmo nome,
iniciando em [7 e terminando em t(e), para j = 1,2.
(3) Para cada aresta e € t(I), inclua duas arestas e!,e? € E(H) tais que ¢/ inicia em
i(e) e termina em [/, para j = 1,2.

Esse processo é chamado de separacao de estados elementar de G no vértice 1.

Exemplo 2.39. Considere o grafo da figura 8a. Escolhemos o vértice I em destaque,
e particionamos i([) em i(I); = {f}, i(I)y = {d,e}. Aplicando a separagao de estados
elementar de G em [, obtemos o grafo H da Figura 8b. <
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Figura 8 — Separacao de estados elementar de um grafo no vértice I.

5+ fo 021@\1.@

c

(a) Grafo G com o estado I em destaque. (b) Grafo H obtido pela da separacao de estados.

Agora, construimos uma conjugacao de maneira que Xg = Xgy. Defina o mapa de
blocos ¥ : By (Xg) — B1(Xg) da seguinte forma: ¥(e') = e se e € t(I) e U(f) = f se
f ¢ t(I). Basicamente, U apaga os indices sobrescritos dos simbolos de Xy. Veremos
no Teorema 2.45, que ¥ transforma caminhos de H em caminhos de G, de maneira que
induz um cédigo de blocos ¢ = ¥, : Xy — Xg.

Também definimos o mapa de blocos ® : By(Xg) — B1(Xy) por

e see¢t(l),
Plef)=qe' seect(l)e fei(l), (2.21)
e seect(l)e fei(l),

Assim, ® 1é o simbolo a direita de e para decidir se coloca ou nao indices sobrescritos.
Novamente, o Teorema 2.45 mostra que ® leva caminhos de G em caminhos de H, e assim
induz um coédigo de blocos ¢ = oL . Xe = Xy

Além disso, provaremos que ¢ € o cddigo inverso de .

O procedimento de separacao de estados geral generaliza o caso elementar que aca-
bamos de apresentar: podemos particionar o conjunto i(/) em mais do que somente dois
subconjuntos disjuntos, e podemos fazer esse processo ocorrer em varios estados diferentes.

Além disso, podemos aplicar o processo para grafos contendo lagos.

Definigao 2.40. Seja G = (V, E) um grafo. Para cada estado I € V, particione o
conjunto i(/) em m([) subconjuntos distintos nao-vazios, e chame-os de i(1)1, ..., (1)1,
com m(I) > 1. Denote essa particao por P; = {i(I)1,...,i({)mu)} e seja P = U,y Pr a
particao de E determinada por essas particoes de cada estado. A particio de G usando

P é o grafo G! que tem estados

V(P = | {1, Dy (2.22)

Iev

e arestas

E(GT) = [ J{e'.... emttey (2.23)

eeE
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Para cada aresta e/ de G, determinamos os vértices em que e/ incide da seguinte
maneira. Se I =i(e) e J = t(e) sdo os vértices inicial e final de e em G, entao existe um
tinico k tal que e € i(1). Definimos entdo i(e?) = I* e t(e?) = JI.

Esse processo é chamado de separacao de estados de G.

Veja que no caso da separagao de estados elementar, temos m () = 2 e m(J) = 1 para

todo J # I, e além disso, omitimos os sobrescritos 1 desnecessarios.

Exemplo 2.41. No grafo da Figura 9a, considere as seguintes particoes: i(1); = {h},
i(J)1 = {a}, i(J)2 = {b}, i(J)3 = {c}, i(K)1 = {d}, i(K)2 = {e, f} ei(L)1 = {g}. O
grafo particionado G ¢ visto na Figura 9b.

Veremos como definir uma conjugacao ¢ : Xg — X de maneira que temos, por

exemplo, ¢(...egha.cfg...)=...e'g'htad.cflg' ... <

Como usamos particoes dos conjuntos de arestas que saem de cada estado para cons-
truir G, diremos que G é uma particio exterior de G. Analogamente, existe uma
definicao de particao interior na qual particionamos os conjuntos de arestas que entram

em cada vértice.

Definicao 2.42. Seja G = (V, E) um grafo. Para cada estado I € V, particione o con-
junto t(I) em m(I) subconjuntos distintos nao-vazios, e chame-os de t(I)q,...,t(1)m),
com m(I) > 1. Denote essa particao por P; = {i(I)1,...,i(/)mu)} e seja P = U,y Pr a
particao de E determinada por essas particoes de cada estado. A particao interior de G

usando P ¢é o grafo Gy que tem estados

V(Gy) = U{[la oI} (2.24)
Iev
e arestas
E(Gpy) = (J{er - emaen} (2.25)
eclk

Figura 9 — Particao exterior, Exemplo 2.41.

(a) Grafo G. (b) Grafo GI71.
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Para cada aresta e, de G|y, determinamos os vértices em que e incide da seguinte
maneira. Se I =i(e) e J = t(e) s@o os vértices inicial e final de e em G, entdo existe um

tinico j tal que e € t(/);. Definimos entdo i(ey) = I* e t(e;) = J7.

Exemplo 2.43. No grafo da Figura 10a, considere a parti¢ao: t(I); = {d,g,c}, t(K); =
{a}, t(K)s = {f}, t(J)1 = {b, h}, t(J)2 = {e}. A particao interior Gfp é visto na Figura
10b. <

Definigao 2.44. Dizemos que um grafo H é um particionamento de um grafo G, e G é

uma amalgamento de H, se H é isomorfo a alguma particao interior ou exterior de G.

Teorema 2.45. Se um grafo H é um particionamento de um grafo G, entao os shift-aresta

Xa e Xy sao conjugados.

Demonstragcao. Provaremos para particoes exteriores, ja que o caso de particoes interiores
é anslogo. Usando a notacio da Definicao 2.40, podemos supor que H = G,

Defina o mapa de blocos ¥ : B;(Xy) — B1(Xg) por ¥(e!) = e. Note que se e/ f¥ €
Bo(Xp), entao t(ef) = J7I = i(f*). Com isso, sabemos que t(e) = J = i(f), logo ef €
By(Xg). Como Xg tem memodria 1, entdo provamos que U leva caminhos de H em
caminhos de G. Logo, definindo v = ¥, temos que ¥(Xy) C Xg, de maneira que
¥ 1 Xg — Xg € um coédigo de blocos.

Agora, defina o mapa de blocos ® : Bo(Xg) — B1(Xg) por ®(fe) = f7, em que j é tal
que e € i([);. Perceba que se efg € B3(Xg) temos que existem vértices I, J e nimeros
7, k tais que f € i(1); e g € i(J)g. Assim, Plefg) = e/ f¥ € By(Xpy), uma vez que
t(e?) = I = i(f*). Temos entdo que ® leva caminhos de G em caminhos de H, pois Xg

tem memoéria 1. Definindo ¢ = <I>L%’1]

, temos que ¢(Xg) C X, de modo que ¢ : Xg — Xp
¢ um cédigo de blocos.
Sendo = = ...e_j.eper... € Xg, entdao ¢(x) é da forma ¢(z) = .../ .elel ... e

logo Y(¢(z)) = ...e_i.epe ... = x. Reciprocamente, se y = ...’ .el’el’ ... € Xy, entdo

Figura 10 — Particao interior, Exemplo 2.43.

dr

C1

€1

(a) Grafo G.



W(y) = ...e_1.eper.... Como elieltl € By(Xy), entdo i(e)H!) = t(el') = J¥, em que

J =t(e;). Logo, e;y1 € i(J);;, e logo ®(eseis1) = €l para qualquer . Assim, ¢(¢(y)) =y

e concluimos que Xg = Xy. O

Os cédigos de blocos da demonstracao anterior recebem nomes especiais: ¢ : Xg — Xg
¢é chamado de codigo de particionamento externo e ) : Xg — Xg é chamado de codigo de
amalgamento externo.

Como a separacao de estados modifica a matriz de adjacéncia de um grafo?

Definicdo 2.46. Seja G um grafo e H = G uma particao exterior de G usando P.
Sejam U =V (G) e W =V (H). A matriz divisio D para P é a matriz U x W dadas por

. 1, sel=J
DI, J*] = (2.26)
0, sel#J

A matriz aresta E para P é a matriz W x U definida por

E[I*,J) = [i(1)x N t(J)| (2.27)

Exemplo 2.47. Considere a particao do Exemplo 2.41. Temos entao

I J K L
r [0 10 0]
A £ R C RN '€ CC R
A101 00
10 0 0 0 0 0
01 110 0 0 zp0 0 L0
J
D= E= 510010 (2.28)
k|0 0 0 0 1 1 0
|10 0 0
|0 0 0 0 0 0 1
k2|00 0 2
' [10 0 0]

em que indicamos explicitamente a ordem dos vértices. Note que calculando o produto
DE, temos

DE = (2.29)

_ = O O
S O = =

S N O
S N O O

0

que é exatamente a matriz de adjacéncia de G. Nao por acaso, se calcularmos o produto

ED obteremos a matriz de adjacéncia de H. Esse é o conteiido do préoximo teorema. <

Teorema 2.48. Seja G um grafo e H = GPV uma particao exterior de G usando a particio
P. Se D e E sao as matrizes divisdo e aresta de P, entio DE = A(G) e ED = A(H).
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Demonstracao. Usando a mesma notagao que a Definicao 2.46, sabemos que DFE é uma

matriz U x U, e temos

m(1) m(1)
(DE)[I,J]= Y DI KME[K* JJ=> DI INE[I* J] =Y E[I* J]
Kkew k=1 k=1
m(I)
:Z| )k Nt(J L i@ | nt()
= [i() Nt(J)| = A(G)[1, J], (2.30)

no qual usamos que D[I, K¥] = 0 quando K # I e que os conjuntos i(I); sdo disjuntos.

Logo, DE = A(G). Da mesma forma, ED é uma matriz W x W e calculando suas

entradas
(ED)[I',.J" = > E[I',K|D|K,J™] = E[I', J]D[J,J™] = E[I', J]
KeU
— [i(1)e N t(J)] = [i(I) N t(J™)] = ACD)[I, T, (2.31)
Assim, ED = A(H), como desejado. O

2.5 Teorema da Decomposicao

O objetivo dessa secao é provar que toda conjugacao entre shifts-aresta é a composicao

de cédigos de particionamento e cédigos de amalgamento.

Definicao 2.49. Um cdédigo de blocos ¢ : X — Y é dito um 1-cddigo se possuir memoria

e antecipagao 0. Uma conjugagao que é um 1-cédigo é dita uma 1-conjugacao.

A definicao acima deve-se ao fato de que um 1-c6digo 1é apenas um simbolo do alfabeto

por vez.

Proposicao 2.50. Dois grafos essenciais G e H sao isomorfos se e somente se existe uma

I-conjugacao ¢ : Xg — Xg cuja inversa ¢~' : Xg — Xg também € uma 1-conjugacao.

Demonstrag¢ao. Lembrando da notacao da Definigao 2.13, suponha que (0®,®) : G — H
seja o isomorfismo entre G e H, em que ® : E(G) — E(H) e 0® : V(G) — V(H) sao
bijecoes.

71)[070]

(=) Defina ¢ = @L%O], e perceba que é um 1-cédigo. Sua inversa é ¢~ = (&),
que também é um 1-cédigo.

(<) Seja ¢ : Xg — Xy uma l-conjugagdo cuja inversa é uma l-conjugagao. Isso
significa que existe um mapa de blocos ® : B1(Xg) — B1(Xy) tal que ¢ = 2% Como
os grafos sao essenciais, entao B1(Xg) = E(G) ¢ B1(Xy) = E(H). Logo, temos que

¢ : E(G) — E(H). Mostraremos que ¢ ¢é inversivel.
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Sendo ¢! uma I-conjugagao, sabemos que existe um mapa de blocos ¥ : E(H) —
E(G) tal que ¢! = %% Dado qualquer z € Xg, da igualdade ¢~!(¢(x)) = x, temos
que

¢~ (0(2)i = V(g(x):) = V(P(:)) = @, (2.32)

para qualquer i € Z. Logo, ¥ = &1,

Agora, definimos 0 : V(G) — V(H) da seguinte maneira: dado um vértice J € V(G),
escolha uma aresta e € i(.J) e defina 0®(J) = ig(P(e)). Temos que mostrar que a nossa
defini¢ao satisfaz as seguintes propriedades: (i) 0®(J) nao depende da escolha da aresta
eci(J), (ii) ig(P(e)) = 0P(ig(e)) e ty(P(e)) = 0P(ts(e)), (iii) OP é bijetora.

(i) Suponha que e, f € i(J). Como G é essencial, existe uma aresta g que termina
em J. Assim, ge e gf sdo caminhos em G. Isso significa que ®(g)®(e) e P(g)P(f)
sao caminhos em H. Observando os vértices em que ambos os caminhos incidem,

temos
in(®(e)) =tu(®(g)) = iu(2(f)), (2.33)

e logo, 0®(J) estd bem definida.

(ii) Veja que fazendo J = ig(e), temos que 0P(J) = 0P (ig(e)) = ing(P(e)). Agora,
considere uma aresta e qualquer, e seja J = tg(e). Tome uma aresta f € i(J),
e sabemos que 0®(J) = ig(P(f)). Note que ef é um caminho em G, logo

O(e)®(f) é um caminho em H. Assim, temos que
tu(®(e)) = in(P(f)) = 90(J) = 0%(tc(e)), (2.34)

o que prova a segunda igualdade desejada.
(iii) Para mostrar que 0® ¢é sobrejetora, tome um vértice K € V(H). Como H
¢ essencial, existe uma aresta f que K = ig(f). Como ® é bijetora, existe
uma aresta e em G tal que f = ®(e). Logo, tomando I = ig(e), temos que
00(I) =ig(P(e)) =ig(f) = K. Como os conjuntos V(G) e V(H) sao finitos,
entao 0P é injetora, e portanto, bijetora.
Com isso, construimos o isomorfismo (09, ®) : G — H, completando a nossa demons-

tracao. O

Seja G = (V, E) um grafo. Considere a partigao

P = J{e}. (2.35)

c€E
de modo que cada i(J) é particionado em conjuntos unitérios de arestas, V.J € V. A
particao exterior Gl contém um vértice para cada aresta de G, entdo podemos fazer
uma correspondéncia e supor que V(G = E(G) = B1(X¢). Para cada aresta e € E(G),
temos que existem |¢(e)| arestas em Gl da forma €7, em que j é um sobrescrito qualquer.

Podemos usar as proprias arestas de G como sobrescritos, de maneira que para cada
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ef € By(Xg) temos uma aresta ef € E(GM). O grafo assim construido é chamado
particionamento exterior completo.

A construcao acima pode ser feita para um particionamento interior Gp. Nesse caso,
temos o particionamento interior completo. Note que ambos os particionamentos com-
pletos sdo isomorfos ao grafo 2-aresta adjacente G2, usando os mapas de bloco g/ + gf
egrrrgf.

Vimos na demonstracao do Teorema 2.45 que se H é um particionamento de GG, entao
existe um cédigo de particionamento externo ¥gy : Xg — Xy com memoria 0 e ante-
cipagao 1. Sua inversa agyg : Xg — Xg é um 1-cédigo chamada de codigo de amalga-
mento externo. O mesmo também pode ser dito para cddigos de particionamento interno
e cbdigos de amalgamento interno. Daqui em diante, nao faremos referéncia ao tipo dos
mesmo, chamaremos simplesmente de codigos de particionamento e cédigos de amalga-
mento.

Pela Proposicao 2.50, temos que se ¢ : Xg — Xy é uma l-conjugacao cuja inversa
é uma l-conjugacao, entdo existe um isomorfismo de grafos (0®,®) : G — H tal que
¢ = P,. Note que ¢ é, ao mesmo tempo, um cédigo de amalgamamento e um codigo de
particionamento. Como ¢ consiste em basicamente trocarmos os nomes das arestas de G,

dizemos que ¢ é um codigo de rotulacao.

Exemplo 2.51. Seja G um grafo qualquer. Considere o operador de shift o : Xg — Xg
como uma conjugac¢ao. Vamos representar ¢ como a composicao de cdédigos de particio-
namento e cédigos de amalgamento.

Seja H o particionamento externo completo de G, de maneira que o codigo de partici-
onamento Vg = (lIfGH)L%’l] é induzido pelo mapa de blocos tal que ¥gg(ef) = e/. Seja
K o particionamento interior completo de GG, de forma que o cédigo de particionamento

interno seja Vg = (\I/GK)LZLO}

,no qual Yek(fg) = gr. O cddigo de amalgamento interno
axg = wé}( ¢ induzido pelo mapa de blocos g¢ — g.

Note que o mapa O(e/) = f. é um isomorfismo de H em K, e induz um cédigo de
rotulagao 0 : Xy — Xg. O seguinte diagrama mostra o que acontece quando aplicamos
agag o6 o1gy aum ponto de Xg.

Yan

...abedefg... —— .. abbect.déel f9 . ..

o |6

.. bedefg. .. &...bacbdc.edfegf...

Com isso vemos que 0 = agg o 0 o Ygy, como desejado. <

Lema 2.52. Seja ¢ : Xg — Xy uma 1-conjugacao cuja inversa tem memoria m € N e
antecipagao n € N*. Entao existem particionamentos externos G de G e H de H tais que

o diagrama
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1/106;

o 1o

Xy By

comuta, e ¢ € uma 1-conjugacao cuja inversa tem memoria m e antecipac¢ao n — 1.

Demonstrag¢do. Digamos que o c6digo ¢ seja induzido por ® : E(G) — E(H). Seja H o
particionamento externo completo de H, de maneira que as arestas de H sdo da forma
h*, para hk € By(Xg).

Para cada vértice J de G, particione i(.J) de acordo com suas imagens por ®:
i(J)n ={g €i(J) : ®(g9) = h}. (2.36)

Seja G o particionamento externo resultante, com c6digo de particionamento Yo induzido
pelo mapa de blocos fg — 2.

Defina ® : E(G) — E(H) por ®(¢") = ®(g9)". Vejamos que ® induz um 1-cédigo
¢ : Xz = Xg. Para cada ef € By(Xg), temos que existe uma aresta e*V) em G. A
imagem dessa aresta por ® é ®(e*)) = ®(e)*V), que é uma aresta de H ja que ®(e)P(f)
¢ um caminho em H.

O diagrama seguinte mostra a acao desses c6digos.

GG
-++9-39-29-1-909192 - - - ——— . .gnggfglg}_”’l.gglgi”g;‘?’ e

o

co.hsh_sh_y.hohihy ... ——— . hﬁgzhblh}ﬂ.hg”lh??hg?* o

Para mostrar que ¢! tem a memodria e antecipacdo corretas, vamos mostrar que
Ty = gE‘l(gj)o depende apenas de ¢j_mn,—1), Para qualquer § € Xz. Para isso, seja y =
aip(9), © = ¢~ (y), e perceba que Zg = xf'. Veja que Y, estd determinado por
Ul—mm—1): supondo algum w € Xz com W, pn-1] = Y-m,n—1], teriamos que w, , = yor
o que implica que 1, seja da forma yJ para algum sobrescrito j, e quando aplicdssemos o
cédigo de amalgamento teriamos avg (W) (—m,n) = Y—mn)- Como g estd determinado por

Yl—m,n], Provamos que ¢~ tem memoria m e antecipacao n — 1. O

Lema 2.53. Seja ¢ : Xg — Xy uma I-conjugagao cuja inversa tem memoria m € N* e
antecipacio n € N. Entdo existem particionamentos internos G de G e H de H tais que

o diagrama

¢Gé

Xg—>Xé

a - E:
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comuta, e ¢ € uma I1-conjugacao cuja inversa tem memoria m — 1 e antecipacao n.

Demonstracdo. Analoga a demonstracdo do Lema 2.52. Sendo ¢ = &, basta tomar
H como sendo o particionamento interno completo de H. Para cada vértice J de G,

particione t(J) da seguinte maneira:
t(J)n = {g € t(J) : ®(g9) = h} (2.37)

O grafo G é o particionamento interno resultante, com codigo de particionamento .=
induzido por fg > ga(y)-

Defina @ : E(G) — E(H) por ®(g,) = ®(g)n, e é facil ver que ® induz um 1-cédigo
gZ; : Xé — Xg.

Na demonstracao de que gz;‘l tem memoria m — 1 e antecipagao n, basta ver que se

g, w € Xg sao tais que Y—m41,n] = W—m41,n], €0LA0

g (9) eman) = g (0) = (2.38)
como desejado. O

Proposicao 2.54. Seja X um subshift qualquer. Entdo (X2 = XN para qualquer
N e N*.

Demonstragio. Pelo Exemplo 1.59, temos que (XV)2l 2= X IVl > x o~ XN+, O

Em particular, a Proposi¢ao acima mostra que dado um shift-aresta Xg, temos uma
sequéncia de particionamentos completos que transforma X¢g em (Xg)!, para qualquer

N € N*.

Proposicao 2.55. Todo cddigo de blocos pode ser recodificado de maneira que se torne

um 1-codigo.

[—T)’L,TL]

Demonstracao. Seja ¢ : X — Y um codigo de blocos da forma ¢ = $, . Considere
Y =0""0 Bnint1, em que [ é o codigo k-bloco adjacente. Note que
V(X)) =070 Brpnia(X) = o7 m(X ) = xImantd] (2.39)

em que usamos a propriedade da shift-invariancia. Logo, ¢/ é uma conjugagao. Observando

o diagrama abaixo,

X[m+n+1]

v/ 9
X/\L;JY

podemos definir o 1-cédigo ¢ = ¢ o 1»~! e a demonstracao estd completa. [



58

Teorema 2.56 (Teorema da Decomposicao). Toda conjugacao entre shifts-aresta € a

composicao de codigos de particionamento e codigos de amalgamento.

Demonstracao. Seja ¢ : Xg — Xy uma conjugacao. Pela Proposicao 2.55, podemos supor
que ¢ é 1-conjugacao. Digamos que ¢! tenha memdria m e antecipacao n, e aumentando
a janela se necessario, supomos que m,n € N. Se m = n = 0, entao ¢ é uma 1-conjugacao
com inversa que também é uma 1-conjugacao, e pela Proposicao 2.50, temos que ¢ é um
codigo de rotulacao.

Se n € N*, podemos aplicar o Lema 2.52 repetidas vezes e obter uma sequéncia cdédigos
de particionamento externo v;, cédigos de amalgamento externo «; e 1-conjugacoes ggj,

com 1 < j < n, para os quais ¢! tem memoria m e antecipacao n — j, como no diagrama

abaixo.
(0 U
X - Xa, N Xa,
aq (67
Xy X, . X1,

Em particular, a inversa de (;Sn tem memoria m e antecipacao 0. Se m € N*, aplicamos
o Lema 2.53 e obtemos uma sequéncia de codigos de particionamento interno ,, ., codigos
de amalgamento interno v, e 1-conjugacoes gz~5n+k, para 1 < k < m, tais que gz;;}rk tem

memoria m — k e antecipagao 0, como mostrado no diagrama a seguir.

2:Dn—i—l ¢n+m

XGn _— XGn+1 XGn+m
(bn l l ¢n+1 l gbn—i—m
Opi1 Apim
XHn — XHn+1 e Hn+m

Note que é;}rm tem memoria 0 e antecipagao 0, logo é um codigo de rotulacao. Colando

esses diagramas, temos o seguinte.

z/jl wn Q/’n—i—l wn-i-m
Xa L. XGn R XGn+m
qu{ l&n o o l(l;nqu
[0 (7% n n+m
Xy T i1 o + X,
Pelo diagrama, temos que
¢:a1o...oan+m0(/;n+mo1pn+mo...owl, (2.40)

que é uma composicao de cddigos de particionamento e codigos de amalgamento, como
desejado. ]



3 Subshifts Soficos

Suponha que temos um grafo cujas arestas sao rotuladas com simbolos de um alfabeto
A. Um caminho bi-infinito nesse grafo d4 origem a um ponto do shift completo A% se
lermos os rotulos de suas arestas. O conjunto de todos os pontos obtidos dessa maneira

¢é chamado de subshift sdfico.

3.1 Apresentagdes de Subshifts Séficos

Definigao 3.1. Um grafo rotulado G é um par (G, L), em que G é um grafo com conjunto
de arestas K e £L : E — A é uma funcao chamada de rotula¢do, que faz corresponder a
cada aresta e € £ um simbolo £(e) do alfabeto A. Dizemos que G é o grafo subjacente

de G. O grafo rotulado é irredutivel se seu grafo subjacente o for.

Exemplo 3.2. Na Figura 1la temos o grafo rotulado § = (G, £), no qual L(e) = a
para toda aresta e de G. No grafo rotulado H = (H,£L) da Figura 11b, temos que
L:E(H)— E(H) é a funcao identidade que associa a cada aresta seu préprio nome. O
grafo rotulado da Figura 11c mostra o caso mais geral, no qual o mesmo rétulo é dado

para véarias arestas diferentes. <

De maneira analoga ao capitulo anterior, podemos representar um grafo rotulado por

uma matriz de adjacéncia.

Definigao 3.3. A matriz de adjacéncia simbdlica de um grafo rotulado § = (G, L),
denotada por Ag, é a matriz E(G) x E(G) tal que a [/, J]-ésima entrada é igual a “soma
formal” dos rétulos das arestas que iniciam em I e terminam em .J, ou () se nenhuma

aresta inicia em [ e termina em .J. Mais precisamente,

Lle))+...+L(e,), sei(l)Nt(J)={e,...,e,
air = JEe (e s iU = fened

0, sei(l)Nt(J)=10

Figura 11 — Exemplos de grafos rotulados.

c
a g
c a a
a e

(a) Grafo rotulado G. (b) Grafo rotulado K. (c) Grafo rotulado J.
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Exemplo 3.4. Listamos abaixo as matrizes de adjacéncia simbdlica para os grafos rotu-

lados da Figura 11.

0 a ¢
Ag = [@ (I] Aj-( = [g f] Ag =1|b a @ (32)
0

a a

Também podemos definir homomorfismos de grafos rotulados, se impusermos uma

condicao extra.

Definigao 3.5. Sejam § = (G, Lg) e H = (H, L) grafos rotulados. Um homomorfismo
de grafos rotulados de § em H é um homomorfismo que grafos (0®,®) : G — H tal que
Ly(®(e)) = Li(e) para toda aresta e € E(G). Nesse caso escrevemos (0P, ®) : § — .
Se (09,®) : G — H é um isomorfismo de grafos, entao temos um isomorfismo de grafos

rotulados, e escrevemos (0P, ) : § = H.

Dois grafos rotulados sao isomorficos quando existe um isomorfismo entre eles, e nesse
caso podemos pensar que eles sao essencialmente o mesmo grafo.
Dado um grafo rotulado § = (G, £), podemos usar £ para rotular caminhos em G ou

até mesmo pontos em Xg. Se m = ejes...¢e, ¢ um caminho em G, entao definimos
L(m) = L(er)L(es)...L(ey), (3.3)

que é uma palavra sobre o alfabeto A, também chamada de bloco rotulado. Para cada
caminho vazio e; de G, definimos L(g7) = €. Se £ = (€,,)neny é€ um caminho bi-infinito em

G, ou equivalentemente £ € X, definimos

Loo(§) = ... L(e—2)L(e_1)L(ep)L(er) ..., (3.4)

que é um ponto de A%. Vamos denotar o conjunto de todos os pontos de A% obtidos dessa

forma por

Xg = Loo(Xe) = {£acl€) : € € Xe} (3.5)

Definigao 3.6. Um subconjunto X C AZ ¢ dito um subshift séfico se X = Xg para algum

grafo rotulado G. Nesse caso, dizemos que G é uma apresentagcao do subshift séfico X.

Assim como no Capitulo 2, consideramos apenas grafos rotulados cujos grafos adja-
centes sao essenciais. Note que a definicao ainda nao garante que um subshift séfico seja,

de fato, um subshift. Esse é o nosso préximo resultado.

Teorema 3.7. Subshifts soficos sao subshifts.
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Demonstragao. Seja Xg um subshift séfico, com § = (G, £). Note que L, é um codigo
de blocos com memoria 0 e antecipa¢ao 0 induzido pelo mapa de blocos £ : E(G) — A.
Pela Proposicao 2.21, Xg é um subshift, e pelo Teorema 1.60, sua imagem Xg = £ (Xg)

por um codigo de blocos também é um subshift. n

Note que qualquer grafo G pode ser transformado em um grafo rotulado de maneira
trivial como § = (G, idg()). Assim, todo shift-aresta é um subshift séfico. Veremos que

o mesmo vale para subshifts do tipo finito em geral.

3.2 Caracterizacao de Subshifts Séficos

Relembrando que dizemos que um subshift Y é fator de X se existe um cédigo de blocos

¢ : X — Y sobrejetor, apresentamos o seguinte resultado fundamental.
Teorema 3.8. Um subshift é sofico se e somente se é um fator de um STF.

Demonstracao. (=) Seja Xg um subshift séfico, com apresentacdo § = (G, L). Por
definigdo, sabemos que Xg = L,(Xg). Logo, Xg é fator de Xg, que é um STF pela
Proposicao 2.21.

(<) Suponha agora que Y é um subshift tal que ¢ : X — Y é um cddigo fator, com
X um STF. Suponha que ¢ tem memoria m e antecipacao n, de modo que seja induzido
pelo mapa de blocos @, e podemos escrever ¢ = @L;m’”}. Aumentando m se necessario,
podemos supor que X tem memoria m + n.

Pelo Teorema 2.30, sabemos que existe um grafo G tal que Xg = X7+, Tal qual
a Proposicao 2.55, defina ¢ : X — X7+ por ) = 67™ 0 B, 4ns1, € com isso obtemos
que ¢ = potpt: Xt 5 ¥ ¢ um 1-cédigo de blocos. Como ¢ é codigo fator e 1! é
conjugacao, entao ¢ é cédigo fator.

Lembrando que um 1-cédigo é um cédigo de blocos com memoria e antecipacao 0,
sabemos que existe um mapa de blocos ® : By (Xt H1) 5 B (V) tal que ¢ = Do
Agora, note que

By (X)) = By (Xg) = E(G), (3.6)

de maneira que podemos usar ® como funcao de rotulacio. Assim, § = (Gﬂé) é uma

apresentagao para Y, uma vez que

X5 = ®au(Xg) = G(X T4 Zy, (3.7)
provando o resultado desejado. 0
Corolario 3.9. Todo subshift do tipo finito € um subshift sifico.
Demonstracao. Para um STF X, basta tomar o cédigo identidade idx : X — X. O

Corolario 3.10. Um fator de um subshift sofico € um subshift sofico.
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Demonstracao. Seja ¢ : Y — Z um cddigo fator, com Y sofico. Pelo Teorema, existe um
codigo fator ¢ : X — Y com X um STF. Basta notar que ¢ o : X — Z é um cddigo

fator, o que torna Z sofico. ]
Corolario 3.11. Um subshift que € conjugado de um subshift sofico também é sofico.

Demonstracao. Toda conjugacao é, em particular, um codigo fator, e o resultado segue

do Corolario anterior. O]

Exemplo 3.12. Considere X o shift da razao aurea e Y o shift par. Relembre que no
Exemplo 2.9, construimos um cédigo fator ¢ : X — Y, induzido por um mapa de blocos
®. Usando o Teorema 2.30, construimos um grafo G tal que Xg é conjugado a X. Agora,
podemos usar ® como fungao rotulagao e criar a apresentacao G = (G, ®) para o shift
par. O grafo rotulado pode ser conferido na Figura 12. Note que o shift par é um subshift

que é séfico mas nao é do tipo finito. <

Figura 12 — Apresentacao do shift par como grafo rotulado.

ol

0

No exemplo a seguir, construimos um subshift que nao é séfico.

Exemplo 3.13. Considere A = {a, b, c}, e o conjunto de blocos proibidos
F = {ab"c*a:n,k € Nn # k}. (3.8)

O subshift X5 é chamado de subshift livre de contexto. Vamos mostrar que Xg nao é um
subshift soéfico.

Suponha, por absurdo, que exista uma apresentagao (G, L) para Xs. Seja r o nimero
de vértices de G. Como w = ab"'¢"*'a é um bloco permitido na linguagem de Xg,
existe um caminho 7 tal que £(7) = w. Seja 7 o subcaminho de 7 que apresente b .
Como G s6 tem r vértices, entao pelo menos dois vértices de 7 devem ser iguais, o que
garante que 7 contém um ciclo. Escreva 7 = 77,73 com 75 sendo o ciclo, e 71, 73 podem
ser possivelmente caminhos vazios. Note que 77 = 779773 ¢ um caminho em G, e se
trocarmos 7 por 7/ em , obteremos um caminho 7’ tal que £(7') = ab"™* " a, com

s = |m»|. Mas esse bloco pertence a F, o que é uma contradicao. <
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3.3 Automatos

Nessa secao, introduzimos os conceitos vindos da teoria da computagao: automatos finitos
e linguagens regulares. Enunciaremos um resultado que garante a equivaléncia entre
automatos finitos deterministicos e nao-deterministicos, bem como mostraremos que um

subshift é sofico se e somente se sua linguagem é regular.
Definigao 3.14. Um autémato finito deterministico (AFD) é uma quintupla
o =(Q,%,0,q,F), (3.9)

na qual
(1) @ é um conjunto finito cujos elementos sdo chamados de estados,
(2) 3 é um conjunto finito chamado de alfabeto,

(3) 0:Q x X — Q éa funcao de transigao,

(4)

(5)

5

qo € Q ¢é o estado inicial, e

F C @ é o conjunto de estados de aceitacao.

Exemplo 3.15. Podemos representar um AFD o/ = (Q, X, 4, g, F') por um grafo ro-
tulado, no qual os estados constituem o conjunto dos vértices, e para cada elemento
(g,a) € @ x ¥ existe uma aresta com rétulo a que inicia em ¢ e termina em d(q,a).
Indicamos o estado inicial gy com uma aresta que inicia em nenhum vértice e termina em
qo, € representamos os estados finais com tracado duplo.

Na Figura 13 temos um exemplo de AFD com Q = {qo, ¢}, X ={0,1}, F ={q1} e d
dada por

5(q07 0) = {o, 5(Q07 1) =(q1, 5(91; O) = {1, 5((11’ 1) = qo- (310)

<

Figura 13 — Exemplo de automato finito.

JCOm=0 3]

Podemos pensar que um automato é uma maquina que lé palavras e retorna uma
resposta bindria: ou ele aceita a palavra ou ele rejeita a palavra. Dada uma palavra
w = wy ... w, no alfabeto ¥, a computacao é feita da seguinte forma: o automato inicia
no estado ¢, 16 o simbolo wy, e muda para o estado e; = d(qop, wy). Em seguida, ele 1é o
simbolo wy e muda para o estado es = §(e1, ws), e segue assim até ler todos os simbolos
da palavra w. Se o estado final desse procedimento for um estado de aceitacao, a palavra

¢é aceita; caso contrario, a palavra é rejeitada.



04

Pensando o automato como um grafo rotulado, dada uma palavra w = w; ... w,,
iniciamos no vértice gg e seguimos sequencialmente na direcao das arestas wy, ws, . .., Wy,
e chegamos em um vértice r,,. O automato sé aceita a entrada se 1, € F. Isso nos leva a

seguinte defini¢ao.

Definigao 3.16. Denotamos o conjunto de palavras (incluindo a palavra vazia) sobre um
alfabeto finito ¥ qualquer por ¥*. Uma linguagem é um conjunto de palavras de um
alfabeto.

Definigao 3.17. Seja &7 = (Q,%,6,qy, F') um AFD e w = w; ... w, uma palavra no

alfabeto X. Dizemos que &7 aceita w se existe uma sequéncia de estados rg, 71, ...,7, tal
que

(1) 70 = qo,

(2) ri=0(ri_1,w;), parai=1,...,n, e

(3) r, € F.

Definimos a linguagem reconhecida pelo automato &7 como sendo o conjunto
L(d) ={w e X" : o aceita w}. (3.11)

Exemplo 3.18. O automato do exemplo 3.15 aceita as palavras 1, 10, 010, 100, 111 e
rejeita as palavras 00, 11, 011, 101.

Vamos mostrar que a linguagem reconhecida pelo automato é descrita por
A ={w € ¥ : w contém uma quantidade {mpar de 1’s}. (3.12)

Para isso, basta ver que 6(¢;,0) = ¢;, para ¢ = 0,1. Também, §(¢;,1) = ¢;77, no qual
1+ 1 é o resto da divisao de ¢ + 1 por 2. Sendo k o nimero de simbolos 1 presentes na
palavra w, note que o estado final que a computagao para é ¢z. Entao, a palavra ¢ aceita

pelo automato se e somente se gz = ¢i, o que ¢ equivalente a dizer que £ é impar. N
Uma maneira de condensar a computacgao é através da funcao de transicao estendida.

Definicao 3.19. Seja & = (Q,%, 6, qo, F)) um AFD. A funcdo transicio estendida, deno-
tada por

§:QxT = Q (3.13)

¢ definida recursivamente da seguinte maneira:
(1) 0(q,e) = q, para qualquer estado ¢, com € o bloco vazio,

(2) 4(q,aw) = (6(q,a),w), para qualquer estado ¢, simbolo a e palavra w.

Note entao que, com a defini¢do acima, dizer que uma palavra w = w;y ... w, ¢é aceita

pelo automato &7 = (Q,%,0,qo, ') é equivalente a dizer que d(q,, w) é um estado de
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aceitacao. De fato, sejam rg,r1,...,7, os estados dados pela definicao de que & aceita
w. Entao
0(qo, w) = 0(5(qo, w1), W ... wy) = (11, Wy ... wy,) =
=0(0(r, wa), w3 ... wy) = 0(ry, w3 ... wy) = ... (3.14)
=0(rp_1,wy,) = 0(0(rp_1,wy),€) = d(rp,e) =1, € F
Da mesma forma, se §(qp, w) € F, definimos ro = qo e r; = §(r;—1,w;) parai =1,...,n.
Note que 7, = §(qo, w) € F, e de fato, essa sequéncia 7y, . . ., 1, satisfaz a defini¢cao de que

o/ aceita w.

O adjetivo deterministico dado aos automatos acima definidos deve-se ao fato de que,
em qualquer momento durante a computagao, o estado seguinte estd completamente de-
terminado pelo estado atual e pelo respectivo simbolo da entrada. Em termos de grafos
rotulados, para cada vértice existe exatamente uma aresta saindo desse vértice com rétulo
a, para cada simbolo a do alfabeto.

Um automato finito nao-deterministico seria um automato no qual essa propriedade
nao vale. Para um vértice qualquer do grafo rotulado e um simbolo a do alfabeto, podem
existir varias arestas saindo desse vértice com rétulo a — e até mesmo nenhuma.

Como a computagao é feita nesse caso? Ao ler um simbolo que possui varias arestas
associadas, o automato cria copias de si, de maneira que cada copia segue cada aresta que
possua aquele simbolo como rétulo. E cada cépia do automato segue essa mesma regra,
de maneira que podemos imaginar varios ramos de computagao. Se em algum momento
nao existir aresta com o simbolo lido, a cépia do automato deixa de existir. Finalmente,
se alguma das copias do automato termina a computacao em um estado de aceitacao,
dizemos que o automato aceita a entrada.

Da mesma forma que a funcao de transicao estendida pode ser aplicada ao bloco
vazio €, permitimos € como rotulo de arestas no caso nao-deterministico, e denotamos por
Y. = X U{e}. Se o autémato estiver em um vértice que contém alguma aresta de saida
com rétulo €, ele cria copias de si mesmo sem ler nenhuma entrada, e cada copia segue
na direcao das arestas que contém o rétulo e.

Com essa digressao, estamos prontos para dar a definicdo de automato finito nao-
deterministico e a maneira como ele computa. A seguir, P(Q) representa o conjunto das

partes de ().

Defini¢ao 3.20. Um automato finito nao-deterministico (AFN) é uma quintupla

g =(Q,%,0,q,F), (3.15)

na qual
(1) @ é um conjunto finito cujos elementos sdo chamados de estados,
(2) 3 é um conjunto finito chamado de alfabeto,
(3) 0:Q x 3. = P(Q) é a fungdo de transi¢ao,
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(4) qo € Q é o estado inicial, e
(5) F C @ é o conjunto de estados de aceitagao.

Note que no caso nao-deterministico, para cada estado e cada simbolo, a funcao de
transicao nos da4 um conjunto de possiveis estados futuros.

Ao representar um AFN como um grafo rotulado, para cada estado ¢, cada simbolo
a € X, e cada estado p € §(q,a), temos uma aresta iniciando em ¢ e terminando em p

com rotulo a. Um aresta com rétulo € é chamada de aresta vazia.

Definigao 3.21. Seja &7 = (Q,%,0,qy, F)) um AFN e w = w; ... w, uma palavra no

alfabeto X.. Dizemos que &7 aceita w se existe uma sequéncia de estados 1o, 1, ..., r, tal
que

(1) 7o = o,

(2) r; € 0(ri_1,w;), parai=1,...,n,e

(3) r, € F.

De modo geral, estamos focando nossa atengao apenas em palavras sem o simbolo
vazio. Entao, podemos dizer que w € ¥* é aceita por &7 se existem simbolos wy, ..., w, €
Y. nao todos vazios tais que w é igual a concatenacao w; ... w,, e & aceita a palavra

wy ... wy. A linguagem reconhecida por <7 é definida como

L) ={w e X" : o aceita w}. (3.16)

Exemplo 3.22. Seja X = {0,1}, Q = {qo0, 1,2}, F = {q} e 6 : Q x . — P(Q) dada

pela seguinte tabela

) € 0 1
@| 0 |{wa}]|{e}
q 0 0 {0}
q2 {Ch} 0 0

O grafo rotulado que representa o AFN & = (Q,%,0,q, F') é mostrado na Figura
14a. Na Figura 14b, temos uma representacao de como seria o processo de computar a
entrada 01101. Essa palavra é aceita, uma vez que ela é a concatenacao 01101, que é uma
palavra aceita pelo automato, pois a sequéncia qo, qo, 42, q1, o, Go, g2 satisfaz as condigoes
da Defini¢ao 3.21.

Note que em cada passo da computacao, o automato se encontra em varios estados ao

mesmo tempo. <

Definicao 3.23. Dizemos que dois autoématos (deterministicos ou nao-deterministicos)

o e B sao equivalentes se eles reconhecem a mesma linguagem, i.e.,

L) = L (B). (3.17)
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Figura 14 — Exemplo de computacao num AFN.

Simbolo lido

.................. O
7
.................. 1
o] [
T T e 1
0 o] || a|
/ \ .................. 0
.................. 1
otmin
(a) Automato finito ndo-deterministico. (b) Ramos de computagao.

Exemplo 3.24. (Todo AFD € equivalente a um AFN). Seja o/ = (Q,%,0,q, F') um
AFD. Vamos construir um AFN que seja equivalente a /. Basta definirmos a funcao
de transicao 0’ : @ x X, — @ da seguinte maneira: §'(q,e) = 0, e §'(¢,a) = {0(g,a)}
para a € ¥. Assim, o autémato &' = (Q, %, 0', qo, F') é ndo-deterministico. Note que nao
existe nenhuma aresta vazia em «/’. Vamos entao provar que .2 (o) = £ (<").

(C) Sejaw =wy ... w, € Z(). Entao, existem r,...,r, € Q tais que ro = qo,1; =
d(ri—1,w;),i =1,...,ner, € F. Esses mesmos r; satisfazem a Definigdo 3.21 para 7',
uma vez que a condi¢ao (2) se traduz como r; € §'(r;_1,w;) < r; € {0(ri—1,w;)} para
i=1,...,n. Logo, we Z(d").

(D) Sew = wy...w, € L (') entdo existem ry, ..., r, que satisfazem a Defini¢do
3.21. Note que a condicao (2) sé é satisfeita, se ; = 6(r;_1,w;), 1 = 1,...,n. Assim, esses
mesmos 7; satisfazem a Definigao 3.17, de modo que w € Z (). q

Embora os AFN sejam uma generalizacao dos AFD, existe um resultado que garante
que dado qualquer automato nao-deterministico, existe um automato deterministico equi-
valente a ele.

Para apresentarmos a ideia da demonstracao desse resultado, iremos construir a fungao
de transicao estendida de um automato nao-deterministico. Para isso, precisamos definir

a funcao fecho vazio.

Definicao 3.25. Seja &/ = (Q, 3,0, qo, F)) um AFN. O fecho vazio de um estado, de-
notado por &(q), é o conjunto de todos os estados que podem ser alcangados seguindo
arestas com o simbolo vazio, i.e., p € &(q) se existe uma sequéncia de estados 7, ..., 7,
tal que 7o = ¢, 7; € §(ri_1,¢€), parai = 1,...,n e r, = p. Em particular, para n = 0,
temos que ¢ € &(q) para todo ¢ € Q. Definimos a fung¢ao fecho vazio & : QQ — P(Q) que
associa a cada ¢ € @) seu fecho vazio &(q) € P(Q).
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A funcao fecho vazio estendido & : P(Q)) — P(Q) é definida como

£(p) = J €. (3.18)
q€P

Exemplo 3.26. Seja o7 = (Q, %, 0, qo, F') um AFN. Note que, ao iniciar uma computagao,
sem precisar ler nenhuma entrada, podemos nos mover para qualquer estado do fecho
vazio do estado inicial gg. Efetivamente, a computagao inicia em todos os estados & (qp)-
Chamaremos os estados em que o automato e suas copias se encontram em cada passo
da computacao de estados ativos. Entao, suponha que é lido o simbolo w; da entrada.
Cada cépia do automato se move seguindo a funcao 6. Se o conjunto dos estados ativos

era R C (@), entao ao ler o simbolo w;, qual sera o novo conjunto dos estados ativos?
Se uma cépia do automato estava em um estado ¢ € R, entao o novo conjunto de
estados ativos para essa cépia serd §(q, wy). Mais que isso, como cada estado pode conter
arestas vazias, temos que considerar o fecho vazio de d(q,w;). Assim, o conjunto de novos

estados ativos sera

U £06(qw1). (319)

qgER
Podemos definir a funcao de transigao estendida como ¢ : P(Q) x 3. — P(Q) por
(1) 8(R,¢e) = £(R),
2) 8(R.a) = U £(3(q,0)), paraa € 3,
q€ER
<
Teorema 3.27. Todo automato finito nao-deterministico € equivalente a um automato

finito deterministico.

Ideia da demonstragao. Seja o/ = (Q,%,0,qo, F) um AFN. Vamos construir um AFD
g = (Q,%,d,qp, F') tal que L (o) = L ("). Definimos os componentes de .2/’ como:
= , pois a cada passo da computacao, o automato .7 pode estar em varios
1) Q' =PQ ' d d taca tomato &/ pode est Ari
estados simultaneamente.
2) q), = &(qo), pois ao iniciar a computacao, &/ pode estar em qualquer estado no
0
fecho-vazio de qp.
(3) FF={Re @ : RNF #},isto é, F’' é o conjunto de todos os subconjunto de @
que contém algum estado de aceitacao de <.
(4) ¢ : Q'xX — @, definiremos a fungao de transigdo de maneira analoga ao Exemplo

3.26.
§'(R,a) = | £(6(q, a)). (3.20)

q€ER

A prova de que & e &7’ reconhecem a mesma linguagem é feita por inducao no tamanho

da entrada, e pode ser encontrada em [3]. O

Agora, por automato, entenda-se um automato finito deterministico.
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Definigao 3.28. Seja &/ = (Q, %, 9, qo, F') um automato. Dizemos que um estado g é
acessivel se existe uma palavra w tal que d(w, o) = ¢q. Dizemos que q é coacessivel se existe
uma palavra w tal que d(w, q) € F. Dizemos que o autdmato é acessivel (respectivamente
coacessivel) se todo estado ¢ € @) é acessivel (respectivamente coacessivel). Dizemos que

o automato é aparado se ele for acessivel e coacessivel.

Dizer que um estado é acessivel equivale a dizer que existe um caminho no grafo
rotulado que comeca em ¢y e termina em ¢, e dizer que o mesmo € coacessivel significa
dizer que existe um caminho comegando em ¢ e terminando em um estado de aceitacao.
Note que um estado que nao é acessivel nem coacessivel nao pode aparecer na computacao

de uma palavra aceita na linguagem. Por isso, s6 consideraremos automatos aparados.

Definicao 3.29. Uma linguagem é dita regular se é a linguagem reconhecida por algum

automato finito.
Proposicao 3.30. A linguagem de um subshift sifico ¢ uma linguagem reqular.

Demonstragao. Seja X um subshift séfico, com apresentacao § = (G, L), em que G =
(V,E) é um grafo essencial e £ : E — X a rotulagdo. Vamos construir um AFN que
aceite qualquer caminho finito no grafo G.

Seja gy um elemento que nao estd no conjunto dos vértices V. A ideia essencial é
adicionar esse vértice como sendo o vértice inicial do automato, ligd-lo a todos os outros
vértices usando arestas vazias, e definir todos os outros como vértices finais.

Seja entao &7 = (V U {q},%,0,q0, V). Para definirmos a fungao de transigao, denote
por V(q,a) o conjunto de vértices que podem ser alcangados a partir de ¢ lendo a entrada
a, i. e, V(g,a) = {t(e) : e € i(q),L(e) = a}. Assim, a funcao de transigdo pode ser

descrita como

1) el aeX
qo Vv 1)
qgeV | 0 |V(ga)

Como G é essencial, qualquer palavra em w € B(X) é um caminho finito em G. Note
que w é aceita por & pois ew é aceita. Da mesma forma, qualquer palavra aceita por .o/
¢ da forma sw, em que w nao contém nenhum bloco vazio. Assim, w é um caminho no
grafo G, logo w € B(Xg). O

Exemplo 3.31. Considere X o shift completo sobre ¥. Note que X é um STF, e logo, é
um subshift séfico. Pela Proposigao que acabamos de provar, B(X) = ¥* é uma linguagem

regular. <
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Definicao 3.32. Sejam A e B duas linguagens sobre o mesmo alfabeto Y. Definimos a
concatenacao de A e B como sendo o conjunto de todas as palavras obtidas pela conca-

tenacao de uma palavra em A com uma palavra em B, denotado por
AB={abe ¥ :a€ Abe B}. (3.21)

Lema 3.33. O conjunto das linguagens regulares é fechado por concatenacdio e comple-

mentacao.

Demonstracao. Sejam A e B linguagens regulares reconhecidas pelos automatos finitos
deterministicos &7 = (Qa,3,04,qa, Fa) e B = (Qp,%,08,qs, Fi), respectivamente.

Primeiramente, vamos construir um automato que reconheca a linguagem AB. Seja
N =(QaUQp,X,01,q4, Fp), com §; descrita por

o1 € a€EXx
GEQA\Fs| 0 | {di(q,a)}
q€Fa | {gp} | {0i(q,a)}
q€Qp 0 | {02(q,a)}

A Figura 15 ilustra essa construcao. O que fizemos foi ligar os estados finais de &/

com o estado inicial gg de &4 usando arestas vazias.

Agora, mostraremos que .Z(4") = AB.

(C) Se uma palavra w € X* é aceita por .4, entdao ela representa um caminho
comecando em g4 e terminando em algum estado de Fz. Pela nossa construcao, um
caminho que comece em ¢4 e chegue em algum estado de Fz deve necessariamente passar
por algum estado de F4, seguir por uma aresta vazia e chegar em gg. Dessa maneira,
podemos escrever w = aeb, em que a é o rétulo de algum caminho em &7 que inicia em

ga e termina em algum estado de Fl4, e b é rétulo de um caminho comecando em ¢g e

Figura 15 — Automato finito reconhecendo a linguagem AB.

a construcao. Note que qualquer caminho que saia de um estado de 7 e chega em um
estado de Z deve necessariamente passar por uma aresta vazia.
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terminando em um estado de Fz. Assim, a é aceito por &7 e b é aceito por A, de modo
que ab € AB, como desejado.

(2) Veja que qualquer palavra ab € AB é aceita por 4. Isso pois, se a € A, entdo
a ¢ o rotulo de um caminho em &7 que inicia em ¢4 e termina em algum estado de Fy.
Assim, seguimos por uma aresta vazia até gg, e como b € B, b é o rétulo de um caminho
comecando em ¢ e terminando em algum estado de Fz. Logo, acb é uma palavra aceita
por A4, como desejado.

Agora, vamos construir um autdémato finito que reconhega a linguagem %*\ A. Note
que esse € o conjunto de palavras que sao rejeitadas por o/. Como o é deterministico, uma
palavra w é rejeitada se e somente se é o rétulo de um caminho comecando em ¢4 e ter-
minando em um estado fora de Fy. Assim, podemos definir # = (Qa,%,04,qa, Qa\Fa),
de modo que uma palavra é aceita por .# se e somente se é rejeitada por 7, como
desejado. O

Proposicao 3.34. Seja W C X* uma linguagem reqular e seja </ um AFD aparado
reconhecendo a linguagem ¥*\(X*WX*). Entio £ (<) = B(Xw).

Demonstragao. Note que, de fato, ¥*\ (X*WX*) é regular, pois é o complemento da con-
catenagao de linguagens regulares. Denote & = (Q,3,0,qo, F'). Vamos mostrar que
L) = BXw).

(C) Seja w uma palavra aceita pelo automato /. Suponha que w contenha algum
sub-bloco u que pertence a W. Entao existe um caminho em & com rétulo u. Como &7
¢é aparado, existe um caminho com rétulo a que inicia em ¢y e termina no primeiro estado
de u. Da mesma forma, existe um caminho com rétulo b que inicia no ultimo estado de
u e termina em um estado final. Assim, a palavra aub seria aceita por &7, o que é uma
contradicao, pois aub € X*WX*.

(2) Sew € B(Xw ), entdo w nao contém nenhum sub-bloco que pertenga a W. Assim,
w ¢ SWE* ou seja, w € L\ (X*WXE*), de modo que w é aceita por & . ]

Corolario 3.35. Se A ¢ uma linguagem regqular entdo X, € um subshift sdfico.

Demonstragcao. Se A é uma linguagem regular, pela Proposicao 3.34, existe um automato
finito aparado &7 tal que £ (&) = B(X4). Como & é aparado, cada palavra em B(X,)
é o rétulo de um caminho num grafo rotulado determinado por /. Tal grafo é uma
apresentacao para o subshift X4, o que mostra que esse ultimo é um subshift séfico, como
desejado. O]

Teorema 3.36. Um subshift € sofico se e somente se sua linguagem € reqular.

Demonstragao. (=) Segue da Proposigao 3.30.
(<) Seja X um subshift tal que B(X) é uma linguagem regular. Pelo Lema 3.33,
B(X)¢ é regular.
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Relembrando o Teorema 1.39, que caracteriza a linguagem de um subshift, temos que
para qualquer subshift X vale a igualdade X = Xg(x)e. Agora, usamos o Coroldrio 3.35,

temos que Xg(x)e € séfico, como desejado. O]



Consideracoes Finais

Grande parte dos resultados desse texto se baseiam no fato de que nosso alfabeto é finito,
entre eles a compacidade do shift completo e a compacidade dos subshifts. Pesquisas
muito recentes nessa area generalizam os resultados desse texto para o caso em que o
alfabeto ¢ infinito.

A codificacao de subshifts do tipo finito em shifts-aresta estabelece uma relacao entre
a dinamica simbdlica e a teoria de grafos. Além disso, o Teorema da Decomposi¢ao da
Secao 2.5 permitiu entender uma conjugacao entre dois STF como uma sequéncia de
transformacoes na estrutura dos grafos que os representam.

Ao permitirmos grafos rotulados, expandimos a classe de subshifts que poderiamos
representar, os chamados subshifts séficos. Em paralelo, mostramos que automatos finitos
também podem ser representados como grafos rotulados, o que nos permitiu estabelecer

uma conexao entre a dinamica simbdlica e a teoria da computacao.






1]

[6]

[7]
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