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Resumo

O objetivo principal deste trabalho académico é apresentar e demonstrar o Teorema
de Hahn-Banach, bem como alguns de seus coroldrios para espacgos vetorias normados.
Para isso, exploramos definicdes e exemplos de operadores lineares, funcionais linea-
res, funcionais sublineares, normas e seminormas. O Teorema de Hahn-Banach é um

resultado importante na area da Matematica conhecida como Anaélise Funcional.

Para a sua demonstracao, é utilizado outro resultado muito significativo na Ma-
tematica, que é o Lema de Zorn. Todos os conceitos envolvidos na formulacao do Lema

de Zorn sao explorados neste trabalho.

O trabalho é uma combinacao de conteudos de Algebra Linear, Célculo, Anélise e

Teoria de Conjuntos.

Palavras-chave: Teorema de Hahn-Banach, Anélise Funcional, Lema de Zorn.



Abstract

The main goal of this academic work is to present and to prove the Hahn-Banach
Theorem, as well as some of its corollaries for normed vector spaces. For that, we explore
definitions and examples of linear operators, linear functionals, sublinear functionals,
norms and seminorms. The Hahn-Banach Theorem is an important result in the area of

Mathematics known as Functional Analysis.

To prove the theorem, another very significant result in Mathematics is used, called
Zorn’s Lemma. All of the concepts involved in the formulation of Zorn’s Lemma are

explored in this work.

This work is a combination of topics in Linear Algebra, Calculus, Analysis and Set

Theory.

Keywords: Hahn-Banach Theorem, Functional Analysis, Zorn’s Lema.
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Introducao

O conteudo deste trabalho académico gira em torno de um teorema conhecido como
Teorema de Hahn-Banach, que é um resultado muito utilizado em Anélise Funcional. Ele
pode ser formulado como um teorema de extensao ou como um teorema de separagao.
Quando visto como um teorema de separacao, observa-se a sua interpretacao geométrica,

que trata de subespacos vetoriais, variedades lineares e hiperplanos.

Uma primeira versao do Teorema foi formulada por Eduard Helly, no inicio da
década de 1920, e tratava de espagos vetoriais definidos sobre o corpo dos niimeros reais
ou dos nimeros complexos. O resultado foi de fato provado no final da década, pelos
matematicos Hans Hahn e Stefan Banach, mas os dois matematicos consideraram apenas
espagcos vetoriais sobre o corpo dos numeros reais. Aparentemente, Banach desconhecia

o trabalho feito por Hahn, mas publicou uma generalizacao deste trabalho.

O resultado foi denominado Teorema de Hahn-Banach pela primeira vez em um
trabalho de Bohnenblust e Sobczyk, em 1938. Nele, o resultado foi generalizado para
espacos vetoriais sobre o corpo dos niimeros complexos. Essa generalizacao também foi

obtida por Soukhomlinov no mesmo ano.

A demonstracdo do Teorema de Hahn-Banach depende do Lema de Zorn. Apesar
de ser citado como um lema, ele é utilizado como um axioma. O Lema de Zorn é equiva-
lente ao que é conhecido como Axioma da Escolha, que juntamente com os Axiomas de
Zermelo-Fraenkel, forma o conjunto de axiomas utilizados na Teoria de Conjuntos usual.
E conveniente destacar que o Axioma da Escolha ¢é independente dos outros Axiomas de

Zermelo-Fraenkel.

Com o objetivo de estudar o Teorema de Hahn-Banach para espagos vetoriais nor-
mados, sobre o corpo dos nuimeros reais, é apresentado este trabalho académico. Nele,
sao explorados alguns contelidos presentes no curso de graduacao em Matematica, mas

também sao apresentados conceitos que nao sao abordados durante o curso.

O trabalho esta divido em trés capitulos. O primeiro capitulo trata das definigoes
presentes na formulacgao do Teorema de Hahn-Banach e de seus corolarios. Sao mostrados

alguns exemplos de tais definicoes e sao feitos resultados preliminares, com o objetivo



de facilitar o estudo do Teorema em si. A principal referéncia utilizada neste capitulo é
[6].

O segundo capitulo é dedicado ao Lema de Zorn. Sao apresentados todos os conceitos
mencionados na formulagao do Lema. Este capitulo é repleto de exemplos das definigoes
apresentadas, e inclusive mostra dois exemplos de aplicacoes do Lema de Zorn. Os livros
estudados que tratam do Teorema de Hahn-Banach também tratam do Lema de Zorn.

As referéncias mais utilizadas neste capitulo foram [5] e [6].

Por fim, o terceiro capitulo traz o enunciado e a demonstracao do Teorema de
Hahn-Banach. Na sequéncia, o Teorema é adaptado para a forma que serd utilizada
na demonstracao dos coroldrios. Eles sao resultados significativos no estudo de espacos

vetoriais normados. Novamente, a referéncia [6] foi muito utilizada, juntamente com [1].

A total compreensao do trabalho requer algum conhecimento nas areas de Algebra

Linear, Analise, Céalculo e Teoria de Conjuntos.
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1 Definicoes e resultados
preliminares

Neste primeiro capitulo do trabalho, serao apresentadas defini¢bes e resultados que
8a0 necessarios para o entendimento do Teorema de Hahn-Banach e de seus corolarios.
A maioria dos resultados foram escritos com base na referéncia [6]. Para a total com-
preensdo do capitulo, é necessdria uma base de Algebra Linear, de alguns resultados de

Calculo e de Teoria dos Conjuntos.

1.1 Operadores

Definigao 1.1. Sejam U e V dois espacos vetoriais sobre o mesmo corpo. Uma fungao

f:U — V édita ser um operador U em V.

Definicao 1.2. Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo. Dizemos que
uma funcao f : U — V é um operador linear se para quaisquer uj € ug em U e a no

corpo dos escalares, f satisfaz:

(i) flaur) =af(ur)e
(i) f(ur +u2) = flur) + f(uz).

Na sequéncia, serao apresentados alguns exemplos classicos de operadores lineares.
Exemplo 1.3. Seja U um espaco vetorial sobre um corpo qualquer.
A funcao

Iy: U — U

u — u

€ um operador linear, chamado de operador identidade do espaco vetorial U, conforme

serd mostrado a sequir.
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Para provar que a funcdo f € um operador linear, serdo analisadas as condicdes da

definicao.

e Condigao (i): Considere « € R e u € U quaisquer.
Sabemos que Iy(au) = au. Como u = Iy(u), temos Iy(au) = aly(u).
e Condigao (ii): Considere uy e ug quaisquer em U.

Sabemos que Iy(up + u2) = uy + uz. Como uy = Iy(uy) e ug = Iy(ug), temos

IU(u1 + U2) = IU(ul) + IU(u2>.

Portanto, o operador identidade de qualquer espaco vetorial € um operador linear.

Exemplo 1.4. Dados dois espagos vetoriais U e V' sobre o mesmo corpo de escalares,

definimos uma funcdao 0 da seguinte forma

0: U — Vv

u +— Oy

em que Oy € o vetor nulo do espago vetorial V.

A fungdo 6 € chamada de operador nulo e € um operador linear, conforme serd

mostrado a sequir.

e Condigao (i): Considere « € R e u € U quaisquer.
Temos 0(au) = 0y = aly = ab(u).
e Condigao (ii): Considere uy e uy quaisquer em U.

Temos 6(u1 + uz) = 0y = 0y + Oy = 0(u1) + 0(u2).

Concluimos que 6 ¢ um operador linear.

Exemplo 1.5. Seja P o conjunto de todos os polindmios de uma varidvel, com coefici-
entes reais. A cada polinémio p € P, associamos uma fung¢do polinomial p definida em
[a,b] € R. Chamamos de F o espago dessas fungées. Temos que P e F sao espagos

vetoriais sobre o corpo R com as operagoes de adicdo e multiplicacdo por escalar usuais.

Definimos uma funcdo de F em F da forma
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em que p' € a derivada da funcdo polinomial p.

Vamos mostrar que f é um operador linear.

e Condigao (i): Considere « € R e p € F quaisquer. Seja n o grau do polinémio p.

Tomamos x € [a,b] qualquer e escrevemos p(x) como
p@) =pn-a" +pp1-3" o+ pxtpo

PATA Dpy Pr—1,---, D1 € Po CoOeficientes reais.
Sabemos que p'(z) =n-py-2" L+ (n—1) -po_1-2" 2+ ... +p1.
Por outro lado, temos ap(z) = app - 2" +app_1- 2" 4 ...+ apr -+ apy e assim
(ap)(x)=n-ap, - 2" P+ (n—1) - ap,—1- 2" 2+ ... +a-p1.
Logo, temos (f(ap))(x) = (ap)!(z) = apf (2) = a(f(p))(@) = (af (1)) (@).
Como o x era arbitrdrio, concluimos que f(ap) = ap’ = af(p).
e Condigao (ii): Considere p e q quaisquer em F. Considere novamente n o grau
do polinomio p.

Conforme vamos argumentar na sequéncia, quando tomamos = € [a,b] qualquer,

podemos escrever p(x) e q(x) da forma

Q(‘,E) :C_In 'xn—i_qn—]_ ’$n_1+”,+q1 .‘/L*_+_q0’

pbara ppn, Pn—1,---5P1,P0549n,9n—1,---, 41 € 4o coeﬁcientes reats.

Se os dois polindomios p e q tiverem o mesmo grau, com n sendo o grau dos po-
linémios, entao € facil ver que podemos escrever p(x) e q(x) da maneira apresen-

tada.

No caso em que eles tém graus diferentes, vamos supor, sem perda de generalidade,
que o polinomio que tem o maior grau entre os dois € o polinomio p. Entao
naturalmente escrevemos p(x) conforme apresentado, com n o grau de p. Para o
polinéomio q, que tem o menor grau, digamos que esse grau seja r. Entdo, para que
q(z) seja escrito da forma apresentada, os coeficientes com indices de r + 1 atén

devem ser todos iguais a 0.

Ainda assim, temos

PE)=n-p,-2" P+ (n—1) po1-2" 2+ . +py;
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d(x)=n-q- " 4 (n—1)qn-1 L R

Além disso,

(p+a) (@) = (pn +qn) - 2" + (Pa—1 + gu—1) - 2"+ o4 (1 + @1) -+ o+ qo-
Logo

(P+a) (@) =n (Pn+a0) 2"+ (0 =1) (Pao1 + 1) 2" 72+t p1F
Dessa forma, temos
(f(p+a))(z) = (p+q) (z) = p'(2)+d (z) = (f(p)) (@) +(f (@) (z) = (f(p)+f(2))(2).
Como x era arbitrdrio, concluimos que f(p+ q) = f(p) + f(q).

Concluimos que f €, de fato, um operador linear.

Exemplo 1.6. Considere Cla,b] o conjunto de todas as fungies continuas definidas em
um intervalo [a,b] C R, cuja imagem estd contida em R. Esse conjunto pode ser visto

como um espaco vetorial sobre o corpo R com as operacoes de adicao e multiplicacao

por escalar usuais.
Definimos o seguinte operador:

T: Cla,b] — Cla,b
foo—= T)

em que para todo x € [a,b], temos (T(f))(z) = /33 f(t)dt.

Note que o Teorema Fundamental do Cdlculo, conforme pode ser observado na re-

feréncia [4] na pdgina 19, nos garante que T(f) é uma fungao em Cla, b].

Vamos provar que T é um operador linear.

e Condicao (i): Considere a € R, f € Cla,b] e x € [a,b] quaisquer.

Observe que (T'(f))(z) = /I f(t)dt e que (T'(af))(z) = /x af(t)dt.

a

A igualdade / af(t)dt = a/ f(t)dt € imediata das propriedades das integrais.

Com isso, temos

(T(af))(z) = / " af(t)dt = a / " f(t)dt = a(T()) (@) = (aT(f))(x).
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Como x era arbitrdrio, concluimos que T(af) = aT'(f).

e Condigao (ii): Considere f e g em Cla,b] e x € [a,b] quaisquer.

Observe que (T'(f))(z) = / f(t)dt e que (T(g))(z) = /x g(t)dt.

Utilizando novamente as propriedades das integrais, temos

/:(f + 9)(t)dt = /ax F(t)dt + /j g(t)dt.

E dai podemos concluir que

\

f+g

/f dt+/ g(t)dt

= (T()(@) + (T(9))(x)
= (T(f) + T(9)(=).

(T(f +9)(

Como x era arbitrdrio, concluimos que T'(f +g) =T(f) +T(g).

Assim, o operador T é um operador linear.

1.2 Funcionais

Definicao 1.7. Seja U um espago vetorial sobre o corpo R. Chamamos de funcional
uma fungao f: U — R, ou seja, uma funcao cujo dominio é U e cuja imagem esta contida

em R.

Observagao 1.8. Os funcionais definidos em um espaco vetorial U podem ser vistos
como operadores de U em R. Isso acontece porque o corpo dos escalares pode ser visto

como um espaco vetorial sobre ele mesmo.

Exemplo 1.9. Seja U um espago vetorial sobre R e ¢ € R qualquer. A funcgao

fer U — R
u = C

€ um exemplo de funcional.

Definicao 1.10. Seja U um espaco vetorial sobre o corpo R. Um funcional f definido

em U é dito ser um funcional linear se para quaisquer u; e ug em U e o em R, f satisfaz:
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(i) flow) =af(ur)e
(i) f(u1 +wu2) = f(ur) + f(uz).

Exemplo 1.11. Considere R? como um espaco vetorial sobre R com as operacées de

adi¢do e multiplicacdo por escalar usuais. O funcional

f: R - R

(a,b) — a

€ um exemplo de funcional linear, conforme mostraremos a sequir, analisando as condi¢oes

da defini¢ao.

e Condigdo (i): Tome X\ € R um escalar e (a,b) € R? quaisquer.
Note que f((a,b)) = a e que f(Ma,b)) = f((Aa, b)) = Aa.
Logo, temos f(\(a,b)) = Af((a,b)).

e Condicdo (ii): Tome agora (a,b) e (c,d) quaisquer em R2.
Note que f((a,b)) = a e que f((c,d)) =c.

Por outro lado, f((a,b) + (¢,d)) = f((a+c,b+d)) =a+c.

Concluimos entao que f((a,b) + (¢,d)) = a+c= f((a,b)) + f((c,d)).

Logo, o funcional f, conforme definido acima, é um funcional linear.

Exemplo 1.12. Seja U um espaco vetorial sobre R.

Considere o funcional

fo.‘ U — R

u +— 0

O funcional fo € chamado de funcional nulo. Vamos analisar as condigoes da de-

finicdo para descobrir se fy € um funcional linear.

e Condigao (i): Seja o € R um escalar e u € U quaisquer.
Temos fo(au) =0=a-0= afp(u).
e Condigao (ii): Sejam uy e ug quaisquer em U.

Temos fo(ur +u2) =0=0+0= fo(u1) + fo(uz).
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Obtemos que funcional nulo € um funcional linear. Este funcional € um caso parti-

cular do exemplo 1.4.

Observagao 1.13. O funcional nulo € um caso particular do exemplo 1.9, em que temos
¢ = 0. Quando ¢ # 0, o funcional f. ndo é um funcional linear. Para verificar isso,
basta observar que para quaisquer uy e us em U, temos f.(ur + u2) = ¢, enquanto

fe(ur) + fe(uz) = ¢+ ¢ = 2¢c. Como ¢ # 0, temos ¢ # 2¢, e com isso concluimos que

Je(ur +uz) # fe(ur) + fe(uz).

Definicao 1.14. Seja U um espago vetorial sobre o corpo R. Um funcional f definido
em U é dito ser um funcional sublinear se para quaisquer u; e us em U e o > 0 em R,

f satisfaz:

(i) floaw) =af(ur)e
(i) flur 4+ u2) < fur) + f(uz).

Observe aqui que todo funcional linear é em particular um funcional sublinear.

Entretanto, nem todo funcional sublinear é linear.

Exemplo 1.15. Considere R como um espacgo vetorial sobre R com as operacoes de

adi¢do e multiplicacdo por escalar usuais. O funcional f definido da forma

fr R — R

0, seu<0
U  —>
u, se u>0

€ um funcional sublinear que nao é um funcional linear, conforme serd mostrado.

Para provar que o funcional f €, de fato, sublinear, observaremos que ele satisfaz as

condicdes da definicdo, atentando a todas as situacoes possiveis.

e Condigao (i): Considere « € R com o« > 0 e u € U quaisquer.
Se u < 0, entdo au < 0. Nesse caso, temos f(u) =0 e f(au) =0.
Assim, temos f(au) = af(u).
Se u >0, entdo au > 0. Nesse caso, temos f(u) =u e f(au) = au.

Assim, temos f(au) = af(u).
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e Condigao (ii): Considere uy e uy quaisquer em U.

Seu; <0 euy <0, entdo uy + ug < 0. Nesse caso, temos f(u1) =0, f(uz) =0 e
f(u1 +uz) = 0. Concluimos que f(uy +uz) < f(ur) + f(uz).

Seuy; >0 ewug >0, entdo uy + ug > 0. Nesse caso, temos f(u1) = uy, f(ug) = usg

e f(ur +u2) = uy + uz. Logo, também temos f(uy +u2) < f(ur) + f(u2).
Seuy <0 ewug >0, entdo podemos ter uy + ug < 0 ou uy + ug > 0.

No caso uy +ug < 0, temos f(u1) =0, f(u2) =wu2 e f(ug + u2) =0.

Assim, temos f(u1 +uz) =0 < ug =04 uz = f(uy) + f(u2).

Ja no caso up +ug > 0, temos f(u1) =0, f(uz) =uz e f(u; +u2) = uy + ua.
Assim, temos f(u; +u2) = up +uz <ug =0+ u2 = fur) + fluz).

O caso em que temos u; > 0 e ug < 0 € andlogo ao caso em que u; < 0 e ug > 0.

O raciocinio pode ser repetido substituindo uy por ug e ug por uj.

De qualquer forma, sempre ocorre f(ui +u2) < f(uy) + f(uz).

Concluimos que o funcional f € um funcional sublinear.

Entretanto, nao é um funcional linear. Observe que para u; = —1 e ug = 1, temos

f(ur) =0, f(ug) =1 e f(ur +uz) = f(0) = 0. Portanto, f(u1 +uz) # f(u1) + f(uz).

1.3 Normas

Definigao 1.16. Seja U um espago vetorial sobre o corpo R. Chamamos de norma um

funcional

I-: U — R

tal que, para quaisquer u; e uo em U e o em R, sejam satisfeitas as condicoes:

() fJuall = 0;
(ii) [Jur]l =0 w1 = Op;
(iii) [l il = laf{lui] e

(iv) [Jur + wal| <[lul+I[luzll
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A condigao (iv) da definigdo de norma, que corresponde & condigao (7i) da defini¢ao

de funcionais sublineares, é conhecida como desigualdade triangular.

Observagao 1.17. Qualquer norma definida sobre um espago vetorial U ndo nulo é um
funcional que € sublinear, mas nao € linear. Para verificar que ndo € linear, considere um
escalar o < 0 e um vetor nao nulo u € U qualquer. Nesse caso, ndo temos ||a-u| = a||ul|,

pois temos [|o- u|| = laf-[[u] = —aflu].

Exemplo 1.18. Considere n € N*. No espaco vetorial R™ com as operacées de adicdo
e multiplica¢ao por escalar de R usuais, escrevendo x € R™ como x = (x1,x2, ..., %),

podemos definir uma funcdo em R™ da forma
Il R*  — R

1
n 2
E 2
=1

n >
Nesse caso, note que ||z|| = g 2] = \/z% + 23+ ..+ 22
i=1

Mostraremos que essa funcao € wma norma. Ela é chamada de norma euclidiana de

R™.

Para provar que essa funcdo satisfaz as condicdes da definicao de norma, em par-
ticular a condi¢ao (iv), utilizaremos a afirmacao a sequir. A afirmagdao nao serd de-
monstrada aqui. Trata-se uma aplicacdo de um resultado conhecido como desigualdade
de Cauchy-Schwarz ou somente desigualdade de Schwarz, que ndo serd explorado neste

trabalho, mas que pode ser encontrado na referéncia [2], na pagina 179.

n
> iy

i=1

Afirmacao 1.19. <|lzllyll-

Sequimos entao com a andlise da condi¢oes da definicdo de norma.

e Condigao (i): Tome x = (1,22, ...,T,) em R™ qualquer.

O mimero ||z|| = \/23 + 23 + ... + 22, por ser a raiz quadrada de um nimero real,

sempre satisfaz ||z|| > 0.

e Condigao (ii): Tome agora o vetor nulo de R™, que denotaremos Ogn. Quando

escrevemos Ogn = (21, X2, ..., Tp), temos x1 = To = ... = T, = 0.

Assim, [|Ogn|| = /02 4+ 02 + ... + 02 = V0 = 0.
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Concluimos que se x = Ogrn entéo ||z|| = 0.

Por outro lado, seja x = (x1,%2,...,xy) em R™ um vetor que satisfaca ||z|| = 0.

Nesse caso, temos \/a:% + 22 + ...+ 22 =0 e isso significa que 3 +x3+...+22 = 0.

Agora note que x% + x% + ...+ 22 € uma soma de parcelas ndo negativas, pois para

todo i € {1,...,n}, temos 22 > 0.

Assim, temos uma soma de termos ndao negativos resultando em 0. Isso sé é
possivel se todos as parcelas da soma forem iguais a 0, ou seja, se ocorrer x;> =0
para todo i € {1,...,n}. Para que isso aconteca, dado i € {1,...,n} qualquer,

devemos ter x; = 0.

Por fim, se x1 =29 = ... =z, =0, entao x = Ogn.

E assim temos que se ||z|| =0, entdo x = Ogn.

Condigao (iii): Considere x = (x1, 22, ..., ) em R™ e a € R quaisquer.

Vamos calcular o valor de ||az||, obtendo

|laz| =|la(z1, z2, ..., z5)||

=||(ax1, axa, ..., ax,)||

=/(ax1)? 4 (az2)? + ... + (az,)?.

Agora note que

Vi(az)? + (ax2)? + ... + (ax,)? = \/a%:% + o223 + ... + o222

= \/oz2(:1:% + 23+ ... +22)

= ]a\\/x%+x§+...+x%.

Como \/x% + 23 + ... + 22 =||z||, obtemos que ||az| = |a||z|.
Condi¢ao (iv): Considere v = (21,22, ...,Tn) €Y = (Y1,Y2, ..., Yn) quaisquer em R"

Note que © 4y = (21,22, s Tn) + (Y1, Y2, -, Yn) = (L1 + Y1, T2 + Y2, -, Tn + Yn).-
n n

Além disso, temos que ||z||* = Zx? e |lyl|* = Zy?
i=1 i=1

Vamos analisar o valor de ||z + y||?.

n

Temos que ||z + y||> = Z(wl +i)%.
i=1

n
Como (x; + yi)?> = 22 + 2x;y; + 7, temos que ||z +y||> = Z(.I‘ZQ + 225y + y2).
i=1
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Assim,

n n n
|z + yl* = 23312 + 22%% + Zy?
=1 i=1 i=1
n n n
S I RS 2
=1 i=1 i=1

n
Como Z iy <
i=1

n n n
Z TiYi Z Ty | + Z y,-Q.
i=1 i=1 i=1

n n
Pela afirmacio 1.19, concluimos que ||z +y||* < fo +2[|z|l|lyll —i—ZyZZ e assim
i=1 i=1

n
, obtemos ||z + y||* < fo +2
i=1

lz +yl* <[l + 2llz | llyll+y 1% = (lz+lz1)?.

De |l +yl|* < (|lz]|+]lyl)?, obtemos que |z +y|| <[l|+[ly]-

Com isso, provamos que a fungao ||-||, conforme definida anteriormente, é uma

norma em R™.

Exemplo 1.20. No espag¢o Cla,b], ji explorado no exemplo 1.6, podemos definir a

sequinte funcdo

[l Cla,0]  — R
[ = max|f(z)]
z€[a,b]

O Teorema de Weierstrass é o que garante a existéncia do nimero max |f(z)| para
z€[a,b]

qualquer fun¢ao em Cla,b].
FEsse resultado de Cdlculo pode ser encontrado na referéncia [3], na pdgina 122.

Vamos provar que essa fungao ||-|| satisfaz todas as condigées da defini¢do de norma.

e Condi¢ao (i): Dada qualquer funcao f € Cla,b], temos que m[a>21|f(x)|2 0 e assim
z€(a,
1f]l > 0.

e Condigao (ii): Considere f como a func¢ao nula definida em [a,b].

Nesse caso, temos || f|| = max |f(z)|= max |0|= 0.
z€[a,b] x€la,b|

Por outro lado, considere f € Cla,b] tal que || f]| = 0.

Nesse caso m{mz]\f(x)\: 0. Isso significa que para todo x € [a,b], temos | f(x)|= 0.
z€la,

Assim, para todo x € [a,b], o valor de f(x) é0. Isso sé ocorre quando f é a fungao

nula definida em [a,b].
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Concluimos que || f|| = 0, se e somente se, f € a fungdo nula definida em [a,b].

e Condicao (iii): Tome f € Cla,b] e a € R quaisquer.

)

Temos que | f|| = max |f(z)| e que [|af| = max |af(z)|= max (|af|f(z)]).
z€la,b] z€[a,b] z€[a,b]
Como max (|al|f(z)]) = |a|$ré1§}§]\f(x)\, concluimos que ||af|| = ||| f|l-

e Condigao (iv): Tome agora f e g quaisquer em Cla,b].

Temos que || f|| = max [f(x)] e |lg|| = max [g(z)].
x€[a,b] z€[a,b]

Além disso || + gl = max |(f + g)(@)l= max | £(z) + g(a)].
z€|a,b] z€la,b]

Note que para todo = € [a,b], temos |f(x) + g()|< | f(2)|+]|g(z)].

Disso, segue que max |f(z)+g(x)|< max ([f(x)[+]g(x)]) < max |f(z)|+ max |g(x)].
z€|a,b] z€la,b] z€[a,b] z€la,b]

)

Assim, concluimos que ||f + g|| <||fl|+lgll-

Logo, a fungdo ||-|| € uma norma em C|a,b].

Exemplo 1.21. Considere o conjunto £° como o conjunto das sequéncias de numeros
reais que sao limitadas, ou seja, sequéncias da forma (T, )nen+ tais que existe um nimero

c € R que satisfaz, para todo n € N*, |z, |< c.

Podemos definir uma funcdo em €° da forma

IBIE £ — R
(Tp)nens = sup |z
1EN*
Note inicialmente que podemos definir essa funcdo devido ao fato das sequéncias
em £°° serem limitadas. E isso, mais a completude de R, que garante a existéncia do

nidmero sup |x;| para qualquer sequéncia (Ty)nen+ € £°°.
1EN*

Vamos provar agora que essa funcao satisfaz todas as condicdes da definicao de

norma.

e Condigao (1): Para qualquer sequéncia (Ty)nen+ em £°°, temos que sup |x;|> 0 pois
1EN*
para todo i € N*, temos |z;|> 0.

e Condig¢io (ii): Se (zp)nen+ for a sequéncia nula em (>°, formada apenas por en-

tradas iguais a 0, entdo teremos sup|z;|=0 e ||(xn)nen<| = 0.
1EN*

=0.

Por outro lado, seja (xy)nen+ € £° uma sequéncia tal que ||(xn)nen+
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Isso significa que sup|z;|= 0, mas isso sé ocorre se |x;|= 0 para todo i € N*, ou
1EN*
seja, se (Tn)nen+ for a sequéncia nula em €.

e Condigao (iii): Considere (xn)nen+ € ° e a € R quaisquer.

Temos que ||(xn)nen+|| = sup|z;l.
1EN*
Além disso, ||(axn)nen- || = sup |azi|= |o|sup|z;].
1EN* 1EN*

Logo, temos ||a(xn)nen

= lalll(zn)nen--
e Condigao (iv): Considere (Tn)nen+ € (Yn)nen+ quaisquer em £°°.
Temos que ||(Zn + Yn)nen+|| = z‘seuNP*|xi + il
Como |x; + yi|< |zi|+|y1| para todo i € N*| temos que
sup|z; + yi| < sup (|z;|+|yi|) < sup|a;|+ sup |y
iEN* iEN~ iEN*

1EN*

Assim, temos ||(Xn + Yn)nen

<l(zn)nene [+ (yn)nen- |-

Concluimos entdo que ||| € uma norma de £*°.

Exemplo 1.22. Considere p € R tal que p > 1. Definimos o conjunto 2 como o
[e.e]

conjunto das sequéncias (Ty)nen+ de numeros reais tais que a série E |z;|P converge.
i=1
Para analisar esse conjunto, vamos utilizar a afirmacao a sequir. FEla é conhecida

como desigualdade de Minkowski. Uma demonstracao dessa desigualdade pode ser en-

contrada em [6], a partir da pdgina 11, e nao serd reproduzida neste trabalho.

Afirmacgao 1.23. Sejam (zp)nen+ € (Yn)nen+ sequéncias em (P. Entdo € satisfeita a

o 5 5 3 o0 5
(Z!ﬂiz +yz‘\p> < (ZI%‘V’) + (Z\yz‘\p> :
i=1 i=1 i=1

A desigualdade de Minkowski € usada para mostrar que o conjunto % é um espaco

desigualdade:

vetorial sobre o corpo R com as operacoes de adicao e multiplicagdo por escalar usuais.

Assim, definimos uma funcao em P da forma
IBIE P — R

o\
(Tn)nene  — <Z|xiyp>
=1
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Vamos analisar agora se a funcgao ||| definida aqui satisfaz as condigoes da defini¢ao

de norma.

e Condigao (i): Seja (xp)nen+ € P uma sequéncia qualquer.
1

o o0 ;
Sabemos que Z|$i|p2 0. Logo, temos que <Z|ajz|p> > 0.

i=1 i=1
Assim, concluimos que ||(zp)nen+|| > 0.

e Condigao (ii): Suponha que (zp)nen+ € a sequéncia nula em (P, formada apenas

por entradas iguais a 0.

o
Nesse caso, temos Z|xi\p: 0, pois para todo i € N*, temos |z;|= 0
i=1
1
() P i
Assim, ||(@n)nen<|| = (Zm\p) =07 =0.
i=1
Por outro lado, seja (xyn)nen+ € P uma sequéncia tal que ||(xy)nen+|| = 0.

1
o] P o]
Isso significa que (Z]mz]”) =0, que s6 ocorre quando Z’%\p: 0

i=1 i=1
Nesse caso, devemos ter |x;|= 0 para todo i € N*. Isso, por sua vez, sé ocorre

quando a sequéncia (xp)nen+ for a sequéncia nula em (P.

Foi provado entdo que dada uma sequéncia (Ty)nen+ € P, temos que (T )nen+ € a

=0.

sequéncia nula se e somente se ||(Tp)nen+

e Condigao (iii): Considere (zp)nen+ € P e a € R quaisquer.

Temos que ||(zp)nen<|| = (Z‘%’p>

=<§]mwjp:<2ymmm)p kwi<§]mﬂ
=1
:m(Zm@pﬂwm@mw

=1

e Condi¢ao (iv): Considere ($n)neN* e (Yn)nen+ quaisquer em (P.

= (Z\mp) e [|(yn)nen=|l = (Z!w!”) :
= <Zm +sz”>

=

Observe que ||(axy ) nen

Logo, temos ||(axp)nen+

Note que [[(@n)nen-

Além disso, temos ||(zyn + Yn)nen
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Portanto, para que a condi¢ao (iv) seja satisfeita, devemos ter
1 1 1
o] ) o0] ) o) D
(o) < () o (o)
i=1 i=1 i=1

Assumindo que a desigualdade de Minkowski € verdadeira, temos

1@ + yn)nen= | <[[(zn)nen- [+l (yn) nen- I

Concluimos entdo que ||| € uma norma de ¢P.

Definigao 1.24. Sejam U um espago vetorial qualquer e ||-|| uma norma definida em U.

Nesse caso, dizemos que o par ordenado (U, ||-||) constitui um espago vetorial normado.

Exemplo 1.25. Sejam (U, ||-||) um espago vetorial normado e V- um subespago vetorial
de U. Se a norma ||-|| de U for restrita ao subespago V', note que ela ainda satisfaz todas
as condigoes da definicio de norma. Denotaremos |||y a norma restrita ao subespago

V. Assim, o par (V,||-|[v) também é um espago normado.

Definigao 1.26. Seja U um espago vetorial sobre o corpo R. Chamamos de seminorma
ou pseudonorma um funcional p: U — R tal que, para quaisquer u; e ug em U e o em

R, sejam satisfeitas as condigoes:
(i) p(u1) > 0;
(ii) p(a-u1) = |alp(ur) e
(i) p(ur +u2) < p(ur) + p(uz).
Pode-se destacar que toda norma é também uma seminorma. Além disso, as semi-

normas também sao exemplos de funcionais sublineares que nao sao lineares.

Exemplo 1.27. O funcional nulo, apresentado no exemplo 1.12 pode ser visto como
uma pseudonorma sobre o espaco U, chamada de pseudonorma trivial. Entretanto, ndo

serd uma norma, pois dado u € U qualquer, fo(u) =0 nao implica u = 0.

Observagao 1.28. O funcional do exemplo 1.15 é um exemplo de funcional sublinear

que nao € uma Seminorma.

1.4 Operadores limitados

Definicao 1.29. Sejam (U, ||-[|v) e (V, ||-][v) dois espagos vetoriais normados e T': U —

V um operador linear. Dizemos que T é limitado se existe um numero ¢ € R tal que,
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para todo u € U, temos ||T(u)|ly < c||ul|y.
Em seguida, vamos analisar alguns operadores que ja foram apresentados, para
verificar se eles sdo limitados ou nao.

Exemplo 1.30. Seja (U, ||-||) um espago vetorial normado. Vamos analisar o operador

identidade Iy;.
Para qualquer u € U, temos |[Iy(u)|| =||ul|.
Logo, para ¢ =1, temos || Iy (u)|| < cl|ul|.
Assim, o operador identidade € um operador linear limitado.

Exemplo 1.31. Sejam (U, ||-||v) e (V,||-|lv) dois espagos vetoriais normados. Vamos

analisar agora o operador nulo 6.
Para qualquer uw € U, temos ||0(u)||v =||0v |y = 0.
Assim, se tomarmos ¢ =0, temos ||0(u)|lyv < cllul|y.
Concluimos que o operador nulo também é um operador linear limitado.

Exemplo 1.32. Considere X como o conjunto de todos os polinomios de uma varidvel,
com coeficientes reais. Como fizemos no exemplo 1.5, associamos a cada polinémio
p € X uma fungdo polinomial p definida no intervalo [0,1] C R. Chamaremos de Y o
conjunto dessas fungoes. Nesse caso, Y € um espaco vetorial sobre R com as operacdes

de adicdo e multiplicacdo por escalar usuais.
Munimos o conjunto Y da norma
I Yy — R
— max |p(x
o (o)

Essa norma jd foi explorada no exemplo 1.20.

Definimos um operador de Y em 'Y da forma

T:'Y — Y

p — 7

em que p' € a derivada do da funcdo polinomial p.

Ja vimos que este operador € linear no exemplo 1.5. Vamos analisar agora se esse

operador € limitado.



26

Tome n € N e x € [0,1] quaisquer. Considere p, €Y a func¢ao que associa, a cada

x € [0,1], o nimero x™.

Nesse caso, temos ||pn|| = max |p,(z)|= max |z"|= 1.
] z€[0,1]

)

Sabemos que pl,(z) =n - x" L.

Assim, ||pl ]| = ma,x}|p’n(x)|: max |n - "= n.

z€[0,1 x€[0,1]
Dessa forma, se o operador T fosse limitado, entao existiria wm numero ¢ € R tal
que [|py, || < cllpnl|-

loill
[Pl

Como n era um niumero natural qualquer e o conjunto N ndo € limitado superior-

Nesse caso, teriamos ¢ >

mente, entao ndao existe nenhum valor ¢ € R tal que a desigualdade ||pl,|| < c|lpn|| seja

vdlida para todo n € N.
Logo, o operador T nao € limitado.

Exemplo 1.33. Considere C[0,1] o conjunto de todas as funcdes continuas definidas
em [0, 1] cuja imagem estd contida em R. Nesse caso, C[0, 1] é um espago vetorial sobre

R com as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar usuais.

Munimos o conjunto C[0,1] da norma

-l X — R

[ — xrg[gﬁ}lf (z)]

Definimos um operador de C[0,1] em C[0,1] da forma

T: Cl0,1] — C[o,1]
£ T

1
em que para todo x € [0, 1], temos (T'(f))(x) = /0 E(x,y)f(y)dy e k:[0,1] x [0,1] - R

€ uma funcdo continua.

Na teoria de espagos métricos, observa-se que o conjunto [0,1] x [0,1] C R? ¢ fechado
e limitado em R? com a métrica usual. Uma consequéncia do Teorema de Weierstrass
para funcées definidas em R? garante que a funcdo k € limitada, pois é uma funcdo
continua definida em um conjunto fechado e limitado. Como a funcao k € limitada,
existe um numero ko € R tal que para todo (x,y) € [0,1] x [0,1], temos |k(x,y)| < ko.

FEsse resultado pode ser observado na referéncia [7], na pdgina 44.
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Vamos calcular o valor de | T(f)]|.

1
Temos [7(1)] = s T/ )= max | [ k(m,y>f<y>dy\.

z€[0,1 z€[0,1]

Agora note que

[ s < [ weisoia< [ o (m i)

z€[0,1]

Assim,

1< [ o (max 5] ) dy = o (max 1(0)1) = ol

) €[0,1]

Concluimos que ||T(f)|| < kol f|| para toda funcao f € CI0,1].
Logo, o operador T é um operador limitado.

Observacao 1.34. Sabemos que (R, |-|) € um espago vetorial normado sobre o corpo R.
Vendo um funcional definido em U como um operador de U em V', com V =R, obtemos

a definicao de funcional linear limitado, conforme apresentada a sequir.

Definicao 1.35. Seja (U, ||-||) um espaco vetorial normado sobre o corpo R. Um funci-
onal linear f definido em U é dito ser limitado se existe um ntmero ¢ € R tal que, para

todo u € U, temos | f(u)|< c||u]|.

1.5 Conjuntos L(U,V) e B(U,V)

Nesta secao do trabalho, vamos apresentar e explorar os conjuntos L(U, V') e B(U, V).

Dados dois espagos vetoriais U e V', denotamos por L(U,V) o conjunto dos opera-

dores lineares de U em V.

Podemos definir as seguintes operagoes:

(i) adicao de elementos:

+: LWUV)xLUYV) — LUYV) ;
(Tl,TQ) — T +15: U — R
u — Ti(u) + To(u)

(ii) multiplicagdo de um escalar de R por um elemento de L(U, V):
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RxLU,V) — L(UYV)
(o, T) — a1 U — R

E possivel mostrar que o conjunto L(U, V) é também um espaco vetorial sobre R,
com as operagoes de adi¢ao e multiplicacdo por escalar definidas aqui. O corpo dos
escalares em questao é o corpo R. Esse fato é apresentado na referéncia [2], na pagina

101. O elemento neutro de L(U, V') sera o operador nulo de U em V.

Dados dois espagos vetoriais normados (U, ||-||7) € (V. ]|-]]v), denotamos por B(U, V)
o conjunto dos operadores lineares limitados de U em V. E evidente que temos B(U, V') C
L(U,V). Além disso, é possivel mostrar que o conjunto B(U, V') é fechado com relagao as
operacoes ja apresentadas. O operador nulo de U em V', conforme ja foi visto, pertence
a B(U,V), pois é um operador limitado. Assim, o conjunto B(U, V') também pode ser

visto como um espago vetorial sobre R, j& que é um subespago vetorial de L(U, V).

Considere T € B(U,V). Sabemos que existe um nimero ¢ € R tal que, para
todo u € U vale a desigualdade ||T'(u)|lv < ¢|lul|y. Tome agora um nimero ¢ € R
tal que ¢ < ¢’. Nesse caso, para todo u € U, temos c||ully < |||y, o que implica

1T (w)lly < ully.

Podemos concluir entao que dado um operador limitado, nao existe apenas um valor
de ¢ tal que, para todo u € U, a desigualdade ||T'(u)||v < c||ul|r seja satisfeita. Por
exemplo, no exemplo 1.31, ¢ poderia assumir qualquer valor a partir de 0. Podemos nos

questionar, entao, se é possivel encontrar um valor minimo para c.

Podemos fazer a anélise desconsiderando o vetor Oy, j4 que para qualquer operador
linear T': U — V, temos T'(0y) = Oy e isso implica ||T'(0y)|lv =||0v ||y = 0. Assim,

para qualquer nimero ¢ € R, a igualdade || T(0¢)|lv < ¢||0y||v ¢ satisteita.

Pois bem, se existe um ntmero ¢ € R tal que, para todo u € U com u # Oy, temos
|T(uw)|lv < c||ully, entdo podemos afirmar que, para todo u € U com u # O, ocorre

17 () lv

<ec
[ulle

Nesse caso, ¢ é uma cota superior para o conjunto

{HT(u)HV

s uelUu# OU} .
[ullo

Assim, o conjunto apresentado é limitado superiormente. Por isso, admite um su-
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premo.

. : ) _ 17 (w)[|v
Para que c¢ seja a menor cota superior possivel, devemos ter ¢ =  sup .
ueU,u#0y ||u||U

Vamos denotar este valor de ¢ como ||T’||, obtendo a desigualdade
1T (u)llv <[}l (1.1)

valida para qualquer vetor v € U. Conforme ja foi comentado, essa desigualdade é

sempre valida para o vetor nulo de U.

Provaremos a seguir que essa definicao do ntmero ¢, para cada operador linear

limitado, define uma norma no espago B(U, V).

No caso dos funcionais lineares limitados, como V = R, a equacgao 1.1 pode ser vista

da forma

[f @<l l[ullo- (1.2)

No espago B(U, V), definimos a seguinte fungao

-l B(U,V)  — R

T
O ) 1%
uel,uz0y |ull

Proposicao 1.36. A func¢ao definida acima é uma norma em B(U, V).

Demonstragdo. Para provar a proposicao, vamos provar que a funcao em questao satisfaz

todas as condic¢oes da definicao de norma.

e Condigao (i): Considere T' € B(U,V) qualquer. Sabemos que, para qualquer
u € U com u # Oy, ocorre |jul|y >0 e || T(u)|y > 0.

T
Portanto, temos ||T'|| = sup IT)llv

> 0.
wel,u0y lullo

e Condicao (ii): Seja T o operador nulo de U em V. Sabemos que para todo u € U,
vale ||T'(u)|ly = 0.

IT)llv _

Assim, ||T]| = sup = 0.

weUuoy  [ullu
Por outro lado, considere T' € B(U, V) tal que ||T|| = 0.

Nesse caso, temos
v IT@IY
p

=0.
uel,u#£0y lullo
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|7 (w)[lv
[ull
Assim, temos que |T'(u)|ly = 0 para todo u € U, com u # Oy. J& sabemos que

Isso significa que = 0 para todo u € U com u # 0.

|IT(0r)]| = 0. Logo, temos T'(u) = Oy para todo u € U, o que s6 ocorre quando T’

é o operador nulo de U em V.

e Condigao (7ii): Sejam T' € B(U,V) e a € R quaisquer.

T T
Temos que ||[aT|| = sup llaT (w)llv = e[| 7 () v
weUuzoy  lullo weUuz£0y |l

\aﬂ\zlal( sup ”T<“)”V):\a|utru.

Logo, temos

weUuoy ullu
e Condigao (iv): Sejam 17 e Ty quaisquer em B(U, V). Temos que

T T T: T
N [c 313 N (YO R T
u€U,u#0y HUHU ueUu#0y HUHU

Como [|T1(u) + Ta(u)llv <[|Ti(w)]lv+[T2(u)llv, obtemos

T T T; T
p M@+ T@I Bl o
ueU,u#0y HUHU ueU,u#0y Hu”U ueU,u#0y HUHU
T; T
Agora note que ||T1]| = sup T (w)llv e ||Tz]| = sup M
weluzoy  |ullu weUuoy  lullu

Concluimos que [|T7 + Ta|| <||T1||+]|T3].

Assim, a func@o é uma norma em B(U, V).

- . . . 1T (u)lv
A proposicao a seguir apresenta outra maneira de escrever o nimero sup —————.
welU,u#0y |lullo

Proposicao 1.37. Sejam (U, ||-||v) e (V,|-|lv) dois espagos vetoriais normados e T :

U — V um operador linear. Entdo temos

T(u)lly
sup M: sup || T(x)|v.

uelU,u#0y HUHU zeU,|jz|lu=1

Demonstragdo. Dado qualquer vetor u € U com u # Oy, podemos escrever u como
u-|ully

lully

JJullu

r |7ty

Assim, temos  sup M = su 70 Mully 787
weUuzoy  Nullv wevuzo,  llullu
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Como T' ¢ um operador linear, sabemos que T’ (UIIWJJU) =|ul|lz - T (”ulﬁU>‘

Com isso, obtemos

ITCREAIY el TRy . < " >
_— = P = sup .
ueU,u#0y HUHU ueU,u#0y ”uHU ueU,u#0y HUHU v
Agora note que = lully =
lullolly Il
Com isso, concluimos que {H qﬁ cueUu# OU} ={z; zeU|x|v=1}
ullu

Assim, o nimero  sup
ueU,u#0y

é o supremo do conjunto
v

(i)

{T@)llv 5 z e U, llzllv =1} .

Dessa forma, temos que

sup
ueU,u#0y

(i)

T(u)||v
sup 7” W = sup || T(x)|v.
ueUu#0y HUHU zeU,||z|lp=1

= sup T (@)l -
v zeUlz|lu=1

E disso podemos concluir

O proximo resultado relaciona a dimensao de um espaco vetorial normado com os
operadores lineares limitados definidos neste espago. Para prova-lo, utilizamos o lema
apresentado a seguir. O lema nao serd demonstrado aqui, mas uma demonstracao dele

pode ser encontrada em [6], na pagina 72.

Lema 1.38. Seja (U, ||-||) um espago vetorial normado de dimensao qualquer e {uy,ug, ..., up}
um conjunto linearmente independente de vetores de U. Entdo existe um nimero c € R

com ¢ > 0 tal que para qualquer escolha de escalares ay, s, ..., ayp, vale
loaruy + coug + ... + anuy|| > c(|ar|+|az]+... + |an]).

Teorema 1.39. Seja (U, ||-||) um espago vetorial normado de dimensao finita. Entdo

todo operador linear definido em U € limitado.

Demonstragao. Sejam n a dimensao de U e {ey, ..., e, } uma base de U.
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Para provar que todo operador linear definido em U ¢é limitado, tome T" um operador
linear definido em U qualquer. Seja (V, ||-||y/) o espago vetorial normado onde encontra-se

a imagem de T'.

Dado u € U qualquer, existem escalares aq, ..., o, tais que

U= Q1€1 + ... + anep.

Dessa forma, temos ||T(u)||v =||T(a1e1 + ... + anen)|lv.

Pela desigualdade triangular aplicada em ||-||y/, temos

ITw)llv =T (arer + ... + anen)llv < [T(aae)llv + .. +[T(anen) v (1.3)
Como T ¢ linear, entdo para cada i € N, com 7 entre 1 e n, vale T'(a;e;) = ;T (e;)
e disso segue que ||T(aze;)|lv =T (ei)||v = ||| T (€:)]lv-

Podemos entao reescrever a equagao 1.3 da forma
n
1T @)l < laalIT(e)llv + - + lenlIT(ea)llv = > (laslIT(e)lv).  (1.4)
j=1

Agora note que para todo ¢ € N, com i entre 1 e n, temos || T (e;)||v < max 1T (ex)||v-
<k<n

Utilizando agora a equagao 1.4 temos

1T (u)llv < Z {17 (e5)lv) < max [T (ex)llv Z!%! : (1.5)

Pelo lema 1.38, existe um niimero a > 0 tal que

n n
> oyl > aje;
i=1 i=1

IN

Dal segue que

n

1| 1
Z\%’\ < - Zajej :gHUH- (1.6)
j=1

j=1

Por fim, das equagoes 1.5 e 1.6 obtemos

1
el < s 17eo)ly | Sjost) < ma irenl (Hlal).

1<k<n
7=1
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1
Assim, para ¢ = — <1r<nka<x HT(ek)HV>, temos ||T'(u)|ly < c||ul|, o que significa que T
a <k<n

¢é limitado.

1.6 Extensoes de funcionais

O Teorema de Hahn-Banach trata de extenses de funcionais. As definigdes e o
teorema apresentados a seguir servem para auxiliar o entendimento do Teorema de Hahn-

Banach e de seus corolarios, que serao apresentados no capitulo 3.

Definicao 1.40. Sejam U um espago vetorial sobre R, V e W dois subespacos vetoriais
de U e f:V — R um funcional. Dizemos que uma funcao g : W — R é uma extensao
de f quando g é um funcional tal que V' C W e g|y= f. Quando g for um funcional

linear, diremos que g é uma extensdo linear de f.

Exemplo 1.41. Sejam U um espaco vetorial sobre R e f : U — R um funcional.

Nota-se que f é uma extensdo de f, ji que temos U C U e fly= f.

Definicao 1.42. Sejam U um espago vetorial sobre R e f : V — R um funcional.
Dizemos que uma funcao g : W — R é uma extensao propria de f quando g é uma

extensdo de f e g# f.

Teorema 1.43. Sejam (U, ||-||) um espago vetorial normado sobre R, V. e W dois su-
bespacos vetoriais de U tais que V. C W, f:V — R um funcional e g : W — R uma
extensao de f. Entao || f|lv: <|lgllw-

Na demonstragao do teorema, para facilitar a escrita, utilizaremos a notacao |||

para a norma de U restrita a V e a W.

Demonstragao. Como g|y= f, sabemos que

[fllv: = sup |f(v)[ = sup [g(v)]
veV,||v||=1 veV,|jv]|=1

Como V C W, temos

sup  [g(v)] < sup  |g(w)| = llgllw
veVlvll=1 weW,Jw|=1

Dessa forma, temos || f|v: <|lgllw.
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1.7 Operadores continuos

Definicao 1.44. Sejam (U, ||-||7) e (V, ||-||v) dois espagos vetoriais normados, T': U — V'
um operador linear e ug € U qualquer. Dizemos que T é um operador continuo em ug
se, para todo € € R com ¢ > 0, existe um § € R com § > 0 tal que, para todo u € U

com ||u — uplly < 0, ocorre ||T(u) — T (up)|lv < e.

Definigao 1.45. Sejam (U, ||-||v) e (V,||-||v) dois espagos vetoriais normados e T': U —
V um operador linear. Dizemos que T é um operador continuo ou continuo em U se T

é continuo em todo u € U.

Exemplo 1.46. O operador identidade, do exemplo 1.3, ¢ um exemplo de operador

continuo em U.
Para mostrar isso, considere ug € U qualquer.

Tome ¢ € R com ¢ > 0 qualquer. Considerando § = &, note que para todo v € U

com ||lu —uplly < 3§ =g, ocorre | T'(u) — T(uo)||v =||u —uollv <0 =c¢.
Concluimos que o operador identidade é um operador continuo.

Exemplo 1.47. Considere o operador nulo, do exemplo 1.4. Note que para quaisquer

dois elementos u e ug em U, temos ||0(u) — 0(uo)|lv =||0yv — Oy ||y =[|0v |y = 0.

Assim, para quaisquer e € R come >0 e d € R com § > 0, quando ||u — ul|ly < 0,
ocorre ||T'(u) — T(up)|ly =0 <e.

Concluimos que o operador nulo € continuo em U.

O teorema a seguir mostra a relacao entre operadores continuos e limitados.

Teorema 1.48. Sejam (U, ||-||v) e (V,|||lv) dois espagos vetoriais normados e T : U —
V' um operador linear. Entdo T ¢ wm operador continuo se, e somente se, T € um

operador limitado.

Demonstragao. Observe inicialmente que o teorema pode ser provado desconsiderando o
operador nulo, pois ja foi visto que este operador é limitado e continuo. Suponha entao

que T nao é o operador nulo.

Na primeira parte da demonstracao, vamos supor que 1" é um operador continuo e

concluir que T ¢é limitado.
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Tome um vetor ug € U e um nimero € € R com € > 0 quaisquer. Se T é um
operador continuo, entdo sabemos que existe um d € R com § > 0 tal que, para todo

u € U com ||u—wl||y <6, ocorre ||T(u) — T(up)l||v < e.

4]
Tome x € U qualquer, com z # O, e defina u como v = ug + ﬁ
x|
4]
Agora note que ||u — ug||y = Hx =9.
)l 1l
Pela continuidade de T em ug, temos
1T (uw) = T(uo)[lv <e. (1.7)

Por outro lado, temos ||T(u) — T (ugp)||v =||T(u — ug)||v, pois T é linear.

Assim,

0
v lzllu

IT(w) - T(uo)llv =||T<u—uO>||v:HT( =) i@l 08

]l

J
Das equagoes 1.7 e 1.8, concluimos que Tzlo |T ()|l < e, ou seja, que
iU

€
1T @)l < 5llzlle. (1.9)
Como x era um vetor nao nulo arbitrario, concluimos que equacao 1.9 é valida para
qualquer vetor nao nulo de U.
Além disso, observe que para x = Oy, a equagao 1.9 ainda é valida.

Logo, a equacao 1.9 é valida para todo vetor de U, e isso prova que T' é um operador

limitado.
Vamos supor agora, na segunda parte da demonstracao, que o operador 1" é limitado.

Para chegar a conclusao de que T' é continuo, fixamos um nimero € € R com € > 0
qualquer. Como T é limitado e T' nao é o operador nulo, podemos nos referir ao valor

de ||T||, conforme j4 visto, e sabemos que ||T'|| # 0.

Considere entao § = —

€
17l
Tome agora ug € U qualquer e u € U tal que ||u — ugl|y < 9.
Como T é linear, temos ||T(u) — T (uo)||v =||T (v — up)||v-

Pela equacao 1.1, sabemos que [|T(u — up)|lv <||T||||w — uwollv-
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Como ||u — ugl|y < 0, concluimos que

e

I7) = T} < — wollr <ITNS =|T) - 2y =

€.

Como ¢ era arbitrario, concluimos que T' é um operador continuo em wug. Como ug

também era arbitrario, concluimos que 7' é um operador limitado em U.

Corolario 1.49. Sejam (U, ||-||) e (V. ||-||v) dois espagos vetoriais normados e T : U —
V' um operador linear. Se T for continuo em um elemento qualquer de U, entdo T €

continuo em U.

Demonstragao. Suponha que T seja continuo em um elemento qualquer de U.

Na primeira parte da demonstracao do teorema 1.48, utilizamos a continuidade
de um operador em um ponto qualquer para concluir que esse operador é limitado.

Repetindo o raciocinio, concluimos que 7' é um operador limitado.
Pelo mesmo teorema, sabemos que se T' é um operador limitado, entao T é continuo.

Assim, o operador T é continuo em U.

1.8 Dual algébrico e dual topolégico

Definigao 1.50. Seja U um espago vetorial sobre R. Chamamos de dual algébrico de

U o conjunto de todos os funcionais lineares definidos em U.

Dado um espaco vetorial U sobre R, denotaremos como U* o seu dual algébrico.

Como todo funcional definido em U pode ser visto como um operador de U em R,
podemos escrever o conjunto U* como L(U,R). Dessa forma, é possivel mostrar que o
conjunto U* é também um espago vetorial sobre R. O elemento neutro de U* serd o

funcional nulo definido em U.

Alguns resultados deste trabalho vao tratar de funcionais lineares limitados. De-
notaremos por U’ o conjunto de todos os funcionais lineares limitados definidos em um

espago vetorial normado (U, ||-|]). O conjunto U’ é chamado de dual topoldgico de U.

Fazendo uma anélise similar a que fizemos quanto ao dual algébrico de U, podemos
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escrever o conjunto U’ como B(U,R). Assim, U’ é um subespago de U*, e também
pode ser visto como um espago vetorial sobre o corpo R, com as operacoes ja descritas

anteriormente.

Dessa forma, podemos nos referir & norma de um funcional linear limitado, de forma
andloga ao que foi feito com operadores lineares limitados. Quando temos um funcional

f € U’, denotamos a sua norma por || f||y.
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2 Lema de Zorn

Este capitulo do trabalho é dedicado ao resultado conhecido como Lema de Max
Zorn ou simplesmente Lema de Zorn. Todas as defini¢cbes necessarias para a formulagao
do Lema sao apresentadas aqui. O capitulo também contém exemplos destas definigoes.
Depois deste estudo, o Lema é apresentado e seguido por aplicagoes do resultado. As

defini¢oes podem ser verificadas nas referéncias [5] e [6].

Definigao 2.1. Seja X um conjunto qualquer. Chamamos de relag¢ao bindria em X um

subconjunto de X x X.

Observagao 2.2. Considere R uma relacdo bindria em um conjunto X. Nesse caso,
temos R C X x X. Para facilitar a notagdo, dado um par ordenado (x1,x2) € R,

escreveremos x1 R xs.

Definigao 2.3. Sejam X um conjunto qualquer e R uma relagao bindria em X. Dizemos

que R é uma relagao de ordem parcial se R tem as propriedades listadas abaixo.

(i) Propriedade reflexiva: para todo x € X, temos = R z;

(ii) Propriedade anti-simétrica: para todos z; e xo em X, temos que se x1 R z2 e

r9 R x1, entdao x1 = xo;

(iii) Propriedade transitiva: para todos x1, z2 € x3 em X, temos que se x1 R x5 e

xr9 R x3, entdo x1 R x3.

Definicao 2.4. Seja X um conjunto qualquer. Se for definida em X uma relacao de
ordem parcial R, entao dizemos que o par ordenado (X, R ) é um conjunto parcialmente

ordenado.

Em um conjunto parcialmente ordenado (X, R ), é possivel que existam elementos
1 e T2 que nao podem ser comparados, ou seja, que nao podemos afirmar que 1 R xo

e nem que x2 R x7.
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Definigao 2.5. Seja (X, R ) um conjunto parcialmente ordenado. Se para quaisquer
r1 e r9 em X for possivel afirmar que 1 R x2 ou que z9 R x1, entdo dizemos que a
relagdo de ordem R é uma relagdo de ordem total e que o par ordenado (X, R ) é um

conjunto totalmente ordenado.

A seguir, serao apresentados exemplos de conjuntos e de relacées de ordem parciais
definidas nestes conjuntos. Em cada exemplo, as condicoes da definicao de relacao de
ordem parcial serao analisadas. Também sera investigado se o conjunto, munido da

relagao de ordem em questao, é totalmente ordenado.

Vamos considerar 0 € N.

Exemplo 2.6. No conjunto dos numeros naturais, definimos a relagdo ~ da sequinte
forma: dados dois niumeros n1 e ng em N, dizemos que ny ~ n9g se, e somente se, ny

divide ns.

Vamos provar agora que (N,~) é um conjunto parcialmente ordenado, mostrando

que a relacdo ~ satisfaz as condicoes da definicdo de relacdo de ordem parcial.

e Condig¢io (i): Seja n € N qualquer. Como o nimero n divide ele mesmo, temos
que n ~n.
e Condigao (ii): Sejam ny e ny em N tais que ny ~ ny e ng ~ nj.

Vamos supor inicialmente que um destes numeros € igual a 0. Sem perda de gene-

ralidade, considere ny = 0.

Nesse caso, como ny ~ na, temos que n1 divide na, ou seja, que exriste um niumero

natural x tal que no = x - ny. Isso implica ng = x -0 =0 e disso temos n1 = na.
Vamos supor agora que os dois numeros ny e ny sao diferentes de 0.

De ny ~ ng temos que ny divide na, ou seja, que existe um numero natural x tal

que ng = x - njy.

De ny ~ n1 temos que no divide ny, ou seja, que existe um numero natural y tal

que ny =Y - na.

Assim, podemos escrever o nimero ng como ng = x-(y-n2) = (z-y)-na. Conclui-se

entdao que x -y = 1, mas como T ey sao numeros naturais, devemos ter x =y = 1.

Logo, como tinhamos ny =y - no e concluimos que y = 1, temos ny = no.

e Condigao (iii): Sejam ni, ny e ng em N tais que ny ~ ng € na ~ n3.
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De nq ~ ng temos que ny divide ny, ou seja, que existe um numero natural x tal
que no =T - Nq.
De ny ~ ng temos que no divide n3, ou seja, que existe um numero natural y tal
que ng =y - Na.
Nesse caso, podemos escrever o nimero ng da formans =y-(x-n1) = (y-z)- -nj.
Como o numero y - x € natural, concluimos que ni divide n3g e disso obtemos

ny ~ ns.

Concluimos que a relacdo ~ conforme definida acima € uma relagdo de ordem par-
cial. Entretanto, considere os numeros naturais 2 e 3. Temos que 2 nao divide 3 e que

3 nao divide 2. Nao podemos afirmar, portanto, que 2 ~ 3 e nem que 3 ~ 2.
Logo, (N,~) é um conjunto parcialmente ordenado que nao é totalmente ordenado.

Exemplo 2.7. Considere o conjunto A com os nimeros naturais a partir do nimero 2,

ou seja, A =N\ {0,1} ={2,3,4,5,...}.

Poderiamos definir a relacdo a sequir para o conjunto N, da mesma forma. Entre-
tanto, a exclusao dos elementos 0 e 1 foi feita para produzir um exemplo de conjunto
parcialmente ordenado com uma infinidade de elementos mazximais, como serd visto no

exemplo 2.12.

No conjunto A, vamos definir a relagio < da forma: dados dois niumeros ay e ag

em A, dizemos que a1 < as Se, e somente se, ay divide ay.

A prova de que (A, <) é um conjunto parcialmente ordenado serd feita a sequir. A

argumentacao € similar a do exemplo 2.1.

e Condig¢ao (i): Seja a € A qualquer. Como o nimero a divide ele mesmo, temos
que a < a.

e Condigao (ii): Sejam a1 e az em A tais que ay < ag € ag < aj.
De a1 < as temos que as divide a1, ou seja, que existe um numero natural x tal
que a1 = X - ag.
De ay < a1 temos que a1 divide ag, ou seja, que existe um numero natural y tal
que az =y - aj.

Assim, podemos escrever o numero az como az =y-(z-a2) = (y-x)-az. Conclui-se

entdo que y-x = 1, mas como y e x sdo numeros naturais, devemos tery =x = 1.

Logo, como tinhamos a1 = x - ag e concluimos que x = 1, temos a1 = as.
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e Condigao (iii): Sejam a1, as e az em A tais que a1 < az e az < as.
De a1 < ag temos que ag divide ay, ou seja, que existe um numero natural x tal
que a; = X - as.
De as < a3 temos que az divide a2, ou seja, que existe um numero natural y tal
que as =y - as.

Nesse caso, podemos escrever o nimero ay da forma ay =z - (y-a3) = (x-y) - as.

Como o numero x-y € natural, concluimos que as divide ay e disso obtemos a1 < as.

Assim, o par (A, <) é um conjunto parcialmente ordenado.

Como no exemplo 2.1, erxistem elementos em A que ndo podem ser comparados.
Podemos utilizar o mesmo contra-ezemplo, atentando para a alteragdo na relagdo. Con-
sidere os numeros naturais 2 e 3 em A. Temos que 2 ndo divide 3 e que 3 nao divide 2.

Nao podemos afirmar, portanto, que 3 < 2 e nem que 2 < 3.
Logo,(A, <) ndo € um conjunto totalmente ordenado.

Exemplo 2.8. No conjunto dos nimeros inteiros, vamos definir a relagio < da forma:

dados dois niumeros z1 e zo em Z, dizemos que z1 < zo Se, e somente se, zo — 21 € N.

Vamos mostrar que (Z,<) é um conjunto totalmente ordenado. Primeiramente,

mostramos que a relacao < €, de fato, uma relagcao de ordem parcial.

e Condigao (i): Seja z € Z qualquer. Como z — z =0 € N, temos z < z.

e Condigao (ii): Sejam z1 e zo em 7 tais que z1 < z9 € 29 < 27.
De z1 < z9 temos que z9 — z1 € N e de 29 < 21 temos que z1 — z9 € N.

Nesse caso, temos zo —z1 € N e —(20 — 21) = 21 — 22 € N, ou seja, temos que tanto
0 numero zo — z1 quanto o seu oposto estdo em N. Isso so acontece se zo — z1 for

tgual a 0.

De z9 — z1 =0, concluimos que z3 = z1.

e Condigao (iii): Sejam z1, z2 € z3 em Z tais que z1 < z9 € z3 < z3.
De z1 < zo temos que zo — 21 € N e de z9 < 23 temos que z3 — z9 € N.
Nosso objetivo é concluir que z3 — z1 € N, para que tenhamos z1 < z3. Para isso,
note que z3 — z1 = 23+ (=22 + 22) — 21 = (23 — 22) + (22 — 21).
Como z3 — 29 € N e z9 — 21 € N, concluimos que z3 — z1 € a soma de dois numeros

de N e por isso, também estd em N.
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Assim, concluimos que z1 < z3.

Logo, o par (Z,<) é um conjunto parcialmente ordenado. Serd provado ainda que

ele € um conjunto totalmente ordenado.

Para isso, considere dois niumero z1 e z9 quaisquer em Z. Queremos provar que Se

nao ocorre z1 < zo entao ocorre zo < 27.

Suponha, entdo, que ndo ocorre z1 < z9. Nesse caso, sabemos que zo — z1 ¢ N.
Disso, podemos concluir que zo — z1 € um numero inteiro negativo. Assim, o oposto de
29 — 21, que é —(z9 — 21) = 21 — 22 € um numero inteiro positivo, ou seja, z1 — z3 estd

em N.
De z1 — z9 € N concluimos que z3 < z1.

Por isso, temos que (Z,<) é um conjunto totalmente ordenado.

Exemplo 2.9. Considere X um conjunto qualquer e P(X) o conjunto das partes de X,
ou seja, o conjunto cujos elementos sao os subconjuntos de X. Vamos definir a relagdo

C em P(X) como a inclusao usual de conjuntos.

A inclusao de conguntos, como uma relagao em P(X), satisfaz as condigoes da

definicao de relacao de ordem parcial, conforme serd mostrado a sequir.

e Condigao (i): Seja X1 € P(X) qualquer. Automaticamente temos X7 C Xj.

e Condigio (ii): Sejam X; e X9 em P(X) tais que X1 C Xy e Xo C X;. Isso jd
implica X1 = Xo.

e Condigao (iii): Sejam X1, Xo e X3 em P(X) tais que X1 C X9 e Xy C X3.

Como X1 C X9 C X3, temos que X1 C X3.

Assim, o par (P(X),C) é um conjunto parcialmente ordenado. Contudo, conforme

mostraremos a sequir, (P(X),C) ndo € sempre um conjunto totalmente ordenado.

Considere X = 7Z, P o conjuntos dos nimeros pares e I o conjunto dos numeros
impares. Temos P € P(Z) eI € P(Z), ou seja, P e I sao subconjuntos de Z. Entretanto,

nao € verdade que P C I e nem que I C P.

Portanto, o par (P(X),C) nao é um conjunto totalmente ordenado.

Definigao 2.10. Seja (X, R ) um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que um
elemento m € X é um elemento mazimal de (X, R ) se, para todo z € X, m R z implica

m = .
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Em cada um dos exemplos de conjuntos parcialmente ordenados apresentados ante-

riormente, vamos estudar a existéncia de elementos maximais.

Exemplo 2.11. (N, ~)

Considere o conjunto parcialmente ordenado (N,~) e um nimero n € N qualquer

com n # 0. Vamos analisar se o nimero n pode ser um elemento mazimal de (N, ~).

Note que 2n € N, que 2n # n e que n divide 2n. Assim, temos n ~ 2n mas nao

temos n = 2n.

Isso prova que nenhum niumero diferente de 0 pode ser um elemento maximal de

n € N,

Por outro lado, quando consideramos 0 € N, temos que 0 é um elemento mazximal
de (N, ~) pois, dado qualquer nimero a € N tal que 0 ~ a, temos que 0 divide a, mas

isso implica a = 0.
Assim (N, ~) possui um unico elemento mazximal, que € o 0.

Exemplo 2.12. (A, <)

Considere um niumero a € A qualquer. Queremos analisar a possibilidade do nimero
a ser um elemento maximal de A. Para isso, considere b € A tal que a < b, ou seja, tal

que b divide a.

Temos duas situacoes possivers:

e O niumero a é primo.

Nessa situacdo, o numero b seria um divisor de um niumero primo. Teriamos entdo

b=1oub=a. Comol¢ A, temosb=a.

Logo, todo nimero primo € um elemento maximal de (A, <).

e O numero a ndo € primo.

Nesse caso, o numero a tem algum divisor que seja diferente de 1 e diferente do
préprio a. Se b for um destes divisores, entdo teremos b € A, a < b e a # b.

Assim, a ndo seria um elemento maximal de (A, <).

Concluimos entdo que todos os niumeros primos sio elementos maximais de (A, <).

Além disso, nao existem outros elementos mazimais de (A, <).



44

Exemplo 2.13. (Z,<)

Considere agora o conjunto parcialmente ordenado (Z,<) e um nimero z € Z qual-

quer.
O numero z 4+ 1 também estd em Z e temos z < z+1poisz+1—z=1el€N.
Além disso, sabemos que z + 1 # z.

Logo, z ndo é um elemento maximal de (Z,<) e como z era arbitrdrio, concluimos

que (Z,<) nao possui elemento mazximal.
Exemplo 2.14. (P(X), Q)

No congunto parcialmente ordenado (P(X),C), considere um conjunto X1 € P(X)
com X1 # X.

Nesse caso, temos X1 C X e X1 # X. Isso significa que X1 ndo € um elemento

mazimal de (P(X), Q).
Considere agora X € P(X) e algum outro conjunto Y € P(X) com X CY.

Temos entdo, por um lado, X CY. Mas também temosY C X pois Y € P(X). As

duas inclusoes implicam X =Y.
Assim, X € o unico elemento maximal de (P(X), C).

Definigao 2.15. Sejam (X, R ) um conjunto parcialmente ordenado, C' um subconjunto
de X e R¢ a relacao de ordem parcial R restrita ao conjunto C. Dizemos que C' é

uma cadeia em (X, R ) se (C, R¢) for um conjunto totalmente ordenado.

Em outras palavras, dados um conjunto parcialmente ordenado (X, R ), uma cadeia
C de (X, R) e dois elementos ¢; e ca em C, é sempre possivel afirmar que ¢; R ¢y ou

que c2 R cy.

Salientamos, aqui, que quando estamos comparando elementos de uma cadeia C,
podemos utilizar tanto a relagdo de ordem parcial restrita a C, que é R¢, quanto a
relacao de ordem parcial definida em todo conjunto X. Por isso, ndo usaremos a notacao

R¢ quando a restricao da relacao de ordem parcial nao for necesséria.

Exemplo 2.16. Um exemplo de cadeia em (Z,<) é o conjunto

27 ={...,—8,—6,—-4,-2,0,2,4,6,8,..} C Z.

De fato, dados quaisquer 2 nimeros a e b em 27, € sempre possivel comparar es-
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tes dois numeros. Isso acontece porque o conjunto (Z,<) é um conjunto totalmente
ordenado.

O mesmo acontece para qualquer subconjunto de Z. Como (Z,<) é um conjunto

totalmente ordenado, qualquer subconjunto de Z é uma cadeia em (Z,<).

Exemplo 2.17. No conjunto parcialmente ordenado (N, ~), tomando um nimeron € N

qualquer, considere o conjunto

Cy ={n,3n,9n,27n,81n,...} CN.

Vamos provar que C1 € uma cadeia em (N, ~). Para isso, note que todos os elemen-

tos de C1 sao da forma 3*n, em que x € N.

Tome entao dois numeros a e b em Cq. Existem, entdo, nimeros r1 e xo em N tais

que a = 3%n e b = 3%2n.

Agora note que x1 e xo estio em N e que N C Z. Como (Z,<) é um conjunto

totalmente ordenado, € possivel afirmar que x1 < x3 ou que To < T7.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que x1 < x2. Nesse caso, temos xo —x1 €
N. Dessa forma, temos

32 "neCy CN.

Assim, podemos escrever o niumero 3*2n como

3%2p = 3727 . 3%
Como 3*27%1n, € N, concluimos que 3*1n divide 3*2n, ou seja, que a divide b. Assim,

temos a ~ b.

Exemplo 2.18. No conjunto parcialmente ordenado (A, <), considere o conjunto

Co ={2,4,8,16,32, ...}

Queremos provar que Co é uma cadeia em (A, <). Para isso, perceba que todos os

elementos de Cy sdo da forma 2% para algum x € N*.

Consideramos, entdo, dois numeros a e b quaisquer em Cy. Entdo existem x1 e To

em N* tais que a = 2% e b = 2%2,

Novamente, note que N* C Z e que (Z,<) é um conjunto totalmente ordenado. Por



46

iss0, podemos afirmar que x1 < T3 ou que T3 < X7.
Suponha, sem perda de generalidade, que 1 < x4.
Nesse caso, temos que xo — x1 € N. Isso significa que 2*27%1 € N,
Podemos escrever o nimero 2*2 como

272 = 972791 . 971,

Como 2%27"1 € N, concluimos que 2%1 divide 2*2, ou seja, que a divide b.
Logo, temos b < a.
Exemplo 2.19. Vamos analisar um exemplo de cadeia em (P(X),C) para X = N.

Para cada nimero v € N*| definimos o conjunto

D;={2k : keN, 1<k<i}.

Vamos provar que D = {D; : i € N*} € uma cadeia em (P(N), C).

Para isso, considere dois elementos D;, e D;, de D, em que i1 e iz estao em N*.

Como N* C Z e (Z,<) é um conjunto totalmente ordenado, podemos afirmar que

11 < 12 ou que to < 17.

Suponha que i1 < iy. Nesse caso, temos

D“:{2k‘ : keN, 1§k§21}§{2k : keN, 1§k§12}:D12

Temos entao D;; C D;, e concluimos que D é uma cadeia em (P(N), C).

Definicao 2.20. Sejam (X, R ) um conjunto parcialmente ordenado e Y C X . Dizemos
que um elemento ¢ € X é uma cota superior do conjunto Y se para todo y € Y temos

y R c
Exemplo 2.21. (Z,<)

Vamos analisar a possibilidade do conjunto 27 C 7 possuir um cota superior em

(Z,<).
Para isso, tome um niumero ¢ € Z qualquer.

Observe que, se ¢ for um numero par, entdo o numero c+2 estd em 2Z. Além disso,

nao temos ¢+ 2 < ¢ pois ¢ — (c+2) = =2 ¢ N. Logo, se ¢ for um nimero par, entéo c
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nao € uma cota superior de 27.

Por outro lado, se ¢ for um numero impar, entdo o numero c+1 serd par e, portanto,
estard em 27Z. Mas como ¢ — (c+1) = —1 ¢ N, nao temos ¢+ 1 < ¢, ou seja, se ¢ for

um numero impar, entdo ¢ nao € uma cota superior de 27.

Isso significa que 27 ndo possui cota superior em (Z,<).

Considere agora o conjunto

X ={.,-8,-6,—-4,-2,0,2,4,6} C Z.

Em X, temos todos os nimero da forma 2a em que a € Z e a < 3.

Vamos mostrar que o nimero 6 é uma cota superior do conjunto X.

Para isso, considere um numero x qualquer em X. Perceba que existe um miumero

a1 € 7 tal que a1 <3 e x = 2a4.
De ay < 3, temos que 2-a; < 2-3, ou seja, que x < 6.

Como x era arbitrdrio, concluimos que 6 € uma cota superior para o conjunto X em

(2, <).

Em (Z,<), ainda ezxistem outras cotas superiores para o conjunto X .
Considere qualquer nimero ¢ € Z tal que 6 < c.

Para qualquer elemento x de X, temos x < 6. A propriedade transitiva da relagao

de ordem parcial nos garante que se temos x < 6 e 6 < ¢, entdo = < c.
Nesse caso, ¢ também é uma cota superior para o conjunto X em (Z,<).
Exemplo 2.22. (P(N), Q)

Revisitando o exemplo 2.19, vamos analisar a cadeia D = {D; : i € N*} em

(P(N), Q).

Uma cota superior para D € o proprio conjunto N, visto que para todo i € N*, temos

D; CN.
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Outra cota superior para D é Ujen<D;, pois para todo i € N*, temos

D; C Ujen+Dj.

Logo, N e Ujen+=Dj sdo cotas superiores da cadeia D em (P(N),C). Entretanto, os

conjuntos N e Ujen=D; nao estao em D.

Exemplo 2.23. (A4, <)

Agora vamos analisar a possibilidade do conjunto Cy = {2,4,8,16,32,...} possuir

um cota superior em (A, <).

Usaremos novamente o fato de que todos os nimeros de Co sdo da forma 2% para

algum x € N*.

Considere, entdo, um numero a € Cs qualquer. Assim, existe um niumero x; € N*

tal que a = 21,
Agora note que 2%t = 2. 2%171,
Além disso, como x1 > 1, entdo 1 — 1 > 0. Isso significa que 21~ € N.
Conclui-se que 2 divide 2*1, ou seja, que 2 divide a.
Como a era arbitrdrio, temos que para todo a € Cy, temos a < 2.

Assim, 2 € uma cota superior de Cs.

Sera apresentado a seguir um resultado sobre subconjuntos finitos de cadeias. Mais
adiante, esse resultado sera utilizado numa aplicagdo do Lema de Zorn, que é o objeto

de estudo deste capitulo.

Teorema 2.24. Sejam (X, R ) um conjunto parcialmente ordenado, C' uma cadeia nao
vazia em (X, R) e D um subconjunto finito nao vazio de C. Entdo existe um elemento

de D que € uma cota superior de D.
Demonstracao. Sejan € N* o nimero de elementos de D. A prova serd feita por indugao
sobre n.

Quando temos n = 1, o conjunto D possui apenas um elemento, que chamaremos

de di. Como di R dy, temos que di € D é uma cota superior de D.

Suponha agora que para todo subconjunto D de C com n elementos, exista um

elemento de D que seja uma cota superior de D.
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Tome entao, se possivel, um subconjunto D’ de C' que tenha n+1 elementos. Escolha
um elemento d’ € D" qualquer. O conjunto D"\ {d'} tem n elementos. Portanto, existe
um elemento de D"\ {d’} que é uma cota superior para D'\ {d'}. Chamaremos essa cota

superior de d.

Como D’ é um subconjunto de uma cadeia e d e d’ estao em D’, entao temos d R d’

oud Rd.

Se d’ R d, entao vamos concluir que d é uma cota superior para o conjunto D’. Tome
x € D' qualquer. Se xz € D'\ {d'}, entao x R d pois d é uma cota superior de D"\ {d'}. Se
x = d', também temos x R d. Assim, nesse caso, d é uma cota superior para o conjunto

D'

Se d R d', entao vamos concluir que d’ é uma cota superior para o conjunto D’.
Tome x € D' qualquer. Se x € D'\ {d'}, entdo ja temos x R d. Por transitividade, como
dRd, temosx Rd. Sex =d, também temos x R d’. Assim, nesse caso, d’ é uma cota

superior para o conjunto D’.
De qualquer forma, existe um elemento de D’ que é uma cota superior de D’.

Como D’ era um subconjunto de C' com n + 1 elementos qualquer, a prova por

inducéo esta completa.

O préximo resultado a ser apresentado é o Lema de Zorn. O resultado é chamado de
lema, por razoes histéricas, mas é possivel demonstrar que ele é equivalente ao Axioma
da Escolha. Isso significa que, se assumirmos o Axioma da Escolha, junto com os outros
axiomas de Zermelo-Fraenkel, podemos demonstrar o Lema de Zorn. Por outro lado, se
assumirmos o Lema de Zorn como um axioma, junto com os outros axiomas de Zermelo-
Fraenkel, podemos demonstrar o Axioma da Escolha, como se fosse um teorema. Assim,
para os resultados que mostraremos, nao hé diferenga entre assumir o Lema de Zorn ou

assumir o Axioma da Escolha como veradeiro.

Neste trabalho, nao seré feita a demonstracao da equivaléncia entre os dois enunci-

ados.

Lema 2.25 (Lema de Zorn). Seja X # () e (X, R ) um conjunto parcialmente ordenado.
Se toda cadeia C' de (X, R ) admitir uma cota superior em X, entdo o conjunto (X, R ')

admite um elemento maximal.
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As referéncias [1] e [6] levantam alguns questionamentos quanto a necessidade do
Lema de Zorn para a demonstracao do Teorema de Hahn-Banach. Na forma aqui apre-
sentada, o Lema de Zorn é realmente necessario, mas existem espacgos vetoriais para os
quais é possivel provar o Teorema de Hahn-Banach sem assumir o Lema de Zorn. Os
chamados Espacos de Hilbert sao exemplos de espagos vetoriais desse tipo. Por outro
lado, o livro [1] argumenta que, assumindo o Teorema de Hahn-Banach como um axioma,

nao é possivel demonstrar o Lema de Zorn.

Exemplo 2.26. Dados um conjunto X e o conjunto parcialmente ordenado (P(X),C),
conforme jd apresentado, vamos mostrar que toda cadeia em (P(X),C) possui uma cota
superior. Como P(X) # 0, concluiremos, pelo Lema de Zorn, que (P(X),C) possui um

elemento mazximal.

Considere entao um conjunto X e uma cadeia C C P(X) qualquer. Os elementos

de C sao subconjuntos de X.

Vamos descrever C da forma C = {Cy : X € A}, em que A é um conjunto de

indices.

Uma cota superior de C' € o conjunto UxepnC), pois para todo A1 € A, temos Cy, C

UxeaC.
Também temos que X € uma cota superior de C.

Como a cadeia era arbitrdria, concluimos que toda cadeia em (P(X),C) possui uma

cota superior. Assim, pelo Lema de Zorn, (P(X),C) admite um elemento mazimal.

Jd vimos anteriormente que o elemento mazximal de (P(X),C) € X.

Outro exemplo de aplicagdo do Lema de Zorn é o teorema apresentado a seguir. Ele
trata de um tipo especifico de base de um espaco vetorial, a base de Hamel, que sera

definida a seguir.

Definigao 2.27 (Base de Hamel). Seja U um espago vetorial e B um subconjunto de
U. Dizemos que B é uma base de Hamel do espaco U se B for um conjunto de vetores

linearmente independentes e se B gerar o espago U.
A afirmacao de que B gera o espaco vetorial U significa que todos os vetores do
espago U podem ser escritos com uma combinagao linear finita de vetores de B.

Na demonstracao do teorema da base de Hamel, usaremos o lema que serd enunciado

e demonstrado a seguir. Ele trata de cadeias de conjuntos linearmente independentes
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em um espaco vetorial.

Lema 2.28. Seja U um espacgo vetorial, P(U) o conjunto das suas partes e C uma
cadeia em (P(U),C). Descrevemos C da forma C = {Cy : X € A}, em que A é
um conjunto de indices. Se a cadeia C for formada apenas por conjuntos linearmente

independentes, entao UxeaCy € um conjunto linearmente independente.

Demonstragao. Para provar que UycpCy é um conjunto linearmente independente, to-
mamos primeiramente uma quantidade finita de vetores de UxcaC). Seja n € N* essa

quantidade e {x1, z2,...,x,} 0 conjunto de vetores tomados.

Como todos os elementos de {x1,x9, ..., x,} estdo em UyepC), podemos afirmar que

para todo i € {1,...,n}, existe um conjunto C; € C tal que z; € C;.

Agora note que {C; : i € N, 1 <4 <n} éum subconjunto finito da cadeia C. Pelo
teorema 2.24, existe um elemento de {C; : ¢ € N, 1 <i < n} que é uma cota superior

de {C; : i €N, 1 <i<n}. Chamaremos esse elemento de C}.

Como C} é uma cota superior do conjunto {C; : i € N, 1 <i < n}, entao para cada
i € {l,...,n}, temos x; € C; C Cj. Assim, tomando escalares ay,as, ..., &, podemos
analisar a combinagdo ajzi + asxs + ... + apx, como uma combinacao linear finita de

vetores de CY.

Como C}, € C, entao C}, é linearmente independente. Por isso, se temos
a1xy + agxrs + ... + apx, = 0y,

entao ocorre a; = a9 = ... = o, = 0.
Logo, o conjunto UycpCy é um conjunto linearmente independente.

Teorema 2.29 (Teorema da base de Hamel). Seja U um espago vetorial de dimensdo

qualquer tal que U # {0y}, entdo U admite uma base de Hamel.

Demonstragao. Para provar que U admite uma base de Hamel, precisamos provar que

existe um conjunto de vetores linearmente independentes que gera U.

Para isso, considere M o conjunto de todos os subconjuntos linearmente indepen-
dentes de U. Nesse caso, temos M C P(U) e a relacao de ordem parcial C de P(U)
pode ser restrita a M. Em outras palavras, o par ordenado (M,Cj;) é um conjunto

parcialmente ordenado.
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Como U # {0y}, sabemos que existe u € U com u # Oy. O conjunto {u}, formado
apenas pelo vetor u, é linearmente independente. Logo, {u} € M e por isso temos

M #9.

Considere agora C' uma cadeia qualquer em (M, Cjps). Pelo lema 2.2, sabemos que
a unidao dos conjuntos que pertencem a C é linearmente independente, pois todos os
conjuntos que pertencem a C' o sao. Nesse caso, a uniao dos conjuntos que pertencem
a C é uma cota superior de C'. Assim, como a cadeia C' era arbitraria, concluimos que

toda cadeia em (M, Cjs) possui uma cota superior em M.

O Lema de Zorn nos garante, portanto, que (M, Cjs) admite um elemento maximal.

Seja B um elemento maximal de (M, Cjpy).

Concluiremos que B é uma base de Hamel do espago vetorial U. Ja sabemos que os

elementos de B sao vetores linearmente independentes, pois B € M.

Para provar que B gera U, vamos supor que isso nao acontece. Nesse caso, existe
um vetor z € U com z # Oy e tal que z nao é gerado pelos vetores de B. Nesse caso,
o conjunto B U {z} é formado por vetores linearmente independentes. Porém isso entra
em contradi¢do com a maximalidade de B, pois teriamos B Cy; B U {z} e nao terfamos
B =BU({z}.

Assim, B é uma base de Hamel do espaco vetorial U.

Como o espago U era um espago vetorial de dimensao qualquer tal que U # {0y},

a prova estd completa.
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3 Teorema de Hahn-Banach

Este capitulo do trabalho tem por objetivo apresentar e demonstrar o Teorema de
Hahn-Banach, acompanhado de alguns de seus coroldrios. A demonstracao é similar a
que pode ser encontrada em [6] ou em [8]. Aqui, serd apresentada apenas uma versao
do Teorema, referente a espagos vetoriais sobre o corpo R. As referéncias [1], [6] e [8]
apresentam diferentes versoes do Teorema, tratando inclusive de espacos vetoriais sobre
o corpo C. Em particular, a referéncia [1] apresenta uma rica discussao sobre o resultado,

iniciada com a apresentacao da forma geométrica dele.

3.1 O Teorema de Hahn-Banach

Teorema 3.1 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam U um espago vetorial sobre R, V' um
subespaco vetorial de U, p : U — R um funcional sublinear e f : V — R um funcional
linear dominado por p, ou seja, tal que para todo v € V seja satisfeita a desigualdade

f(v) <p(v). Entdo, sob tais hipdteses, existe um funcional linear f: U — R tal que:

(i) para todov €V, f(v) = f(v) e

(ii) para todo u € U, f (u) < p(u).

Demonstracao. A primeira etapa da demonstracao do Teorema consiste em definir um
conjunto que, munido de uma relagéo de ordem parcial, satisfaca as hipoteses do Lema de
Zorn. Em seguida, serd provado que o elemento maximal desse conjunto, cuja existéncia

¢é garantida, serd a extensao fde f desejada.

Considere, entao, o conjunto E de todas as extensoes lineares g de f dominadas
pelo funcional sublinear p. Para cada uma dessas fungoes g, denotaremos por D(g) o

seu dominio.

Assim, E = {g extensao linear de f ; V x € D(g), g(z) <p(z)}.
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Como visto no exemplo 1.41, sabemos que f é uma extensao linear de f. Assim, f

pertence a F, isso implica E # ().

Podemos definir uma relagao < em FE da seguinte forma: dados g1 e go elementos

de FE, diremos que g1 < go quando g» for uma extensao de ¢;.

Vamos agora mostrar que essa relagao é uma relagado de ordem parcial.

e Propriedade reflexiva: Seja g um funcional em F. Novamente pelo exemplo 1.41,

podemos dizer que g é uma extensao linear de g.

Temos entao que para qualquer g € F, g < g.

e Propriedade anti-simétrica: Sejam g1 e g3 em E tais que g1 < g2 € g2 < ¢1.
Nesse caso, temos D(g1) C D(g2) e D(g2) € D(g1), o que implica D(g1) = D(g2).

Além disso, temos que g3 D(g)= 91 € g1 D(g2)= g2, mas como as duas fungoes tém

o mesmo dominio, isso significa que elas s@o iguais.

Assim, se temos g1 e go em E tais que g1 < g2 e go < g1, entao g1 = go.

e Propriedade transitiva: Sejam g1, go € g3 em FE tais que g1 < g2 € g2 < g3.
Nesse caso, temos D(g1) C D(g2) e D(g2) C D(g3), o que implica D(g1) € D(g3).

Note que, por isso, podemos avaliar g3 em um elemento u; € D(g1) qualquer.
Temos g3(u1) = ga(u1), pois u1 € D(g2) € g3|p(g,)= g2 Além disso, g2(u1) =
g1(u1), pois ga|p(g)= 91

Logo, para todo u1 € D(g1), temos gz(u1) = g1(u1) Assim, temos que g3|p(g,)= g1-

Conclui-se que g1 < g3.

Dessa forma, se temos g1, g2 € g3 em E tais que g1 < g9 € g2 < g3, entdao g1 < g3.

Portanto, o conjunto £ estd munido de uma relacdao de ordem parcial <.

Para que o Lema de Zorn possa ser aplicado, vamos mostrar que toda cadeia em E

admite uma cota superior em F. Para isso, tomamos uma cadeia C' qualquer em (F, <).
Vamos definir um funcional linear g cujo dominio é UsecD(g).

Dado um elemento x € D(g) = UgecD(g), sabemos que para algum funcional
g1 € C, temos x € D(g1). Definimos entao g(z) como ¢;(z). Conforme observaremos a

seguir, dessa forma, o funcional g estd bem definido.

Note que para quaisquer g1 e go em C, temos g1 < g2 ou go < g1. A primeira opgao

implicaria D(g1) € D(g2) e g2|p(g,)= 91, enquanto a segunda implicaria D(g2) € D(g1)
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e g1l p(g)= 92- De qualquer forma, se um elemento u € U pertence a D(g1) N D(g2),

entao acontece gi(u) = ga(u). Assim, o funcional g estd bem definido.

Deve-se salientar que o dominio de g é uma reuniao de subespacos vetoriais de U.
Como C é uma cadeia, dados dois elementos g1 e go em C, sempre temos g1 < g ou
g2 < g1, ou seja, temos D(g1) C D(g2) ou D(g2) € D(g1). Assim, quando analisamos
D(g2) U D(g1), obtemos D(g2) U D(g1) = D(g1) ou D(g2) U D(g1) = D(g2). Em ambos
0s casos, a reuniao resulta em um subespago vetorial de U. Portanto, o dominio de g é

também um subespaco vetorial de U.

Da maneira como foi definido, se ocorrer g € E, entdo o funcional g serd uma cota
superior de C, visto que para qualquer g1 € C temos D(g1) C UgecD(g) = D(9).
Também é satisfeita a igualdade g|p(4,)= g1- Conclui-se que para qualquer g; € C, o

funcional g é uma extensao de g;. Assim, se g € F, teremos g1 < g para qualquer ¢g; € C.

Para provar que g € FE, precisamos demonstrar que g é uma extensao linear de f
que é dominada pelo funcional sublinear p. A prova sera feita a seguir e estd dividida

em etapas.

Para provar que ¢ é uma extensao de f, tome g1 € C qualquer. Sabemos que
D(g1) € D(g) e que g|p(g,)= g1. Por outro lado, como g; € E, sabemos que g; é uma
extensao de f, e que portanto temos D(f) € D(g1) e g1|p(s)= f. Concluimos entao que

D(f) € D(g) e que g|p(s)= f. Logo, g é uma extensao de f.

Para provar que g é um funcional linear, considere dois elementos x; e x2 em D(g)

e um escalar o quaisquer.

Sabemos que existem g; e go em C tais que x1 € D(g1) e x2 € D(g2). Também

temos D(g1) € D(g2) ou D(g2) € D(g1). Sem perda de generalidade, vamos supor

D(g1) € D(g2).
Nesse caso, temos 1 € D(g2) e isso implica z1 + z2 € D(g2).
Assim, pela definicao de g, temos g(z1 + z2) = go(x1 + z2).
Como g é linear, pois pertence ao conjunto E, temos ga(x1 + z2) = g2(x1) + g2(x2).
Ainda pela definigao de g, temos g(x1) = g2(x1) e g(x2) = ga(x2).
Concluimos entao que g(z1 + x2) = g(z1) + g(x2).

Agora, como D(g2) é um subespaco de U e z3 € D(g2), temos que axy também

pertence a D(g2)
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Obtemos entao que g(axs) = ga(axsz) e que g(z2) = go(x2).

Novamente pela linearidade de g9, temos go(az2) = aga(z2), de onde concluimos

que g(axs) = ag(xs).

J& temos que g é uma extensao linear de f, ainda falta provar que g é dominada

pelo funcional sublinear p.

Para isso, tome um elemento x qualquer em D(g). Sabemos que existe um funcional

g1 em C tal que = € D(g1).
Pela defini¢ao de g, temos g(x) = g1(x).
Como g1 € E, temos que g; é dominada por p, e portanto, temos g;(z) < p(x).

Assim, obtemos g(z) < p(z). Como z era arbitrério, concluimos que o funcional g é

dominado pelo funcional sublinear p.

Com isso, verificamos que o funcional g pertence ao conjunto E. Como j& tinhamos
que g é uma extensdo de todo funcional da cadeia C, concluimos que g é uma cota

superior de C.

Como a cadeia era arbitraria, podemos afirmar que toda cadeia em (E, <) tem uma
cota superior em E. O Lema de Zorn garante, entdo, que (E, <) possui um elemento

maximal. Seja entdo f um elemento maximal de (B, <).

Provaremos agora que f é uma extensao linear de f que satisfaz as condigoes dese-

jadas no enunciado do Teorema.

Como fe F, ja temos que fé uma extensao linear de f e que fé dominada por p,

ou seja, para todo z € D(f), temos f (z) < p (z).

Falta provar que J?esté definida em todo o espago U. A prova disso sera feita por
contradi¢dao. A contradi¢ao vira da construgao de um funcional fi, diferente de f, que
satisfaca fg fi e f1 € E. Nesse caso, o funcional fnéo seria um elemento maximal de

E.

Supomos, entao, que D(f) € U. Nesse caso, podemos encontrar um elemento

y1 € U\ D(f). Claramente, y; # Oy pois Oy € D(f).

Vamos considerar o subespago vetorial Y; de U gerado por y; e por D(f).

Logo, qualquer = € Y] pode ser escrito como

r=y+ oy,
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para algum y € D(f) e a € R
Conforme mostraremos a seguir, essa representacao é tinica.

De fato, se escrevermos = das duas formas:

T =y+ay e r=y+ By

comyeyem D(f)eaeemR, teremos:

y—y=(B-ay.
Como y — ¥ estd em D(f) e o unico multiplo de y; que estd em D(f) é Oy, devemos
tery—y =0y e —a=0. Assim, temos y =y e a = 5.

Note que quando x € D(f), temos que a = 0.

Agora, vamos definir um funcional linear f; da seguinte forma, em que ¢ é um

numero real a ser determinado:

fi: Y — R

y+oayr —  fly)+ac

Perceba que D(f) € D(f1), pois D(f1) = Y1, que é o subespaco vetorial de U gerado
por y1 e por D(f), sendo que y; ¢ D(f) J& podemos concluir dai que f;«é f1-

Além disso, para um elemento x € D(f) qualquer, temos o = 0 e isso implica que
f1(@) = F(x). Logo, temos que fil = 7.

Queremos provar agora que o funcional f; é linear. Para isso, considere dois elemen-

tos z e 2’ em D(f1) = Y] e um escalar A quaisquer.

Como z e 2’ pertencem a Y1, sabemos que existem y e 3 elementos do D(f) e a e

[ escalares tais que: z =y + ayy e 2’ =y + By1.

Vamos entao calcular fi(z + 2’), obtendo

filw+2") = fily+oyr +y' + Byr)
= fily+y + (a+ B)y)

= fly+y) +(a+Pe

fly+y) + ac+ Be.

Como f ¢ linear, temos que f(y +v') = f(y) + f(/).
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Temos entao

Fly+y') +ac+ Be

fw) + f() + ac+ Be

fy) +ac+ f(y') + Be
filz) + fr(2).

filz +2))

Por outro lado, quando calculamos f;(Az), obtemos

fi(Ar) = fi(M(y + ay1))
= fi(Ay + (Aa)y1)

= f(Ay) + QAa)c.

Novamente pela linearidade de f, temos que f()\y) = )\f(y)

Segue que
h(@) = FAy) + (Aa)e
=M () + Aac)

= AMf(y) + ac)
= )\fl (a;)

Concluimos entao que fi; é uma extensao linear prépria de f.

Se para todo € D(f1) o funcional f; satisfizer a desigualdade fi(x) < p(x), entao
teremos f; € E.

Como fg fie fi# f, isso contradiz o fato de que fé elemento maximal de E.

Assim, a ultima parte da demonstracao consiste em exibir um valor de ¢ tal que a

desigualdade fi(x) < p(z) seja, de fato, satisfeita para todo x € D(f1).

Para isso, escolhemos dois elementos quaisquer 1 e xo2 em D(f).

Como f ¢ linear, temos que

(1) + fz2) = f(z1 + 2). (3.1)
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Como fe E, temos que

f(z1+ 22) < p(z1 + 22). (3.2)

Das equagoes 3.1 e 3.2 concluimos que

f(z1) + f(x2) < p(21 + 22). (3.3)

Escrevemos agora p(z1 + x2) como p(x1 — y1 + y1 + x2).

Como p ¢é sublinear, temos que

p(r1 —y1 +y1 +x2) < p(xr —y1) + p(y1 + 22). (3.4)

De 3.3 e 3.4, obtemos

f(x1) + f(z2) < p(w1 —y1) + p(y1 + z2) (3.5)

Obtemos, de 3.5, a desigualdade:

f(x1) —p(z1 —y1) < p(yr + 22) — f(22). (3.6)

Em 3.6, observe que y; estd fixo. Observe também que o termo f(z1) — p(x1 — y1)

independe de x5, enquanto p(y1 + x2) — f(z2) independe de z.

E possivel, entdo, encontrar um valor ¢ € R tal que

sup {f(z1) —plz1 —y1)} <e< inf {p(y1 + x2) — f(22)}. (3.7)
z1€D(f) z2€D(f)

Tomamos, agora, um elemento z € D(f1) = Y7 e o escrevemos, conforme ji visto,

da forma z = y + ayi, de modo que y € D(f) e a € R.

Quando o = 0, entdo = € D(f). Nesse caso, temos f1(z) = f(z) e a desigualdade

fi(z) < p(x) é automaticamente satisfeita.

Para o caso a > 0, vamos usar o fato que ¢ < inf {p(y; + x2) — f(x2)}, como foi
x2€D(f)
observado em 3.7.

Como ¢ < inf {p(y1 + x2) — f(z2)}, entdo para qualquer elemento zo € D(f)
z2€D(f)
temos

c < p(y1 + x2) — f(22).



60

Podemos multiplicar ambos os membros da equagao por «, obtendo

ac < a [p(y1 + z2) — ]?(302)} .

Dali, podemos concluir que

fi(@) = Fy) +ac < Fly) + o [pln +22) - Fa2)] -

Ou seja,

fi(z) < f(y) + ap(yr + x2) — af(z2).

Substituindo z2 por Ye D(f), obtemos
«
ry Y (Y
fil@) < Jo) +ap (m+2) —af (£).

Como f € linear, p é sublinear e o > 0, temos

fi(z) < fly) +p (Oz' (y1 + %)) — f(a : g) .

a

De onde concluimos que

fi(x) < f(y) + plays +y) — f(y) = plays +y) = p(z).

Por fim, no caso a < 0, também usaremos 3.7, em particular o fato que

sup {f(z1) —p(x1 —y1)} <ec.

z1€D(f)

Como sup {f(z1) —p(x1 —y1)} < ¢, entdo para qualquer elemento z; € D(f)

z1€D(f)
temos

f(x1) —plz1 —yp1) <e.
Podemos multiplicar ambos os membros da equagao por «, obtendo
ac < a |fla) = plar =)
O que implica a relagao:

filw) = Fly) +ac < f(y) + o | fz1) = pler = )]
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Ou seja,

fi(z) < fly) + af(z1) — ap(zr —y1).

Substituindo x1 por € D(f), obtemos

)
lal
fi() < Fy) + oF (y> ap (” _ yl) .

| |

Como fé linear, p é sublinear e —a > 0, temos que

fi@) < f<y>+f(a-|3,) +p(—a- (fjd—y))

Sabendo que @ —1 e que e 1, obtemos
o |al

filz) < fly) + f(~=y) +p(y+ay).

Utilizando mais uma vez a linearidade de f, concluimos que

filx) < fly) = fy) +p(y+ay) =p(y+ay) = p(z).

Em todos os casos, essa escolha de ¢ tem a implicacao de que para qualquer x €
D(f), temos fi(x) < p(z).

Isso contradiz a maximalidade de fem FE pois, nesse caso, teriamos f1 € E, f| # f

eJ?Sfl-

Com isso, podemos concluir que D(f) = U, ji que a contradigdo veio da negagao

disso.

Portanto, o funcional f ¢é de fato uma extensao linear de f, definida em todo o

espacgo U, que satisfaz para todo u € U, f(u) < p(u).

Conforme ja foi visto, as seminormas sao exemplos de funcionais sublineares. Su-
pondo que o funcional sublinear do enunciado do Teorema de Hahn-Banach é uma se-
minorma, podemos fazer outra reformulacao do Teorema, conforme serd apresentada a
seguir. Provaremos que o Teorema de Hahn-Banach implica nessa outra versao, que
chamamos aqui de Teorema de Hahn-Banach adaptado. Essa versao do Teorema sera

utilizada na demonstragao do corolario 3.3 que, por sua vez, é usado na demonstracao
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dos demais corolérios.

Teorema 3.2 (Teorema de Hahn-Banach adaptado). Sejam U um espaco vetorial sobre
R, V um subespaco vetorial de U, p : U — R uma pseudonorma e f : V. — R um
funcional linear tal que para todo v € V seja satisfeita a desigualdade |f (v)|< p(v).

Entao, sob tais hipdteses, existe um funcional linear f: U — R tal que:

(i) para todov eV, f(v) = f(v) e

(i) para todo uw € U, | f (u)|< p (u).

Demonstracao. Pelas hipdteses, sabemos que para todo v € V ¢é satisfeita a desigualdade
|f (v) |< p(v). Disso, podemos dizer que p é um funcional sublinear que domina f, pois

temos f(v) < p(v) para todo v € V.

Dessa forma, o Teorema de Hahn-Banach garante a existéncia de uma extensao

linear f: U — R de f que também é dominada por p, isto é, tal que para todo u € U

temos f(u) < p(u).

Queremos provar que para todo u € U, vale a desigualdade ]f(u) |<p(u).

Para isso, tome ug € U qualquer. Ja temos que f(ug) < p (uop).

Note também que ocorre

f(=uo) < p(—uo). (3.8)
Como f ¢ linear, sabemos que f(—ug) = —f(ug).
Além disso, como p é uma seminorma, sabemos que p (—ug) = | — 1|p (ug) = p (uo).

Portanto a equagao 3.8 implica — f(ug) < p (up).

De f(ug) < p(ug) e —f(ug) < p (ug), concluimos que |f (ug) |< p (uo).

Como ug era arbitrario, foi provado que para qualquer u € U, vale a desigualdade

()< p(w).

3.2 Corolarios

Corolario 3.3. Sejam (U, ||-||) um espago vetorial normado sobre R, V' um subespago

vetorial de U e f : V. — R um funcional linear limitado. Entao existe um funcional
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linear limitado f: U — R que satisfaz:

(i) f € uma extensio de f e

(ii) || fllor =l £l

Demonstragdao. A demonstracao desse corolario serd dividida em dois casos.
Iniciaremos a demonstragao lidando com o caso V = {0y }.
Nesse caso, o funcional f é o funcional nulo definido em V' e assim temos || f||y+ = 0.

Portanto, a extensao f : U — R de f que procuramos deve satisfazer |f||;» = 0,
ou seja, deve ser o funcional nulo definido em U. Nessas condigoes, o funcional nulo

definido em U serda um funcional linear limitado que é uma extensao de f e que satisfaz

1o =1 fllv-

Para o caso V # {0y}, serd aplicada a segunda versao do Teorema de Hahn-Banach.
Para isso, devemos encontrar um uma seminorma p : U — R que domine o funcional f,

ou seja, queremos que para todo v € V' tenhamos |f(v)|< p(v).

Como o funcional f é limitado, podemos definir a sua norma em V'’ como

|/ ()]

lofl

[fllv: = sup

vEV,v;é?

Conforme j4 visto, na equagao 1.2, para todo v € V' temos que | f(v)| <[ f|lv|v]l-
Definimos entao o funcional

p: U — R

w = fllvellull-

Vamos provar que p é uma seminorma em U mostrando que p satisfaz todas as

condigOes da definicdo de seminorma.

e Condigao (i): Seja u € U qualquer. Temos p(u) =||f|lv/||u|| > 0.
Logo, para qualquer u € U, temos p(u) > 0.

e Condigao (ii): Sejam u € U e a € R quaisquer. Entao p(a - u) =||f|lv/|a - ul =
[l laflfull = fedLf b l[ull = fedp(w).

Assim, para quaisquer u € U e a € R, temos p(a - u) = |a|p(u).
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e Condicao (iii): Sejam uy e uy elementos de U quaisquer.
Temos que p(us + uz) =|| fllv[lur + usl]

Como ||u1 + ug|| <|lui||+]||ue||, temos
pur + ug) <|[fllv:(luall+]luzl])-
Isso implica a relacao

p(ur +u2) <|| fllvellurll -+ fllv lluzll = p(ur) + p(uz).

Ou seja, para quaisquer uj e ug em U, temos p(u1 + u2) < p(u1) + p(uz).

Dessa forma p é uma seminorma definida em U que domina o funcional f em V, ja

que para todo v € V temos |f(v)|<| fllv/||v] = p(v).

Assim, pelo teorema 3.2, existe um funcional linear f : U — R que é uma extensao

de f e que também é dominado por p, no sentido de que para qualquer u € U, temos

|f(w)|< p(w) =[fllvlull- (3.9)
Entao o funcional fé limitado e podemos definir a sua norma como

Ifllor = sup

Como ja tinhamos, da equacao 3.9, que para qualquer © € U com u # Oy vale a

desigualdade

concluimos que ||f||U/ <|Ifllv-

Por outro lado, a norma de um funcional definido em um subespaco nao pode ser
maior do que a norma de uma extensao desse funcional, como foi visto no teorema 1.43.

Por isso, temos || f ||y §||f||U’-
Podemos concluir entao que || f||y ZHﬂ|U/-

Assim, temos que f é de fato um funcional linear limitado, definido em U, que

estende f e que satisfaz || f|lv: =||f]lv-
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Corolério 3.4. Sejam (U, ||||) um espago vetorial normado sobre R e ug # Oy um

elemento qualquer de U. Entdo existe um funcional linear limitado f: U — R tal que

I fllr =1 e fluo) =|uo-

Demonstracao. Na demonstracao desse coroldrio, utilizaremos o anterior.

Para isso, devemos encontrar um subespaco vetorial V' de U e um funcional linear
limitado f : V' — R. Além disso, o ideal seria que tivéssemos [|f|lys = 1, ugp € V e
f(ug) =||up|| pois, nesse caso, o coroldrio anterior ja garante a existéncia de um funcional

f: U — R que estende [ e que satisfaz ||f||U/ =||fllv: = 1, que é o desejado.

Considere entao V' o subespago vetorial de U gerado pelo elemento ug. Nesse caso,

podemos escrever cada elemento de V' de maneira tinica como aug, para o € R.
Com isso, definimos o funcional linear

vV 5 R

auy —  oflugl|.

Note que f(ug) =||ugl|. Além disso, para qualquer v # Oy em V com v = aug para

algum « € R, temos

[f @) _ [flauo)| _ la[f(uo)l _ [f(uo)| _ |luoll _

loll ool lelluoll — fluoll— [luoll

1.

Isso significa que f é limitado e que ||f|y» = sup MO =
vevozoy [Vl

Pelo corolario 3.3, existe um funcional linear limitado f : U — R que é uma extensao

de f e que satisfaz ||f||or =|f|lv'
Logo, f : U — R ¢ um funcional linear limitado tal que || f]lor = 1 e f(ug) =||uo|-

Corolario 3.5. Seja (U, ||-||) um espago vetorial normado sobre R. Entao para todo

u € U, temos que
|f(w)]
Jul = sup
revf4fo I

em que fo € o funcional nulo definido em U.

Demonstra¢ao. Vamos considerar inicialmente o caso u = Oy.

Para todo f € U’ com f # fq, temos |f(u)|=0 e || f]| # 0.
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Dessa forma, temos |jul]| =0 e

wp Lo
revt 20 Sl
O que implica a igualdade
full = sup UL
revr.izfo Il

Considere agora u # Oy um elemento qualquer de U e f: U — R o funcional linear

limitado tal que || f]lo = 1 e f(u) =|ul|, cuja existéncia ¢ garantida pelo corolario 3.4.

Nesse caso, temos

[f ()] ull
/1 1
Disso, obtemos que
|f(w)]
= -
rev s+ I

Por outro lado, pela equacao 1.2, temos, para qualquer f € U’

|f (u)]

lull

IfII=

Isso tem como consequéncias as desigualdades || f||-||u| > |f(u)| e

ull > |f(u)\_
— A
Logo, temos
lll > sup WL
revf4fo I

Concluimos, entao, que para qualquer u € U ocorre a igualdade

flu
full = sup L
revr s#fo ISl
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Conclusao

A elaboracao de um Trabalho de Conclusao de Curso é um rico processo que inclui

momentos de estudos, duvidas, curiosidades e exercicio da escrita matematica.

O Capitulo 1 deste trabalho contém defini¢ées que foram abordadas durante o curso
de Licenciatura em Matematica. Todavia, o tema geral do trabalho é frequentemente
abordado em cursos de mestrado, em disciplinas relacionadas & Analise Funcional. As-
sim, enquanto alguns contetdos foram aprendidos especialmente para a elaboragao do
trabalho, outros assuntos ja eram conhecidos previamente. Pode-se afirmar que o curso
de graduacao em Matematica forneceu uma base suficientemente sélida para o entendi-

mento e a escrita deste trabalho.

Uma continuagao natural deste trabalho seria o estudo dos coroldrios do Teorema

de Hahn-Banach em espacos vetoriais mais gerais, como os espagos vetoriais topolégicos.
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