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Resumo

Neste trabalho estudamos existéncia e unicidade de solugoes e taxas de
decaimento para a energia e para a norma L? da solucdo de uma equacio
semilinear do tipo placas/Boussinesq com termo de amortecimento (dis-
sipagdo) fraciondrio e sob efeitos, para o caso de placas, de um termo de
inércia rotacional generalizado. Mostramos que as taxas de decaimento de-
pendem das poténcias fraciondrias dos operadores e usando uma expansao
assintotica da solugao do problema linear provamos a otimalidade das taxas
obtidas, sobre certas condigbes sobre as poténcias fracionarias do modelo.

Palavras-Chave: Equagao tipo Placas/Boussinesq. Laplaciano fra-
ciondrio. Inércia rotacional generalizada. Dissipacao fraciondria. Existéncia

e unicidade de solucdo. Perfil assintético. Taxa de decaimento étima.
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Abstract

In this work we study existence, uniqueness of a global solution and
decay rates for the total energy and the L?-norm of a solution for a semi-
linear plate/Boussinesq type equation with fractional damping and under
effects of a generalized rotational inertia term in the case of plate equation.
We show that decay rates depend on the fractional powers of the operators
and using an asymptotic expansion of the solution to the linear problem,
we prove in some cases the optimality of the decay rates under suitable
conditions on the fractional powers in the model.

Keywords: Plate/Boussinesq type equation. Fractional Laplacian.
Generalized rotational inertia. Fractional dissipation. Existence and uni-

queness. Asymptotic profile. Optimal decay rates.
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Capitulo 1

Introducao

Consideramos neste trabalho o seguinte problema de Cauchy para uma
equagdo do tipo placas/Boussinesq com um amortecimento (damping) fra-
ciondrio e um termo de inércia rotacional generalizado (tipo fraciondrio)

em R", a saber

ur + (—A) us + aA’u — Au+ (=A)°uy = B(—A) (uP),
u(0,2) = uo(x), (1-1)
ut (0, ) = ui(x)

com u = u(t,x), (t,z) € (0,00) x R, a > 0, 8 € R, p > 1 inteiro. As
2496

poténcias do Laplaciano §, 6 e vy sfo tais que 0 < § <2,0< 60 < e

0<y<2H

A fungdo u = u(t,z), por exemplo, no caso § = 1 e B = 0, descreve
o deslocamento transversal da placa sem efeitos ndo lineares, mas sujeita
a efeitos de inércia rotacional e uma dissipacdo fracionaria representada
pelo termo (—A)eut. No caso 6 = 0 e f = 0 a equacgdo linear em
modela o deslocamento da placa sem efeitos de inércia rotacional. No caso
6=2,8#0e~vy=1aequacgido em é uma equacao tipo Boussinesq,
por exemplo, para modelos hidrodinamicos de sexta ordem sobre efeitos
dissipativos (ver [46], [13]). Se d = a =0, v =1, 8 # 0 e sem o termo

dissipativo a equacao em (|1.1)) é uma equagao de Boussinesq generalizada.



Se a nao linearidade é da forma A(u?), a equacio é chamada de equagio
de Boussinesq (Bq). Com esse tipo de nao linearidade, 6 = 1, a = 0 e
sem o termo dissipativo, a equagao em é chamada de equacao de
Boussinesq melhorada (IBq). Essa mesma equagao com linearidade mais
geral como aparece acima em é chamada de equagao MIBq (Modified
IBq) (ver [44]). Todas essas variantes de Boussinesq tém muitas aplica¢oes
fisicas, como a propagagao de ondas longitudinais de deformacao em uma
haste elastica no caso da dimensao n = 1, propagacgao de ondas de superficie
em 4guas rasas (shallow-water waves). A equagdo de Boussinesq de sexta
ordem foi derivada no estudo de camadas superficiais de plasmas e cadeias
atdomicas nao-lineares ( [4], [11]). Em [30], Maugin propos tal tipo de
modelo de Boussinesq para modelar a dinamica de redes nao-lineares em

cristais eldsticos.

Algumas Equacoes Diferenciais Parciais de quarta ordem surgem em
problemas de mecéanica dos sélidos. Em particular, Equagées Diferenciais
Parciais de Evolucao de quarta ordem aparecem na teoria das placas finas
e vigas. Modelos para estudar as vibracoes de chapas finas (n = 2), dadas
pelo Sistema Pleno de von Kérman foram estudados por varios autores, em
particular por Puel-Tucsnak [37], Ciarlet [8], Lasiecka-Benabdallah [26] e
Koch-Lasiecka [25]. Perla Menzala e Zuazua estudaram em [33] o Sistema

Pleno de von Karméan e mostraram que o modelo do Timoshenko
ure — YAu + A%u+u= 0, em R?x (0, 00) (1.2)

pode ser obtido sob a forma de um limite total do Sistema de von Karmaén,
quando os parametros adequados vao para zero. O termo —yAwus na
equagao placa é absorvido no modelo com os efeitos de inércia de
rotagao no ponto x da placa em um momento positivo t. E bem conhecido
que a equagao de placa com esse termo é uma equacao hiperbdlica
com velocidade finita da propagacédo, enquanto que o modelo de placa
para o caso 6 =0 e § =1 ou 2 tem a propriedade de velocidade infinita de
propagacao. Além disso, tanto quanto sabemos, a classificacdo do modelo
para 6 € (0,1) ainda estd em aberto, mesmo para § = 0 ou 6 = 1.
Conjecturamos que para ¢ proximo de 6 = 1 a equagdo continua a ser

hiperbdlica.



Um modelo mais geral para estudar as vibragdes de uma placa fina é

dado por
et — YAU + A%u + go(ur) — div g1 (Vug) = 0. (1.3)

Tal modelo tem sido estudado por diversos autores como ( |14], [12], [5],
[38]) e, em particular, por Sugitani-Kawashima [40] que considerou em R"
ocaso g1 =0ego=1d— f.

Além disso, existem alguns trabalhos em que um damping forte do tipo
(—A)2ut é considerado no modelo , no lugar do damping dado por
go(ue) — div g1 (Vue) (ver, por exemplo [42], [28], [47] e outras referéncias

citadas).

Problemas do tipo lineares (8 = 0) com 6 = 0 ou § = 1 tém
sido extensivamente estudados para os casos # = 0, 0 = 1 e 0 = 2. Re-
centemente, varios autores estudaram equagoes de evolugdo com operador
Laplaciano fracionério (—A)g. Para a equagdo placa podemos citar os
trabalhos de Ikehata-Soga [21], Charao-da Luz-Ikehata |7] e Astaburuaga-
Fernandez-Menzala [2] que estudaram a dindmica das equagdes de von
Kérméan na presenga de dissipagdo fracionéaria.

Portanto, é muito importante do ponto de vista matemaético estudar
a equacgdo de placas com o termo de inércia rotacional fracionério sob os

efeitos de um damping intermedidrio como em nosso modelo (|1.1)), com

2
com o caso § € {0, 1} também tém importante motivagao fisica. Além

6 >0e® > 0. Em particular, os casos 8 € (0, —, 1, 2} combinados

disso, na mecéanica dos sélidos as derivadas espaciais do vetor deslocamento
definem os componentes do tensor de tensao e a derivada no tempo é uma
taxa de deformagao, isto é, esta funciona como uma dissipagdo no modelo.
Por exemplo, na dimensdo n = 2 o termo de rotacional —Awu: modela
pequenas rotagoes das segoes na placa. Observamos também que o modelo
tipo hiperbdlico , com § = 1 é mais complicado de ser investigado do
que o nao-hiperbdlico (o caso § = 0). Devido a isso, é necessério impor
regularidade adicional sobre os dados iniciais para controlar as vibragoes
do modelo no caso 8 € [0,1). Devido ao forte damping dado no caso 6 = 1
nenhuma regularidade adicional nos dados iniciais é necesséaria neste caso.

O mesmo ocorre para o caso equagao de placa (n = 2). Assim, por exemplo,



a partir do ponto de vista da engenharia, as derivadas espaciais do vetor de
velocidade sdo muito importantes para controlar a dissipacao de modelos de
vibragdes, mesmo no caso de derivadas fracionérias espaciais. Derivadas
espaciais fraciondrias também podem ser introduzidas para controlar os
efeitos de inércia de rotacao fraca na placa como no nosso modelo
no caso 0 < § < 1 e 8 = 0. Finalmente, observamos que em trabalhos
anteriores autores estudaram damping fraciondrio apenas no caso 6 € [0, 1],

e neste trabalho consideramos também casos com 6 > 1.

Citamos varios trabalhos relacionados ao problema . No caso em
que 6 = a = =0e b € [0,1] (isto é o caso da equagdo de onda
amortecida), o problema de Cauchy correspondente é estudado por Ikehata
e Natsume em [20], e eles néo obtiveram estimativas de decaimento precisos
para a energia total do sistema e para a norma L? da solucio baseados
no método de energia no espaco de Fourier ( ver [27]). Uma melhoria
dos resultados de [20] foi dado em Chardo-da Luz-lkehata [6] através da

introducao de um novo método de energia no espaco de Fourier.

No caso de § = a = 8 = 0 e 0 geral, para comecar, é preciso citar
trés artigos importantes: um de Matsumura [29] (6 = 0), um de Ponce [36]
(0 = 1) e um de Shibata [39] (# = 1), em que derivam as estimativas
LP-LY de decaimento para as solugdes. Recentemente, ITkehata-Todorova-
Yordanov [22] estudaram a sua versdo abstrata correspondente ao caso
0 = 1, e encontraram um perfil assintético para as solugbes em um am-
biente bastante geral. Depois de [22], Ikehata |18] re-investigou um perfil
assintético da solugdo com base no método introduzido em [19] em um am-
biente de andlise de Fourier concreto e derivou taxas de decaimento timas
para a norma L2 das solucdes, e este procedimento pode ser feito para o
caso 0§ = 1. Assim, é altamente desejdvel encontrar perfis assintéticos nos
casos que a # 0 e f = 0, isto é, o caso da equagdo de placas. Neste caso,
muito recentemente Ikehata-Soga [21] encontraram para 6 = 0 (equagao
de placa sem efeitos de inércia rotacional) os perfis assintéticos e taxas
de decaimento 6timo (para § = 1) da norma L? das solugdes baseadas no
método de energia no espago de Fourier, combinado com aquele que foi em-
pregado em [18]. A motivagdo da pesquisa de [21] vem do artigo anterior
de Takeda-Yoshikawa [41], em que estudaram a equagao de placas (8 = 0)

com os parametros 6 = 0 e # = 0 (ou seja, caso damping fraco).



Como ja comentamos quando 6 = 1 o termo (fA)‘Sutt é conhecido
como o termo de inércia rotacional. Neste caso, pode-se citar o trabalho
bastante recente de Char&o-da Luz-Ikehata [7]|, onde foram encontradas
as taxas de decaimento para a energia total e a norma L? das soluctes
quase 6timas, sendo que essas taxas foram encontradas usando o método
desenvolvido em [6]. O método de [6] foi ainda aplicado para obter taxas
de decaimento precisas de energia para as equagoes de evolugdo abstratas
de segunda ordem no tempo em da Luz-Ikehata-Charao [10]. Estes estudos
foram feitos em todo o espago, enquanto da Luz-Charao [9] lidaram com o
caso de dominio exterior para equagoes de placas amortecidas.

Nosso propésito neste trabalho é mostrar as seguintes propriedades da
equagao de placas : existéncia e unicidade de solugao, taxas de decai-
mento, perfil assintdtico e taxas 6timas. HEssa propriedades sdo primeira-
mente mostradas para o problema linear, ou seja, quando 5 = 0 e usando
as informagoes do caso linear provamos resultados semelhantes para o pro-
blema semilinear, com 5 > 0. Esperdvamos provar essas propriedades para
todas as poténcias fraciondrias, mas alguns casos continuam em aberto. De
qualquer maneira, os casos considerados sao os que atualmente possuem a
maior quantidade de aplicacdes fisicas.

Este trabalho estd dividido em 7 capitulos. No Capitulo [2| sdo apre-
sentados os resultados tedricos necessarios para o desenvolvimento do tra-
balho. Também neste capitulo mostramos varios lemas técnicos usados ao
longo do texto.

No Capitulo usando teoria de semigrupos, mostramos que o problema
linear (8 = 0) tem uma unica solu¢do, mas para isso foi preciso dividir o

problema nos seguintes casos:

1) Caso0<0<de0<§<2

2) CasoOSéS@eOSOS?.

No Capitulo [] estudamos o comportamento assintético do problema
linear (8 = 0) e encontramos taxas de decaimento para 0 < § < 2 e

0§9§2

é . . .

, usando o método da energia no espago de Fourier. Com esse
mesmo método é possivel encontrar taxas de decaimento para as demais
poténcias fraciondrias maiores.

Usando ideias discutidas nos Capitulos [2] e [3] mostramos no Capitulo



que existe uma tnica solugdo para o problema semilinear (8 > 0) se con-
siderarmos os dados iniciais suficientemente pequenos. Como no Capitulo
aqui também precisamos dividir o estudo em alguns casos, e ainda mais,
para cada caso é preciso primeiro estudar a existéncia local e depois a
existéncia global. Para mostrar a existéncia e unicidade de solucao do caso
semilinear usamos técnicas padroes e estimativas tipo Sobolev, trabalhando
no espago de Fourier. Taxas de decaimento para o problema semilinear sao
também estudadas no Capitulo[f] A dificuldade para encontrar taxas para
o problema semilinear é como estimar adequadamente o termo néo linear
u? no espago de Fourier.

Com o objetivo de mostrar que as taxas encontradas no Capitulo @
sdo taxas 6timas, no Capitulo m encontramos perfis assintdticos para a
equagao linear usando o método da solugao explicita no espago de Fourier.
No final desse capitulo, usando o perfil assintético, mostramos que as taxas
de decaimento encontradas no Capitulo [4] sdo 6timas em certos casos.

Os Capitulos [4] e [7] desta tese foram publicados em 2016 na revista
Journal of Mathematical Analysis and Applications com a colaboragao dos
Professores Ryo lkehata da Universidade de Hiroshima, Japao, e o Pro-
fessor Ruy Coimbra Charao da Universidade Federal de Santa Catarina
(ver [17]). Também citamos aqui um artigo que publicamos em 2014 na
revista Flectronic Journal of Differential Equations com a colaboragdo de
Naoki Nakabayashi da Universidade de Hiroshima, Japao, onde encon-
tramos taxas de decaimento para a energia total do problema de Cau-
chy associado ao equagado de ondas elasticas com coeficiente de dissipagao

tempo-dependente (ver [16]).



Capitulo 2

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentamos os principais resultados e lemas técnicos
que serao utilizados no decorrer do trabalho. Algumas demonstracoes sao
omitidas por se tratarem de resultados bastante conhecidos. Sempre que

necessario, citaremos as referéncias.

2.1 Notacao

Neste trabalho vamos seguir a notacao padrao da teoria de Equagoes

Diferenciais Parciais.
1. K indica o corpo R ou C.
2. 1 :=+/—1 é a unidade imaginaria dos niimeros complexos.

3. x - significa o produto interno usual em R" e |z| é a norma usual

de x € R™.
4. || - || representa a norma usual em L?(R™).
5. la] = a1 + a2 + -+ an para a = (a1, - ,a,) € N, neN.
6. D“u:& a = (a1, ,an) € N,

(e Qo ?
Oxit ... 0xn™

7. Se F(z) = (fi(z),..., fa(z)) é um campo vetorial de classe C*,



definimos o divergente de F(x), denotado por div(F'), como

n

div(F) =V -F=>_

i=1

afi
31’1' ’

onde V é o operador definido como V = i, i, RN i .
0x1’ Oxa Oxy,

8. O laplaciano de uma fungao f é definido como
div(Vf) :V~Vf:§n: aQ—f
— Oz2

e é denotado por Af.
E bem conhecido que —A pode ser realizado como um operador
definido positivo e auto-adjunto em L*(R™) com dominio H?(R").

Nas estimativas deste trabalho o simbolo C' pode representar, mesmo

de uma linha para outra, diferentes constantes positivas.

2.2 Espacos Importantes

Nesta secdo vamos definir todos os espagos de fungdes que serdao usados
ao longo do trabalho. Além disso, apresentaremos os principais resultados
desses espacos. Os resultados apresentados abaixo podem ser encontrados

nas seguintes referéncia Adams [1], Kesavan [24] e Brezis [3].

2.2.1 Espaco das Distribuigoes D’'(R")

Sejam u uma fungao real definida em R™ mensurdvel e (K;);cr a familia
de todos os subconjuntos abertos K; de R" tais que u = 0 quase sempre

em K;. Considera-se o subconjunto aberto K = U K;. Entao
iel

u=0 quase sempre em K.

Como consequéncia, define-se o suporte de u, que serd denotado por

supp (u), como sendo o subconjunto fechado de R"

supp (u) =R™\ K.



Definigao 2.2.1 Representamos por C§°(R™) o conjunto das fungodes
u: R" = K,

cujas derivadas parciais de todas as ordens sdo continuas e cujo suporte €
um subconjunto compacto de R"™. Os elementos de C§°(R™) sao chamados

de fungoes testes.

Naturalmente, C§°(R™) é um espago vetorial sobre K com as operagoes
usuais de soma de fungoes e de multiplicacao por escalar.

A nogao de convergéncia em C§°(R™) é dada pela definigdo abaixo.

Definicao 2.2.2 Sejam {¢x }ren uma sequéncia em C§°(R™) e p € C5°(R™).
Dizemos que pr — ¢ se:
1) 3K C R", K compacto, tal que supp (pr) C K, para todo k € N
e supp (¢) C K;

ii) Para cada o € N*, D%pp(z) — D%p(z) uniformemente para x €
R™.

Definigao 2.2.3 O espaco vetorial C§°(R™) com a nogdo de convergéncia
definida acima € denotado por D(R™) e é chamado de espago das funcoes

testes.

Usando o espago D(R"™) definido acima vamos definir o Espago das

Distribuigoes.

Definicao 2.2.4 Uma distribui¢ao sobre R"™ é um funcional linear definido
em D(R™) e continuo em relagdo a nogdao de convergéncia definida em
D(R™). O conjunto de todas as distribui¢oes sobre R™ € denotado por
D'(R™).

Desse modo,
D'(R") = {T:DR™) = K; T élinear e continuo}.

Observamos que D'(R™) é um espago vetorial sobre K.
Se T € D'(R™) e ¢ € D(R") denotaremos por (T, ¢) o valor de T

aplicado no elemento .



Definicao 2.2.5 Dizemos que T, — T em D'(R™) se (Tx,¢) — (T, o),
para toda ¢ € D(R™).

2.2.2 Espaco de Schwartz S'(R")

Uma funcdo u € C°°(R™) é dita ser rapidamente decrescente no infinito

se para cada P : R" — K polinémio e cada a € N, vale o seguinte

lim P(z)(D%u)(x) = 0.

llz]l—o0

Define-se:
S(R™) = {u :R" = K; u € C™ e u é rapidamente decrescente no inﬁnito}.
Observamos que D(R™) C S(R™).

Lema 2.2.1 Seja u € C*°(R™). Entdo as seguintes afirmagoes sdo equi-

valentes:
i) ue S(R™)

it) para todo k € N, existe uma constante C = Cy, tal que
(1+ |z*)*|D%u(z)| < Cr
para todo x € R" e a € N com || < k.

Usando o lema acima concluimos que S(R™) é um espago de Fréchet

sobre K cuja seminorma é dada por

pr(u) = sup  sup (1+ |of)™| D u(a)|

|| <m xz€R™
para todo m € N e u € S(R™).

Definicao 2.2.6 Seja uy uma sequéncia em S(R™) e u € S(R™). Diz-se

que a sequéncia uy converge para u em S(R™) se
pm(uy —u) =0

para cada m € N.
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Definigao 2.2.7 Uma distribuicdo temperada sobre R™ é um funcional
linear definido em S(R™) e continuo em relagdo a nogdo de convergéncia
definida em S(R™). O conjunto de todas as distribuigoes temperadas sobre
R"™ € denotado por &' (R™).

Se T € §'(R") e ¢ € S(R") denotamos por (T, ¢) o valor de T

aplicado no elemento .

Definigao 2.2.8 Dizemos que Ty — T em S'(R™) se (Tw, ) — (T, ),
para toda ¢ € S(R™).

2.2.3 Os Espagos L*(R") e L'*(R")

Neste trabalho as integrais realizadas sobre R™ sdo no sentido de Le-

besgue, assim como a mensurabilidade das fungoes envolvidas.

Definicao 2.2.9 Seja 1 < p < co. Indicamos por LP(R"™) o conjunto das
fungoes mensurdveis f: R™ — K tais que || f||Lr@n)y < 00 onde, as fungées

abairo sao as normas desses espagos,

1/p
= ([ W@rac) " sersp<n

[fl[zee = sup ess|f(z)|
TER™
= inf {C €RT; med(z €R™,|f(z)| > C) = 0}

= inf {C > 0;|f(z)] < C quase sempre em R"}
onde med(A) significa a medida de Lebesgue de conjunto mensurdvel A.

Na verdade LP(R"™) deve ser entendido como um conjunto de classes de
fungdes onde duas fungdes estdo na mesma classe se elas sdo iguais quase
sempre em R".

Os espacos LP(R™), 1 < p < oo, sdo espacos de Banach, sendo L*(R")
um espaco de Hilbert com o produto interno usual da integral, denotado

por (-, ). Além disso, para 1 < p < oo, L?(R"™) é reflexivo.

11



Teorema 2.2.1 (Interpolacdo dos espagos LP(R"™)) Considerep e q tais
que 1 <p < qg<oo. Se feLPR")NLIR") entdo f € L"(R™) para todo
r € [p,q|. Além disso,

Iz < IFIZ 111 ze

com a € [0,1] tal que 1 :oz1 +(1fa)l.
r p q

Teorema 2.2.2 (Desigualdade de Holder) Considere f € LP(R") e
1 1

g € LY(R™) com1<p<ooe];+5=10uq:1 ep=00 0uq=o00e

p=1. Entio fg € L*(R") e

gl = [ \f@)ata)lde < Fleo gl

Vamos também considerar o espago de fungées com peso para 0 < k < 1

definido da seguinte forma

LRR") = {f e L'®)s [ (el s@lds < oo} |

com a norma

e = [ lal)l @)

2.2.4 Transformada de Fourier

Como recurso para mostrar propriedades do Problema de Cauchy (|1.1))
vamos aplicar a Transformada de Fourier e encontrar um problema de Cau-
chy equivalente no espago de Fourier associado ao problema (1.1]). Assim,

precisamos definir a Transformada de Fourier de uma funcéo.

Definigdo 2.2.10 Seu € S(R™) ouu € L*(R™), entdo denotamos por Fu

a Transformada de Fourier de u dada por

(&) = Fu 1 e tu(x)d
©=Fu) = Gy [ e Cut@an

Além disso, denotamos por F 't a Transformada de Fourier inversa de

12



dada por
1

(2m)3

Flale) = o [ etae

que estd bem definida.

Usando o fato de que S(R™) é denso em L?(R™) podemos generalizar
a Transformada de Fourier para toda funcio u € L*(R™).
Neste trabalho, para simplificar a notagdo, muitas vezes escrevemos 4

e Uy em vez de 4(t, &) e (¢, &), respectivamente.

Teorema 2.2.3 (Identidade de Plancherel) Para toda func¢iou € L*(R™)
tem-se que

l[ull = [[Full = o]

O Teorema de Plancherel faz uma relagao entre a func¢ao 4 com a fungao
u em termos da norma L?(R™).
Os trés proximos lemas nos fornecem uma caracterizagdo e uma li-

mitagdo para a Transformada de Fourier de uma fungéo.

Lema 2.2.2 Considere uma funcdo f € L*(R™), temos

F(&) = As (&) —iBs (&) + P,

para todo £ € R™ onde
o As(§) =

(2m)"/2 Jgn

o Py = W/ f(z)dx.

Demonstracao: Usando a Férmula de Euler podemos reescrever a Trans-
formada de Fourier de uma funcao f na seguinte forma:

fey = & e f(z)dx
f©) = ayrs [ @)

1
Gm)7e
1

2m)n/2

cos(z - &) f(x) — isin(x - &) f(x)dx

n

(cos(z - &) — 1) f(z) —isin(z - &) f(z) + f(x)dx.

Il
T

3

e

13



Entéo, se definirmos Af(§), Bf(§) e Py como acima, temos que

f(&) = Ap(&) —iBs(§) + Py, VEER™

Lema 2.2.3 Considere uma fungdo f € L'(R™).
i) Se f € L*(R™), entdo para todo & € R"™ vale que
A OI < LIfllee e B (O < Nfllr
ii) Se f € L*(R™) N L**(R™) com 0 < k < 1, entdo para todo & € R™
vale que

A (O < KIE [ fllern e (B < MIET|fllzrn-

Com L, N, K e M constantes positivas dependo de n. As funcdes Ay e
By estao definidas no Lema e o espago LV"(R™) estd definido na

Subsecdo

Demonstragao:

i) A prova deste item segue dos cdlculos abaixo

A1 < Gy | eosta-©) =1l f(@)lde
S | f@ds = Dl

271-)71/2
€
B L d
B/ < Gz [ 1sin (e Ol @)lda
1
< s [ M@lde = NI

ii) Para provar este item é suficiente checar as desigualdades para & # 0.
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A1 < Gy [ leosta- € = 11 (w)ld

L €] 2]
P ggrg)/||>E|COS( & = 11| e de

1 |cos(z - &) — 1]
< gy e / (1 Jaf") ) G e

< K lim [¢]" (L |2|)If (z)|d
e—0 |z|>e
< KIEI"Nf g
1 s(x-&) — 1
com K = oz Sup % < 00, e similarmente segue
que (2m)"/2 yz0,640 €]~

BAOI < Gy [ Isinte- O/ (w)lds

L &1*]al”
SW;%/W sin(e - 111w e

sin(x -

1 | ol
< Gy mle [ (e Rr@ e

< M lim [¢]" (1 + [z]")|f (x)|dx

e—0 |z|>e

< Ml prms

|sin(z - §)|

M 1 <
com M = ——— sup ————= < oo.
(2m)"/2 pioez0  |€]F ||

Lema 2.2.4 Sejam x € (0,1] e f € L""*(R™). Entdo evistem constantes

C. e Cy tal que
IF(1 < Cele®lIfllzrn + Cn / f(x)dgl.
R’n

15



Demonstragao: Pela defini¢ao de Transformada de Fourier (ver Subsegao
2.2.4) temos que
F(&) = As(€) —iBs(€) + Py

RCORE / (cos(w - §) — 1) f(w) d¢

o1 . )
,ZW /n sin(z - €) f(x) d¢ + W/Rn F(z) de.

Usando o item (ii) do Lema temos que

FO1< Gy [ leoste-©) = 1l f @)l de

1 . 1
+ gy [ JsinGe O @Idé +

IR

O lema segue com as constantes C,, = K + M e C,, dependode n. =

/ f(z) d&’
RTI,
S (K +M)E"[ fllzrmn + Cn

2.2.5 Os Espacos W"?(R"), H™(R") e W™P(R")

Estes espagos sao conhecidos como espagos de Sobolev e os principais
resultados desta segdo podem ser encontrados em Adams [1], Brezis (3],
Kesavan [24] e Medeiros-Rivera [32], |31].

Definicao 2.2.11 Sejamm € N el < p < co. Indicaremos por W™P(R™)
o conjunto de todas as fungoes u de LP(R™) tais que para || < m, D%
pertence a LP(R™), sendo D“u a derivada distribucional de u. W™P(R™)

é chamado de Espago de Sobolev de ordem m relativo ao espago LP(R™).
Resumidamente,
wWm™P(R™) = {u € LP(R") tal que D“u € LP(R™) para todo |a| < m}.

Para cada u € W™P(R") tem-se que

1/p

fullwme = { > [ID%ull}, , 1<p<oo

lal<m

16



lullwmee = > [ID%ullze, p= oo,

la|<m
define uma norma em W™P?(R").

Observamos as seguintes propriedades dos espagos WP (R"™):

1. (W™PR"™),|| - |lwm.») é um espago de Banach reflexivo e separédvel

se p < o0.

2. O espaco de Sobolev W™?(R™) torna-se um espaco de Hilbert com

produto interno dado por

(w,0)yma = Y _ (D, D%), u,veW™R"),

la]<m
e é denotado por H™(R"™).

3. D(R™) e S(R™) séo densos em W™P(R"™) para todo 0 < m < oo e
1<p< oo

Vamos também considerar o espago de fungées onde apenas levamos em
conta a derivada de maior ordem, ou seja, os espagos WP (R"™) definidos

da seguinte forma
WP (R™) = {u € S'(R™); 3f € LP(R™) com u = (fA)*m/Qf} ,
para todo m € Z e p > 1. Podemos representar esse espago como

W™P(R™) = (—A)"™2LP(R").

A norma nesse espago é definida por

ladhin = ([ 18" u@)ar)”

2.2.6 Espacos H*(R"), com s € R

Neste trabalho vamos usar frequentemente a defini¢ao de espago H*(R"™)

para s € R. Entao definimos os espagos H°(R™) da seguinte forma:

17



Definigao 2.2.12 Para s € R define-se o espago
H®") = {ue S®"); 1+ ae @Y},
para todo £ € R™. Define-se também sobre H°(R™), a norma
lull e = (11 + [€]*)*/%al).

Para conseguir nossos resultados precisamos ajustar o produto interno
e a norma em H°(R"™), de tal forma que o novo produto interno e a nova
norma sejam equivalentes ao produto interno e a norma usual de H*(R") e
seja mais adequado para o nosso problema. Os préximos lemas vao garantir

essa equivaléncia.

Lema 2.2.5 Para todo § € R™ e s > 0 temos que
1
i) SAHIEP) < (T +[E)7 <271+ [€*);

i) 270 (L4 [P < A+ [eP) 77 <20+ 1e) 7
Demonstragao: i) Primeiro vamos considerar o caso |§| < 1 assim

SUHIEP) 1< (1 +[EP) <2 <2°(1+ [e*).

No caso [£] > 1 segue que

%(1 +IEP) S TEP < L+ 1E7)° < 27 < 2°(1+ ™).

ii) Similar ao item a) temos para || < 1 que
(AP T <2 S (A4 [E) T <1< 20+ E7) T

pois (14 [£%)* <2° e 14 [¢** < 2.

E para o caso [£| > 1 segue que
24T S (L4 €T <21+ [¢*) 7,

pois temos as seguintes desigualdades (1 + |€]2)® < 2°|€** < 2°(1 + |€]*%)
e (L+1¢*) < 20¢* <201+ [¢*)".
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Concluimos entdo que a norma usual em H°(R™) é equivalente a

Julle = [ 1+ I faf ds

Assim neste trabalho vamos usar como norma de H*(R"™) quando s > 0 a

norma dada por
fulfe = [ () faf dg
RTL

e o seguinte produto interno
(u,0)pre = / (1+ ) adde.
R’!‘L
No caso H™°(R™) com s > 0 vamos usar a seguinte norma
lulf—r = [+ 1) al de
Rn
e o seguinte produto interno

(u,0) 5o = / (U ey b de.

Lema 2.2.6 No caso s = 2 o produto interno em H?*(R™) definido acima

€ equivalente ao sequinte produto interno
(w oy = [ (14 |6 + ol ad e,
R"L
onde o € 0 mesmo da equagdo .

Demonstracgao: Precisamos mostrar que existem constantes positivas C;

e Cs tais que

Cr(1+ €% <1+ €7 + afé]* < Ca(1 + [€]Y).

Note que, a desigualdade por baixo segue ao considerarmos C7 =

min{1, a}, pois

L+ € + ale* > 1+ al¢* > min{l, a}(1 + [¢[*).
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Falta ainda mostrar a desigualdade por cima, vamos considerar pri-
meiro €] < 1 assim |€|* < |¢]? < 1 e portanto

L+ € + alg]" < 2+ al¢]" < max{a, 2}(1+ [¢]).
Jé se |€] > 1 temos 1 < |¢€]> < |€]*, logo
L€ + alg]® < 1+ (o + Df¢* < max{a+ 1,131+ [¢]).
Se considerarmos Cy = max{2,« + 1} temos para todo £
L+ [¢]* + al* < max{a+1,21(1 + [¢[).
Concluimos entao que
min{1,a} (1 + [€]*) < (1 + €] + al¢]*) < max{2,a+ 1}(1 + [¢]*),

e portanto o lema estd provado.
[

Usando o produto interno e a norma definidos acima mostraremos al-
gumas propriedades envolvendo os espagos H*(R™). Essas propriedades
sao de fundamental importancia para mostrar existéncia e unicidade de

solugdo tanto para o caso linear quanto o semilinear.

Lema 2.2.7 Sejau € H°(R™). Se s> g entdo
lu(z)] < Cllullas,
para todo x € R™ e alguma constante C > 0.

1

Demonstracao: Sabendo que u(z) = W
)2

/ e 0(€)d¢ vamos esti-

mar o valor absoluto de u

lu(z)| < C

/ emfﬁ@)d&\gc JREGI
Rn R7

=C [ 1M+ 1) 2 [a()lde.
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Usando desigualdade de Hélder (ver Teorema [2.2.2) temos que

wizc ([ avieyora) ([ o)

<o [ aviraere) ([ avienae)’

Temos que / (1 + |€|?)"°d¢ é finita se s > g Logo, resulta que
Rn

lu(@)] < Cllul|a:,

para todo = € R™.
]
Quando s > g concluimos do Lema que H®(R™) estd imerso
continuamente em L (R™), pois a constante C' ndo depende de wu.
Um outro resultado muito importante para mostrarmos a existéncia e
unicidade de solug@o e encontrarmos taxas de decaimento para o problema
semilinear é o fato de H*(R") ser uma &lgebra para s > ﬁ, esse resultado

pode ser visto em Kato-Ponce [23] e Wang-Chen [43].

Lema 2.2.8 Seja s > % Entao eziste uma constante C' > 0 tal que

luw|lgs < Clullzs[lwl a7,

z

para quaisquer u,w € H*(R™), ou seja, nesse sentido H°(R™) é uma

dlgebra.

Usando o fato de H°(R"™) ser uma &lgebra, vamos mostrar os dois

proximos lemas.
Lema 2.2.9 Sejam s > % e p > 1 inteiro. Entao existe uma constante

C > 0 tal que

[P llers < Cllullfs,

para todo u € H*(R").

Demonstracao: Se p =1 o lema ¢ trivial.
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Notamos que, para p > 1 inteiro temos que

P

u =u-uU... U.

—_—————

p vezes

O Lema diz que se u € H® entdo u? € H® e aplicando-o p vezes

temos que

[P |lzrs = [lu” e

< Clla? ™ as llull e

IN

< Cllull..

Lema 2.2.10 Sejam s > g e p > 1 inteiro. Se uw € H*(R"™) entdo existe

uma constante C > 0 tal que
u”llzs < Cllullg.-
Demonstragao: Pela definicdo de norma L' temos que

|u?|| 1 :/ \up|dx:/ |up71u|dac=/ [P |ulda.

Usando a desigualdade de Holder (Teorema|2.2.2)) com p = ¢ = 2 temos
lu”llpr < [l lull < Clla®™ | as |ull .
Como p é inteiro maior que 1 e H*(R™) é uma algebra se s > %, temos

—1
[uPllpr < Cllullfs l[ullgs = Cllullg..

Lema 2.2.11 Sejam s > g e p > 1 inteiro. Se u,w € H*(R™) entdo
lw? = wllsze < C(Jlullfz' + lawllf" ) = wile,
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para alguma constante C > 0 fiza.
Demonstracgio: Definimos h()\) = A?. Entdo h'(\) = p AP~ 1.
Pelo Teorema do Valor Médio temos

uf —w” =p AP (u— w)

com A = (1 — €)u + ew, para algum 0 < e < 1.

Logo, usando o Lema [2.2.7 e o fato que p é inteiro, temos

la? = w? = = PN (1 = )|z
< IV g lu - w]as
< O = w] o
< O - u+ ewllty: fu - wll

< C(llullf + ol Yl = wlle.

com C uma constante positiva. |

2.3 Problema Linear Abstrato: Existéncia

de Solucao

Nesta se¢do vamos fazer um pequeno resumo com os principais resul-
tados necessarios para mostrar a existéncia e unicidade do Problema de
Cauchy (1.1)) linear, ou seja, quando 8 = 0.

2.3.1 Teorema de Lax-Milgram

Definigao 2.3.1 Seja H um espago de Hilbert real, com a norma || - ||&.
Uma aplicagao
B:HxH—R

é chamada de forma bilinear se B(-,y) é linear para cada y € H e B(x,-)
¢é linear para cada x € H.

B é chamada de limitada (continua) se existe uma constante C tal que

|B(z,y)| < Cllz||a llyllz, para todo z,y € H.
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B € chamada coerciva se existe uma constante § > 0 tal que
B(z,z) > 8||z||}, para todo = € H.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Lax-Milgram) Seja B uma forma bili-
near, limitada e coerciva sobre um espago de Hilbert H. Entdo para cada

funcional linear continuo F em H, existe um dnico uw € H tal que
B(z,u) = F(x), paratodo x € H.

As definigbes e a demonstragdo do Teorema de Lax-Milgram podem ser

encontradas em Brezis [3].

2.3.2 Semigrupos de Operadores Lineares

Para a teoria de semigrupos de operadores lineares citamos como re-

feréncias Gomes |15], Brezis [3] e Pazy [34].

Definigao 2.3.2 Sejam X um espago de Banach, com a norma | - ||x, e
L(X) a dlgebra dos operadores lineares limitados de X. Diz-se que uma
aplicagao

S:RT — £(X)

€ um semigrupo de operadores lineares limitados em X se:
i) S(0) =1, onde I € o operador identidade de L(X);
i) S(t+s)=S(t)S(s), paratodot,s€ RT.
Diz-se que o semigrupo S € de classe Cy se
ii1) tgrélJr [(S#)—I)z||lx =0, para todo xz € X.

Teorema 2.3.2 Todo semigrupo de classe Co € fortemente continuo em
RT, isto €, se t € RT entdo

lim S(s)x = S(t)z, para todo x € X.

s—t

Definicao 2.3.3 Se ||S(t)|lz(x) < 1, para todo t > 0, S € dito semigrupo

de contragoes de classe Cp.
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Definigao 2.3.4 O operador B : D(B) — X definido por

D(B):{ r € X; lim %x e:riste}
h

—0t

Br = lim M

Jim, 3 x,  para todo x € D(B)

€ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Teorema 2.3.3 O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy €
um operador linear e fechado e seu dominio € um subespacgo vetorial denso
de X.

Teorema 2.3.4 Sejam S um semigrupo de classe Cy e B o gerador infi-
nitesimal de S. Se x € D(B), entdo S(t)x € D(B), para todo t > 0, a

aplicagao t — S(t)x € diferencidvel e

%S(t)ac = BS(t)z = S(t)Bz, para todo t > 0.

Definicao 2.3.5 Sejam S um semigrupo de classe Co e B seu gerador
infinitesimal. Ponhamos B® = I, B' = B e, supondo que B*™! esteja

definido, vamos definir B® cujo dominio é
D(B*) = {x €eX;zeDB" ) eB" 'ze D(B)}
e definido por
Bfz = B(BF '2),
para todo x € D(B*).
Teorema 2.3.5 Sejam S um semigrupo de classe Co e B seu gerador
infinitesimal. Entao:

i) D(B*) ¢ um subespaco de X e B® ¢ um operador linear de X;

ii) Se x € D(B*) entdo S(t)x € D(B*), t > 0, a aplicagdo t — S(t)x

€ k-vezes diferencidvel e

k
%S(t)x = B"S(t)z = S(t)B*z,  para todo t > 0;
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111) ﬂ D(B") ¢ denso em X.
k>1
Lema 2.3.1 Seja B um operador linear fechado de X. Para cada x €
D(B"), definimos

k
lzle =) | Bal|x. (2.1)
7=0

z

O funcional | - |y € wma norma em D(B*) munido da qual D(B*) é um

espago de Banach.

Definicao 2.3.6 A norma € dita norma do grdfico. O espago de
Banach que se obtém munindo D(Bk) da morma serd representado
por [D(B")].

2.3.3 Teorema Lumer-Phillips

Definicao 2.3.7 Seja B um operador linear de X. O conjunto dos A € C
para 0s quais o operador linear A\I — B € inversivel e seu inverso € limitado
e tem dominio denso em X é dito conjunto resolvente de B e é representado
por p(B).

O operador linear (\I — B)™*, representado por R(\, B), ¢ dito resol-
vente de B.

Seja X um espago de Banach, X* o dual de X e (-, -) a dualidade

entre X e X*. Para cada x € X, definimos
J(x)={z" € X"; (z,2") = x|k = Hx*Hi*}

Pelo Teorema de Hahn-Banach, J(z) # 0 para todo z € X. Uma
aplicacdo dualidade é uma aplicacdo j : X — X* tal que j(z) € J(x),
para todo x € X.

Imediatamente se vé que ||j(z)||x* = ||z| x.

Definicao 2.3.8 Seja X um espaco de Banach. Diz-se que o operador li-
near B : D(B) C X — X € dissipativo se, para alguma aplicagdo dualidade,

Js
Re(Bz, j(z)) <0, para todo xz € D(A).
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Em espagos de Hilbert, a definicdo de operador dissipativo é:

Definicao 2.3.9 Seja H um espaco de Hilbert. Diz-se que o operador
linear B : D(B) C H — H € dissipativo se,

Re(Bz,z) <0, para todo x € D(B).

Teorema 2.3.6 (Lumer-Phillips) Se B € o gerador infinitesimal de um
semigrupo de contragdes de classe Co em um espago de Banach X entdo:
i) B é dissipativo;
i) Im(AI-B)=X, A>0 (Im(M—B) = imagem de N[—B).
Reciprocamente, se
1) D(B) ¢ denso em X;
1) B € dissipativo;
111) Im(Aol — B) = X para algum Ao > 0,
entdo B € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragées de

classe Cy.

Teorema 2.3.7 (Teorema de Perturbagido de Geradores) Se B € o
gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Co em um espaco de Ba-
nach X e J é o operador linear e limitado entdo B + J € gerador infinite-

simal de um semigrupo de classe Co em X.

2.3.4 Problema de Cauchy Abstrato

Sejam X um espago de Banach e B um operador linear de X. Considere

o problema de Cauchy abstrato

U
- PU (2.2)
U(0) = Us

onde Up € X et > 0.

Definicdo 2.3.10 Uma funcdo u : RT — X, continua para t > 0, con-
tinuamente diferencidvel para todo t > 0, tal que u(t) € D(B) para todo

t > 0 e que satisfaz € dita solugdo forte do problema .
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Teorema 2.3.8 Se B € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe
Co entao, para cada Uy € D(B) o problema tem uma unica solu¢do
forte
U(t) = S(t)Uo € C(R*, D(B)),
onde S € o semigrupo gerado por B.
Se Uy € X entio dizemos que U(t) = St)Up € C(RT, X) ¢ uma
solugao fraca para o problema .

2.4 Problema Semilinear Abstrato:

Existéncia de solucao

Sejam X um espaco de Banach e B um operador linear de X. Considere

o problema de Cauchy abstrato

dU
o = BU® + F(U®) (2.3)
U(0) =Uo

onde Up € X, t > 0e F é uma funcao néo linear.

Definig¢ao 2.4.1 Uma funcdo F : D(B) — D(B) é Lipschitz continua em
conjuntos limitados de D(B) C X se dado uma constante M > 0 eziste

uma constante Las > 0 tal que

|E@W) = FO)x + [ BEW) = F(W))]|x
< OLu (Il = Wix + B ~W)x)

para todo U e W em D(B) tal que tem-se |[U||x +||BU||x < M e ||W|x+
|BW||x < M.

No Capitulo[5]vamos mostrar que o problema semilinear tem uma tinica
solucao, para isso vamos usar o seguinte teorema, que pode ser encontrado

em Pazy [34].

Teorema 2.4.1 Seja F : D(B) — D(B) uma fungao Lipschitz continua
em conjuntos limitados de D(B) C X. Para todo Uy € D(B), existe
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uma unica solugdo forte U do problema de Cauchy definido em um

intervalo maximal [0,Ty,) tal que vale uma das seguintes condigoes
i) T = 00,
it) Ty < oo e lim [|[U||x + ||BU||x = oo.
t—Tm

A solugdo U do Problema de Cauchy pertence a seguinte classe

U e C'([0,Tm), X) NC([0,Tm), D(B)).

2.5 Lemas Técnicos

Nesta se¢ao vamos demonstrar lemas que usaremos nas provas de existéncia
e unicidade de solugao bem como os lemas usados para encontrar taxas de
decaimento e provar que as taxas sao 6timas.

O lema abaixo é usado na alta frequéncia (|¢] > 1) no caso 0 < 8 < §.

Usando este lema conseguimos a regularidade necessaria nos dados iniciais.

Lema 2.5.1 Sejam c, r numeros reais positivos e a € R. Entdo existe

uma constante C > 0 tal que
tre—clél®t < clel~er
para todot >0 e & € R, £ #0.
Demonstragao: De fato, considere s = c|€|*t isso implica que
= TS |E] e
Portanto existe C' > 0 tal que
tre—cm“t _ C—TST|£|—are—s < O‘f‘—ar7

pois a fungdo s"e* é limitada no intervalo 0 < s < oo para um r > 0 fixo.
A constante C' depende de r e ¢, isto é C = C(r,c).

[

O lema abaixo é usado para encontrar taxas de decaimento tanto na

baixa frequéncia quanto na alta frequéncia.
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Lema 2.5.2 Sejam k> —n, 9 > 0 e C > 0. Entdo existe uma constante

K > 0 dependendo de n tal que
9 n+k
/ e” M eh e < Kt
]:RTI,
para todo t > 0.

Demonstragao: Observamos que

I(t) ::/ e—c‘f"0f|§|’“d§:/ / L T
R™ o Jie=r

oo C 9 k oo C 9 k
—orft —1 —orf¢ —1
:/ e """ty (wnr" )dr = wn/ e Otk
0 0

com a constante w, definida por w, = mes (m ER™: |z| = 1)

1
Usando a seguinte mudancga de varidvel s = rt¥, temos
g G
o0 9 ntk—1 _ 1
I(t) = wn/ e O T T T T ds
0
k+n Rl 9
= wpt 9 / e O gkl
0
Notamos que para todo k +n > 0 temos que

< _es? k
oY 1
/e STl s < .
0

Portanto temos que
k+n
I(t) < Kt~

com K > 0 uma constante dependendo de n, k e ¢.

Rn—1"

O lema acima é muito importante para encontrar taxas de decaimento

na baixa frequéncia do problema linear (8 = 0), mas quando estamos no

1 N s .
caso 0 < 6 < 5 esse lema ndo gera a taxa 6tima. Trabalhos anteriores,

como o de Chardo-da Luz-Ikehata |10|, encontram taxas de decaimento

melhores na baixa frequéncia. Para encontrar essa taxa melhor vamos usar

o Lema de Haraux-Komornik.

Lema 2.5.3 (Haraux-Komornik) Seja E : [0,00) — [0, 00) uma fung¢do
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ndo-crescente e assuma que existem duas constantes r > 0 e Ty > 0 tal que
| B! de < TiEOTES)
s

para todo S > 0. Entdo, para todo t > To, vale que

E(t) < EQO)T] (1 + %) -

3=

Para encontrarmos taxas de decaimento do problema semilinear (8 > 0)

na baixa frequéncia (|¢] < 1) vamos precisar do seguinte lema:

Lema 2.5.4 Sejam k > —n, ¥ >0 e C > 0. Entdo existe uma constante
K > 0 dependendo de n tal que

n+k

/u eI e fdg < K (14 1)
£1<1

para todo t > 0.

Demonstragao: Definimos
[(t):/ O gk g,

Vamos primeiro mostrar que a desigualdade do lema vale para ¢ € (0, 1].
Como I é uma fungao continua para t € [0, 1], existe uma constante positiva
C1 > 0 tal que

I(t) <Cy paratodo te(0,1].

Seja C uma constante positiva tal que C4 (1 —l—t)nvﬁ < CﬂHTn < Cs, logo

1) <Cr <G+

para todo ¢ € (0, 1].

Vamos agora mostrar que o lema vale para t € [1,00). Pelo lema

anterior temos, para t > 1



Basta mostrar que Ct~ ¢ < K(1+ t) . Observamos que

k+n n+k k+n
9

<C2 (2t)_7<02 (1+t)

I(t) < Ct™

pois 1+t < 2t para todo t € [1,00), portanto o lema estd demonstrado. m

Nosso préximo lema é uma estimativa por baixo (cota inferior) para
um termo dado por uma integral que aparece na expansao assintética.
Esta estimativa é de fundamental importancia para mostrar que a taxa

encontrada é étima, como veremos no Capitulo m

1
Lema 2.5.5 Sejamn >3 e 0 > 5 Entdo existe to > 0 tal que para todo
t > to vale que

161204 |
/ e1+‘5|‘£|2§ M d¢ > Ct~ 20

€12

com C uma constante positiva dependendo somente de n e 0.

Demonstracao: Observamos que

20 . 2
I(t) . :/ 67 1f“§‘25t Sln(|€|t) d§
En &l
o] | . 2
:/ / i | o g,
o Jigl=r r
:/OO e’ﬁié M ’ / dsSe | dr
0 " l&l=r
com Wy, :/ dw.
|w|=1
— 2% | sin(tr) 2
/ 1+r2 (wnrnfl) dr
r

20,
:wn/ e 125 "3 sin(tr) ) dr.
0

29t

Como 1 < 1+ 7% para todo r € R temos —r?t < — Entao

14728
segue que

1(t) >wn/ ety 3| sin(tr)|* dr.
0
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. . . 1
Considerando a seguinte mudanca de varidvel s = rt2¢ obtemos

It) 2 w"/ e (57572719)”_3 sin? (tI*Tles)t*WdS
0

n—2 R 26

= wpt 20 e™® s"2sin? (tlf%s)ds,
0
1
para 6 > 3
Usando a identidade cos(2tr) = 1 — 2sin?(tr) segue que

V

1 _n—2 20 1
I(t) > §wnt 20 / e 5" 3(1—005 (2t1 20 s))ds
0

1 _n=2
= Junt ™ (Ao — Fa(t)),
o0 6 o0 0
com Ag = / e s 3ds e Fo.(t) = / e’ 573 cos (2tl_ﬁs)ds.
0 0

20

Como f(s) = e~

Riemann-Lebesgue temos

s"7% ¢ L'(R) para n > 3, aplicando o Lema de

F.(t) =0

A
quando t — oo, portanto existe to > 0 tal que F,(t) < 70 para todo
wnA()

t > to. Assim o lema estd provado para C' = 1

[
No Capitulo [f] encontramos taxas de decaimento para a norma da ener-
gia e norma L? da solugdo. Para isso precisamos do lema de célculo de-

monstrado abaixo.

Lema 2.5.6 Sejam a > 1 e p > 1 inteiro. Entdo
t
(1+ t)a/ 14+7)P1+4+t—7)"%dr <C=C(a,p)
0
para todo t > 0 onde C(a,p) € uma constante positiva.

Demonstracao: Para calcular essa integral vamos separd-la em duas,

sendo uma sobre o intervalo [0, 1] e a outra sobre [£,¢].

Primeiro observamos que se 0 < 7 < 3 temos

1+t=1+4+2t—t<242t—-27<2(1+t—71)
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e isso implica que
I+t—7) <20 +t)"“
pois a > 1.
Entao temos

t t

(148" /5(1 )Pt — 1) dr < 20 /5(1 4Py
0 (0]

t
2

)
1—ap

=2

_ e (T 2°

ap —1 ap—1 ~ap—1

pois ap > 1.

. . t .
Agora vamos estimar a integral para B} < 7 < 't. Nesse intervalo temos

1+¢t<2(1+7)
Logo
(I+7)""P <271 +t)” P,

e obtemos

(1+t—7)"%dr

t
2

1+ /:(1 +7) Pt =) < 2P (1 1) /t

2
t

e Uk i
1—-a .
£
1—a
Cap 1 Cap (14 E)
:_Zap 1 ta ap __ — 2ap 1 ta ap\— " 2/
A+ +270+1) T
_ 1 24P
<21 4+)7 P —— <
<2PA+H)TF =7 < —,

ap
ja que ap > a, onde

1 é uma constante positiva, pois a > 1.

24P 24
Finalmente, definindo C(a,p) = max{ ——, ——— , concluimos que
a—1"ap—1

(1+2)° /t(l +7) A+t —7)"%dr < C(a,p)

para todo t > 0 e portanto o lema estd provado.

34



Capitulo 3

Existencia e Unicidade
de Solucao: Problema

Linear

Neste capitulo mostramos, através de Teoria de Semigrupos, a existéncia
e unicidade de solugbes para o seguinte problema de Cauchy associado a
uma equagao de placas com inércia rotacional estrutural e dissipagédo fra-

cionaria em R™ com n > 1:

ust + (_A)éutt + alA%u— Au+ (_A)Hut -0
u(O, I) = UO(CC) (31)
Ut(O,m) = u (SL‘)

com u = u(t,z), (t,z) € (0,00) X R”, @ > 0 uma constante. As poténcias

2
§ e 0 do Laplaciano sdo tais que 0 <0 <2e0<6< %5

Fazendo formalmente o produto interno usual em L?(R") da equagio
diferencial em (3.1)) com w; temos

d
2 (Il + 1=2)" 2w + allAul? + | 7 ul) + 1 (=2)"*w]” = o,

N | =
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para todo t > 0.
Definindo a energia total do sistema (3.1 por

1
B(t) = 5 (el + 12wl + alldul® + | 7 ul?),  (32)
temos

E(t) + [(=2)"u|* = 0, (3-3)

N | =
&=

para todo t > 0.

Podemos ver que E(t) é uma fungdo decrescente no tempo e o termo
(—A)G/Qut representa a dissipagao do sistema (3.1)).

Somos entdo levados a definir o seguinte espago como sendo o espago

da energia
X = H*(R™) x H°(R™). (3.4)

Precisamos tomar cuidado, pois notamos que para § < 2 o espago X
definido acima estd adequado. No caso § > 2 terfamos que u; € H°(R") C
H?(R™), ou seja, u; seria mais regular que u. Nos casos em que § > 2 pre-
cisarfamos considerar um espago para os dados iniciais mais regulares, mas
isso ndo serd feito neste trabalho. Para mostrar a existéncia e unicidade

de solugdo, vamos dividir o problema em dois casos:

1) Caso0<0<de0<d<2

2) CasoOS(SSHeOSHSz%.

Observamos, novamente, que podemos mostrar existéncia e unicidade
de solugdo para outras condigbes sobre § e 6, mas para isso é necessario
considerar um espago para os dados iniciais mais regulares. Os casos ci-
tados acima sdo os mais importantes, e é onde sdo encontrados a maioria
das aplicagéo fisicas. Com essas condigbes a maior poténcia possivel para
o operador Laplaciano é 2, ou seja, teremos no maximo (—A)2.

Considerando o espaco da energia X = H?(R"™)x H°(R"™) vamos reduzir

a ordem do problema (3.1) e escrevé-lo na forma matricial

d
ZU=BU+J(U)
U(0) = Us
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com U = (u,u), U(0) = (uo, u1) e operadores B e J adequados para cada
caso. Usando o Teorema de Lumer-Phillips (ver Teorema , vamos
mostrar que B é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de
classe Cp em X e que J é um operador limitado em X, ou seja, existird
uma unica solugao para o problema de Cauchy . Tal resultado pode

ser resumido no seguinte teorema.

Teorema 3.0.1 Sejamn>1,0<6<2e0<0< QTH Se

uo € H*7°(R™) e uy € H*(R™)

entdo o problema de Cauchy (3.1) tem uma dnica solugdo u na sequinte

classe

u € C*([0,00); H(R™)) N C* ([0, 00); H*(R™)) N C ([0, 00); H*°(R™)).

Antes de mostrarmos a existéncia e unicidade de solugdo precisamos
da definicdo de dois operadores importantes: os operadores Az e Ag. Para
o caso 1) vamos usar o operador A, para definir B, j4 no caso 2) vamos

usar os dois operadores, As e Ay, para definir o operador B.

3.1 Operadores A, e Ay

Os operadores Az e Ap vao ser fundamentais para encontrarmos o ope-
rador B que serd o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes
de classe Cp, porém como nédo sdo operadores usuais vamos defini-los de
maneira formal. Os operadores Az e Ap tém essencialmente a mesma
definicdo, mas como vamos considerar um produto interno diferente em

H?(R™) a definicio de A também precisa ser diferente.
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3.1.1 Operador A,

Para definir o operador Az primeiro definimos seu dominio como sendo

um subespaco de H*(R") dado por
D(A,) = {u € H*R"); Jy =y, € H'(R") com

(Au, AY) + (i, 79) + (u,9) = (3, 9) + ((=A)" %y, (=4)°"*¢),
para todo @) € H2(R")}.

Da definigdo de D(A2) é natural definir o operador Az, como:

As : D(As) — H°(R™)
Asu = Yy, u € D(A2). (3.5)

Formalmente, o operador As é dado por
Ay = (I+(=A)°) (@A — A +1).

Mostraremos no Lema que Az estd bem definido.

Lema 3.1.1 Para qualquer u € H*(R™) existe no mdzimo umy € H°(R™)
tal que

a(Au, Ap) + (Vu, v9) + (u,9) = (3, %) + ((=8)" 2y, (=A)**y), (3.6)

para todo ¢ € H*(R™).

Demonstragio: Se y1 e y2 pertencem a H°(R™) e satisfazem a relagio

(3:6), temos
(0,9) + (=), (=2)726) = (2,9) + (=), (=2)°7%),
ou ainda,
(1 = y2,0) + ((=A)"2 (11 = 92). (~2)" ) =0,

para todo ¥ € H?(R™).
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Como C§°(R™) estd densamente imerso em H?(R™) temos

(g1 — y2,%) + ((=A)°2(y1 — 12, (—=A)°*9) =0, (3.7)

para qualquer ¢ € C§°(R™).
Considere y = y1 — y2. Pela densidade de C§°(R"™) em H°(R"), existe
{¥}ven C C§°(R™) tal que lim 1), =y em H°(R™). Assim,
V—>00

1Yo — yllgs — 0, quando v —3 00,
ou ainda,

v = yllzs = Iyl — 200, %0) ws + [Yulzgs — 0, quando v — oo.

(3.8)
Como |||d)l,|| — ||y||’ < ||y — y|| temos também
vl rs — Yl s quando v —3 00. (3.9)
Logo, usando (3.8) e (3.9), concluimos
lim (y, ) s = llylls- (3.10)

Da equacdo (3.7) e da definicio do produto interno em H? (R™), temos
0= (y, %) + (=A)"%y, (=2)9) = (y, ). (3.11)

Assim, de (3.8)) e (3.9) concluimos

0= lim (y, %) s = llyll7s
V—00
ou seja, ||y||§15 = 0. Portanto, temos y = 0, o que implica em
Y1 = Yo

]

Observacao 3.1.1 Como u = 0 € D(As2), entdo D(A2) € ndo vazio e
segue do Lema[3.1.1] que Az estd bem definido.
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Nosso préximo passo é encontrar uma caracterizagao para o dominio

de As. Nos Lemas e mostraremos que
D(Az) = H*°(R™)

para o caso 0 < § < 2.

Lema 3.1.2 Se 0 < § < 2 entdo D(A2) C H* °(R") e existe uma cons-
tante C > 0 tal que
l[ull pra-s < CllAzull s,

para todo u € D(A2).

Demonstragao: Dado u € D(A2), pela definigdo de D(A2) existe um
Y = yu € H°(R™) tal que

a(Au, AY) + (vu, ) + (u,¥) = (y,v) + ((_A)a/z% (—A)é/zw),
(3.12)

para todo 3 € H*(R™).

Definimos agora o funcional Fy : H®(R™) — R por

(Fr, ) = (y,9) + ((=2)"2y, (=A)°?y),

para todo ¢ € H°(R™).
E claro que F estd bem definido e é linear. Também temos Fi continuo,

pois

[(FL )] < 1y, )]+ [((=2) 2y, (=2)°29)|
< Nyl ol + [ (=2)"2y[| [|(=2)°"24]|.

Usando a Identidade de Plancherel (Teorema [2.2.3) e a definicdo da

norma em H°®(R™) temos

(Fr, )| <l 11+ 1EPTITER B
<2/ + €)@+ 1€)*°) 2
< 2/lyll grs 191l s »
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para todo 1 € H°(R™), isto é, mostramos que
I FL]l < 2[|yll o

Entao o problema variacional (3.1) toma a seguinte forma

a(Au, AY) + (Vu, V) + (u, ¥) = (F1, ), (3.13)

para todo ¥ € H?(R™).

Como vale em H?(R™) entdo vale em S(R™) e assim concluimos que a
identidade

aA2quu+u:F1,

vale em &' (R™).

Aplicando a Transformada de Fourier, temos da definicdo de F}
(alel* +1gl* + 1)a = (1+1¢*)3,
ou ainda,
(1+16P) 72 (alel* + 16 + )i = (14 167) 5. (3.14)

Sendo y = Azu temos

o= 1+ P+l
= A [ b2 B b
v 1+ g "

(3.15)
Calculando a norma L? para cada termo da igualdade (3.14) temos que
/ (L+ 1617 (algl* + 16 + 1)|a)* d = / (1 16)Ig” de.
R™ Rn

Como (1 + |€]%) Y (al¢* + |€]* + 1)? é equivalente a 1 + |£[2*4~9) (ver
Lema [2.2.5)), concluimos
[ aieralarae <o [ avierat (3.16)
R"L

R™

com C' uma constante que depende de §.
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Logo de (3.16) e pela definicdo de A2 em ([3.15) temos
lullzras < Cllyllas = CllA2ul| s,

para todo u € D(Az), isto é, D(A2) C H*°(R™).
Notamos que a condigdo de 0 < & < 2 é necessaria, pois H475(R")

precisa estar contido em H?(R™).

Lema 3.1.3 Se 0 < § < 2 entdo H* °(R") C D(A2), ou seja, dado
u € H*°(R™) existe um y € H°(R™) tal que

—a((=A) 2 (Aw), (—A)°P) — (A, ¥) + (u, )
= (y,9) + (=A)° %y, (-=A)°"?y), (3.17)

para todo 1) € H?*(R™).

Demonstragio: Sejam u € H*7°(R") e Gy : H’(R") — R dado por
(G1,9) = —a((=A)' 7" (Au), (~2)"*) — (Au, ) + (u, ).

Entdo G4 estd bem definido e é linear, pois u € H*7°(R™). Além disso

G1 é continuo pois

(G, 6)] <al (=)' 2(Aw), (~8)"/29)] + [(Au, )| + | (uw, )
<alllel*%all | E1*91 + | 128l 191 + lall 1]
<(all lel*=*all + NePal + lall) 1llzs

<o+ 2)lull gra-s 19l s

para todo ¢ € H°(R™).
Assim, por dualidade, temos G € H_‘s(R”).
Seja as : H°(R™) x H°(R™) — R a forma definida por

az(, ) = (0, %) + (=A)*p, (=A)°?y),

para todo ¥, p € H‘S(R”).
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Entédo as(-, ) estd bem definida e é bilinear, além disso é continua, pois

I 5 4 5.7
laz (e, )| < {111l + 1€ AN 1€l
<2llellms 1l gs-
Também notamos que az (-, -) é coerciva, pois

az(p, ) = lll* + | |€*°¢)* = /R (L + €)1 dé = llellZs,

para todo ¢ € H°(R™).
Logo, o problema variacional
az(y,v) = (G1,¥), ¥ € H'(R") (3.18)

tem, pelo Teorema de Lax-Milgram (ver Teoremal2.3.1]), uma tnica solugéo
y € H°(R™).

Em particular (3.18]) vale para cada ¢ € D(R"), isto é, existe dinico
y € H°(R™) tal que

(%) + ((=2)""2y, (=2)"*y)
= —a((=A)"""2(Au), (—8)°"2) = (Au,v) + (u,9), (3.19)

para todo ¢ € D(R™).

Mas se 9 € D(R™) temos

_(Auv 1!’) = (V’LL, Vﬂf)

—((=A)'72(Aw), (—A)° %) = (Au, Av).

Substituindo as identidades acima em (3.19) e usando a densidade de
D(R™) em H?(R™) segue que a identidade na definigdo de D(A2) é vélida.

Logo temos u € D(Az), isto é, H*7°(R™) C D(As).
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3.1.2 Operador Ay

Da mesma forma que definimos o operador A2 na Subsegao [3.1.1] vamos
definir o operador Ag, se 0 < § < 0. Definimos o dominio de Ay como sendo

o subespaco de H’(R™) dado por:

D(4) = {U e H'(R™"); 32 =2, € H*(R") tal que
((_A)9/2’U7 (_A)G/Qw) + (U>w) _ (Z7w) + ((_A)6/2Z, (—A)6/2¢)7
para todo ¥ € HG(R")}.

Da definigao de D(Ay), o operador Ay serd definido como

Ag : D(Ag) — H°(R™)
Agv = zy, v € D(Ap). (3.20)

Formalmente o operador Ay é dado por
5y -1 0
Ao = (I+(=A)") (I + (-4)).
Mostraremos no Lema [3.1.4] que Ag estd bem definido.

Lema 3.1.4 Dado v € H?(R™) existe no mdzimo um z = z, € H°(R")
tal que

((_A)G/Q’U: (_A)G/Qw) + (vvw) = (va) + ((_A)5/2Z7 (_A)é/Qq/))v (3'21)
para todo ¢ € H?(R™).

Demonstragio: Sejam v € H?(R") e 21,22 € H°(R") satisfazendo a
relacdo (3.21). Entao devemos ter

(21,9) + ((=2)221, (=8)29) = (22,8) + ((=1)"?22, (=1)"*9),

para todo ¢ € H?(R™).

Como C§°(R™) estd densamente imerso em H?(R™) temos

(21— 22,8) + ((=A)"2(21 = 22), (-2)°2¢) = 0,
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para todo ¢ € C§°(R™).
De forma andloga a demonstragdo do Lema mostramos que z1 =
z2.

Observacao 3.1.2 Como v = 0 € D(Ay), seque do Lema que Ag

estd bem definido.

Lema 3.1.5 Se 0 < § < 6 entdo D(Ap) C H**7°(R") e eziste uma cons-
tante C' > 0 tal que
[0l zr20-5 < ClAgv]| s,

para todo v € D(Ayp).

Demonstragao: Dado v € D(Ay), pela definicdo de D(Ap) existe um
z € H*(R™) tal que

((=2)"20, (=2)"29) + (v,9) = (2,9) + ((-4)°"*z,(-=4)"*y), (3.22)

para todo ¢ € H?(R™).
Como no Lema definimos F : H*(R™) — R por

(F1, ) = (2,9) + (-A)"%z, (-A)"*y),

para todo ¢ € H°(R™). Formalmente temos

Mostramos, como no Lema [3.1.2] que F; estd bem definido, é linear e

é continuo, pois

|(Fr, )] < 2|zl s (191l a5,

para todo ¢ € H*(R") c H?(R™), pois 0 < § < 6.
Enté&o o problema variacional (3.22) toma a seguinte forma

((=A)720, (=2)"29) + (v,9) = (F1,9), (3.23)

para todo 1 € H’(R™). Como vale em H’(R"™) entdo vale em S(R™) e
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concluimos
(-A)’v+v=F em S'R").
Aplicando a Transformada de Fourier temos
(1+[e*)o = (1+ )%,
ou ainda,
(L4 1) T2+ 1€ = (1+ |*°) 22, (3.24)

Sendo z = Agv temos

— 1+
Agv = ——=>—9
AT

W
I

(3.25)
Calculando a norma L? para cada termo da igualdade (3.19) temos
[oaiemy s ol dg = [ a1l de
R™ R

Como (1 + |€[*°)71(1 + |€]?%)? é equivalente a 1 4 €[>~ (ver Lema

, concluimos
[ arirer e <o [ argMiEra e
Logo de (3.26]) temos
[Vl r20-5 < Cllzllgs = CllAgv]| s,

para todo v € D(As).
Note que a condi¢do de & < 0 é necessdria, pois H2976(]R") precisa
estar contido em H?(R™).

Lema 3.1.6 Se 0 < § < 6 entdo H**7°(R™) C D(Aq), ou seja, dado
v e HY 5(R") existe um z € H*(R™) tal que

(=2)"20, (=2)"29) + (v,9) = (2,9) + (=A)""z,(-2)"*p), (3.27)
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para todo ¢ € H?(R™).

Demonstracgao: Sejam v € H*7°(R") e G : H*(R™) — R dado por

(G290 = ((=A)"70, (=A)"29) + (v,)

para todo ¢ € H° (R™).
Entéo G estd bem definido e é linear, pois v € H**~%(R™). Além disso

G2 é continuo, pois

(G2, )] <I((=2)77 20, (=A)°29)| + |(v,9)]
<IHEP*=*all I 1€l + oIl 1]

SQHU”H”*‘; ||¢HH67

para todo ¢ € H° (R™).
Seja as : H(R™) x H°(R™) — R dada por

az(p,9) = (g, 0) + (=A)* %, (=A)y),

para todos ¥, p € H°(R™), como no Lema

Sabemos que az(-,-) estd bem definida, é bilinear e também é continua

e coerciva, pois
laz(0, )] < 2llellms [Wllms e axlp0) = ol
Logo, o problema variacional
az(z,¥) = (G2,v), para todo 1) € H°(R™) (3.28)

tem, pelo Teorema de Lax-Milgram (ver Teorema, uma Unica solugao
z € H°(R").

Em particular vale para cada ¢ € D(R"), isto é, existe unico
z € H°(R™) tal que

(2,9) + (=2)"%2, (=A)°y) = (=2)""%0, (=A)"*4) + (v, 9),

para todo ¢ € D(R™).
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Ou ainda,

(2,9) + ((=A)°"%2, (=A)°29) = (=2)" v, (=A)29) + (v,9),

para todo ¢ € D(R™).
Usando a densidade de D(R™) em H’(R") segue que v € D(Ay), isto
é, H**7°(R™) C D(Ay).

Observagao 3.1.3 Pelos Lemas e temos D(Ag) = H?°79.
Notamos que como 0 < § < 6, temos § < 6 <20 — 0§ e assim

H?7°(R™) c H*(R™) ¢ H°(R™).

3.2 Caso0<f0<del<Hd<2

Nesta segio, como consideramos 0 < § < 2, temos H*(R™) C H°(R").
Podemos entdo definir o espago da energia como
X = H*(R™) x H°(R™)

com os seguintes produtos internos

(1, 0) g2 = / (1+ [€? + alé]*) a6 de (3.29)

(w,v) g5 = /n(l +1¢€*)adde, 0<6<2 (3.30)

que sdo equivalentes aos produtos internos usuais, como mostramos na
Subsecao [2.2.6]

Como ja comentamos, nosso objetivo nesta secdo é definir operadores
Bi e J; tais que Bj seja gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C
em H2(R™) x H°(R™) e J; seja um operador linear e limitado em H?(R™) x
H°(R™).

Vamos encontrar os operadores B; e J; associados com o problema de
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Cauchy linear , Para v = ut, de modo formal temos
v = = —(I+ (=A)°) " (aA? = A)u — (I + (=A)°) " (=A)%v
com u sendo a solugdo do problema .
Na Segao definimos o operador As da seguinte forma
As = (I+(=A)°) " (aA® — A +1).

Se somarmos e diminuirmos o termo (I + (—A)‘s)*lu temos a identidade
abaixo
Vt = Utt = —A2u - (I + (—A)6)71 ((—A)O’U — u).

Escrevendo o sistema na forma matricial temos

d
ZU =B +1(U) (331)
U(0) = Up

ondeU:(“)ex,U0:<“0>eX,31;D(A2)xH2(R")—>Xé
v ul

Bl_<o 1)
—As 0

com D(Az) = H*7°(R™) e o operador J; : X — X é dado por

dado por

0
e ( (I+(=A)°) " (u— (—=Aa)") )

Na Subsecao mostraremos que B; é gerador infinitesimal de um
semigrupo de contracées de classe Cp em X e na Subsecdo [3.2.2| mostrare-
mos que J; é um operador limitado em X. Pelo Teorema concluimos

que Bi + Ji é gerador de um semigrupo de classe Cy. Seja
S1:[0,00) = L(X)

o semigrupo de classe Cy em X gerado por By + Ji. Entao U(t) = S1(t)Uo
é a solugdo para o Problema de Cauchy (3.31)).
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Assim podemos concluir, se os dados iniciais sdo tais que
Uo = (uo,u1) € H*(R™) x H°(R™),
a solugdo U(t) pertence a seguinte classe
U(t) = Si(t)Us € C([O,oo),HQ(R") x H‘*(Rn))

ou ainda, u(t), a primeira componente de U (t) = S1(t)Uo, é a tnica solugao
fraca do sistema linear de placas (3.1) e satisfaz

u € C([0,00), H*(R™)) N C*([0,00), H*(R™)).
Além disso, se os dados iniciais sao tais que
Uo = (uo,u1) € D(B1) = H* °(R") x H*(R™)
entao
u € C([0,00), H**(R™)) n C* ([0, 00), H*(R™)) N C*([0, 00), H*(R™))

é Unica solugao forte de (3.1]).

3.2.1 B; é Gerador Infinitesimal de um Semigrupo

de Contracao de Classe ()

Nosso objetivo agora é mostrar que B; é um operador bem definido e
é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdes de classe Cp no
espaco H(R™) x H’(R™).

Usando a definicdo do dominio do operador Az podemos realizar o ope-
rador B; sobre o dominio D(B1) = H**(R™) x H?(R"™) e contradominio
o espaco H?(R™) x H°(R™) dado por

By : H*7°(R") x H*(R") — H*(R™) x H’(R")

(u,v) — Bi(u,v) = ( (1A2 (I) ) ( Z > = (v, —Asu), (3.32)
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pois pelos Lemas e temos D(Az) = H*°(R™).

Lema 3.2.1 O operador By definido em € o gerador infinitesimal
de um semigrupo de contracées de classe Co em H?*(R™) x H°(R™).

Demonstragao: A ideia da prova é mostrar que B; atende as hipdteses
do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema. Entao aqui consideramos
(u,v) € D(Bi), ou seja, u € H*7°(R"™) e v € H*(R™).

Para mostrar que B; é dissipativo usando as definigbes e
de produto interno de H*(R™) e H°(R"), temos

(Bl (u,v), (u, 'U))Hsz(s = ((Ua —Azu), (u, U))Hsz(s

= (v,u) g2 + (—Agu,v) s
= [ ot [ i T

2 4
= [ aviervalgoade - [ i R s e

Rn

JX
/Rn (1+ [¢” + ale[")2iImg (0 a) d€,

s Aon — LT 1E’ +ale
pois AQ'LL = W

representa a parte imaginaria de 0 u.

4 conforme calculado em (|3.15)), onde Img (6 ﬁ)

Portanto B; é dissipativo j& que Re(Bl(u, v), (u,v))Hsz5 = 0 para
todo (u,v) € D(By).

Vamos mostrar agora que Im(I — By) = H*(R™) x H°(R").

Primeiro vamos mostrar que Im(I — B1) € H*(R") x H°(R™). Dado
(f,9) € Im(I — By) existe (u,v) € H*°(R™) x H*(R") tal que

(I = B1)(u,v) = (f,9):

Podemos ver que Bi(u,v) € H*(R™) x H°(R") e também (u,v) €
H*7%(R™) x H*(R™) ¢ H*(R™) x H°(R") quando 0 < § < 2 assim temos

(f.9) € H*(R") x H'(R").
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Vamos agora mostrar que H?(R™) x H®(R") c Im(I — B;). Dado
(f,9) € H*(R") x H*(R™), queremos encontrar (u,v) € D(B1) tal que
(I — B1)(u,v) = (f, g), ou equivalentemente, pela definicao de B1, mostrar

que existe (u,v) € D(B1) satisfazendo

(u —v,v+ Azu) = (f, g)-

Assim, deve-se mostrar que existe (u,v) € D(B1) que satisfaz
u—v=f
v+ Asu = g.
Da primeira igualdade temos v = uw — f e substituindo na segunda
igualdade temos
Acu+tu=g-+f. (3.33)
Precisamos mostrar que existe u € H*~°(R") satisfazendo a identidade

acima. Multiplicando por (I + (fA)a) em ambos os lados da identidade
(13.33) temos da definigao de A

(@A = A4 Du+ (T + (=A))u= (I + (-=8)°)(g + ).

Definimos a forma a(-,-) : H*(R™) x H*(R") — R dada por
a(n7 1/1) = (777 w)HQ + (777 w)H57
que estd bem definida e é bilinear, pois 0 < § < 2.

Vamos mostrar agora que a(-,-) é continua. De fato, para todo n,v¢ €
H*(R™), como H?*(R"™) C H°(R"), temos

la(n, )| < [(n,0) 2| + (0, 9) s |
< Anllzz 19l g2 + N0l e 1] s
< 2/nllg=2 ¥l 2
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Também a(-,-) é coerciva, pois para todo n € H?(R™) temos

a(n,m) = (n,Mu2 + (0,1 ge
= |InllEz + Inlis > Inlli:.

Agora seja F : H®(R™) — R definido por
<F7¢> = (gaw)H‘s + (faw)H‘s'

Temos F' linear e continuo. De fato, a linearidade é imediata e a con-
tinuidade segue pois f € H2(R"™), g € H5(R") e

[(E ) < (9, ) ms | + () ms|

< gllzzs 1l s + 11 zs 9115
< (lgllzs + W ero )bl s

para todo ¢ € H°(R™).

Assim, por dualidade temos F € H™°(R") C H *(R™).

Pelo Lema de Lax-Milgram (ver Teorema 7 existe uma tnica u €
H?(R™) tal que

a(u, ) = (F, ),

para todo 3 € H*(R™).

Isto é, existe uma tnica u € H*(R™) para todo ¢ € H*(R") satisfa-
zendo a igualdade

(A, AY) + ((—A)u, (=8)29) + ((=8)°Pu, (-2)" %)
+2(w,¥) = (9, ) s + (f, ) us-

Em particular temos

a(Au, AY) + ((=8)2u, (=A8)29) + ((4)"?u, (=2)°"*¢)
+ 2(“’7 1/1) = (97’(/))H5 + (fvr(/))H‘S

para todo ¢ € D(R™), isso implica que

Asut+u=g+f

53



no sentido das distribuigoes, ou seja, em D’(R™).

Observe que u € H*(R™), g € H*(R") e f € H*(R"). Aplicando a
Transformada de Fourier em Asu + u = g + f temos

Asu + 1 = (f—‘rg)
Podemos reescrever a identidade acima da seguinte forma

(141622 Aqu = (14 €YV (f + g — ).

Calculando a norma L? em cada lado da identidade acima temos

[ i) Amtas= [ 1e)i+ g - af*ae
R™ R"

Obtemos assim que

[Azullzys < C(If1ls + Ngllzrs + llullzs) < oo.

Portanto Asu € H° (R™). Assim, usando a definigdo de As e o Lema
12.1.2] temos
lull ga—s < CllA2ul|gs

e podemos concluir que u € H*7(R™).
Também temos v = u — f € H*(R™) e vale a igualdade v + Asu = g.

Portanto, para todo (f,g) € H*(R™) x H°(R™) existe um par (u,v) €
H*%(R™) x H2(R™) tal que (I — B1)(u,v) = (f, g), ou seja,

Também sabemos que o espago H*°(R™) x H?(R™) é denso no espago

H?*(R") x H*(R"), e pelo Teorema de Lumer-Phillips (Teorema [2.3.6), B,

é gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe Cp em X.
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3.2.2 J; é um Operador Limitado

U
Queremos agora mostrar que, para todo U = ( ) € H*(R") x
v

H®(R™), o operador

0
J1(U) = < (I—|—(—A)‘S)7l(u—(—A)9v) )

é linear e limitado, para entdo concluir que B + J; é gerador infinitesimal
de um semigrupo de classe Cy em H?(R™) x H°(R").

Lema 3.2.2 O operador Ji : H*(R") x H°(R") — H?*(R™) x H°(R")

definido da sequinte forma

é linear e limitado.

Demonstragao: E imediato ver que Ji é um operador linear. Vamos

agora mostrar que Ji é limitado. De fato, temos
_1 2
I @)zerrs = || (1 4+ (=2)") " (= (=2)") |
= [ asigr)
<2/ \a|2d§+2/ P2 ae
 Jrn rn 1+ (€]

2 2
< 2fullzrz + 2l[ollas

< 2|Ulz2 w ps,

2

dg

a—[¢[*0
L+ (¢
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249
3.3 CasoOSéS@eogeg%

Observamos primeiramente que as condigdes sobre as poténcias fra-
S 2446 . . ~
cionarias, 0 < 6 < f0e0 <0 < L, implicam em 0 < § < 2. Entao,
como na Secao temos H*(R™) C H°(R™) e podemos assim considerar

0 mesmo espago da energia
X = H*(R™) x H°(R™)

com os mesmos produtos internos.

O objetivo desta segao é definir operadores By e J2, associados a
equagao (3.1), tal que B2 seja gerador infinitesimal de um semigrupo de
contragoes de classe Cp em X e Ja2 seja um operador linear e limitado no

espaco X.

De modo formal, vamos encontrar os operadores Bz e J2. Considerando

v = Ut temos

v = ue = — (I + (=A)°) H(@A? = A)u — (T4 (=2)°) ' (=A)’w.

Na Secao definimos os operadores

Ao = (I+(=0)°") " (aA®> = A+ 1)

Ap = (I+(=2)°) (I +(-A)).

Sabemos que D(As) = H*79(R") e D(Ag) = H?*’"°(R"). Note que se

0§9§¥60§6§9tem05

H*°(R™) c H*(R™) ¢ H*°(R™) c H°(R™). (3.34)

Escrevendo o problema de Cauchy (3.1) na forma matricial temos

d
U =BU+ L(U) (3.35)
U(0) = Uo
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OndeU_<u)€X’U0_<uo>€X7BQID(A2)XH2(RH)—>X€,B
v U1

o[ I
—Ay —Ag

com D(Az) = H*7°(R"™) e o operador Jz : X — X é dado por

JQ(U)—< (I+ (=A)°) " (u+v) )

o operador dado por

Na Subsecao mostraremos que Bz é gerador infinitesimal de um
semigrupo de contragoes de classe Cp em X e na Subsec¢éo [3.3.2] mostrare-
mos que J2 é um operador limitado em X. Pelo Teorema|2.3.7] concluimos

que Ba + J3 é gerador de um semigrupo de classe Cy. Seja
Sa 1 [0,00) = L(X)

o semigrupo gerado por Bz + J2. Entao U(t) = S2(¢)Up é a solugao do
problema de Cauchy (3.35)) para todo ¢ > 0, no sentido em que se Uy =

(uo,u1) € X, temos

U(t) = Sao(t)Us € c([o, o0), H2(R™) x H‘;(R"))

Logo a primeira componente u(t) de U(t) = S2(t)Up satisfaz
u € C([0,00), H*(R™)) N C* ([0, 00), H*(R™))

e é a Unica solucdo fraca do sistema linear de placas (3.1). Além disso, se
os dados iniciais Uy = (uo,u1) € D(Bz2) = H*°(R™) x H*(R"), entdo a
solugao de (3.1 satisfaz

u € C([0,00), H*°(R™)) N C* ([0, 00), H*(R™)) N C*([0, 00), H*(R™))

e é tnica solugao forte do problema de Cauchy (3.1]).
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3.3.1 B, é Gerador Infinitesimal de um Semigrupo

de Contracao de Classe ()

Para completar a prova da existéncia e unicidade de solugao do pro-
blema de Cauchy precisamos mostrar que By é um operador bem de-
finido e é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdes de classe
Co em X = H*(R™) x H°(R™). Consideramos o operador By definido no

espago X, com dominio dado por
D(By) = H*°(R"™) x H*(R™)
e definido por
Bs(u,v) = (v, —Asu — Agv), (u,v) € D(B2), (3.36)

lembrando que H?*(R™) C H*°(R™) = D(Ag) como em (3.34).

Lema 3.3.1 O operador By : D(B2) — X definido em é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de contragdes de classe Cop em X.

Demonstragao: Como no Lema [3.2.1] a ideia da prova é mostrar que
B> atende as hipdteses do Teorema de Lumer-Phillips. Para fazer isso
consideramos (u,v) € D(B2), ou seja, u € H*7°(R") e v € H*(R™).

Para mostrar que B2 é dissipativo calculamos o seguinte produto in-
terno em H?(R™) x H®(R™)

(Bg (u,v), (u, v))H2xH5 = ((v, —Asu — Agv), (u, 'U))Hsz5

= a(Av, Au) + (v, Vu) + (v,u)

(1+ |€]*°) Aoud dE — / (1+ [¢1%) Agv b de
RTL

L+ [ + afgl*

/.
J

_ 2 4\ A = _ 26 ~ =

= [ 1e? + oleyiide /Rn(1+|g| P s ae
26 1+ €127 -

—/Rn(1+|£\ e

:/W(H- \£|2+a|§|4)(®ﬁ—a75) dg—/w(1+ 1€20)|0)2 de

=21 [ (14 1ef + ol Tmg (03) dé — ol
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L+ [P +alg o L+ - I
—TBL LAl e 4 T S 3.1), ond
1+ e u e Ap 1+|§|251} (ver Segao ), onde

Img (17 ﬁ) é a parte imagindria de ¢ 1.

pois Asu =

<

Portanto B2 é dissipativo, pois

Re(Bz(u,v), (u,v)) = —|lvllFe <0,

H2xHS
para todo (u,v) € D(Bs).
Vamos provar agora que Im(l — Bz) = X.

Primeiro vamos mostrar que Im(I—Bz) C X. Seja (f,g) € Im(I—B3).
Entéo existe (u,v) € D(Bz2) tal que

(I = B2)(u,v) = (f,9)-

Como Bz(u,v) € X e (u,v) € D(B2) C X temos (f,g) € X.

Agora o objetivo é provar que X C Im(I — B2). Dado (f,g) € X,
vamos mostrar que existe (u,v) € D(Bz) tal que (I — B2)(u,v) = (f,9).

Equivalentemente, da definicao de Bz provaremos
(u —v,v+ Asu+ Agv) = (f, 9)

para algum (u,v) € D(Bz).

Assim, deve-se mostrar que existem u € H*°(R") e v € H*(R"™) tais

que

u—v=f

v+ Agu+ Agv = g,
com f € H*(R™) e g € H°(R").

Substituindo v = u — f na segunda equagdo acima, devemos apenas

mostrar que existe u € H*7%(R"™) tal que
u—f+Au+Agu—Agf=g
ou que

Asu+ Apgu+u=g+ f+ Aof. (3.37)
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Formalmente, multiplicando, os dois lados da identidade (3.37) por
(I 4 (—A)%) temos
(aA® — A+ Du+ T+ (=A))u+ (I +(-A)°)u
=(I+(=A))g+ I+ (=2 f+ (IT+(=2))f (3.38)

Para demonstrar que a equacio (3.37) admite uma solugio u € H*~(R™),
definimos a forma a(-,-) : H*(R™) x H*(R") — R tal que

a(“ﬂ/’) = (u7 7/1)H2 + (%ﬂ’)He + (%ﬂ’)m-

E facil ver que a forma a(-,-) est4 bem definida e é bilinear.

Vamos provar que a(-,-) é continua. De fato, para todo u, v € H*(R")

temos

la(u, V)| < llullz2ll¢llm + lull o 9o + 1wl s 1] g
< Cllullz2ll¢ll 2,

2+5eissoimplicaqueOSGS260§5§2.

pois0<d6<fel<HL

Também a(-,-) é coerciva, pois para todo u € H*(R™) temos

a(u,uw) = (u,u) g2 + (U, u) go + (U, u) s

= llullzrz + lullzro + llullzzs > llullz.

Agora definimos o funcional F : H*(R") — R, baseados na equagao

3. por
<F7¢'> = (971/))H5 + (f7’(/))H5 + (.f7’(/))H""7

notamos que F estd bem definido pois g € H°(R™) e f € H*(R™).

Tem-se que F' é linear e continuo e a continuidade segue do fato que

B < Nlas Wllas + 1 azo10lo + 17 s 9
< (lgllas + 1fllss + 1Lz ) N9l

para todo 1 € H*(R™), pois 0 < § < 6 < 2.
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Entéo pelo Lema de Lax-Milgram (ver Teorema [2.3.1), existe dnica
u € H*(R™) tal que

a(u,) = (F,v), para todo ¢ € H*(R™).

Isto é, existe uma tnica u € H?*(R™) tal que para todo 3 € H?*(R™)

vale a identidade

(ws ) gz + (u,) o + (w, V) gs = (9, 9) s + (fs0) s + (f590) o

Em particular ela vale para toda ¢ € S(R™). Isso implica, lembrando

as definigdes dos operadores Az e Ay, que
Asu+Agut+u=g+ f+Agf

no sentido das distribuigdes, ou seja, em S'(R").

Aplicando a Transformada de Fourier na identidade acima temos
Ayu+ Agu+a =g+ f + Ao,

ou,
Ayu=g+ f+Agf — Agu — 4.

Calculando a norma H? em cada lado da identidade acima temos
[o@rie) @t de = [ (417 + g+ AT - a - Aauf” de
Rn R™
e isso implica da definicdo de Ag que

1A2ullzrs < C (115 + Ngllzrs + lullzrs + 11/ 17205 + llullzrzo-s).-

Observamos que u € H*(R") ¢ H*%R"), g € H’(R") e f €
H?*R"™) ¢ H*7%(R™) e concluimos que Asu € H°(R™). Do Lema

concluimos que u € H*~°(R™).

Finalizando, definimos v = u — f para ter u € H* *(R") e v € H*(R")
satisfazendo v + Asu + Agv = g.
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Portanto dado (f,g) € H?(R™) x H°(R") existe
(u,v) € H*7°(R™) x H*(R™)

tal que (I — B2)(u,w) = (f, g), ou seja, (f,g) € Im(I — B2).

Também H*7°(R") x H*(R™) é denso em H?*(R™) x H’(R™).

Entao, pelo Teorema de Lumer-Phillips, temos que Bz é o gerador
infinitesimal de um semigrupo de contragdes de classe Co em H?(R™) x
HP(R™).

3.3.2 J; é um Operador Limitado

Na secao anterior mostramos que Bz é gerador infinitesimal de um
semigrupo de contragoes de classe Cp em X, queremos agora mostrar que
Jo : X — X dado por

J2(U) = ( (()[+(7A)6)_1(U+U) >

é um operador linear e limitado, para assim concluir que Bz + J2 é gerador

infinitesimal de um semigrupo de classe Cp em X, com 0 < § < 0 e

0<0<¥

Lema 3.3.2 O operador Jz : X — X definido acima € linear e limitado.

Demonstracao: E facil ver que J> é um operador linear. Vamos agora

mostrar que J2 é limitado. De fato para U € X temos
_ 2
1) = |1+ (=) o),
L2
+ 0
_ 1+ €% u d
| i) |

<c/ > d£+0/ 0|2 de

< Cllullz + Cllolys < CIU|-
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Capitulo 4

Taxas de Decaimento:

Problema Linear

Nesta se¢ao vamos encontrar taxas de decaimento do problema linear
para a norma da energia e para a norma L? da solucdo. Para encontrar
as taxas de decaimento vamos trabalhar no espago de Fourier, e para isso
aplicamos a Transformada de Fourier em relagao a varidvel x no problema

de Cauchy (3.1). Encontramos assim o seguinte problema de Cauchy

(1 + [€[*)ace + (alé]® + €]%) @+ [€]**a = 0,
a(0,€) = do(), (4.1)
(0,8) = 61 ()
L n 2406
com 4 = u(t,€), (t,€) € (0,00) X R", a>0,0<5<2e0<60< —
Usando um método especial e multiplicadores no espago Fourier, como
em [20], para o problema (4.1)) vamos obter estimativas de decaimento para
a norma da energia e para a norma L? da solucdo @ do problema Cauchy

(4.1)) e consequentemente, via Teorema de Plancherel, para a solugao u do

problema (3.1]).

Neste capitulo a constante C' que aparece nas estimativas e nos lemas

e teoremas é positiva e independe dos dados iniciais, podendo ter distintos
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valores mesmo de uma linha para outra.
Os resultados apresentados neste capitulo foram publicados em 2016

na revista Journal of Mathematical Analysis and Applications (ver |17]).

4.1 Estimativas Gerais

Antes de encontrar as estimativas de decaimento, vamos mostrar uma
estimativa a priori, que nos ajudard a encontrar as taxas de decaimento
para a norma da energia e para a norma L? da solucéo.

Para comecgar nossas estimativas multiplicamos a equagao por Gy

e obtemos

1d 26\~ |2 2 2\ (1412 20~ 12 _
53 (AP @l + 18P+ algP)lal) + 1% |al® = o,
para todo £ € R" e t > 0 ou ainda

1d

26 2
5B+ I =0, (42)

com E1 = Eq(t,€) a densidade de energia definida da seguinte forma
Er(t,€) = (L4 €17 + €7 (L + ale]*)al,

para todo £ € R" e t > 0.
Agora, multiplicando a equagio em (4.1)) por @ e considerando a parte

real, temos

5 (€18 + 20+ 67 Re(ae @)) + P (1 + aleP)Iaf = (1 + [eP*)laP,

para todo £ € R" e ¢t > 0. Isto é

2 B2+ €17 (L alg)af® = (1+ 16*") . (4.3)

Q.‘Q‘

1
2
com Ea = FE»(t,€) definido da seguinte forma

Ex(t,€) = |€*[al* + 2(1 + [¢]*°) Re(a: ),

para todo £ € R" e t > 0.
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Vamos considerar agora o funcional
1
B =Er+ 5p0(6) B2,

com pp a funcao dada por

e (1+aleP), <1 e 0<0<y
€)% 1 246
_ L - < Scp< il
po(§) = 61T||§J257 €/ <1 e 2 <0< 25 (4.4)
13 2+
> <p< =0
61+|£|25, €l >1 e 0<6< 3

com € um numero positivo a ser escolhido adequadamente mais adiante.
A escolha dessa fungdo é muito importante para conseguir taxas de decai-
mento 6timas. No paper [10], da Luz-Ikehata-Charao mostram um método
para encontrar essa funcio pg.

Entao, usando as igualdades e temos a seguinte identidade

d 20~ 12 2 2\ ~12 2 ~ 12
ST+l + 2p0(©)IEP (1 + aléal® = £ po(€)(1 + 1612l

ou

d
ZB+F =R, (4.5)

N =

com F = F(t,£) e R = R(t,&) funcionais definidos por
. 1 .
F(t,€) = |6 |a|” + gpe(i)lﬁlz(l +al¢?)al?,

R(t,€) = 5po(€) (1 + 6.

Lema 4.1.1 Sejam 0<§<2e0<6< ? Entao para todo £ € R™ e

1
< — wal
0<€_2(1—|—a) vale

&>
pe(§) < Wa

com pg dada em .

- . . 1 2490
Demonstracao: Primeiro consideramos o caso || <1 e 3 <f< ;

e
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2446
ocaso || >1e0<0< % Para esses casos temos

A i
T+ € = T+ [eP

pe(§) =¢

1
0 < — <1
se <E*2(1+a)<

1
Note que o lema é trivial para { = 0. Paraocaso ]| <1e0<6 < >
com & # 0, temos
_ 1 _
(L+[€P) (1 + al¢l’) <2(1+0) <2(1+a)fg* ™" < —g*",
is —2<40—-2<0e0 < —.
pois < <0Oe <E*2(1+a)
Isso implica que
po(6) = el€ 1+ alef?) < L
R
) 1
também para o caso |£| <1e0<6< 7
]
) 249 1 .
Lema 4.1.2 Sejam 0<§<2,0<6 < e0<e< ———. Entao
21+ a)
1
R< -F
— 2 )
para todo £ € R™ et >0, com F e R os funcionais em .
Demonstragao: Pela definicdo de R, F' e o Lema segue que
1 N
R = 3pe(&)(1+ 1€1%°) e ?
O I 2[5 (2
<> B
< ST L
1 200, 2
<=
< el
1 . 1 N 1
< 2 (1Pl + 5p0(©)IEP (1 +alelaf) < SF,
para todo £ € R" et > 0.
]
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2 1
+9 e0<e< ——. Entao

Lema 4.1.3 Sejam 0 <6 <2,0<60< S 3 ta)

vale a estimativa )
gre(§)Er < F,

para todo £ € R™ et > 0.

Demonstragao: Pela definicdo de I e pelo Lema segue que
N 1 N
F = ¢ a|” + §P6(§)|§|2(1 +alg))al?

= Lo (p%@ww P a|s|2>|a|2)
1+ ¢

Gk
po(€) (1 + 1€l latel” + IE[*(1 + ale )i

> Boo(€) ( €2l + 20 +a|s|2>|a\2)

para todo £ € R" e t > 0.
[ ]

Agora, usando os Lemas e e a identidade (4.5, obtemos a

seguinte desigualdade

d 1
—FE+ E < 4.
SE+3m(©F <0, (46)

para todo £ € R™ e t > 0.

246
Lema 4.1.4 Sejam 0<§<2,0<60< ; e 0 < e <min{l,a}. Entdao

po(€) < €772 (1 + ale]?),

para todo £ € R™.

- . . 1
Demonstragao: Primeiro vamos considerar o caso 0 < 0 < 5 e g <1.

Para esse caso e 0 < € < 1 temos

po = el€* T (L+ ale]”) < €77 (1 + aléf?).
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1 249
Paraocaso§<9<% €] <1e0<e<1temos

A+1EP)A+alel) > 1> e > elg],
pois 40 — 2 > 0. Isso implica que

€%

T < T aleP).

po(§) = 61755

2;5 |€] > 1. Esco-

lhendo 0 < & < « e do fato que |£[*072 < |¢|?+2° < o€ temos

&>

pa(§) = 1 e T 1EpRs =

< €77 (1 + algl?).

2 1
Lema 4.1.5 Sejam0<§<2,0<6 < +660<8§min — .
2 201+ «)
Entao
2
< Zp,

3

‘;Pe(é)&

para todo £ € R™ et > 0.
Demonstragao: Usando as estimativas dos Lemas e temos

Po(§) B2

1
3

< %pg(g) (|;g|29|a\2 +2(1+ |£|25)|ﬂ|\ﬂt|)

500(©) (161" 1al? + €1 + (1 -+ |¢*)2lel]a?)

2 (Po(©IEP" a1 + po(€) (1 + I€*)?1¢l s

26
(16720 + P lal? + TS 0+ I 1ad)

(16 (L + aléP)laf? + (1 + J¢[*) )

Ey,

IA

IN

IN

IN

IA

para todo £ € R" et > 0. u
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2
Lema 4.1.6 Sejam0<§<2,0<60< +

Entao

1 1
< mi — .
60<€_mln{a7 2(1+a)}

(L [€12%) ] + €171 + alél)af”
< 5e B O (L )i + [P (1 + alePlao?)  (47)

para todo £ € R™ et > 0.

Demonstragao: Como consequéncia do Lema temos

2 1
- < gpe(f)Eb <

Ey.
3 1

wl N

Assim obtemos
1 1 5
- <F - Ey, < -F
31 s 1+3p9(§) 2 < gk

e usando a definicao de E(t,&) temos

1 5
SEV<E<2E, 4.8
3 t=" =3 (4.8)

para todo £ e R" et > 0.
Pelas desigualdades (4.6) e (4.8]) concluimos que

d 1
Ry <o.
th 5pg(f)E_O

A desigualdade diferencial acima implica que

E< 6—%99(5)tE(0)’

para todo £ € R", t > 0 com E(0) = E(0,§).
Assim, de (|4.8) segue que a densidade de energia para o problema (4.1))

no espago de Fourier decai exponencialmente, isto é
1
B < 5e" 50Ot (0)

para todo £ € R, ¢ > 0 e F1(0) = E1(0,¢).
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A definicdo de E; diz que

(1+ 6P el + €1+ alé)lal?
< 56750 (14 1) | + €7 (1 + aléliol),

para todo £ € R" e t > 0.
]
Queremos encontrar taxas de decaimento para a norma L? e taxas de
decaimento para a norma da energia da solugao. Para a norma da energia,
basta integrar a desigualdade do Lema m Para a norma L? da solucdo

vamos usar a seguinte estimativa obtida do Lema [£.1.6]

) 26
laf? < pe= 5re©)t (%mﬁ + |a0|2) (4.9)
que vale para todo £ € R™ (£ #0) et > 0.

Usando as estimativas obtidas acima, vamos encontrar taxas de decai-
mento para o problema linear . Para isso vamos usar os Lemas e
do Capitulo[2] O Lema é usado na baixa frequéncia, e o Lema
[2550] é usado na alta frequéncia. A desigualdade dada no Lema [235.1] é
muito importante porque vai proporcionar a regularidade necessaria nos
dados iniciais. Na verdade, a estrutura da equagao placa é do tipo
de perda de regularidade no caso 0 < 6 < §. Isso que dizer que para obter
mesmas taxas de decaimento na alta frequéncia como as obtidas na regiao
de baixa frequéncia é necessario assumir mais regularidade nos dados ini-
ciais. Veremos esse fato analisando as raizes caracteristicas da equagao
associada no espaco de Fourier dada por no Capitulo [7| de ex-
pansao assintdtica. Nesses casos a parte real das raizes caracteristicas se
aproxima de zero quando || vai para o infinito. Assim, por causa deste
efeito, é impossivel obter as taxas de decaimento 6timas na alta frequéncia,

sem impor regularidade adicional sobre os dados iniciais.

4.2 Taxas de Decaimento para [£| <1

Nesta segdo vamos estimar as desigualdades (4.7) e (4.9) na regido

de baixa frequéncia, ou seja, para |£] < 1. As estimativas para a baixa
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frequéncia em geral seguem diretamente do Lema [2.5.2

4.2.1 Caso0<0<

N —

Para esse caso temos pg(€) = £]€]272%(1 4 a¢|?). Podemos estimar pg

por baixo da seguinte forma

po(€) > ele*~%

e além disso temos s
14 [¢?

€12(1 + al¢]?)

Com as desigualdades acima podemos provar o seguinte lema.

<2l 2.

Lema 4.2.1 Sejam 0<5<2,0<6< % e up € L*(R™).
i) Sen>1eu € W HL(R"™) entdo tem-se

n

/H> |a|*dé < Ct™ 72 (|Jually -1 + luol|Zr),
£1>1

para todo t > 0. O espago Wﬁl‘l(]R") estd definido no Seg(ioM
do Capttulo[g

i) Sen >3 eur € LY(R™) entdo tem-se

n—2 n

/H (a]2de < Ct 33 |[uy |21 + Ot~ 75 |[uo 2.4,
£1>1

para todo t > 0.

i) Sen >1 eur € LY(R™) entdo tem-se

/H< (LHEP) ae -+ P (L+ale ) al*de < Ct™ 22 (Jlua |71 +woll71),
¢£1<1

para todo t > 0.

Demonstragao:
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i) Usando as estimativas anteriores ao lema e a estimativa (4.9) temos

£ —26
/|€‘< |ﬁ|2d€ <C o e—g|§\2 204 (|€|_2|’111|2 + |’110|2) de
<1 £l<1

—1 A~ ~ _E 2—26
< Ol an 2w + [lao ]2 / o

[gl<t

dg,

para u; € W UY(R") e up € L'(R™). Agora usando o Lema m

temos

/|§‘<1 |’&|2d5 < Ct™ 5758 (”‘5‘71'&1”%0@ n ||@0H2Loo)

<Ot T (||u1||‘2;V—1,1 + HUOHQLl)’

para todo t > 0, pela definicdo de Wﬁl’l(R").

ii) Usando o Lema e considerando u; € L*(R™) também encontra-

mos taxas de decaimento para 4, mas isso s6 é possivel para n > 3.

Temos de ((4.9)

/ apde<c [ e
[€1<1 [€1<1

e g12—26 _ R e g12—26
< Cllan |2 / 1P T2 e 4 )2 / e EIEP g
[€1<1

lgl<1

2-20
—<l€l t

(Ie17*[av]* + [ao| ) dg

n

—2
< Ct™ 2720 ||us |31 + Ot~ T2 o[,

para todo ¢t > 0.
iii) Agora usando a desigualdade (4.7)) e o Lema temos

/m«(l 1) el + 1€ (1 + olgl?)lafdg
<O [ e HT (4 ) + €L+ aléP) a0l ) dg

lgl<1

< Ot 22 (Jualf7r + luol|Z1),

para todot >0en > 1.

|
Quando n > 3 a melhor taxa encontrada para a norma L? da solucio

— 7’”72 . ~
com o método acima é ¢~ 2—2¢ ., Trabalhos anteriores como o de Charao-da
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n—46
Luz-Tkehata [10] encontram a taxa ¢~ 2=20 7" para a norma L? da solugao,

com 7 > 0 fixado arbitrariamente. Essa taxa é melhor que a taxa obtida

1
no Lema [4.2.1 para o caso 0 < 6 < 5 com dados iniciais u1 € L*(R") e

up € L*(R™). Para encontrar essa taxa iremos utilizar um método diferente

do que foi usado acima.

Primeiramente vamos encontrar algumas identidades importantes para

todo |£] < 1 e & # 0. Dividindo a expressio em (4.2)) por [£]*(1 + «¢]?)
encontramos a seguinte identidade

1d 1+ [€¢* N 1€[2° L
it (e im0 15 + ety 0 O

Agora definimos

1+ 2 .2 12
B 1) = <|5|2(1 +|€(|x\§|2> fael”+ 12 > ‘

Entao integrando a identidade acima em [S,T] temos

1 T a1

Multiplicando a igualdade em (4.3) por |£]72° e integrando em [S,T]
temos

%W(T)l2 + (€177 (1 + €17 Re(ae(T)AU(T)) + / €177 (1 + o) |aldt
S

=3

= /S 617271+ € laelde + S 1a(S) [ + Il (1 + [€12°) Re(a()a(S).

1
Observamos que para 0 < 6 < 5 e para || < 1 valem as seguintes

estimativas
i) (€172 (1 + € Re(ae (T)A(T)) < (1 + )1 (9);
i) / €172 (1 + 6w dt < 2(1 + a)Ex (S).
S

Para mostrar os itens (i) e (ii) usamos a igualdade em (4.10). E facil
verificar que
25
-0 < (Lr a0+ e
€12(1 + al¢]?)

73



para todo [¢| < 1.

Com isso podemos verificar facilmente as seguintes estimativas

€172 (1 + [€17") Re (e (T)a(T)) < 20€] = |au(T)| [a(T)|
<l i (1)) + la(T)[?

(1+a)(1+[¢*)
PO+ algP)
<1+ a)E(T) < (1 + )E(S).

@ (T)|* + [a(T)?

que provam o item (i).
Para mostrar o item (ii) observamos que
€720+ ) < 206l < 207 < 201 + o)A
€17 (1 + al¢]?)

o que implica

T |£|29

T
_20 20\ 12 —_—
/S €177 (1 A+ [€1°°) e dt§2(1+a)/s I€2(1 + al¢]?)

<21+ a)E1(5).

|a ) dt

Logo a estimativa do item (ii) também estd provada.

Entao, usando as duas estimativas acima concluimos que
1 ~ T 2 T 2—-260 1 2\~ 2d
S+ [ e (1 + afe)lal dt
s

< /S €172 (1 + (&%) e *dt — €] (1 + |€]*° ) Re(tu (T)a(T))

|a(S)[* + 1672 (1 + |€]*°) Re(iis (S)i(S))
a)E1(S). (4.11)

Definimos agora o funcional F(¢) por

_ L ~ 12 2—-260 2\ ~12
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Usando as desigualdade (4.10) e (4.11]) concluimos que

/T/ F(t)dedt < 6(1+a)/ E1(S)de. (4.12)
S JIgI<1 [€1<1

Nosso préximo objetivo é encontrar uma relagdo entre o funcional E;

/\é\gl I€12(1 + a¢]?) [t | df]

1 14+r
e (167 (1 + aleal) ™ ds}

e o funcional F. Da defini¢ao de E;, temos

147
E+ (¢)d < 2|a|%d
/\5|<1 10 5} B /\agl e

1
[ (e aralem) T
[§1<1
26 _ 29T 270T 1+r
¢ V eI — s, wdf} ,
lel=<1 €175 (1 4 afgf?) = €175 (1 + afe[2) T
com m > 0 e r > 0 especificados mais a frente.
Usando a Desigualdade de Holder com Lirr e L' temos
14+r
[ } @13)
£1<1
_1,. _ N
<cC [ (1+algl”) r|u|2d£] / €17 (1 + alg*)lal*dg
§|< l§1<1

Qe a1 e
/5\<1 e eI e L

Pela definicao do funcional F temos

147
+

147

+C

. 2—-26 2 ~12 .
i /m €272 (1 + afé]?) af2de < / F(t)de;

|€1<1

i 7|5|29 ie|%d F(t)d.
) /\agl €EQ + o) “/ml (B,

Usando a desigualdade (4.13)) e os itens (i) e (ii) acima temos

1+r
[/ El(t)dg} §0(1{+1§)/ F(t)dg, (4.14)
lel<1 lel<1
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com

qr

- 29;2 2y=L .12
= { /mgl €157 (1 + ale?)~+ [af2de

14r

; (42w, ]
I, = A+ o
’ [/€|<1 ‘5‘2(1+a|§|2)|€| |2 5-

Precisamos agora estimar I{ e I3 em termos dos dados iniciais. Para

isso vamos usar o seguinte lema.
1

Lema 4.2.2 Sejam 0 < § <2,0<60 < 5 e U a solugdo do problema de
Cauchy (4.1). Entao existe uma constante C' > 0 tal que

i) Jal* < Clin|* + ClE*|aol?,

i) af* < Claol? + Cle|~* i |,
para todo & € R™.
Demonstragao:

i) Primeiro observando que se integrarmos a identidade (4.2) em [0, ¢]

teremos
1 b 20 2 1
SE0+ [ 16 (o) ds = B 0), (4.15)
0

para todo & € R".
Da definigao de E1(t,&) temos que

X X (L4alg?), . X .
ol < fanf? + EEEE LD a2 < a2 41 4 o)l aol?
1+ [¢]
para £ € R"
ii) Agora, multiplicando a identidade (4.3) por |£]?? e integrando em
[0, t] temos
1

S Ba(t) + /O 172 (1 + afé|)la(s) | *ds

-/ (1€ () Pds + € 2 (0), (4.16)
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para todo £ € R™.

Da definigao de Fs(t, &), usando a identidade acima, temos

Sl IOF + [ 161+ algPla(s) s
0

= SIE ol + 201 + € [€** Re(n o)
—2(1+ [¢]*) €] Re(ae (t)a(1)) + /O (1+ €120 [€* ) (5) |2 ds
HaN

1€1* i) + 160 |* + — €

€1 + 2 / €121 (5) 2.

< Gol® + 16]a.|?

»PH—‘ [N

Assim concluimos que

1 R 3 X R . ‘ X
ilfllwllt(lt)l2 < 1\€|49|u0|2 + 161 [* + 16 (1)[* + 2/ [€1% e () [*ds.
0
(4.17)
Da igualdade (4.16) e da definigdo de F1(t,&) temos

16]¢|* +2/ €% e (5)|*ds < 8E1(0) < 16]aa|* + 8(1 + a)[¢]* |0 |*.
(4.18)

Substituindo (4.18)) em (4.17) concluimos que

1 R 3 N .
H1OP < (34 50+0)) "Il + 320 (419
para £ € R"™.
[
. 1 — 20 .
Lema 4.2.3 Sejamn > 3,0<0<2,0<0 < 5 er > —Y FEntao

eziste uma constante C' > 0 dependendo de r tal que

1+7r

[/ I&(t)dg] < O (lfuollZs + fua24) / F(t)de.
[€1<1 [€1<1

Demonstragao: Para provar esse lema, usando a desigualdade ( ,
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mostramos que I e I3 s&o limitados em termos dos dados iniciais. Primei-
ramente vamos estimar ] usando o item (ii) do Lema Observamos

que

T

=

/ |£|”r2(1+a|£|2)‘1|a|2d5]
[€1<1

T

<C

/ €17 (1 + ale®) ™+ (Jaol® + |£49|a1|2)d5]
g1<1

20-2
< (Mol +lhurl32) | [ 1€ e
[gl1<1

< (ol + llual123),

ara r > ﬂ ois
p 40’ p
20-2_ 49
13 d§ < C=0C(r,n,0) < oo,
[€1<1

2—20

+ 46 < n.
r
Agora, usando o item (i) do Lema4.2.2| vamos estimar 3. Observamos

que

se

7 A+ €25 e 5 ]
e TR0 raEm &l Tl
/\s|g1 |€|2(1+a‘§|2)\§| || *de

26 1t 20
/| w|§|_7(|ﬁ1‘2 + |€2|ﬁ02)d€]

T

C
SO s R0+ o)

r

T T 279_ T T
< O (ol + ) [/5 617 2dg | < C(lluolEr + ),
<1

20 .
para r > ——, pois
n—2
—20 _,
|§] 7 77§ < C =C(r,n,0) < oo
[€1<1

20
se — +2 < n.
r

Para que as duas estimativas sejam vélidas ao mesmo tempo, precisa-
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2—-20 20 }

mos entao que r > max{ ———, ——
4 {n740 n—2

1
Observamos que paran >3 e (0 <0 < 3 temos

2 — 260 > 20
n—40 — n—2

ou que
o2n — 4 — 20n + 460 > 20n — 867

ou, ainda que
80% — 46(n — 1) +2(n —2) > 0.

, oA 1 n . n 1
As raizes desse polinémio séo 01 = 5 ely = 5—1. Assim, se ——1 > 3
. , . . 2 — 260
ou seja, se n > 3 concluimos que precisamos assumir r > .
n — 46
Com essa observagao concluimos a prova do lema. |

Lema 4.2.4 Sejam 0 < 6 < 2,0 < 0 < 1, n >3, u € L'(R") e

uy € Ll(R”). Entao existe To > 0 tal que

\V]

n—46
e < (Rl + ol ) 55
gl<1

para todo t > Ty com T > 0 fizado arbitrariamente.

Demonstragao: Da estimativa (4.12) e do Lema |4.2.3| concluimos que

T Ir T
/ V El(t)df] at < O(Juolfs + funll) [ [ Fleyagar
S [€1<1 S [€1<1

< C(luol® + lur ) /‘“ E(S)de,
<1

2—-20

paratodo 0 < S<T <ocoer > .
n — 40

Fazendo T' — oo temos

I 1+r
/ [/ El(t)d% at < C(luols + ) [ E(S)de. (420)
S |€1<1 |
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Seja Tp > 0 dado por

/ E1(0)d¢
lgl<1

Entéo a desigualdade (4.20]) pode ser reescrita da seguinte forma

/:o [/£|<1E1(t)d£] v dt < T /glqu(O)dg]r/gQE(s)dg

7226 0<6<1/2.

T

To = C(lluollZr + [fur[|7)-

para r >

Portanto, pelo Lema de Haraux-Komornik (Lema [2.5.3]) temos

/ Eqi(t)de < Ctr, (4.21)
[g1<1

2 1
paratodotZToer>JcomOS@Sf.
n — 46 2

Pela definicdo de E; encontramos uma limitacio para a norma L? da

solucdo @ na baixa frequéncia, ou seja,

[ tapas<crt,
|€1<1

paratodotEToer>Jcom()gOgl.
n — 46 2

Por fim observando que precisamos ter r > ou, equivalente-

n — 46
mente,
1 < n — 46
r - 2-20’
podemos tomar r tal que
1 _n-—-40
r 2-20

com 7 > 0 fixado de modo arbitrério.

Substituindo isso em (4.21)) segue a prova do lema.
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1 24+46
4.2.2 Caso 3 <0< %

0
€I
1+ g
de pg em (4.4). Neste caso estimamos pg por baixo da seguinte forma

Para este caso temos pg(§) = ¢ como podemos ver na definigdo

f 260
Po (5) > E%v
pois [£] < 1. Vale também a seguinte desigualdade elementar

1+ ¢

L 0 B -2
€EQ + ) =26

Usando as duas desigualdades acima podemos concluir o seguinte lema.

Lema 4.2.5 Sejam % <6< 244

i) Sen>1eu € W YR entdo tem-se

e up € L*(R™).

/W jaf2dg < CE 3 (Jun |10 + o),

para todo t > 0.

i) Sen >3 ewur € L*(R™) entdo tem-se
.12 _n=2 2 - 2
|a]"dg < Ct™ 20 [Ju|za + Ct™ 2 ||uol|11,
lg1<1

para todo t > 0.

iii) Sen>1eu € L'(R") entdo tem-se
i e Pl < € (o).

para todo t > 0.

Demonstragao:

i) Usando a limitagio anterior para pg e a desigualdade (4.9) temos

£ 260
/|5\<1 laf'de < € le]<1 e T (1€ @] + [ao|*) dé.

81



Considerando que u; € W11 (R™) e novamente usando o Lemam

temos

_/ [ifde < Ot 3 (€] an |2 + [fi0]|30)
[€1<1
< Ot (Jur|—un + [luol24),

para todo ¢ > 0.

Isso mostra a estimativa do item (i) para todo n > 1.

ii) Usando o Lema e considerando u; € L'(R™) também encon-
tramos taxas de decaimento, mas devemos ter n > 3. Assim temos

pelo Lema [2.5.2

€ 0
/ jafde < cnaluiw/ e 0l g =2 g
lgl<1 l€1<1
S5 6
+ HﬂOHQLW/ e—ﬁlﬁw td{
lg1<1

_n=2 2 _n 2
<Ot 2 flun ||z + Ot 29 fluol[zs

iii) Para este caso, usando a desigualdade (4.7) segue que

/ (1 + €17 e + (€17 (1 + af]) @) de

lg1<1
<c/| e T (14 1) + €7 (1 + alé ol ) d
<1
< Ct7 2 (Jlua || Ze + [luollZ1),

paratodot>0en > 1.

4.3 Taxas de Decaimento para |£| > 1

e

Nesta regiao de alta frequéncia temos pg(§) = 1+ |£|25 para todo
2490

0<6<L — Observamos que, dependendo da relagao entre 0 e §, a
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exponencial que aparece no termo a ser limitado se comporta de maneira

diferente. Para contornar essa situagdo vamos trabalhar com trés casos

.ogageg%”;

—_

00§9<560§9§§;

1 2490
< = <=,
00_9<6e2<9_ 5

4.3.1 CasoOSéSGSQ—;(S

Neste caso temos 1 + [€]?° < 2|¢%° < 2|¢]??, pois |€] > 1. Isto resulta

em

e também s
1+ ¢

€12 (1 + af€]?)

Para este caso, a condigdo de pp ser maior que uma constante é funda-

< 2,
o

mental para que ndo precisemos pedir mais regularidade no dados iniciais.

Isso pode ser visto na demonstracao do seguinte lema.

. 2+ J 2 n 8 n
Lema 4.3.1 Sejam 0 < § < 0 < —5 s Uo € H*(R") e u; € H°(R").
Entao para todo n > 1 wvale

i) [ laPdg < Cem 0 (ulls + lluollfe ),
l€1=1

i) [ IRl + 167+ alef e
§l>1
< Cem 10" (JJurllfs + lluoll3e ),

para todot >0 en > 1.

Demonstragao:

83



i) Usando as estimativas anteriores para pg € a desigualdade (4.9) temos

/ laf2de < C/ e T (1¢[** il + |ito]) g
l€]>1 [€1=>1
< Ce_l%t(HmHi[é—z + HUOHQ)

< Cem 1" (JJull3s + uoll 2 )

para todo t > 0, pois § —2 <0 < 6.
il) Agora usando a desigualdade (4.7]) temos

/ (14 JE125) ael? + 121+ ole]?)lafde
[€1>1

<c / eIt (14 1€l + €°(1 + alg|?) o] ) de
[€]>1
< Ceiﬁt(||u1||ips + HUOHiI?)

paratodot>0en > 1.

]
1
4.3.2 Ca500§9<5e0§6§§
Sendo |£] > 1 temos que 1+ [¢]*° < 2|¢[*. Isto resulta em
U € (412(0-5)
PO = ST g 2 2|f|
e também
1+ [¢* 2 L 26-4
_ < = . 4.22
€20+ aleP) = o 2

Na Subsecgao}4.2.1{encontramos taxas de decaimento quando 0 < 6 < 3

e €] < 1. Nesta segao vamos encontrar essas mesmas taxas, mas para isso
precisamos de dados iniciais mais regulares. Isso porque, diferente do caso
da Subsecao aqui temos 0 < 6 < 4, e essa condi¢do requer mais
regularidade nos dados iniciais, como veremos no lema abaixo.

1
Lema 4.3.2 Sejam0§0<560§9§§.
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(5—0)n n (5*9)"_‘_5_2 n ~
i) Sen>1, u0€H229 (R™) eu, € H 2-20 (R™) entao vale

/ |a|?d¢ < Ct~ 720
[€1>1

para todo t > 0.

2 2
(1l gy, + ol e ).

(5—6)n (6—6)(n—46) _
it) Sen >3, u0€H229 (R") euy € H 228 1072

(R™) tem-se
) _
/ ja%d¢ < Ct 520 ua|® s-orn-10) ,; ,+Ct T [[uo]|* o),
l€1>1 o 2-20 H 2-20

para todo t > 0.

(5—0)n (5—0)n
iii) Sen > 1, up € H 220 "2(R") e uy € H 2-20 T°(R") entio vale

LN N
/ (L+ 1P el + 1617 (1 + g |af*dg
[g1>1
< Ot 77 lurll® Gooyn , + lluoll® G-y )
- H 220 9 229 12
para todo t > 0.

Demonstragao:

i) Usando a estimativa por baixo para pg no inicio desta subsegao e as

desigualdades (4.9) e - temos

/ af*de < ¢ ~ e
i < e
[€]>1 [€]>1

Usando a estimativa do Lema |2.5.1| com r =

el + o) de.

ea=2(6-9)

temos para todon >1et >0

/ |a?de < Ct™ 2= e/
[§1=>1 l§1=1

2
< Ct™ <||U1H (CELILIP + HUOHH((;:%”> .

59 (I + faol?) dé

ii) Considere n > 3. Agora usando a desigualdade do Lema com
n — 40

T 220

para o dado inicial u; e r = para o dado inicial

_n
2—20
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ug € a = 2(0 — §) para os dois temos

_n—40 2(5—6)(n—46) a4
/  lifds < crm i [ e g g
§1>1

[€1>1
. n 2(6—6)n .2
verem [ gt g
[€]>1
_n=46 2 __n__ 2
< Ct7 2720 |lua]]” (5-0)(n—10) +Ct7 272 |luol|” 50y
H  2-28 192 H 220

paratodot >0en > 3.

iii) Para estimar a norma da energia vamos usar a desigualdade (4.7))

e o Lema [2.5.1) com r =

2_7129 e a = 2(0 — ). Sabemos que
pe(§) > g|£|2(975), entdo temos

/Wu 1P e + (21 + alé ) af2de

_elePOT s s 2 4 12
<o et (1Pl + g o) d
[€1=1

< Ct == / €]
[€]>1

< Ot 738 2 o 2 o
< (Hu1||H<g_g)6 +6+Huo\|H<g_% H),

2(6—6)n
2—26

(1?1 + €10l ) d
paratodot>0en > 1.

1 2
4.3.3 Cas00§0<5e§<0§%5

Para |€] > 1 temos que 1 + |£]?° < 2|¢|%°. Isto resulta em

20
po=¢ €| > §|f|2(975)

T+ = 3
e também vs
1 + ‘é‘l < z|£|25—4
€2 (1 + af¢]?) ~ o

Na Subsegao encontramos taxas de decaimento para a norma da

~ 1 o .
energia e norma L? da solucdo quando 3 <0< na regiao de baixa

86



frequéncia, || < 1. Nesta secdo vamos encontrar as mesmas taxas. Para
isso vamos precisar de dados iniciais mais regulares, como ja observagao na

secao anterior.

1 240
Lema 4.3.3 Se]am0<9<5e§<9<%

(5—6)n
7 (R") eur € H

af*dg < Ct7 3 (Jlual® @oom,, , + HUOH G=om
l€l>1 2ot

para todo t > 0.

(56— O)n

+9-2(R™) entdo tem-se

5—6 5—60 —2
IR 6wy € HO 402

it) Sen > 3, up € H

tem-se

(R™) entao

_n=2 _n
[ tilde < 0 il o, + OB ol oo
€121 H20 20

para todo t > 0.

(5— 9)n (5— 0)71,

1) Sen>1eup € H T2R") euy € H +O(R™) entdo tem-se

/ (14 2 el + €21 + olel?)afde
[€1>1

<Ct*%(

2 2
al? g, + ol s, ).

para todo t > 0.

Demonstragao:

i) Usando a estimativa para py e a desigualdade (4.9) temos

[ napasc [ o
[¢]>1 [£]>1

usando a desigualdade do Lema comr = - ea= 2(0 — 9)

20

5|€|2(9—5)

1Pl + ol de,

temos para todon >1et >0

/ P de < Ct~ 3 /
[€]1>1 [g1>1

_n 2
<or# (ul? (a;gm,Q+||uo\|H(a;3>n).

7 (7l + [aof?) de
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ii) Se n > 3 usando a desigualdade do Lema [2.5.1| com r = % para

o dado inicial u; e r = — para o dado inicial ug e a = 2(8 —9) temos

20

. -2 2(5-0)(n—2) Cal
/H> jafPde < Ct~ " / 1€ 2 254y 2
£|>1

[€1=1

+Ct 30 / 13
[€]>1

_n=2 _n
<Ct 7 |l G-0)(n=2) ;. , +Ct 20 uoll® —oyn »
H 20 H 20

2(6—0)n
2

7 |do|*d¢

para todo ¢ > 0.

iii) Para estimar a norma da energia vamos usar a desigualdade (4.7)) e

o Lemacom r= % ea=2(f —9). Temos

/ (14 I ael? + 1E[2(1 + olel?)lafde
[€1>1

< et (jeal + €1 o) de

|€1=1

o 2(6—6)n . N
<o [ (16 e aol) de
£l>1

<Ct7 20 ([lurl® oo ., + luoll® G-orn
- H =29 19 g2 t2)’

paratodot>0en > 1.

4.4 Resultados Principais para Decaimento

Resumindo: com os célculos acima e usando o Teorema de Plancherel
chegamos a estimativas de decaimento, que conjecturamos serem precisas
no sentido de optimalidade, para a norma da energia e para a norma L2
da solucao do problema . Abaixo enunciamos quatro teoremas que
seguem diretamente dos lemas anteriores. Os dois primeiros sdo referentes
ao caso 0 < 0 < §. Esse é caso onde aparece a influéncia da estrutura de
perda de regularidade da equagédo em . Os dois ultimos teoremas sao
referentes ao caso 0 < ¢ < 6, que nao tem propriedade de perda de regula-
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ridade. Esse fato pode ser visto no Capitulo [7] sobre expansio assintética

pela andlise das raizes caracteristicas do polindomio caracteristico associado

a equacgao em (3.1)).

Teorema 4.4.1 Seja 0 < 0 < 8. Entdo valem as sequintes tazas de decai-

mento para a norma da energia da solugao u(t,x) do problema .

1
i) Sejamn>1e0<6< 3 Entao para

B—0)n (5=0)n
up € H 220 "2(R")NL'(R") eu; € H 2=20 T°(R™) N L' (R™)
tem-se
[ (el 410w+ al Sl + 1(-2)" 20l do
R

—5s 2 2 2 2
<Gtz (”U’O”Ll Fluoll” w-on , +lluslzr + flus (sffnnﬁ)
H 2-26 H 2—-26

1 2
i1) Sejamn >1 e 3 <0< %6 Entao para

(3—0)n (5—6)n

w e H 20 HRYNL'RY) euws e H 20 °(R™) N LY(R™)

tem-se
[ (el 4 10wl + ol + |(-2)" 0l do

<t 3 (Juollfs + ol oo, + sl + lual 6oom,,)-
H 20 H 20

Teorema 4.4.2 Seja 0 < 0 < 6. Entdo valem as seguintes estimativas de
decaimento para a norma L? da solucdo u(t,z) do problema .

i) SejaOS@S%. Sen >1,

(s

(5—6)n . _o)m
wo € LN(R") N H 55 (R") e wy € WV (RY) 0 H 55 2 (R

entdo tem-se

0

/ u|?de < Ct~ 220 (||ul||€'v—1,1+|\ulH2 = ;5 ,FlluolT1+uol? <a—e>n)-
R™ H 2-20 H 2-20
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Além disso, sen > 3,

(Gl

9)n (5—0)(n—46)
ug € Ll(Rn) N H 2-20 (Rn) eu € Ll(Rn) OHW+672

(R™)

tem-se

/ lu|?dz < Ct~

—46 2 ——n__ 2
+ Ot 272 |lu||” g-oym-a0) ,, , + Ot 2% |luol” s-oyn,
g z-20 1972 H

([l + luoll )

para todo t > 0 com T > 0 fizado arbitrariamente.
1 244
i) Se]a§<9<% Sen>1,

uo € L' (R™)

(35— 9)n

—0)n
20 (R") eus € W' (R")NH TR

entao tem-se
2 - 2 2 2 2
[ e < 083 (Jualf sl g, ol ol 520 )
Além disso, se n > 3,

(5—0)n
u € L'"(R")NH 20

©B—0)(n—2)
(R") eus € L'(R")NH 20 T7%(R")

tem-se
/ |u| dx <Ct~ (HU1||L1 + Hu1|| (579%%7L72) +572)
+Ct73 (ol + lluoll® G-n ),
H™ 20

para todo t > 0.

Os Teoremas e sao referentes ao caso 0 < 0 < §, que exige
mais regularidade no dados iniciais. Usando esses dois teoremas e o Teo-
rema de Plancherel podemos concluir que a norma da energia e a norma

L? da solucio tém um decaimento com as seguintes taxas

1
i) CasoO§9§§e0§0<5. Sen =1 oun =2 temos
/ lul?de < C'(uo,u1)t™ =27
RTZ
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Se n > 3 temos
n—46
/ lu?dz < C(ug,u1 )t 220 .

Sen > 1 temos

n

/ (lae P+ (= 2) e P+al AuP+(=2)*ul? ) dw < Cluo, ur)t™ 7.
]R"n,

1 2
ii) Caso§<9§%560§9<6. Sen =1 oun =2 temos

/ lul*dz < C(uo,u )t~ 20 .
Rn
Se n > 3 temos
n—2
/ lu|?de < C(ug,ur)t™ 20 .
R",
Se n > 1 temos

/ (e 12 e 4l S | (—2) 20 ) e < Cag,un)t~

R"

com C'(uo,u1) uma constante positiva que depende dos dados inici-

ais. Neste caso precisamos de dados iniciais bem regulares.

Agora vamos enunciar os dois ultimos teoremas desse capitulo, referen-
tes ao caso 0 < 0 < 6.

Teorema 4.4.3 Seja 0 < § < 0 e considere
uo € H*(R™) N L*(R™) e ux € H*(R™) N L*(R™).

Entdo valem as sequintes taxas de decaimento para a norma da energia da
solugdo u(t,z) do problema (5.1)).
1
1) Sejamn>1e0<0< 3 Entao

[ (12wl + alaal + |(-2)"uf?)de

n

< Ct7 7w (|fuolfs + llualfs ) + e (Jluollfze + flualls ).
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1 2
ii) Sejamn>1e 3 <h< %6 Entdao

[ (el 412wl o+ alal + 1(-2) ) do
RTL

< Ct 3 (Jluollga + lhua 7 ) + e (IlwollFre + llua s )

Teorema 4.4.4 Sejam 0 < § < 0. Entdo valem as sequintes estimativas

de decaimento para a norma L? da solucdo u(t,z) do problema .

i) Seja0 <0< =. Sen>1,

N —

uo € HAR™) N L'(R™) e uy € H(R™) n W~ HH(R™)
entao tem-se
[ ulds < €7 (- ol )+ (ol + s ).
para todo t > 0. Além disso, se n > 3,
uo € H*R™) N LY(R™) e uy € H*(R™) N L*(R™)

tem-se

/ lu|*dz <Ct~

—46
=0 (B + luolF1) + 70 (ol + s,

para todo t > 0 e qualquer T > 0 fizado.

1 2
i1) Seja§<9§%6. Sen>1,

uo € HXR™) N L'(R™) e uy € H (R™) n W~ HH(R™)

entdo tem-se

[ ultds < 03 (sl + o) +¢ 5 (ol + sl ),
R’V‘L

para todo t > 0. Além disso, se n > 3,
uo € H*R™) N LY(R™) e uy € H(R™) N L*(R™)
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tem-se
_n=2 _n _ &
[ ulds < 05 a0t fuolf+e B (ol + sl ),
]RTL
para todo t > 0.

Os Teoremas e sao referentes ao caso 0 < § < 6. Usando
esses dois teoremas podemos concluir que a norma da energia e a norma

L? da solucio tém um decaimento com as seguintes taxas:

i) CasoOS@S%eOﬁ(SSG. Sen =1 oun =2 temos

/ lul?dz < C(uo,ur )t~ 329 .
Sen >3 e 1> 0 qualquer temos
n—460
/ |u|?dz < C(ug,ur )t 2=20 17,

Se n > 1 temos

n

/ (lue P+ 1(=2) we P+l A +](=2)*uf* ) do < C(uo, ur)t™ 7

1 2
ii) Caso§<9§%5e0§6§0. Sen =1 oun =2 temos

/ lul?dz < C(uo,u1)t™ 20,
Rn
Se n > 3 temos
/ lu>dz < C’(uo,ul)f%.
Rn
Se n > 1 temos
[ (el 10w+ ol Sl |- 20l ) < o, )t~

com C'(uo,u1) uma constante positiva que depende dos dados inici-

ais. Aqui ndo é necessario impor mais regularidade nos dados iniciais.
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Capitulo 5

Existencia e Unicidade
de Solucao: Problema

Semilinear

Consideramos o seguinte problema de Cauchy para uma equagio semi-
linear em R™ do tipo placas/Boussineq com um amortecimento fraciondrio
e, para o caso de placas, com um termo do tipo inércia rotacional genera-

lizado
Ut + (7A)§utt + alA’u — Au+ (7A)0uf = p(=4A)" (up)’
u(0,x) = uo(x), (5.1)
ut (0, 2) = ui(z)

onde u = u(t,z), (t,z) € (0,00) x R", @ > 0, 8 # 0 e p > 1 inteiro. As

poténcias fracionarias do operador Laplaciano sdo consideradas da seguinte

forma 5 5
2+ 1 2+
<§< <0< —— — << —.
0<§6<2, 0<6KL 5 e 5 < v < 5
No caso § = 2 temos uma equacido de Boussinesq de sexta ordem,

quando 6 = 1 temos a equacao de Boussinesq sob efeitos de uma dissipagao

hidrodindmica. Podemos citar varios artigos sobre equagao de Boussinesq e
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suas caracteristicas como, por exemplo, Wang - Xue [46], Esfahani - Farah
- Wang [13], Wang - Xu [45] e Polat - Ertas [35]. Se € =0, 6 =1, y =0
e n = 2 temos uma equagao (linear se = 0) para vibragoes de uma placa
sob efeitos de uma dissipagao friccional (ver 7], |9] e [40]).

Como no problema linear, para estudar a existéncia de solugoes preci-
samos dividir o problema em dois casos

1) Caso0<0<de0<d<2

2
2) CasoOS(SSHeOSHS%&.

Para ambos os casos consideramos o espago da energia dado por
X = H*(R™) x H°(R™).

Reduzimos a ordem do problema de Cauchy (5.1) e o reescrevemos na

seguinte forma matricial

U
= BU+F(U)
U(0) = Uo

com U = (u,ut), Up = (uo,u1) e o operador B estd definido no Capitulo
[Blem acordo com cada um dois dois casos acima mencionados, e conforme
demonstrado naquele capitulo, é o gerador infinitesimal de um semigrupo
de contragdes de classe Cp em X. O operador F' é definido adequadamente

e contém o termo semilinear.

5.1 Existéncia Local

Para cada caso B é o gerador infinitesimal de um semigrupo de con-
tragoes de classe Cp no espago X. Nosso objetivo é mostrar que o opera-
dor F estd definido como um operador F' : D(B) — D(B) e é Lipschitz
continuo em conjuntos limitados. Assim, dado Uy € D(B), podemos usar
o) Teorema para concluir que existe uma tnica solugdo U em intervalo

maximal [0, 7},) tal que vale uma e somente uma das condigdes abaixo
a) T = 00,

b) T < oo e lim (HU||X + ||BU||X) = .
t—=Tm
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Além disso, teremos que a solugdo U pertence a seguinte classe

U e C'([0,Tw), X) NC([0,Tm), D(B)).

5,11 Caso0<60<del<i<2

Para mostrar a existéncia local de solugdo precisamos considerar que

2+6
a poténcia fraciondria v esteja no seguinte intervalo 0 < v < %, e

vamos reescrever, assim como no Capitulo 3, o sistema na seguinte forma

matricial J
aU = BU + Fl(U)
U(0) = Uo

U1
infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cp, com

onde U = < “ ) e X, Uy = ( uo > € X. O operador B; é o gerador
v

0 I
B; : D(As) x H*(R") - X dado por B; = ( o >
—A2

sendo D(Az) = HY 9 (R™).

Neste caso, o operador F; é dado por

0
F1<U>:< (1+(=2)°) 7" (u = (~8)"v+ B(-A)w) )

Na Segéo onde inicialmente definimos Bi, mostramos que B; é o

gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cp em X.

Vamos agora mostrar que o operador Fi estd bem definido como um
operador em D(B;) e que F; é Lipschitz continuo em conjuntos limitados
de D(B1), com D(B1) = H*9(R"™) x H*(R").

Para isso, primeiramente vamos mostrar que F; estd bem definido, ou
seja, considerando U = (u,v) € D(B1) = H*°(R") x H*(R") vamos
mostrar que F (u,v) € H*79(R") x H*(R™).
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Da defini¢do de F}, temos

1 (o, 0) [0 g2
= [T+ (=2)") " (u— (~A) 0 + B(=A)"u") ||

1 2 4 o~
B / " ( Uﬂ \;\‘2?)7'25 Do —1e0 + slea|* ae

(L4 €7 + alg")
Sc/n (1+ P92

<C (1 + ‘5‘2(2725))‘1”2 + (1+ |£|2(2+2¢9725)>|m2df
RTL

(1al” + &[0l + 1€1* [uP|*) dé

+C [ (14 [EPE) 0P| de

R’IL
< CHUH?{?—% + C||v||§12+29_25 + OHUPH?{%—%—%-
Observamos que no caso que estamos considerando, temos
e 2-20<4—9,pois0<I <2
e 24+20—2§ <2, pois 0<0<;
2406
e 242y —2<4—§,pois0<vy < %

Com isso, usando a defini¢do de norma em H® e a imersdo natural de H?

em H" para s > r, temos a seguinte estimativa para F;
1P (s 0) [ 3ga-s 2 < CllullFra=s + Cllollzrz + Cllu”|Fa—s.
Agora usamos o Lema [2.2.9] com s = 4 — §, para n < 8 — 2§, temos
171 (u, 0) =5 r2 < Cllullzga—s + Cllvllzr + Cllullifas < oo
Portanto concluimos que

Fy: H7O(R™) x H*(R™) — H*°(R™) x H*(R™)

. 240
estd bem definido, desde que se assuma 0 < v < +

en < 8—20.
A seguir, vamos agora mostrar que F; é Lipschitz continuo em conjun-
tos limitados de D(By).
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2
Lema 5.1.1 Sejam1§n<8—25,0§9<6,0§5§2,0§7§%6

e p > 1 inteiro. Considere U = (u,v) e W = (w, z) tais que
U,W e D(By) = H* °(R") x H*(R™).
Entao vale
[1F1(U) = L (W) x < C(l +B ()5 + HBl(W)HSD{l) 1B (U = W) x.

Demonstracgao: Inicialmente vamos calcular a norma de F} no espaco da
energia X e ndo em D(Bi).
Dado U = (u,v) e W = (w, z) em H* °(R") x H?(R™) temos que
2 _ 2
[P () = L) < [T+ (=2)") 7 ((u = w) = (=8)" (v = 2))|[ 5
1B+ (=2)) T (=A) (@ — )|

,/ 1
S (L [E12)

1 2 /57/77 2
+ [ e @ o e

SC/

+ C/ (14 €)= |wp — wp | de
R’IL

(6 —w) — € (0 — 2)| de

a— o) + (1462 o — 2% de

< Cllu = wlFra-s + Cllv = 2|2 + Cllu” — w|[3a-s,

pois valem as duas desigualdades abaixo

e 20—-0<2,pois0<O0<ied<I<2;

2
¢ 2y —5<4—5, pois0<~y< 20

e0<o<2

Usando o Lema [2.2.11|com s =4 — §, para n < 8 — 24, temos
[FL(U) = Fr (W)X < Cllu = w|[fas + Cllo = 2[[72

2
+ C (s + lwlts ) llu = wlifas.

No Lema mostramos, para todo u € D(Az) e 0 < ¢ < 2, que vale

[ullgra-s < CllAzul|gs-
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Usando esse fato e a definicdo do operador By (ver (3.32) e Lema [3.2.1)

concluimos que
2
| (U) = Fx(W)|)% < CllAz(u— w)l[4s + Cllv — 2|3
p—1 p—1 2 2
+ Ol Azullt + | Azwlt) A — w) s
2 p—1 p—1 2 2
< CIBUU = W)l + C(IBUIE + IBWIE) 1By (U = W)l
p—1 p—1 2 2
<C(1+IBUIE + IBWIE) 1B = W)
| |

2
Lema 5.1.2 Sejam1§n<8—25,0§9<5,0§5§2,0§’y§#
e p > 1 inteiro. Considere U = (u,v) e W = (w, z) tais que

U,W e D(By) = H* °(R") x H*(R™).

Entao vale

|B1(FL(U)=F1(W)) | x < O(1+|\Bl(U)\ §_1+|\31(W)H§{1)IIBI(U—W)IIX7
com C > 0 uma constante.

Demonstracgio: Dados U = (u,v) e W = (w, z) em H*°(R™) x H*(R")
temos

B (Fi(U) = FL W) 5 < 1T+ (=2)°) 7 ((w = w) = (=A)° (v = 2)) || 32
B+ (=) (=AY (u — w?) [},

< [ i+l

2

F(U+ ) (w=w) = (-a) (v - 2))) | de

+ /Rn(l + |§|2 + a|£|4)’]-'<,8(1 + (—A)‘s)*l(,A)W (up _ wp))

Sabemos que que a Transformada de Fourier das fungoes acima é dada
por

o —w) — €% (0 — 2
o P80 ((umw)=(-a) (v-2)) = EU e,

o (B + () Ay (- ur)) = HETE ),
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logo

2

1B (FL(U) = Fu(W)) || < /R At lel + ol "

(1 ¥ |5|25)2 w) - ‘£|20(@ 2)
(1+ ¢ + al¢?) 2 (g
+/n e Blel @ — ) de

<O [ (UHIEPE) - b+ (14 ) o - 2P dg
.
+ C/ (14 (€G220 [ — wp|? de
0
= Cllu — wlf2-25 + Cllv — 2ll32420-25 + Cl|u” — w”| 324225
Agora observamos que
e 2-2)<4—-9,pois0<I <2
e 24+20—2§ <2 pois0<0<;
¢ 242y —20<4-4, p01s0<7<¥

Da estimativa acima e considerando os Lemas|2.2.11| e[3.1.2] temos

| B: (Fu(U) — Fr (W) I

< Cllu = wlffa-s + Cllv = 2l%2 + Cllu” = w?|a-s
< Cllu—wlfas + Cllo = 2l + O (lullils + lwlils )l — wls
< CllAa(u = w)s + Cllo = 2[4
(Al + Azl ) Az (u - w) s
2 p—1 p—1 2 2
< CIBUU = W) + C(IBUIE + IBWIE) 1B (U = W)l

p—1 p—1 2 2
C(1+IBUIE + 1BWIE) 1B/ = W)k

que é vélida para n < 8 — 2§. Assim, o lema estd demonstrado.

Combinando os Lemas e podemos concluir que

|[Fu(U) = FL(W)]| , + || BL(F1(U) = Fy(W)) ]|
< C(l +IB(O)I5 + IIBl(W)H?{l)IIBI(U - W)lx.
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Portanto, dado uma constante M > 0 e considerando
UW e H* °(R") x H*(R™)
tais que
WIS+ 1B <M e (WK + B < M,
vale a seguinte estimativa
[1F1(U) = Fx(W)|[x + | B1(F1(U) = Fi(W))llx < CLml|B1(U — W)|[x

com Ljs constante definida por Ly =1+ 2MP1L,

Assim, concluimos que F é Lipschitz continua sobre conjuntos limita-
dos de D(Bh).

Como Bj é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de
classe Cp em X e F; é Lipschitz continuo em conjuntos limitados de D(B1)
concluimos, usando o Teorema [2.4.1] o seguinte teorema de existéncia e

unicidade de solugao:

244
Teorema 5.1.1 Sejam 0 < 0 < 4§, 0< 6 <2, 0< vy < %,p> 1
inteiro e a dimensdo n satisfazendo 1 < n < 8 — 49. Entdo, para dados

iniciais satisfazendo
(uo,u1) € H*7°(R™) x H*(R™)

eziste uma dnica solu¢do para o problema de Cauchy semilinear de-

finido em um intervalo mazimal [0,Ty,) na classe
we C*([0,Tm), H'(R™)) N C" ([0, Tm), H*(R™)) N C([0, Tom), H*° (R™))
com uma e somente uma das duas sequintes condi¢des verdadeira
i) Tm = 00,

i1) Ty < o0 e lim (||U||X + HBlUHX) = .
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5.1.2 CasoO§5§0eO§9§2T+5

Como observado na segdo anterior para mostrar a existéncia local de

solugdo precisamos considerar que a poténcia fraciondria v esteja no se-

249
guinte intervalo 0 < v < %

Nesta se¢ao também vamos considerar o espago usual da energia
2 )
X = H*(R™) x H°(R™)
e reescrevendo o sistema na forma matricial temos

d
—U=B F:
dtU U + 2(U)

U(0) = Uy

U uo
comUzU(t)z( >€X,U0:< >€X.
[ Ui

O operador matricial Bs é definido como
2 n 4, 0 I
By : D(A2) x H°(R") - X édado por B;=
—As —Ap

com D(Az) = H*°(R") e D(Ag) = H*7%(R™) C H*(R"™), pois estamos

considerando 0 < 6 < 2%

O operador F> : X — X é definido por

0
FQ(U):( (1+(—A)S)*l(u+v+ﬁ(—A)w) )

Pelas condigoes impostas sobre 6 e § temos que

D(Ag) = H* *(R") ¢ H*(R™) ¢ H* °(R™) = D(A»)

246
devido ao fato que 0 <6 <0e0 <O < *
Na Secao definimos o operador Bz e mostramos que ele é o gerador

isso implica que 0 < 0 < 2.
infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cp em X. Vamos

agora mostrar que o operador Fh estd bem definido e que F> é Lipschitz

continua em conjuntos limitados de D(B3).
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Dado U = (u,v) € D(B2) = H*7°(R")x H*(R™) vamos mostrar que F»
estd bem definido sobre D(B3), ou seja, mostrar que F»(u,v) € D(Bs2) =
H*%(R™) x H*(R™).

Da defini¢do de F> temos

B (1w, 0) [ Fras oz = || (1 + (=A)°) " (u+ v+ B(=A)"u") |32
:/ (1+ € + alelh)
an (L F[ED)2
(L4 €17 + o)
pr (L4 [€[29)2

<O (U EPET) P + (L PO fo) d
R

a+ 0+ Ble|ar | de

<c (1a]” + [0 + |e|*|aP|*) de

+C [ (14 [€PET2) ) de.
]R'n.

Notamos que usando as condigdes consideradas sobre 6 e § temos

e 2-20<4—-§,pois0<§<2;

° 2+2’y—25§4—6,p0180§’y§¥.

Usando isso e aplicando o Lema [2.2.9| para 1 < n < 8 — 24, obtemos

P2, 0) [2a=s g2 < CllulZra—as + CllolZa—as + Cllu? 22422

< Cllullza-s + Cllollz2 + CllullFa—s < oo
Portanto concluimos que
Fy: D(By) = H* °(R") x H*(R") = D(Bs) = H*°(R") x H*(R")

estd bem definido.

Vamos agora mostrar que F> é Lipschitz continua em conjuntos limi-
tados de D(Bs3).

Lema5.1.3Sejam0§5§9,0§9§%M,O§7§¥,p>1

inteiro e 1 < n < 8 —2§. Entdo, para todo U = (u,v) e W = (w, z) tais
que
U,W e H* °(R") x H*(R"),
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vale a estimativa

IE(U) = Fa(W)lx < (14 B + 1B (W) 5 ) I1Bo(U = W)l

com C uma constante positiva.

Demonstragao: A demonstragdo deste lema é andloga a demonstracao
do Lema Dados U = (u,v) e W = (w, z) em H*79(R") x H*(R"),

temos

IF2(U) = B (W)]% < (T + (=2)°) " ((w = w) + (v = 2)) 215
|81+ (=A)°) T (=AY (uf —w) ||

_/ 1
e (L4 [])2

1 —= —~
+ [, e e @ - ) de

2

(@ — ) + (6 — 2)

dg

<o ja—df +]o—sPde+ c/ (14 |E2229) [P — wp|2 de
Rn

R™

=Cllu—wl|® + Cllv = 2[|* + Cllu” — w’|[r27-25.

Notamos que 2y — 2§ < 4 —§ para 0 < v < 2T+6 Entao usando o

Lema[2.2.9 com n < 8 — 26 temos

IF2(U) = Bx(W)|Ix < Cllu—wlzr2 + Cllo = 2|5 + Cllw” — w”|[ra—s

2
2 2 -1 -1 2
< Cllu=wlfas + Cllo = 2l + O (llullfals + lollfts ) lu—wl-s.

No Lema mostramos que |lul|g4-s < Cl|Azulgs. Usando esse
fato e a definicdo do operador By obtemos

|Fo(U) = B (W) < CllAa(u = w)l[fys + Cllv = 232
p—1 p—1 2 2
+C (Il Azullt + 1Azl ') [z (w = )5
2 p—1 p—1 2 2
< ClBo(U = W)l + C(IBU G + 1B2WIE) 1B2(U = W)l

p—1 p—1 2 2
< C(1+IBUIE + 1BWIE) 1B2(U = W),
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que conclui a prova do lema. |

) 2446
Lema514Se]amO<§<90<0<% 0 <~ <%,p>1

inteiro e 1 < n < 8 —248. Entdo, para todo U = (u,v) e W = (w, z) tais
que
U, W e D(By) = H* °(R") x H*(R")

vale a estimativa

1Bz (Fa(0)=Fa (W) |, < (141 B @)1 +B2W) 5 ) 1B (U=
com C > 0 uma constante.

Demonstragao: Dados U = (u,v) e W = (w, z) em D(B2) temos

B2 (Fa(U) = (W) [ < (T + (=2)°) 7 (= w) + (v = 2)) |32
1B+ (=2)") T (=AY (uf —w?) |2

2 4
+ [ G D e @ - ) e

<O [ (A+IEPPN)a—al + (1€ |0 - 2% dé
R’!‘L

+C [ (14 [gC 20 jup — wp|? de
[R‘VL

= COllu — w||32-25 + C||v — 2||372-25 + C|luP — wP || 3212125

Sabemos que

e 2-2<2<4—-§se0<§<2

242y -20<4— aseo<7<%‘5
Usando o Lema [2:2.9|com 1 < n < 8 — 2§ concluimos que
| B2(Fa(U) = Fa(W)) || < Cllu— wllfa-s + Cllv = 2l[32 + Cllu? = w”|[Fa-s
< Cllu—wlifas + Cllo — 2l3a + O (lullyids + lwlfils ) T — wlpcs.

Usando novamente o Lema [3.1.2] e a defini¢do do operador Ba con-
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cluimos que

1B2(F2(U) = B2 (W) ||, < CllAz(u— w) |35 + Cllo — 2[132
p—1 p—1 2 2
+ O Azullt + | Azwlt) A = w) s
2
< ClBo(U = W)l + C(IBU 5 + 1BWIG) 1B2(U = W)l

p—1 p—1 2 2
< C(1+11BUI5 + 1B2WIS ) 11Ba2(U = W)k

Combinando os Lemas e B 1.4 obtemos

|172(U) = F2(W)llx +[| B2 (Fa(U) = Fa(W)) |
< C(1+IBO)IE + [ BA(W)I5 )1 Bo(U = W)l

Agora, dado M uma constante positiva e considerando U, W € D(B3)
tais que

I+ B0 <M e (WIS + || Be(W)|5 < M

temos

[Fo(U) = Fy(W)|lx + || B2 (F2(U) = F2(W))|lx < CLaml|B2(U = W)||x

com Ly > 0 a constante definida por Ly = 1+ oMPL,

Concluimos também neste caso que F» é Lipschitz continuo sobre con-
juntos limitados de D(Bz).

Como By é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragdes de
classe Cp em X e F» é Lipschitz continua em conjuntos limitados de D(B2),
usando o Teorema [2.4.1] concluimos o seguinte teorema de existéncia e

unicidade de solugao:

Teorema 5.1.2 Sejam0§5§0,OSGSQTH,OSWS%HJ?>1

inteiro e 1 < n < 8 —24. Entdo para todo dado inicial
(uo,u1) € H*°(R™) x H*(R™)

existe uma unica solugdo para o problema de Cauchy semilinear de-
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finido em um intervalo mazimal [0,Ty,) na classe
w e C*([0, Tm), H (R™)) N C* ([0, Trm), H*(R™)) N C([0, Ton), H*°(R™))

com uma e somente uma das duas condi¢des verdadeira

i) Tm = 00,

i) Tpn < 00 e lim (||U||X n HBQUHX) = o0.
t—Tm,

5.2 Existéncia Global

Nesta segao vamos mostrar que o intervalo maximal de existéncia nos
casos anteriores é [0,00), ou seja, mostraremos que T, = oo. Para isso,
vamos supor que Ty, < oo e mostrar que ||U]x + [|BU||x < oo assim

concluimos que T,, = .

Aplicando a Transformada de Fourier na varidvel x no problema de
Cauchy (5.1]) encontramos o seguinte problema de Cauchy equivalente no

espago de Fourier

(L4 I )i + (ol + [€17)a + 610 = Ble[*7wP,
ﬂt(07€) = al(é)

Usando o principio de Duhamel, sabemos que a solugao do problema
de Cauchy (5.2) é dada por

¢
i(t,€) = an(t.€) + [ (e = rr&)dr
0
com 1 (t, &) solugdo do problema homogéneo

(L+[€1P) e (t, &) + (alg]* + [€17)alt, &) + €[> a(t,€) = 0,
@(0,€) = o(€), (5.3)
'&t(ovf) = ﬁl(f)
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e w(t, 1,€) solucao do problema

(1+ €[?) e (t, 7, &) + (al€]* + [€]7) b (t, 7, &) + [€]*°we(t, 7,€) = 0,
QI)(07T7 g) = 07

2
ﬁ)t(O,T, g) = Blgli’y

1 + |€|25 ZL;(7—7 5)

(5.4)

Observamos que o problema homogéneo (5.3) é uma EDO de segunda

ordem e assim as solugdes séo da forma e*' com A raiz do polindémio
(L+EP7)N + €A + [ (1 + al¢]*) = 0,

que sao dadas por

_ e £ V1€ — 4l + [EP) (1 + alél?)

A 2(1 + [€)

. (5.5)

Entéo a solugdo do problema homogéneo (5.3)) é da forma
n(t, &) = ae™' 4+ be",

onde a = a(€), b = b(¢) dependem dos dados iniciais. Aplicando as

condicoes iniciais temos

@ (0,§) =a+b=1a0(&), (an)e(0,§) = ar +bA- =i (§),

e assim . A A A
a:ulfA,uo . b:/\+u07u1’
Ay — A Ay — A
e portanto temos
. )\+6)\,t _ )\7€>\+t . €>\+t _ ek,t .
un(t,&) = Uy U
r(t, ) A — A o+ SV 1

solugéo do problema (5.3]).

Definimos as seguintes fungoes

Gro=5—5— ¢ GL)=F"0n)w.
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. At Mt o
6 =M TS o He) = F () @)

Entéo a solugdo do problema ([5.2) pode ser escrita da seguinte forma:
a(t, &) = H(t,&)to + G(t, &)

2y —
+ﬁ/ Gt 1f||§|25 B(r, £)dr (5.6)

e ainda temos

i (t, €) = Hy(t, €)tio + Ge(t, &)

e
w5 [ - rno i Fmear (57)

devido ao fato de G(0,&) = 0.

Consideramos agora a seguinte estimativa do problema linear obtida
no Capitulo 4, Lema [{.1.6]
(1+ €17 e + (€17 (1 + ale]) |2
1
< 5e 50O (L4 )@ + 6P (L + aléP)laol’)  (5.8)

com pg definido em (|4.4]).

Usando essa estimativa podemos mostrar o lema abaixo.

Lema 5.2.1 Sejam é(t,f) e ﬁ(t, &) solugdes fundamentais de problema

definidas acima. Entao temos as sequintes estimativas:

i) |Gu|? < 5em 3P0,

s 1 L+ 1¢*)

i) |G| < 5e ép"(g)ti( ;

)16l < [EE (L + ale)
. 2(1 + of¢?)

i) |12 <5 7%pg(£)t|€‘ ( ;

ks o 1+ EP)

i) |H|? < 55000,

Demonstragao: Para mostrar os itens (i) e (ii) se considera a solugao do

problema homogéneo (5.3) com 4o = 0. Assim, nesse caso tem-se que
Wt &) =G(tLOm et =Gt
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Substituindo essas expressoes no Lema temos

(1+ €)1 Gallan ) + €1 (1 + ale)|Gllao]* < Be™ #9814+ |¢[**) .

Da estimativa acima segue o resultado para (i) e (ii)
As demonstragoes dos itens (iii) e (iv) sdo andlogas
L]

Para mostrar que ||U(t)||x + ||BU(t)||x < oo para todo t € (0,Trm)

y Lm
precisamos considerar dois casos sobre ¢ e # como no caso da prova de
existéncia local.

5.2.1 Caso0<f0<del<i<2

Neste caso vamos considerar o operador B; definido na Subsegao [3:21]

Queremos encontrar uma limitacio em X = H2(R™) x H°(R") para
lU)||x + | B1U(t)||x para todot € [0,Ty), com U = (u,u:) e u a solugdo
de (5.1) dada pelo Teorema

Da defini¢ao de X e de Bi(u,u:) = (u¢, —Asu) com

Ay = (T4 (=A)°) (@A = A+1)
dado na Subsecéo 3.1.1, temos

WU + 1B DN = lulZe + uelZs + luellee + [ Azuls
/ (14 JE2 + ale[*)[af? de + / (14 JE2%) Ao de
Rﬂ, ]Rn
+ / (14 (€17 + alé]*) el de + / (1+ |€[2) e[ de
n Rn

1+|f‘2+0‘|f|) 26 2 4y( 512
= [ AR D e e + ool de

Jr

\

. (24 161 + 16 + afé|*)lae|* dg,

o (L€ F el
, Ayu =
pots, At (1 +1€%)
Agora observamos que
b (L IEP + algl!)

25 2 4 2(4—s)
ey G I 1€l + alel!) < (14 g4
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i) (24 €17 + €17 + alé]!) < C(1+[€]*).

para todo £ € R".

Usando a estimativas (i) e (ii) acima obtemos

IUIX +|1BiU % < o/ (1 +[€2“72) af* dg + 0/ (1 + [€]") e | €.
R™ R™

Substituindo @ e ¢, dadas, respectivamente, por (5.6) e (5.7)), na desi-
gualdade acima, temos

U1 + 1B.U% < c/ (1+ 1g*) (1P laol” + |Gl ) de
vo [1] i) g 6 dedr

(1+ P72
b0 [ @I (1Pl + 16 ) ds

2(4-96) |£|
+C// (1+ ¢ ) TEERE |G| [uP|* dedor.

Reorganizando os termos acima encontramos a seguinte desigualdade
U1+ 1BUI < © [ (1P + 1+ )P faol ds
b0 [ (4P IGE + (o IgIGE)
+C / t / (1 JEP2) 1Pl dedr

o Jrn

t
e / [ @161l @ e
0 R™

Usando as estimativas para H, H;, G e Gy dadas pelo Lema/5.2.1} como
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e~ 5Pe(O) <1, temos

1+ 1201 <€ [ (i) + @ et EEEE ) jagae

2(4—6) (1+|f|26) Y 142
w0 [ (1P i gy + O+ et )t

2(4-368)\ | 147 (1+1¢*) " -
co [1 [ gt b E  ded (5.9

e / / (1+ 629 |¢[ " [@[2 dedr.
0 R

Observamos que no termo que acompanha o dado inicial 4; aparece um
|€]? no denominador, este termo é complicado de lidarmos quando estamos
na baixa frequéncia, pois — oo quando |£] — 0.

\6\2

Agora, notamos que:

i) Se [¢| > 1 temos

sa—syy  (L+1€*)
() gt oy < OO 1),

pois [¢[*(1 + al¢|?) > min{1, a}(1 + [¢]*).
ii) Se 0 < [£| <1 temos

sa—syy  (L+1€*) -
) et 4 ey < 4!

Entao, usando essas estimativas, vamos limitar a integral onde apa-
rece o dado inicial 41 em trabalhando na baixa frequéncia e na alta
frequéncia. A parte de alta frequéncia vai ser limitada por [lui|%: e a
parte da baixa frequéncia vamos estimar pela norma de u; em W~ (R™).

Os demais temos que aparecem na desigualdade acima podem ser li-
mitados usando equivaléncia de norma, para 0 < 6 < 6, 0 < § < 2 e

1

246
5 <~ < %, da seguinte forma,

i) (1 + |§|2(4—6)) 4 (1 4 ‘£|4) ‘5‘2(1 + a|€‘2) < C(l + |£|2(475));

I+ ~
.. _ 1 246 -
i) (14 [HES 35))@%% <c(1+ €[22+ 26))7
para 7y 2 %;
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i) (14 [€[232)[g* < (1 + |2+ =2,

Portanto, concluimos da definicdo do espago Wﬁl’l(R") (ver Subsecao
2.2.5) que

IUI% + IBUNE < ClluolZas + Cllus |z + C / €2 s e
[€1<1
t
+0/ / (1 + []PC72002) 4P| dgdr
0 n
t
< Clluolfya-s + Cllur e + Cllur -1+ C [ a-asinsdr
0

t
< Clluol%azs + Cllur e + Cllua|%y s +C / [P 1345 dr,
0

2
Usando o Lema|2.2.9/com s =4—4§, 1 < n < 8—2§ e para p > 1 inteiro
temos

1 2
poi52+27—25§4—6quandoigfyg +6.

U@ + 1B1U @)%
t
< Clluolzga-s + Cllur|lzrz + Cllur [fy—1.a + C/ lull s dr
0

< Clluolzga-s + Cllunllzz + llualfy-1a + T sup a5 (5.10)
<7<t

parat € [0,T;,) com o tempo méximo de existéncia de solugdo T}, assumido
ser finito.

Usando o Lema e a desigualdade ((5.10) temos
1T + IB1U %
< CllAzuollzgs + Cllurllzrz + lur -0 + T sup || Azul3s
0<7r<¢t

< C|[B1Uo|x + Clluallfy—1.1 + CTin sup [|BLU(T)|IF.
0<r<t

Definimos a fungao

@) = sw (U@ + IBUI) (5.11)

para 0 <t <T,,.
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Da desigualdade anterior temos
Mi(t) < C(IBUsl% + lua|fy1.0) + CTm M (1) (5.12)

para todo t € [0,T,) com T}, < oco.
Para mostrar que a solugdo obtida do problema de Cauchy (5.1]) é
global, isto é, que T,, = oo, vamos precisar do lema de célculo elementar

descrito a seguir.

Lema 5.2.2 Sejam p > 1 e F uma funcdo continua e positiva definida
da seguinte forma F(M) = alo + bTMP? — M, com a,b,Io,T constantes
positivas e M > 0.

Entao, existe um unico Mo > 0 ponto de minimo absoluto de F'(M) em
[0,00). Além disso, existe € > 0 tal que se 0 < Iy < € entdo F(Mop) < 0.

Demonstracao: E ficil verificar que o tnico ponto critico de F' é

1
1 \7 71
My = | —
0 (pr)

e que ele é ponto de minimo global. Além disso, F'(0) = alyp > 0. Portanto,

se I for suficientemente pequeno, digamos Iy < ¢, para algum € > 0, entdo
F(Mo) < 0.

|

Agora, notamos que a fungio M (t) definida em é ndo negativa

e satisfaz F'(M;(t)) > 0 para todo ¢ € [0,T},) devido a desigualdade

com F(M) a fungdo dada no Lemal5.2.2)com a =b=C, T =T, € com
Io = | B1Uoll% + llurl[fyy—1.1-

Portanto, se 0 < Ip < g, € > 0 dado pelo Lema [5.2.2] devido a conti-

nuidade da fungao Mi(t), existem somente duas possibilidades:
(i) Mi(t) < Mo, paratodo t € [0,T)

ou
(ii) Mi(t) > My, paratodo t € [0,T).
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Entretanto, notamos que
My (0) = ||Uo[% + || B1UolI%-

Entao, assumindo uma outra condicao sobre os dados iniciais, de que
M;(0) < Mo (Mo o ponto de minimo global do Lema [5.2.2), segue que
M (t) < My para todo t € [0,T5), ou seja, a condigdo que é vilida é a
condigdo (i) acima.

Portanto, se T), finito segue que ||U||% + || B1U||% também é limitado
para todo t € [0,T,). Isso contradiz a condigao do Teorema ou seja,
devemos ter que T, = oco. Com isso provamos o seguinte resultado de
existéncia global de solucao.

246

<y< ——,p>1

Teorema 5.2.1 Sejam 0 < 6 < §, 0 < 6 < 2, 3

inteiro e 1 < n < 8 —2§. Considere os dados iniciais

N |

u € H* °(R") e w € H*R")NW "' (R")

satisfazendo
O<Ilp<ee M1(0)<M0

com g, Io, Mo, M1(0) dados acima e no Lema[5.2.9
Entao existe uma tnica solugdo global u = u(t,x) para o problema de
Cauchy semilinear , que satisfaz

u € C*([0,00), H(R™)) N C* ([0, 00), H*(R™)) N C ([0, 00), H*°(R™)).

2
5.2.2 Ca500§5§0e0§0§%5

Queremos encontrar uma limitagdo em X = H?*(R™) x H°(R"™) para
1Ulx + [|B2Ul|x-
O operador By (ver inicio da Subsecéo [3.1.2)) foi definido como

0 I
By : D(As) x H*(R") - X com Bs=
—As —Ag

onde D(Az2) = H*°(R™) e D(Ag) = H*°(R™).
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Com isso, usando a defini¢cdo de X, temos
IUN% + 11B2U % = llullrz + llwellFrs + luellzrz + [[A2ul|7rs + | Apuel|Frs
= [ arleP s aleial s+ [ (1) de
R n
/ +K|+aM)mAd6+/(1+KWNmF%

+/ (1 -+ 1€[2°)| Agus * de

1+|f|2+05‘§| ) 25 2 4\ ~12
= [ S D o e e + aler il de

20\2
+/]@+M%Hw+M$+Qi@JOWﬁ%
R"L

1+ [g[*
= _ (I[P +alt 1+¢*) .
pois Asu = ( (1| J|r |£|§‘) B e Agu; = El T :fl%;m

Precisamos das duas desigualdades a seguir, vélidas para todo & € R",
o (€ + olglt -
i) LR o 20+ 1+ o) < O (1 + Jg4)

202
i) 2+ 16 + 16 +alel) + SEELE < o1+ 1gp)

2
A segunda desigualdade vale pois 40 — 20 < 4se 0 <0 < %6

Usando as estimativas acima temos
U1+ B0 <€ [ (1P al g+ [ o de

Substituindo as expressoes (5.6) e (5.7) para 4 e 4; na identidade acima
temos

U1+ 1BVl < C [ (1€ (1 Plaol? + Gl ) de

&1 .
+0// (1 161 (g |G PP dr
c | A+ P (1 GPlal?) d
0 [ (1) (1Pl + 16l de

t 4~y
c 2(4-5) €] G122 dedr.
[ [ 1P S g G P dear
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Reorganizando os termos acima encontramos
01 + 1B < € [ (1 €PE0) AP + 0+ I ol de
b0 [ (4P IGE + 1+ IgIGE)
+0 / t / (L P €1 G P ] ddr
o Jrn

t
e / / (1+ [€[22729) ¢\ G, 2 | dedr.
0 R"

Usando as estimativas para f[, ﬁt, G e G encontradas no Lema ,

como e~ 5Pe(O)t <1, temos
IUNI% + |1 B2U |1 %

2 2
<o [ (@r1ere) + g A oo

25y _(L+[€*) 4> 2
+C . ((1+\£| )I£\2(1+a|£|2) F (1€ ) Jaa)? de

k a(a—36)y oy (L7 12 dedr
+ [ [ Qe e g e

t
e / / (1 + JE[22200) (6] (a2 dedr.

Da mesma forma que na subsegao anterior, no termo que acompanha o

dado inicial 7; aparece um |£|?> no denominador. Para estimar essa parte
notamos que:

i) Se [¢] > 1 temos

2(4-9) (1 + ‘5‘25) 4
O+ ) e+ ey < O )

pois [¢[*(1 + afé|*) > min{1, a}(1 + |£[*);

ii) Se [¢] <1 temos

(1-+ gfs-) )

2
EE 0 T ol =

Entao, usando essas estimativas, vamos limitar a integral onde aparece
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o dado inicial 41 na baixa frequéncia e na alta frequéncia. A parte de alta
frequéncia notamos que pode ser limitada por ||u1||§{2 A parte da baixa

frequéncia estimamos pela norma em W~ (R™).

Os demais termos que aparecem na desigualdade acima podem ser li-

. e . 240
mitados usando equivaléncia de norma, para 0 < § < 0,0 < 0 < +

e
2
% <~ < %Jré, da seguinte forma
(1 +al¢f?)
D (14 €249 4+ (1 + 4 [€1°( < O(1 + [¢)24-9)).
) (141 )+ (1 +[€*) T 1E) (L +[¢] )
" - (L+[¢*) 2(2427—25 1
i) (14]€[PA3) g2 5L < O (14 |¢[2 (22729 > );
) ( € )l | 1€2(1 + al€]?) ( €] ) v 2
i) (14 P2 g < o1+ [¢Pe*—0).
Portanto, concluimos que
U5 + 1 B2U 1% < ClluollFra—s + Clludl|zz +C €172 @] *d€

lgl<1

t
+C/ / (14 |22 [up | dedr
o Jan
t
< Clluol|fas + Cllua || B2 + CllIEI || 2 + C/ [ 0”132 —26 2, dT
0

t
< Clfuollams + Clualfs + Cllur -1 + € [ o Fasar
0

1 2+6

pois 2+ 27— 26 <4 — 6 quando 5 < < %

Usando o Lema[2:2.9] do mesmo modo que no caso anterior se s = 4—4,
1<n<8—2§eparatodo t € [0,T),) temos

1UII% + 1 B2U |1 %

2 2 2 b2
< Clfuolfyams + Clualfs + Cllur -1+ € [l sar
0

< Clluolzga-s + Cllurllrz + llualfy-11 + T s lullfas  (5.13)
<7<t

com p > 1 inteiro e T}, < o0 0 tempo maximo de existéncia de solugao.

Aqui novamente, usamos a estimativa ||ul|ga—s < ||A2ul|gs do Lema
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Com isso e a desigualdade ([5.13) temos

U1 + 1B2U 1%

< C||Aguollzs + Cllua || Bz + lluallfy—11 + T sup || Agul[3%,
0<r<t

< C||B2Uoll% + Cllua||?y-1.1 + CTon sup ||B2U||%.
0

<7<t

Agora para o caso em consideracio definimos a fungéo
My(t) = sup (U +11BU ()X )
0<r<t

para 0 <t < Ty,.

Da desigualdade anterior temos

Ma(t) < C(IB2Uol% + urllfy-1.0 ) + CTon Ma(t)?

para todo t € [0,T},) com T}, < oco.

(5.14)

(5.15)

Para mostrar que a solugdo obtida do problema de Cauchy (5.1]) é

global, isto ¢, que T, = oo vamos precisar do Lema[5.2.2}

Notamos que a fungdo M»(t) definida em ([5.14)) é ndo negativa e satisfaz
F(M2(t)) > 0paratodot € [0, Ty,) devido & desigualdade (5.15) com F'(M)

a fun¢do dada no Lema[5:2.2com a = b= C, T = T}, e com

Io = ||B2Uo||X + [lunl[y—1.1-

Portanto, se 0 < Iy < ¢, € > 0 dado pelo Lema [5.2.2} devido a conti-

nuidade da fungao Ma(t), existem somente duas possibilidades:

(i) Mz(t) < Mo, para todo t € [0,T)

ou
(ii) Ma(t) > Moy, paratodo t € [0,T).

Entretanto, notamos que

Ma(0) = ||Uol[% + [|B2Uollx -

Entao, assumindo uma outra condigdo sobre os dados iniciais, de que
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M3(0) < Mo (Mo o ponto de minimo global de F(M) do Lema[5.2.2), segue
que Ma2(t) < My para todo t € [0, ), ou seja, a condigdo que é vélida é
a condicdo (i) acima.

Portanto, se T}, finito segue que ||U||% + [|B2U||% também é limitado
para todo ¢t € [0,T5,). Isso contradiz a condigdo do Teorema ou
seja, devemos ter T,, = co. Com isso provamos o seguinte resultado de

existéncia global de solucao.

2 1 2
Teorema 5.2.2 Sejam0§§§9,0§9§%5,7§7§%5,p>1

inteiro e 1 < n < 8 —2§. Considere os dados iniciais

[\V]

u € H*°(R") e w € H*R")NW "' (R")

satisfazendo
O<lh<ee M2(0)<M()

com g, Iy, Mo, M2(0) dados acima e no Lema .
Entao existe uma unica solugdo global u = u(t,x) para o problema de
Cauchy semilinear e tal solugao estd na classe

u € C*([0,00), H (R™)) N C* ([0, 00), H*(R™)) N C ([0, 00), H*°(R™)).
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Capitulo 6

Taxas de Decaimento:

Problema Semilinear

Sabemos dos Teoremas e que o problema semilinear (5.1))
tem uma Unica solugao global
u € C*([0,00), H*(R™)) N C* ([0, 00), H*(R™)) N C ([0, 0), H*7°(R™))

246 1 2+6 ..
paratod00§5§2,0§9§%,§§*y§%,p>11ntelroe
1 <n < 8— 2§, se o dados iniciais

u € H* °(R") e w € H*R")NW " (R")

séo suficientemente pequenos.

Neste capitulo encontramos taxas de decaimento para a norma da ener-
gia e para a norma L? da solucdo do problema semilinear l) usando

estimativas parecidas com as estimativas feitas na Segao

Observe que se encontrarmos estimativas para |[(u,u)|| ga—sy g2 en-
contraremos também taxas de decaimento para a norma da energia e para
a norma L? da solucdo de l} pois
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T

[+ 1€125) > + €21+ ale?)]af + |af?] de
s/ [201+ [€f* + alel*) el + (1 + ) (1 + 1674~ laf] dg
¢1<1
/ [max{l 1}<1+|f| T ol +<1+a)<1+|5|2<4*“>>|ﬁ|2}d
C

Ity ) g 12 (6.1)

pois para 0 < § < 2 temos

D) 1HE* <2 <201+ [ + algl) se ¢ < 15
) 1 1620 < 1 J* < max {156 ol se ] 2 1
iii) [€°(1+alé®) <1+a < (L+a)(L+[€*7°) se [¢] < 1;

iv) [E7(1+al¢l?) < (1+ )¢ < (1+a)(1+ [€[*°) se [¢] > 1.

Vamos agora encontrar uma estimativa para ||(u,u¢)||ga—sy 2. Na
Segao [5.2] encontramos expressdes para a solugao 4 do problema semilinear

(5.1) e para a sua derivada 4, (ver (5.6) e (5.7))). Substituindo-as temos
(s w) Py g2 = / (1+ 6 + ale[Hlal® + (1 + |242) o) de
<c [ (il +aldl) (|f1t|2|ao|2 - |ét|2|a1|2) dt

IR

4~y

e / e (|H\ ol +16: |a1|2) i

+C’/ /Rn 1+|£|2(4 5))(1 J|f||£|25)2|G(t_T)| |up| dedr.
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Reorganizando os termos acima encontramos a seguinte estimativa:
) s e < C [ (14 16PO D + (1 + € + et l?) fol* de
40 [ (@ IGFOD)IGR + 1+ € + ale VG i de
g 21752
+c// (1+ g | G(t wp|? dédr
. ¢l )(1+|§|25)| (t = 1) |u|

4~
"’C/ / 1+|§| + al¢| )(1 f‘lg‘%)Qth(t—Tﬂ |uP|? dedr.

Usando as estimativas para H , IfIt, G e Gy encontradas no Lema
temos

Gty we) 75 12

2 2
<o [ et ((1 +1EPUTD) ¢ (1 + €] + a\&\‘*)M) 3

0+ [€2)
—Lpg(e)t a¢a—s)y (L4 1¢*) 2 4) .
vof et ((1+|§| )t 1 a7+ alelh) ) i e
t 4
—Lpp(e)(t—1) 2(4-3) €™ 12 ded
*C/o I ) epa ramar e @ %4

" —tee- [
+C/ / e” 50O (1 e 4 alel! uP|” dédr.
0 . ( |§| |§| )(1_’_‘5‘25)2' ‘ 3

Observamos aqui que os termos que aparecem na desigualdade acima

24+6 1 240
podem ser estimados, para 0 < § < 2, 0<9<% §<7<% da

seguinte forma:

2 2
D) (14 6P+ 1+ P+ olet) EEEESED < o o)

4y
DO aE\L)u ey S CUH P,

4y
i) (14 [¢2 + alé]’) % < CQ+[gPerr),

para todo £ € R"™.
Por tltimo observamos que no termo que acompanha o dado inicial
aparece um |¢|*> no denominador. Este termo é complicado de lidarmos

quando estamos na baixa frequéncia, pois — oo quando || — 0. Esse

\§|2
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termo também aparece na terceira integral na tltima estimativa acima. En-
tretanto, ele foi compensado com o termo |£ \4” que aparece no numerador,

conforme se vé na estimativa (ii) logo acima.

Agora, para estimar o coeficiente de |41 |2, percebemos que para |¢] > 1

temos

26
(1+16200) b < o1+ 16 +ale),

pois [€[*(1+ al¢]*) > (1 + algl*).
Se 0 < |¢] £ 1 temos

oy O
) e+ afepy < 1

Usando as estimativas acima, concluimos que [|(u, ut)|| 345 o € limi-

tada por quatro integrais, como mostrado abaixo:
1
I un) ramsse <€ [ €3O0 g2 ol g
R’!L

b [ IO ale g+ O [ e E O g

[gl<1

t
+c// e8P0 (OW=T) (1 4 (¢2+27-2%) 115)2 dedr.
0 n

Neste ponto definimos as seguintes integrais, dependentes de t, que

aparecem na estimativa acima

1
o Li(t)=C [ e 37N 14 [P |ao|? de;

Rn

o Lo(t)=C [ e 57O 14 (¢ + ale[)]an]? de;

Rn

o Ly(t)=C / e 520 (01|72, 12 de;
[€1<1

t
o Ni(D) :c/ / e~ P00 (1 4 6P+ [T dedr.
O n

Com isso concluimos que
1w we) [ Fa—s w2 < La(t) + La(t) + Ls(t) + Na(t). (6.2)

Portanto para encontrarmos uma estimativa para ||(u,ue)||34—s . 52
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basta estimarmos as func¢des Li, L2, L3 e Ni. Como a funcdo py defi-

nida no Capitulo [4] depende de 6, dividimos o problema em quatro casos:
1
i) CasoO§5§960§0§§,

)CasoO<6<9€§<9<¥

1
iii) Caso(}<9<5<260<9<5

)Cas00<9<5<2e1<9<22i5

Observamos aqui que as estimativas de decaimento para a norma da
energia e para a norma L? da solugao dos casos (i) e (ii) sdo apresentados
nas segOes abaixo. Estes casos sdo referentes a 0 < § < 0, em que nao
precisamos impor mais regularidade nos dados iniciais, além do que ja foi
pedido no caso linear para obter taxas de decaimento. Os casos (iii) e (iv)
referentes & 0 < 6 < §, precisamos mais regularidade nos dados iniciais, o
que dificulta a tarefa de encontrar taxas de decaimento e por esse motivo
nao apresentaremos neste trabalho estimativas de decaimento para estes

dois casos.

6.1 Caso0<i<fel<HL

N —

Nesta secdo encontramos taxas de decaimento para a norma L? e para
a norma da energia para o problema semilinear. Para fazer isso, vamos
estimar as fungoes L1, L2, L3 e N1 que aparecem na estimativa .

Pela definicao de py = po(§) em para o caso 0 < 0 < % em

consideragao, temos

€1+ algP), <1 e 0<6<;
p9(§): ‘6‘29 - 0 g 1
5@7 €] > € S0s 5

Como pg = pp(&) também depende de &, vamos estimar e~ 370 na baixa

frequéncia e na alta frequéncia da seguinte forma:

i) Se [¢] <1 temos po(€) > €|¢]>~2%. Com isso segue que

1 £ |e|2—26
e 5Pot < e—g|5\ t. (63)
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ii) Se |€| > 1 temos pg(£) > = pois estamos considerando 6 > 6.

N ™

Assim, temos também

e 5Pt < g TOT (6.4)

Lema 6.1.1 Sejam p > 1 inteiro e 1 < n < 8 —2§. Sejam 0, 6 e~ tais

que

0<6<6, 0<0< 5

N | =

1
27
Entao, para dados iniciais

u € H* (R NL*(R™) e w € H*(R")NL'R™)nW 1R
tem-se

H(U, ut)||§-14*5><H2

< (Mo, )1 + Ml -1 + (o, un) [Frams gz ) (1 + £) 759

t
e / )|, s o (14 £ — 1)~ 0 di,
0

para todo t > 0.

Demonstragao: Vamos comegar estimando L;. Primeiro dividimos a
integral em duas integrais: uma na baixa frequéncia (|¢| < 1) e outra na
alta frequéncia (|¢| > 1), entdo usando as estimativas para pp em (6.3) e

(6.4) temos
Li=C [ e 3O 4 |e20-9) a2 de
R’n
—£1€1272% 2(4=8)\ |5 |2
<C e s (1+ ¢l ) lo]”d¢
leI<1
+C e 100 (14 [P0 o *de.

[g]=>1

Usamos o Lema [2.5.4] para estimar a integral na baixa frequéncia e

usando a defini¢do de norma H® para estimar a integral na alta frequéncia
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encontramos

Ly < Clluoll?: /

BE e S g C‘;%t/ (1 + €772 |ao|*dg
<1

[g]=>1

n

< Clluol|7: (14 1)7 2720 + Ce™ 10 |[uo | a5

< C(lluollfs + lluollfa-s ) 1+,

para todo t > 0.

Da mesma forma vamos estimar Ly. Usando as estimativas para pg em

6.3), (6.4) e o Lema temos

Lo=C [ e 57O 1 4 1¢ + al¢)) | |* de
RTL

£ 2—26
<C . e ST 4 e + ale]) || de
¢I<1

+C e 10 (1+ [€]* + afe]*) || de

[§1=>1

_ £ 2—-26 _ & ~
< Cllullin / e ST e 4 Cem T / (1+ (€] + ale*) | ?de
[¢1<1 [¢]>1

n

< Cllun||Za (14 6)7 22 4+ Ce™ 0" |fur | 32

< O (Il + iz ) (1 4+ 575,

para todo t > 0.

A estimativa para L3 segue da definigdo do espago Wﬁl’l(R") e do
Lema como apresentamos abaixo

Ly=C [ e s i e
l€[<1

_E¢12—26
:Cllull\iv—l,l/ eI ge
lgl<1

< Ol [[fy-1a (1 + )" 72,

para todo t > 0.
Vamos agora estimar ;. Novamente dividimos a estimativa na baixa
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frequéncia e na alta frequéncia. Assim obtemos

t
lec// 75000 (1 4 (P22 B 2 dgdr
0 R™
' —£1€12720(t—7) 2(2427—28)\ |75 (2
<cf /g.< e (1 -+ [¢[22+272) [0 2 dgdr
1

t
- C’/ / e 10T (1 4 [gPCTRT20) up Pdgdr.
o Jigi>1

Na baixa frequéncia usando os Lemas e e na alta frequéncia
usando o Lema [2.2.9] com n < 8 — 26 obtemos

t —_
e A A e L
0 [g[<1
t
+c/ e*%“*ﬂ/ (1 + €220 jup (1) dedr
0 [€]>1

t t
< c/ ||uP(T)\|il(1+t—r)**2—éedr+c/ e~ 10 D)1y (1) 124 sdr
0 0

. . 244 C e .
pois 2 + 2y — 2§ < 4 — § pela condigdo v < % de limitacdo superior
sobre 7.

Agora usando o Lema e[2.2.10lcom 1 <n < 8—2§ e p > 1 inteiro,
temos estimativas para a norma L*(R") e norma H*7%(R") de uP. Assim
a estimativa para N fica

n t £
N < C/ ||u||H4 s(I+t—7) 7=29dr + C/ eiW(HFT)HuHiIﬂ%dT
0

<c/ lull2_ s (14t — )" = dr,

para todo t > 0.

Substituindo as estimativas para L1, L2, Ls e N1 na desigualdade (6.2))
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temos, para p > 1 inteiro e n < 8 — 24,

10t ue) s sz < C(lluollza + lolFrams ) (1 + 6720

+C (a2 + uale + a3y 00 ) (4 1)
+C/t [ull?,_s (1 + ¢ — ) =T dr

0
< C’(H(w,m)”ilxu + |z —11 + ||(uo,u1)|\f{4_5xH2)(1 b)) T
0 [ w0l a1 =)

para todo t > 0.

[
Multiplicando a desigualdade do lema anterior por (1 + t) 20 encon-

tramos a seguinte desigualdade vélida para todo ¢t > 0:

(14 6) 72 ||, we) - 2

< O (o, un) [ st + s By -0 + a0, 1) a2 )

¢
+ C/ | (w, ut)\|§;4_5xH2(1 +¢)7=20(1+¢t—7) 2-29dr.
0
Para todo t > 0 definimos a funcao
Mi(t) = sup (14 7)72 || (u(r), ue(7))[|Fa=s x pr2- (6.5)
0<r<t

Da desigualdade acima temos

Mi(t) < C(H(Umm)”ilxu + luall3 -1 + H(uo,ul)H?{pstz)
t
+CM1(t)p/(1+T)_ﬁ(1+t)zjﬁ(1+t—7')_ﬁdﬂ
0

para todo t > 0. Pelo Lema temos

t
/ (147 75 (14 )75 (1 +t — 1) T3 dr < C(n, p, 0)
0

quando 5 n29 > 1, ou seja, 2 — 20 < n, com C(n,p,0) uma constante

positiva.
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Portanto encontramos a seguinte desigualdade

M) < (o, u) s+ v+ (0, 0) s ) + CMa (1),
(6.6)

para todo ¢t > 0.

Para finalmente encontrarmos taxas de decaimento para a norma da
energia e para a norma L? do problema de Cauchy vamos precisar de
um lema, anslogo ao Lema que estd demonstrado abaixo.

Lema 6.1.2 Sejamp > 1 e F(M) uma fungdo continua e positiva definida
da sequinte forma

F(M) =aly+bM? — M,
para M > 0, sendo a, b, Iy constantes positivas.

Entao, existe um inico Mo > 0 ponto de minimo absoluto de F(M) em
[0,00). Além disso, existe € > 0 tal que se 0 < Iy < € entdo F(Mo) < 0.

Demonstragao: E facil verificar que o unico ponto critico de F' é

1
1\7 1
My = —
’ (bp>

e que ele é ponto de minimo global. Além disso, F/(0) = alp > 0. Portanto,
se Iy for suficientemente pequeno, ou seja, existe € > 0 tal que Ip < € entao
F(Mo) < 0.
|
Agora, notamos que a fungdo M = M;i(t) definida em é nao-
negativa e satisfaz F'(Mi(t)) > 0 para todo ¢t > 0, devido a desigualdade
com F(M) a funcdo dada no Lema coma=b=C ecom

Io = [ (o, wn) |7 pr + Nl -0+ 11 (w0, wn) [ ra—s -

Portanto se 0 < Ip < ¢, € > 0 dado pelo Lema|6.1.2] devido & continui-

dade da funcao M;(t), existem somente duas possibilidades:

(i) Mi(t) < My, paratodo ¢>0
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ou

(ii) Mi(t) > My, paratodo ¢> 0.

Entretanto, notamos que
My (0) = |[(uo, w1) || 74— x pre-

Entao, assumindo que M;(0) < Mo (Mo o ponto de minimo global do
Lema [6.1.2)), segue que M1(t) < My para todo ¢ > 0, ou seja, a condigdo
que ¢ vélida é a condigao (i) acima.

Escolhendo uma constante K > 0 suficientemente grande tal que
2 2 2
Mo < K (|[(uo, un)l[Z15cpr + llunllii—1i0 + ll(wo, ua) Fzra—s a2,
concluimos da validade do item (i) que
Ity we) =5 sz < Klo(1+)” 720

para todo ¢ > 0.
Substituindo a estimativa da desigualdade acima em (6.1]) e usando o
Teorema de Plancherel concluimos que a norma da energia mais a norma

L? da solugio do problema (1.1} decai polinomialmente, ou seja,

[ (1l 4 1= + alaal + |(-2)2ul? + ) da
Rn

< CIo(1+1t)" 22,

para todo t > 0.

Pelas estimativas acima temos o teorema abaixo provado.

Teorema 6.1.1 Sejam 0 < § < 6, 0 < 6 < %, % << 2%6,17>1
inteiro e 2 — 20 < n < 8 — 26. Considere os dados iniciais

u € H* (R NL*R™) e w € HR")NL'R™)NW 1R

satisfazendo
O<Io§€6 M1(0)<M0

com e, Iy, Mo, M1(0) dados acima e no Lema Entao a sequinte esti-

133



mativa para a norma da energia mais a norma L? da solucdo é verdadeira
[ (el 4 1= + alaal + |(-8) 2 +uf*)da
R
< Clo(1+t)" 7=,
para todo t > 0.

Observamos aqui que a taxa encontrada acima é a mesma taxa encon-

trada para a norma da energia do problema linear (3.1]), como vemos no

Teorema item (i).

249
2

Da mesma forma que na secdo anterior, aqui encontramos taxas de

1
6.2 CasoO§5§9e§<9§

decaimento para a norma L? e para a norma da energia. Para fazer isso
vamos novamente usar a desigualdade ([6.2]).

Pela definigao de po = pg(§) em (4.4]) temos

j€1*°

po(§) = EW

1 2
paratodo&G]R"nocasoO<6<Oe§<9<%5

Assim, estimamos e~ 3P0 na baixa frequéncia e na alta frequéncia da

seguinte forma

i) Se [£] <1 temos py(&) > %\5\29 e desse modo temos

1 £ 260
e 5Pot < e ToleITE (6.7)

ii) Se |¢] > 1 temos pg(&) >

Entao,

para 0 < § < 6.

“5P0t < om0 para ¢ > 1. (6.8)

. . . . _1
Observamos aqui que a diferenca nas estimativas para e~ 576" neste

com o caso da se¢ao anterior ocorre na zona baixa frequéncia mas, mesmo
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assim, as estimativa sdo bem similares. Na alta frequéncia temos a mesma
estimativa, pois nos dois casos a definicao de py = po(f) é a mesma na
zona de alta frequéncia. Entao de forma andloga ao Lema obtemos o

lema a seguir .

Lema 6.2.1 Sejam p > 1 inteiro e 1 < n < 8 — 2§. Entdo para as

poténcias fraciondrias satisfazendo

1 249
<0< — < -
07(570, 2<97 2 )

246

<< —
ST S 2

N

e dados iniciais satisfazendo
u € H* °(R")NL*(R™) e w € H*R™)NL'(R™)NW 1R
tem-se

1Cuty we) 75 2

2
260

< C(H(Umul)”ilel + HU1||€‘V—1,1 + ||(u07u1)||?-14*5><H2)(1 +t)
t
+ C/ [l (w, ut)”i;pzl—atz(l +t—71) 20dr,
0

para todo t > 0.

Agora, multiplicando a estimativa do Lema por (1+ t)% temos

(1+6) 30 || (w, we) [ Fya=s 2

< C (o, un)lfpr + lunlf-na + oy )=o)

n

t
+c/ ()[4 e (L 8)35 (14 £ — 1)~ Fo .
0

Para t > 0 definimos a funcao

Mot) = sup (140 () () o (69)

A fung@o M definida acima é muito parecida com a fungdo M; definida

na se¢ao anterior, a diferenca entre elas é a taxa de decaimento.
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Da estimativa anterior e a definigdo de M>(t) temos

2 2 2
Ma(t) < O (lwo,un) 21 + v+ [0, 1) s 2
t

+ CMg(t)p/ (1+7)" 3 (1+1)
0

.

20(14+t— T)72LL9dT
< (1o ) B s + a v + 0, wn) oo ) + CMa(E),

para todo t > 0 onde C' é uma constante positiva, pois do Lema temos

n_

t
/ (47 BA40F (1 +t—7) Fdr <C = Cn,p,0)
0

quando % > 1, ou seja, 20 < n com C(n,p,d) uma constante positiva.

Portanto encontramos a seguinte desigualdade

Ma(t) < C(H(umul)ﬂilxu + lua i + H(uoaul)‘|§~14—5xH2> + CMi(t)",
(6.10)

para todo t > 0.

Para encontrarmos taxas de decaimento para a norma da energia e
para a norma L? do problema de Cauchy vamos usar o Lema
demonstrado na secao anterior.

Agora notamos que a fungdo Ma(t) definida em é ndo-negativa e
satisfaz F'(M2(t)) > 0 para todo t > 0 devido a desigualdade com
F(M) a fungdo dada no Lema[6.1.2) com a = b= C e com

To = [|(uo, un) |7 pr 4 lluallfy—10 + [0, ua)[[Fra—s g2

Anélogo ao final da segdo anterior existe € > 0 dado pelo Lema[6.1.2]

tal que para 0 < [p < e e
M2(0) = || (o, u1) || 5ra—s g2 < Mo. (6.11)

onde My é o ponto de minimo global da func¢do F'(M) do Lemal[6.1.2] segue
que M2(t) < My para todo t > 0.

Escolhendo uma constante K > 0 suficientemente grande tal que

MO S KIOa
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concluimos que

[y ) [Fra-s gz < KIo(1+1)73
para todo ¢ > 0.

Substituindo essa estimativa em (6.1) e usando o Teorema de Planche-
rel concluimos que a norma da energia mais a norma L? decai polinomial-

mente. Esses resultado sdo registrados no teorema a seguir.

1 2+6 1 240
Teorema 6.2.1 Sejam 0 < § <0, 7<9§%, §§’y§ %,p>1
inteiro e 20 < n < 8 — 240. Considere os dados iniciais

u € H* (R NL'(R™) e w € HR")NL'(R")NW 1R

satisfazendo
O<I()§6e M2(0)<M()

com g, In, My, M2(0) estao definidos acima. Entdo a seguinte estimativa

para a norma da energia mais a norma L? da solugio € verdadeira
[ (el 41020 + al sl + [9uf* + |uf?)de
R
< Clo(1+1t)" 28,
para todo t > 0.

Novamente observamos que a taxa encontrada acima, para as condigoes
sobre §, 6 consideradas nesta se¢do, é a mesma taxa encontrada para a

norma da energia do problema linear (3.1]), como podemos ver no Teorema

item (ii).
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Capitulo 7

Expansao Assintotica e
Taxa Otima: Problema

Linear

Neste capitulo encontramos uma expansao assintética para o problema
de Cauchy linear e usando essa expansao mostramos que as taxas de
decaimento da norma L? da solucio do problema linear encontradas no
Capitulo [4] sdo 6timas.

Os resultados apresentados neste capitulo foram publicados em 2016
na revista Journal of Mathematical Analysis and Applications (ver |17]).

Lembramos que no Capitulo Secdo encontramos a solugao do
problema linear no espaco de Fourier e a solugao é dada da seguinte

forma
a(t, &) = H(t,€)io + G(t, )i (7.1)
com p Mt At
(t,6) = N
N At _ Ayt



Aqui Ay e A_ séo as raizes caracteristicas que satisfazem a identidade
(L4 €)X + €A + [€* (1 + al¢]*) = 0,

para todo £ € R" e sdo dadas por

_ 1€ £ V1€ — 4[eP(+ (€)1 + alé?)

A . 7.2
: 2T+ 1) 72
Notamos que para [{]| < 1e 0 > % temos [¢]* < [¢|?. Entdo
614 — 4l (1 + 1€1*) (1 + alg)
= [€1" — 4J¢]* — 4Ie[**F* — daf¢|* — dafe|"T*
< —3JEf* — 4l — dafélt — dal¢]* T <0
para £ # 0.
Com isso concluimos que A+ sdo complexas, ou seja,
—|€129 + 4 A(1 25)(1 2) _ [£[40—-2
o - I AT P Ao ==

2(1+ [¢*)

1 . . ~
Quando 0 < 0 < 3 nao conseguimos afirmar se A+ sdo complexas ou
reais. Portanto, nesta secdo vamos considerar as seguintes condi¢oes sobre

as poténcias fracionarias

1 246
< - < —.
0<d6<O e 2<6‘_ 5

7.1 Expansao Assintética

Na Subsegéo vamos construir uma expansao assintética para a
solugéo (¢, £) na baixa frequéncia e mostraremos que a norma L? da dife-
renga entre a solugao 4(t,-) e a expansao assintética decai no tempo com
certa taxa. Na Subsecao também mostraremos que a norma L* da
diferenca da solugdo e a expanséo assintética encontrada na Subsegao [7.1.0]

decai, na regiao de alta frequéncia, com certa taxa no tempo.
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7.1.1 Zona de Baixa Frequéncia (|¢| < 1)

Sabemos que as rafzes caracteristicas, associadas a equagao (4.1) no
espago de Fourier sdo complexas e dadas por ([7.3).

Para simplificar as expressoes, vamos definir

g el VAT TP T alef) — e
A =gy © PO= 201+ %)

e assim podemos reescrever A1+ da seguinte forma
Ax = —a(§) £ ib().

Vamos encontrar a solugao explicita 4(t, £) como aparece no inicio deste

capitulo, usando a expressao acima para A+. Notamos que
Ay = A = (—a(§) +ib(€)) — (= a(§) — ib(§)) = 2ib(E),

e que

Mt _ Aot (—a©Fib(E)t _ (—a(§)—ib(e))t

€ — €

— () (ez‘b@)t _ e%b(s)t)

= e "2 5in (b()t) .

Também temos
Aper =t AZeMt = (= a(€) 4 ib(g))el T OO
_ ( —a(é) — ib({))e(_a(§)+ib(§))t
— e Oty e) (eib(@t _ e—z‘b(:)t)
4 e ©Otp(e) (eib(@t + 67ib<§)t)

= e “©"2ja(€) sin (b(€)t) + e~ 2ib(€) cos (b(E)t) .

Assim, concluimos que

At _ At 1

D N )
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e também que

% = 6’“(6”% sin(b(&)2) + e~ " cos (b(€)1)

Portanto a solugao 4(t,§) do problema de Cauchy (4.1) no espago de
Fourier, conforme (7.1, é dada da seguinte forma

a(t, €) = e~ cos (b()t) to0 + e*“@)t% sin (b(€)t) o

+ ol % sin (b(€)t) . (7.4)

Observagao 7.1.1 Usando o Teorema do Valor Médio encontramos as

sequintes identidades
(i) cos (b(£)t) — cos([€]t) = —t (b(€) — [¢]) sin(n(t, ),

com
n(t, &) = b(&)tp’ + |¢[t(1 — B')

para algum B € [0,1],
(it) sin (b(§)t) — sin(|€[t) =t (b(§) — [€]) cos(e(t, §)),

com
e(t, &) = b(EtB” + |¢t(1 — B")

para algum B" € [0,1].

Usando as identidades da Observagao podemos reescrever a solugao
dada em (7.4) da seguinte forma

ra(§)

a(t, €) = e O cos(|€|t) o + e~ ) sin (b(€)t) tio
— e O (b(€) — [¢]) sin(n(t, €))io + e*““”%@ sin(|¢|t)in

—a(e)t, (b(€) — I€]) X
+e2® tTg)cos(s(t,f))ul.

O termo da expansao assintética é determinado por uma combinagao

142



linear dos termos

efa(é)tcos(|§|t) e efa<§)t781n|(£\|§|t).

Agora, podemos reescrever a solugao 4(t, £) na seguinte forma

—a i t) .
e)¢sin([€]t)

a(t, &) = e~ 9" cos([¢[t)tio + e !

€]
+ e*“(f”% sin (b(E)t) o — ¢~ (b(€)  [¢]) sin(n(t, €))iio
o)t L1 in i e—a({)tw o
+ (b(g) |£|)s (1€lt)an + t b(E) cos(e(t, &))t.

Observagao 7.1.2 Usando a Transformada de Fourier podemos decompor

0s dados iniciais Uo e U1 na sequinte forma
a;(§) = A;(§) —iB;(§) + P, § ER",

para j = 0,1 (de modo similar como aparece no Lema para uma
funcio f € L'(R™)), sendo P;, A;, B; definidos por

'

Pj = Py, :/]R wj(x)dz, Aj:= Ay, Bj:=By

Usando a observacao acima vamos considerar a seguinte desejada ex-

pansao assintdtica

Poe™ " cos([€]t) + Ple’““”‘smw(glﬂt) '

Portanto, concluimos que a diferenca da solugéo (¢, £) do problema de
Cauchy (4.1) e a expansao assintética é dada por

_ pea©r sin(|€]t)
I€]

= (40(&) = iBo(©) ) e~ " cos(lelt) + (A1(€) — iB1(€) e

a(t,€) — Poe” “©" cos(|¢]t)

—a(&)t sin(|£|t)

sn( 1)
e O s (b€)e) 0 — e O"H(b(E) = [€]) snrn(t €))

e*a(ﬁ)t L_i sin o efa(E)t MCOSE i
+e O (g~ ) s + e G et
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Nomeamos agora as seis expressoes que aparecem no lado direito da

igualdade acima por

-Kw@=@m@4&@ywm@%g

o Ka(t,€) = (A0(€) — iBo(§) ) e~ cos([élt);

o Ks(t,&) = e—a@t% sin (b(€)t)o;

o Ku(t,6) = e ' (b(€) — [¢]) sin(n(t, €))ao;

o Ks(t,&) = —e Ot (b(fg(g—)lﬂ) sin|(£\|§\t) s

o Ks(t,&) = e~ Oty (%) cos(e(t,€))a.

A seguir vamos mostrar que é possivel estimar a norma L2, na baixa
frequéncia, dessas seis fungbes por uma taxa que seja melhor que a taxa

n—2
t~ 20 encontrada no Capitulo 4| para a norma L? da solucéo.

1 1
Teorema 7.1.1 Sejam o > 0 com 5 <0< min{g,é—i— 5} e0<d <2,

Considere os dados iniciais
u € L'(R") e w € L'(R")NL""(R")

com k € (0,min{1,d}]. Entao eziste eq positivo tal que a solugao u(t, &)

para o problema satisfaz

/IE|§1

< O (llwollZa + lluallFs + a1,

: 2
a(t, &) — Poe~ " cos (|¢]t) — Ple_a(f)tsml(# de

n72+aQ
)t_ 20

para todo t > 1.

Demonstragio: Mostraremos que a taxa de decaimento para a norma L2

na baixa frequéncia, da diferenga entre a solugdo no espaco de Fourier e a
~ P P _n—2+eq .

expansao assintotica, é da ordem t 20 para t suficientemente grande

(t >> 1). Precisamos estimar a norma L? das funcées K1, Ko K3, K4, K5

(S} Kﬁ.
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Para estimar K1(t,&), usando os Lemas e temos

€120 4
/ Ko (1, €)2de < / AL(E) — By (&) e T €] 2de
€< €<

1£29¢

< (K% + M) |21 / g2 2 g
€<

n+2k—2
<2AK? 4+ M)|lua |21t 26
para todo t > 0.

Agora vamos estimar K»(¢,£). Usando os Lemas e para todo
t > 1 temos

26
€177t

[ ot [ e - imore e
[€1<1 lg1<1

2 2 2 _le2%
<AL 4+ N )||u0|\L1/ e g
[€1<1
< 2(L* + N?)||uo|| 31t~ %
2 n+2k—2
S 2(L +N )HUOHth 290
pois nt2r=2 Sz%,jéqueo<n<1.
Para estimar K3(t,¢), primeiro notemos que
A1+ E70) (1 + afé]?) — "
> 4+ 4¢* +dafe]® + 40l 1> 3, (7.5)
1 2
pois temos |£]*°~2 < 1, para todo |¢] < 1e = < 0< %6
1 2
Entao para 5 <0< %6 temos
2 7‘“29; lg|*o—2 2
Ks(t 5 d€ S/ el+lel? Uo d€
J ot 0Pe < [ ey e
1,. _ _
< fHuoH%w/ e 402 4¢
|§|§1
n44 1 n42r—2
<z HUOHth 5 gHUOHth 2,

n-+2k—2 < n+40 — 2

para todo t > 1, pois 20 < 20

jAque2k—2<0<460 -2
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el0< k<1

Para estimar K4 (¢, £), notamos que para [£| < 1e % <0< 245 temos
pela desigualdade
21+ [E1*°) — AL+ [P (L + aféP) — 2 )~
2(1 + [€]%)

_ A [EP0)7 — 41+ [€7°) VA + [EPD) (1 + of¢]?) — [€[*—2
41+ 1€17°)?

L ACH e A+ afe?) — (€1

A1+ [¢[*)?

< 2+ +alg?) — VAQ+[E) (1 + alg]?) — [¢[* >

14 [€]%

o (241E +alg?)? — 401+ €)1+ algl®) + )2
T @+1E +aleP) + AT+ [EP) I + afeP) — 67
< e+ o?lg]t + €72 — 2agPT

- 243

<c(le + el +1¢*7?).

Entéo concluimos da defini¢ao de b(¢) dada no inicio desta subsegao

que

[ o
[€1<1

2
s o (_ VAOEEP)( + ol€P)
</m§1e FIEET g7 (1 ) ) |dio|*d

L2 2 2 (148 4 40-2 Jg'jet
< Claollzt® [ 16 (11" + 161" + e 7)e 7 de
lg1<1

_ le?%
< Clfollt® [ (169047 + I+ 1e1*) e ag
£I<1

n44542
0

< Clluoll32# (¢

= CJuoll3 (¢

+ 7 )

_ n445+2-46 _nt6-46
20 t

20 _A,_t*%)_

Notamos aqui que para todo t > 1 temos na estimativa para K4 que

‘Q
|

_n _n42r—2 _n445+2-46 _nt2r—2
t720 <t 20 et 20 <t 20

)
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pois
464+2—-40>46—-2—-20=26—-2>2k—2

para1<0<2+6

5 < e < k<.

. _ n+6-—46 .
Para a taxa de decaimento ¢ 20 notamos que —2 < 6 — 46 pois

1 2+6
5 <6< %, com 0 < ¢ < 2, o que implica 8 < 2. Aqui foi preciso
restringir a condigdo sobre 6 para encontrarmos uma estimativa boa para

K4. Entao podemos considerar € > 0 tal que —2 + ¢ < 6 — 46 e portanto

temos
_n+6—-46 _n—2+4e€
20 <t 20

t

1 2
Assim, para 3 <0< %5 temos

2+eq

/W Kt ) 2d€ < Cluoll2t™ "5,

com &1 = min{2k, e}.

Agora vamos estimar K5(t,£). Temos

’ 2(1 + ¢1*°)

VAT €)1 + ale]) - [0

24 2¢[ — /AT + EP) (1 + ale ) — [Eo2 |
AL+ [EP) (L + aleP) — [0

24 206 — AL+ [EP) (1 + ale) — g2’

V3

‘<>
b(E)

IN

pois para todo £ <1

VAL ) (1 + al€f?) — (€172 > V3.

Agora, multiplicando a tltima estimativa pelo conjugado de seu nume-
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rador obtemos

2
<

44 8J€1%° + alg]" - (40 + €)1+ ale?) — Jg )|

V3(2+20€1% + AL+ [€[*) (1 + ale]?) — [€]40—2)

'b(é) — ]
b(€)

2

< ‘8|£|26 + 41€*° — 4€)*° — dal¢]® — dagPT + |¢]* 2

< b

< (8|§|25 +AIEN" +41€1* + 4a)€]® + dalgT + |5|4ez)2
< o

<c(lel +lel* +1e),

para todo [¢] < 1.
Entéo, encontramos a seguinte estimativa para Ks(t,§)

2

—1€12%¢
K 2q L€ ¢ 72
/m§| S(£6)] fS/mgleH € |25

<C 2 7@ —2(| 146 4 80—4
< Cllua||za e e 1€ (1€17° + €7 + [€] d¢
<1

2 7@ 452 2 80—6
< Cllua|za e €777 + €17 + [¢] d¢
[€1<1

n4456—2 n+2

+ n+80-6
§C||U1||il(t7 20 4t 20 4t 20 )

n—2-+2k n-+ 2

A dicdo 0 1 impli
condicao 0 < kK < 1 implica que 20 S
_nt2 —242

t~"26 <t = para todo t > 1.

, ou seja, temos

n—2446 n—242k
Também temos t~ 20 <t~ 20 paratodot > 1, pois —2+ 2k <

—2 42§ < —2 + 46, se considerarmos 0 < K < J.

1 2
Como5<9§%6tem0589—6>—20u89—62—2+5paraum

€ > 0 suficientemente pequeno. Entao

n+ 80 —6 >n72+5
20 - 260

. _ n480—6 _ n—24e
ou seja, t 20 <t~ 20 | paratodot > 1.

Portanto, definindo €2 = min{2x, e} temos

n—24eg

/W K5 (£, €)[2dE < Clua |2t "0

148



Finalmente, sobre Kg(t,£) precisamos de uma estimativa um pouco

mais delicada. Vamos usar o Teorema do Valor Médio conforme segue

_ 2(1 + [¢[*) o 2
(1 AT )1+ alel) = |5|49_2) = (1'BoléD Ie1)

< (g +lel* + 1),

com

2(1 4 r*°
) = AN
VAL +72)(1 + ar?) — r4-2
pois f(0) =1, onde By € [0, 1].
Notamos que derivando f em relagao a r temos f’(r) dada pela seguinte

expressao

46r20-1 (4(1 + 721+ ar?) — 7”48_2)
3

(4(1 +729) (14 ar?) — 7’49*2> ?

flr) =

A(1 + 129) (8&25—1 4 8ar + 8a(2 + 0)r20 L — (40 — 2)r49—3)

3
<4(1 + 7201+ ar?) — 1"49*2) :
Entao é facil verificar que

|f'(r)\ < C(r%*l +r+r4973>

para 0 <r < 1.

Concluimos entao que

/ | Ko(t, €)|d¢
[¢1<1

it 2(1+ [¢[*) t
<t e (1 — J
- /|€I§16 : < \/4(1+ [€129) (1 + al€]2) — |€]40-2 |d1]"dg

<O 2 - ‘5|229t 45 4 80—4
<Ol | e (1™ + Jel* + 1%~ de
<1

n+446 n+4 n+80—4
< Cllus]|7a tQ(t‘ 20 ft 20 4t 20 )

9  n445-—46 n44—46  n440-4
§C||u1\|L1<t A )
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. 1 2446
Como estamos considerando 5 <0< % temos, para todo t > 1,

n4+40—4 n—2

tm 20 <t~ ST com ¢ > 0 escolhido de modo que 40 > 2 + .

1 1
Também, para 5 <0<+ 5 segue que 46 42 > 40 e disso resulta que
46 — 40 > —2. Entao podemos fixar € tal que 40 — 46 > —2 + &. Portanto

temos

n+45—46 n—2+4¢&
260 26

t <t
para todo t > 1.

1
Agora, considerando a condicao 5 <0< % segue que 4 — 40 > —2 ou

4 —40 > —2 + € para algum € > 0. Com isso obtemos

_nt4-46 _n—24¢
20 t 20

para todo t > 1.

Finalmente, tomando €3 = min{e, £,&} e restringindo # de modo que
1 3 1
3 < 0 < min {5, 0+ 5}, obtemos a seguinte estimativa para Ks(¢, &)

n—24eg

/|§\< Ko (t, ) 2de < Ol |22t~
_1

Combinando as estimativas acima concluimos a demonstragdo desse
teorema. u
Para conseguirmos boas estimativas para K4 e K¢ tivemos que restrin-

gir a condicao sobre 0. Gostarfamos de retirar essa condicdo e mostrar que
244
2

1
o Teorema [7.1.1| vale para 5 <6< , mas usando esse método, isso

néo foi possivel.

7.1.2 Zona de Alta Frequéncia (|¢| > 1)

Para mostrar que a norma L? da diferenca entre a solucio (t, £) com o
perfil assintético encontrado na subsecao anterior decai com uma taxa boa

na alta frequéncia, vamos usar a seguinte estimativa encontrada no Lema

[£333] do Capitulo [

» _n
/‘§|>1 la(t, €)2de < Ce™ B (lluallZs + luoll%2), (7.6)
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quevaleparaOS@SQTMeO<§<9.

Agora considerando % <6< ? 0 < § < 0 e as definigoes de Py e

P] temos
a(&)t agtsm(|£|t)
P()e © COS(|£‘1)+P]€ ® 7| | dé

/lﬁ\Zl
16120

1£12%+¢
</5\>1 [Paffe e Sm| (||2'5‘t)+|P| e THE cos® (|¢]t)de

1£12%¢

g(\P1|2+|P0|2)/ ¢TI ge
[€1>1

) N | |e|20-26,
(AP irp) [
[g1=>1

) ot 2925,
(AP +IRP)et [ e
[§]1>1
usando o Lema temos a seguinte estimativa para o perfil assintético
/ Pye ) cos (|¢]t) + Pre —a(§)t bm‘(‘f‘t) de
[g1>1

<C(|lurll2s + luol|2:)e™ 5~ 20753, (7.7)

para todo ¢t > 0, com C' uma constante positiva dependendo de 6, § e n.

A estimativa acima permite provar o préximo teorema.

Teorema 7.1.2 Se]am1<9<27+6 0<d§d<be

up € H*R™)NL'(RY) e w € H(R")NL'(R™).

Entao a solugao 4(t,&) do problema satisfaz
. 2
[ Jatee) - pem @D g cos i
lél>1 &l
kt

< O (sl + wolse + st + ol )™,

para todo t > 1, com C e k constantes positivas.

Demonstragao: A prova é obtida usando as estimativas (7.6)) e (7.7) para
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concluir que

sin (|¢[t) ?
/ a(t,€) — Pre” == 000 — Poem O cos (€]t)| dé
le|>1 14
. 2
_ t _
S/ |ﬁ(t7f)|2d§+/ Pre a(oye $in (€]) + Pye” “®' cos (|€]t)| de
le|>1 le|>1 €]
<Ce 3 (Ilunls + luollz2 ) + C (Jluall3 + luol? ) e~ ¢~ 2%28
<O (s + uoll e + e + uoll?) e,
. n 1
para todo t > 1, com k = min 2l |

7.2 Taxas Otimas

Para mostrar que as taxas encontradas no Capitulo [4| para a norma L?
da solugao sdo 6timas, vamos usar as estimativas para a diferencga entre a
solugdo @ e o perfil assintético, feitas na Segdo

Nosso objetivo é mostrar o seguinte resultado:

Teorema 7.2.1 Sejam n > 3, P # 0 com % <0< min{;é—i—%},
0<0<80, ke (0,min{l,0}) e

u € H*R")NL'R™) e w e H(R")NL'(R™) N LY (R™).

Entdo, existem constantes C1 > 0, C2 > 0 e to > 0 suficientemente

grande tal que para todo t > to vale
_n=2 _n=2
CrlPuft™ 7 < lu(t, )|l < Cat™ 7,
sendo u(t,z) a dnica solug¢do do problema de Cauchy .
Demonstragao: Pelo Teorema [4.4.4] temos
_n—2
lu(t, )| < Cot™ 5@,

com (2 > 0 uma constante que depende dos dados iniciais.
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Usando os Teoremas [[.1.1] e [[.1.2] obtemos

a(t, ) — P1efa(§)tsml($ — Poe™ " cos (I¢[t)

_ Kkt
> =C(Jlurll3s + llwollFrs + llua 3 + lluol31 )2
7n72+5
= C(Jhallfs + ol + llualFas )¢50, (7.8)
com k e g9 constantes positivas.
Também, pelo Lema [2.5.2] temos
2 || —a(e)t 2
[Pol? e " cos (I¢Je)|
—112%¢ —112%¢
= |Po|? e HERT cos® (|€[t)dE + |Pol® e+ cos® (|¢[t)d¢
[€1<1 lg1>1
) —1€]29%¢ ) —1€129%¢
< |Pol e+ d¢ + | Pyl e1+1€2? g¢
le|<1 le>1
< C\Po|2(t’% it 26326) < O|Po|?t %, (7.9)

pois estamos considerando 0 < § < 6.

Além disso, pelo Lema [2.5.5] temos a seguinte estimativa
a i t _n=2
i eror 08| 5 oy, (7.10)

para todo t > to com to > 0 suficientemente grande.

Para conseguir a estimativa por baixo, usando Teorema de Plancherel,

notamos que valem as seguintes estimativas na norma L?:

l[ut, ) = llact )l =

ooy sin (€]t L
pemeorsnlel) |, po (5)tCOS(|§|t)H

14
— |a(t.) - Ple*“@”ismé"f't) — Poe™ " cos ([¢]t)
—a i t —a
2 ) oS om0 cos (o)
—Jja(t, ) — Plefa(g)tw — Poe™ " cos (I¢[t)

§
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Combinando as estimativas (7.8), (7.9) e (7.10), finalmente chegamos

a seguinte desigualdade:

lu(t, )| > ClP "0 — C| |t

_ n—2+eg
= O (Ml 4l + o F )¢50
_kt
2

= C(Jlurllizs + llwollzre + lhualF + lluol31 )e (7.11)

para todo t > to com to > 0 suficientemente grande e com 0 < § < 0 e

1 1
— < 0 < min {g,d + 5} Assim, da estimativa (|7.11)) e da hipdtese que

2
Py # 0, concluimos que existe uma constante positiva C1, tal que

n—2
u(t, )| = Ci|Prft™ 0

para t suficientemente grande.
[
Conclusao: O Teorema nos diz que a taxa de decaimento poli-

-2
n40 para a norma L? da solucéo u(t,z) do problema de Cauchy
1

1
éétimanocasoemquenZS,0<6§9e§<0<min{g,6+§}.

ara outros casos envolvendo n, § e 6 a otimalidade das taxas de decai-

nomial

mento da norma L? da solucdo do problema linear encontradas no Capitulo

4, permanece um problema em aberto.
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