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Resumo

Dado um grupdide G localmente compacto, hausdortf e étale, es-
tudamos representacoes da *-algebra C'c(G) a fim de construir as C*-
algebras cheia e reduzida de G.

Conseguimos caracterizar a simplicidade da C*-dlgebra cheia, a par-
tir de certas propriedades topologicas de G. Finalmente, fazemos o uso
do teorema principal para discutir a simplicidade de certas C*-4lgebras

bem conhecidas.
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Abstract

Given a groupoid G locally compact, hausdorff and étale, we study
representations of the *-algebra C¢(G) ir order to build the full and the
reduced C*-algebras.

We accomplish a caracterization of the full C*-algebras’ simplicity,
from certain topological properties of G. Finally, we apply the main
theorem in order to discuss the simplicity of some well known C*-

algebras.
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Introducao

A esséncia deste trabalho €, além de caracterizar a simplicidade da
C*-algebra de um grupoéide, estudar grupodides em si e temas relaci-
onados com os mesmos. Um grupdide pode ser definido como uma
categoria pequena na qual todo morfismo é isomorfismo e é uma estru-
tura que permeia varias areas em Matemaética. Para referéncias sobre
o tema, recomendamos [7], de onde nos baseamos para escrever o pri-
meiro capitulo deste trabalho. Citamos ainda o livro de Jean Renault
[13] que é uma referéncia classica para o assunto.

Como é comum em Algebra de Operadores, a partir de uma estru-
tura base tenta-se construir de maneira inteligente C*-algebras. Neste
caso, o trabalho em questao estara interessado em, a partir de um gru-
poéide topoldgico com certas propriedades particulares, construir C*-
algebras destes grupéides. Esta teoria é muito estudada e ja se mostrou
muito util, uma vez que varias C*-algebras conhecidas acabam sendo

isomorfas & C*-algebra de um certo grupéide. Por exemplo, considere



H um grupo discreto agindo em um espago X localmente compacto e
Hausdorff. O produto cruzado desta agao é isomorfo a C*-dlgebra do
grup6ide de transformacao de tal acao. Tal resultado é bem conhecido
na area de Algebras de Operadores e pode ser deduzido de resultados
mais gerais, tais como o principal resultado em [I]. Outros exemplos
classicos de C*-algebras isomorfas & C*-algebras de grupdides sao as
Algebras de Rotacdo e Algebras de Cuntz, que serdo discutidas no final
deste trabalho.

A classe de grupodides em que estaremos interessados neste traba-
lho é a dos grupdides étale, localmente compacto e Hausdorff. Iremos
trabalhar principalmente com grupoéides efetivos e minimais. Grupo6i-
des principais e topologicamente principais formam uma classe especial
de grupdides efetivos e também serdo abordados e estudados. Além
destes, trataremos rapidamente de grupoides amenable, uma classe de
grupdides muito interessante e que estao bastante relacionados com o
teorema principal desta dissertacao.

A principal referéncia deste trabalho é a [10] e o Teorema 5.1 desta
referéncia, citado abaixo, é o teorema base da dissertacao.

Teorema. (Teorema 5.1 de [I0]) Seja G um grupoéide étale, lo-
calmente compacto e Hausdorff e que satisfaz o segundo axioma de
enumerabilidade. Entdo C*(G) é simples se e somente se as condigbes

a seguir forem satisfeitas:

1) C*(G) = Cx(G),



2) G topologicamente principal,

3) G minimal.

Ainda na referéncia [I0], o Lema 3.1 da mesma nos afirma que to-
pologicamente principal implica em efetivo e que vale o contrério caso
o grupoide satisfaca o segundo axioma de enumerabilidade. Ademais,
durante a fase de preparacgdo, conseguimos concluir que poderiamos
omitir a hipotese de G satisfazer o segundo axioma de enumerabili-
dade caso trocassemos topologicamente principal por efetivo e assim o
fizemos, ou seja, mostramos o seguinte resultado:

Teorema. (Teorema Principal) Seja G um grupoide étale, local-
mente compacto e Hausdorff. Entdo C*(G) é simples se e somente se
as condicoes a seguir forem satisfeitas:

1) C*(G) =~ C}(G),

2) G efetivo,

3) G minimal.

Além disso, na Secdo 4.3, serd exposto ao leitor um roteiro indi-
cando que o teorema principal pode ser escrito em termos de grupodides
amenable da seguinte forma:

Teorema. (Teorema Principal em termos de Amenabilidade) Seja
G um grupdide étale, localmente compacto e Hausdorff. Entdo C*(G)
é simples se e somente se G for amenable, minimal e efetivo.

Uma vez que o trabalho é baseado em um teorema principal e que

tal demonstracao é bastante técnica, a seguir é exposto ao leitor uma



breve estratégia da demonstracido e das construgoes fundamentais ao
longo do texto. Considere G um grupodide étale, localmente compacto e
Hausdorff. Definindo C.(G) o conjunto das fungdes continuas f : G —
C com suporte compacto, o Teorema 1 do trabalho mostra que C.(G)
possui uma estrutura de *-algebra. A fim de construir as C*-algebras
cheia e reduzida de G, estudamos representagdes de C.(G), ou seja,
*-homomorfismos C.(G) — B(H), onde H é um espago de Hilbert.
Em particular, na Secao 3.2 construimos a representacao regular de
C.(G), denotada por 7y, € mostramos que esta representagao ¢ fiel.
Assim, estamos em condig¢oes de definir as C*-algebras cheia e reduzida.
Ambas sdo completamentos de C.(G), com respeito as seguintes C*-

normas:

Para f € C.(G),

[fllu := sup [[7(f)I,
T rep
£ 1l = {lmx (O,

onde |||, € a norma da C*-cheia e |.||, é da reduzida.

Tendo construido as C*-algebras, estamos em condicoes de discutir
o teorema principal. Ainda no contexto de representacoes, a Proposicao
26 constréi, para cada v € G(°), uma representacao de C*(G), deno-

tada por ,). Usamos estas representagoes para estudar a representa¢ao



soma direta de ) (para u € G(O)) e concluir que tal representacao é
injetiva quando restrita & Cy(G(?)). Com isto, conseguimos demonstrar
a Proposicao 27, fundamental para o trabalho. Tal proposicao estuda
grupoides efetivos e os relaciona com ideais das C*’s cheia e reduzida.
A seguir, apés uma série de resultados auxiliares, conseguimos con-
cluir a Proposicao 28, que, no mesmo estilo da Proposicao 27, relaciona
grupdides minimais com ideais das C*-algebras.

Uma vez demonstradas as proposicoes 27 e 28, o teorema funda-
mental, Teorema 4 no texto, segue de maneira muito simples.

O trabalho contém 4 capitulos, organizados como segue:

No primeiro capitulo, abordamos a teoria elementar de grupoides.
Comecamos estudando grupdides num contexto algébrico, para poste-
riormente definir e estudar propriedades de grupdides topologicos. Da-
mos um foco especial & classe dos grupdides étale, localmente compacto
e Hausdorff, que serdo abordados por todo o texto. E neste capitulo
que provamos inimeras propriedades a respeito de tais grupdéides e que
serao fundamentais para as construcoes feitas nos capitulos 2 e 3. Ter-
minamos o capitulo com exemplos variados, desde os mais bésicos até
exemplos mais complexos. Em particular, estudamos acoes de grupos,
grup6ides de transformagao e mostramos que existe uma equivaléncia
entre certas agoes e seus respectivos grupoéides de transformacao. Este
capitulo foi baseado nas referéncias [9] e [7] para as propriedades de

grup6ides e os exemplos mais basicos. O exemplo mais elaborado do



capitulo e provavelmente do texto, foi retirado de [18].

No segundo capitulo, ja estamos interessados basicamente em gru-
péides topolédgicos. O objetivo deste capitulo é fazer a construcao da *-
algebra C.(G) para G um grupoide étale, localmente compacto e Haus-
dorff. Um capitulo pequeno mas técnico, fundamental para definirmos
as C*-algebras de grupdides, no capitulo seguinte. As referéncias [9] e
[17] foram as mais usadas nesta parte do texto.

O terceiro capitulo consagra a construcao das C*-algebras cheia e
reduzida de um grupdide étale, localmente compacto e Hausdorff. Am-
bas C*-algebras sdo completamentos da *-algebra C.(G) construida no
capitulo anterior. Para podermos definir as normas que serdao usadas
nos completamentos, estudamos representagoes de C.(G). Em parti-
cular, estudamos a representagao regular de C.(G), base para a cons-
trucao da C*-reduzida, e também mostramos que esta representacao
é injetiva, fato extremamente 1util para justificarmos que a até entao
C*-seminorma que dé origem & C*-cheia é, de fato, uma C*-norma.
Concluimos o capitulo mostrando que Co(G(?)) pode ser vista como
sub-C*-algebra de C*(G), fato de grande valia para uma construgao no
capitulo seguinte. Novamente, as referéncias [9] e [I7] foram as mais
usadas neste capitulo.

O quarto e ultimo capitulo trata dos resultados principais deste
trabalho. Comecamos o capitulo estudando um pouco mais a fundo

grup6ides. Em particular, grup6ides minimais e efetivos sao estudados



com mais detalhes e sdo apresentadas proposi¢oes que caracterizam
convenientemente tais grupoéides. Posteriormente apresentamos varias
construcgoes importantes por si s6, que nos levam a concluir o resultado
principal de maneira bem simples, apenas combinando os resultados an-
teriores. Entdo abordamos de maneira expositiva o conceito de amena-
bilidade para grupéides. Citamos varios fatos conhecidos e referéncias
para o tema. Em particular, diante dos fatos citados, conseguiremos
reescrever o teorema principal em termos de amenabilidade. Final-
mente concluimos o trabalho com uma secao de exemplos e aplicacoes
do teorema principal. Nesta secdo, o objetivo é provar a simplicidade
ou a nao simplicidade de certas C*-algebras fazendo uso do teorema
principal. Estudamos grupéides discretos e retomamos os assuntos de
acoes de grupos e grupdides de transformacao. Também tratamos de
C*-algebras de grupos, além das Algebras de Rotacdo e de Cuntz. A
referéncia mais usada neste capitulo foi a [I0], artigo base para esta
dissertacdo. Muitas outras referéncias foram usadas para construir a
Secao 4.3 e estas sao citadas no decorrer da secao.

Os pré-requisitos para esta dissertagao sao poucos. Consideramos
que o leitor conheca um basico de Topologia e de Algebra de Ope-
radores, no nivel da referéncia [§], por exemplo. Na tdltima segdo do
trabalho temas mais avancados sdo abordados. Recomendamos [6], [2]
e [15] para temas como C*-universal, Algebras de Rotacio e Produtos

Cruzados.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Grupdides e Categorias

Este capitulo trata de apresentar defini¢oes e propriedades bésicas a
respeito de grupoéides. Em particular, nesta se¢ao, iremos tratar apenas
o caso algébrico, além de justificar que podemos estudar grupoides com

um viés categorico.

Definigdo 1. Sejam G um conjunto e G C G x G. Entio G é um
grupéide se ezistirem aplicagoes (v,n) — vy de G em G ey — v~ !
de G em G (chamados, respectivamente, de multiplicacdo e inversa)
tais que:

(a) (Associatividade) Se (v,1) e (n,€) estio em G2, entio (yn,€)

e (7,n€) estio em G2 e wvale que (yn)& = y(nf).



(b) (Propriedade involutiva (ou involug¢do)) Para qualquer v € G,

vale que (v~1) "' =1,
(¢) (Lei do cancelamento) Para qualquer v € G, tem-se que

(v717) € G e se (y,n) € GO, entio v~ (yn) =n e (yn)n~' = .

O conjunto G® & chamado de conjunto dos pares componiveis. Um
elemento (y,71) € G ¢é dito um par componivel e y~! é dito o inverso

de 7.

Definigao 2. Seja G um grupdide. O conjunto dos elementos v € G

1

tais que v = v~ = ~2 € denotado por G\° e chamado de espaco de

unidades de G. A funcio r : G — GO definida por r(y) = vy~ ¢é
chamada de range e a funcio s : G — G©) definida por s(y) =~y 'y é

chamada de source.

Para qualquer v € GO definimos G, := s~ (y) e GY =r71(v).

A proposicao a seguir mostra algumas propriedades bésicas dos con-

juntos e mapas definidos acima.

Proposigao 1. Seja G um grupdide. Entdo vale que:
(a) Dados v,n € G, temos que (v,n) € G se, e somente se s(y) =
r(1n)-
(b) Se (v,n) € G, entao r(yn) = r(v) e s(yn) = s(n).
(¢) Para qualquer v € G, tem-se que s(v) = r(y~1) er(y) = s(y71).
(d) Se (v,m) € GP), entio (n~',v') € G? e temos que

(ym)~t=n"ty7



(e) Para qualquer v € G, tem-se que s(v), r(y) € G©). Ademais, r
e s sio retragoes em GO,

(f) Para qualquer v € G, temos que (r(7),7), (7, (7)) € G® e vale
que T(y)y =7 =75(7).
Demonstragao: (a) Sejam 7,7 € G tais que (v,7) € G@?. A lei do
cancelamento garante que (y~!,7) € G®). Usando a associatividade,

temos que (y~'v,1) € G, de modo que

(v ="t m) =,

onde a igualdade da direita segue da lei do cancelamento.
Novamente pela lei do cancelamento, temos que (1,771) € G,
Assim, podemos escrever

m = (v Tmm Tt =7y,

onde a igualdade da direita é novamente justificada pela lei do cance-

!, ou seja, s(v) =r(n).

lamento. Portanto, concluimos que vy~ 'y = nn~

Agora suponha que s(vy) = 7(n). Temos que (y,7~!) € G, donde
segue que (v,7 ) € G usando a associatividade. Por hipétese,
vty = ', de modo que (y,mm~') € G®. Analogamente, mostra-
se que (qn~1,n) € G®) . Assim, usando a associatividade, segue que

(v, (m~1)n) € G?). Mas a lei do cancelamento garante que (nn~')n =

71, donde segue o resultado.

10



(c) Seja v € G. Usando a involugdo, temos

A outra igualdade é analoga.

(b) Se (v,1) € G®| entdo vy € G, de modo que ((yn)~',yn) €
G®). Ademais, (v,17) € G® também garante que (yn,n~ ') € G®.
Dai, pela associatividade, temos que ((yn)~%, (yn)n~!) € G, ou seja,
((yn)~1,7) € GP, pela lei do cancelamento. Agora, usando o item
(a), temos s((yn)~1) = r(7). Pelo item (c), temos s((yn)~!) = r(yn),
donde segue o resultado. O outro caso é analogo.

(d) Combinando os itens ja demonstrados, temos que, se (y,n) €
G®@, entdo s(y) = (1), de modo que r(y~1) = s(n~!), o que garante
que (n~1,y~ 1) € GO,

Ademais, (1) = s(yn) = r((yn)~") garante que (1, (yn)~') € G®,
de modo que (n7'n)(yn)~t = (yn)~!, pela lei do cancelamento. Por

outro lado, usando a associatividade e a lei do cancelamento, obtemos

—-1,.—-1

Tt = (7 ) ()

= 'O om)em) T = ) ()

donde segue o resultado.

(e) Usando os itens anteriores, temos que, para qualquer v € G,

11



Além disso, r(s(y)) = r(s(y)™!) = s(s(y)), o que garante que

(5(7),5(7)) € GP. Pela lei do cancelamento, segue que

s(Ms(7) = (D =7"1r = s(v),

ou seja, s(y) € G, Usando que r(y) = s(y~'), segue também que
r(y) € GO,

Agora, para qualquer v € G0, temos que

o0 que mostra que 7 e s sdo retragdes em G(©).
(f) Seja v € G. Mais uma vez fazendo o uso dos itens anteriores,

temos que

s(r(v) =s(y™ ) =s(v") =r(v),

o que mostra que (7(7),v) € G?). Dai, pela lei do cancelamento, segue

que

r()y ="y =1.

12



O outro caso é andlogo. Fica, portanto, demonstrada a proposi¢ao.

1.1.1 Grupodides como categorias

Grupoides também podem ser definidos em termos de categorias.
Lembramos que uma categoria C consiste de:

(7) uma classe de objetos Ob(C);

(7) para todo par (u,v) de objetos em C, existe um conjunto de
morfismos Home (u,v) de u para v;

(7i1) para qualquer objeto w em Ob(C), existe um unico morfismo
I, em Hom¢(w, w) chamado morfismo identidade;

(iv) para quaisquer objetos u, v, w em Ob(C), existe uma fungdo

Home (u, v) x Home (v, w) — Home (u, w)

(f,9) > gof

chamada composicao de morfismos, que satisfaz o seguintes axiomas:
(a) para quaisquer objetos u e v, o morfismo identidade I,, satisfaz
fol, = fel,og = g, para quaisquer f € Hom¢(u,v) e g € Home (v, u);
(b) a composigao é associativa, ou seja, para quaisquer f € Home (u, v),
g € Home (v, w) e h € Home(w, 2), temos que
ho(gof)=(hog)of.

f 1
Escrevemos w———v ou f : u — v, para indicar que temos um

13



morfismo f € Home(u,v). Ademais, u é denominado por dominio de f
e v codominio de f. A colecdo de todos o morfismos é denotado por
Hom(C).

Também lembramos que uma categoria é dita pequena se o Ob(C)
e Hom(C) sdo conjuntos. Ademais, um morfismo f : v — v é um
isomorfismo se existir um morfismo g : v — w tal que fog =1, e
go f =1I,, tal morfismo g é denotado por f~ 1.

Com isso, estamos em condicoes de definir um grupoéide em termos

de categorias:

Defini¢ao 3. Um grupdide é uma categoria pequena na qual todos os

morfismos sao isomorfismos.

A defini¢do acima, além de elegante, ¢ muito util, visto que possi-
bilita uma interpretacao geométrica do grupdéide. Neste trabalho, usa-
remos essencialmente a primeira definicdo, mas, a fim de completude,
vamos mostrar que tais defini¢oes coincidem e como podemos fazer tal
interpretagao geométrica.

Seja G uma categoria pequena na qual todos os morfismos sdo iso-
morfismos. Defina G := Hom(G). E imediato ver que existe uma corres-
pendéncia biunivoca entre os objetos de uma categoria e os morfismos

identidade, ou seja,

{u € Ob(G)} + {I, € Hom(G) |u € Ob(G)}

14



u<+— I,

de modo que podemos definir G(©) := Ob(G) e, via a correspondeéncia,
termos que G0 ¢ G.

Uma vez que todo morfismo é isomorfismo, podemos definir a in-
versao em G da maneira obvia. Ademais, para qualquer morfismo

v :u — v, definimos as fung¢des source e range por

5:G =G0y

r:G— Gy,

ou seja, estamos interpretando v como uma flecha de u = s(v) para

v=1(7)

Assim, dados quaisquer morfismos v : v — w e 7 : u — v, a funcao

composi¢ao garante que

onde v = s() = r(n), 0 que nos motiva a definir

G® = {(7.n) € Hom(G) x Hom(G) | s(7) = r(n)},
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de tal forma que a multiplicagdo em G é definida por

G® = G (v.n) = yon:=.

Observamos que, para qualquer morfismo 7 : u — v, temos vy~ ! =

I, e v~y = I,,. Dai, usando a correspondéncia acima, podemos iden-
tificar I, = v = r(y) e I, = u = s(7y). Também é facil perceber que,
novamente via a correspondéncia, G(°) é exatamente o conjunto dos

1

morfismos 7 tais que v = v~ = ~2. De fato, ¢ claro que qualquer I,

satisfaz I, = I,” ' = I,,2. Por outro lado, dado um morfismo 7 : u — v

1 1 2

tal que v = 4~ :72,temosu:v,vistoque'yzw_,ewzw

1 = ~, de modo que v € G,

garante que vy~ ! = I, = vy~

Finalmente, a partir das defini¢bes da categoria G, é imediato verifi-
car as outras propriedades restantes para garantir que G é um grupoide,
de acordo com a definicao 1.

Agora, devemos mostrar que, a partir de um grupoide G fixado,
podemos enxergar G como uma categoria pequena G onde os morfis-
mos sdo isomorfismos. De fato, defina Ob(G) := G(©) e Hom(G) := G.
Comegamos por observar que, uma vez que G é um conjunto, natural-
mente a categoria G serd pequena.

Qualquer v € G é interpretado como v € Homg(s(7), (7)), de
modo que a multiplicagdo do grupdéide garante a boa defini¢do da funcao

composicdo. Mais precisamente, sejam 7,7 € G tais que (vy,n) € G®),

ou seja, s(v) = r(n). Segue que yn = £ € G satisfaz s(§) = s(n) e
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r(€) = r(). Assim, a fungdo composigao

Homg(s(n),7(n)) x Homg(s(7), (7)) — Homg (s(£),r(£))

(n,7) = yoni=an=¢

estd bem definida. Ademais, a associatividade do grupoide garante a
associatividade da composi¢cdo dos morfismos.

Também é claro que a inversao do grupoéide garante que todo v € G
visto como morfismo sera um isomorfismo. Finalmente, vamos construir
os morfismos identidade para qualquer u € G, Uma vez que u =
s(u) = r(u) e que G°) C G, podemos definir I, sendo exatamente u €
G. Dali, é claro que para quaisquer 7,7 € G tais que s(v) = u = r(n),
temos que you = yu = vs(y) = vy e uon = un = r(n)n = n, garantindo
a propriedade dos morfismos identidade. Fica assim demonstrada a

equivaléncia entre as defini¢cOes apresentadas.

1.2 Grupodides Topologicos

Até entdo, tratamos de grupoides apenas no contexto algébrico. No
entanto, podemos muni-los com topologias, enriquecendo bastante sua
estrutura. De fato, neste trabalho, estaremos interessados em grupéides

com topologia, conhecidos como grupoéides topologicos. Mais precisa-
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mente:

Definigao 4. Seja G um grupdide com uma estrutura de espago topo-
légico. Considere G®) com a topologia induzida da topologia produto e
GO com a topologia induzida. Entio G serd dito wm grupdide topold-

gico se as aplicagdes multiplicagio e inversa forem continuas.

OBS.: Segue diretamente da definicao anterior que, num grupdéide
topoldgico, as funcdes range e source também serao continuas.

Vamos agora estudar algumas propriedades e defini¢oes basicas dos
grupoides topologicos. Para isso, considere G um grupéide topoldgico

localmente compacto e Hausdorft.

Proposigao 2. Os conjuntos GO e G?) sio fechados de G e G x G,

respectivamente.

Demonstracao: Considere uma net u; em G©) convergindo para u em
G. Como as fungdes range e source sao continuas, temos que r(u;) —
r(u) e s(u;) — s(u). Mas u; € G, de modo que r(u;) = s(u;) = us,
garantindo que u = s(u) = r(u) € G, ou seja, GV ¢ fechado de G.

Seja agora uma net (7y;,7;) em G convergindo para (v,7) em
G x G. Portanto temos que v; — v e 1; — 1, 0 que garante que
s(v:) = s(y) e r(n;) = r(n). Mas s(vy;) = r(n;), de modo que

s(vy) = r(n), isto &, (v,n) € G, como gostariamos. [

A fim de justificar mais algumas propriedades relacionadas com gru-
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poides topoldgicos, vamos usar dois fatos de topologia geral, a saber:

(1) Seja X um espago topologico. Entdo um subconjunto A é aberto
se, e somente se para qualquer elemento a € A e uma net z; convergindo
para a, existe um indice i tal que x; € A para todo i¢ < ¢ (informal-
mente, diremos que, nesse caso, r; € A para indices suficientemente
grandes ou que x; € A eventualmente).

(2) Seja f : X — Y uma aplicacdo sobrejetiva e continua entre
espacos topologicos X e Y.

Entao f € uma aplicacdo aberta se, e somente se para qualquer net
(yi;) € Y convergente, digamos, y; — f(x), existe uma subnet (y;) e

elementos (z;) € X tais que z; —» z em X e y; = f(z;), para todo j.

Proposigao 3. Seja G um grupdide tal que GO é wm aberto em G.
Entio para qualquer g € GO, temos que r='(g) e s~(g) sio espagos
discretos, ou seja, para qualquer net convergente h; — h em 77 1(g),

temos que h; = h para indices i's suficientemente grandes (e andlogo
para 57 (g)).
Demonstracgao: Temos h; — h com r(h;) = r(h) = s(h™1). Segue
que h™*h; — h='h = s(h) € GO.

Temos que G(¥ ¢é aberto, de modo que h~h; € G(©) eventualmente
(pelo fato (1) citado acima). Portanto h='h; = s(h=th;) = s(h;) =
h;'h; para tais indices 4's.

Pela lei do cancelamento, segue que, novamente para tais indices,
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h = h;, garantindo que 7~ 1(g) é discreto. A demonstracio para s~1(g)

é analoga. n

1.2.1 O caso Etale

Vamos agora definir e estudar algumas propriedades dos grupoéides
étale. Esta é uma importante classe de grupdides e grande parte dos

teoremas e proposicoes deste trabalho serao feitas sobre esta classe.

Defini¢ao 5. Um grupdide topologico G é dito étale se as fungoes
rs: G — GO forem homeomorfismos locais, ou seja, para qualquer
g € G, existe uma vizinhanga aberta U de G tal que s(U) é aberto e
sly : U — s(U) é homeomorfismo. Em particular, seque que r e s sao

aplicacoes abertas.

Proposigao 4. Suponha que G é um grupdide topoldgico tal que as
fungoes range e source sao aplicagoes abertas. (Em particular, se G é
étale, jd que todo homeomorfismo local é uma aplicagao aberta.) Entdo

a aplicacio multiplicacgo G — G também é aberta.

Demonstragao: Considere A, B C G abertos. Vamos mostrar que

AB :={af|(e, ) € GP a € A, 5 € B}

é aberto. Considere um elemento a8 € AB e uma net y; — af. Basta

mostrar que y; € AB eventualmente, como ja foi discutido. Temos que
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r(y;) = r(ap) € r(A). Como a funcdo range é aplicacdo aberta, se-
gue (da caracterizacao de aplicacio aberta anteriormente citada) que,
passando a uma subnet se necessario, existe uma net «; em A tal que
a; — a e r(a;) = r(y;). Portanto temos que (a; ', y;) € G e a net
a;lyi — [ € B. Mas como B é aberto, segue que a;lyi € B even-
tualmente, de modo que ooy Yy = y; € AB eventualmente, como

gostariamos. [ |

Definigao 6. Seja G um grupdide topoldgico. Um subconjunto U C G
é dito wma bissegdo se as restrigoes r|y, s|ly das fungdes range e source

a U forem homeomorfismos sobre a imagem.

Proposigao 5. Se G for étale, entdo o conjunto Bis(G) das bissegoes

abertas forma uma base para a topologia de G.

Demonstragao: Considere A um aberto de G e x € A. Como G é
étale, existem vizinhancas abertas U; e Us de z tais que as funcoes
range e source sao homeomorfismos em tais respectivas vizinhancas.
Assim, defina V := AN U; NUs. Segue que V é aberto, x € V C A
e que as fungoes range e source sao homeomorfismos em V, ou seja,

V € Bis(G). Isso garante que Bis(G) é base para a topologia de G.

Corolario 1. Se G é étale, entio é GO ¢ aberto em G.

Demonstragao: Basta observar que para qualquer v € G(¥), existe
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g € G tal que r(g) = u e que, para tal g, existe uma bisse¢do aberta

U garantindo que 7(U) seja um aberto contendo u. Assim, segue que
G ¢ escrito como unido de tais abertos.

(]

Seguindo com a notagdo da proposi¢cao anterior, vamos provar dois

resultados importantes a respeito da estrutura de Bis(G), que serdo

fundamentais adiante.

Proposigao 6. Seja G étale. Temos que:
(1) Se U € Bis(G), entio U~ := {4~y € U} € Bis(G).

(2) Se U,V € Bis(G), entdo

UV = {y|(v,n) € UxVNG? e Bis(G) x Bis(G)} = p(Ux VNG?),

onde p € a multiplicagdo do grupdide. Ademais, UV € Bis(G).

Demonstragao: Para demonstrar (1), basta observar que r|y-1

U=t — r(U™Y) = s(U) é precisamente a composi¢io s o ¢, onde ¢ :
U~! — U é a inversdo em G. Como a funcio source ¢ um homeomor-
fismo em U e a funcdo inversdo é um homeomorfismo (ja que é bijetivo,

1 =4, pois para todo v € G, (v"1)7! =),

continuo e com inversa ¢~
temos que U~! ¢ aberto e r|y—1 é homeo na imagem. Analogamente,
8|1 serd homeo sobre a imagem, o que demonstra (1).

Agora considere U e V bisse¢oes abertas. Vamos mostrar que UV

é também uma bissecao aberta.

22



Antes de mais nada, observemos que, sem perda de generalidade,
podemos considerar que s(U) = r(V'). De fato, defina os abertos E :=
sU)Nr(V),U" = sy "(E) e V! := r|ly "(E). Como U e V sio
bissegdes abertas, segue que E = s(U') = r(V') e que U’ e V' séo
também bissecOes abertas.

Ademais, temos que U x VN G® =U' x V' N GP, pois se
(g,h) € U xV NG, entio s(g) = r(h) € E, de modo que existem
g € U, b € V' tais que s(g) = s(¢’) e r(h) = r(h'), mas, como
as funcoes range e source sao homeomorfismos em U e V, segue que
g = ¢,h = K. Portanto temos que UV = U’'V’ e assim podemos
considerar as bissegbes abertas U e V tendo s(U) = r(V).

Agora defina por ¢ a composicdo U — s(U) = (V) — V, ou seja,
¢ :=r|y "os|y e entdo considere f: U — U xVNG®, z— (z,¢(x)).
E claro que ¢ é homeomorfismo e que f é continua e injetiva. Ademais,
f @& sobrejetiva, pois para qualquer (g,h) € U x V N G®), temos que
s(g) = r(h) garante que h = 7|y " o s|y(g9) = ¢(g). Denotando por
7 a projeciao de U x V N G? em U, observamos que m; ¢ injetiva e
sobrejetiva em U.

De fato, como 71 o f = Idy e f sobrejetiva, segue que 71 € injetiva.
Ademais, para qualquer u € U, temos que s(u) € s(U) = r(V'), de modo
que s(u) = r(h), para certo h € V, logo existe (u,h) € U x VN G®
que garante a sobrejetividade de m; em U. Com isso, podemos concluir

que, como 7 é continua, f e 7w, s@o homeomorfismos.
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Agora considere p: U x VN G® — UV := W e observe que para
qualquer (g,h) € U x VN G?| vale que r(gh) = 7(g), de modo que

vale a seguinte igualdade:

rlwop=r|yom. (1.1)

Do que fizemos antes, sabemos que |y om € homeomorfismo. Ade-
mais, como p é sobrejetora, segue que |y € injetora (usando a igual-
dade e o fato de r|y o 71 ser homeomorfismo) e portanto bijecao
sobre r(W). Também observamos que p é injetora. De fato, se p(z) =
p(y), entdo novamente via segue que r|y om(x) = rly omi(y), o
que garante que x = y. Mais uma vez fazendo o uso de , concluimos
que (W) = r(U) é um conjunto aberto. Finalmente, como r|y o7 é
homeomorfismo e 7|y, p sdo bije¢des continuas, segue que sdo também
homeomorfismos.

Uma vez que U x VNG ¢é aberto, segue que W é aberto. Analoga-
mente, conseguimos mostrar que s|y € homeomorfismo sobre a imagem,

o que demonstra (2), como gostariamos.
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1.3 Exemplos

1.3.1 Exemplos canénicos

Exemplo 1. Qualquer conjunto X pode ser visto como um grupdide de
modo trivial. De fato, podemos enzergar qualquer ponto x € X como

uma flecha “trivial”:

x

Tz

Assim, as fun¢do range e source, bem como a inversao no grupdide
sao definidas como sendo a identidade em X, ou seja, s =r =1 = Idx,

onde v : X — X denota a inversdao. Também define-se

G2 = {(z,y) e X x X |s(z) =z =r(y) =y}

= {(z,z) e X x X |z € X},

de modo que a multiplicacdo € dada por

G? 5 G, (z,x) — .

Também observamos que, se X € um espago topoldgico, entdao o

grupdide acima € um grupoide topoldogico étale.

Exemplo 2. Todo grupo (G,-) pode ser visto como um grupdide de

maneira canonica. De fato, seja e € G a identidade de G. Defina

25



G = {e}, de modo que para qualquer g € G, s(g) = r(g) = e. Assim,

G® =G x G, donde seque que a multiplicacio é dada por

Também € claro que a inversao no grupdide é dada pela inversao jd
existente do grupo.

Ademais, se G € um grupo topoldgico, isto é, um grupo que também
€ um espaco topoldgico no qual as operacoes de multiplicacdo e inversao
s@o continuas, também é um grupdide topoldgico, por defini¢do. Como
GO consiste de apenas um ponto, observe que G € étale se e somente

se a sua topologia € discreta, ou seja, G € um grupo discreto.

Exemplo 3. Seja X um conjunto qualquer. O produto cartesiano X x
X := G pode ser visto como um grupdide sobre X (ou seja, o espago
de unidades G©) ¢ identificado com X ) da sequinte maneira: Para

qualquer g = (z,y) € G, enzergamos g como uma flecha

g=(z,y)
y—

)

ou seja, a partir da correspondéncia

{(z,z) e X xX|zeX}+ X

(z,z) «— x,
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definimos 7((x,y)) = = e s((x,)) = y. Seque que G é definido por

G? = {((z,y), (2",y) € G x G|y =a'}

e a multiplicagao é dada por

G® = G, (z,y), (W) = (.9).

Geometricamente, para g = (x,y) e h = (a',y’), temos

Y r=y T

Naturalmente, a inversa é definida por [(x,y) — (y,z)], de modo

que, para qualquer g = (z,y) € G, temos que

997" = (@,)(y.2) = (w,2) ~ x = 1(g)

9= (y,x)(x,y) = (y,y) 2y = s(g).

E também ficil ver que

G = {geGlg=g"'=g"

= {(z,2) eGlz e X} ~ X,
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donde seque que G € um grupoide sobre X.
No contexto topoldgico, se X for um espago topoldgico discreto e
G um grupo discreto, entdo obtemos um grupdide étale, se munirmos

G = X x X com a topologia produto.

Exemplo 4. (Grupdide de isotropia) Seja G um grupdide e u € G,
Defina G(u) :== G*' NG, = {y € G|s(y) = r(y) = u}. Usando as
propriedades bdsicas de grupdides, temos que G(u) é um grupo com a

multiplicagdo de G e com elemento neutro u. A unido

I50(G) = Uyeqo G(u) = {y € G|s(v) = r(7)}

tem uma estrutura natural de grupdide, apresentada a sequir. Defina

Iso(G)®) :={(v,n) € G x Gly,n € G(u),u € GV}

A partir de Iso(G)?) definido acima, segue que se (v,1) € Iso(G)?),
entio eviste u € GO tal que u = s(y) = (1), de modo que v estd
bem definido e temos que s(yn) = s(n) = u = r(y) = r(yn). Ademais,
para qualquer v € G(u), temos que v~1 € G(u). Portanto defina as
aplicagoes multiplicagdo e inversao exatamente como em G. Por cons-
trucao, as funcgoes range e source coincidem em Iso(G) e temos que
Is0(G)©) = GO,

O grupdide 1so(G) é conhecido por grupdide de isotropia de G.
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Proposigao 7. Seja G um grupdide localmente compacto, Hausdorff e
Iso(G) seu grupdide de isotropia. Entdo Iso(G) é fechado na topologia

induzida, de modo que também serd localmente compacto e Hausdorff.

Demonstragao: Basta observar que, se (&;) é uma net em Iso(Q)
convergente para £ € G, entdo s(&;) = r(&;), de modo que s(§) = r(§),
uma vez que as funcoes range e source sao continuas. Dai segue que £ €
Iso(@), garantindo que é fechado em tal topologia. Sendo fechado em
G, também sera localmente compacto Hausdorff, fatos bem conhecidos

de topologia geral. [

Exemplo 5. (Grupdide de Deaconu-Renault) Seja X um espago com-
pacto de Hausdorff e 0 : X — X wma aplicacdo de recobrimento, ou

seja, o € um homeomorfismo local sobrejetor. Seja

G:={(z,n,y) € X XZ x X; existem k,l > 0 tais que

Entao defina

G(2) = {((x,n,y), (wvmvz)) €G x G|y = U)}

e as operacoes em G
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(z,n,9)(y,m,2) = (x,n+m,2), (x,n,y)"" = (y,—n,z).

Com estas operagoes, G é um grupdide cujo espaco de unidades G©)
pode ser identificado com X. De fato, come¢amos por observar que a
multiplicagcdo estd bem definida. Considere (x,n,y), (y,m,z) € G tais
quen =k—1em=s—p, de modo que o*(z) = o'(y) e o°(y) = oP(2).

Portanto n +m = (k+s) — (I + p) e seque que

o (z) = 0°(oM(2)) = 0*(0' () = 0'(0°(y)) = o' (07(2)) = 0" *7(2),

o que mostra a boa defini¢io da multiplicagdo. O caso da inversao é
imediato. Ademais, observamos que as operacoes de associatividade,
lei do cancelamento e involucdo sequem diretamente do fato de que 7Z
possui tais propriedades, de modo que G tem uma estrutura de grupdide.
Agora, seja & = (z,n,y) € GO, Seque que ¢ = &2 = £, ¢, em
particular, (x,n,y) = (y,—n,x), donde seque que x = y e n = —n,
de modo que n = 0. Asssim, { = (z,0,z), de forma que identificamos
naturalmente G© com X. Também é imediato observar que, sobre a
identificacdo acima, temos r(z,n,y) =z e s(x,n,y) =y.

Concluimos este exemplo mencionando que € possivel munir G com

uma topologia na qual G serd um grupdide de Hausdorff, localmente
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compacto, com G©) aberto em G. (Teorema 1 de [23]). Além disso,
na Secdo 1.3.3 vamos abordar wm exemplo de grupdide que engloba o
Deaconu-Renault acima apresentado. Desta forma, no final da Se¢ao

1.8.3 vamos concluir que o grupdide de Deaconu-Renault é étale.

1.3.2 Acoes de Grupos e o Grupoide de transfor-
macao

A teoria de agdes de grupos em conjuntos é bastante rica e usada
em véarias areas da Matematica. Em particular, podemos criar uma
classe muito importante de grupoéides a partir de agoes de grupos, os
chamados grupdides de transformacao.

Lembramos que uma acdo de um grupo H (com unidade ¢) em
um conjunto X é uma aplicagio H x X — X, (h,z) — h -z tal que
e-x = x para qualquer x € X e para quaisquer g,h € H,x € X, temos
g(h-z) = (gh) - z.

Defina G := H x X. Vamos definir uma estrutura de grupéide em

G da seguinte forma:

G® = {((g,2), (h,y))ly = g~" - x}

e os mapas multiplicacado e inversao dados por

((g,2), (h,y)) — (gh, x)
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(975(:)_1 = (g

A partir dos axiomas de grupo e da agdo de grupo apresentada, é
imediato verificar as propriedades que garantem G ser um grupodide.
Com tal estrutura, G é conhecido como grupdide de transformacao.
Ademais, temos que os mapas source e range sao dados por

S(g’x) = (g’x)_l(gax) = (g_lag_l 'l‘)(g,l‘) = (evg_l . l‘)

1

r(g,z) = (g,7)(g,2) " = (g,2)(g" " g~" - x) = (e,x)

e 0 espaco de unidades G(©) & dado pelos elementos & := (g, x) tais que
& =¢"1=¢2, ou seja, os elementos tais que
(g,2) = (971,97t -2) = (¢%,2), 0 que implica que g = e, de modo que
GO =ex X ~ X, via (e, x) «— z.

Considere agora X um espago topologico localmente compacto, Haus-
dorff e H um grupo discreto.

Suponha que a acdo a: Hx X — X é continua. Isto equivale & dizer
que para qualquer h € H, a funcao ap: X — X, x — h -z é continua;
mais ainda, como a;l = qy,—1 segue que cada «j € um homeomorfismo

de X. E comum o termo "acao continua'mas vamos apenas usar agao,

uma vez que o contexto deixard claro qual acdo estamos nos referindo.
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Diante disso, temos:

Proposigao 8. Seja o : HxX — X uma ac¢do de um grupo discreto H
em um espaco topoldgico localmente compacto Hausdorff X. Denotando
por G o grupdide de transformacao de tal acdo e munindo-o da topologia

produto, G é um grupdide localmente compacto, Hausdorff e étale.

Demonstracao: E facil ver que G tem estrutura de grupoéide topolo-
gico, uma vez que a a¢do a é continua no sentido definido previamente.
Ademais, as propriedades topologicas de X e H garantem que G é
localmente compacto e Hausdorff.

Vamos justificar que G é étale. Para isso, basta mostrarmos que a
fungao range é um homeomorfismo local. De fato, a demonstragao de
que a fungdo source & homeomorfimo local é andloga. Explicitamente,
temos r : G — G dada por r(h,z) = (e, z). Portanto, para qualquer
& = (h,z) € G fixado, defina U = {h} x X C G. Como H tem
topologia discreta, segue que U, é aberto em G. Por construcao, temos
que r(Ug) = X, claramente aberto em X. Também é claro que Ug é
homeomorfmo a X via a fungao range, o que garante que tal funcao é
um homeomorfismo local, ou seja, que o grupoide de transformagao é
étale.

]

Finalmente, vamos caracterizar algumas agoes de grupo a partir de
propriedades do grupoide de transformacao. Para isso, precisamos de

algumas definigoes. Salientamos que tais definicoes serao particular-
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mente Uteis mais adiante, precisamente no Capitulo 4 deste trabalho.

Definicao 7. Seja a: H x X — X uma a¢do de um grupo discreto H
em um espaco topoldgico localmente compacto, Hausdorff.

A agio € dita livre se para quaisquer v € X eh € H, h-x =«
implicar h = e.

A ag¢ao € dita topologicamente livre se

{r € X|H(z) = {e}}

for denso em X, onde

H(z)={he€ H|h -z =x}.

A agdo é dita minimal se todo aberto H-invariante de X for trivial
(ou X ou ). Um aberto A C X é dito H-invariante se para qualquer

a€ AeheH, tivermos h-a € A.

Definigao 8. Um grupdide topoldgico G € dito principal se o grupdide

de isotropia de G for igual ao espago de unidades de G, ou seja, se

Iso(G) = GO,

O grupdide G serd dito topologicamente principal se

{ue GV|G(u) = {u}}
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¢ denso em G©). Lembramos que G(u) = {y € G|s(y) = r(y) = u}.

G serd dito minimal se os unicos conjuntos abertos invariantes
sdo os triviais. Um conjunto D C G©) ¢ dito wm invariante se para
qualquer v € G tal que s(y) € D, tivermos r(v) € D. E ficil ver que
esta definicao € equivalente a dizermos que para qualquer v € G tal que

r(y) € D, entao s(y) € D.

No Capitulo 4 deste trabalho, vamos estudar com mais detalhes os
grupdides apresentados na defini¢do anterior. Agora, vamos nos con-
centrar em caracterizar os grupoides de transformagao que satisfazem

as condicoes da Definicdo 8.

Proposigao 9. Sejam o : H x X — X ag¢ao de um grupo discreto
H sobre um espaco topologico localmente compacto Hausdorff X e G o
grupdide de transformacao associado. Entao:

(1) G € principal se e somente se o € livre.

(i) G € topologicamente principal se e somente se a é topologica-
mente livre.

(75i) G é minimal se e somente se o é minimal.

Demonstragao: Antes de demonstrar cada item em particular, fixe
um zy € X qualquer. Através da identificacio G(©) ~ X, podemos

considerar o € G(9). Segue que os conjuntos

Gwo = {(g7x)‘3(g?x) = (679_1 : l‘) = (e,xo)}
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G* ={(g9,2)[r(g,7) = (e,x) = (e, x0)}

podem ser escritos na forma

G:vo = {(979-/130)‘9 € H}

G* ={(g,70)lg € H}.

Assim, dado € € G(xp), existem g,¢" € H tais que £ = (9,9 - z9) =

(¢', o), donde segue que g = ¢’ e g-x9 = xy. Ou seja, podemos escrever

G(wo) = {(g9,70)lg € G, g- w0 = z0} = {(9,20)|g € H(z0)}.

Vamos agora demonstrar os itens propostos.

(i) Por defini¢do, G é principal se e somente se G(z) = (e, z) para
todo z, e pela equagdo acima, isto é equivalente & afirmar que H(z) = e
para todo z, e isto é equivalente a dizer que a acao « é livre.

(7i) Comecamos por observar que, para qualquer € X, vale G(x) =
{z} se, e somente se H(x) = {e}. Isto é imediato, visto que h € H(x)
se, e somente se (h,z) € G(z) e que G = {e} x X ~ X. Disto,
é tambeém facil ver que {z € X|H(z) = {e}} & denso em X se, e

somente se {(e,z) € G|G(z) = {2}} é denso em GV, 0 que garante
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a equivaléncia proposta.

(#4i) Faremos ambos o0s casos por contraposicao.

Se « ndo for minimal, entdo existe um aberto A néo trivial e H-
invariante. Uma vez que G©) ¢ identificado com X, considere A visto
’dentro de G(9)’, ou seja, defina D = {e} x A ¢ G(9). Afirmamos que
D é um subconjunto aberto invariante de G. Para isso, seja v € G tal
que s(y) € D. Escrevendo v = (g, z), temos que s(y) = (e,g~1-z) € D,

1.2 € A. Disto segue que g(g~! - z) = 2 € A, de modo que

ou seja, g~
(e,z) =r(g,2) =r(y) € D, provando a ida.

Agora, se G nado for minimal, entdo existe um aberto nao trivial
D c G = {e} x X invariante. Para mostrar que a acdo nio é
minimal, basta encontrarmos um aberto nao trivial de X e que seja
H-invariante.

Seja A = wx(D) C X onde mx é a projecdo de H x X em X.
Assim, A é um aberto nao trivial, visto que D é aberto e ndo trivial.
Afirmamos que A é H-invariante. Para isso, sejam h € H e x € A.
Vamos mostrar que h -z € A, o que demonstrara o resultado.

Observamos que (e,h - z) € D. De fato, (e,h-z) = s(h™!,x) e se
s(h™1,z) ¢ D, entdo r(h=t,x) = (e,x) ¢ D, visto que D é invariante.
Mas isto implicaria que = ¢ A, um absurdo. Segue que s(h=!,z) € D,
garantindo que h - x € A, provando que A é H-invariante. [

Para concluir esta se¢ao, vamos estudar mais uma classe de agoes,

as acoes efetivas. Classicamente, podemos definir que uma acao « :
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H x X — X de um grupo discreto em um espaco topologico localmente
compacto Hausdorff é efetiva se para quaisquer hy, ho € H distintos,
existir x € X tal que hy - * # ho - . Outra definicao, equivalente a

primeira, € dizer que « é efetiva se

() H(z) = {e}.

zeX
Uma terceira defini¢ao equivalente para acao efetiva é dizer que o
homomorfismo de grupos abaixo é injetor:
®: H — Homeo(X)

hl—><bh|x=h'x

E imediato ver que ® acima definido & homomorfismo de grupos e
que a caracterizacao de acao efetiva dada por ® é equivalente & primeira

apresentada. Ademais, temos que
KeT((I’) = {h S H|(I)h = ZdX} =

{h€ Hlh-z =z paratodo z € X} =

{h € H|h € H(x) para todo z € X} =

) H(w),

zeX

0 que garante que as defini¢oes acima sao equivalentes.
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No Capitulo 4, a nog¢ao de grupdide efetivo sera crucial. Adiantamos
que um grupdide topologico G é efetivo se, por defini¢ao, o interior de
Iso(G)\G® ¢ vazio. Ademais, a Proposicdo 25 do Capitulo 4 nos
d& uma caracterizacdo de tal conceito. Queremos mostrar que uma
acao é efetiva se, e somente se o grupdide de transformacao de tal
acao for efetivo. No entanto, a definicao classica de acao efetiva nao
é forte o suficiente para garantir tal equivaléncia, de modo que, a fim
de conseguirmos nossa caracterizacao, vamos redefinir a noc¢ao de acao

efetiva da seguinte forma:

Definigao 9. Uma ac¢do o : H x X — X de um grupo discreto em
um espago topoldgico localmente compacto Hausdorff é efetiva se para
qualquer h € H,h # e, e U aberto nao vazio de X, ezistir x € U tal
que h - x # x. Equivalentemente, o € efetiva se para todo h € H, h # e,
o conjunto

{r e X|h- -z #x}
€ denso em X.

Observemos rapidamente que toda agao livre é efetiva: De fato, seja
U aberto ndo vazio em X e z € U. Para qualquer h € H, h # e, temos
que hx # x. Isto vale pois se hx = x, entdo h = e visto que a acao é

livre.

Proposigao 10. Uma a¢io o : H x X — X de um grupo discreto H

em um espago topoldgico localmente compacto Hausdorff X € efetiva
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se, e somente se G, o grupdide de transformagao de tal agdo, € efetivo.

Demonstragao: Para tal demonstracao, comecamos por observar que
o grupoide G é étale e portanto possui uma base dada por bissecoes
abertas. Ademais, através da Proposicao 25 do Capitulo 4, o grupdide
é efetivo se, e somente se para qualquer bissecdo aberta nao vazia B C
G\G), existir v € B tal que s(vy) # 7(7).

Suponha que a acdo seja efetiva e seja B uma bisse¢do aberta ndo
vazia, B C G\G®). Segue que existe v = (h,z) € B, com h € H,h # e,
pois BN G = (. Como B ¢é aberto, temos uma vizinhanca aberta de
Vi, de h e U aberto de X nao vazios tais que Vj, x U C B. Por hip6tese
da acao efetiva, existe um xg € U tal que h - z¢ # xg. Ademais, para
tal g € U, temos & := (h,z9) € B. Afirmamos que s(§) # r(¢), o
que mostra que G é efetivo. De fato, s(&) = s(h,z¢) = (e,h™! - z0)
e r(&) = r(h,zo) = (e,x0), 0 que mostra que s(§) # r(£), pois, do
contrario, teriamos h~! - 29 = xg, 0 que implicaria h - zo = xo.

Agora, considere G efetivo, h € H,h # e e U C X aberto nio vazio.
Defina D = {h} x U. Como h # e, segue que D C G\G®). Uma vez
que G é étale, existe uma bisse¢do aberta nao vazia B C D. Como G
é efetivo, existe v € B C D tal que s(y) # r(y). Podemos escrever
v = (h,z), para algum = € X. Segue que s(y) = s(h,z) = (e,h™!-z) #
r(y) = r(h,x) = (e, ), ou seja, h™! - = # x, de modo que h - x # =z,

mostrado que a acao é efetiva.
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Para concluir esta secao, anunciamos uma relacao entre grupoéides
topologicamente principais e efetivos, cuja demonstracao segue da Pro-

posigao 3.6 de [14].

Proposigao 11. Seja G um grupdide localmente compacto, Hausdorff
e étale. Entao:

(i) Se G é topologicamente principal, entdo € efetivo.

(ii) Se G ¢€ efetivo e satisfaz o sequndo axioma de enumerabilidade,

entdo € topologicamente principal.

Corolario 2. Seja a: H x X — X uma a¢ao de um grupo discreto H
em um espaco topoldgico localmente compacto, Hausdorff. Se a acdo

for topologicamente livre, entdo a agao é efetiva.

Demonstragao: Seja G o grupoide de transformacao de tal acdo.
A Proposicio 8 garante que G ¢é étale. Assim, usando a Proposicdo 9,
segue que G é topologicamente principal, pois a acao é topologicamente
livre. Pela Proposicao 11 acima, temos que G é efetivo, donde segue,
novamente pela Proposicao 9 que a agao é efetiva. [

Com as mesmas hip6teses do corolario acima, é possivel mostrar que
se H for enumerével e X satisfizer o segundo axioma de enumerabili-
dade, entao o grupdide de transformacao também satisfard o segundo
axioma de enumerabilidade. Neste caso, se agao for efetiva, serd topo-
logicamente livre.

No entanto, o exemplo a seguir mostra que nem toda agao efetiva
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é topologicamente livre. Para isso, vamos exibir um grupdide efetivo

mas nao topologicamente principal:

Exemplo 6. Sejam o espaco topoldgico localmente compacto, Haus-
dorff X = (0,1) x T com a topologia usual e o grupo (R,+) considerado

como grupo discreto. Defina a agdo

a:RxX —> X

(t, (S,Qig)) — (S’ei(0+27rst))

e considere G o grupéide de transformacio associado. E facil ver que
« de fato define uma a¢ao. Vamos comegar mostrando que G ndo €
topologicamente principal, de modo que a a¢do nao serd topologicamente
livre.

Antes de mais nada, lembramos que G(©) ~ X, e podemos, através
desta identificacio, considerar que sio iguais. Assim, fize u € GO e

escreva u = (sg,¢'%°). Vamos calcular o grupo de isotropia em u, G(u):

G(u) ={(t,z) e R x X = G|s(t,x) = r(t,z) = u}.

Considere (t,z) € G(u) e escreva x = (s,e"%). Temos que r(t,z) =z =

s(t,z) =t1 -2 = a(-t,r) = u, ou seja,

(S,@ie) _ (So,eieo) _ (S,ei(0727rst)),
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donde seque que u = x e que st € 7. Assim, escrevendo u = (s,e"),

temos

Glw) = 17 x {u). (1.2)

S

Com isto, fica claro que, para qualquer u € G, o grupo de isotropia
em u € nao trivial, o que impossibilita G ser topologicamente principal.

Vamos agora mostrar que G € efetivo, concluindo nosso exemplo.
Para isso, devemos mostrar que o interior de Iso(G)\G?) é vazio.
Mas, por defini¢io, o interior de Iso(G)\G) é a unido de todos os
abertos contidos em Iso(G) e que nio se interceptam com G©). Por-
tanto, fize U um aberto ndo vazio satisfazendo U N G = 0. Vamos
mostrar que U\Iso(G) # 0, o que garantird que G € efetivo, visto que
todo aberto contido em Iso(G)\G®) serd vazio.

Por hipétese de U, devem ezistir t € R\{0},0 < a < b < 1 e

6 € (0,27) tais que

{1} % ((a,b) x {e}) C U.

Fize s € (a,b). Se st ¢ Z, seque de (1.2)) que (t,(s,€?)) € U\Iso(G).
Por outro lado, se st € Z, seja € > 0 tal que e € (0,1/t) e s+¢€ € (a,b).

Temos

st< (s+e)t <st+1,
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ou seja, (s+e)t & Z e, novamente por (1.2)), (t, (s+¢,e%)) € U\Iso(G),

o que demonstra o resultado.

1.3.3 Um exemplo mais elaborado

A seguir, apresentamos um grupoide localmente compacto, Haus-
dorff e étale. Tal exemplo foi retirado de [I8]. Como mencionado no
final do Exemplo 5, vamos usar o exemplo a seguir para concluir que o

grupdide de Deaconu-Renault é étale.

Exemplo 7. Sejam X wum espaco compacto Hausdorff, T' um grupo
(com unidade 1) e P um semigrupo tal que 1 € P C T.

Denote por End(X) o conjunto dos homeomorfismos locais sobre-
jetivos T : X — X. Diremos que P age em X por endomorfismos se
existir uma aplica¢do 0 : P — End(X) tal que 0(1) = Idx e para
quaisquer n,m € P, temos que 0,, 0 0, = O,

Assumindo uma condigcdo técnica, vamos construir um grupdide
G C X xTI' x X. Tal grupdide é bastante relacionado ao importante
grupdide de Deaconu-Renault. Portanto, suponha que P~'P C PP~!
(por exemplo, isso € imediato se P = N*:T' = 7ZF).

Defina

G i={(@,9,9) € X x I x X[3n,m € P, 60(2) = bm(y), g = nm ™"}
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G® = {((z,9,y), (@, h,y)) € G x Gly = 2"}

com as aplicagoes multiplicagdo e inversio dadas respectivamente por

(*,9,9)(y, b, 2) = (x,9h, 2)

1

(z,9,9)"" = (y,97 ", 2).

Devemos verificar que as aplicagées acima estao bem definidas, dai
€ facilmente verificivel que G tem estrutura de grupdide, com espaco
de unidades G0 ~ X.

Considere (x,g,y) € G. Entdo exvistem n,m € P tais que nm™ = g
e 0,(x) = 0, (y). Portanto g~ = mn=t, de modo que (y,g~',x) € G,
garantindo que a inversdo estd bem definida. Agora, considere o par
(z,9,), (y,h,2)) € GP). Seque que existem n,m,p,q € P tais que
g=nm=10,(z) =0, (y);h =pgt,0,(y) = 0,(2). A hipdtese
P~'P c PP7! garante que m~'p pode ser escrito da forma m~'p =

uv ™! para certos u,v € P. Dai, seque que mu = pv e portanto
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-1 _ 1

Ademais, nu(qu) ™t = n(uv™1)g! = nm~Ipg~! = gh, o que mostra
que (x,gh, z) € G, de modo que a multiplicagdo também estd definida.
Lembrando que os elementos € € G sio exatamente os que satis-

fazem € = ¢ = €2 e escrevendo £ = (x,9,y), seque quex =y eg=-e

necessariamente. Portanto temos que
GO ={(z,1,2)|r e X} ~ X

Tendo compreendido a parte algébrica de G, vamos agora munir G
com uma topologia de modo que G serd um grupoide localmente com-
pacto, Hausdorff, étale. Vamos comecar construindo uma base para a
topologia de G. Para quaisquer n,m € P e A, B subconjuntos abertos

de X, defina

Y (n,m, A, B):={(x,9,y) € G|z € A,y € B, g=nm ™", 0,(2) = O ()}

Afirmamos que os conjuntos acima construidos formam uma base

para a topologia de G. De fato, fixe

(xag7y) € Z(nlvmlaAlaBl) N Z(n27m2;A2aB2)~

Vamos construir um conjunto y_(n,m, A, B) de forma que (x,g,y) €

Z(namaAaB) - Z(nlamlaAhBl) N Z(n25m2>A27B2)-
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A hipétese P~'P C PP~ garante que existem pi,ps € P tais que

ny'ny = papyt. Ademais, g = nym; " e O, (x) = O, (y), i = 1,2

Também temos que 0, : X — X € homeomorfismo local, portanto
existe vizinhanga aberta U; de 6,,(x) na qual 0, € injetiva.
Defina agora > (n,m, A, B) por
m=mipi, N = NipP1;
A=A NA N0, U) NG, U);
B = BN ByNG, (U1) NG, (Us).

-1 -1 -1 -1

De g = nim;~ = nam, e n, n1 = p2p; Seque que mi =
-1 -1

maopap; —, 0 que garante que m = mip; = MopPap; P1 = Maps. Ade-

mais, as mesmas igualdades garantem que

-1
n =mn1p1 = NaMy M1P1 = N2P2.

Portanto, seque que

1

- -1, -1 -1
nMm~ " = NgPaPy My = NoMy = g.

Por construgdo, x € A ey € B. Também ¢é claro que A e B sao
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abertos e que

o que garante que (v,9,y) € > (n,m, A, B). Agora seja (2',9,y') €

> (n,m, A, B). Para i = 1,2, temos que

Op; (O (') = O ps (') = 0n(2") = Om(y') = O (y') = Op; (Om, (y)-

Mas, observando que 0, € injetiva em U; e que 2’ € A C Q;il(Ui),
y € B C 9;}(UZ—), seque que O, (') = 0, (y'), 0 que garante que
(z',9,y') €C >.(ni,m1, A1, B1) N Y (na, ma, As, Bs), donde seque o
resultado.

Tendo definido a topologia de G, vamos mostrar que G € um gru-
pdide topoldgico, ou seja, que as aplicagdes multiplicacao e inversao sao
continuas. Primeiro, estudaremos a inversa. Considerando I : G —

L x) a inversio em G, sejam &(x,g,y) € G e uma

G, (x,9,9) = (.9~
net convergente & = (x4, i, yi) — &. Por definicdo da base da topologia,
temos £ € > (n,m, A, B), para certos n,m, A e B. Segue que existe um
indice ig tal que & € > (n,m, A, B) para todo i > ig. Dai € claro que
I1(&),1(¢) € > (m,n, B, A), garantindo a continuidade da inversa.
Agora, considere M : G — G, ((z,9,9), (y,h, 2)) — (z,gh,z2).
Sejam n = ((x,9,9), (y,h,2)) € G? e uma net convergente 1; =

(i, g y3), (i, hi, 2)) — n. Como G ¢ munido da topologia pro-
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duto, temos que (z;,9i,v:) — (2,9,y) e (Yi, hi,zi) — (y,h, z). Nova-
mente usando a definicao da base da topologia, existem n,m,k,l € P e
abertos A,B,C de X tais que (z,g9,y) € > (n,m,A,B) e (y,h,z) €
> (k,l,B,C). Segue que (x;,gi,y;) € ».(n,m, A B) e (yi,hi,2;) €
> (k,1, B,C), para todo indice i > ig, para certo ig. Observando ainda
-1 _

que existem p,q € P satisfazendo gh = nm~'kl™' = npg !l

np(lq)~1, visto que PP C PP~!, temos

M(((mivgi,yi)a (yia hia Zl))) = (xiagihia Zi)v M(((xagvy)a (yv ha Z)))

= (z,9h,2) €Y (np,lg, A, C),

garantindo a continuidade de M.

Tendo provado que G é um grupdide topoldgico, vamos justificar que
a topologia de G € Hausdorff e localmente compacta. Primeiro, vejamos
que G € Hausdorff. De fato, sejam & = (z,g,y),n = (', h,y') € G dis-
tintos. Pela base da topologia, podemos escrever que £ € > (n,m, A, B) :=
Ve e quen € Y (k,[,A,B') :=V,. Se x # 2/, como X é Hausdorff,
seque que existem vizinhancas abertas disjuntas de x e x', respectiva-
mente. Nesse caso, mesmo que ainda tenhamos g = h e y = v/, seque
que Ve NV, =0, o que € claro, uma vez que AN A" = (). Se tivermos
y # vy, consequimos separar os pontos de forma andloga. Finalmente,

se tivermos x = 2', y =y’ e g # h, € claro que as vizinhangas Ve eV,
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serdao disjuntas. Assim, fica demonstrado que G é Hausdorff.
Para mostrarmos que € localmente compacto, defina, para quaisquer

n,m € P, o conjunto

E(n,m) :={(z,y) € X X X |On() = Om(y)}

e uma fungao

t:E(n,m) = G, (z,y) — (x,nm ™1 y).

A fungdo v depende de n,m € P, mas vamos omitir a dependéncia,
para nao carregar a nota¢do. Vamos mostrar que v € continua e que
E(n,m) é compacto. Tendo isso sido demonstrado, o argumento de que
G é localmente compacto seque de:

Restringindo a imagem, podemos ver ¢ : E(n,m) — > (n,m, X, X),
que é, nesse caso, bijecio continua. Uma vez que > (n,m,X,X) é
Hausdorff, seque que v é homeomorfismo, donde seque que Y (n,m, X, X)
também € um espaco compacto. Assim, para qualquer & € G, existe um
elemento > (n,m, A, B) tal que £ € > (n,m, A, B) C > (n,m, X, X), o
que mostra que G € localmente compacto.

Para mostrarmos que E(n,m) € compacto, basta provar que € fe-
chado, uma vez que é um subconjunto do compacto X x X. Conside-
rando uma net (& = (z;,v;)) € E(n,m) convergindo para & = (z,y) €

X x X, a topologia produto garante que x; — x, y; — y, de modo que

50



On(z;) = 0,(x) e 0, (y;) — O (y). Mas 0,(x;) = 0,(y;), 0 que ga-
rante que 0, (x) = 0,,(y), ou seja, & € E(n,m) e portanto E(n,m) é
compacto.

Vamos agora mostrar que v é continua. Para isso, vamos mostrar
que dados & € E(n,m) e W uma vizinhanga aberta de (), existe uma
vizinhanga aberta Z de € tal que (Z) C W.

Sejam (zo,yo) € E(n,m) e W' uma vizinhanga aberta de .(zo,yo) =
(xo,nm ™1 yo). A base construida para a topologia de G garante que

existern k, 1, A, B tais que
(zo,nm ™ o) € Z(k‘,l,A, B)c W',

em particular, temos que nm~' = ki~ e 0;(x0) = 01(yo). Ademais, a

hipétese sobre P garante que ewistem p,q € P tais que k™'n = pg~1.

Como 0, : X — X €é homeomorfismo local, seja W uma vizinhanca

aberta onde 0y (xo) € injetiva. Dai, defina os conjuntos

U:=Ano (W),
Vi=Bno; (W),
Z :=U xV NE(n,m).

E claro que Z ¢é aberto de E(n,m) e que (z9,y0) € Z. Vamos mostrar

que 1(Z) C W', concluindo a continuidade de t. Seja (z,y) € Z. Temos
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que

Op(01(2)) = Okp(2) = Ong(2) = 04(0n(2)) = 04(01m(y)) = Omq(y),

1

pois k=in =pq~! e (z,y) € E(n,m). Segue que

Omq(y) = 0p(01(y)),

onde a igualdade acima seque de mq = lp, o que é consequéncia ime-
diata das igualdades k='n = pg=' e nm™' = kl~'. Observando que
zeUCO (W) equeyecV CO (W), temos que 01(x),0,(y) € W, o
que garante que 0x(x) = 0,(y), uma vez que 0, € injetiva em W. Assim,
temos que v(z,y) = (z,nm~1,y) = (v, kl"t,y) € S.(k,I,A,B) C W',
como gostariamos.

Finalmente, vamos mostrar que G é um grupdide étale. Faremos a
demonstragao de que a fungdo range é um homeomorfismo local. Para
1

qualquer § = (x,9,y) € G, temos que 7(§) = (z,9,y)(y,9” " z) =

(z,1,2), de modo que podemos ver o mapa range por

r:G— X, (z,9,y) — x.

Seja £ = (z,9,y) € G. Segue que £ € > . (n,m, A, B), para cer-

tos n,m € P, e A, B abertos de X. Em particular, ¢ = nm™! e

52



On(x) = 0 (y). Agora, usando que 0, e 0,, sao homeomorfismos lo-
cais, temos que existem vizinhancas abertas U C A eV C Bdex ey
respectivamente tais que by € Oy saéo homeomorfismos.

Defina H := > (n,m,U,V). E claro que ¢ € H. Afirmamos que T\H
é injetiva. De fato, sejam (z,g,h),(z',g,h') € H tais que z = ', ou
seja, r((z,9,h)) =r((2',g,h)). Segue que 6,(z) = 6,(2'), de modo que
O (h) = 0, (R'). Como 0, é injetiva em V, seque que h = h', o que
mostra que 1\ € injetiva.

Portanto, até entdao temos que

rg:H —=r(H)={2¢€Ul(z,9,h) € H}

é uma bijegao continua. Vamos mostrar que a inversa [z — (z,g,h)]
estd bem definida e também € continua.

A boa defini¢ao segue do sequinte fato: Se z = 2’ € r(H), entdo
existem g,g' € G e h,)/ € V tais que (z,9,h),(2',¢',h') € H. Assim, é

claro que g = g'. Ademais, temos que

Om(h) = 0,(2) = an(zl) = gm(hl)a

donde segue que h = h', visto que 0., ¢ homeomorfismo.
Resta a continuidade de tal fungio. Para isso, se z; — z em r(H),
devemos mostrar que h; — h, o que garantird que (z;, g, h;) — (2,9, h).

Uma vez que (z;,9,h;),(z,9,h) € H, seque que 0,(2;) = 0 (h;)
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e 0,(z) = 0m(h). Mas z; — z garante que 6,(z;) — 0,(z), ou seja,
O (hi) = O (h). Agora, observando que h;,h € V e que 6, é home-
omorfismo em V, 0,1 também é continua, de modo que h; — h, como
gostariamos.

Para concluir, vamos mostrar que r(H) € aberto. Para isso, se-
jam z € r(H) e uma net convergente z; — z. Queremos mostrar que
z; € 7(H) para indices suficientemente grandes. Considere os homeo-
morfismos acima definidos 0, : U — 0, (U) e b, : V — 0,,(V) e defina
o aberto nao vazio W = 0,,(U) N 0,,(V). De fato, W ndo € vazio pois
para o & fizado acima, temos 0,,(x) = 0,,(y) comxz € U ey € V. Como
z € r(H), temos que z € U de modo que z; € U para todo i > iy, para
certo ig. Ademais, 0,,(z;) — 0,(2) = 0., (h).

Com isso, considerando os indices i = ig, temos que (O |w) = (0n(2:)) —
(Om|w) "1 (Om(h)) = h, de modo que (zi,g, (Om|w ) (0.(2:))) € H, ou

seja, z; € r(H), concluindo a demonstragdo.

Considere agora G o grupdide de Deaconu-Renault para um espaco
compacto Hausdorff X e uma aplicacdo de recobrimento o : X — X.
E facil ver que G pode ser escrito em termos do grupéide do Exemplo
7 acima. Basta considerar o grupo dos inteiros com os naturais sendo

o semigrupo. Ademais, a a¢do 6 é definida por

0:N— End(X)
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n— Oyl = 0" (x),

ou seja, a composicao da funcdo o. E imediato ver que as hipoteses
necessarias para as construcgoes sao todas satisfeitas. Deste modo, con-

cluimos que o grupéide de Deaconu-Renault é étale.
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Capitulo 2

A *-algebra C.(G)

Os espacos topologicos que estamos interessados sdo, antes de mais
nada, Hausdorff e localmente compactos. Nesse contexto, temos dois
resultados fundamentais que serdao usados em larga escala e que apre-
sentamos em seguida.

Primeiro, o fato de qualquer aberto de um espaco Hausdorff e lo-
calmente compacto também ter tais propriedades. Segundo, o Lema de

Urysohn para tais espagos, enunciado a seguir.

Lema 1 (Urysohn; versdo para espacos localmente compactos, Haus-
dorff). Seja X um espaco Hausdorff, localmente compacto. Dados sub-
conjuntos disjuntos K, F C X, onde K ¢ compacto e F' € fechado,
temos que existe uma fungao continua f : X — [0,1] tal que flx =1 e
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Observamos que o lema acima pode ser demonstrado com a versao
usual do Lema de Urysohn para espacos normais, através da compac-
tificacao & um ponto de X.

O objetivo deste capitulo é construir, a partir de um grupoéide étale,
localmente compacto e Hausdorff, uma *-algebra, que posteriormente
nos levaré a construgao das C*—algebras de um grupéide.

Portanto, considere G um grupdide étale, localmente compacto e
Hausdorft.

Seja f : G — C uma funcgao continua. Definimos o suporte de f por

supp(f) = {x € G|f(z) # 0}.

Usando esses dois resultados acima, podemos demonstrar o seguinte

fato, muito usado neste trabalho:

Proposigao 12. Seja G um grupdide localmente compacto, Hausdorff
e étale. Para qualquer U aberto nao vazio de G, existe f € C.(G) nao

nula com supp(f) C U.

Demonstragao: Sejaz € U. Como U é aberto, é um espaco localmente
compacto Hausdorff, de modo que existe uma vizinhancga aberta B de
x cujo fecho B seja compacto. Agora, usando o mesmo argumento para
B, temos que existe uma vizinhanca aberta V de z cujo fecho V seja

compacto. Ou seja, temos as seguintes inclusoes
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zreVcVcBCcBCU.

E claro que o fechado G \ B ¢é disjunto do compacto V, de modo
que existe uma func¢ao continua f : G — [0,1] C C tal que flj; =1e
flexs = 0.

Portanto, temos {y € G|f(y) # 0} C B, o que garante que
supp(f) C B C U, finalizando a demonstragao.

]

Com isso, definimos C.(G) sendo o conjunto das fungbes continuas
f : G — C que tenham suporte compacto, ou seja, supp(f) é um
conjunto compacto.

Agora, definimos C(G) como sendo as fungoes em C,.(G) que tenham

o suporte contido em alguma bissecao aberta de G, ou seja,

C(G) :={f € Cc(G)|supp(f) C U,3U € Bis(G)},

onde Bis(G) é o conjunto das bisse¢oes abertas de G.
Um resultado muito importante, demonstrado usando argumentos

de particao da unidade, garante que

C.(GQ) = span C(@),

ou seja, todo elemento de C.(G) é uma combinacdo linear finita de
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elementos de C(G). Tal resultado serda fundamental para provarmos
que a estrutura de *-dlgebra em C.(G) apresentada a seguir estd bem
definida. Observamos desde j& que, com as informagoes até aqui, ja é
claro que C.(G) tem estrutura de espaco vetorial.

Ademais, a fim de fixar notacdo, se U for uma bissecdo aberta e
f € C(G) é tal que supp(f) C U, entado diremos que f € C.(U).

Tendo feito as construcbes necessarias, estamos em condigoes de

provar o importante teorema;:

Teorema 1. Sejam f,g € C.(G). Entao as operagies a sequir estio
bem definidas e garantem uma estrutura de *-dlgebra em C.(G), como

seque:

f9:GoCaw fgla) = S f(hg(h ')

heG;r(h)=r(z)

= > fwe2)

(y,2)EGPyz=x

ff:G—=Cx— f*(x) = f(z™1).

Demonstragao: Por ser um teorema com demonstracao longa e varios
passos a serem justificados, optamos por demonstrar o teorema a partir
de uma série de afirmagoes.

Afirm. 1: Seja f € C.(U), em que U é bissegdo aberta. Entdo
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frec. (U

Observamos que, uma vez demonstrada a afirmacao acima, segue
que a aplicagdo * estd bem definida em C.(G), visto que C.(G) =
span C(G) e que é imediato verificar que * & uma aplicagdo conjugado
linear.

J4a sabemos que U~! é uma bissecdo aberta e é claro que f* é

continua. Convém observar que

supp(f*) ={z € G|f(z71) # 0} == H,

onde H é apenas uma notacao para o conjunto em questdao a fim de
facilitar a escrita.

Dado = € supp(f*), existe uma net (x;) tal que f(:ci_l) #0e
x; — x. Como f(x; ') # 0, temos 2; * € supp(f). Ademais, uma vez

b 271, segue que z7!

que z; € supp(f) C U, portanto z € U !,
mostrando que supp(f*) C U~L.

Resta mostrarmos que supp(f*) é compacto. Como supp(f) é com-
pacto e a fungdo inversao é continua, temos que supp(f)~! é compacto
(onde a notagdo empregada aqui ¢ a mesma da Proposicdo 6). E imedi-
ato perceber que H C {z7!|f(z) # 0} C supp(f)~'. Como supp(f)~'é
compacto, segue que H C supp(f)~', o que mostra que supp(f*) = H

é compacto, ja que é um conjunto fechado contido em um compacto.

Com isso, fica demonstrado a boa definigdo da aplicacdo * em C(G).
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Para termos a boa defini¢do da involugao em C..(G), basta observarmos
que para quaisquer f,g € C.(G), vale que (f + g)* = f* + ¢g* e entdo
usarmos o fato de que C.(G) é um espago vetorial e span linear de
C(G). Vamos agora estudar a multiplicagdo.

Afirm. 2: Dadas f,g € C.(G), temos que a soma

Y. f(Wg(h'a)

heG;r(h)=r(g)

é finita, para qualquer z € G.
Fixado z € G, ja observamos que, como G é étale, entdo G ¢é
aberto em G (Corolério 1). Portanto r~!(r(x)) é discreto, tendo em

vista a Proposicao 3. Defina
I:={h e G|f(h) #0;r(h) =r(x)}.

E imediato observar que I C supp(f)Nr~(r(z)). Uma vez que supp(f)
é compacto e 7~ 1(r(x)) é discreto, temos necessariamente que I é finito,
garantindo a afirmagcao e mostrando que a fun¢ao f-g esta bem definida.
De fato, I sera finito pois, do contrario, existird uma net h; € I com
infinitos elementos distintos entre si. Assim, como supp(f) é compacto,
segue que existird uma subnet h; € supp(f) convergente para h €
supp(f). Uma vez que r(h;) = r(z), segue que r(h) = r(z), mostrando
que h € r=Y(r(z)), o que é absurdo, visto que r~!(r(z)) é discreto.

Tendo j4 mostrado que a soma é finita, continuemos com = € G
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fixado. A préxima afirmagdo nos dard uma outra maneira de calcular
f - g(x), o que nos seré tutil mais adiante.

Afirm. 3: Para z € G fixado, temos que

oo fwex) = Y. fWwely ta).

(y,2)EG®)yz=x yeG;r(y)=r(x)

De fato, isso é apenas uma "mudanga de varidvel". Considerando
a soma a direita e, para cada y no somatorio, escrevendo z = y 'z,
temos que r(z) = r(y~') = s(y), portanto (y, z) € G e que
Yz = y(y’lx) = x, exatamente o que é apresentando no conjunto de
indices da soma & esquerda.

Afirm. 4: Se f,g € C(G), entdo f - g € C(G).

Dadas tais funcoes f e g, denotemos por A := supp(f) C U e
B := supp(g) C V, onde U e V sao bissecdes abertas. Fixemos
um z € G. Se f - g(x) # 0, entdo existem y, z tais que yz = z e
fy),g(z) # 0, garantindo que y € A C U e z € B C V, ou seja,
x € UV. Ademais, como a fun¢io r|y é homeomorfismo e r(y) = r(z),
segue que podemos escrever y = 7|y~ (r(z)). Analogamente, podemos
escrever z = s|y ' (s(z)).

Pelo mesmo argumento, se x € UV, entao existirao Gnicos y, z tais

que y € U,z € V e yz = x pois as fungdes r|y e sy sdo homeomorfis-
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mos. Portanto, a partir de tais dados, podemos concluir que

F(rlo ™ (r(x)) g(slv ™ (s(x))),5e 2 € UV

O,se z ¢ UV

frg(x)=

Em particular, observamos que f - g|yv € continua.

Agora, como A e B sdo compactos, entdo A x B também sera.
Como G® & um fechado de G, segue que G N A x B é um fechado
de A x B. Segue dai que AB é compacto, uma vez que a multiplica¢do
Ax BNG® — AB é continua e sobrejetora.

E claro que AB C UV. Vamos justificar que f-g se anula fora de AB.
De fato, se x ¢ UV, ja vimos que f - g(z) = 0. Agora, se x € UV\AB,
entdo, sem perda de generalidade, = yz, para certo y ¢ A, de modo
que f(y) = 0 (lembre-se que A = supp(f)).

Disso, concluimos que AB é um compacto no qual f-g se anula fora
dele. Pela definicao do supp(f - g), segue que supp(f - g) C AB, ja que
supp(f - g) é o menor fechado que contém os pontos onde f - g ndo se
anula. Portanto, temos que o fechado supp(f - ¢) esta contido em um
compacto, o que garante que supp(f - g) é compacto.

Para concluir, resta justificar que f-g é continua em todo o dominio,
ndo apenas em UV. Justificado tal fato, teremos justificado que se
feC.(U)egeC.(V),entao f-g € C.(UV), finalizando a afirmagao.

Para justificar a continuidade de f - g, lembremos que f - g se anula

fora do compacto AB e que AB esti contido no aberto UV, onde ja
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sabemos que f.g é continua. Portanto, dados x € G e uma net z;
convergindo para z, temos que: se z ¢ UV, entdo x pertence ao aberto
G\AB, de modo que z; € G\AB eventualmente, mostrando que f -
g(z;) = f - g(z) = 0 para tais indices. Assim, trivialmente temos que
f-g(x;) = f-g(x). Agora, se z € UV, entdo z; € UV eventualmente,
pois UV ¢é aberto. Logo f - g(z;) — f - g(x) pois em UV ja vimos que
f - g € continua.

Novamente usando que C.(G) = span C(G), temos que, a partir
da Afirmacdo 4, é verdade que se f,g € C.(G), entdo f-g € C.(G).
Por completude, vamos justificar melhor essa passagem. De fato, se
feC(U)ege C(V) onde U e V sdo bisse¢bes abertas, sabemos
que f.g € C.(UV) e que UV é bissecao aberta. Agora, considerando
f.g € C.(G) e escrevendo f e g como span linear de elementos de C(G),
ouseja, f=> fieg=>_gjcom f; € C.(U;) e gj € Cc(V}), segue que
f.9=>" fi.gj, onde fi.g; € C.(U;V;), donde segue o resultado.

Finalmente, para concluir que C.(G) tem estrutura de *-algebra,
devemos provar que, para quaisquer f,g,h € C.(G), vale:

(1) (f*)* = f. Basta notar que, para qualquer x € G,

(f) (@) = f*(@=1) = f((a=1)71) = f(2).

(43) (f-9)* = g*- f*. Ja vimos que, para qualquer x € G, temos que

f9(x) = X 0p—n [(@)g(B). Dai, segue que
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(f-9) @) = f-g@ V= Y fla)gB)

af=x~1
= Y g HeH=Y gmrm
B~la"l=x yn=x
= (9" )

(#i1) (f-g)-h = f-(g-h). Usando a expressao da multiplicacido como

acima, temos para r € G,

(f-9)-h(z) = Y (f-g)(@)h(B)

af=x

> (Z f(v)g(n)> h(B)

af=z \VN=«

= > f(Mgmh(p), (2.1)

ynB=z

e, por outro lado,

flg-m)@) = Y fl@)g-nE) =Y fla (Z g(v)h(n)>

af=z af=z yn=8

> F@)g(y)hm), (2:2)

ayn=z

donde segue a demonstracao, visto que as equacoes (2.1) e (2.2) sdo

iguais.
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Capitulo 3

C*-algebras de um

grupoide

3.1 Representagoes de C.(G)

Mais uma vez, estaremos tratando do caso de G um grupdide étale,
localmente compacto e Hausdorff. Lembramos que, nesse caso, G(? ¢é
um aberto (e fechado) de G. Dessa maneira, usando o mesmo argumento
do final do Teorema 1, qualquer funcdo continua de suporte compacto f
que estiver definida apenas em G(©), terd uma extensdo continua trivial
para C.(G), bastando estender com zeros.

Se U & uma bissecdo aberta de G e f € C.(U), entao vimos que

freC.(UYHYeque f-f*eC.(UUT). Observamos que, nesse caso,
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UU! = r(U) via o homeomorfismo r:

De fato, UU~! ¢ uma bisse¢io aberta e homeomorfa a r(UU1).
Mas, para qualquer xy~! € UU !, temos que r(zy~1) =r(z) € r(U) e
que para qualquer 7(z) € r(U), temos que 2271 € UU ! e r(2271) =
r(z), justificando o homeomorfismo.

Uma vez que r(U) € G, podemos concluir que f - f* € C.(G)
para qualquer f € C.(U). A fim de estudar as representagoes de C.(G),

precisamos da seguinte caracterizacao.

Proposigao 13. C.(G)) pode ser escrito como uma unido de C*-

dlgebras.

Demonstracgao: Seja K um compacto contido em G(9). Defina

C(K): = {f:G—C | feécontinua e se anula fora de K}

= {f:G— C|supp(f) C K}.

Com a multiplicagdo e a involugdo natural, temos que C(K) é uma
*_algebra. Ademais, definindo a norma por || f||e := sg}g |f(x)], segue
z
que C(K) é uma C*-algebra.
Tendo feita tal construcao padrao, a demonstragao seguird de: para

qualquer f € C.(G®), denote por K; := supp(f). Assim, afirmamos
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que

c.¢= U ey,
FECA(G®)

E claro que se f € C.(G), entdo f € C(K ;). Agora, seja
9 € Usec,co)C(Ky). Entdo g € C(Ky) para certa f € C.(G),
Portanto g se anula fora do compacto K¢, de modo que supp(g) C Ky,
o que mostra que supp(g) é compacto, concluindo que g € C.(G®).

]

Vamos agora comegar de fato a estudar representagoes de C.(G).

Para isso, considere 7 : C.(G) — B(H) uma representacio qualquer,
onde H é um espaco de Hilbert e B(H) é a C*-algebra dos operadores
limitados em H. Lembramos que, por representacao, queremos dizer
que 7 é um *-homomorfismo.

Fixemos um f € C(G). Logo, existe U bissecdo aberta tal que
fecC.(U)e f-f* e C(UUY) C C(G). Mas, de acordo com
a proposicao 8, temos que f - f* € A, onde A é alguma das C*-
algebras citadas na Proposicdo. Portanto, se restringirmos m a A, temos
m|la : A — B(H) um *-homomorfismo entre C*-algebras, o que garante
que [|m(f - f < LF - S [loo-

Mas dai segue que ||7(f)[|* = |7 (f-f*)|| < |If-f*|loc- Afirmamos que
1f - £l = 1%, donde seguira que w(f)]| < ], para qualquer

f € C(G). Vamos aos fatos:

Proposigao 14. Para qualquer f € C(G), temos ||f - f*|lco = || f]|%-
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Demonstragao: Suponha f € C.(U), onde U é uma bissecdo aberta.

Para cada x € G, temos que f - f*(z) = Z f()f(z=1). Conside-
remos agora x € G tal que f - f*(x) # 0. Loygo:fexiste pelo menos um
par (y,z) € G tal que yz =z e f(y), f(z~1) # 0, 0 que garante que
y, 2z~ € supp(f) C U.

Observemos que esse par (y, z) € tnico, uma vez que U é uma bisse-
¢do. De fato, se existisse, por exemplo, algum par (y',2’) nas mesmas
condigoes, entdo teriamos que r(y) = r(x) = r(y') e que y,y' € U, o
que seria absurdo, dado que a func¢ao range é homeomorfismo em U.
Analogamente justificamos a unicidade de z.

Mais uma vez usando que yz = z, temos que s(y) = r(z) = s(z71),

! uma vez que y, 27! € U e a fungdo source é

O que garante que y = 2~
homeomorfismo sobre U. Agora, usando o fato de que a fun¢do range
é homeo em U e que r(y) = r(x), segue que podemos escrever y =
rlo ™ (r(x)).

Assim, concluimos que para qualquer z € G tal que f - f*(x) # 0,

existe tnico y € U (a saber, y = r|y ' (r(z))) tal que f - f*(z) =

f()f(y) = |f(y)|*. Portanto, calculamos
IS~ FHlloo = sup || - f* (@)l = sup [ £ () * = | FlI%,
zeG yelU

onde a igualdade da direita é justificada uma vez que supp(f) C U.
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A partir de tal proposicdo, como ja foi citado, podemos concluir o

seguinte lema:

Lema 2. Sen: C.(G) — B(H) € representagao, entio ||7(f)|| < || flloo

para qualquer f € C(G). Com isso, seque que sup ||7(f)| < oo, para

T rep

qualquer f € C.(G).

Demonstragao: De fato, f pode ser escrita por f = f1 +...+ f,,, onde

cada f; € C(G). Portanto temos que

(NI < DMl < D Iillse < 00
i=1 i=1

Também observamos que o nimero » ., || filloo ndo depende da

representacao 7, de modo que para qualquer f € C.(G), temos que

sup [|w(f)l < oo,

T rep

onde o supremo é tomado na colecao de todas as representacoes de
C.(G). |
Vamos agora usar tais fatos para construir a C*-algebra (cheia) de

G. Para isso, definimos

£l = sup ()] ¥F € Cu(C).

E imediato verificar que | - ||, ¢ C*-seminorma em C.(G). Mas,

de fato, vamos em seguida fazer uma contrucdo de uma representacio

71



fiel (injetiva) de C.(G), o que garantira que | - ||, € uma C*-norma
em C.(G). Tendo feito isso, definiremos a C*-4lgebra cheia de G como

sendo o completamento de C.(G) em tal norma, ou seja,

C*(G> = OC(G)HHU

3.2 Representacoes regulares

Vamos agora na dire¢io de construir a representacio de C.(G)
acima citada. Tal representacdo é conhecida como representacao re-
gular, denotada por my. Apds sua construgdo, serd possivel definir a
C*-algebra reduzida de G.

De fato, a representagao regular é uma soma direta (indexada por
G(O)) de certas representacoes, denotadas por 7y, ou seja, m\ = QO cqO Ty
Portanto, a fim de entendermos a representagao regular, fixemos
u e GO, Associado a tal u, temos o conhecido espaco de Hilbert

12(s71(u)) definido por

Bls™Hu) =& (W) = Cl Y K9P <oop,

ges™(u)

com produto interno dado por

Em= > &gy

g€s—1(u)
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Agora, definimos 7}

definido por

(e = D f(hEhTg)

hlr(h)=r(g)
onde estamos abreviando a notacdo de [%(s~!(u)) para %, a fim de
facilitar a escrita.
Precisamos mostrar que tal aplicacdo estd bem definida e que é,
de fato, um *-homomorfismo. Para isso, vamos seguir um esquema, de

demonstragao analogo ao feito no Teorema 1. Segue entao o

Teorema 2. Seja G étale e u € GO, Entio a aplicagio my definida

acima € uma representagio de C.(G).

Demonstracao: Abreviaremos a notacao de 12(s~*(u)) por [2, a fim
de facilitar a escrita.

Afirm. 1: Fixados f € Co(G) e € € %, asoma s, y—r(p) f(WE(R T g)
é finita (e portanto bem definida) para qualquer g € s~ (u).

De fato, basta observar que o conjunto de indices da soma tais que
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f nao se anula é finito, pois

{h e G| f(h)#0;r(h) =r(g)} <7 (r(g)) N supp(f),

e sabemos que r~!(r(g)) é discreto e supp(f) é compacto.

Afirm. 2: Para qualquer f € C(G) e £ € [?, temos que || 74(f)E|| <
[f1loolI€]]-

Para demonstrar tal desigualdade, fixemos f € C.(U), onde U &
uma bissecao aberta. Nesse caso, observamos que para qualquer g €
s~ (u), o conjunto r~1(r(g)) N supp(f) tem no maximo um elemento.
Sejam z e y elementos de tal intersecdo. Entdo r(z) = r(g) = r(y)
e que z,y € supp(f) C U. Mas a fungao range ¢ homeomorfismo em
U, garantindo que x = y. Nesse caso, usaremos a notacao h, para nos
referir a tal elemento.

Portanto, podemos escrever 7} (f)¢ da seguinte forma:

f(hg)«f(hg_lg), Ahg € r=(r(g)) N supp(f)

0,77 (r(g)) N supp(f) =0

Com isso, podemos calcular
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I (NEN® = Y Ifh)élh )P < Y If(hg)PlE(hy  g)

ges™H(u) ges™H(u)

IF1% D 1&g a)l? < IFIS €N

ges™(u)

IN

Tendo provado a desigualdade enunciada, segue que 7% (f) esta de-
finida como fun¢ao e é continua. Ademais, segue também da desigual-
dade demonstrada que 7%(f) é continua para qualquer f € C.(G).
Por construcao, é claro que serda um operador linear, de modo que
m4(f) € B(I?). Assim, a fungao 7% estd bem definida. Segue, nova-
mente por construcao, que 7y é linear.

As proximas duas afirmagdes mostrardo que 7§ € um *-homomorfismo,
concluindo o teorema.

Afirm. 3: Para quaisquer fy, f1 € C.(G), temos que
T3 (fo - f1) = X (fo)mX (f1)-

Para provar tal igualdade, devemos avaliar as fun¢oes em um & € 2.
Mas, uma vez que o conjunto (dy)ges-1(y) forma uma base ortonormal

para (2, basta avaliarmos nos elementos da base. Lembramos que as

fungodes d, sdo definidas por
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Portanto, fixando um g, temos

()3 (@) = Y. fo(h)dg(h ) = folggo™ ),

hir(h)=r(g)

0 que nos leva a concluir que

T (f0)dg = D> folggo™ ")y

g;s(g9)=u

Portanto, calculamos

)Ty ()0 = mX(fo) | D filggo ),

Agora, calculamos

w5 (fo- f1)dse = > fo- filhgo " )on

s(h)=u

> ST folk)fu(k hge ) | O

s(h)=u \Fk;r(k)=r(hgo~1)

Para mostrar a igualdade entre esses termos, vamos mostrar que os

somatorios entre parénteses coincidem. Isso serd feito a partir de uma
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mudanca de variavel.
Para isso, fixemos h € G tal que s(h) = u. E imediato verificar que

as funcoes a seguir sao bije¢oes inversas entre si:

¢ s u) = r(r(h), g hg!

Y7 r(h)) = s (u), ki k7'h

Dali, segue que

> folhg Hfilage™) = Y fole(@)f1(¥(b(9)g0 ")

ges—H(u) ges™H(u)

= Y fo®hk)g ")

ker—1(r(h))

= > foR)AGK Thee ).

ker—1(r(h))

Apenas enfatizamos que a igualdade

> fo@NA@@)e ) = D folk) AWk )

ges—1(u) ker—1(r(h))

segue apenas do fato de, nomeando por k = ¢(g), os indices do soma-
torio podem ser tomados no conjunto 7~ (r(h)) em vez de s~!(u) uma
vez que temos as bijecoes ¢ e 1 apresentadas.

Afirm. 4: Para qualquer f € C.(G), temos 74(f)" = w¢(f*).
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Fixando um f € C.(G), para provar tal igualdade, basta mostrar-

mos que

(X (F*)8g0509:) = (g0, X (£)0g1) »

para elementos quaisquer d4,,d,4, da base ortonormal de I2. Entao, cal-

culando

(mX(f")0g0,091) = <Z (990~ 607691>

s(g)=u

< Z f(909_1)69>5g1>
s(g)=u
> F(9097") (89:86,) = Flg091 ")

s(g)=u

= Z fggl 590’6>

< gos Z f( ggl >: <6gov7r1>f<f)6g1>’

(g)=u

donde segue o resultado. Vale apenas ressaltar que, sem perda de gene-

ralidade, assumimos que o produto interno é linear na primeira varidvel
e conjugado linear na segunda.

]

Obs.: Na demonstracao do teorema anterior, mais precisamente na

Afirmacio 3, foi mostrado que, para qualquer v € G e gy € s~ (u),
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vale a igualdade

w8 (Nog = Y flgg0™")d,.

s(g)=u

Novamente através de uma mudanca de varidvel, podemos reescrever

tal soma da seguinte forma:

(o= > flggo g =D  f(9)0q

s(g)=u s(9)=r(g0)

De fato, basta notar que as fungoes
¢:s M (u) = s (r(g0)), g 990"

¢ s (r(go)) = s~ (u), b hgo

sao bijecoes inversas entre si, donde segue que

> flgge o, > f(6(9))d,

g€s~(u) ges™(u)

= S F6 ()

hes=1(r(go))

= Y. [

hes~1(r(go))

Com isso, observemos que para qualquer f € C.(G) e h € G fixados,

definindo v = s(h), podemos escrever
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(o= Y. f(9)0u

g; s(g)=r(u)=u

de modo que

<7T,S\(h)(f)5s(h)7 5h>

< Z f(g)69u75h>

g; s(g)=u

D (9) BgusOn) = f(h)

g;s(g9)=u

onde a igualdade da direita segue simplesmente do fato de, como esta-

mos numa, base ortonormal, vale que
gu=h&eg=hu""teg=huseg=hh"'h)=h

Assim, fica demonstrada a seguinte proposi¢ao

Proposigao 15. Todo [ € C.(G) pode ser expresso através da formula

F(h) = (3" (1)dsguy, 1) Vh € G-

O proximo objetivo é construir a representagao regular de C.(G) e
mostrar que é uma representacdo fiel. Assim, estaremos em condi¢oes
de definir a C*-algebra reduzida de G, bem como justificar com pre-
cisdo a construcao da C*-algebra cheia de G, onde foi assumido que a

representacao regular é fiel.
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Enfatizamos mais uma vez que para qualquer v € G, C.(G) é
representada via 7} no espago de Hilbert [?(s™'(u)). A partir de tais
espacos, podemos construir outro espago de Hilbert da seguinte ma-
neira:

Denotando por S a soma direta algébrica

S= @ BsHw),

ueG®

definimos um produto interno em S por

(x,y)z Z <xU7yu>l2(s*1(u))’

u€G )

onde x = (z,,) e y = (Yu)-
Tal produto interno induz de maneira canénica uma norma em S e
o completamento de S em tal norma é um espaco de Hilbert, denotado

por I2(G). Ou seja,

PG = P Ps ().

ueG®
Tendo criado o espago de Hilbert acima, fixemos agora f € C.(G).
Defina a aplicacao

m(f):S—= S

z = (zu) = (X (f)(0))-
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Por construcdo, é imediato observar que mx(f) é linear. Vejamos
que é continua. De fato, lembramos que na Afirmacdo 2 do Teorema
2, foi mostrado que |7} (f)zul < [[fllocllzull, para qualquer f € C(G).

Disso, segue que

I (D @)* =Y Ims(hzall® < N fllse® D laall® = 1l !l

ueG(0) ueG(0)

ou seja, || (f)(@)]| < [|flloc |z, para qualquer f € C(G).
Agora, para um f € C.(G) qualquer, escrevemos f = f1 + .. + fn,

onde os f/s estdo suportados em bisse¢oes abertas. Segue que

A (f Z m () @) < Y I fillo ]l < (Z ||fi||w> [E4P
i=1 =1 =1

o que demonstra a continuidade de my(f).

Sendo, portanto, um operador linear continuo, 7 (f) tem uma (tnica)
extensdo a [2(G), que, por abuso de linguaguem, terd a mesma notacdo.
Com isso demonstrado, podemos definir formalmente a representagao

regular de G:

Definigao 10. A representacdo regular de C.(G) é o *-homomorfismo

™ C.(G) = B(2(G))
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f =)
que satisfaz mx(f)(z) = (7¥(f)(xw)), para todo = = (x,) € S.
Proposigao 16. A representacao regular de C.(G) é fiel.

Demonstragao: Isto segue como corolario da Proposic¢ao 15. De fato,
suponha f € C.(G) tal que m\(f) = 0. Portanto, para qualquer = =
(zy) € S, temos que mA(f)z = (7%(f)(zy)) = 0. Em particular, segue
que wi(h)(f)és(h) = 0, para todo h € G, o que demonstra o resultado,

tendo em vista a proposicao citada.

3.3 (*-Algebras

Finalmente, estamos em condigoes de definir precisamente as C*-

algebras de G.

Definigao 11. Seja G étale. A C*-dlgebra cheia de G é o comple-

tamento de C.(G) com respeito & C*-norma

[fllu := sup [|w(f)ll, para toda f € Cc(G),
Trep

denotada por C*(G).

A C*-dlgebra reduzida de G é o completamento de C.(G) com
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respeito a C*-norma

£l == llmx()Il, para todaf € Ce(G),

denotada por C*(G).

Em relacao a norma reduzida, podemos expressa-la de outra ma-

neira, a saber:

Proposigao 17. Para qualquer f € C.(G), temos

[ma (Al = sup [l7x ()]
u€G©)

Demonstracgao: Primeiro, observamos que para qualquer u € G,

temos que

X (DI = sup [l7X () (@)l < [lma(HIl-

llzull<1

De fato, para qualquer z, € [?(s7!(u)), podemos definir 7, :=
(0...7,,..0..) € I?(G), onde a tinica coordenada possivelmente nio nula

¢ a u-ésima. Assim, segue que

X (f) @)l = e ()@ < Nlma Azl = Nl ()l
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Portanto, tomando o supremo em u € G(O), segue que

sup [mX (NI < s (DI

Agora, calculamos

lma(Alf = sup — flma(flzll = sup [[ma(f)z]]
@€l2(G), ||z <1 wes,|lz <1

onde a igualdade da direita segue do fato de que S é denso em [%(G).

Mas, para x € S, temos

I (F)all® = (w3 (N @)l® = Y Imi(Haa® < (sup 73 (HID? i,

ueG )

(observemos que a desigualdade acima estd bem definida visto que ja

mostramos que sup,, ||7{(f)]| é finito) donde segue que

lms (DI < sup |73 ()],

finalizando a demonstracao.
]
O resultado acima é um caso particular do seguinte caso mais geral,

cuja demonstragao é andloga ao que foi apresentado.

Proposigao 18. Considere I um conjunto qualquer e representagoes

@i+ A — B(H;) de uma C*-dlgebra A em espagos de Hilbert H;, para
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qualquer i € I. Entao existe uma representac¢ao

¢ = @i : A — B(DiH;))

tal que para qualquer x = (x;) € ®;H;, vale que ¢p(a)z = (¢;(a)(x;)).

Ademais, ||¢p(a)|| = sup; ||¢i(a)]l, para qualquer a € A.

Naturalmente, a representacao construida é nomeada por represen-
tagao soma direta.

Para finalizar este capitulo, vamos mostrar que a C*-algebra redu-
zida pode ser vista como um quociente da cheia e mostrar que Co(G(?))

pode ser vista como sub-C*-algebra de C*(G).

Proposigao 19. Seja G grupdide localmente compacto, hausdorff e

étale. Entao existe um ideal I de C*(Q) tal que

(@)
I

~ Cr(G).

Demonstragao: Denotemos por g a funcao identidade, ou seja,

q:C(Q) = CHG) fra(f)=f

Segue que ¢ ¢ um *-homomorfismo e continuo na norma cheia, visto
que

la(Hlle =11l = sup X (NI < [ fllu,

ueG )
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o que garante uma extensdo para C*(G), denotada também por ¢. E
claro que tal extensao é um *-homomorfismo de C*-algebras. Portanto,
denotando por A a imagem de ¢, temos que C.(G) C A. Ademais, como

A & uma C*-algebra e C.(G) é denso em C(G), segue que
Cr@) =@ c A=A

mostrando que ¢ € sobrejetor. Assim, é claro que o ideal I que estamos
procurando é dado por I := Kerg.

]

A aplicagdo ¢ criada na proposi¢do anterior é muitas vezes chamada

de aplicagao quociente.

Proposigao 20. Para qualquer B bissecdo aberta de G, existe uma

aplicagio linear isométrica da C*-dlgebra Cy(B) para C(G).

Demonstracgao: Antes de mais nada, como ja foi demonstrado, temos

que para qualquer f € C(G), ||f[l < [|f|lco- Assim, fixando B uma

bissecao aberta qualquer, temos que o mapa

0:Ce(B) = CLG), [ f

é uma aplicacdo linear continua. Agora, usando a Proposi¢ao 15, temos

que, para qualquer f € C.(G) e h € G,
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)] = (TP (s 8)] < 173 ()

pois ||0,] = 1, Vu.

Dai, segue que

I lloc = sup . (R)] < sup =3 (AN < 11 £1l

garantindo que 6 é uma isometria, de modo que sua extensao serd
também linear isométrica, demonstrando o resultado.
[ ]

De maneira analoga, o resultado acima também pode ser obtido

para C*(G) :

Proposicao 21. Para qualquer B bissegdo aberta de G, existe uma

aplicagdo linear isométrica de Co(B) para C*(G).

Demonstragao: Ja foi demonstrado que, para qualquer f € C(G), vale
que ||flle < ||flleo- Além disso, na proposi¢ao anterior, demonstramos
que [floe < [Ifllr- B claro que £, < [f]l, de modo que | fll. =
flle-

Assim, temos uma aplicagao linear isométrica de C..(B) para C*(G),
que se estende isometricamente para Cy(B), demonstrando o resultado.

Corolario 3. Cy(G®) é sub-C*dlgebra de C*(G).
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Demonstracao: Uma vez que G(©) é uma bissecido aberta de G, de
acordo com a proposicio anterior, temos que Co(G(?)) é um subespaco
fechado de C*(G). Para ser uma subélgebra, devemos verificar que se
f1, f2 € C.(G) suportadas em G, entdao o produto f; * fo também
é suportado em G e que fi * fo = f1 - fo, onde fi - fo é o produto

pontual e fi * fo representa o produto de convolugao, ou seja,

A=Y f(@)fB)

af=y

para v € G.
Mas, uma vez que f; e f» estejam suportadas em G(©), temos que o
e (8 devem ser tomados em G(?). Neste caso, ¥ = a3 tem tnica solucio
a = f =7, 0 que garante que f1 % fo € Co(G) e que f * fo(7) =
f1(7) f2(7). Para a involugdo, o tratamento é andlogo, ficando assim
demonstrado o corolério.
|
Como observacdo final, ressaltamos que Co(G(?)) também é sub-
C*algebra de C’(G) e a demonstragdo para tal fato é analoga ao que

fizemos acima.
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Capitulo 4

Teorema Principal

4.1 Um pouco mais sobre grupdides

O teorema principal deste trabalho consiste em uma caracterizagao
da simplicidade da C*-algebra cheia de G. Para isso, precisamos apro-
fundar um pouco a teoria de grupoéides construida até entdao. Portanto,
comegemos fixando G um grupéide localmente compacto, Hausdorff.

Para qualquer u € G, ja definimos o grupo G(u), nomeado por
"grupo de isotropia em wu". Diremos que w tem isotropia trivial se
G(u) = {u}. Ademais, para quaisquer D, E C G, definimos os con-
juntos

GE = {y € G|r(y) € E},

Gp:={yeGls(y) € D}
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GE .=GFnaGp.

Um conjunto D ¢ G ¢ dito invariante se, para qualquer v € G
tal que s(vy) € D, entdo r(vy) € D.

Obs.: A condigdo acima apresentada é equivalente a dizer que, para
qualquer v € G tal que r(v) € D, entdo s(y) € D. De fato, considere
v € G tal que 7(y) € D. Segue que r(y) = s(y~!) € D garante que
r(y~!) € D, ou seja, s(y) € D. E claro que o outro lado é analogo.

Assim, observamos que se D C G(©) ¢ invariante, entdo

D ={r(v)|s(y) € D} ={s(v)|r(v) € D},

donde segue que GP = Gp. E também facil ver que se D ¢ G(© satisfaz

GP = Gp, entdo é invariante. Deixamos entdo registrado o fato:
Proposigao 22. Um conjunto D C G ¢ invariante se, e somente se

Gp =GP.

A seguir, vejamos que a unido, intersecdo e o complementar de
conjuntos invariantes ainda é um conjunto invariante. Este resultado é
béasico mas vamos enuncid-lo como um lema, uma vez que seré usado

algumas vezes no decorrer do texto.

Lema 3. Sejam F e F; conjuntos invariantes de um grupoide G, para

i num conjunto de indices I. Entao:
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(1) A uniao U := U;er F; € um conjunto invariante.
(i1) A intersecao V := N;er F; € um conjunto invariante.

(iii) D := GON\F € um conjunto invariante.

Demonstragao: Para provarmos (i), considere v € G tal que s(v) € U.
Segue que s(y) € F; para certo indice i € I. Como F; é invariante,
r(y) € F;, de modo que r(y) € U. Um tratamento anélogo demonstra
(it).

No caso de (ii1), seja v € G tal que s(y) € D. Logo s(y) ¢ F,
de modo que r(y) ¢ F, pois F é invariante. Segue que r(y) € D,

demonstrando o resultado.

Ainda estudando conjuntos invariantes de um grupoéide, temos a:

Proposigao 23. Seja U C GO wm subconjunto qualquer. Defina
[U] == r(s~Y(U)). Entdo [U] = s(r~*(U)) e é o menor conjunto in-

variante contendo U.

Demonstragao: Primeiramente, para motrarmos que [U] = s(r~1(U)),
fixe v € [U]. Entado existe z € G tal que v = r(z) e s(x) € U. Segue
que v = s(z7!) e r(z7!) = s(z) € U, garantindo que v € s(r~1(U)). A
outra inclusao é analoga, donde segue a igualdade desejada.

Para vermos que U C [U], basta lembrarmos que as fungdes source
e range atuam como identidades em G(©). Agora, seja V um conjunto

invariante, contendo U. Dado v € [U], existe € G tal que v = s(x)
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com r(z) € U, de modo que r(z) € V. Mas V é invariante, logo s(x) =
v € V, donde concluimos que [U] C V.

Denote por I a intersegao de todos os conjuntos invariantes que con-
tenham U. Uma vez que [ é a intersecao de conjuntos invariantes, o
Lema 3 garante que I é um conjunto invariante. Ademais, claramente
U esta contido em I. Vamos mostrar em seguida que [U] é invariante,
o que garantird a igualdade [U] = I, concluindo a demonstragao. Por-
tanto, seja g € G tal que s(g) € [U]. Devemos mostrar que r(g) € [U].
Segue que existe h € G tal que s(g) = r(h) com s(h) € U. Definindo
k = gh, temos que r(g) = r(k) e s(k) = s(h) € U, provando que
r(g) € [U). .

Vamos agora relembrar as trés classes de grupoéides que estao rela-
cionadas com o teorema principal do trabalho e estudar algumas pro-
priedades.

Um grupdide G ¢é dito topologicamente principal se o conjunto
dos elementos que possuem grupo de isotropia trivial é denso em G(©).

Ou seja, se G(©) pode ser expresso por

GO = {ue GO|G(u) = {u}}.

Um grupéide G ¢ dito minimal se G() ndo contém abertos invari-
antes nao triviais, ou seja, se apenas os conjuntos ) e G0 sdo abertos

invariantes.
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Um grupéide é dito efetivo se o interior de I'so(G)\G®) ¢ vazio.
Obs.: vamos usar a notagao D° para denotar o interior de um conjunto
D.

As proximas duas proposicoes sdo caracterizagoes de grupoides lo-
calmente principais e efetivos. Vale ressaltar que a caracterizacao para
grupoides efetivos serd particularmente interessante ao longo deste ca-

pitulo.

Proposigao 24. Seja G um grupdide étale, localmente compacto e
Hausdorff. Entao G ¢ topologicamente principal se, e somente se, cada
aberto néio vazio invariante de G contém algum ponto com isotropia

trivial.

Demonstracao: E claro que se G é topologicamente principal, entdo
qualquer aberto ndo vazio (em particular os abertos invariantes!) de
G contém algum ponto com isotropia trivial, uma vez que
{u € G| G(u) = {u}} é denso.

Agora, seja U € G(© aberto. Segue que s~ (U) := Gy é aberto
e portanto r(Gy) também é aberto, uma vez que a funcdo range é
homeomorfismo local (G étale) e portanto uma aplicagio aberta.

A Proposicdo 23 assegura que r(Gy) € invariante. Assim, por hi-
potese, r(Gy) possui um ponto u € G© com isotropia trivial. Logo

podemos escrever u = r(7), para certo v € G tal que s(vy) € U. Fixado
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um tal v, vemos que

Y G(u)yy =y Huly = s(v),

uma vez que u tem isotropia trivial e que u = r(y) = yy~ L.

Para finalizar a demonstracao, basta mostrarmos que

G(s(7)) =7 "G(u)y,

pois disso segue que s(y) € U é um ponto com isotropia trivial e como
U foi tomado um aberto qualquer, segue que o conjunto dos pontos de
G©) que possuem isotropia trivial ¢ denso, ou seja, G é topologicamente
trivial.

E claro que para qualquer n € G(u), temos s(y"'ny) = s(y) e
r(y~ly) =r(y7") = s(v), de modo que v ' G(u)y C G(s(7)).

Por outro lado, considere dado n € G(s(7)). Dai, definindo um

!, segue que 5(§) = s(y7) =r(y) =uer() =r(y) =u, de

§=y
modo que n =y 1(£)y € v 1G(u)y, como gostariamos.

Proposigao 25. Seja G grupdide localmente compacto, Hausdor[f, étale.
Entao sao equivalentes:

(1) G é efetivo.

(2) o interior de Iso(G) ¢ G, ou seja, Iso(G)° = G,

(3) para qualquer bissecio aberta nio vazia B € G\G©), existe um
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v € B tal que s(y) # r(7).

Demonstragao: Vamos comecar mostrando que (1) e (2) sdo equi-
valentes. Para isso, observamos que, como G é étale, G(©) & aberto e

fechado em G. Assim, para qualquer S C G,

5° = (S NG)° U (S\GO)e, (4.1)

onde a unido acima é disjunta. De fato, ¢ claro que (S N G®)° U
(S\G(®)° c S°, pela definicdo de interior. Agora, seja x € S°. Logo
r € U, para certo U C S aberto. Podemos escrever U como uniao
disjunta U = (UNGO)U(U\G®). Portanto, temos duas possibilidades
para tal x € U.

Se z € UNGWO, temos que U NG & aberto (pois G(©) é aberto)
eque UNGO® c SNGO, o que mostra que x € (SN G®)°,

Agora, se x € U\G®, usando que G*) ¢ fechado, segue que U\G(?)
é aberto e vale que U\G(® ¢ S\G®, mostrando que z € (S\G®)°, o
que demonstra a férmula acima.

Usando a férmula para S = I'so(G) e lembrando que G(©) C I'so(G),

segue que

I50(G)° = G° U (Iso(G)\G)°,

onde a unido acima ¢é disjunta. Com isso, é imediato ver que (1) e (2)

sao equivalentes.
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Vamos agora mostrar que (1) e (3) sdo equivalentes. Suponha,
portanto, que G seja efetivo e considere B C G\G®) uma bissecio
aberta ndo vazia. Assim, se todo v € B satistaz s(v) = r(v), entao

B C Iso(G), de modo que B C Iso(G)\G(®). Mas isso garante que

B° = B C (Iso(G)\G©)° =0,

o que contradiz B néo ser vazio. Assim fica demonstrado que (1) implica
em (3).

Para mostrarmos que (3) implica em (1), lembremos que, como G
é étale, temos uma base para sua topologia dada por bissecoes aber-
tas. Vamos escrever D = I'so(G)\G(?) apenas para facilitar a notagao.
Devemos mostrar que D° é vazio. Assim, supondo que D° # (), segue
que existe uma bissecao aberta nao vazia B tal que B C D°. Por hi-
potese, existe v € B tal que s(y) # r(7), ou seja, B € Iso(G). Mas
B C D° C D C Iso(G), absurdo. Fica assim demonstrada a proposi-

¢ao.

4.2 Resultados Principais

Finalmente, vamos comecar a discutir os resultados principais deste
trabalho. Em particular, a proxima proposicao é de fundamental im-

portancia para a demonstracdo do teorema principal. A fim de demonstra-
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la, vamos fazer primeiro duas observacoes.

Obs. 1. Fizado um u € G, defina [u] = r(G,). Vamos justificar que
dado v € [u], seque que para qualquer v € G, temos que () € [u].
De fato, temos que v pode ser escrito por v = r(x), para certo x €
G, s(x) = u. Ademais, para qualquer v € G, temos s(v) = v = r(x),
de modo que yx € multiplicdvel.
Dai, basta observar que r(v) = r(yx) e que yx € G, uma vez que

s(yz) = s(z) = u.

Obs. 2. Para qualquer u € GO, podemos criar um espaco de Hilbert
da seguinte maneira: Fizado u € G considere [u] = r(s~*(u)) como
na observagao anterior. Em seguida, para qualquer v € [u], defina
dy : [u] = C por d,(w) =1 sew =v e d,(w) =0, caso contrdrio. Como
[u] € G, naturalmente podemos considerar a extensio por zeros de
8, para GO, Nesse caso, mantendo a mesma notacdo, temos que 5, €
2(GO).

Segue que {3,|v € [u]} C 12(G?)). Uma vez que 12(GV)) é um espaco

de Hilbert, podemos definir o (sub)espago de Hilbert

1?([u]) = 3pan{é, | v € [u]},

onde o fecho é tomado na topologia de 1*(G(©).
Tendo feito tais observacgoes, podemos enunciar a

Proposigao 26. Sejam G wm grupdide localmente compacto, Haus-
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dorff, étale e u € GO, Entdo existe uma tinica representacdo Ty de
C*(@) em I*([u]) = span{d,|v € [u]} (definido na Observagio (2)

acima) tal que para qualquer f € C.(G) e v € [u],

T (N80 = Y F(Ndr).

YEG,

Demonstragao: Considere fixado f € C.(G). Vamos usar a notagao
H := span{d, |v € [u]}, de modo que I*([u]) = H. Usando a observagio
(1) acima, temos que o0s d,(,) na férmula estdo bem definidos. Ademais,
como G, é discreto e o supp(f) é compacto, temos que a formula apre-
sentada na proposicao estd bem definida, pois G, N supp(f) é finito.
Para quaquer h € H, escrevemos h = Eve[u] h,d,, onde tal soma é

finita e definimos

Z > F(Nhobys) € H.

[u] YEGW

Podemos entdo considerar a aplicacdo H — H, h + f - h. E claro
que tal aplicacao é linear e que se tomarmos h = J,,, teremos a férmula
requerida na proposicao.

Vamos mostrar que tal aplicagao é continua, de modo que ter4 tnica
extensao para [%([u]).

Antes disso, considerando o produto interno em ?([u]) sendo linear

na primeira variavel e conjugado linear na segunda, observamos que
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para quaisquer v, w € [u], temos

f 5’035 Z f r('y)7 Z f

YEG, yEGY

onde a igualdade da direita segue imediatamente do fato de ¢,, v € [u]
ser uma base ortonormal de 1?([u]).

Agora, calculamos

<5va o 5w> = <5va Z f*(7)67(7)> Z f 5va 67(’)’))

YEGw YEGw

Sfah= > fm)

vEGY, neGy

0 que mostra a igualdade

<f : 5va6w> = <5U7f* : 5w> (4.2)

Ademais, por linearidade, é claro que tal igualdade é preservada
para quaisquer h, h’ € H. Vamos agora estudar a continuidade da apli-
cacdo [h +— f - h]. Para isso, considere h decomposto como antes. Pri-
meiramente note que podemos supor que f estd suportada em uma
bissegdo U C G ja que toda f € C.(G) é uma soma finita de tais

fungoes. Agora, se [ € C.(U) entao
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Foh= 3 Fsu ) hebrgey 1)),

ve[ulNs(U)

onde sy : U — s(U) denota o homeomorfismo restrigdo de s. Assim,

IF-rlE= Y0 {Flsu™ )bty =100 F (507 (W) hwrioy 1)

v,weu]Ns(U)

Na ultima soma acima podemos descartar todos os v # w pois se

r(sy 1(v)) = r(sy~H(w)) entdao v = w ja que U & bisse¢do. Logo

I -nlz= > 1f(su™ )Plho]? < [ FIZIIRI3.

ve[ulNs(U)

Logo a aplica¢do [h +— f - h] é limitada, com norma no maximo
| flloo- Segue que a funcdo [h +— f - h] é linear continua, se estendendo

a um operador em B(1%([u])), o qual denotaremos convenientemente por

) (f)-

Temos portanto uma aplicagao linear ) : Co(G) — B(1*([u])), f —

7 (f) e, a partir da igualdade (4.2), segue que ) (f*) = w[u](f)*.

Vamos agora mostrar que para quaisquer f, g € C.(G), vale que

) (f9) = Ty () (9)-

De fato, basta mostrarmos que 7, (fg)d, = 7 (f) 7 (9)ds, onde

8, ¢ um elemento qualquer da base ortonormal do Hilbert [2([u]).
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Portanto, calculamos

W[u](fg)(sv = Z fg(’y)ar('y) = Z Z f(a)g(ﬂ) 57“(7)

~EG, YEG, \af=v
= > H@)g(B)dra),
aBeG,

onde a ultima igualdade segue do fato de r(v) = r(«) se af = .

Agora, calculamos

Il
=
£
—~
=
)
—~~
=
~—

(=%
=
=

= Y 9B (7 (N)dres))

BEG,

= > 9B . @)

BEG, aEGr(B)

= > Y f@)9(B)ra)

BeG, QEGT(B)

o que garante a igualdade requerida, pois somar os pares multipli-
caveis («, ) tais que s(af8) = v é equivalente a somar, para cada 8 € G
tal que s(8) = v, a € G tais que s(a) = r(f).

Com isso, mostramos que 7, ¢ uma representacao de C.(G). Mas
dai é imediato que tal representacado terd uma tnica (devido a unicidade
das extensodes ja criadas) extensdo continua para C*(G), pela defini¢ao

da norma na C*-algebra cheia. Por abuso de notagao, a extensao tam-
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bém serd denotada por 7], concluindo a demonstragao.
]
A fim de provarmos a préxima proposi¢ao, vamos considerar a soma
direta das representagoes 7, definidas na proposigao anterior. Ou seja,

considere:

@ﬂ'[u] =E&g: C*(G) — B(L),
[u]

onde L := m

Observamos que G(%) ¢ particionado nos conjuntos [u] parau € G();
a soma direta acima é, portanto, definida exatamente nesta particao.
E 6bvio que G(©) esta contido na unido dos conjuntos [u] para u € G(©),
visto que u € [u]. Ademais, se v ¢ [u], entdo vejamos que [u] N [v] = 0,
donde segue a observacio. De fato, suponha v € G(©) tal que v ¢ [u] e
seja x € [u] N [v]. Entdo existem y, z € G tais que z = r(y) = r(z) com
s(y) =v e s(z) = u. Assim, v = r(y~'2) com s(y~'z) = u, implicando
que v € [u], um absurdo. Temos assim a boa defini¢cdo da soma direta
das mp,)’s acima.

Ja sabemos que Co(G() é sub-C*algebra de C*(G). Afirmamos:
Lema 4. A aplicacio g, quando restrita i Co(G(?)), € injetiva.

Demonstragao: De fato, considere f € C.(G(®) nio nula e seja

u € GO tal que f(u) # 0. Segue que

T (F)ou = D> F(M0r(r) = f(u)du,

YEG,
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pois, se v € G, é tal que f(v) # 0, usando que supp(f) C G(*), temos

y=s5(y) =u=1(y).

Agora, lembramos que [|Eq(f)|| = supy, |7 (f)]], calculamos

I€c (I = I (HIP = I (£)oull® = (f(w)du, f(u)du) = | (w)* > 0,

o que mostra que Eg(f) # 0 para qualquer f € C.(G(®)) nio nula.
Considere agora g € Co(G©) nao nula e fixe u € G tal que g(u) # 0.
Ademais, considere uma sequéncia (f;) em C.(G() tal que f; — g.
Segue que f;(u) — g(u) para todo u € G(©),

Uma vez que g(u) # 0, existe um o > 0 tal que |g(u)| > «. Assim,
existe um indice ig tal que | f;(u)| > /2. Em particular, tais f/s sdo ndo
nulas. A continuidade da aplicagdo g garante que Eq(fi) — Ea(g).
Dai, usando que ||Eq(fi)|| > |fi(u)], segue que ||Eq(g)| > a/2 > 0, de
modo que £¢(g) # 0, 0 que mostra a injetividade de E; em Co(G©).

Proposigao 27. Seja G um grupdide localmente compacto, Hausdorff,
étale.

(1) Suponha que G € efetivo. Entio todo ideal nio nulo I de C}(G)
satisfaz I N C.(G®) # {0}.

(2) Suponha que todo ideal nio nulo I de C*(G) satifaz INCy(G(®)) #

{0}. Entdao G é efetivo.

Demonstragao: (1) Segue de [19], Teorema 4.4. Em [19], o autor usa
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o termo “essencialmante principal” para o que chamamos de efetivo.

(2) Vamos provar a contra-positiva. Ou seja, se G néo é efetivo,
entdo deve existir um ideal nio nulo I de C*(G) tal que INCy(G)) =
{0}. Afirmamos que um tal ideal ¢ Ker(Eg), nicleo da aplicacdo acima
construida. Como ja foi visto que Ker(£g) N Co(G®) = {0}, basta
construirmos um elemento nao nulo em Ker(Eg).

Se G nao é efetivo, entdo existe uma bisse¢do aberta ndo vazia
B C Tso(G) \ G(©). Fixada tal bissecio, para cada u € s(B), existe um
unico 7, € B tal que s(v,) = u, ja que a fungao source ¢ homeomorfismo
sobre B. Agora, usando a Proposi¢do 12, fixe uma f € C.(G) tal que

supp(f) C B e defina a fungdo fy dada por

fo: GO = C

f(y), u € s(B)

0, caso contrario.

fo(u); =

E claro que fy é continua, pois, quando restrita ao aberto s(B),

1

temos que fo = fosg™" e, caso contrario, fo = 0. Ademais, temos que

{ue GO fo(u) # 0} C sp({y € G| f(y) #0}),

pois para qualquer v € G tal que 0 # fo(u) = f(7y.), temos que

v € ({v € G| f(7) # 0}), e, usando que v, = sgl(u), segue que u €
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sp({y € G| f(7) # 0}). Com isso, segue que supp(fo) C sp(supp(f)) C
s(B), o que garante fy € C.(G).

Uma vez que BNG®) = Qe f # 0, segue de imediato que f— fo # 0.
Para finalizar a demonstragao, vamos mostrar que Eg(f — fo) = 0. Para
isso, basta que 7, (f — fo) = 0, para qualquer u € G, Assim, fixando

um u € G e um v € [u], calculamos

7T[u] f fO Z f r('y) Z fO r(a

YEG, a€Gy

Primeiro, suponha que v ¢ s(B). Nesse caso, segue que f(vy) =
fo(a) = 0, para quaisquer v, € G,,. De fato, se f(y) # 0, entdo v €
supp(f) C B, de modo que s(v) € s(B), mas s(y) = v ¢ s(B). No caso
de fo, observamo que, por construcio, fo é nula fora de s(B) c G(©,
logo podemos considerar que o € G(¥). Assim, a = s(a) = v ¢ s(B),
logo fo(a) = 0 por defini¢do da fy. Com isso, fica demonstrado que as
somas > f(7)0r(r) € Xneq, fo(@)dr(a) serao nulas nesse caso.

Agora, se v € s(B), segue que existe tnico v, € B tal que s(v,) = v.

Assim, temos que

Z f(’V)(Sr('y) = f(’yv)(s?”(’h)

vEGy

e que

> fo(@)6r(a) = fo(v)dr ().

a€G,
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onde a ultima igualdade segue do fato de supp(fy) C s(B) ¢ G©).

Ou seja, nesse caso, temos

7T[u](f - fO)(sv = f(’yv)(sr('yv) - fO(U)(Sr(v) = f('YU)(Sr('yv) - f(’yv)(sv-

No entanto, finalmente usamos que B C Iso(G), o que garante que
() = 5(7w) = v, donde segue que mp,(f — fo)d, = 0, concluindo a
demonstragao.

Provaremos agora dois lemas que serao uteis na proxima proposi¢ao.

Lema 5. Seja G um grupdide localmente compacto, Hausdorff, étale.
Suponha que h € C.(G), com supp(h) C B, onde B é uma bisse¢do
aberta e que f € C.(G). Entio h- f-h* € C.(G©)) com suporte
contido em r(B) e satisfazendo

(h- f 1) (r(v)) = |h(y)* f(s(7)), para todo~y € B.

Demonstragao: Para qualquer o € G, temos
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(h-f)-b*(a) = > (h- OB

Ef=c

= > | X2 rfm) | A

EB=a \yn=¢
= Y k(M fh(BT)
YnB=a

= Y h(fmh(B),

ynp~ =

onde a ultima igualdade é apenas uma mudanca de variavel, usando
a inversao de G.

Para facilitar a notagdo, vamos escrever g := h - f - h*.

Agora, considere yn3~1 tal que h(y)f(n)h(B) # 0. Uma vez que
supp(f) € GO, segue que n € G, de modo que n = s(n) = r(n).
Ademais, como os pares yn,nf~' € G, segue que s(v) = r(n) e
s(n) = r(B7') = s(B). Em particular, temos que s(y) = s(3). Mas
v, B8 € supp(h) C B e B & uma bissecao, donde segue que v = 3.

Com isso, vemos que um elemento yn3~! tal que h(v)f(n)h(B) # 0

satisfaz

Bt = (ys())y =7 =r(y) € r(B).

Ou seja, mostramos que se g(«) # 0, entdo « € r(B), de modo que

g(a) =0 se a ¢ r(B). Ademais, como B ¢é bissecdo, temos que existem

108



anicos v, n tais que 7776*1 = «. Portanto, temos a féormula

h(N)f(s(N))A(y) = (R f(5(7),

@
—
o
S—
I
>
—
2
~
—
=
>
~~
I

para todoa = ynB~1 € r(B).

Finalmente, observando que para tais «'s, vale a = r(a) = r(v),
donde segue a féormula do enunciado. Para concluir a demonstragao,
resta mostrar que supp(g) C r(B). De fato, primeiro observamos que

vale a inclusao

{ye GV 0gly) # 0} c r({z € G| h(x) #0})

pois, se g(y) # 0, segue que y é escrito como y = r(y) para certo
v € B e, pela formula demonstrada, segue que h(y) # 0, garantindo a
inclusao.

Agora, para qualquer y € supp(g), existe uma net y; — y, com
g(y;) # 0. Portanto, para qualquer indice ¢, podemos escrever
y; = r(x;), onde x; satisfaz h(z;) # 0. Ou seja, x; € supp(h), de modo
que y; € r(supp(h)). Uma vez que supp(h) é compacto e a funcdo range
é continua, segue que r(supp(h)) também é compacto, o que garante
que y € r(supp(h)). Como supp(h) C B, segue o resultado.

[

Para o proximo lema, usaremos um teorema de Algebra de Opera-
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dores bastante conhecido, a saber:

Teorema 3. Seja A = Cy(X), onde X € um espago topoldgico Haus-
dorff, localmente compacto. Entao todo ideal (fechado) J de A é da

forma

Co(U) :={f € Co(X) | f(z) = 0, Vo ¢ U}

para um unico subconjunto aberto U de X, a saber,

U={zxeX|3f €J; f(x)#£0}.

Observamos que este ideal pode ser naturalmente identificado com
a C*-dlgebra padrio Cy(U) e por isso estamos usando esse abuso de

notacao.

Lema 6. Seja G um grupdide localmente compacto, Hausdorff, étale
e minimal. Entao, para qualquer f € CC(G(O)) nao nula, o ideal I de

C*(G) gerado por f contém Co(G©).

Demonstragao: Defina J := I N Co(G®). E claro que J é um ideal
de C()(G(O)). Assim, pelo teorema anterior, existe um aberto U de G(©)
tal que J = Co(U). Vamos mostrar que U = G, de modo que J =
Co(G), donde seguira o resultado.

Para mostrarmos isso, basta mostrarmos que, para qualquer u €

G existe uma funcio g € J tal que g(u) # 0. De fato, uma vez
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construida tal funcdo, segue que nio pode haver v € G© \ U, pois do
contrério teriamos uma funcio g € J satisfazendo g(u) # 0 para u ¢ U,
o que contradiz J = Cy(U).

Portanto, fixe u € G(*) e defina V := {v € G| f(v) # 0}. Como
f é continua e ndo nula, V é um aberto ndo vazio. Ademais, r(Gy) =
r(s~1(V)) é um aberto nao vazio, pois a fungdo source é continua e
fun¢do range é uma aplicacido aberta, visto que é um homeomorfismo
local. Observamos que r(G,) é invariante. Agora, como G é minimal e
r(Gy) # 0, segue que 7(Gy) = G,

Em particular, da ultima igualdade segue que existe v € G tal que
u = r(y) e s(y) € V, ou seja, f(s(y)) # 0. Usando a Proposi¢io 12,
podemos considerar uma fungao h € C.(G) suportada em uma bissecao
e tal que h(y) = 1. De fato, como G é étale, sua topologia possui
uma base dada por bissecoes abertas, assim basta tomarmos uma tal
vizinhanga de v e usarmos a construcao da Proposicao 12.

Pelo lema acima, temos

he f -0 (u) = [h(1)Pf(s(7)) = f(s(v)) # 0.

Assim, definindo g := h - f - h*, segue que g(u) # 0 e que g € J, visto

que f € I. Fica, portanto, demonstrado o resultado.

Proposigao 28. Seja G um grupdide localmente compacto, Hausdorff,
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étale. Sao equivalentes:
(1) G € minimal.
(2) Para qualquer f € C.(G©), o ideal de C*(G) gerado por f ¢é

(@)
(3) Para qualquer f € C.(G©)), o ideal de C;(G) gerado por f é

O+
CrG)
Demonstragao: (1) = (2) e (1) = (3). Seja f € C.(G®) nio nula
e I o ideal de C*(G) gerado por f. Como G é minimal, o lema an-
terior garante que C.(G(®)) C I. Seja agora F € C.(G) qualquer.
Vamos em seguida mostrar que, para qualquer g € C.(G(®) satisfa-
zendo gl (supp(ry) = 1, g - F = F, o que mostra que F' € I, visto
que g € C.(G®) c I. Mas, como F foi tomada qualquer, segue que
C.(G) C I, o que garante que I = C*(G), visto que C.(G) é denso.

Primeiro, vamos justificar que existe g € C.(G®) satisfazendo
9lr(supp(Fy) = 1. De fato, denotando por K o suporte de F, temos
que r(Kr) é compacto pois a fungao range é continua. Denotando por
K =7(Kp) e por V.=G\G, claro que o compacto K ¢ disjunto do
fechado V', de modo que, pelo Lema 1 (Lema de Urysohn) existe uma
funcdo continua g : G — [0,1] C C satisfazendo g|x = 1 e g|y = 0.
Isso garante que supp(g) C G(¥), ou seja, g € C.(G(?).

Tendo uma tal g, vejamos agora que g - F' = F. De fato, temos que
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TYy=«
para qualquer « € G. Fixe o € G. Se um par (z,y) satisfaz zy = «
e é tal que g(x)F(y) # 0, segue que = € supp(g) C G, portanto
x = s(x) = r(y), o que garante que g(z)F(y) = F(y). Também é claro

L a) satisfaz g(aa™!)F(a) = F(a). Afirmamos que

que o par (oo~
existe um tdnico par (z,y) com zy = a e g(z)F(y) # 0. Dai, segue o
resultado.

De fato, se tivermos z1y; = a = oy com

9(x1)F(y1), g(x2) F'(y2) # 0,

entdo r(a) = r(z1) = r(z2), logo x; = z5. Com isso, segue que

-1 -1 -1
Y1 =1 T1Yi1r = T1 T2Y2 = T2 T2Y2 = Y2,

o que garante a igualdade g - F = F, o que conclui a implicagdo (1) =
(2).

Agora, considerando a aplicagdo quociente ¢ : C*(G) — C}(G),
vamos mostrar que o ideal I,. de C*(G) gerado por f é ¢(I). Dai, uma
vez que I = C*(G), segue que I, = C}(G), garantindo que (1) = (3).

De fato, podemos escrever I como sendo a intersecdo de todos os

ideais de C*(G) que contenham f e, da mesma forma, I, como sendo
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a intersecao de todos os ideais de C(G) que contenham f, ou seja,

I= (N Je L= N Iy

JAC*(G); fed JrACH (G);feTr
Uma vez que g é sobrejetora, a imagem por g de qualquer ideal é

ainda um ideal. Segue que

(= el

JAC*(G);f€J

o que mostra que I, C q(I).

Por outro lado,

c'L)= () '),
JraCr(G)s fETy
o que mostra que I C ¢~ *(I,.). Portanto, segue que ¢(I) C q(¢~1(1,)) =
I, onde a ultima igualdade segue do fato de ¢ ser sobrejetora.

(2) = (1) e (3) = (1). Facamos a contra-positiva. Se G nao é
minimal, segue que existe um aberto invariante U proéprio, ou seja, U é
nio vazio e existe pelo menos algum u € G(© \U. Como U é invariante,
o Lema 3 garante que seu complementar G(©) \ U também é. Ademais,
u € GO\ U garante que [u] C GO\ U, visto que [u] & 0 menor conjunto
invariante contendo u.

Agora considere uma f € C.(G) ndo nula tal que supp(f) C U (de

fato, f € C.(G®)). Temos que f(v) = 0, para qualquer v € [u], visto
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que [u] € GO\ U. Afirmamos que 7{(f) = 0. Para mostrarmos isso,
basta calcularmos 7§ (f) em elementos da base ortonormal canénica de
I2(G,). De fato, para qualquer elemento &, da base canénica de I*(G,,),

temos

(N, = > By )ds,

BeEG,
logo, se f(By~') # 0, entdo Sy~ € U ¢ G, donde segue que
By~t = s(By71) = s(y71), de modo que B = . Dai, definindo v :=
By~ =~y =r(y) € [u], temos um absurdo, visto que f(v) = 0 para
qualquer v € [u]. Portanto, temos que 7}(f)d, = 0, donde segue que
73 (f) = 0.
Por outro lado, considere agora uma g € C.(G®) nio nula e tal

que g(u) = 1. Segue que

T(9)6u = Y F(B u)dp = g(u)du,
B

eGu
pois se g(B~'u) # 0, entdo f'u € supp(g) € G©, de modo que
Bt = s(B7tu) = s(u) = u.

Isso nos mostra que 7} é uma representacdo de C.(G) com kernel
ndo trivial. Naturalmente, tal representagdo estende-se para C*(G) e
C*(G), de modo que o kernel em cada uma dessas aplicagdes serd um
ideal nao trivial de cada uma das respectivas C*-algebras, concluindo

a demonstragao.
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Finalmente, agora estamos em condicoes de demonstrar o teorema

principal deste trabalho:

Teorema 4. Seja G um grupdide localmente compacto, Hausdorff,
étale. Entao C*(G) é simples se, e somente se as sequintes condigdes
forem satisfeitas:

(1) C*(G) = C2(G);

(2) G € efetivo;

(3) G € minimal.

Demonstragao: Suponha que C*(G) seja simples. Entdo a aplicacdo
quociente ¢ : C*(G) — C(G) tem kernel trivial, de modo que as C*-
algebras sao isomorfas. Ademais, por hipdtese, o tnico ideal ndo nulo
de C*(G) é exatamente C*(G). E 6bvio que C*(G) N Co(G®) # {0},
de modo que, usando a Proposicdo 27, G é efetivo. Finalmente, C*(G)
simples garante que, para qualquer f € C.(G(®)) nio nula, o ideal
de C*(G) gerado por f é exatamente C*(G), o que garante que G é
minimal, através da Proposicao 28.

Suponha agora as trés condi¢Oes sendo satisfeitas e considere um
ideal T de C*(G) nédo nulo. A condigdo (1) garante que I pode ser
tomado como ideal de C}(G). Agora, como G é efetivo, usando a Pro-
posicao 27, existe f € IﬂCC(G(O)) nao nula. Finalmente, como G é mi-
nimal, a Proposi¢ao 28 garante que o ideal gerado por f é precisamente

C*(G). Mas f € I, de modo que I contém esse ideal, demonstrando o
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resultado.

4.3 Amenabilidade de Grupébides

Amenabilidade de grupdides é uma teoria muito interessante e ao
mesmo tempo técnica. Ela da certas condigoes sobre o grupoéide que
garantem que C*(G) ~ C}(G). Uma vez que a condicio C*(G) ~
C(G) é uma das hipoteses do teorema principal desta dissertacdo, é
fundamental que, no minimo, divulguemos esta teoria. A referéncia
padrao é o artigo [4]. Neste trabalho ndo vamos explorar esta teoria
de forma precisa, nossa intencao é apenas divulgar fatos e referéncias
para o leitor interessado. Ademais, vamos usar alguns destes fatos para
concluir certos resultados na secao seguinte.

A referéncia [16] estuda tal teoria para grupdides no contexto deste
trabalho, ou seja, grupoides étale, localmente compacto e Hausdorff.

Assim, seguindo [16], podemos definir:

Definigao 12. Seja G um grupdide étale, localmente compacto e Haus-
dorff. G é amenable se ewistir wma net de fungoes nao negativas com

suporte compacto u; : G — C tais que

Z pi(B) =1

BEG(+)
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D wi(B) = wi(BY)| =0,

BEGr ()
para qualquer v € G, convergindo uniformemente em subconjuntos com-

pactos de G.

Ademais, o Teorema 5.6.18 de [I6] garante que se G é étale, lo-
calmente compacto e Hausdorff, entao G é amenable se e somente se
C*(G) (ou equivalentemente C}(G)) for nuclear.

No contexto de agoes de grupos, também podemos definir acgoes
amenable: seja o uma acao de um grupo discreto H em um espago lo-
calmente compacto e Hausdorff. Entao « é acdo amenable se e somente
se o grupoide de transformagao associado for amenable. Ademais, uma
condicao suficiente para a amenabilidade de um grupdide de transfor-
magdo G = X x H é a amenabilidade do grupo H. A classe dos grupos
amenable é grande. Por exemplo, todo grupo finito é amenable. E é
um fato também conhecido que todo grupo abeliano é amenable.

Nao é conhecido se pode acontecer que C*(G) ~ C}(G) sem que G
seja amenable para grupdides de transformacao. Mas isto pode acon-
tecer para grupodides mais gerais, isto é, pode acontecer que C*(G) ~
C}(G) sem que G seja amenable. Este foi um problema aberto por
um bom tempo, recentemente solucionado. Veja [24] e [22] para mais
detalhes.

No entanto, para grupoéides minimais, as duas condigoes sao equi-
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valentes, ou seja, se G é um grupo6ide minimal, entdo C*(G) ~ C*(G)
se e somente se G ¢ amenable. Isto segue do principal resultado de [3].
Desta forma, podemos reescrever o teorema principal deste trabalho
da seguinte forma:
Teorema. (Teorema Principal) Seja G um grupdide étale, local-
mente compacto e Hausdorff. Entdo C*(G) é simples se e somente se

G é amenable, minimal e efetivo.

4.4 Exemplos e aplicacoes do teorema prin-
cipal

4.4.1 Grupdides discretos

Seja G um grupdide discreto, ou seja, um grupdide algébrico, mu-
nido da topologia discreta. E facil ver que G ¢é étale, localmente com-
pacto e Hausdorff, de modo que podemos usar toda teoria discutida
ao longo do trabalho. Vamos descrever completamente os grupdides
discretos que se encaixam nas hipoteses do teorema principal, isto é, os
grupdéides minimais e efetivos.

No caso em que G é discreto, observamos que as hipoteses topolo-

gicamente principal, principal e efetivo sao equivalentes:

Proposigao 29. Seja G um grupéide discreto. Entio sao equivalentes:

(1) G é€ topologicamente principal,
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(2) G € principal,

(3) G é efetivo.

Demonstragao: Comegamos mostrando que (2) e (3) sdo equivalen-
tes. Primeiro, é claro que G principal implica em G efetivo. Agora,
suponha G efetivo. Denotando por I o interior de I'so(G)\G(®, sabe-
mos que I é a unido de todos os abertos contidos em Iso(G)\G(). Em
particular, como G é discreto, Iso(G)\G® é um destes conjuntos. Mas
G efetivo significa que I = (), donde segue que Iso(G) = G(*), ou seja,
G principal.

Agora, vamos mostrar que (1) implica em (2). Denote por E = {u €
G|G(u) = {u}}. G topologicamente principal garante que F = G(©),

uma vez que G é discreto. Desta forma,

Iso(G) = U G(u) = U {u} =G,

ueG ) weG®

Finalmente,suponha G principal e mantenha a notacgao de E como
antes. Vamos mostrar que £ = G©), donde segue o resultado. De fato,
se existir u € G tal que G(u) # {u}, entdo existe v € G tal que
s(Y)=7r(y) =ue vy ¢ GO, ou seja, v € Iso(G)\G?, o que contradiz
G ser principal. Segue que E = G, concluindo o resultado. [

Ou seja, no caso discreto, tais hipoteses resumem-se a termos so(G)
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GO, Isto é equivalente a dizer que a funcio:

(r,s): G = GO x GgO®

vy (r(y),s(v))

¢ injetiva. De fato, suponha Iso(G) = G e sejam 7,7 € G tais que
(r,8)(y) = (r,8)(n). Por definigdo, segue que n~'y € Iso(G) = G,
logo n=ty = s(y) = v~ 19, o que garante n~! = y~1, de modo que
~v = 1. Agora, considere (r, s) injetiva e seja v € Iso(G). Defina v :=
r(7) = s(). Segue que (r, $)(7) = (r(1), 5(7)) = (v,0) = (r(v), 5(0)) =
(r,5)(v), o que implica v = v € G, pela injetividade da aplicacio
(r,s).

Agora, como G & discreto, [u] := r(s71(u)) é um aberto nio vazio,
para qualquer u € G(9. Segue dai que G é minimal se e somente se
GO = [u], para qualquer u € G, Novamente usando a aplicacio
(r,s) definida acima, segue que G é minimal se e somente se (r,s) é
sobrejetora. De fato, considere G' minimal e seja (u,v) € G0 x G(©),
Segue que [u] = [v] = G(*), de modo que u € [v], ou seja, existe = € G
tal que u = r(z) e s(x) = v, o que garante (r,s)(z) = (u,v), provando
que (7, s) é sobrejetora. Por outro lado, considere (r,s) sobrejetora e
seja u € G qualquer. Vamos mostrar que [u] = G, Para isso, fixe

v € GO, Uma vez que (r,s) é sobrejetora e que (y,u) € G x GO,

deve existir um = € G tal que (r,s)(z) = (v,u), 0 que garante v € [u].
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Definicao 13. Um grupdide G € dito transitivo se a aplicagdo (r,s)

acima construida € sobrejetora.

Com a defini¢ao acima, temos que se G é um grupoéide discreto, G

é minimal se e somente se (G é transitivo. Portanto, concluimos que:

Proposigao 30. Seja G um grupdide discreto. Entao sao equivalentes:
(1) G € minimal e efetivo.
(2) G € principal e transitivo.

(3) A aplicagio (r,s) € bijetiva.

Seja agora X um conjunto qualquer. De acordo com o Exemplo 3
do Capitulo 1, podemos munir X x X com uma estrutura de grupéide.
Tal grupdide é geralmente chamado de "grupdide de pares"ou "par
grupdide"de X. (Pair groupoid em inglés.)

Se X é um espaco topolégico, o grupdide de pares de X é um gru-
poéide topolégico se munido da topologia produto e serd étale, local-

mente compacto e de Hausdorff caso X seja discreto.

Definigao 14. Sejam G e H grupdides e ¢ : G — H uma fungdo.
Dizemos que ¢ € um homomorfismo de grupdides se para qualquer par

(v,m) € G®, tivermos (¢(v), d(n)) € H® e 6(yn) = ¢()é(n). Dois

grupdides sao ditos isomorfos se existir um homomorfismo bijetivo entre

eles.

Definigao 15. Sejam G e H grupdides topolégicos. Uma func¢io ¢ :

G — H ¢é um homomorfismo entre grupdides topoldgicos se ¢ for uma
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funcdo continua e satisfizer as condi¢ées da defini¢cdo acima.
Os grupdides serdao ditos isomorfos caso ¢, além de satisfazer as

condigdes acima, seja um homeomorfismo entre 0s espagos.

Dado um grupéide G qualquer, considere X := G(©). Segue que a
aplicagao (r,s) : G — X x X é um homomorfismo de grupdides. De
fato, isto segue das propriedades basicas de grupdides: Seja (v,7) €

G®@). Segue que

(r,8)(yn) = (r(yn), s(yn)) = (r(7), s(n)) =

(r(7), s())(r(n), s(m) = (r;5)(7)(r, s) ().

Assim, a discussao acima nos leva a concluir que:

Proposigao 31. Seja G um grupdide discreto. Entio G é minimal e
efetivo se e somente se G é isomorfo ao grupéide de pares G© x GO,

Neste caso, o isomorfismo é dado pela aplicagdo (r, s).

Vimos que se X for um espaco discreto, entao o par grupdide seré
étale, localmente compacto e Hausdorff. Ademais, é possivel mostrar

que C*(X x X) ~ C*(X x X) e o faremos na proxima proposigao.

Proposigao 32. Seja X um espago discreto e G o grupdide de pares

de X. Entao C*(G) ~ C}(QG).

Demonstragao: Denote por A a C*-algebra universal gerada por ele-
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mentos e, , com z,y € X satisfazendo:

J— * —
€a,y€zw = Oy €z, Cry = Cyu- (4.3)

Vamos mostrar que C*(G) ~ C*(G) ~ A.

Como G é discreto, os pontos (z, y), vistos como conjuntos unitarios,
formam uma base de bisse¢oes para G. Podemos, entdo, considerar suas
respectivas funcoes caracteristicas, denotadas por X,y E facil ver que
as fungdes x, , pertencem a C.(G) e que satisfazem as relagdes
acima.

Uma vez que A é a C* universal gerada pela relacao , segue
que existe um tnico *-homomorfismo A — C*(G) que mapeia e, , em
Xaz,y, Para quaisquer z,y € X. Ademais, tal homomorfismo é sobrejetor,
visto que {(z,y)|z,y € X} forma uma base para G.

Temos assim uma composi¢ao de homomorfismos sobrejetivos

A= C"(G) = CHG),

onde o homomorfismo da direita é o candnico.

Consideramos um ponto arbitrario v € X e a sua representagao
regular correspondente: w,: C*(G) — B({*(G,)). Note que G, =
X x {u}, de tal forma que temos um isomorfismo canonico de espagos
de Hilbert [?(G,,) ~ [?(X). Sob esta identificacio, mostra-se facilmente

que a imagem de X, por m, € o operador e, ,. Dai segue que temos um
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*-homomorfismo sobrejetor C*(G) — A e este é essencialmente o
assim se fatora a um homomorfismo também sobrejetor C(G) — A.
A conclusao de tudo é a existéncia de uma sequéncia de homomor-

fismos sobrejetores:

A C Q) = CHG) — A

de tal forma que a composicao de tudo é a identidade sobre A. Na
sequéncia acima, o homomorfismo do meio é o homomorfismo canoénico
(identidade sobre C.(G)). Como a composi¢do dos homomorfismos é
injetiva e cada um deles é sobrejetor, segue que todos os homomorfis-
mos sdo injetivos e assim isomorfismos. Logo C*(G) ~ C}(G) ~ A,
concluindo a proposicao. [

E facil ver que X x X é minimal e efetivo:

Denotando X x X por G e observando que G(©) = {(z,z)|z € X}

pode ser identificado com X, segue que

(r,s):G— X xX

(z,y) = (y,z)

0 que comprova a afirmacdo. A partir desta discussdo, podemos entao

enunciar um corolario do teorema principal:

Corolario 4. Seja X um espago discreto. Entdo a C*-dlgebra cheia
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do grupoide de pares X x X € simples.

Finalmente, na demonstrag¢ao da Proposi¢ao 32, foi mostrado que A
é isomorfa a C*(X x X), onde A é a C*-universal gerada pelas relagoes
em (£.3). De fato, é possivel mostrar que A é isomorfa a K(I*(X)),
a élgebra de operadores compactos sobre o espaco de Hilbert [2(X).
Para demonstrar este fato, citamos as referéncias [8] e [15], alem de [2]
(pagina 158, Example (iv)). Combinando este resultado com o corolario

acima podemos concluir o seguinte fato bem conhecido:

Corolario 5. Seja X um espaco discreto. Entio K(I*(X)) é simples.

4.4.2 C*-3algebras de grupos

O Exemplo 2 do Capitulo 1 mostra que todo grupo pode ser visto
de forma canénica como um grupdide.

Ademais, seja H um grupo discreto. Considerando H visto como
grupoéide, definimos as C*-algebras cheia e reduzida do grupo usando
as defini¢oes de C*(H) e C}(H) ja conhecidas.

Apenas para informagdo, observamos que a C*-algebra reduzida
de um grupo discreto nao trivial pode ser simples. Um exemplo deste
fenomeno é o grupo livre gerado por dois elementos, veja [21] para mais
detalhes. No entanto, o objetivo desta secdo € mostrar que se H for um
grupo discreto nao trivial, entdao sua C*-algebra cheia nao é simples.

Considere a acao trivial de H em um espago X com apenas um
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ponto, ou seja,

a: Hx{z} - {z}
(h,z) — x.

E imediato ver que a acdo trivial o é minimal e nio é efetiva, ex-
ceto se H for trivial. Denotando por G o grupéide de transformagao
associado, segue que G é um grupdide minimal e nao efetivo.

E facil ver que

¢:G—H
(h,z)— h

¢ um isomorfismo de grupéides, considerando H visto como grupéide.
Assim, uma vez que grupoides isomorfos possuem C*-algebras isomor-
fas, o teorema principal deste trabalho garante que a C*-algebra de G

nao pode ser simples, garantindo o

Corolario 6. Seja H um grupo discreto nao trivial. Entdo C*(H) nao

€ simples.

Obs. 3. Se H for o grupo trivial, entdo

C*(H)~Cr(H)~C.
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4.4.3 Acgoes de Translagao

Considere H um grupo discreto agindo sobre si mesmo por transla-

¢ao. Ou seja, considere

a:HxH—H

(z,y) = 2y,

onde xy denota o produto do grupo. Nesta secao, vamos mostrar que a
C*-algebra cheia do grupoide de transformacao da a¢io acima é simples
e que é, de fato, isomorfa & algebra de operadores compactos sobre o
espaco de Hilbert [2(H).

Da Secao 4.3.1, sabemos que um grupoide discreto qualquer G é
minimal e efetivo se e somente se G for isomorfo ao grupoéide de pares
G x GO e isto acontece se e somente se a aplicagio (r,s): G —
GO x GY é bijetiva. Considerando agora G o grupoéide de transformacio

de um grupo discreto H em um espaco discreto X, temos a

Proposigao 33. G é minimal e efetivo se e somente se para quaisquer

z,y € X, existe um unico h € H tal que hx = y.

Demonstragao: Paraaida, fixe z,y € X. Como G é minimal e efetivo,
temos que a aplicagdo (r,s) é bijetiva. Ademais, podemos identificar
X = GO, De tal forma, existe tnico v € G tal que (r,5)(7) = (z,%).

Denotando v = (h, z), segue que z = y e que h~'z = z, o que implica
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y = hx para tnico h € H.

Para mostrarmos a volta, vamos mostrar que (r, s) é bijetiva. Mais
uma vez identificando X = G, considere dados (z,y) € G(© x G,
Por hipétese, existe um tunico h € H tal que hz = y. Defina v =
(h=1,h=1y). Segue que (r,s)(y) = (h~ly,y) = (x,y), provando a so-
brejetividade. Para a injetividade, sejam v = (hy,x) e n = (ha,y) tais
que (r,5)(y) = (r,s)(n). Logo x = y e hy'z = hy 'y = hy 'z. Assim, a
unicidade na hipdtese garante que hy = hs, donde segue o resultado.
]

Com a proposi¢do anterior demonstrada, podemos concluir o ob-
jetivo desta secao. Considerando H um grupo discreto agindo sobre
si mesmo por translacao e G o grupodide de transformacao associado,
temos que dados z,y € H, existe Gnico h € H tal que hxz = y, pois
dados z,y € H, a equagdo hx = y admite um tunica solugao h € H, a
saber, h = yr~!. Segue que G é minimal e efetivo, portanto isomorfo
ao grupoide de pares G(© x G(©). O Corolario 4 da Secdo 4.3.1 garante
que a C*-algebra cheia do grupoide de pares é simples e também vimos
em tal secao que a C* do grupdide de pares é isomorfa a algebra de
operadores compactos sobre o espaco de Hilbert ZQ(G(O)). Assim, segue

o

Corolario 7. Seja H um grupo discreto agindo sobre si mesmo por
translag¢io. Entao a C*-dlgebra cheia do grupdide de transformagio

associado € simples e isomorfa a K(I*>(H)).
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4.4.4 Acgoes de Rotacao

Considemos H o grupo discreto dos inteiros, ou seja, H = (Z,+).
Queremos estudar agdes de rotacio deste grupo em espacos quaisquer.
E facil ver que qualquer acdo dos inteiros em um espaco X fica
caracterizada por um tnico homeomorfismo X — X. De fato, seja

h : X — X um homeomorfismo. Defina

a:ZxX—X

(n,x) — h™(x).

Claro que a notagdo h™(z) acima significa a composigdo do homeomor-
fismo h e, caso n < 0, a composi¢do da inversa de h. Ademais, se
n = 0, entdo h°(z) = Id(z). Assim, é facil ver que « define uma agao
de Z em X. Por outro lado, considere dada uma agao a: Z x X — X.
Defina, para qualquer z € X, h(z) = «a(l,z). E facil ver que h ¢é o
homeomorfismo procurado, ou seja, que para qualquer n € Z, vale que
a(n,x) = h"(x).

A partir da discussao acima, considere uma acdo « dos inteiros em
um espaco X e h : X — X o homeomorfismo associado. As proximas

proposicoes caracterizam quando a agao « é livre e quando é minimal.

Proposicao 34. A acdo a € livre se e somente se para qualquer n € Z

ndo nulo, vale que h™(z) # x, para qualquer x € X.
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Demonstragao: Isto segue de imediato pois agdo livre significa que
para qualquer z € X e n € Z, a equagdo h™(x) = x implica que n = 0.

Proposigcao 35. A ac¢do a é minimal se e somente se para qualquer

z € X, a orbita de x, O(x), é um conjunto denso em X. (Define-se

O(z) :={h"(x)|n € Z}.)

Demonstragao: Sabemos que, de modo geral, uma agao é minimal se e
somente se o grupdide de transformagao associado for minimal. Vamos
provar resultados mais gerais para entdo concluir esta demonstracao.

Lema 7. Seja G um grupdide topologico. Entao G € minimal se e

somente se para qualquer x € G0, o conjunto [z] é denso em G©).

Demonstracao: O Lema 3 garante que se um conjunto D ¢ G0 ¢é
invariante, entao seu complementar também é. Sendo assim, podemos
caracterizar G minimal a partir de fechados invariantes. Em outras
palavras, temos que GG é minimal se e somente se os unicos fechados
invariantes de G sao os triviais.

Ademais, a Proposicdo 23 garante que para qualquer z € G©),
o conjunto [x] := r(s~(x)) é invariante. E facil ver que o fecho de
conjuntos invariantes ¢ ainda invariante. Assim, segue que G é minimal
se e somente se o fecho de [z] é GO para qualquer z € G, donde

segue o lema. ]
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Lema 8. Sejam o : H x X — X ac¢do de um grupo discreto H em
um conjunto e G o grupdide de transformacao associado. Identificando
GO = X, para qualquer = € X, tem-se [x] = O(z), onde O(x) =

{h-x|h e HY.

Demonstragao: Para um x € X fixado, escrevemos

[z] = {r(y)ls(y) = =}

Dado z € [z], segue que z = r(y) para certo y € G com s(y) = =.
Escrevendo y = (h,w), segue que z = w e que h~'w = x, implicando
z = w = hz, ou seja, z € O(x).

Por outro lado, seja h € H e considere y = hx um elemento qualquer
de O(z). Definindo z := (h, hz), segue que r(z) = hx = y e que s(z) =
h~'hx = z. Isto mostra que y € [z], concluindo o resultado. ]

Com os Lemas 7 e 8 acima, a demonstracao da Proposicao 35 é
imediata, bastando observar que a acao dos inteiros fica caracterizada
pelo homeomorfismo A em questao.

Fixemos uma agao a de Z sobre X com homeomorfismo associado
h. Uma observacao simples e importante é a seguinte: se X for infinito
e a minimal, entdao « é livre. De fato, se a nao for livre, existirdo x € X
e n # 0 tais que h"(z) = x, o que implica que a orbita O(z) é finita.
Desta forma O(x) ndo pode ser densa em X, visto que € infinito.

Ainda neste contexto, se X for finito e nao vazio, entao a nao pode

132



ser livre, pois, se « for livre, entdo, fixado = € X, a aplicacdo Z —
X, [n — h"(x)] é injetiva. Mas isso é um absurdo, visto que X é finito.

Desta forma, podemos concluir a

Proposigao 36. Seja o uma agdo dos inteiros sobre um espa¢o nao
vazio X. Entao a agao € livre e minimal se e somente se X for infinito

e a a¢ao for minimal.

Para finalizar esta segao, citamos um exemplo classico e bastante
concreto. Considere sobre X = T (= circulo unitario), o homeomor-
fismo de rotagdo por um angulo 6. Ou seja, h(z) = e2™%* paraz € T. E
um resultado bem conhecido que a agao induzida pelo homeomorfismo
h é minimal se e somente se § for irracional, veja, por exemplo [5].
Vamos usar este fato na préoxima secao, quando abordarmos algebras

de rotagao.

4.4.5 Simplicidade das Algebras de Rotacio

Fixado um angulo 6, a C*-algebra de rotacao por 6, denotada por
Ay, é definida sendo a C*-algebra universal gerada por dois unitarios
U e V satisfazendo UV = ™V U. O foco desta parte do trabalho é
apenas mencionar exemplos e aplicagoes do teorema principal, desta
forma vamos usar de resultados conhecidos na literatura para concluir-
mos que Ay é simples se 6 for irracional. Para maiores informacoes

sobre Ay, recomendamos a referéncia [15].
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Antes de mais nada, considere ay : ZxT — T a acao de rotagdo por
0 e seja G o respectivo grupoide de transformacdo. A referéncia [15],
precisamente no Exemplo VIIL.1.1, nos mostra que Ag ~ C(T) x4, Z.
Novamente, citamos a referéncia [I5] para mais detalhes sobre a teoria
de produtos cruzados. Como foi citado na introdugao deste trabalho,
¢é sabido que se um grupo discreto H age sobre um espaco localmente
compacto e Hausdorff X, entao o produto cruzado C(X) x H é isomorfo
a C*-élgebra cheia do grupdide de transformacao associado.

Com os fatos acima, concluimos que Ay ~ C*(G). Ademais, se 6 for
irracional, sabemos que G serd minimal, de acordo com o final da sec¢ao
anterior.

Considere, portanto, que 6 seja irracional. Uma vez que T é infinito
e que ap é minimal, segue que também sera livre, tendo em vista a
Proposicao 36. Como toda acao livre é efetiva, segue que G é minimal
e efetivo.

Finalmente, observamos que C*(G) ~ C}(G) : Como G é o gru-
poéide de transformacao da acdo pelo grupo dos inteiros, temos que Z
¢ amenable, pois é abeliano. Assim, G é amenable. Usando o teorema
principal na versdo de grupodides amenable, segue que C*(G) é simples
e, em particular, que C*(G) ~ C*(G).

Diante disto, temos outro coroldrio do teorema principal:

Corolario 8. Ay € simples se e somente se 0 € irracional.
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4.4.6 Grupoide de Deaconu-Renault e Algebras de

Cuntz

O Exemplo 5 deste trabalho apresenta o grupéide de Deaconu-
Renault de um par (X, o), onde X é um espaco compacto Hausdorff e
o : X — X é um homeomorfismo local sobrejetor. Denotando por G
tal grupoide, sabemos que G é étale, localmente compacto e Hausdorff.
Ademais, observamos que, se assumirmos que X satisfaz o segundo axi-
oma de enumerabilidade, entao G também assumird, de modo que, G
é efetivo se e somente se G topologicamente principal, de acordo com
a Proposigao 11.

Podemos nos perguntar sob quais condigoes sobre o o grupéide G é
minimal e/ou topologicamente principal (e assim efetivo).

Através do Lema 7, sabemos que um grupoide é minimal se e so-
mente se todas as suas Orbitas [z] s8o densas. Usando a identifica¢do

canonica de G° com X, observe que

[z] = {y € X : 0¥ () = ¢'(y) para algum k,l > 0} = U(ol)_l(ak(x)).

o (4.4)

Logo GG é minimal se e somente se o conjunto acima é denso em X para
todo z € X.

Agora vamos analisar sob quais condi¢oes G é topologicamente prin-

cipal. Por definicao, isto vale se e somente se os pontos x € X com

isotropia trivial, isto &, com G(x) = {z}, formam um subconjunto denso
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de X. Observe que

G(z) = {a} = (Vk,1 >0, oF(z) =ol(zx) = k= ). (4.5)

Vamos agora especializar esta discussao & um exemplo mais con-
creto. Fixe um ndmero natural n € {2,3,4...} e considere X o es-
pago produto de infinitas copias (enumeréveis) do conjunto {1,2,...,n}
visto como um espago discreto (finito, assim compacto), ou seja, X :=
{1,2,...,n}*. Pelo Teorema de Tychonoff, X é um espago compacto
Hausdorff (e satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade). De fato,
nao iremos usar isto, mas é possivel mostrar que X é homeomorfo ao es-
pago de Cantor (em particular, X é totalmente desconexo). No entanto,
vamos apelidar X de espago de Cantor. Uma base para a topologica

de X consiste dos “cilindros”:

Z(a) ={ay:y e X},

onde @ = ajas . .. oy é uma “palavra” (ou sequéncia) finita no “alfabeto”
{1,2,...,n}. Aqui vemos elementos de X como “palavras infinitas” e
escrevemos seus elementos como x = x1x9x3 . ... A notagdo ax usada
acima significa a concatenacao da palavra finita « com a palavra infinita
y € X, que gera assim uma palavra infinita x = ay € X.

Temos sobre X uma aplicacdo natural, a saber, o “shift” o: X — X
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definida por

o(x12223...) = TalaZy .. ..

Nao é dificil ver que, de fato, o € um homeomorfismo local sobrejetivo.
Assim podemos considerar o grupoide de Deaconu-Renault associado
G = G(o). Vamos mostrar que G é minimal e topologicamente princi-
pal.

Para minimalidade de G, temos que verificar que [z] descrito em
é denso em X para todo = € X. Para isto, basta ver que [z] intersepta
todos os cilindros Z(«) para toda palavra finita «. Mas isto é claro ja
que o'(ar) = x = 0°(x), onde | ¢ o tamanho da palavra a.

Para ver que G é topologicamente principal, vamos primeiro ob-
servar que os pontos de isotropia nao-trivial, isto é, os x € X com
G(z) # {x}, sdo as palavras periddicas, ou seja, as palavras infinitas
z € X de tal forma que existem [,p € N com x;1,4; = 2;4; para
todo i =1,2,3,.... Por exemplo x = 1234545454545 ... é uma palavra
periodica no alfabeto {1,2,3,4,5}. Para ver que os pontos de isotro-
pia ndo-trivial consistem de palavras periddicas, basta usar (4.5)) para
concluir que G(z) # {x} se e somente se existem k # [ em N com
ol(x) = o¥(x). Isto significa que zy1; = ;4 para todo i = 1,2,3,....
Supondo, sem perda de generalidade, que £ > [ e tomando p := k — [,
obtemos a periodicidade desejada de x. Logo, para vermos que G é to-
pologicamente principal, basta vermos que as palavras nao-periodicas

formam um subconjunto denso de X. Mas isto é claro, ji que todo
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cilindro obviamente contém uma palavra nao-periédica.

Concluimos que o grupdide G associado ao shift sobre o espaco de
Cantor ¢ um grupoide (étale localmente compacto) minimal e topolo-
gicamente principal (ou efetivo). Para concluir que C*(G) é simples,
precisamos ainda verificar C*(G) = C}(G). Infelizmente esta é uma
questao um pouco mais delicada e os detalhes fogem do escopo do tra-
balho. No entanto, vamos dar algumas ideias de como isto pode ser
demonstrado, indicando algumas referéncias que contém mais detalhes
sobre a prova completa deste fato. Ao mesmo tempo, aproveitamos
para introduzir um certo subgrupoide de G que ‘“revela” uma boa parte

da estrutura de C*(G). Este é o subgrupoide

R :={(x,0,y): O’k(x) = Uk(y) para algum k > 0}.

E simples ver que R é, de fato, um subgrupodide de G. Escrevendo
triplas (z,0,y) em R como pares (z,y), podemos também ver R como
o grupoide associado a relacao de equivaléncia ~ definida por = ~ y
se oF(z) = o¥(y) para algum k. A topologia de R ndo é a topologia
produto, mas sim a topologia do limite indutivo que se d& escrevendo

R como uniao dos subgrupoéides:

Ry, = {(z,y) € X x X : 0¥ (z) = o"(y)}.

Em outras palavras, um subconjunto U de R é aberto se e somente se
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UN Ry, é aberto em Ry, para todo k, onde munimos R com a topologia
produto de X x X. E possivel mostrar que Ry, e R sdo grupdides etéle
(localmente compactos e Hausdorff). Observe que todos os grupdides
Ry, e R sdo principais (assim topologicamente principais), ou seja, todas
os grupos de isotropia sao triviais. Nenhum dos grupéides Ry é minimal

pois a o6rbita de z € X relativo ao grupdide Ry é

2R, = {y: ") = " ()},

e este ¢ um subconjunto finito (com n* elementos), assim ndo pode ser
denso no espago de Cantor. Assim podemos concluir que C*(Ry) néo
é simples. Apenas como informacao, observamos que C*(Ry) pode ser
identificada com a C*-algebra M, «(C(X)) das matrizes de tamanho n*
com entradas na C*-algebra C'(X). Observe que esta algebra possui, de
fato, varios ideais nao-triviais, tais como os ideais da forma M,,x (Co(U))
para U C X aberto. Por outro lado, o grup6ide R é minimal. De fato,

a orbita de x relativo & R é

[a]n = {y: " (2) = 0" (y) para algum k > 0} = | J(o") " (o*(2))
k

e este é um subconjunto denso de X conforme mostra um argumento
analogo ao usado acima para a minimalidade de G. Mais ainda, pode-se
mostrar que todos os grupodides Ry e R sdo amenable. A razdo para isto

é que os grupodides Ry provém de relacdes de equivaléncia proprias € o
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grupd6ide R provém de uma relagao de equivaléncia approximadamente
propria, veja [20]. Tais grupdides sdo amenable, veja [4]. Em particular,
podemos ja concluir neste ponto que C*(R) é uma C*-algebra simples.
Como informagao, observamos que C*(R) pode ser identificada com
a C*-dlgebra UHF (ou é&lgebra de Glimm) de tipo n®>°. Para n = 2
esta algebra é também conhecida como CAR algebra (de “Canonical
Anticommutation Relation”), um algebra que tem origens na fisica.
Finalmente, para dar uma ideia da amenabilidade do nosso grupéide
original G, observamos que R e G se encaixam em uma “sequéncia

exata” de grupdides topologicos:

R—G—7Z,

onde a flecha da direita denota o cociclo (funtor continuo de G para
um grupo) canénico ¢: G — Z que manda uma tripla ¢ = (x,n,y) €
G no nimero inteiro n := ¢(g) € Z. O nicleo ¢71(0) deste cociclo
é¢ R e c possui certas propriedades especiais que permitem concluir
que G é amenable usando que R e Z sdo amenable (aqui Z é visto
como grupo aditivo; ele é abeliano e assim amenable, fato que pode ser
deduzido do teorema de ponto fixo de Markov-Kakutani). Com efeito,
a amenabilidade de G segue do principal teorema em [12]. De fato,
por um argumento similar, este resultado implica a amenabilidade de

qualquer grupdéide de Deaconu-Renault (ndo apenas o nosso grupoide
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acima baseado no espago de Cantor).

A conclusdo de toda esta discussdo é que a C*-dlgebra C*(G) as-
sociada ao shift sobre o espago de Cantor é simples. Pode-se mos-
trar que esta C*-algebra é isomorfa & C*-algebra de Cuntz O,, in-
troduzida por Joachim Cuntz em 1977 em [I1]; esta é, por definigdo,
a C*-universal unital gerada por n isometrias Si,..., S, satisfazendo

5157 +...5,5 = 1. Cuntz ja mostrou em [I1I] que O,, é simples.
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