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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de atratores para semigru-
pos multivaluados definidos a partir de semifluxos generalizados. Tal
classe é comumente utilizada para tratarmos de equagoes de evolugao
nas quais nao hd unicidade de soluc¢bes. Aplicamos os resultados as

equagoes incompressiveis de Navier-Stokes em dimenséo 3.

Palavras-chave: Atratores; semigrupos multivaluados; semifluxos

generalizados; equacoes de Navier-Stokes.
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Abstract

In this work we study the existence of attractors for multivalued
semigroups defined from generalized semiflows. Such class is commonly
used to deal with evolutions equations in which there are no uniqueness
of solutions. We apply the results to the incompressible Navier-Stokes

equations in dimension 3.

Keywords: Attractors; multivalued semigroups; generalized semi-

flows; Navier-Stokes equations.
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Introducao

A teoria de semigrupos e sua aplicabilidade ao estudo das equagoes
diferenciais é estensamente conhecida e vem sendo estudada nas tltimas
décadas; recebem destaque na intersecgao das Matematicas pura e apli-
cada por modelar fenémenos fisicos e biolégicos. Mais especificamente,
o estudo dos atratores globais para semigrupos tem fundamental impor-
tancia para a compreensao da dindmica assintética para estes sistemas.
Esta drea de pesquisa conta com iniimeros trabalhos, como por exemplo
11,16, 17, (10}, (1T, 12, 13, [15}, (17, [18, (19} 22, 20, 26, 28]. Dentre as equacdes
mais famosas deste século estao as equacdes de Navier-Stokes, que mo-
delam o escoamento de fluidos, e sobre as quais importantes questoes
matematicas estdo em aberto. Essa é a equagao a qual aplicaremos os
estudos desse trabalho, realizado com base principalmente nos artigos
[25] e [2} 3], e é uma excelente motivacao. Para mais resultados sobre

as equagoes de Navier-Stokes, recomendamos os trabalhos [4, 9] 23 [27].

Um problema que persiste até hoje, e acredita-se ter resposta nega-
tiva entre os matematicos mas é tomado como verdade pelas areas de
Engenharia, é a unicidade de solugoes para equagdes incompressiveis
de Navier-Stokes em trés dimensoes, e portanto, para abordar este pro-

blema com a teoria classica de semigrupos teriamos que adicionar essa



hipétese. Por esse motivo se torna evidente a vantagem de conhecer
uma teoria mais abrangente, que nao necessite de tal hipdtese para ser
viavel e extrairmos informagoes significativas a respeito da dindmica
das solugbes, como farfamos no caso classico.

Uma das formas de se abranger a teoria de semigrupos é através de
semifluxos generalizados, que na verdade é uma abstracao dos sistemas
dindmicos autéonomos para os quais existe essa possibilidade de haver
mais de uma solucao para um mesmo dado inicial.

Existem outras formas de fazer essa abstragdo. Uma delas seria
recuperar unicidade das solugdes utilizando semitrajetérias ¢ : [0, 00) —
X, X espaco métrico, e definir o correspondente semifluxo T'(t)¢ = ¢
para cada t > 0, ¢'(7) = ¢(t + 7), como feito em [23]. Outra maneira
seria considerar aplicagoes de [0, 00) em subconjuntos de X associando
a cada tempo t um subconjunto 7'(t)z consistente de todos os possiveis
pontos atingidos pelas solugdes no tempo ¢ com dado inicial z. Contudo
tais métodos possuem desvantagens; o primeiro porque perde a conexao
direta com a evolucdo do sistema no seu sentido fisico e o segundo
porque nao fica descrito diretamente em termos das solugoes e se torna
uma dificuldade recupera-las.

Na nossa abordagem, que se relaciona com o segundo método des-
crito, definimos semifluzo generalizado como uma familia G de fungoes
¢:[0,00) > X satisfazendo axiomas de existéncia, translacio, concate-
nacao e semicontinuidade para a partir dai definir semigrupos multiva-
luados como aplicagdes T'(t) : P(X) - P(X) para as quais T'(¢t)E serd
o conjunto de todos os pontos atingidos pelas fungoes do semifluxo no

tempo t que iniciam no conjunto F, isto é

T(t)E = {6(t):6 < G ¢ 6(0)  E}.



Com essa defini¢do para os semigrupos multivaluados podemos es-
tender muitos resultados da teoria classica de semigrupos de forma
natural. Contudo, alguns deles admitem mais de uma extensao, como
quando consideramos condic¢bes satisfeitas a partir de um certo tempo
7. Isso ocorre por exemplo nos conceitos de atracao, absorcao e dissi-
patividade. Para a teoria classica, ou ha possibilidade de escolhermos
esse tempo de maneira uniforme em conjuntos limitados ou ndo ha.
Para o caso multivaluado podemos escolher esse tempo ser uniforme
sobre conjuntos limitados e uniforme ou nédo-uniforme sobre pontos.
Essas possibilidades nos levam a defini¢goes que nao fazem sentido no
caso classico. Chamaremos B-conceitos aqueles com uniformidade re-
ferente aos conjuntos limitados, ponto-conceitos os referentes a pontos
e ¢-conceitos aqueles que nao possuem qualquer uniformidade.

Nosso objetivo principal neste trabalho é estudar as propriedades
dos semigrupos multivaluados definidos através dos semifluxos generali-
zados e obter um teorema de caracterizacao de semifluxos que possuam
atratores globais bem como do atrator em si (Teoremas
. Contudo, dada a relagéo ja citada e por considerar im-

portante o conhecimento do caso com unicidade (teoria classica) para

o entendimento do caso mais geral, fazemos um breve estudo de semi-
grupos continuos no primeiro capitulo em que definimos os conceitos
bésicos e provamos todos os resultados necessarios para demonstrar o
teorema chave de existéncia dos atratores globais. As demonstracoes
serdo apresentadas para que o leitor tenha familiaridade com as téc-
nicas utilizadas, e possa facilmente compreender o caso de semifluxos
generalizados.

No segundo capitulo, que pode ser lido de forma independente, defi-

nimos semifluxos generalizados e semigrupos multivaluados conforme ja



descrito, fazemos uma breve associacdo com o primeiro capitulo, trata-
mos e definimos propriedades relevantes dos semifluxos generalizados,
demonstramos todos os resultados necessarios para provar o teorema
de caracterizacao dos semifluxos com atratores globais bem como o
teorema que caracteriza o atrator em si.

Finalmente, no terceiro capitulo, aplicamos a teoria do capitulo dois
as famosas equagoes de Navier-Stokes em trés dimensoes com a qual ob-
temos um resultado importante que nos da as hipéteses necessarias para
que o conjunto das solugoes fracas de tais equagoes seja um semifluxo
generalizado (Proposigao . Dentro dessas condigdes mostramos

que é possivel garantir a existéncia do que chamamos atrator global

(Teorema |3.2.2)).



Capitulo 1

Semigrupos

Este capitulo tem como objetivo tratar das nogoes bésicas para o
estudo de semigrupos continuos e tem como base a referéncia [30]. Ao
explorar a dindmica de um semigrupo, existe um conjunto que recebe
destaque, pois suas caracteristicas nos dao informagoes diretas a res-
peito de seu comportamento assintotico. Este conjunto recebe o nome
de atrator global. Provar um resultado que caracterize os semigrupos
que possuem atratores serd a nossa meta final (veja o Teorema [1.2.4)).

Ao longo do capitulo utilizaremos as seguintes notacoes: denotare-
mos por X um espago métrico, d: X x X — [0, c0) sua métrica e C(X)
o conjunto das aplica¢des continuas de X em X.

Escreveremos T para denotar o conjunto dos ntimeros inteiros Z ou
o conjunto dos niimeros reais R, T* ={¢t e T:t >0}, T-={teT:¢<0},
T; =t+T eTf =t+T".

Dados K c X nao-vazio e r > 0, a r—vizinhanca de K é o con-
junto definido por O,.(K) = {z € X : d(z,K) < r}, em que d(z,K) =

inf d(z,y).



1.1 Conceitos basicos

Nesta secao temos como objetivo definir um semigrupo, bem como

alguns conceitos adicionais importantes para o estudo de sua dindmica.

Definigao 1.1.1. Um semigrupo ¢ uma familia a um pardmetro T =

{T(t):teT*} cC(X) tal que

(i) T(0)x =z para todo x € X,

(i) T(t+s)=T(t)T(s), para todos t,s € T*,

(iii) A aplicagio [0,00) x X 3 (t,x) = T(t)x € X é continua.
Se T =7, diremos que T € um semigrupo discreto.

Notemos que no caso em que T = Z, a terceira condi¢ao estd auto-
maticamente satisfeita. Como T'(n) = T(1)", escrevendo T = T'(1), o
semigrupo pode ser escrito na forma {T" : n € N} e serd simplesmente
a familia de aplicagdes {T™ : n € N} c C(X); isto significa que, no
caso de semigrupos discretos, o semigrupo 7 é totalmente descrito pelo

comportamento da aplicagao T'.

Definicdo 1.1.2. Dados um semigrupo T e um subconjunto B de X,

definimos:

1. para cada t € T, a imagem de B sob T'(t),

T(t)B = {T(t)z:z € B},

2. a 6rbita positiva de B,

v'(B)= U T(t)B;

teT+



3. a 6rbita parcial entre dois nimeros de T, t <,

MNey(B) = U T(s)B;

t<s<t!

4. para cada t €T, a érbita de T'(¢)B,

v/ (B)= J T(s+t)B= | T(s)B.

seT+ seTf
Agora definiremos as nogoes de atracio, absor¢cio e invariancia sob
a agdo do semigrupo 7. Definimos também solugdo global e atrator
global para um semigrupo e damos uma caracterizagdo para os atrato-

res globais. Antes disso, definimos a semi-distdncia de Hausdorff

distgr (A, B) entre dois subconjuntos ndo-vazios A e B de X por
distg (A, B) = sup inf d(x,y).
zeA YEB

Observamos que disty (A, B) = 0 se, e somente se, A c B.

Definicao 1.1.3. Sejam A e B subconjuntos ndo vazios de X. Diremos

que A atrai B sob a ag¢do do semigrupo {T(t):te€T*} se
tlim distg (T'(t)B,A) = 0.

Se existir um to = to(B) € T* tal que T'(t)B c A para todo t > to,

diremos que A absorve B.

Notemos que segue diretamente da defini¢io acima que se A ab-
sorve B entao A atrai B, mas a reciproca ndo é verdadeira em geral.
O seguinte resultado relaciona de maneira mais precisa estas duas pro-

priedades.



Proposigao 1.1.4. Se A atrai B entdo a r-vizinhanca de A absorve

B, para cada r > 0.

Prova: Fixemos r > 0. Como A atrai B, temos disty (T (¢t)B,A) - 0
quando ¢ - oo e existe tg > 0 tal que disty(T'(t)B, A) < r para todo
t>tg. Se y e T(t)B, entdao

d(y,A) < sup d(z,A)=distg(T(t)B,A) <r para cada t > t.
zeT(t)B
Logo, y € O,.(A), o que mostra que T(¢t)B c O,.(A) para cada t >0
e conclui a demonstragao. ]
A nocéo de invaridncia, dada a seguir, desempenha um papel fun-

damental no estudo da dindmica assintética de semigrupos.

Definigao 1.1.5. Diremos que um subconjunto A de X ¢ invariante
(ou positivamente invariante) sob a agio de um semigrupo T se
T(t)A = A para todo t € T* (ou T(t)Ac A).

Um conjunto invariante unitdrio corresponde a um ponto de equi-
librio de {T'(t) : t € T*}; isto é, um ponto x* € X tal que T(t)z* = z*

para todo t € T™.

Definigao 1.1.6. Um conjunto A é chamado um atrator global para
um semigrupo T se é compacto, invariante e atrai todos os subconjuntos

limitados de X sob a acdo de T .

Notemos que o atrator global para um semigrupo 7, quando existe,

é tnico. De fato, se A e A séo atratores globais para este semigrupo,

t—o0

dist 7 (A, A) = dist (T(t) A, A) =3 0,

e assim A c A. Analogamente A c A, e temos o resultado.



1.1.1 O conjunto w-limite

O conjunto onde a 6rbita de B se acumula é chamado w-limite de B.
Nesta subsecao definimos rigorosamente esse conjunto que desempenha
um papel fundamental no estudo do comportamento assintético de um

semigrupo.

Definigao 1.1.7. O conjunto w-limite de um subconjunto B de X é
definido por
w(B) = () 7 (B)-

teT+
O seguinte resultado nos d4 uma caracterizagdao do conjunto w—limite

e sera frequentemente usado na demonstragao dos préximos.

Proposigao 1.1.8. Se Bc X, w(B) € fechado ¢

w(B) = {y € X : existem sequéncias {t,} em T e {x,} em B

tais que t, — oo ey = lim T(t,)xn}.
n—>00

Prova: Observamos que w(B) ¢é claramente fechado, uma vez que é
intersecgdo de conjuntos fechados.

Para mostrar a primeira inclusdo, tome y € w(B). Entao y €
MNieT+ W, e assim y € W, para todo t € T*. Assim, para cada
n e N existe uma sequéncia {y} }renv € 7,5 (B) tal que y} iy y. Como,
para cada n € N, y' € v} (B) para todo k € N, existem {z} }, pen ¢ B
e {q}nken ¢ T* tais que yp = T(n + ¢p)zy. Sabemos que fixados
neNee>0, existe k(n,e) € N tal que d(yi,y) <€ se k > k(n,e),
isto é, d(T'(n + q})z},y) < € se k > k(n,€). Defina, entdo, ¢, = n +
qZ(m%) e T, = xz(n,%), assim d(T(tn)Tn,y) < % "2 0, e portanto

y=lim, e T(tn) Ty , tn "2 % ez, € B para todo n € N.



Para a reciproca, seja y € X e sequéncias {t,} ¢ T* e {z,} c B,
tais que t, T o e y = limyeo T(tn)z,. Fixado 7 € T* temos

{T(tn)xn}t,>r €vE(B) e assim y € v} (B). Portanto

ye (17 (B)=w(B)

teT+

como queriamos. [

Propriedades do w-limite

Esta secao tem como objetivo provar resultados acerca do w-limite,
que usaremos como ferramentas para demonstrar o teorema que carac-
teriza semigrupos com atratores globais.

A préxima proposicio é um resultado conhecido que utilizaremos

muitas vezes na demonstracao dos demais resultados.

Proposi¢ao 1.1.9. Seja K um subconjunto compacto de X e {x,}
uma sequéncia em X tal que d(zn, K) "= 0, entdo {x,} tem uma

subsequéncia convergente em K.

Prova: Notemos que dado m € N existem n,, e N e y,,, € K tais que

d(xn,, ,Yn,, ) < % Como K é compacto podemos assumir, passando a

m—>oo

uma subsequéncia se necessario, que y,,, —> Yo para algum ¥y € K.

Assim, obtemos

d(@n,,,90) < d(Tn s Yny) + d(Yn s Y0) —> 0;

isto é, {x,,} possui uma subsequéncia convergente em K. [ |

10



Proposigao 1.1.10. Sejam T um semigrupo, K e K;i subconjuntos
compactos de X. Se K atrai K1, entdo v* (K1) é relativamente com-

pacto e @+ w(Ky) c K.

Prova: Da Proposicao dado e > 0 existe tg € T* tal que T(t)K;
O« (K) para todo t > to. Assim,

U T()K: =77, (K1) < 05 (K)
t>to
e, entdo, v (K1) estd contido em uma uniao finita de bolas de raio e.

Temos V[Jro,to](Kl) = Uoststo T'() K71 é compacto, pois é imagem de
[0,t0]x K7 pela fungdo [0,00)x X 3 (t,z) » T(t)x € X. Assimy*(K;) =
'Vfro,to](Kl) uf (K1) ¢é totalmente limitado, e, como K é compacto,
~* (K1) u K também o é.

Segue da Proposicao que v*(K;) U K é completo e, portanto,
compacto. Com efeito, seja {z,} c v*(K1) u K uma sequéncia de
Cauchy. Vamos mostrar que é convergente.

Se {x,} possuir infinitos termos em K, entdo por ser K compacto
terd uma subsequéncia convergente e, por ser {z, }ney de Cauchy, serd
ela toda convergente. Se ndo, {z,} deve possuir infinitos termos em
~v* (K1) e entdo possuird uma subsequéncia do tipo {T'(tn, )Yn,;tn, =

00, Ypn, € K1}. Como K atrai K,
klim d(T (tn, )Yn,,K) =0.

Da Proposicao {T(tn,, )Yn,, }ken POssui uma subsequéncia con-
vergente em K. Mais uma vez por ser uma sequéncia de Cauchy,
{Zn }nen convirgird para o mesmo limite, o que conclui a prova da com-

pletude de v*(K;) U K.
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Segue que v (K7) c v (K1) u K é relativamente compacto, con-
cluindo a primeira parte do resultado.

Finalmente, temos ~; (K7) compacto e ndo-vazio, para todo ¢ € T*

~vf (K1) cv# (K1) para s<t,

ou seja, a familia {v; (K1) }er+ possui a propriedade da intersecio finita
e assim

w(Ky) = (7 (K1) # 2.

teT+
Resta mostrar que w(K7) c K. Para isso, tome y € w(K7). Temos

y €77 (K1) para todo t € T*. Dado € > 0, existe ¢y € T* tal que

y €7, (K1) € Oc(K).

Assim d(y, K) < € e, como € é arbitrario, o resultado segue. ]
O seguinte lema nos da condicdes necessarias para que o w-limite

de um conjunto seja invariante.

Lema 1.1.11. Seja T um semigrupo em X. Se B c X, entdo T (t)w(B)
w(B) para todot € T*. Se B é tal que w(B) é compacto e atrai B, entdo

w(B) ¢ invariante.

Prova: Se w(B) = @, nao hé o que provar. Se w(B) # &, fixe t € T*, da
Proposigéo se y € w(B), existem sequéncias {t,} c T" e {x,} c B
tais que y = lim,,_, 0o T'(ts )T, com t, - co quando n — co. Segue da
continuidade de T'(t) que T(t)y = lim,,—,0o T(t + t,, )z, € entdo T(t)y €
w(B). Logo T(t)w(B) c w(B) para todo t € T*.

Resta mostrar que, se w(B) é compacto e atrai B, entdo w(B) c

T(t)w(B) para cada t € T*.

12



Para z € w(B) existem sequéncias ¢, - oo e {z,} ¢ B tais que
T(tn)xn "2 2. Para t e T* fixo, uma vez que t,, — oo, existe ng € N
tal que t,, >t para todo n > ng. Portanto T (¢)T(t,—t)x, =T (tn)x, >
quando n — oo.

Como w(B) atrai B temos d(T(t, — t)xn,w(B)) — 0. Por ser
w(B) compacto, segue da Proposigio que {T(t, —t)x,} tem uma
subsequéncia convergente para algum y € w(B) (que denotaremos no-
vamente por {T'(t, — t)x,}. Devemos ter x = T(t)y com y € w(B) o
que implica x € T(t)w(B). Portanto w(B) c T(t)w(B), o que conclui

a demonstracao. [

Lema 1.1.12. Se B ¢ um subconjunto nao-vazio de X tal que 'y;'O(B)
é compacto para algum ty € T, entdo w(B) é ndo-vazio, compacto,

invariante e atrai B.

Prova: Para cada t € T*, ¢ > to, v} (B) é ndo-vazio e compacto. Segue

do fato que a familia {v}(B):t > to} tem a propriedade da intersecio
finita que w(B) = Nz, 77 (B) é ndo-vazio e compacto.

Mostremos agora que w(B) atrai B. Suponha que nao, entao exis-
tem € > 0 e sequéncias {x,} em B, {t,} em T* com ¢, —> oo, tais
que d(T(tp)zn,w(B)) > € para todo n € N.

Como m é compacto e {T(tn)xn,n > n1} C W para al-
gum n; € N, existem subsequéncias ¢, % o e {zn,} c B tais que
{T'(tn,)xn,} é convergente para algum y € X. Da Proposigao

segue que y € w(B). Assim,
0=d(y,w(B)) > e

o que nos leva a uma contradigdo. Logo w(B) atrai B.
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Segue agora do Lema [1.1.11| que w(B) é invariante e a prova estd

completa. =

1.1.2 Compacidade assintética

Esta secao trata do conceito de compacidade assintdtica que de-
sempenha um papel importante na caracterizacdo dos semigrupos que

possuem um atrator global.

Definicao 1.1.13. Um semigrupo T é dito assintoticamente com-
pacto se, para qualquer subconjunto fechado, limitado e ndo-vazio B c
X para o qual T(t) B ¢ B para todo t € T* existe um conjunto compacto

J c B que atrai B.

Lema 1.1.14. Se T é um semigrupo assintoticamente compacto e B €
um subconjunto nao-vazio de X tal que ~; (B) ¢ limitado para algum

to € T*, entdo w(B) € nao-vazio, compacto, invariante e atrai B.

Prova: Primeiramente observamos que v/ (B) ¢ fechado, limitado
(pois 74, (B) ¢ limitado) e nao-vazio (pois B ¢é ndo-vazio). Como
T(t)v, (B) c v (B), segue que T(t)v/ (B) c v (B). Como T(t) é
continua, T'(t)v{ (B) ¢ T(t)vi, (B) c 74, (B). Assim

T(t)v{ (B) c o4, (B) para todo t > 0

e m é positivamente invariante. Como 7 é assintoticamente com-
pacto temos que existe um compacto J c W que atrai m
Logo, existem sequéncias €, = 0 e t, —> oo tais que T(t)m c
O, (J) para todo t > t,,. Assim, @+ w(B) c J. Como w(B) é fechado

e J é compacto, temos que w(B) é compacto.
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Mostremos que w(B) atrai B. Se néo, existem €y > 0 e sequéncias
{zn} c Bet, =5 oo tais que d(T(tn)2n,w(B)) > € para todo n €
N. Da compacidade de J e da Proposicao existem sequéncias
{on;} € B, ty, 2% o0 e 2 € J tais que T'(tn; )wn, 2% . Assim z e w(B)
e d(z,w(B)) > €, o que nos d4 um absurdo.

Portanto, w(B) é ndo-vazio, compacto, atrai B e, do Lema

segue a invariancia, o que completa o resultado. [

Definigao 1.1.15. Um semigrupo T é dito eventualmente limitado

se para cada limitado B c X existe tp € T* tal que v/, (B) ¢ limitado.

A seguinte proposi¢do nos dd uma caracterizacdo para um semi-

grupo assintoticamente compacto.

Proposicao 1.1.16. Seja T um semigrupo e suponha que {T(t,)x,}
é relativamente compacto sempre que {T(tp)x,} e {x,} sdo limitadas
em X et, — oo. Entio T ¢é assintoticamente compacto.
Reciprocamente, se T é um semigrupo eventualmente limitado e
assintoticamente compacto entdo {T(t,)x,} € relativamente compacto

z A . . . n—00
sempre que {x,} € uma sequéncia limitada em X e t, — oo.

Prova: Seja B c X um conjunto fechado, limitado e nio-vazio tal que
T(t)B c B, para todo t € T*. Vamos mostrar que w(B) é nao-vazio.
Para isso, considere uma sequéncia {z,} ¢ B. Como B ¢ limitado,
segue que {x,} ¢ limitada em X. Seja {t,} c¢ T* com t, — oo;
entdo T(t, )z, € B para todo n. Assim, {T(t,)z,} é limitada em X.
Por hipétese, {T(t,)x,} é relativamente compacto. Passando a uma
subsequéncia se necessirio, temos que deve existir z = lim T(t,)xy.

n—oo

Logo z € w(B) e w(B) + @.
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Do fato que T'(t)B c B, para todo t € T* segue que w(B) c B.
Além disso, w(B) c v*(B) que é compacta devido & hipGtese. Resta
mostrarmos que w(B) atrai B.

Suponha que ndo; entdo existem sequéncias {z,} ¢ B, {t,} ¢ T*
com t, —> oo e e >0 tais que d(T(tn)zn,w(B)) > e. Mas {T(t,)z,}
é relativamente compacto, por hipotese, logo, passando a uma sub-
sequéncia se necessirio, deve existir z € w(B) tal que z = 7}1_{20 T(ty)zn
o que nos leva a uma contradi¢do. Concluimos que T é assintoticamente
compacto.

Por outro lado, se T é um semigrupo eventualmente limitado e {z,, }
é uma sequéncia limitada em X, logo existe £, > 0 tal que B = m
é um conjunto limitado. Como B ¢é positivamente invariante e T é
assintoticamente compacto, existe um compacto J ¢ B que atrai B.
Em particular {T'(¢,)z,} converge para J quando n tende a infinito e

portanto, pela Proposigao [1.1.9] é relativamente compacto. [ |

1.2 Existéncia do atrator global

Nesta secdo, primeiramente damos algumas defini¢des de conceitos
chave para o teorema central do capitulo e demonstramos resultados
auxiliares. Depois, provamos o resultado principal que caracteriza os
semigrupos que possuem atratores globais utilizando fortemente todos

os elementos até agora apresentados.

Defini¢do 1.2.1. Diremos que um semigrupo 7 ¢é ponto dissipa-
tivo (limitado dissipativo/compacto dissipativo) se existir um
subconjunto limitado B ¢ X que atrai pontos (subconjuntos limita-

dos/subconjuntos compactos) de X.
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Utilizando a Proposicao [[.1.4] na definicio acima podemos trocar
a palavra atrai pela palavra absorve sem mudar os significados dos

conceitos, mas claramente alterando um pouco o conjunto B.

Lema 1.2.2. Seja T um semigrupo ponto dissipativo e assintotica-
mente compacto. Sey*(K) é limitada sempre que K é compacto, entio

T é compacto dissipativo.

Prova: Como 7T é ponto dissipativo, existe um conjunto nao-vazio e
limitado B que absorve pontos de X. De fato, T ponto dissipativo

implica que existe A limitado tal que
tlim d(T(t)x,A) = 0 para todo z € X.

Fixe € > 0. Para cada z € X existe t, € T* tal que ¢ > ¢, implica que
d(T(t)x,A) < € e, logo, T(t)x € O(A) para todo t > t,. O conjunto
B =0.(A) é um limitado que absorve pontos de X.

Defina U = {x € B:~v*(x) c B}. Vamos mostrar que U é ndo-vazio.
Como B absorve pontos, dado y € X, existe ¢y € T* tal que T'(t)y € B
para todo t > tg. Tome x = T'(to)y € B. Entao,

Y (@) =UT®)z=UTH®)T(to)y=UT(t+t0)y = T(s)y,

t=0 t20 t>0 s2to

mas T'(s)y € B para todo s >ty o que implica que Ugsy, T(s)y c B e,
entdo, v*(x) c B. Portanto, z =T (tg)ycU e U # @.

Afirmamos que v*(U) = U. Com efeito, seja x € U. Temos x =
T(0)x € Ugzo T(t)U = v*(U). Para a outra inclusdo, seja x € v*(U).
Entao, existe tg € T* e y € U tal que « = T(tg)y. Precisamos mostrar

que x € Be~y(z)cB.

17



Como y € U, sabemos que y € B e v (y) = Upo T (t)y c B. Agora,

x =T (tg)y com to > 0, portanto x € U0 T'(t)y e concluimos que z € B.

Seja z € y*(x). Existe t1 > 0 tal que z = T'(¢1)x = T(t1 +to)y. Segue
que z € U T(t)y = v (y) ¢ B. Portanto z € B e consequentemente

~v*(x) c B, o que conclui a prova da afirmacao.

Temos U limitado, uma vez que U ¢ B e B é limitado. Além
disso, como y*(U) = U, temos W limitado. Sabemos também que
T(t)y*(U) c v+ (U), t > 0, o que significa que v+(U) é positivamente
invariante. Ademais, y+(U) é fechado e ndo-vazio, uma vez que U é
ndo-vazio. Como 7T é assintoticamente compacto, existe um conjunto

compacto K, com K c v*(U) = U que atrai U.

Vamos verificar que U absorve pontos de X e, entdo, como K ¢é
compacto e atrai U, concluir que K atrai pontos de X. Para isso, seja
y € X. Como B absorve pontos, existe ty € T* tal que T'(t)y € B para

todo t > ty. Temos

YTy =UTS)T)y=UT(s+t)y= U T(r)yyc |J T(r)ycB.
530 530 r>to

Mostremos agora que existe uma vizinhanga V' de K tal que ~; (V')
é limitado para algum t € T*. Se este ndo é o caso, existem sequéncias
{n} em X, z, >y e K e t, - oo tais que {T(t,)x,} ndo é limitada.
Considere A = {x, }nen. Temos {T(tn)xn nen € vH(A). Portanto,
~v*(A) ndo é limitada com A compacto o que contradiz a hipétese.

Sejam V' a vizinhanga de K e ty € T* tais que (V') é limitado.
Temos que 7}, (V') absorve uma vizinhanca de x para cada z € X. De
fato, como K atrai pontos de X e T'(t) é continua, para todo x € X

existe uma vizinhanca O, de z e to, > 0 tal que T(¢)O, c V para
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t>1tp,. Entao

T(ty)T(t)O, c T(ty)V c |J T(t)V =~ (V)
t>ty
o que implica que T'(t +tyv)O, c 4, (V) para todo t > to, e, portanto,
T(5)O0, cvf, (V) para todo s > t, =ty +to,.
Finalmente, mostremos que ~/, (V') absorve subconjuntos compac-
tos de X. Seja J um compacto de X. Para cada x € J seja O, uma
vizinhanga de z que é absorvida por v/ (V). Considere a colegao

{Oy,x € J}. Tal colegdo é uma cobertura aberta para J. Por ser J

compacto existe uma subcobertura finita {Oy,, ... , O, }. Temos
T(t)J e T(1) (Vi Ox,) = UT () Ox,
i=1

Também, T'(t)O,, c v/, (V) paratodot > t,,. Definaty = max;-1,... n{ts,}
Para t > g,

T(£)J c QT(t)Ozi i (V).

Logo, 74, (V') absorve compactos e 7 é compacto dissipativo como

queriamos demonstrar. [

Proposigao 1.2.3. Seja X um espago métrico e T um semigrupo em
X. Se K é compacto e atrai a si mesmo sob a agio de T entio w(K) =

mte'[F" T(t)K

Prova: Para mostrar que ner+7T(¢)K c w(K), note que

() T(t)K c T(t)K para todo t € T".
teT+
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Para s € T*, temos

NTHK cT(s)K c JT (K =~ (K) c i (K)

teT+ 28

e portanto

N THK e () 7/ (K) = w(K).

teT+ teT+
Agora, para a inclusdo contriria, usamos a Proposi¢ao [I.1.9] com
K, = K para garantir que w(K) c K e v*(K) é relativamente com-
pacto. Do Lema temos que w(K) é nao-vazio, compacto, invari-

ante e atrai /. Assim
w(K)=T(t)w(K) cT(t)K, para todo t € T*,

0 que prova o resultado. [

O seguinte teorema caracteriza os semigrupos que tém atratores

globais.

Teorema 1.2.4. Um semigrupo T € eventualmente limitado, ponto
dissipativo e assintoticamente compacto se, e somente se, T tem um

atrator global A.

Prova: Por ser 7 eventualmente limitado, dado K compacto temos
V4, (K) limitado para algum tq e, assim, v*(K') é limitado. Disso e do
fato de que T é assintoticamente compacto, ponto dissipativo segue do

Lema que T é compacto dissipativo.

Seja C' um conjunto limitado que absorve subconjuntos compactos
de X. Considere B = {z € C : v*(z) ¢ C}. Temos que B absorve

subconjuntos compactos de X. Com efeito, como C absorve compactos
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de X, dado J compacto existe tg € T* tal que
T(t)J c C para todo t > tg.

Vamos mostrar que T'(t)J c B para todo t > ty. Sejat >ty e xeT(t)J.

Temos x € C; além disso, existe y € J tal que x = T'(t)y.

V(@)= UT(s)x = LJ)T(S)T(t)y =UT(s+t)y=UT(r)ycC.

520 520 r>t

Portanto, y*(z) c C e x € B. Assim T'(t)J ¢ B e B absorve com-
pactos.
Afirmamos que T'(t)B c B para todo t € T*. De fato, dado = € B,

sabemos que z € C e y* () c C. Para t € T* arbitrdrio, temos

T(t)r e JT(s)z =7 (2) c C.

520

Portanto T'(t)z € C e além disso,

YT (#)x)=UT(s)T(t)x=JT(s+t)xz =JT(r)x =7 () cy*(x) c C.

520 520 r>t

Logo T'(t)x € B o que conclui a prova da afirmagéo.

Da continuidade de T'(t) e da afirmacéo anterior segue que T'(t)B c
B. Assim, temos que B é positivamente invariante. Ademais, B é fe-
chado, limitado (pois B c C e C é limitado), e ndo-vazio (basta proce-
der como na demonstragao do Lema. Como 7T é assintoticamente
compacto, existe um conjunto compacto K c B que atrai B. Do fato de
que K atrai B e B absorve compactos, segue que K atrai subconjuntos
compactos de X. Portanto K é um compacto que atrai a si préprio.

Da Proposicao e do Lema [T.1.12] concluimos que o conjunto
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A = w(K) é nao-vazio, compacto, invariante e w(K) c K. Para con-
cluir que A é atrator global falta mostrar que A atrai limitados de X.
Mostremos, primeiramente, que A atrai compactos.

Se J c¢ X é compacto, K atrai J. Da Proposicao [1.1.10] segue
que y*(J) é relativamente compacto e @ # w(J) ¢ K. Como ~v*(.J)
é compacto, podemos aplicar o Lema para concluir que w(J) é
invariante, compacto, nao-vazio e atrai J.

Da invariéncia e do fato de que w(J) c K temos w(J) =T(s)w(J) c
T(s)K para cada s > 0. Entdo, w(J) c ngr+T(s)K = w(K) pela
Proposicdo [1.2.3] Disso, e do fato que w(J) atrai J, temos que A =
w(K) atrai J.

Agora seja B um subconjunto limitado de X, como T é eventu-
almente limitado e assintoticamente compacto, segue do Lema [1.1.14
que w(B) é ndo-vazio, compacto, invariante e atrai B. Como w(B) ¢é
compacto, w(K) atrai w(B). Segue que A atrai B. Assim, A atrai
limitados e é atrator global para T .

Suponha, agora, que T tem um atrator global A. Entdo A é invari-
ante, compacto e atrai subconjuntos limitados de X. Segue diretamente
o fato de o semigrupo ser limitado dissipativo e, consequentemente,
ponto dissipativo.

Mostremos que T é eventualmente limitado. Para isso seja B um
limitado de X; sabemos da Proposigao[[.1.4] que existe uma vizinhanga
V do atrator A que absorve B, isto é, existe to € T* tal que T(¢t)B cV
para todo t > tg. Assim

Ur@)BcVv

t2to
o que implica que v/ (B) c V e, como V ¢ limitado, v/ (B) ¢é limitado.

Finalmente, 7 ¢é assintoticamente compacto pela Proposi¢ao
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0 que conclui a demonstracao. [

1.2.1 Caracterizacao do atrator global

Segue diretamente da definicao de atrator global que, quando este
existe, ele atrai todos os subconjuntos limitados de X, isto é, a dindmica
assintotica de um semigrupo esté concentrada no atrator. Mas o atrator
global tem uma propriedade muito mais importante: ele contém toda
a dinamica limitada do semigrupo 7. Esta afirmacao ficard mais clara

abaixo.

Definigao 1.2.5. Uma fun¢io ¢: T - X é uma solugao global de T
se

T(t)p(s) = ¢(t +s) para todo t € T e s €T.

Se ¢(0) = x dizemos que ¢ é uma solucao global por z.

Proposicao 1.2.6. Seja T um semigrupo com um atrator global A.

Entao:

A={xeX: existe uma solugio global limitada por x}. (1.1)

Prova: Afirmamos que, dado x € A, existe uma solugdo global limitada
¢r T — X tal que ¢,(0) = z. De fato, T* 5t — ¢(t) = T(t)x € X estd
sempre bem definida e é limitada. Agora, seja x € A = T(1).A; existe
z_1 € A tal que T(1)x_1 = = e procedendo indutivamente conseguimos
uma sequéncia {x_,} tal que z¢g =2 e T(1)x_p-1 = z_,, para todon e N

(lembre que a sequéncia {z_,} ndo é unicamente determinada).
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Defina entao

T(t)x, teT*,
¢x(t):
T(j+t)z_j, te[-j,-j+1)nT, j=1,2,3,--

que é uma solucgdo global limitada por x em A.
Reciprocamente, cada solugdo global limitada ¢ : T — X para T é
tal que ¢(T) c A, pela invaridncia de ¢(T) e da atragao de A, o que

conclui a demonstracgao. ]
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Capitulo 2

Semifluxos generalizados

Neste capitulo tratamos a teoria de semigrupos para o caso em que
ndo temos uma tnica érbita passando por cada ponto. A semelhanca
do que fizemos no estudo da teoria classica, comecamos com defini¢oes
e conceitos basicos, vemos as nocoes de atragao, absorc¢ao e invaridncia
a fim de definirmos e caracterizarmos um atrator global para esse caso
multivaluado. Ao longo do capitulo procuramos explicitar a relacdo
que existe entre os dois casos. Nas duas ultimas se¢des trabalhamos
brevemente mensurabilidade, continuidade, conexidade e fungoes de
Lyapunov em semifluxos generalizados com a intengdo de nos munir-
mos de resultados que nos auxiliem na aplicacdo. Os enunciados dos
resultados deste capitulo podem ser encontrados em [25]2]. As demons-
tragoes foram, em sua maioria, desenvolvidas com consultas pontuais
as referéncias [25] [2, [10, BTl B2]; algumas constam integralmente em
[25, 2.

No que segue, como no capitulo anterior, (X,d) (ou apenas X) de-

notard um espago métrico completo. Daqui por diante, denotaremos
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por P(X) a colegdo de subconjuntos nao-vazios de X; B(X) a colegao
de subconjuntos nao-vazios limitados de X; C'(X) a cole¢ao dos fecha-
dos nédo-vazios; K(X) os compactos ndo-vazios e, finalmente, BC(X)

a cole¢ao dos subconjuntos nao-vazios fechados e limitados.

2.1 Conceitos basicos

Nesta secao, definimos semifluxos generalizados e semigrupos multi-
valuados a partir destes. Definimos também outros conceitos que serdao

necessarios para a compreensao dos resultados desta teoria.

Definigao 2.1.1. Um semifluxo generalizado em X ¢é uma familia

G de aplicagies ¢:[0,00) > X satisfazendo:
(H1) Para cada z € X existe pelo menos uma ¢ € G tal que ¢(0) = z.

(H2) Se¢peG et >0, entio ¢" € G, onde ¢"(t) = ¢p(t + 7) para todo
te[0,00).

(H3) Se ¢,9eG e(0) = ¢(t) para algum t >0 entao 6 € G, onde

o(t), Te[0,t
oy [ 200 7101

(T —t), 7€ (t,00).

(H4) Se{¢;} cG e 9;(0) - z, entdo existe uma subsequéncia {¢,} de
{0;} e p€G com ¢(0) = z tais que ¢, (t) - ¢(t) para cada t > 0.

Se, além das propriedades acima, cada ¢ € G for continua dizemos

que G ¢ um semifluxo generalizado continuo.
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Definigao 2.1.2. O semigrupo multivaluado T definido por G é
uma familia de operadores multivaluados T (t): P(X) — P(X) tal que,

para cada t >0,

TH)E ={¢(t):pecG e $(0) e E}.

Usamos aqui a mesma notagdo 7 para os semigrupos multivaluados,
que foi utilizada para semigrupos no sentido classico no Capitulo 1.
Para nao haver confusoes, aos nos referirmos a semigrupos cléssicos,
usaremos a notacao 7., e deixaremos claro com qual tipo de semigrupo

estaremos lidando.

2.1.1 Semigrupos multivaluados vs. Semigrupos

Podemos relacionar essa definigdo com a teoria classica de semigru-
pos tratada no Capitulo 1. Dado um semigrupo (no sentido cldssico)

Te, para T = R, podemos definir

gc = {Qsa:x EX}7

onde ¢, (t) = T.(t)x para cada t > 0.

Proposigao 2.1.3. A familia G. definida acima é um semifluxo gene-

ralizado.

Prova: Com efeito, provemos que G, satisfaz (H1), (H2), (H3) e (H4).
Notemos que (H1) segue do fato de que para todo z € X, ¢, € G. e
¢.(0) = T.(0)z = z. Para ver que vale (H2), considere ¢ € G. e T > 0.

Temos ¢ = ¢, para algum z € X e

r(t) = @u(t+7) = Te(t+7)x = Te(t)Te(T)T = Or, ()2 (t) Para todo t > 0,
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0 que mostra que ¢}, = ¢, (+), € Gc. Para mostrar (H3), tome ¢, € G,
tais que ¢(t) = 1(0) para algum ¢ > 0 e seja 6 dada por

o(7), Te[0,t
oy [# Te0

(1 —t), Te(t,00).

Sabemos que existem x,y € X tais que ¢ = ¢, e P = ¢,. Como
¢(t) = 1(0), segue que Te(t)x = ¢ (t) = ¢(t) = 1(0) = ¢y(0) = y. Além
disso, O(7) = ¢(7) = ¢ (7) para 7 € [0,t] e (1) =p(T —t) = ¢, (T —t) =
T.(7 -ty = Te(r - O)Te(t)x = T.(7)x = ¢(7) para 7 > t. Portanto
0(7) = ¢, (1) para todo 720 e 0 = ¢, € G..

Finalmente, seja {¢;} c G, tal que ¢;(0) - z para algum z € X.
Existe uma sequéncia {z;} em X tal que ¢; = ¢, para todo j, e assim
¢;(0) =T.(0)z; = z;. Logo z; - z e da continuidade do semigrupo 7g,
T.(t)x; - T.(t)z para cada ¢t > 0, o que conclui (H4). ]

O semigrupo multivaluado 7 definido por G, é simplesmente a ima-
gem por T.(t) de cada subconjunto E de X e conicidird com o semi-

grupo 7 no caso em que E é formado por um tnico ponto.

2.1.2 Propriedades de semigrupos multivaluados

No que segue, sejam G um semifluxo generalizado e 7 o semigrupo

multivaluado definido por G.

Proposicao 2.1.4. T satisfaz as propriedades (i) e (i) da Defini¢io
(no sentido cldssico) em P(X).

Prova: Para cada FE c X temos

T0)E ={¢(0);0ecGep(0)e E} ={x e E; existe p € G com ¢(0) =z} = E,
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onde a ultima igualdade segue de (H1), e concluimos que T'(0) = Id
em P(X). Agora, dados t,s > 0, precisamos mostrar que T(t + s) =
T(t)T(s). Sejam FEc X e ze T(t)T(s)E. Entdo z = ¢(t) com ¢(0) €
T(s)E. Segue que existe ¢ € G tal que ¥(s) = ¢(0) e 1(0) € E. Defina

Y(7), T€[0,s]
d(T-38), T€(s,00).

o(r) =

Entéo, por (H3), 0 € G e z = ¢(t) = 0(t + s) com 0(0) = (0) € E.
Logo z € T(t+s)E. Reciprocamente, se z € T'(t+s)E, entdo z = ¢(t +5)
para alguma ¢ € G com ¢(0) € E. Como s > 0, por (H2), ¢° € G. Além
disso, z = ¢°(t) = d(t + s) e ¢°(0) = ¢(s) € T(s)E pois ¢(0) € E. Segue

que z € T(t)T'(s)E, o que conclui a demonstragao. |

Proposig¢ao 2.1.5. Dados E,F € P(X) com E c F temos T(t)E c
T(t)F para todo t > 0.

Prova: Seja z € T(t)E. Entao z = ¢(t) com pem G e p(0) e Ec F, e
por definicdo, z € T(t)F. ]

Proposicao 2.1.6. Para cada x € X, T(t)x é compacto.

Prova: Fixe z € X e tome {z,} uma sequéncia em T'(¢)x. Vamos
mostrar que z, admite uma subsequéncia convergente. Para cada n,
Zn = ¢n(t) com ¢,(0) =z e ¢, € G. Logo ¢,(0) é convergente e por
(H4) deve existir {¢,} subsequéncia de {¢,} e ¢ € G tais que ¢(0) =z
e ¢,(7) - ¢(7) para cada 7 > 0. Em particular, z, = ¢,(t) > ¢(¢) €
T(t)x pois ¢(0) =z, o que conclui a demonstragao. ]
Proposicao 2.1.7. Se {K, } é uma sequéncia de compactos de X e K €
K(X) tais que disty (K, K) =5 0, entdo dist g (T(t) K, T(t)K) =
0 para todo t > 0.
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Prova: Por absurdo, suponha que existam ¢ > 0, € > 0 e uma sub-
sequéncia de { K, } (que denotaremos pela mesma) tais que dist g (T(¢) K,,, T (t) K) >
¢ para todo n. Logo existe {¢,} ¢ G com ¢,(0) € K,, tal que

d(¢pn(t),T(t)K) > e para todo n € N. (2.1)

Como ¢,(0) € K,,, pela hipétese e a Proposigiao devemos ter
uma subsequéncia - que nao renomearemos - de ¢, (0) ity para
algum z € K. Por (H4), deve existir uma subsequéncia {¢,} e ¢ € G

H—>00

tais que ¥(0) =z e ¢, (s) — ¥(s). Em particular

=00

du(t) — P(t) e T(t)K. (2.2)

Assim ([2.2) contradiz (2.1)), o que conclui a demonstragdo do resul-

tado. [ ]

Agora definiremos as nogoes de atracao, absorcao e invariancia, bem
como provaremos dois resultados que relacionam os tipos de invariancia
abordados. Antes disso, precisaremos dos conceitos de érbitas, andlogos

aos definidos no Capitulo 1.

Definigao 2.1.8. Definimos por v*(¢) = {¢(t):t > 0} a 6rbita po-
sitiva de ¢ € G e v (E) = |UT(t)E a 6rbita positiva de E c X.
50

Para T 2 0, definimos ainda as 6rbitas positivas parciais v} (¢) =

{o(t):t>7} de ¢ en;(E)=UT@)E de E.

t2T

Definigao 2.1.9. Uma 6rbita completa por x € X é uma aplicagdo
Y : R > X tal que, para todo s € R, Y*|g+ € G e ¥(0) = . Também

utilizamos a expressdo Orbita completa de @ por = para

V() = Im(¥) = {$(1):t € R}.
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Para o caso classico, cada solucao global é uma érbita completa
para G. Com efeito, seja 7. um semigrupo no sentido classico e ¥ uma
solugao global por x € X. Entao ¢(0) =z e T.(t)¥(s) = ¥(t + s) para
todo t > 0 e s € R. Temos, para cada s € R, ¢¥°|g+(t) = (¢t +s) =
Te(t)Y(s) = dy(s)(t) para todo t > 0. Logo 9°|r+ = ¢y(s) € G € ¢ é uma

orbita completa por x.

2.1.3 Atragao, absorcao e invariancia

Os conceitos de atracdo e absor¢do sao andlogos aos dados no capi-

tulo anterior.

Definig¢do 2.1.10. Dizemos que A c X atrai um conjunto E c X se
para todo € >0 existe T = 7(e,E) > 0 tal que T(t)E c O.(A) para todo
t>T, isto €, se

distr (T(t)E, A) =3 0.
Se existir um to 2 0 tal que T(t)E c A para todo t > tg, diremos que A

absorve E.

Definicao 2.1.11. Dizemos que um subconjunto A c X ¢ positiva-
mente invariante se T(t)A c A para todo t > 0; A é negativamente
invariante se A c T(t)A para todo t > 0; A é dito invariante se
A=T(t)A para todo t 2 0 e, finalmente, A é quasi-invariante se para
cada z € A existe uma drbita completa 1 por z e ¥(t) € A para todo

t e R.

Observamos que para a teoria classica de semigrupos, quasi-invariancia
como definida aqui é equivalente a invaridncia. Mas na teoria de se-
migrupos multivaludos, nao temos esta equivaléncia. Veremos alguns

resultados a seguir que relacionam estes conceitos.
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Proposigao 2.1.12. Se um conjunto é invariante, entdo ele é quasi-

variante.

Prova: Seja A um conjunto invariante e z € A. Por (H1) sabemos que
existe By € G tal que 6p(0) = z. Como z € A =T(1)A, segue que existe
@1 € G tal que z=¢1(1) e ¢1(0) € A. Podemos definir

¢1(71), T€[0,1
91(7):{ (), 7€[0.1]
00(7-_1)7 TE€ [1700)

Temos 61(0) = ¢1(0) = z_1 € A. Por (H3), 01 € G e pela invaridncia de
A, 01(7) € A para todo 72 0. Como z_1 € A=T(1)A, segue que existe
¢2 € G tal que z_1 = ¢2(1) e ¢2(0) € A. Podemos definir

GQ(T)z{@(TL 7e[0,1]
O1(r-1), T€[1,00).

Temos 02(0) = ¢2(0) = 2.5 € A. Por (H3), 62 € G e pela invariancia
de A, 05(7) € A para todo 7 > 0. Procedendo indutivamente, podemos

encontrar, para cada n € N, ¢, € G tal que z_n41 = dp(1) e 9,(0) € A e

¢n(7), TE[0,1
em:{ (r), 7€[0,1]
071—1(7—_1); T € [1,00)

com 6,(0) = ¢,(0) =2, €A, 0, €G e 0,(r) € A para todo 7 > 0.

Defina ¢, : [-n,00) = X por 1, (t) = 0,(t+n). Por (H2), ¥,|r+ € G
para todo n. Além disso, 1,,(0) = 6, (n). Finalmente, podemos definir

PR - X por ¢(t) = ¥(t) se t € [-m,00). A fungdo 1 estd bem
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definida pois se t € [-m, o0),

UVins1(t) = O (t+m+1) =0, (t+m+1-1) =0, (t +m) =, (1)

jaque t+m+1>1. Ademais, ¥ é uma ofbita completa por z. Com
efeito, 1(0) = 1o (0) = z e, para cada s € R, )°|g+(t) = ¥ (¢t+s) parat > 0.
Se m é o menor inteiro tal que —m < s entdo, para t 2 0, t+s € [-m, 00)

e

Yt +8) =V (t+5) =0, (t+s+m)=0""(t) para todo ¢ > 0.

Como 6,, € G, por (H2) temos 02 € G e consequentemente, 1)°|g+ € G.
Além disso, como 0,,(t) € A para todo t > 0 e todon € N, entdo ¢(t) € A

para todo t € R, o que conclui a demonstragao. [

Proposigao 2.1.13. Se um conjunto é quasi-invariante, entdo € ne-

gativamente invariante.

Prova: Fixe t > 0 e A um conjunto quasi-invariante. Dado z € A,
sabemos que existe 1 6rbita completa por z inteiramente contida em
A. Em particular, 1/ f|g+ € G e 7 g+(t) = z com 9~ [g+ (0) = (~t) € A.

Logo z € T(t)A e A é negativamente invariante. |

2.1.4 Os conjuntos a e w-limites

O objetivo desta secdo é definir w-limite de funcbes ¢ € G e de
subconjuntos de X, bem como a-limite para érbitas completas, carac-
terizar alguns desses conjuntos e, finalmente, definir ponto-atrator e

B-atrator global.
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Definigao 2.1.14. Sejam ¢ € G, ¥ uma orbita completa e E c X.
Definimos

—00

1. o w-limite de ¢ por w(¢) = {z € X; existe t; % o tal que

() =3 2;

2. o a-limite de ¢ por a(¢) = {z € X; existe t; T —oo tal que

W(ty) =3 2y

3. wp(F) = {z € X; existe {¢;} c G tal que {¢;(0)} c E pertence a
B(X) e existe {t;} cR" com t, % 00 tal que o (t;) =52
4. w(B) = N7 (B).
0
Agora veremos alguns resultados de caracterizacao destes objetos.
Proposigao 2.1.15. Para cada ¢ € G temos w(¢) = (7] (¢).
20

j—oo

Prova: Seja z € w(¢). Sabemos que existe t; 2% oo tal que ¢(t;) —
z. Devemos mostrar que z € ¢([t,00)) para todo ¢ > 0. Para isso, fixe
t. Como t; — oo existe jp tal que t; > t para todo j > jo, e portanto
o(t;) € ¢([t,00)) para j > jo. Logo z € ¢([t, 00)).

Reciprocamente, seja z € []7;(¢). Devemos mostrar que existe
20

t; % oo tal que z = limj. ¢(t;). Para cada j € N, z € ¢([j,0)),
logo existem sequéncias {tfc} tais que z = limg_co (b(ti:). Para cada j,
escolha k(7) tgl que d(qﬁ(tfc(j)),z) < % Dgﬁna tj = t?«(j)' Entéo t; > j
e portanto t; 7% 0. Além disso, ¢(t;) 2% 2. Assim z € w(¢), como

queriamos. ]

Proposicdo 2.1.16. Para cada E c X temos w(E) = {z € X; existem
{&)cX ety "2 o tais que &n € T(tn)E para todon e &, ind z}.
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Prova: Seja z € (77 (E) = (Y UT(s)E. Temos z € | JT(s)E para
£20 £20 s>t s>t

todo t > 0. Para cada j € N existe {22} c |JT(s)E tal que z =

5]

lim,, 0o #7. Observamos que cada zJ, € T(t])E para algum tJ, > j.
Para cada j, escolhg n(j) tal que d(xfl(j),z') < % Defina x; = xi(j) e
tj= ti(j)‘ Entéo x; =22, zjeT(t;)E et; % 0.

Reciprocamente, se existe {z;} tal que z = lim; o x; com x; €
T(t;)E e t; i oo, para cada s >0 considere j(s) tal que t; > s para
todo j > j(s). Considere ainda as subsequéncias de {z;}, {2;};5(s)-

Por ser z limite de cada uma dessas subsequéncias,

ze J THHE<JTW)E

325 (s) t>s
para todo s > 0, o que conclui a demonstracao. [

Observe que pela Proposicao [2.1.16) wp(E) c w(F). Claramente,
se E ¢ limitado, wg(F) = w(F).

2.2 Atratores globais para semifluxos ge-

neralizados

Nesta se¢do demonstramos algumas propriedades que um semifluxo
generalizado pode possuir que sdo relevantes para o estudo de sua di-
namica. Provamos resultados acerca da relacdo que existe entre tais
propriedades. Finalmente, provamos os resultados centrais que carac-
terizam semifluxos que possuem atratores globais e o proprio atrator.

Antes de comecarmos, consideremos as seguintes defini¢oes de atra-

tores que usaremos no contexto de semifluxos generalizados:
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Definigao 2.2.1. Um subconjunto A de X que atrai todos os subcon-
juntos limitados de X é chamado B-atrator global. Um subconjunto

A que atrai todos os pontos de X € chamado ponto-atrator global.
Com as defini¢bes acima, podemos dar a definicdo de atrator global.

Definigao 2.2.2. Um subconjunto A de X é chamado de atrator glo-

bal para G se A é compacto, invariante e é um B-atrator global.

No que segue, exploraremos defini¢oes e resultados a fim de encon-
trar condigoes para garantir a existéncia de um atrator global - veja os

Teoremas [2.2.35] [2.2.306] e [2.2.37] , que estdo na préxima secio.

Definicdo 2.2.3. G ¢ eventualmente limitado se para B € B(X)
existe T =7(B) 20 tal que v} (B) € B(X).

Vamos buscar condigoes para encontrar tais objetos, e para isso

precisaremos de algumas defini¢bes e resultados basicos.
Definicao 2.2.4. Dizemos que G €

(a) limitado dissipativo ou B-dissipativo se G possui um B-atrator

global limitado,
(b) ponto dissipativo se G possui um ponto-atrator global,

(c) ¢-dissipativo se existe um conjunto By tal que, para toda ¢ € G,

existe ty tal que ¢(t) € By para todo t > ty.
Lema 2.2.5. Se G ¢é B-dissipativo, entdo € eventualmente limitado.

Prova: Seja A o B-atrator global limitado de G e fixe € > 0. Dado
B e B(X) deve existir 7(B) > 0 tal que T'(t)B c O.(A) para todo
t>7(B) elogo 7 py(B) c O-(A). Como O (A) é limitado, segue que

'y:f( B)(B) também o é. Portanto G é eventualmente limitado. ]
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Proposigao 2.2.6. Se G ¢ limitado dissipativo entdo G € ponto dissi-

pativo. Se G € ponto dissipativo entdo G € ¢-dissipativo.

Prova: Como para cada ponto x € X o conjunto {z} é limitado, a
primeira afirmacéo é satisfeita. Para provar a segunda, suponha que
exista A ¢ X que atraia pontos de X e fixe € > 0. Para ¢ € G, considere
z = ¢(0). Temos, pela Proposi¢ao m para algum 7, > 0, T'(¢t)x €
O:(A) para todo t > 7,,. Como ¢(t) € T(t)x, segue que ¢(t) € O (A)

para todo t > 7. O resultado entdao segue tomando By = O (A). [

Definicdo 2.2.7. G ¢ dito compacto se para toda sequéncia {¢;} c G
com {¢;(0)} € B(X) existe uma subsequéncia {¢,} de {¢;} tal que
{0.(t)} € convergente para todo t > 0.

Definigao 2.2.8. G € dito assintoticamente compacto se para toda
sequéncia {¢;} ¢ G com {¢;(0)} € B(X) e toda sequéncia {t;} com

J—oo A , P
t] oo, a sequencila ' t] ossui uma subsequéncia convergente

Uma defini¢do equivalente seria dizer que G é assintoticamente com-
pacto se para todo B € B(X) e toda sequéncia {&,} tal que &, € T(¢,)B

n—oo . A .
para todo n e t,, — oo existe uma subsequéncia convergente.

Proposigao 2.2.9. Se G € assintoticamente compacto entdo G € even-

tualmente limitado.

Prova: Suponha, por absurdo, que exista B € B(X) tal que para todo
720, v/ (B) ¢ B(X). Defina ty = 0. Tome & € T'(to)B c v/ (B).
Uma vez que vF(B) é ndo limitado para 7 > to, deve existir ¢; > ¢ tal
que T'(t1)B é nao limitado. Tome &; € T'(¢1)B tal que d(&,&1) > 1.
Analogamente, existe ty > ¢; tal que T'(t2)B nao é limitado. Podemos

escolher & tal que d(&2, {€0,&1}) > 1. Assim construimos uma sequéncia

37



{&n} tal que &, € T(t,)B para todo n com t, Y o eBe B(X) que

nao possui uma subsequéncia convergente, o que é uma contradicdo. m

Proposigao 2.2.10. Se G ¢ eventualmente limitado e compacto, entdo

G ¢ assintoticamente compacto.

n—o00

Prova: Seja B € B(X), t, — oo e {&} c X tal que &, € T(¢,)B
para todo n. Temos, para cada n, &, = ¢,(tn), &n € G € ¢,(0) € B.
Seja 1o > 0 tal que v; (B) ¢é limitada. Da Proposicio temos
T(t,)B =T(1)T(t, —1)B sempre que t, > 1. Segue que existe ¢/, € G
tal que ¢n(tn) = ¢,(1) com ¢;,(0) € T(t, — 1)B c ~; (B) para todo n
tal que t, — 1 > 79. Da compacidade de G, {¢],(1)} deve possuir uma
subsequéncia convergente e portanto {¢,, (¢, )} possui uma subsequéncia

convergente, o que mostra a compacidade assintética de G. ]

Defini¢ao 2.2.11. G ¢ dito condicionalmente assintoticamente
compacto se para todo B € B(X) tal que 7:(3)(3) € B(X) para algum
7(B) >0, toda sequéncia {&,} tal que &, € T(t,)B para todon e t, —

oo existe uma subsequéncia convergente.

Proposigao 2.2.12. G ¢ assintoticamente compacto se, e somente se,
G ¢ eventualmente limitado e condicionalmente assintoticamente com-

pacto.

Prova: Suponha que G é assintoticamente compacto. Da Proposicao
ja sabemos que G é eventualmente limitado. Além disso, € evidente
das definigoes que G é condicionalmente assintoticamente compacto.
Para a outra implicacdo, seja B € B(X), t, — oo e {{p) ¢ X
tal que &, € T'(t,)B para todo n. Como G é eventualmente limitado,

sabemos que existe 7(B) > 0 para o qual v} (B) é limitada. Mas entéo,

segue do fato de que G é condicionalmente assintoticamente compacto
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que {&,} possui uma subsequéncia convergente. Logo G é assintotica-

mente compacto, como queriamos. ]

2.2.1 Principais propriedades de semifluxos genera-

lizados

Lema 2.2.13. Sejam F e C(X) e Ae P(X).
1. Se F atrai A, entdo wp(A) cw(A) c F.

2. Se w(A) atrai A, entdo w(A) é o fechado minimal que atrai A, isto

é, se F' é um fechado que atrai A entdo w(A) c F.
3. Para todo 7 20, w(vf(A)) =w(A).

Prova: De (1). Da Proposicao [2.1.16[ j4 temos, como observado an-

teriormente, wp(A) c w(A). Suponha que F' atrai A, isto é,

n—oo

distg (T(t)A, F) — 0. (2.3)

Precisamos mostrar que w(A) c F. Para isso, seja x € w(A). Existe
sequéncia {&,} ¢ X tal que &, € T(t,)A para todo n, t, — oo e
d(&n,x) =3 0. Por , d¢,, F) 250, e portanto deve existir
uma sequéncia {y,} c F tal que d(&,,yn) < % para todo n € N. Evi-
dentemente y,, = e, como F é fechado, x € F como queriamos
demonstrar.

De (2). Segue do item (1) e do fato de que w(A) é fechado. De
(3). Sejam 7 > 0 fixado e z € w(v/(A)). Entdo existem ¢, —> oo e
&n € T(tn)vi(A) tal que &, "% 2. Logo, para cada n, &, = ¢n(t,) com
On €G e ¢r(0) €y (A). Assim ¢,(0) € T(s,)A para algum s, > 7 e
portanto existe ¢, € G tal que ¥,,(0) € A e ¥, (8,) = ¢,(0).
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Seja 6,, definida por

(1), T€[0,8,],

On(T = 5n), T€(Sp,00).

o(r) =

Temos 0, € G, 0,(0) = ¥,(0) € A e 0,(ty, + 8n) = Pn(tn) = &n
para todo n. Logo 0, (t, + s,) "% 2. Se definirmos 7, = t, + Sns
entdo 0, (ryn) € T(ry,) A para todo n, r, — o0 e 0, (rn) — . Logo
xew(A).

Reciprocamente, seja « € w(A). Entdo existem ¢, [N -
T(t,)A tal que &, "% 2. Temos &n = Pn(tyn) com ¢, €G e ¢,(0) € A.
Defina s,, = t,,—7. Entdo s, —s oo, ¢7 € G por (H2), ¢7 (s) = dn(tn) =
£ "5 1 e 67(0) € T(r)A < 77 (A). Logo & = 7 (sn) € T(s)7: ()
para todo n. Concluimos que = € w(vyf(A)). Portanto w(v}i(4)) =

w(A), como querfamos demonstrar. ]
Teorema 2.2.14.

1. Se F c X € fechado e é um ponto-atrator global, entdo Uzex w(z)
F. Em particular, se Uzex w(x) é um ponto-atrator global, entio

ele é ponto-atrator fechado minimal.

2. Sew(x) atrai x para cada x € X, entdo Ugzex w(x) € o ponto-atrator

global fechado minimal.

Prova: De (1). Como F atrai z para todo x € X, segue do Lema

2.2.13| que w(x) c F para todo x € X. Logo Uzex w(z) c F e, como F

é fechado, temos U,ex w(z) ¢ F' como querfamos.

De (2). Seja zp € X. Temos

distr (T (t)z0, U w(m)) < distH(T(t)xo,w(xo))+distH(w(xo), U w(@)).

reX reX
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Por hipotese, distg (T (t)xzo,w(x0)) =% e, desde que w(xy) c

Uzex w(x), temos distH(w(mo), Uzex w(x)) =0. Assim

distH(T(t)xo, U w(x)) =0,
zreX

como queriamos demonstrar. [
Teorema 2.2.15.

1. Se F c X € fechado e é um B-atrator global, entio Upep(x)w(B) c
F. Em particular, se Upep(x)w(B) € um B-atrator global, entdo

ele deve ser o B-atrator fechado minimal.

2. Se w(B) atrai B para todo B € B(X), entdo Upepx)w(B) € o

B-atrator global fechado minimal.

Prova: De (1). Como F atrai B para todo B € B(X), segue do Lema
2.2.13[ que w(B) c F' para todo B € B(X). Logo Upep(x)w(B) c F'e,
como F' é fechado, temos Upep(x)yw(B) c F.

De (2). Seja By € B(X). Temos

dist (T()By, U w(B))<
BeB(X)

distss (T(t) Bo,w(Bo)) + distu (w(Bo), U w(B)). (24)
BeB(X)

t—o0

Por hipétese, disty(T(t)Bo,w(Bg)) — 0 e, desde que w(Bg) c
UBEB(X) CU(B), temos diStH(w(BO)7UBeB(X) W(B)) =0. Assim

distH(T(t)Bo, U w(B))tifo,
BeB(X)

como queriamos demonstrar. [
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Observemos que se para todo B € B(X) tivermos w(B) = Uzep w(x),

entao

UwE)= U w(B).

zeX BeB(X)

Com efeito, temos Uzex w(z) € Upep(x)w(B), uma vez que {x} €
B(X) para cada z € X. Além disso w(B) = Uzepw(2) € Ugex w(x)
para todo B € B(X) e logo Ugep(x) w(B) € Ugex w(x).

Lema 2.2.16. Sejam G um semifluxo generalizado, K € K(X) e A €
P(X) tais que K atrai A. Entdo para toda sequéncia {&,} tal que
€n € T(ty)A com t, =5 oo existe uma subsequéncia {£,,} ¢ {&,}

convergente para algum z € K.

Prova: Seja {&,} como na hipdtese. Como K atrai A temos

n—oo

dist (T (t,) A, K) =5 0.

Logo d(&,, K) "Z20 e o resultado segue da Proposicao m ]

Mostremos agora que se o w-limite de um conjunto A é compacto e

atrai A, entdo ele é quasi-invariante.

Proposigao 2.2.17. Sejam G semifluxo generalizado, A € P(X) tal
que w(A) € K(X) atrai A. Entio w(A) é quasi-invariante.

Prova: Seja z € w(A). Deve existir {¢;} ¢ G com ¢; 2% 00 tal que
o (t;) 2% .. Por (H2), gb;j € G para todo j. Como qﬁ? (0) ki Z, € por
(H4) deve existir uma subsequéncia (que denotaremos pela mesma) e
Yo € G tal que 1g(0) = z e qbz-'j (1) pinig ¥o(t) para todo t > 0. Temos
Yo(t) € w(A) para todo t > 0.
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Agora considere a sequéncia {(;S;"_l} c G. Sabemos que
¢77H0) = ¢ (t; ~1) e T(t; - 1)A
para todo j. Como w(A) atrai A, devemos ter
distzr (6;(t; - 1),w(4)) = 0.

) - ti-1
Desde que w(A) é compacto, segue da Proposicao que {qu] (0)}
possui uma subsequéncia convergente. Por (H4), deve existir ¢, €
G e uma subsequéncia de {d);j “1(t)} que ndo renomearemos tais que
¢§j_1(t) % 41 (t) para todo ¢ > 0. Temos ! = v)y.
Procedendo indutivamente, para cada r = 1,2,... encontramos .,

tal que ! =1,_1 e ¥, (t) e w(A) para todo t > 0. Dado t € R, definimos
¥(t) =1.(t+7), para todo r > —t.

Temos 1) bem definida e uma 6rbita completa, pois 7 |g+ = 77" € G
para r+7 2> 0. Além disso ¥(0) = 10(0) = z e ¥(t) € w(A) para todo

t € R, o que mostra que w(A) é quasi-invariante. ]

Segue da Proposicao[2.1.13|que, nas condi¢Ges da Proposicao

w(A) é negativamente invariante.

Lema 2.2.18. Sejam G um semifluzo generalizado e A € P(X). Se
para toda sequéncia {&,} tal que &, € T(t,)A com t, "2 % eziste uma
subsequéncia convergente, entio w(A) é compacto, quasi-invariante e

é o fechado minimal nao-vazio que atrai A.
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Prova: Vamos mostrar que w(A) é ndo-vazio. Para isso tome z € A;
por (H1), existe ¢ € G tal que ¢(0) = z. Defina &, = ¢(n). Temos
&n € T(n)A para todo n e, por hipétese, {&,} possui uma subsequéncia
convergente para algum £ € X. Claramente £ € w(A) e assim w(A) + @.

Mostremos agora que w(A) atrai A. Suponha, por absurdo, que nao.
Entdo deve existir e > 0 e £, —> oo tais que dist g (T (tn)A,w(A)) >
¢ para todo n. Podemos entdo construir uma sequéncia {,} com
&n € T(th)A e d(&,,w(A)) > e para todo n. Por hipétese, {&,} deve
possuir uma subsequéncia convergente para algum £ € w(A), e temos
d(&,w(A)) 2 €, o que nos leva a uma contradigao.

Vamos mostrar que w(A) é compacto. Para isso, seja {z,} c w(A).
Para cada z, existem sequéncias {£]} tais que &} € T'(t])A, t} ik
e & i zn. Para cada n fixado podemos escolher k(n) tal que
d(f,’;(n),zn) < % e tZ(n) > n. Defina t,, = tZ(n) e &, = f,?(n). Entao
tn =5 00 e &, € T(t,)A para todo n. Por hipétese, {&,} possui uma
subsequéncia convergente, digamos, {{,}. Mas entdo {z,} é conver-
gente e w(A) é relativamente compacto. Como w(A) é fechado, temos
w(A) compacto.

Segue da Proposigio que w(A) é quasi-invariante e, final-
mente, do Lema que w(A) é o fechado minimal que atrai A.

Teorema 2.2.19. Seja A€ P(X). Entao w(A) é compacto, nao-vazio,
quasi-invariante e atrai A se, e somente se, para todas as sequéncias
n—oo

t, — oo e {&,} c X tais que &, € T(tn)A para todo n, existe uma

subsequéncia convergente.

Prova: O resultado segue do Lema [2.2.18| e do Lema [2.2.16] tomando
K =w(A4). ]

44



Teorema 2.2.20. Sejam G um semifluzo generalizado e K € K(X).
Se Ae P(X) € tal que K atrai A, entdo w(A) € nao-vazio, compacto,

quasi-invariante e é o fechado minimal que atrai A.

Prova: O resultado segue do Lema [2.2.16| e do Teorema [2.2.19 [ ]

A seguinte proposi¢do é analoga ao Lema [[.1.12]| para semigrupos

no sentido classico.

Proposicao 2.2.21. Sejam G um semifluzo generalizado e A € P(X)

tal que v*(A) € K(X). FEntio w(A) é ndo-vazio, compacto, quasi-

invariante e atrai A.

Prova: Sejam t, —s oo e {£,} uma sequéncia tal que &, € T'(t,)A.

Temos

{&n} c tL>JOT(t)A =7"(A) e+ (A).

Como y*(A) é compacto, {£,} possui uma subsequéncia conver-

gente e o resultado segue do Teorema [

Lema 2.2.22. Seja G um semifluxo generalizado assintoticamente com-

pacto.

1. Se B e B(X), entdo w(B) é ndo-vazio, compacto, quasi-invariante
e € o fechado minimal que atrai B. Além disso, se T (tg)w(B) c B

para algum to > 0, entdo w(B) € invariante.

2. Para toda ¢ € G, o conjunto w(P) é ndo-vazio, compacto, quasi-

invariante e ¢(t) - w(@) quando t — oo.

3. Sep é uma orbita completa limitada, entio a() € ndo-vazio, com-

pacto, quasi-invariante e Y (t) - a () quando t - —oo.

45



Prova: De (1). Segue diretamente do fato de G ser assintoticamente
compacto que toda sequéncia {£, } tal que &, € T'(t,,) B, com t,, —> oo,
possui subsequéncia convergente. Segue do Teorema e do Lema
que w(B) é ndo-vazio, compacto, quasi-invariante e é o fechado
minimal que atrai B.

Suponha agora que T'(tg)w(B) c B para algum to > 0. Como ji
sabemos que w(B) é quasi-invariante, temos da Proposi¢ao que
w(B) é negativamente invariante. Resta mostrar que T'(t)w(B) c w(B)
para todo t > 0. Primeiramente, vamos provar que w(B) ¢ B. Com
efeito, seja z € w(B) e ¢ a drbita completa por z inteiramente contida
em w(B). Defina ¢ = ¢ "g+. Entdo ¢ € G, ¢(to) = ¥(0) = 2z e ¢(0) =
¥(-tg) € w(B). Portanto z € T(tg)w(B) c B.

Fixe agora t > 0 e seja z € T(t)w(B). Entao existe ¢ € G tal que
?(0) € w(B) e z = ¢(t). Seja ¥ 6rbita completa por z; para k > t,
considere ¢! *|p+ € G. Temos ¢! *(k —t) = 1(0) = ¢(0) = 2. Defina

t-k
be(s) = PR (s), se[0,k—1]
d(s—k+t), se(k—-t, 00).

Por (H4), ¥ € G e ¥p(k) = p(k -k +1t) = ¢(t). Além disso, 15(0) =
PF0) = (t - k) e w(B) c B. Assim, z = ¢(t) = limp_e 91 (k), com
Y (k) € T(k)B. Logo z € w(B), como queriamos.

De (2). Mostremos que w(¢) é ndo-vazio. Defina ¢; = ¢ e t; =j
para cada j € N. Entdo {¢,;} c G, t; % e {¢;(0)} = {¢(0)} €
B(X). Como G é assintoticamente compacto, {¢;(t;)} possui uma

subsequéncia convergente para algum £ € X. Mas entdao £ € w(¢) e

w(o) + @.
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Para mostrar que w(¢) é compacto, consideremos {z, } uma sequén-

cia em w(¢). Para cada n, temos

j—o0
com 7 2% o0. Escolha j(n) tal que d((b(t;.‘(n)), Zn) < % Defina ¢, = ¢
e tn =t} Temos {$,(0)} = {¢(0)} € B(X) e t, "% 0. Da compa-

cidade assintética de G, {¢p,, (¢, )} possui uma subsequéncia convergente

(que ndo renomearemos) digamos para z € X. Mas entdo

n—o0

d(zn,2) <d(zn, @n(tn)) +d(Pn(tn), z) — 0

o que implica que {z,} possui uma subsequéncia convergente e, desde
que z € w(¢) pela defini¢do do w-limite, w(¢) é compacto como queria-

mos demonstrar.

Vamos mostrar que w(¢) é quasi-invariante. Seja z € w(¢). Sabemos
que existe t; % o tal que z = lim; e ¢(t;). Temos ¢; = ¢ € G
para todo j € N e ¢,(0) 2% . Por (H4), deve existir {¢,} c {¢;}
e 1o € G tais que ¢(0) = z e ¢ (t) = P,(t) = Yo(t) para todo
t > 0. Afirmamos que vg(t) € w(¢) para todo ¢t > 0. De fato, ¥o(t) =
limy, o0 @' (£) = lim,, oo @(t +t,) com ¢ +1, "% 0. Agora considere
¢j, = ¢'7" para t; > 1. Temos {¢;,(0)} = {¢(t; — 1)}, que possui uma
subsequéncia convergente, pois G é assintoticamente compacto e {¢(0)}
¢ limitado. Por (H4), obtemos 11 € G e uma subsequéncia de {¢,, } que
ndo renomearemos tal que ¢;, (t) = ¢%71(t) = ¢(t +t; - 1) gy 1 (t)
para todo ¢ > 0. Temos 11 = 1) pois ¥ (t) = 1 (t+1) = lim;j_co (t; —

1+t+1) = ¢o(t) para todo t > 0. Prosseguindo indutivamente para

r=1,2,... conseguimos 1, tal que ¥} = 1,_1 e ¥,.(t) € w(¢) para todo
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t > 0. Dado t € R, definimos
P(t) = (t +7), para todo r > —t

1 estd bem definida e é uma drbita completa pois ¥ |g+ = Y777 € G
para r + 7 2 0; além disso, ¥(0) = ¢(0) = z e ¥(t) € w(¢) para todo

t € R. Segue que w(¢) é quasi-invariante.

Finalmente, precisamos mostrar que lim;—,o, d(¢(t),w(¢)) = 0. Su-
ponha, por absurdo, que existam ¢ > 0 e uma sequéncia ¢, =2 % tais
que

d(¢(tn),w(d)) > € para todo n € N.

Como G é assintoticamente compacto, sabemos que {¢(t,,)} possui
uma subsequéncia convergente para algum z € X. Mas entao z deveria

pertencer a w(¢) o que resulta numa contradigdo.

De (3). A prova deste item é andloga a do anterior. Quando
utilizamos a compacidade assintética de G basta lembrar que 9(t;) =
24 (~t;) para -t; T o se t; % —oo. A sequéncia {1)2%(0)} é

limitada, uma vez que % é limitada. [

Lema 2.2.23. Sejam t,7 > 0. Entdo

UT(s)(UT()A)

szt 2T s2tyr>T

T(s+r)A.

Prova: Defina B = U,»,T(r)A e tome z € Uy T(s)B. Logo z «
T(sg)B para algum sg > t e entdo = = ¢(sg) com ¢ € G e ¢(0) € B.
Deve existir 7o > 7 para o qual ¢(0) € T'(r9)A. Logo, ¢(0) = (rg) com
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Y eGe(0)e A Defina

1#(@)7 ac [07700]

d(a—1p), ac(rg,o0).

0(a) =

Temos 6 € G, 6(0) = ¥(0) € A e xz = ¢(s9) = O(ro + s0). Logo
x €T (50 +70)ACUsstipsr T(s+7)A.

Reciprocamente, seja & € Ussprsr T'(5 + 7)A = Usstrsr T(8)T(r) A.
Entao z € T'(s9)T(ro)A para so 2t e 1o > 7. Assim, z = ¢(sg) com
¢eGe ¢(0)eT(rg)A. Portanto x € T'(sg)B e, consequentemente,

ze UT(s)( U T(r)A).

szt T2T

Teorema 2.2.24. Sejam G um semifluxo generalizado condicional-
mente assintoticamente compacto e A € P(X) tal que existe 7 > 0
para o qual vF(A) € B(X). Entdo w(A) é ndo-vazio, compacto, quasi-

invariante e € o fechado minimal que atrai A.

Prova: Seja t, — oo e {&,} tais que &, € T(t,)A para todo n. Pelo
Teorema [2.2.19|é suficiente mostrar que {,,} possui uma subsequéncia
convergente. Considere uma subsequéncia de {t,} digamos {t,, } tal

que t,, > 7 para todo k. Entao

én, €T(tn VA =T (tn, —7)T(7)AcT(tn, —7)v:(A) para todo k.

Se definirmos B = v (A) e sp, = ty, — 7, temos &,, € T(sx)B para
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todo k. Observe que, pelo Lema [2.2.23] temos

% (B) =UT(s)B=UT(s)(UT(r)A)

s>t s>t r>T
- U T(s+nAc U T(s+r)A=7,(4) e (A),
s2tr2T S+ret+T

para todo ¢ > 0. Como v} (A) é limitada, temos ~; (B) limitada para
todo t > 0. Por ser G condicionalmente assintoticamente compacto se-
gue que {&,, } possui uma subsequéncia convergente, e logo {£, } possui

uma subsequéncia convergente como queriamos. [ |

2.2.2 Propriedade B-assintoticamente compacta

Nesta subseg¢ao apresentaremos o conceito de propriedade B-assintoticamente
compacta e alguns resultados que a relacionam com as outras formas

de compacidade de um semifluxo generalizado.

Definicao 2.2.25. Dizemos que um semifluxo generalizado G possui a
propriedade B-assintoticamente compacta ou B — ACP se para
todo B € B(X) tal que ’y;“l(B)(B) € B(X) para algum t1(B) > 0 existe
to = to(B) > t1(B) tal que para todo t > ty existem K(B,t) ¢ X com-
pacto e (B, t) >0 satisfazendo T'(t) B c O () (K (B,t)) ee(B,t) piie
0.

Para obtermos resultados para semifluxos generalizados com a B-

ACP precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.2.26. Sejam X um espago métrico completo e {L,} uma
sequéncia de subespagos de X tal que L, .1 c L, e existem K, compacto,
en >0 tais que L, c O, (K,) para todo n=1,2,... com &, 0. En-
tdo toda sequéncia {y,} tal que y, € L, para todo n € N possui uma

subsequéncia convergente.
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Prova: Seja {y,} ¢ X tal que y, € L, para todo n € N e seja ¢ > 0.

Tome €, < 5. Temos y, € O, (Knp,) para todo n > ng. Como Ky, é

€ng

compacto devem existir z1, za, ..., zn, tais que
No
Kno C U B% (l'j)
J=1

Mas entdo O, (Kn,) c Ujj\iol B.(z;). Temos {yn} c Ujj\iol B.(zj) o
que mostra que {y,} é totalmente limitado e, portanto, relativamente
compacto. Logo {y,} possui uma subsequéncia convergente, como que-

riamos. [ ]

Teorema 2.2.27. Seja G um semifluxo generalizado com B — ACP e
A e P(X) tal que vf(A) € B(X) para algum 7 > 0. Entio w(A) é
ndo-vazio, compacto, quasi-invariante e € o minimal fechado que atrai

A.

n—oo

Prova: Seja {£,} tal que &, € T(t,)A para todo n com t, —> oo.
Defina B = 47 (A). Considere uma subsequéncia de {£,} (que néo

renomearemos) tal que ¢, > 7 para todo n. Temos
&n€T(t,—T)T(7)A.

Se chamarmos s, = t, — 7, entdo &, € T(s,)B para todo n € N.
Utilizando o mesmo argumento do Teorema [2.2.24] concluimos que
i (B) c vf(A) para todo ¢ > 0 e, portanto, é limitado para cada ¢.
Aplicando a B— ACP para B com t1(B) =0, obtemos ts = t2(B) > 0 tal
que para t > to existem K (B,t) c X compacto e e(B,t) > 0 satisfazendo
T(t)B c O.3.n(K(B,t)) e e(B,t) =3 0.
Passando novamente a uma subsequéncia se necessario, podemos

supor que {s,} é crescente e s, >ty para todo n. Assim, para cada n
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temos K,, compacto e €, > 0 tais que
T(s,)Bc O., (K,) com &, — 0.

Como {s, } é crescente, para m > n temos s,, = s, +6 com 6 = §(n,m) >
0. Entao
T(sm)B=T(sp+0)BcT(s,)B

pois

T(sp+0)B=JT(sn+d+t)Ac|JT(sn+s)A.

t27 S2T
Se definirmos L,, = T'(s,)B, entao L1 ¢ L, para todo n e estamos
nas condigdes do Lema[2.2.26] Portanto, {£,} possui uma subsequéncia

convergente e o resultado segue do Teorema [2.2.19] [

Teorema 2.2.28. Seja G um semifluro generalizado eventualmente

limitado com B — ACP. Entdo
1. G possui um unico ponto-atrator global M = Uzex w(x) fechado e
minimal;

2. G possui um tnico B-atrator global M = Upep(x)yw(B) fechado e

minimal.

Prova: Pelos Teoremas [2.2.14] e [2.2.15| basta mostrarmos que w(B)
atrai B para cada B € B(X). Lembremos que {z} ¢ B(X) para cada

relX.
Seja B € B(X). Como G é eventualmente limitado deve existir 7 > 0
tal que 7 (B) € B(X). Desde que G possui B-ACP, segue do Teorema

2.2.27 que w(B) atrai B, como querfamos. ]

Teorema 2.2.29. Se G € um semifluxo generalizado com B — ACP,

entdo G € condicionalmente assintoticamente compacto.
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Prova: Seja A € B(X) tal que v (A) € B(X) para algum 7 > 0 e
{¢€,} uma sequéncia tal que &, € T(t,)A para todo n com t, —s
oo. Precisamos ver que {£,} possui uma subsequéncia convergente.
Defina B = 77 (A). Considere uma subsequéncia de {&,} (que néo

renomearemos) tal que ¢,, > 7 para todo n. Temos
En €T (tn—-7)T(7)A.

Se chamarmos s,, = t, — 7, entdo &, € T'(s,)B para todo n € N.

Utilizando o mesmo argumento do Teorema [2.2.24] concluimos que
v (B) c vf(A) para todo ¢ > 0 e, portanto, é limitado para cada t.
Aplicando a B — ACP para B com t1(B) = 0, obtemos t3(B) > 0 tal
que para t > to existem K (B,t) c X compacto e e(B,t) > 0 satisfazendo

t—oo

T(t)B c O, py(K(B,t)) e e(B,t) — 0.
Passando novamente a uma subsequéncia se necessario, podemos

supor que {s,} é crescente e s,, > to para todo n. Assim, para cada n

temos K,, compacto e €, > 0 tais que
T(sn)Bc O., (K,) com e, — 0.
Como {s, } é crescente, para m > n temos s,, = s, + 6 com § > 0. Entao
T($m)B=T(sp,+0)BcT(s,)B
pois

T(spn+0)B=JT(sn+d+t)Ac|JT(sn+s)A.

tzT 82T

Se definirmos L,, = T'(s,)B, entao L, c L, para todo n e estamos

nas condigoes do Lema|2.2.26] Portanto, {&,} possui uma subsequéncia
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convergente e o resultado segue. [

Lema 2.2.30. Se um semifluzo generalizado G € condicionalmente
assintoticamente compacto e eventualmente limitado, entdo G possui

B-ACP.

Prova: Sejam B € B(X) tal que 'yzrl(B)(B) € B(X) para algum t,(B) >
0. Seja K = w(B). Como pela Proposigao G ¢ assintoticamente
compacto podemos aplicar o Lema [2.2.22] para concluir que K é com-
pacto e atrai B. Defina ¢; = % para cada j € N. Como K atrai B
sabemos que para cada ¢; existira t; tal que disty (7'(t) B, K) < ¢, para
todo t > t;. Fixe t > 0. Tome j(t) = max;;<;j e defina e(B,t) = g;().
Entdo disty (T(¢) B, K) < gj(1) e logo T(¢)B ¢ O, ,, (K). Além disso,

t—o0

€jt) — 0. Assim G possui B — ACP como querfamos demonstrar. m

Lema 2.2.31. Se G ¢é ¢-dissipativo e eventualmente limitado, entdo
existe By limitado tal que para todo K compacto existem e(K) >0 e

t1(K) > 0 para os quais T(t)O(K) c By para todo t > 1.

Prova: De G ser ¢-dissipativo sabemos que existe By € B(X) tal que
para toda ¢ € G existe ty para o qual ¢(t) € By sempre que ¢ > t3. Como
G ¢é eventualmente limitado, para cada § > 0 deve existir 7(Bg,d) tal
que BY =~} (05(By)) € B(X).

Fixe § > 0. Defina 7 e By como acima. Suponha, por absurdo,
que exista K compacto e sequéncias ¢; j_)—of 0et; j_)—of oo tais que
T(t;)O.,(K) ¢ By, isto, é, existem ¢; € G com ¢;(0) € O, (K) tal
que ¢;(t;) ¢ Bi. Afirmamos que ¢5(0) ¢ Os(Bo) para 0 <t <tj -7,
Com efeito, se ¢5(0) € O5(By) entdo ¢(t; —t) € T(t; —t)Os(By) com
tj—t>T7 e, logo, gb; (tj —t) € By o que é uma contradicao.

. N Jj—oo
Podemos assumir, passando a uma subsequéncia, que ¢,(0) — z €

o4



K desde que d(¢;(0), K) < ¢; para todo j; temos d(¢;(0), K) ZF0e
o fato segue da Proposicao|l.1.9

Temos {¢;} ¢ G com ¢;(0) 2% .. Por (H4), deve existir uma
subsequéncia {¢,} e ¢ € G tais que ¢(0) = z e P, (t) 2 #(t) para
todo t > 0. Para cada t > 0 fixado, se tomarmos pg grande o suficiente
para que 0 <t <t,, —7, entdo ¢, (t) ¢ Os5(By) para todo p > p e, logo,
o(t) ¢ By. Isso contradiz o fato de G ser ¢-dissipativo o que conclui a

demonstragao. [

Proposigao 2.2.32. Se G € um semifluxo generalizado eventualmente
limitado e ¢ -dissipativo com B — ACP, entdo G posssui um conjunto

limitado que absorve limitados. Em particular, G € B-dissipativo.

Prova: Seja By como no Lema Vamos mostrar que B; absorve
limitados. Para isso, considere B € B(X). Como G é eventualmente
limitado, entdo 7 z)(B) € B(X) para algum 7(B) > 0. Como §G ¢
eventualmente limitado e possui B — ACP, do Teorema [2.2.27] temos
w(B) é nao-vazio, compacto e atrai B. Devem existir € > 0 e ¢; > 0 tais
que

T(t)O:(w(B)) c By para todo t > t1.

Como w(B) atrai B existe t2 > 0 tal que, para t > ta, temos T'(¢)B c
OE(W(B)) Para t > t1 + 1o

T(t)B (@ T(t - tQ)T(tQ)B C T(t - tg)OE(w(B)) C Bl.

Portanto B; absorve limitados e a demonstracao esta concluida. [

Lema 2.2.33. Seja G um semifluzo generalizado com B-atrator global

compacto. Entao G é ¢-dissipativo e assintoticamente compacto.
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Prova: Seja A o B-atrator global compacto de G. Fixe d > 0 e defina
By =0s5(A). Dada ¢ € G, temos {¢(0)} é limitado e, portato, é atraido
por A. Para t suficientemente grande ¢(t) € By e logo G é ¢-dissipativo.

Seja {¢;} c G tal que {¢;(0)} e B(X). Entéo {¢;(0)} é atraido por

A. Se {t;} é tal que t; 2% o0 temos
d(0;(t;), A) = 0.

Como A é compacto, segue da Proposicao que {¢;(t;)} possui

uma subsequéncia convergente, o que conclui a demonstracao. ]

2.2.3 Existéncia de atratores globais

Nesta se¢do vamos finalmente mostrar resultados que caracterizam

semifluxos generalizados que possuem atrator global.

+ Primeira caracterizacao.

Lema 2.2.34. Seja G um semifluro generalizado ¢-dissipativo e assin-

toticamente compacto. Entdo G possui um atrator global. Além disso,

A=w(B;1) em que By € dado no Lema|2.2.31]

Prova: Se G é ¢-dissipativo e assintoticamente compacto, pela Propo-
sicao G é eventualmente limitado e estamos sob as hipéteses do
Lema Seja By como neste definido e A = wp(By). Desde que
B; é limitado, podemos escrever apenas A = w(B;). Vamos mostrar
que A é atrator global. Pelo Lema temos que A compacto e

atrai By. Afirmamos que A atrai limitados.
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Seja B € B(X) e K = w(B). Novamente pelo Lema [2.2.22] K é
compacto e atrai B. Pelo Lema [2.2.31] existem £(K) e t1(K) tais que

T(t)O. (k) (K) c By para todo t > t;.

Seja 0 <e <e(K). Como K atrai B, existe tg > 0 tal que T(tg)B c
O.(K). Entao

T(to + tl)B = T(tl)T(to)B C T(tl)OE(K) (o Bl

e logo

T(t+to+t1)BcT(t)B; para todo t > 0. (2.5)

Assim, como A atrai B, segue que A atrai B, como querfamos.

Finalmente, pelo Lema [2.2.31]
T(t2)w(By) c By para algum t9 > 0.

Segue do Lema [2.2.22| que A = w(B) é invariante. Assim, A é

atrator global, como queriamos. [ |

Dos lemas [2:2.33] e 2:2:34] concluimos o primeiro resultado de ca-

racterizacdo de semifluxos generelizados que possuem atrator global.

Teorema 2.2.35. Um semifluzo generalizado G possui um atrator glo-

bal se, e somente se, G € p-dissipativo e assintoticamente compacto.

Temos ainda o seguinte resultado:
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Teorema 2.2.36. Nas condicoes do Teorema o atrator global
A é dado por

A= U w(B)=wp(B)=wp(X),
BeB(X)

onde By é como no Lema [2.2.31. Além disso, A ¢ o compacto in-
variante mazimal de X e o B-atrator global fechado minimal. Em

particular, A é inico.

Prova: Pelo Lema [2.2.34 A = w(By). De (2.5)) temos

Vst (B) = U T(s)B=UT(t+to+t1)Bc | JT(t)B1 =77 (B1)

s2T+to+t1 t>T t>T

para todo 7 > 0. Logo

w(B)=14(B)= [ VE(B)CQ7¢(B)=W(31)=A~

a0 Beto+ty

Portanto

w(B) c A para todo B € B(X) (2.6)

e entao UBeg(X)w(B) c A, e como a inclusao contraria é evidente

temos a igualdade. Observamos que wp(X) = Upep(x)w(B) = A.

Do Lema [2:2.22] e do Teorema [2.2.15] segue que A é o B-atrator
global fechado minimal. Resta mostrar que A é o maximal compacto
invariante. Para isso, considere A; compacto e invariante. Entao
w(Ap) = A;. Como A; é limitado, segue que A; c A e a demonstragao

estd concluida. ]
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* Segunda caracterizacao.
Veremos agora que, unindo os resultados provados até o momento,
conseguimos o seguinte teorema, que nos dé condigoes equivalentes para

a existéncia do atrator global.

Teorema 2.2.37. Seja G um semifluro generalizado. Sao equivalentes:

=

. G ¢ condicionalmente assintoticamente compacto e B-dissipativo;

[\V]

. G possui B—ACP e é B-dissipativo;

3. G ¢ condicionalmente assintoticamente compacto, eventualmente li-

mitado e ponto dissipativo;

S~

. G possui B— ACP, é eventualmente limitado e ponto dissipativo;

ot

. G possui B— ACP, é eventualmente limitado e ¢-dissipativo;

6. G ¢ assintoticamente compacto e ¢-dissipativo;

J

. G possui um atrator global que é minimal entre os B-atratores fe-
chados ndo-vazios e mazimal entre os subconjuntos compactos in-

variantes de X ;

8. G possui um B-atrator global compacto ndo-vazio.

Prova: (1) = (2) segue do Teorema [2.2.29] (2) = (3) segue do
Lema do Teorema [2.2.29| e da Proposicao [2.2.6f Do Teorema

2.2.29 e do Lema [2.2.30] temos (3) <> (4). Da Proposi¢ao temos
(4) = (5). (5) = (6) segue do Teorema [2.2.29| juntamente com a

Proposigao[2.2.12] Pelos Teorema [2.2.35[e [2.2.36] temos que (6) < (7).
A implicagao (7) = (8) é evidente. Finalmente, (8) = (1) pelo Lema
2.2.59 [ |
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2.2.4 Caracterizacoes do atrator global

Agora mostraremos um resultado que nos da diversas caracteriza-

¢oes do atrator global de um semifluxo generalizado.

Teorema 2.2.38. Se G satisfaz qualquer das condigoes dadas pelo Te-

orema, entdo seu atrator global A é dado por
1. A=Ugepx)w(B);

2. A=wp(X);

3. A=wp(B1) em que By é dado no Lema '

4. A=Uger(x)w(K);

5. A ¢ unido das orbitas completas limitadas de X ;
6. A ¢ uniao das orbitas pré-compactas de X ;

7. A é o subconjunto invariante mazrimal de X.

Prova: (1), (2) e (3) sao dados pelo Teorema [2.2.36 Para provar
(4) lembremos que, do fato de A ser compacto e invariante, temos que

w(A) = A. Entéo

U wE)c U wB)=A=wA)c |J w(K).
KeK(X) BeB(X) KeK(X)

Para provar (5) e (6), seja z € A. Como A é invariante e, portanto,
quasi-invariante, segue que existe uma 6rbita completa 1) tal que 1 (0) =
z e Im(¢) c A. Como A € B(X), entdo Im(v) € B(X). Mais que
isso, 1 é pré-compacta pois W c Ae A é compacto. Assim, cada
ponto de A pertence & imagem de uma orbita completa limitada e pré-

compacta de X. Reciprocamente, seja x € X e 1, uma érbita completa
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limitada por z. Afirmamos que I'm(v),) é negativamente invariante. De
fato, fixe t > 0 e seja y € Im(1,). Entao y = 9,(s) para algum s € R.
Temos 1,(s) = 5+ (t) € Y37 g+ € G com Y5 g+ (0) = (s 1) €
Im(t.). Logo y = 6u(s) € T()Im() e Im(,) € T()Im(i,) para
todo ¢ > 0.

Também, Im(1p,) c v (Im(v,)) para todo 7> 0. Temos Im(i,) c
m para todo 7 > 0 e logo

Im(%)C“@(%)CQﬁ(fm(%)):w(fm(%))c U w(B)=A

BeB(X)

Portanto, a unido das érbitas completas limitadas estd contida em A.
Em particular, unido das orbitas pré-compactas estd contida em A.

Finalmente provemos (7). Seja D c X limitado e invariante. Entao

DecU~rD)=w(D)ec U w(B)=A4,

>0 BeB(X)

e portanto A é o subconjunto invariante limitado maximal de X o que

conclui a demonstracgao. [

2.3 Funcgoes de Lyapunov para semifluxos
generalizados

Nesta secdo definiremos drbita completa estaciondria e fungdo de
Lyapunov para um semifluxo generalizado. Também provaremos um
resultado que caracteriza o comportamento das érbitas completas limi-

tadas nos semifluxos generalizados que admitem esse tipo de funcéo.
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Definicao 2.3.1. Dizemos que uma orbita completa ¥ : R - X € es-
taciondria se existe z € X tal que ¥(t) = z para todo t € R. Definimos
Z(G) o conjunto dos pontos de X pelos quais passa uma drbita com-
pleta estaciondria. Chamaremos z € Z(G) de solugdo estacionaria

ou ponto de equilibrio.

Proposigao 2.3.2. Se G é um semifluzo generalizado, entio Z(G) é

fechado.

Prova: Se Z(G) é vazio nada temos a provar. Caso contrério, seja
z € X tal que existe {z,} ¢ Z(G) com z, —> z. Para cada n € N,
seja 1, a Orbita completa por z,. Temos ¢} |g+ € G para todo s > 0 e
tn(t) = 2z, para todo t € R. Se definirmos ¢,, = ¢! |g+, entdo {¢,} ¢ G
e ¢n(0) = z, =5 2. Por (H4) devem existir {¢,} subsequéncia de
{dn} e ¢ € G tais que ¢(0) = z e ¢,(t) "= 4(t) para todo t > 0. Mas
Ou(t) =2 "5 2 para todo t > 0. Logo ¢(t) = z para todo ¢ > 0.
Podemos definir ®(t) = z para todo t € R. Para cada s € R, ®°|g+ = ¢

que pertence a G. Assim ® é uma Orbita completa que passa por z, e

portanto z € Z(G), como querfamos demonstrar. [

Definicao 2.3.3. Dizemos que uma funcio V : X - R € uma fungao

de Lyapunov para um semifluxo generalizado G se
(a) V é continua;
(b) V(&(t)) <V(¢(s)) para toda ¢ €G et >s>0;

(c) Sep é uma drbita completa tal que V(1(t)) € constante para todo

te R, entdo ¢ € estaciondria.

Com um simples resultado, podemos ver que V também é decres-

cente ao longo de érbitas completas.
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Lema 2.3.4. Seja V : X — R wma fungdo de Lyapunov para um se-
mifluzo generalizado G e v uma drbita completa. Entdo V(¢(t)) <

V(1(s)) para todo t > s € R.

Prova: Sejam t > s € R. Considere ¢ = ¢°|g+ € G. Entdo, como t—s > 0,

V(ih(s)) = V(6(0)) 2 V((t - 5)) = V(4(2)). u

Pelo Teorema [2.2.38] por cada ponto do atrator global A passa
uma Orbita completa limitada. Na presenca de uma func¢ao de Lyapu-
nov podemos caracterizar o comportamento de tais 6rbitas. Para isso,

precisamos do seguinte resultado de conexidade:

Proposigao 2.3.5. Sejam G um semifluxo gemeralizado assintotica-
mente compacto e ¢ € G continua de (0,00) em X. Entio w(p) é
conexo. Se ¥ é uma drbita completa limitada continua, entdo a() é

conexo.

Prova: Para comecarmos, lembremos que, do Lema temos w( @)
e a(v) compactos.

Suponha w(¢$) que nao é conexo. Devem existir A; e Ay ndo-vazios,
compactos e disjuntos tais que w(¢) = A3 U As. Como X é normal,
sabemos que existem U; e U, abertos disjuntos com A; c Uy e As c Us.
Devem existir ¢; % o0 e s % oo tais que ¢(t;) % e A e
o(s5) i zp € Ap. Sem perda de generalidade podemos supor que ¢; <
sj <tji1, ¢(t;) € Ur e ¢(sj) € Uy para todo j € N. Como ¢ é continua
de (0,0) em X, entdo ¢(0, ) é conexo. Como para cada j, ¢(t;) € Uz
e ¢(s;) € Uy, deve existir t; < k; < s; tal que ¢(k;) ¢ Uy uUs,. Por ser
G assintoticamente compacto, {¢(k;)} deve possuir uma subsequéncia
convergente, digamos, para z € w(¢$). Mas z ¢ A U Ay o que nos da

uma contradicao.
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De forma similar, suponha «(v) ndo conexo. Devem existir A; e A
nao-vazios, compactos e disjuntos tais que () = A; U Ay. Como X ¢é
normal, sabemos que existem U; e Uy abertos disjuntos com A; c U; e
Ay c Uy. Devem existir ¢, % o e s; % o tais que (-t ) ki 21 €
Ay e Y¥(-s5) i z3 € As. Sem perda de generalidade podemos supor
quet; <sj <tji1,¥(-t;) € Uy etp(-s;) € Uy para todo j € N. Considere,
para cada j, ¢; = Y% |p+ € G. Como por hipdtese ¢, é continua de
(0,00) em X, entdo ¢;(0,00) é conexo. Como ¢;(0) = ¥(-s;) € Us
e ¢j(sj —tj) = ¥(~t;) € Uy entao deve existir m; € (0,s; —t;) tal
que Y;(m; —s;) = ¢;(m;) ¢ U1uUsz e —s; < mj —s; < —t; e logo
kj =m; —5; =5 —co. Temos v(~k;) € T(k;)w(-2k;) c T(k;)Im(w)
para todo j e Im(v) limitada. Por ser G assintoticamente compacto,
{1(~k;)} deve possuir uma subsequéncia convergente, digamos, para
zea(y). Mas z ¢ A; U Az o que nos dd uma contradigao. ]

Agora estamos em condigoes de provar o seguinte resultado.

Teorema 2.3.6. Seja G assintoticamente compacto tal que toda ¢ € G
é continua de (0,00) em X. Suponha, ainda, que exista uma fungio V

de Lyapunov para G e que Z(G) seja limitado. Entdo vale:

(i) G é ¢-dissipativo e, consequentemente, possui um B-atrator global

A.

(ii) Para cada drbita completa ¥ € A, a(v) e w() sdo subconjuntos

conexos de Z(G) nos quais V' é constante.

(iii) Se Z(G) é totalmente desconexo (em particular se Z(G) é enumerdvel),

existem

z_ = tlil}l P(t) ez, = tlirn ¥(t),

onde z_ e z, pertencem a Z(G).
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(iv) Toda ¢ € G tende a um ponto de equilibrio quando t tende a infi-

nito.

Prova: De (i). Seja & > 0, defina By = O:(Z(G)) e tome ¢ € G.
Afirmamos que V(2) = limi_o V(4(t)) para todo z € w(¢). Com
efeito, sejam zp e 21 € w(¢@) e considere ¢; 2% oo e 55 2% oo tais
que ¢(t;) iy zp e ¢(s5) gl z1 . Passando a subsequéncias se ne-
cessario podemos supor t; < sj < tj41 < 5541 para todo j. Como V &

continua V(o)) =3 V(z0) e V((s;)) =5 V(21). Temos
Vi(¢(sj+1)) <V (o(tjh1)) <VI(8(s;)) <V(e(1;))-
Passando o limite quando j — oo, obtemos
V(21) < V(20) < V(z1) < V(20),

elogo V(w(¢)) é constante igual a lim;_,o, V(#(t)). Como G é assintoti-
camente compacto, pelo Lematemos que w(¢) é quasi-invariante.
Vamos mostrar que w(¢) c Z(G). Para isso, seja z € w(¢). Entao existe
6rbita completa por z, digamos 1, tal que Im(v,) c w(¢). Pelo que

ja provamos,
V(Y(s)) = tlim V(4(t)) para todo s € R

e como V é funcao de Lyapunov segue que v, é estacionaria o que
implica z € Z(G).

Novamente pelo Lema [2.2.22]

t—o0

d(¢(t),w(p)) — 0
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t—o0

e logo d(¢(t),Z(G)) — 0. Portanto, para t suficientemente grande
o(t) € By e G é ¢-dissipativo. Do Teorema segue que G possui
um atrator global A o que conclui a demonstragdo do primeiro item.

De (ii). Para provar o segundo, considere ¢ uma érbita completa
com I'm(v) ¢ A. Temos ¢|g+ € G e w(v) = w(Y|r+) c¢ Z(G). Pelo que
fizemos acima, temos V' constante em w(1)) e da Proposicao temos
w(1)) conexo. De forma andloga ao que fizemos para w(¢) podemos
mostrar que V(z) = lim;_,_o ¥ (t) para todo z € a(¥)) e novamente pelo
Lema temos a (1) ¢ G. Além disso, da Proposicao segue
que a(t) é conexo e o segundo item estd demonstrado.

De (iii). Se Z(G) ¢ totalmente desconexo, por defini¢do seus tni-
cos subconjuntos conexos sao pontos. Assim, como «a(v) e w(y) sao
conexos, temos a(9) = z- e w(¢)) = z* com z_ e z* € Z(G). Assim segue

diretamente que
z_ = tlim Y(t) e zy = tlirn P(t),

0 que conclui a demonstragdo do terceiro item.
De (iv). Analogamente ao item (iii), w(¢) é conexo e estd contido
em Z(G); w(p) = {2z} com z € Z(G) e da definigdo do conjunto segue

que z é o limite de ¢(¢) quando t — oo. ]

2.4 Mensurabilidade e continuidade

Esta secao tem como objetivo tratar as condigoes de mensurabili-
dade e continuidade que um semifluxo generalizado G pode assumir.
Provaremos entao dois resultados que relacionam tais condigoes.

No que segue, denotaremos por m(E) a medida de Lebesgue de E
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para cada subconjunto mensuravel E c R.

Defini¢ao 2.4.1. Uma fungio f:(0,00) - X ¢é dita fortemente men-
suravel se existe uma sequéncia f; de funcoes mensurdveis tais que
Im(f;) € um conjunto mensurdvel para todo j e f; = f quase sempre

em (0, 00).

Diremos que um semifluxo generalizado G satisfaz:
(CO0) se cada ¢ € G é fortemente mensurdvel de (0,00) em X;
(C1) se ¢ é continua de (0,00) em X para toda ¢ € G;

(C2) se para cada sequéncia {¢;} c G com ¢;(0) % 2 para algum
z € X existe uma subsequéncia {¢,} de {¢;} ¢ ¢ € G tais que
#(0) =z e ¢,(2) "% 4(t) uniformemente para ¢ em compactos

de (0,00).

Além disso, dizemos que um semifluxo generalizado G tem repre-
sentantes Uinicos se para todas ¢ e ¥ € G tais que ¢(t) = ¥(t) para

quase todo t > 0 temos ¢(t) = (t) para todo ¢ > 0.

Teorema 2.4.2. Seja G um semifluxo generalizado com representantes

dnicos que satisfaz (CO). Entdo G satisfaz (C1).

Prova: Seja ¢ € G. Fixe 6 >0 e 0<a <a+d < oo e denote por
I=(a,a+6)eJ=(a+ %, a+ %) E suficiente mostrar que ¢ é continua
em J. Usando uma versdo do Teorema de Lusin (veja [21]) existe um
conjunto fechado F; c I com medida maior que ¢ - %2 tal que ¢|p; ¢
continua. Como Fj; é compacto a continuidade é uniforme e logo existe
n; € (0, g) tal que d(p(t+h),d(t)) < % sempre que |h| <n; et t+heF}.

Suponha, por absurdo, que existe ¢y € J e uma sequéncia h; = 0

tal que ¢(to+h) + ¢(to) quando j — co. Passando a uma subsequéncia
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se necessario podemos assumir que existe € > 0 para o qual

d(¢(to + hj),d(to)) > para todo j (2.7)
e que |h;| < n; para todo j. Defina E; = {t € J;t,t+h; € F;} = F;n(F; -
hj)nJ em que F; —h; = {t—hj;te F;}.
Temos

1
J

(I = F) =m(T) = m(F) =5 =6+ = <

Também, m(J - (Fj — h;)) < %2 Como J-E;=J-F;ulJ-(F;-h;),

temos

[ o

m(J - Ej)=m(J - F;)+m(J - (F; - h;)) <

[N~}

2

Observe que

J~ liminf E; :Jn([] ﬁ‘Ek)c: Jm(ﬁ GE;;) =

J—>o0

<
Il
[uy
=
I
<
.
Il
—
ko
I
<

e entao

m(J N liminf E;) < ) m(J - Ej) <2
J=ee k=j k=j

j—oo

para todo j. Como Y 5o k—lz, é convergente temos ZZ":j % — 0 e por-
tanto m(J \ liminf; o E;) =% . Logo quase todos os pontos de
J estdo em F; exceto por uma quantidade finita de indices j. Te-
mos ¢(t + h;) i ¢(t) para quase todo t € J. Em particular exis-
tem ¢, e ty € J com t; < tg < tp tais que ¢(t1 + hj ) i o(t1) e

P(ta +hj) % 6(t).
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Por (H2), ¢"1*" € G e como ¢'1hi (0) gl o(t1), ja por (H4) existe
uma subsequéncia {¢**"=} e 1h € G com ¢t hu(t) gy ¥ (t) para todo
t > 0. Mas entdo 1(t) = ¢(t + t1) para quase todo t € (0,a + 23—6 -t1).

Definimos
. P(t+t1), te[0,t2+1]
¥(t) =
¥(t), e (tz —t1,00).
Por (H2) e (H3), ¥ € G e ¢(t) = ¥(t) quase sempre em (0, 00). Como
G possui representantes tnicos segue que 1[1(t) = ¢(t) para todo t > 0.

Em particular, 12)(750 —t1) = Y(to - t1). Uma vez que to —t1 < to — t1,

temos
Ol (tg — 1) "5 Y (to — t1) = P (to — t1) = ¢(to)
o que contradiz (2.7) e a demonstracdo estd concluida. [

Teorema 2.4.3. Sejam G um semifluzo generalizado satisfazendo (C1)
e ¢j,¢ €G tais que ¢;(t) = o(t) para todo t > 0. Entdo ¢;(t) =
o(t) uniformemente sobre compactos de (0,00). Em particular G satis-

faz (C2).

Prova: Seja0<a<b<oo. Paracadae>0en=1,2,... defina
Sn.e = {t €[a,b];para todo j >n, d(¢,(t),p(t)) <e}.

Por (C1), S, ¢ fechado e pela definicdo do conjunto temos [a,b] =
Unz1 Sn,e. Pelo Teorema da Categoria de Baireﬂ algum dos S, con-
tém um intervalo aberto. Como podemos aplicar o0 mesmo argumento
para qualquer [a,b] c (0, 00) obtemos um subconjunto denso de (0, o),

que denotaremos por S, igual a unido de todos esses intervalos tal que

Veja [16], por exemplo.
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para todo ¢y € S existe uma vizinhanga aberta N.(tp) de tg e r-(to)
tais que d(¢(t;), ¢(t)) < € sempre que j > r-(ty) e t € Nc(to).

Seja K = N3 S%. Set e K temos t € S% para todo 7. Para
cada i fixado, existe r1(f) e N1(t) tais que se j > r1(t) e s € N1(¢),
d(;(s),6(s)) < 1. Além disso, como t; 2%+ sabemos que existe
j(t) tal que j > j(t) implica t; € Ni (t). Ainda, por ser ¢ continua
temos ¢(t;) g o(t) e logo existe ji(t) para o qual j > j1(¢) implica
A(6(t5), 6(1)) < 1. Se j > max{ry (£),5(1), ju(£)} entao d(6,(t,), 6(1)) <
%. Assim, para t € K, temos ¢;(t;) Einig ¢(t). Novamente pelo Teorema
da Categoria de Baire temos K denso em (0, 00).

Agora, seja ¢t > 0 arbitrario e t; iy t. Suponha, por absurdo, que
¢;j(t;) + &(t) quando j - oo. Sem perda de generalidade, podemos

supor também que

d(¢;(t;), ¢(t)) >0 (2.8)

para algum ¢ > 0. Seja s € K com s <t e considere ; = ¢>§?’+57t €eg
pata todo j suficientemente grande. Como s € K, ¢,(0) = ¢;(¢; + s -
t) =5 ¢(s) uma vez que tij+s—t % s. Por (H4) deve existir uma
subsequéncia {1, } e ¢ € G tais que 1, (7) 25 4 (7) para todo T > 0.

Mas se s+ 7 € K, entédo
j—o0
Yi(1)=¢;(tj+s—-t+T) — d(s+7).

Como K é denso e ¢, sdo continuas em (0, 00) segue que ¥(7) =
¢(s+7) para todo 7 > 0. Portanto ¢, (t,) =¥, (t-s) gty P(t-s) = (),

o que contradiz (2.8 e conclui a demonstracao. ]
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Capitulo 3

Aplicacao as equacoes
incompressiveis de

Navier-Stokes em 3D

Neste capitulo iremos aplicar a teoria abstrata de semifluxos gene-
ralizados as equagoes de Navier-Stokes imcompressiveis em 3D. Vamos
mostrar que, sob certas condigdes, tais equagoes geram um semifluxo
generalizado que possui um atrator global. Para uma discussao mais
detalhada sobre a teoria de equagoes de Navier-Stokes, recomendamos
a consulta de [I3, @, 27]. Alguns resultados técnicos foram retirados
de [5, 8, 14} 16l 2T), 29]. Os resultados principais apresentados neste
capitulo sdo retirados dos trabalhos [2, [3].

Para comecar a nossa discussdo, vamos colocar as defini¢oes bési-
cas que serdo utilizadas. Seja © c R? um conjunto aberto, conexo e

limitado com sua fronteira dQ suave (pelo menos de classe C?). Sejam
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feL?(Q)° -isto &, f(x) = (fi(2), fo(x), f5(2)) com f; € L*(Q) para
i=1,2,3 - e v > 0 uma constante. As equagdes incompressiveis de

Navier-Stokes sao dadas por:

u(t, ) + (u(t,z) - V)u(t,z) = vAu(t,z) - Vp(z) + f(z), t>0, x€Q,

div u(t,z) =0, t >0, z €9,
(3.1)

com condigao de fronteira de Dirichlet homogénea, dada por
ulogq =0, para t >0, (3.2)

onde u(t,z) = (ur(t,x),uz(t, z),us(t,x)), z € Q; (u(t,z)  V)u(t,z) =
((ui(t,z) - V)ur (t, @), (ua(t, ) - V)ua(t,z), (us(t,z) - V)us(t,x)) e V é
o operador gradiente.

No que segue, como feito na literatura padrao da teoria de equagdes

de Navier-Stokes (veja [I3] 27]), utilizaremos os seguintes espagos
V={ueCy(Q)3divu=0}, H =fechodeV em L*(Q)*;

V ={ueHj(Q)*divu=0} e H, = H com sua topologia fraca.

Denotaremos por (-,-) e ||| o produto interno e a norma em L?(£2)3,
respectivamente. Também, para u,v,w € V, definimos o produto in-

terno em V por

ou; 3% dx
Ox; 0 ’

(u,v)v = (Du, Dv) = / Z

i,j=1

a norma em V por
ulv = [ Dul = (Du, Du)*"” = (u,u),/
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e uma forma trilinear b:V x V x V' - R por

3 )
b(u,v,w):]Q‘Z uj%widx.
j

1,5=1

O espago V' é um espaco de Hilbert com o produto interno definido

acima, ja que (2 é limitado. Além disso, temos
VoHsV,

onde V' denota o dual de V, e as inclusoes sao continuas e densas.
Como uma consequéncia destas identificagoes, para cadaueV e he H,
o produto escalar (h,u) em H coincide com a aplicagdo dualidade (h,u)
de V' em V, quando identificamos h com seu representante em V', isto
é

(h,u) = (h,u) para todos he H e ueV.

Sabemos também que, para cada u € V fixado, o funcional V > v —
(u,v)y € R é linear e continuo em V', e portanto, existe um elemento

em V', que denotaremos por Au tal que

(Au,v) = (u,v)y, para cada v e V.

Usando ainda [27, Teorema 1.2.2] e [27, Observagio 1.2.2], conclui-
mos que A é um isomorfismo entre V e V’. Este operador A é cha-
mado de operador de Stokes, e além disso, se u € C?(Q)> NV temos
Au = -Au (veja [13]). Claramente (Au,u) = (Du, Du) = ||jul|} para

cada ueV.

Seja u:[0,00) — V definimos o funcional de energia associado a
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U por

V@)®) = Sl v [ 1Du) i [ uman 33)

Definicdo 3.0.4. Dizemos que u:[0,00) - H € uma solugao fraca

para (3.1)-(3.2) se ela satisfaz as segquintes condigées:
(i) ue C([0,T]); Hy) n L*(0,T;V) para cada T >0,
es du 1 /

(ii) il L (0,T;V") para cada T >0,

(iii) para toda v eV e quase todo t >0,
du
(% (0).0) + v(Du(t). Dv) + blu(t). u(®).v) = (f0); (3.4)
(iv) u satisfaz a desigualdade de energia
V(u)(t) <V (u)(s) (3.5)

para todo t > s, para quase todo s € (0,00) e para s = 0.

No que segue definiremos a seguinte familia de fungoes:

Gns = {solugoes fracas de (3.1)-(3.2)) }. (3.6)

Pelo método classico de Faedo-Galerkin aplicado as equagdes de
Navier-Stokes, que pode ser encontrado em [27], sabemos que para
cada ug € H existe pelo menos uma solucao fraca u € Gy g tal que u(0) =
ug. Isso nos diz que Gyg satisfaz (H1). Também, G g satisfaz (H3).
Contudo, ndo sabemos se Gyg satisfaz (H2) e (H4). Nosso objetivo

serd provar que Gy € um semifluxo generalizado se, e somente se, cada
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solucao fraca é continua de (0,00) em H e que, sob tais condigoes, Gy s

possui um atrator global.

3.1 Resultados preliminares

A fim de conseguir provar os resultados principais necessitaremos
de uma desigualdade que se sabe ser satisfeita pelas solugoes fracas
construidas através do método de Faedo-Galerkin. Como nao assumi-
remos tal fato como hipétese devemos primeiramente provar dois lemas
técnicos. Necessitaremos também alguns resultados auxiliares, que des-

creveremos no que segue.

Definigao 3.1.1. Seja X um espago métrico. Dizemos que uma fungdo

f: X - R ¢ semicontinua inferiormente num ponto xy se

ligir[}ff(x) > f(xo).

Dizemos que f: X - R € semicontinua superiormente num ponto
T se

limsup f(2) < f(o).

a—zo

No que segue D'(0,00) é o espago das distribuigdes, o dual de
D(0,00) = C§°(0,00) munido da convergéncia uniforme sobre com-
pactos. Denotaremos também por (-,-) a dualidadeﬂ entre D’(0, c0)
e D(0, 00).

Lema 3.1.2. Seja p € L, .(0,00). Entdo as sequintes condigoes sio

equivalentes:

INote que a notacio é a mesma da dualidade entre V/ e V. Como as notacdes néao
serdo utilizadas simultaneamente, acreditamos que nio havera risco de confusio.
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(i) ewiste p:(0,00) = R ndo-crescente tal que p = p quase sempre em

(0, 00),
(ii) p <0 em D'(0,00).

Se, além disso, p:[0,00) = R é semicontinua inferiormente e conti-

nua em zero, entdo (i) e (ii) sdo equivalentes a

(iii) para quase todo s € (0,00) e para s = 0 temos p(t) < p(s) para

todo t > s.

Prova: Para ver que (i) = (ii) tome ¢ € D(0,00). Temos, para h >0

suficientemente pequeno
. ; * o\ do > _o(t) —o(t-h)
=- =- — = - lim —————=dt.
(.00 = ~(p.0) == [ "ot == [ p(t) lim TEE Dy
Segue do Teorema da Convergéncia Dominada que
o e [ 8(t) - é(t-h)
(p.0) = ~lim [ p()) EA—2 . (3.7)
Por outro lado
© P& —pt+h) o rep®)e(t) e plt+h)é(t)
fo (%) Dt fo St fo ot
e fazendo t = s — h temos

° o pt)—pt+h) = p)e(t) > p(s)p(s=h)
[0 ¢(t)Tdt—f0 Tdt—fh Tds_

O [ 2O,
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Além disso, por (3.7)), obtemos

e p(8) = p(t+h)
(5.0) = —lim [~ o(n 2, (3.8)

Se p:(0,00) - R é a representante nao-crescente de p entao

p(t) - plt + h)

N > 0 para todo t € (0, 00),

e se ¢ > 0 obtemos

/Ooo QS(t)Wdt = fooo th)wdt >0,

o que, juntamente com (3.8)), mostra que {p, ¢) < 0.

Para a implicacdo contraria, considere a extensao de p por zero
em (-00,0), que estd definida para todo R e que nao renomearemos.

Para cada € > 0, seja uma fungdao molificadora 1. € C§°(0, 00) tal que

e—0

supp(¢:) c B:(0), j0°° Ye(t)dt =1 e ¢ > 0. Sabemos que ¥ *p — p

em L}, (0,00) com p = p quase sempre. Temos

(=% p)'(t) = (Wo*p)(t)
- [ ute-np(ryar
- fomw;(t—T)p(T)dT. (3.9)

Como p <0, para cada ¢ € D(0,00) com ¢ > 0, temos
(5.0 =~ [~ p(0)¢' 1)t <0. (3.10)

Agora defina ¢! (1) = 1. (t-7). Temos ¢! >0 e (¢') (1) = L (t-7).
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Por (3.9) e (3.10) temos

Wexp)(®) = [ 0lt-mp(r)dr

- [Ty @emir<o, @

para todo t > 0. Assim 1. * p é ndo-crescente, isto é,

(e * p)(t) € (¢e * p)(s) paratodoe>0et>s.

Passando o limite quando ¢ — 0, obtemos p(t) < p(s) para todo

t > s. Logo p é um representante nao-crescente para p.

Finalmente, assuma p: [0, o) — R semicontinua inferiormente e con-
tinua em zero. Suponha que (i) é satisfeito. Temos p(7) = p(7) para
7 ¢ N, onde N é um conjunto de medida nula. Seja s >0¢ N, ¢t>se
{t;} c N tal que t; i t. Sem perda de generalidade podemos supor
tj > s para todo j. Como p é nao-crescente segue que p(t;) < p(s).
Consequentemente

lim nf p(t;) < p(s)
j—oo

e entao

p(t) <liminf p(t;) = liminf p(t;) < p(s) = pls)  (3.12)
Jj—>0o j—>o0

e o resultado segue para quase todo s > 0. Para s = 0 considere uma
A~ . k—)OO .
sequéncia {s;} ¢ N com s; — 0. Suponha sem perda de generalidade

que sy < t; para todo k e todo j. De (3.12) temos
p(t) < p(sk) para todo k,

e passando o limite quando k& — oo concluimos a prova de (iii). Reci-
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procamente, se vale (iii), podemos definir

p(t) = S;gl;p(T)

que é um representante nao-crescente para p. |

Precisaremos agora de um lema ‘tipo-Gronwall’ para obter uma

limitacao para as fungbes em Gyg.

Lema 3.1.3. Seja 6:[0,00) = R e L1(0,T) para cada T > 0. Suponha
0 semicontinua inferiormente, continua em zero e tal que, para algum

c 20, temos
t s
o(t) + cfo 6(r)dr < 0(s) + c/o 6(r)dr (3.13)
para todo t > s, para quase todo s >0 e s=0. Entdo
O(t)e < O(s)e® (3.14)
para todo t > s, para quase todo s >0 e s =0. Em particular,
0(t) <0(0)e " para todo t > 0.
Prova: Defina p:[0,00) = R por
t
p(t) = 0(1) + ¢ [ 0(7)dr.
0

Afirmagdo 1: pe L}, (0, 0).
Com efeito, se K c (0,00) é um subconjunto compacto, K c [0,7T]

para algum T > 0 e basta mostrarmos que p é médulo integravel sobre
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[0,T]. Vamos denotar por |0]; a norma de 6 em L*(0,7). Temos
T T Tt
f Ip(t)|dt < f |9(t)|dt+cf f 0(7)|dr dt
0 0 o Jo
T
<6]1 + ¢||f]x /0 dt =0]1(1+cT) < oo.

Afirmacao 2: p é semicontinua inferiormente e continua em 0.

De fato
¢

lim p(t) = lim 0() + ¢lim f 6(r)dr = 0(0) + .0 = (0),

t—0 t—0 t—0 Jo
pois 6 é continua em 0. Também, para s € (0, ),

t s
lirtninf p(t) > liItl’l inf 6(t) + c%im f O(r)dr > 0(s) + cf O(7)dr = p(s),
—s -5 ) 0

pois 6 é semicontinua inferiormente.

Assim, por (3.13]) e pelo Lema segue que p <0 em D'(0, 00).
Afirmacdo 3: p=0+ch.

De fato, se ¢ € D(0, 00), entdo

(. 0)=~{p.d) =~ [~ o)L=~ [T 005 tyar-e [T a0 2,

onde 0(t) = fo 6(7)dr. Note que 6 é derivavel e dt (t) 0(t) no sentido

classico, logo

(p.0) = ~(0.0) — c(0.0) = (0.6) + c(0,0) = (0, 6) + {0, 6),

0 que conclui a afirmacao.

Portanto 6 + ¢ < 0 em D’(0,00). Agora, a derivada distribucional

de e, que denotaremos por (fet)’ coincide com e® (6 + ), pois se
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¢ €D'(0,00) temos

(0 ) = {0, 9) = [~ 00y %ty

e por outro lado

(0+ch, et p)

= (0,ep) + (B, e o)

= —(0,(e%9)) + (0, ¢ p)

- fo Z 00t (et p (1) + ect%‘f(t))dt re fo " 00t p(1)dt
-/ w@(t)e“%(t)dt, (3.15)

(e (0+ch), )

o que mostra que (Aet)’ = et (0 + ch).

Temos assim (fe')’ < 0 em D’(0, 00). Uma vez que O € L

(0, 00)
é semicontinua inferiormente e continua em 0, podemos aplicar nova-

mente o Lema para concluir que
O(t)e < O(s)e®

para todo t > s, para quase todo s > 0 e s = 0, como queriamos demons-

trar. |

Sabemos de [27] que, j& que  é limitado, vale a Desigualdade de
Poincaré, isto é, se A\; >0 é o menor autovalor do operador de Stokes,
temos

|Dv|? > A1 |v|? para todo v e V. (3.16)

Precisaremos também do seguinte resultado de aritmética béasica:

Com estes resultados, somos capazes de mostrar uma limitacdo im-
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portante para as funcoes em Gyg.

Proposigao 3.1.4. Seja ue Gyg. Entdo

1
(l/)\l )2

1

Ju(o)]? - oA

1712 <™ (Ju()) - 51 F1?),  (3.17)

para todo t > 0.

Prova: De (3.5), para todo t > s, para quase todo s € (0,00) e s =0,

temos

S +v [ D) Par - [1(,u(r))ir <
Sl +v [ IDu()Par - [ (f.u(r))ar,

e entao
1 2 ! 2 1 2 K
Sl +v [ 1Du() P < Slu()? + [ (f.u())d
Como (f,u(7)) < | f[|u(7)] temos
1 2 ! 2 1 2 K
SO +v [ 1Du(r)Par < Sl + [ 1f1lu()]dr. (3.18)
Do fato de que 2ab < a? + b? quaisquer que sejam a e b reais,temos

11 < 5 (v

u(r) I+ S 1A1P). (319)

Basta fazer a = \/vA1||u(7)] e b= y1>\1 I£1-

Defina
1

(I/)\l)2
Afirmamos que 6 satisfaz (3.13)) com ¢ = vA;. Com efeito, de (3.18]),

0(t) = [u(®)|* - 112,
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(13.19) e da Desigualdade de Poincaré obtemos

t t 1 t
Ju()*52 [ wnifu(r) Pdr < Ju() P+ [ Pdre [ vnu() Par

0 que implica que

o) ve [ o(ryar = Ju(o)| - (A)Zuqu o [ ) - P
< Ju(s)|? - (uw 7+ [ (o) -

=0(s)+ c/(;S O(7)dr.

(A)2
(A)2

| f1*dr

Além disso, 6 é semicontinua inferiormente pois w:[0,00) - H,, é

continua. Também, de (3.13)) para s =0,

limsup 8(¢) < hmsup [9(0) + cft O(r)dr = 9(0)],

t—-0*

e logo 6 ¢é continua em 0. Temos 6 € L'(0,T) para cada T > 0 uma
vez que u € L(0,T; H) para cada T > 0 e entdo, pelo Lema para

todo t > s, para quase todo s >0 e s =0, segue que
6(t) < 6(0)e .
Portanto

Ju(t)] -

1712 < e (Ju(0)]* -

1£1),

(A)2 (A)2

como queriamos demonstrar. [

Antes de continuarmos, e seguir para os resultados principais deste

trabalho, precisaremos de mais alguns resultados técnicos. A demons-
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tragdo da seguinte proposigdo pode ser encontrada em [I4].

Proposigao 3.1.5. Seja X um espago métrico separdvel. Entdo uma
funcdo € fortemente mensurdvel se, e somente se, € fracamente mensu-

ravel.

As proximas duas proposigoes sao bem conhecidas na Andlise Fun-

cional, e podem ser encontradas em [5].

Proposicao 3.1.6. Seja (X, |-|) um espago de Banach sobre R e {u,}
uma sequéncia em X. Se {u,} converge fracamente para algum v e X,

entdo {u,} € limitada em X e
[u| < liminf ||u,|.
n—00

Proposicao 3.1.7. Seja (X,||-||) um espago de Banach sobre R uni-
formemente convezo e {u,} uma sequéncia em X. Se {u,} converge
n—oo

racamente para algum u € X, e |u,| — |ul||, entdo u, "= u forte-
p g

mente em X.

A seguinte proposigdo serda também necessaria adiante, e é dada

pelo resultado [4, Proposigao I1.2.12].

Proposigao 3.1.8. Sejam E, F,G espagos de Banach e B uma fun¢ao
continua bilinear de E x F' em G. Seja {x;} uma sequéncia em E que
converge fortemente para algum x € E e {y,} uma sequéncia em F que
converge fracamente para algum y € F. Entdo a sequéncia {B(x;,y;)}

converge fracamente para B(xz,y) em G.
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3.2 Resultados principais

Nesta secdo enunciaremos e demonstraremos os resultados princi-
pais deste trabalho, que garantem que, sob determinadas condigoes, a
familia Gyg é um semifluxo generalizado que possui um atrator glo-
bal. Para isso utilizaremos o Teorema [2.2.37} provaremos que Gyg é

¢-dissipativo e assintoticamente compacto.
Proposigao 3.2.1. Sdo equivalentes:

(1) Gns € um semifluzo generalizado.
(ii) Cada solugdo fraca é continua de (0,00) em H.
(iii) Cada solugio fraca é continua de [0,00) em H.

Prova:

(i) = (ii): Suponha que Gy é um semifluxo generalizado. Como toda
u € Gng pertence a C([0,T]; Hy) segue que Gng possui representan-
tes tnicos. Pelo Teorema [2.4.2] apenas precisamos mostrar que cada
solucao fraca é fortemente mensuravel. Dada u € Gyg, u é continua de
(0,00) em H,, isto é, u é fracamente continua, o que implica que u é
fracamente mensuravel. Mas entao, como H é separavel, pela Proposi-
¢ao B.1.5] temos u fortemente mensurével.

(ii) = (iili): Seja w uma solugdo fraca continua de (0,00) em H. Pre-
cisamos mostrar que u é continua em 0. Seja t; i 0* e T tal que
t; <T para todo j. Como u e C([0,T]; H,) temos u(t;) = u(0) e pela
Proposigao [3.1.6

Ju(0) ) < lninf u(t;)].
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Além disso, de (3.5) para s =0, temos

[u(t)? =2 [ 7 (fu(r)dr < [u(0)?

e entao

limsup [u(t;) 12 < u(0)].

J—>o0

j—oo

Portanto |u(t;)| — |u(0)| e como H é uniformemente convexo,

pela Proposigao segue que u(t;) = u(0) como querfamos.

(iii) = (i): Seja uw uma solugdo fraca continua de [0,00) em H por
hipétese. Afirmamos que V(u)(t) é continua. Com efeito, se t; =%

para t € [0,00), entdo da continuidade de w temos u(t;) 5 u(t) e
j—oo

consequentemente |u(t;)| — |u(t)|. Entao
Sl +w [ 1Duldr = [7(fu(rar =3
1 t t
Sl +v [ 1Du(m)ldr = [ (f.u(r))dr

e logo V(u)(t;) converge para V(u)(t) quando j - co. Como V' (u)(-) é
nao-crescente quase sempre em [0, 00), da continuidade temos V' (u)(-)

nao-crescente.

Fixemos 7 > 0. Para provar que u” € Gy g basta mostrarmos que u”

satisfaz a desigualdade da energia, isto é, que
V(u")(t) < V(u")(s) para todo t > s

para quase todo s € (0,00) e em s =0. Note que
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w1 v [ D @) lde - [ (07 ()

- %nu(ﬂt)n%yfot\|Du(7+x)|\dx—fot(f,u(ﬂx))dx.

V(u")()

Se fizermos y = 7 + z, obtemos
VOO = Sluts 0P +v [ IDu)lay- [ ()
Por outro lado,
V@) = Slutr P+ [ Du)ldy- [Tt
e portanto
V@@ =V v [ 1Du)ldy+ [ ().

Seja s €[0,00) e t 2 5. Por ser V(u)(-) ndo-crescente

V@O =V @)t -v [ 1Du@ldy+ [ (ful)dy <
V()(s+r)-v [ IDul)ldy+ [ (futm))dy=V)s).

Logo u” € Gng e Gng satisfaz (H2). Resta mostrarmos que satis-
faz (H4). Para isso, seja {u/} uma sequéncia de solugdes fracas com

u?(0) =5 g € H. Da Proposicio temos, para cada j,
|6 | L= (0,00:) < 47 (0)
e como {u’(0)} é convergente e portanto limitada, segue que {u’} ¢ li-
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mitada em L> (0, 00; H). Afirmamos que {u’} é limitada em L?(0, 00, V).

De fato, pela desigualdade da energia para s =0 obtemos

Lo G2 P (2 Lo LGy i2

Sl @I +v [ Dw () Par = [ (£ (7))dr <51 (0)]
para todo t > 0. Temos

112 T2 T TONE

W sy = [ I @ Fdt= [ 1D (1))t <

1. , T . )
5(||u3(O)I\Q—Huj(t)IIQ)+f0 (F7 u(®))dt < | [ Lo 0,00,y ¥ T I U106 | = (0,00, )

e a limitacao segue do fato de {u’} ser limitada em L (0, co; H).

Por [27], Teorema 3.3], temos dditj} limitada em L*3(0,T; V") para
cada T > 0. Utilizando [27, Teorema 2.2] obtemos uma subsequéncia
(que ndo renomearemos) e uma funcio u € C([0,7T]; H,,) n L*(0,T;V)

para cada T > 0 tais que
u! = u em L2(0,T; H) para todo T > 0 (3.20)
e, consequentemente,
u! (t) - u(t) em H, para quase todo ¢t >0 (3.21)
u! (t) —u(t) em H para todo t > 0. (3.22)

Por ser V reflexivo, das limitacoes obtidas temos ainda

uw! —wem L?*(0,T;V) para todo T > 0; (3.23)
dv  d
diut - d—? em L*?(0,T;V") para todo T > 0. (3.24)
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Vamos mostrar que u satisfaz (3.4). Para cada j, temos para quase

todo t >0

(duj(t)

7 ,v) +v(Du? (t), Dv) + b(u? (1), 4’ (t),v) = (f,v), (3.25)

para todoveV.

Por (3.24) temos

(duj(t) _ du(?)

dt dt ,v)—>0

pois cada v € V pode ser vista como uma funcio constante de L*(0,7;V) =

(L*3(0,T:V"))". Analogamente, por (3.23), obtemos
(D (1), Do) = (u? (1), Av) > (u(t), Av) = (Du(t), Dv)
pois Av pode ser vista como funcio contante em L2(0,T; V") = (L*(0,T;V))’.

Finalmente, de [27, Lema 3.1] e da Proposi¢éo obtemos

b(u? (t),u? (t),v) = b(u(t),u(t),v) quando j - oo.

Passando o limite em (3.25) quando j — oo obtemos

(du(t)

o ) +v(Du(t), Do) +b(u(t), u(t),v) = (f,v),

para quase todo ¢ > 0 e toda v € V. Além disso, como u’(0) =5 ug € H

e u/(0) = u(0) em H temos u(0) = up.
Definamos agora, para ¢ € L?(0,T; V) para cada T > 0, uma funciao
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auxiliar V(o) por

V()(t) = %HMUHQ - (£.6(r))dr, para todo £ 0,

e notamos que V(¢)(t) = V(¢)(t) + Vfot |Do(7)|dr.

De (3.21) e (3.22) temos V (u?)(t) - V (u)(t) para quase todo t >0
e para t = 0. Além disso, V(u’)(t) é ndo-crescente, pois V(u’)(t) é

nao-crescente. Para quase todo s > 0 e para s =0 temos
V(w)(t) < V(u?)(s) para todo t > s,
o que implica que

. . t . . )
V() (t) +v / | Dw? (7)|2dr < V(u?)(s) para todo t > s.

Entao

~ . t . ~ .
liminf [V (u?)(t) + v f |Du (7)|2dr ] < lim inf V (u?) ().

De (3.22)) e da Proposigéo temos

t . t .
[ 1D dr =l vy <limint o |,y = limint [ [Dw(7) .

Logo, como V(u/)(t) - V(u)(t) quase sempre para s > 0 e para
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s =0,

N

v+ [ | Du(r)|2dr V(w)(t) + vlim inf |/ YD () dr

N

lim inf{V (/) (8) + f "1 Dud ()| 2dr)
lijxr_1>i°£1f1~/(uj)(s)
= V(u)(s)

IN

e portanto V(u)(t) < V(u)(s) para quase todo ¢ > s, para quase todo
s>0 e para s =0. Para t > s tome t; -t uma sequéncia tal que tx > s
e V(u)(tr) < V(u)(s) para todo k. Como u e C([0,T], H,) para todo
T >0, u(ty) = u(t) e entdo utilizando a Proposigdo obtemos

V() (t) <liminf V(u)(ty) <V (u)(s),

o que mostra que u satisfaz a desigualdade da energia e, portanto, é
uma solucao fraca. Note que de forma andloga ao que fizemos para V,
obtemos V (u’)(t) e V(u)(t) continuas. Logo V (u)(t) é nao-crescente

e V(u)(t) - V(u)(t) para todo t > 0. De ([3.22) e da Proposicio

temos

()1 <im nf 1 1)

para todo t > 0. Também de, (3.22)) seque que
(f;u? (1)) = (f,u(r)) para todo T > 0

e logo

[ Gienir - [ umyar
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Como V (u)(t) — V (u)(t) temos

tmsup 1! ()17 - [ (7,00 ()7 < (@)~ [ (7)),

J—>o0

e portanto

' 1. . 1
limsup [’ (1) [* < 5 Ju(®)],

j—o0

o que implica que |u’ (t)| - |u(t)| quando j - co. Da Proposigéo
segue que u/ (t) =5 w(t) em H para todo ¢ > 0. Concluimos que Gy g
satisfaz (H4) e é portanto um semifluxo generalizado, o que conclui a

demonstracao. ™

Teorema 3.2.2. Se Gyg € um semifluzo generalizado entdo ele possui

um atrator global.

Prova: Pela Proposicao Gns € um semifluxo generalizado se, e
somente se, cada solugdo fraca é continua de [0,00) em H. Afirmamos
que Gngs é ¢-dissipativo. Com efeito, defina r = \/W e
By =B,(0)={¢ € H:|¢| <r}. Tome ueGys e t, grande o suficiente

para que

e—l/)\lt <

1
(vA1)?

|u(0)[* - 17117
para todo t > t,,. Pela Proposi¢ao [3.1.4] temos, para t > t,,

1
(l/>\1)2

Ju())? <1+ 1712 = u@®)] <7
e entdo u(t) € By.
Também utilizando a Proposicio concluimos que Gng ¢ even-

—-vAit

tualmente limitado. De fato, como e é decrescente, segue que para
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toda u € Gng

[u(®)] < |u(0)]
para todo t > 0. Seja B c H limitado. Entao existe M > 0 tal que
|#]| € M para toda ¢ € B. Observe que

U {“(t)”ﬁ eGns eu(0) e B}

t=0

7" (B) = tL>JOT(t)B =

c U {u(tyuegus e Ju(0)] < M},

t>0

logo para toda ¢ € v*(B) temos |¢| < M e assim v+ (B) c By (0).

Temos que Gng é compacto, pois se tomarmos {u;} ¢ Gnyg tal que
{u;(0)} é limitada em H podemos repetir o argumento da Proposicio
para concluir que existe uma subsequéncia {u,} de {u;} tal que
u,(t) é convergente para todo t > 0.

Da Proposigao [2:2.10] concluimos que Gy ¢ assintoticamente com-
pacto e portanto, pelo Teoremam temos que Gy g possui um atra-
tor global que é minimal entre os B-atratores fechados nao-vazios e

maximal entre os subconjuntos compactos invariantes de H. ]

Concluimos entdo que sob a condi¢do de que Gy g seja um semifluxo
generalizado, isto é, assumindo que cada solugéo fraca seja continua de

(0,00) em H, Gng possui um atrator global.
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