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temática Pura e Aplicada do Departamento de Matemática, do Centro
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F́ısicas e Matemáticas da Universidade Federal de Santa Catarina para

obtenção de grau de Mestre em Matemática Pura e Aplicada, com
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UFSC e principalmente aos já citados acima. Ao CNPq pelo apoio

financeiro.

Por fim, a todos que me alegram e me fazem esquecer parte dos

problemas como Renato, Chico, Lenine, Nando, Caetano, Humberto,

Adriana, Gal, Maria Rita e entre muitos outros e outras.



Resumo

Dado um grupo discreto, estudamos algumas propriedades e equi-
valências de mediabilidade de grupos. Em particular, veremos que se o
grupo for mediável temos um isomorfismo entre a C∗−álgebra cheia e
a C∗−álgebra reduzida do grupo. Com intuito de generalizar este re-
sultado, estudamos os produtos cruzados associados a um C∗−sistema
dinâmico e mostramos que os produtos cruzados cheio e reduzido são
isomorfos, caso o grupo seja mediável. Ainda mais, é provado este
mesmo resultado trocando a hipótese do grupo ser mediável por a ação
ser mediável. Por fim, vimos as ações parciais com a intenção de definir
os produtos cruzados parciais cheio e reduzido e depois estudamos as
ações parciais com propriedade de aproximação. Veremos que se uma
ação parcial possui esta propriedade os produtos cruzados parciais cheio
e reduzidos são isomorfos.

PALAVRAS-CHAVE: Grupo Mediável. Produto Cruzado. Ação
Mediável. Ação com Propriedade de Aproximação.
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Abstract

Given a discrete group, we study some properties and equivalences
of amenable groups. In particular, we see that if the group is amenable,
we have an isomorphism between the full C∗−algebra and the reduced
C∗−algebra of the group. In order to generalize this result, we study
the crossed products associated with C∗−dynamical system and we
demonstrate that the full and reduced crossed products are isomorphic.
Further, this same result is proven by exchanging the hypothesis of the
group being amenable to an amenable action. Finally, we study partial
actions with an intention to define the full and reduced partial crossed
products and then study partial actions with approximation property.
We see that if a partial action has this property then the full and
reduced partial crossed products are isomorphic.

KEY-WORDS: Amenable Group. Crossed Product. Amenable
Action. Action with Approximation Property.
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1 C*-Álgebras p. 19
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tamentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 116

5.3 Mediabilidade e Ações Parciais . . . . . . . . . . . . . p. 131

Conclusão p. 147
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Introdução

Os grupos mediáveis foram primeiramente introduzidos em 1929

pelo famoso matemático John von Neumann, embora com um nome

diferente, a definição foi em termos de uma medida finitamente aditiva

invariante de subconjuntos do grupo. O nome dado por von Neumann

foi a palavra em alemão “messbar” que significa mensurável, em virtude

do paradoxo de Banach-Tarski.

Em inglês o matemático Mahlon M. Day utilizou o termo “amena-

ble”, há ind́ıcios que o termo foi introduzido em 1949, em um encontro

de verão da sociedade americana de matemática. Dizem que Day os de-

nominou assim pois tais grupos admitem uma certa média especial (do

inglês “mean”), e eles formam uma classe “amigável” para se trabalhar

levando o nome de “amenable”, que do inglês significa amigável, dócil.

Além de nomear estes grupos, Day teve colaborações importantes nesta

área. Muitas referências citam ele como o primeiro a demonstrar al-

gumas equivalências de grupos mediáveis como o Teorema 2.24. Em

português, as literaturas traduzem este termo para “grupo mediável”

que será a termologia utilizada neste trabalho.

Este trabalho está estruturado em cinco caṕıtulos, além de seus

apêndices de suporte. Recomenda-se ter um conhecimento inicial na

área de Análise Funcional, Topologia e Álgebra. É importante ressaltar

que aqui fixamos o grupo G com a topologia discreta.

O primeiro caṕıtulo serve de base para todo o decorrer do traba-

lho. Inicialmente, temos os principais resultados da área de C∗−álgebra
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que utilizamos em toda dissertação, além de exemplos muito recorren-

tes de C∗−álgebras. A seguir, temos a introdução do produto ten-

sorial minimal e maximal de C∗−álgebras. Por fim constrúımos as

C∗−álgebras de grupos cheia e reduzida. As referências primordiais

para este caṕıtulo foram [5] e [18].

No segundo caṕıtulo introduzimos formalmente a noção de grupos

mediáveis e já vemos alguns exemplos triviais, como grupos finitos e

abelianos, e além disso, demonstramos algumas propriedades básicas

de grupos mediáveis, como por exemplo, todo subgrupo de um grupo

mediável é mediável. Utilizamos para esta seção as ideias contidas

em [7] e [14]. Depois estudamos um grande teorema que contém 7

equivalências para mediabilidade de um grupo. Foram utilizados [5],

[8], [14] e [21].

Para o caṕıtulo três, dado (A,G, α) um C∗−sistema dinâmico,

constrúımos Aoα G e Aoα,r G os produtos cruzados cheio e reduzido

associados, respectivamente. Depois mostramos que se G é um grupo

mediável então estes produtos cruzados são isomorfos. Para a demons-

tração deste resultado utilizamos algumas notas de aulas da disciplina

de C∗−álgebras e [9].

Ainda observando quando os produtos cruzados cheio e reduzi-

dos são isomorfos, no quarto caṕıtulo, definimos as ações mediáveis e

mostramos que dado um C∗−sistema dinâmico sendo a ação mediável,

os produtos cruzados são isomorfos. Foram utilizados [5] e [20] como

referências.

Por fim, no quinto caṕıtulo, introduzimos as ações parciais e cons-

trúımos os produtos cruzados parciais associados ao C∗−sistema dinâmico

parcial (A,G, θ). Com a noção de ações parciais com a propriedade de

aproximação, mostramos que os produtos cruzados parciais cheios e re-

duzidos são isomorfos. Para este caṕıtulo utilizamos as ideias de [12],
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reduzidas aos produtos cruzados parciais.

Ainda mais, o apêndice sobre funções positivas definidas será utili-

zado em quase todo trabalho e tem um papel fundamental no Caṕıtulo

2. O apêndice tratando as álgebras de multiplicadores foi elaborado

para a demonstrarmos que o produto cruzado parcial algébrico é as-

sociativo. Para mais informações sobre estes temas aconselha-se [5] e

[18], respectivamente.
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1 C*-Álgebras

1.1 Revisão sobre C*-Álgebras

Neste caṕıtulo introduziremos as noções básicas sobre C*-álgebras

que serão necessárias no decorrer deste trabalho. Recomenda-se ter um

conhecimento inicial na área de Análise Funcional e Álgebra. Para esta

primeira seção os resultados foram retirados de [18].

Definição 1.1. Seja A um álgebra sobre C, ou seja, um espaço vetorial

complexo munido de uma multiplicação bilinear e associativa. Uma

involução sobre A é uma aplicação ∗ : A→ A que satisfaz:

(i) (λa+ b)∗ = λa∗ + b∗, para todo a, b ∈ A e λ ∈ C, onde
−
λ∈ C é o

conjugado de λ;

(ii) (a∗)∗ = a, para todo a ∈ A;

(iii) (ab)∗ = b∗a∗, para todo a, b ∈ A.

Chamamos de *-álgebra uma álgebra munida de involução. Po-

demos agora destacar alguns elementos especiais de uma ∗-álgebra em

termos de sua involução.

Definição 1.2. Seja A uma *-álgebra. Dado a ∈ A, dizemos que
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(i) a ∈ A é auto-adjunto, se a∗ = a;

(ii) a ∈ A é normal, se a∗a = aa∗;

(iii) Se A possui unidade, a ∈ A é unitário, se a∗a = 1A = aa∗;

(iv) Dado D ⊆ A, definimos D∗ = {a∗; a ∈ D}. Dizemos que D é

auto-adjunto se D = D∗. Ainda mais, uma ∗-subálgebra de A é

uma subálgebra auto-adjunta de A.

Observe que pelo item (iii) se a ∈ A é unitário então a∗ = a−1.

Sejam A e B *-álgebras e ϕ : A → B homomorfismo de álgebras,

isto é, ϕ é uma aplicação linear tal que ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) para todo

a, b ∈ A. Dizemos que ϕ é um ∗-homomorfismo se ϕ preserva involução,

isto é, ϕ(a∗) = [ϕ(a)]∗. Um ∗-isomorfismo é um ∗-homomorfismo

bijetor. Note que a inversa de um ∗-isomorfismo é também um ∗-
isomorfismo.

Dizemos que A é uma álgebra normada se A é uma álgebra munida

de uma norma ‖ · ‖ : A → R que satisfaz o seguinte axioma, chamado

de submultiplicatividade:

‖a · b‖ ≤ ‖a‖‖b‖ para todo a, b ∈ A.

Uma ∗-álgebra normada é uma álgebra normada munida de uma in-

volução isométrica, ou seja, ‖a∗‖ = ‖a‖ para todo a ∈ A. Por fim, se

A é uma ∗-álgebra normada completa, dizemos que A é ∗-álgebra de

Banach.

Definição 1.3. Seja B uma ∗−álgebra. Uma C∗−seminorma é uma

seminorma p : B → R tal que

(1) p(ab) ≤ p(a)p(b) para todo a, b ∈ B;

(2) p(a∗) = p(a) para todo a ∈ B;
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(3) p(a∗a) = p(a)2 para todo a ∈ B.

Se, além disso, p é uma norma, ou seja, se p(a) = 0 implica a = 0,

dizemos que p é uma C*-norma.

Definição 1.4. Uma C∗-álgebra A é uma ∗-álgebra de Banach satis-

fazendo

‖a∗a‖ = ‖a‖2 para todo a ∈ A. (1.1)

Chamaremos a Equação 1.1 de Identidade C∗.

É posśıvel mostrar que existe somente uma C∗−norma para cada

C∗−álgebra, veja [18]. Se B é uma C∗-álgebra e p é uma C∗-seminorma

sobre B, então p(b) ≤ ‖b‖B para todo b ∈ B. Mais ainda, se p é uma

C∗-norma, então p = ‖ · ‖B .

Uma C∗-subálgebra de uma C∗-álgebra é, por definição, uma ∗-
subálgebra que é fechada. Note que toda C∗−subálgebra é também

uma C∗-álgebra.

Se a C∗−álgebra A for unital então ‖1A‖A = 1. De fato, basta

vermos que ‖1A‖A = ‖1∗A1A‖A = ‖1A‖2A. Observe que ‖1A‖A 6= 0,

caso contrário a norma ‖ · ‖A não satisfaria a submultiplicatividade

da norma. Da mesma forma, se u ∈ A for um unitário, temos que

‖u‖A = 1 pois ‖u‖2A = ‖u∗u‖A = ‖1A‖A = 1.

Vejamos agora alguns exemplos de C∗−álgebras que serão utiliza-

das no decorrer deste trabalho.

Exemplo 1.5. (1) O exemplo mais conhecido é C com as operações

usuais, a involução dada pela conjugação, e a norma dado pelo

módulo do número complexo.

(2) Dado X um conjunto qualquer, definimos l∞(X) como o conjunto
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das funções limitadas de X em C, ou seja,

l∞(X) = {f : X → C; f é limitada }.

Com as operações definidas pontualmente, isto é,

(f + g)(x) := f(x) + g(x)

(λf)(x) := λf(x)

(f · g)(x) := f(x)g(x)

para todo f, g ∈ l∞(X), x ∈ X e λ ∈ C e a norma do supremo

‖f‖∞ = sup
x∈X
|f(x)|,

o conjunto l∞(X) é uma álgebra de Banach. Além disso, com a

operação de involução definida por f∗(x) := f(x), obtemos que

l∞(X) é uma C∗−álgebra.

(3) Podemos generalizar o exemplo do item acima. Trocando C por

outra C∗−álgebra temos

l∞(X,A) = {f : X → A; f é limitada }.

O conjunto l∞(X,A) é uma C∗−álgebra.

(4) Seja X um espaço topológico, definimos

Cb(X) = {f : X → C : f é função limitada e cont́ınua}.

Com as operações iguais de l∞(X) temos que Cb(X) é uma subálgebra

de l∞(X). Assim, Cb(X) é uma álgebra normada, pela norma in-

duzida. Ainda mais, Cb(X) é uma C∗−álgebra.

(5) Seja X um espaço topológico localmente compacto Hausdorff (LCH).

Dizemos que uma função f : X → C tem suporte compacto se
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supp(f) : = {x ∈ X; f(x) 6= 0} for um conjunto compacto. Agora

definimos o conjunto

Cc(X) = {f : X → C; f é função de suporte compacto}.

Com as mesmas operações e norma de l∞(X). Ainda mais, Cc(X)

pode não ser uma álgebra de Banach. O fecho de Cc(X) em Cb(X)

é uma C∗−álgebra que denotamos por C0(X), onde os elemen-

tos deste conjunto são as funções f : X → C que se anulam no

infinito, isto é, para todo ε > 0, existe um compacto K ⊂ X

tal que |f(x)| < ε para todo x ∈ K\X. Com isto C0(X) é uma

C∗−álgebra. Podemos generalizar C0(X) trocando C por qualquer

C∗−álgebra A, denotaremos por C0(X,A). Ainda assim, C0(X,A)

é uma C∗−álgebra.

(6) O conjunto das matrizes complexas quadradas de ordem n ∈ N,

denotada por Mn(C) é uma C∗-álgebra com as operações usuais de

matrizes, a involução sendo a transposta conjugada da matriz. E

a norma

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖,

sendo A ∈Mn(C) e x ∈ Cn×1.

(7) Denotamos por B(X,Y ) o espaço dos operadores lineares limita-

dos de X em Y , sendo X,Y espaços vetoriais normados. Quando

X = Y , utilizaremos apenas B(X). Ainda mais, se H é um espaço

de Hilbert, o conjunto B(H) é uma C∗−álgebra com as operações

de multiplicação por escalar e soma usuais de operadores, a mul-

tiplicação dada pela a composição, a involução dada pela adjunção

de operadores no espaço de Hilbert e a norma de operadores

‖T‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖,

sendo T ∈ B(H) e x ∈ H.
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Seja A uma C∗-álgebra. Dizemos que o elemento a ∈ A é posi-

tivo, e escrevemos a ≥ 0, se existe b ∈ A tal que a = b∗b. Denotamos o

conjunto dos elementos positivos de A por A+ = {a∗a; a ∈ A}. Normal-

mente define-se a ≥ 0 se a é auto-adjunto, isto é a = a∗, e o espectro

de a é um conjunto real positivo, ou seja, o espectro esta contido em

[0,∞). A equivalência entre estas duas definições é demonstrada em

[18].

Definição 1.6. Sejam A,B C∗-álgebras. Uma aplicação linear ϕ :

A → B é dita positiva se ϕ(A+) ⊆ B+, ou seja, leva elementos posi-

tivos de A em elementos positivos de B. Além disso, dizemos que um

funcional linear limitado ϕ : A → C é um estado se ‖ϕ‖ = 1 e ϕ for

positivo.

Escrevemos ϕ ≥ 0 se ϕ é uma aplicação linear positiva. Uma

propriedade muito importante de C∗−álgebra é que toda C∗−álgebra

A possui unidade aproximada, isto é, existe uma net (ei)i∈I em A+,

satisfazendo:

(1) ‖ei‖ ≤ 1 para todo i ∈ I;

(2) (ei)i∈I é crescente;

(3) lim
i∈I

eia = a para todo a ∈ A.

A demonstração deste fato pode ser vista em [18]. Temos outra propri-

edade importante que as C∗−álgebras possuem que segue abaixo.

Definição 1.7. Seja A uma C∗-álgebra. Uma representação de A é

um par (H,ϕ), onde H é um espaço de Hilbert e ϕ : A → B(H) é um

∗-homomorfismo.

Ainda mais, (H,ϕ) é dita representação fiel se o ∗−homomorfis-

mo é injetor. O fato geral é que toda C∗−álgebra admite uma repre-
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sentação fiel (H,ϕ). A prova dessa propriedade pode ser vista em [18]

na seção 3.4.

Agora que já introduzimos as representações podemos generalizar

o item 6 do Exemplo 1.5.

Exemplo 1.8. Seja A uma C∗−álgebra e n ∈ N. Defina Mn(A) como

o conjunto da matrizes n×n com entradas em A. Então Mn(A) é uma

C∗-álgebra com as operações de soma e multiplicação usuais de matri-

zes e a involução (aij)
∗ := (a∗ji). A norma em Mn(A) pode ser obtida

representando-se A fielmente num espaço de Hilbert H e considerando-

se dáı a representação induzida canônica de Mn(A) em Hn (soma di-

reta de n cópias de H). Veja a seção 3.4 de [18] para mais detalhes.

O conjunto Mn(A) é uma C∗−álgebra.

1.2 Produtos Tensoriais

Nesta seção introduziremos o conceito de produtos tensoriais de

C∗−álgebras. Conforme explicaremos no que segue, existem dois pro-

dutos tensoriais canônicos usados em C∗-álgebra, o minimal e o ma-

ximal, dependendo da norma que se usa para completar o produto

tensorial algébrico. Uma boa referência é [18].

Espera-se que o leitor tenha um conhecimento preliminar de produ-

tos tensoriais algébricos. Caso contrário, todos os resultados que iremos

utilizar aqui podem ser consultados em [1]. Dados X e Y espaços veto-

riais sobre C, denotaremos por X ⊗alg Y o produto tensorial algébrico

de X e Y . Lembramos que X ⊗alg Y consiste de combinações lineares

de elementos da forma x ⊗ y, chamados tensores elementares, e estes

satisfazem as seguintes propriedades:

• (x1 + x2)⊗ y = x1 ⊗ y + x2 ⊗ y;
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• x⊗ (y1 + y2) = x⊗ y1 + x⊗ y2;

• c(x⊗ y) = cx⊗ y = x⊗ cy,

para todos x, x1, x2 ∈ X, y, y1, y2 ∈ Y e c ∈ C. A seguinte propriedade

universal do produto tensorial algébrico o caracteriza (a menos de iso-

morfismo) e é de extrema importância em decorrência dos resultados

que podem ser extráıdos.

Proposição 1.9. (Propriedade universal do produto tensorial) Sejam

X,Y, Z espaços vetoriais e σ : X × Y → Z uma aplicação bilinear.

Então existe uma única aplicação linear σ̃ : X ⊗alg Y → Z tal que o

seguinte diagrama comuta

X ⊗alg Y
σ̃

$$
X × Y

i
99

σ
// Z

onde i : X × Y → X ⊗alg Y é uma aplicação dada por i(x, y) = x⊗ y.

Como consequência da propriedade universal, dados X e Y espaços

vetoriais e f : X → C e g : Y → C funcionais lineares existe único

funcional linear no produto tensorial f ⊗alg g : X ⊗alg Y → C tal que

(f ⊗alg g)(x⊗ y) = f(x)g(y) para todo x ∈ X e y ∈ Y .

Similarmente, dados f, g funcionais conjugados lineares (isto é,

f(cx) = cf(x), para todo c ∈ C e x ∈ X), existe f ⊗ g funcional

conjugado linear sobre X ⊗alg Y tal que (f ⊗alg g)(x ⊗ y) = f(x)g(y)

para todo x ∈ X e y ∈ Y . Isto pode ser obtido através da consideração

dos espaços conjugados (onde a multiplicação por escalar é redefinida

por λ · x := λx).

Se X e Y são espaços normados, pode-se, a prinćıpio, definir várias

normas em X⊗alg Y a fim de torná-lo um espaço normado. O objetivo
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desta seção é definir e estudar certas normas especiais sobre X ⊗alg Y
no caso em que X e Y são C∗-álgebra a fim de obter novas C∗-álgebras

através do completamento.

Como a norma de toda C∗-álgebra pode ser descrita através de

uma representação em um espaço de Hilbert, vamos primeiramente

analisar o produto tensorial de tais espaços. A próxima proposição dá

os primeiros passos nesta direção.

Proposição 1.10. Sejam H e K espaços de Hilbert, sendo 〈·, ·〉H e

〈·, ·〉K os respectivos produtos internos. Então existe único produto in-

terno 〈·, ·〉 : H⊗algK → C tal que 〈x1⊗y1, x2⊗y2〉 = 〈x1, x2〉H〈y1, y2〉K
para todo x1, x2 ∈ H e y1, y2 ∈ K.

Demonstração. Por H e K serem espaços de Hilbert, temos pelo te-

orema de representação de Riez que, dado x ∈ H definimos um fun-

cional conjugado linear fx : H → C por fx(h) = 〈x, h〉H para todo

h ∈ H. Analogamente, dado y ∈ K, definimos gy(k) = 〈y, k〉K para

todo k ∈ K.

Seja C o conjunto de todos funcionais conjugados lineares de H⊗alg
K. Defina a aplicação m : H ×K → C por (x, y) 7→ fx ⊗ gy, onde fx ⊗
gy : H⊗algK → C é obtido a partir da propriedade universal conforme

explicado anteriormente. Observe que a aplicação m é bilinear pois

fx e gy é um funcional linear. Pela propriedade universal do produto

tensorial existe único M : H ⊗alg K → C tal que M(x ⊗ y) = fx ⊗ gy
para todo x ∈ H e y ∈ K.

Agora, 〈·, ·〉 : (H ⊗alg K) × (H ⊗alg K) → C definida por (x1 ⊗
y1, x2 ⊗ y2) 7→ M(x1 ⊗ y1)(x2 ⊗ y2) = fx1

⊗ gy1(x2 ⊗ y2) = fx1
(x2) ⊗

gy1(y2) = 〈x1, x2〉H〈y1, y2〉K segue das propriedades do produto interno

de H e K que 〈·, ·〉 é uma forma sesquilinear em H ⊗alg K.

Por fim, vejamos que 〈·, ·〉 é um produto interno sobre H ⊗alg K.
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Seja z ∈ H⊗algK assim, z =
n∑
j=1

xj⊗yj para algum x1, x2, . . . , xn ∈ H

e y1, . . . , yn ∈ K. Seja e1, e2, . . . em base ortonormal para o span linear

de y1, . . . yn. Assim z =
m∑
j=1

x
′

j ⊗ ej para x
′

1, . . . , x
′

m ∈ H. Assim,

〈z, z〉 = 〈
m∑
i=1

x
′

i ⊗ ei,
m∑
j=1

x
′

j ⊗ ej〉 =

m∑
j,i=1

〈x
′

i ⊗ ei, x
′

j ⊗ ej〉

=

m∑
j,i=1

〈x
′

i, x
′

j〉H〈ei ⊗ ej〉K =

m∑
j=1

〈x
′

j , x
′

j〉H =

m∑
j=1

‖x
′

j‖2H .

Logo, 〈·, ·〉 é positivo, ou seja, 〈z, z〉 ≥ 0 para todo z ∈ H ⊗alg K. E se

〈z, z〉 = 0 então x
′

j = 0 para todo j, assim z =
m∑
j=1

0⊗ej = 0. Portanto,

podemos concluir que 〈·, ·〉 é um produto interno sobre H ⊗alg K.

Denotaremos o completamento de H ⊗alg K com a norma indu-

zida pelo produto interno 〈·, ·〉 : (H ⊗alg K) × (H ⊗alg K) → C como

definido no proposição 1.10 por H⊗̂K. Observe que ‖x1 ⊗ x2‖H⊗̃K =

‖x1‖H‖x2‖K para todo x1 ∈ H e y1 ∈ K.

Sejam A e B C∗−álgebras. Para obtermos uma estrutura de

∗−álgebra em A⊗algB precisamos definir a multiplicação e a involução.

A multiplicação é definida por (a1⊗b1)(a2⊗b2) = a1a2⊗b1b2 para todos

a1, a2 ∈ A e b1, b2 ∈ B. E a involução é dada por (a1 ⊗ b1)∗ = a∗1 ⊗ b∗1
para todo a1 ∈ A e b1 ∈ B. Para mostrar que estas operações existem

e estão bem definidas basta usar a propriedade universal do produto

tensorial algébrico, veja [5] para mais detalhes.

Outra consequência da propriedade universal do produto tensorial

é a seguinte.

Proposição 1.11. Sejam A,B e C ∗−álgebras e f : A→ C e g : B →
C ∗−homomorfismos de álgebras tal que todo elemento de f(A) comuta

com todos elementos de g(B). Então existe único ∗−homomorfismo
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h : A⊗alg B → C tal que h(a⊗ b) = f(a)g(b) para todo a ∈ A e b ∈ B.

Demonstração. Basta considerar a aplicação H : A × B → C definida

por H(a, b) = f(a)g(b) que é bilinear. Por fim, aplique a propriedade

universal do produto tensorial.

Agora estamos caminhando no sentido de definir algumas C∗−-

normas para que A⊗alg B se torne uma C∗-álgebra.

Teorema 1.12. Sejam A,B e C ∗−álgebras e (H,φ) , (K,ψ) repre-

sentações de A e B, respectivamente. Então existe único ∗−homomor-

fismo π : A ⊗alg B → B(H⊗̂K) tal que π(a ⊗ b) = φ(a)ψ(b) para todo

a ∈ A e b ∈ B. Além disso, se φ : A → B(H) e ψ : B → B(K) são

injetivas então π é injetiva.

Demonstração. Seja Φ: → B(H⊗̂K) tal que a 7→ φ(a)⊗IdK e Ψ: B →
B(H⊗̂K) onde b 7→ Idh ⊗ ψ(b), onde IdH e IdK são os operadores

identidade em H e K.

Observe que

(φ(a)⊗ IdK)(IdH ⊗ ψ(b)) = φ(a) ◦ IdH ⊗ IdK ◦ ψ(b)

= IdH ◦ φ(a)⊗ ψ(b) ◦ IdK

= (IdH ⊗ ψ(b))(φ(a)⊗ IdK).

Ou seja, Φ(A) e Ψ(B) comutam. Pela proposição anterior e lembrando

que B(H⊗̂K) é uma C∗−álgebra, existe um único ∗−homomorfismo

π : A⊗B → B(H⊗̂K) sendo

π(a⊗ b) = Φ(a)Ψ(b)

= (φ(a)⊗ IdK)(IdH ⊗ ψ(b))

= φ(a) ◦ IdH ⊗ IdK ◦ ψ(b)
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= φ(a)⊗ ψ(b).

Além disso, tome c ∈ ker(π) ⊆ A ⊗ B, podemos escrever c =
n∑
j=1

aj ⊗ bj , sendo b1, . . . , bn elementos linearmente independentes. Por

ψ ser ∗−homomorfismo injetor, ψ(b1), . . . , ψ(bn) são linearmente inde-

pendentes. Assim

0 = π(c) = π

( n∑
j=1

aj ⊗ bj
)

=

n∑
j=1

φ(aj)⊗ ψ(bj)

donde segue, φ(a1) = · · · = φ(an) = 0. Porém, φ é injetora, logo

a1 = · · · = an = 0, ou seja, c =
n∑
j=1

0⊗ bj = 0. Portanto, ker(π) = {0},

ou seja, π é injetivo.

Agora temos condições suficientes para definir algumas normas so-

bre A⊗alg B.

Definição 1.13. Sejam A e B C∗−álgebras. Sejam (φ,H) e (ψ,K)

representações fieis de A e B, respectivamente. A norma minimal em

A⊗alg B é definida por

‖ · ‖min : A⊗B → R

a⊗ b 7→ ‖a⊗ b‖min = ‖φ(a)⊗ ψ(b)‖B(H⊗K)

Na notação do Teorema 1.12 temos π(a⊗b) = φ(a)⊗ψ(b). Como as

representações são fieis, ‖.‖min é mesmo uma C∗−norma sobre A⊗algB.

Em algumas referências a norma acima é chamada de norma espacial.

Denotaremos o completamento de A⊗algB pela norma ‖·‖min por

A ⊗min B. É posśıvel ver que a norma minimal do produto tensorial

independe da escolha das representações fieis φ : A→ B(H) e ψ : B →
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B(K), a demonstração deste fato encontra-se em [5].

Além disso, a norma acima é chamada de minimal pois é a menor

C*-norma sobre A ⊗alg B. Existe ainda uma a C∗−norma máxima

sobre A⊗alg B definida como segue.

Definição 1.14. Sejam A e B C∗−álgebras. Definimos a C∗−norma

maximal sobre A⊗alg B por ‖ · ‖max : A⊗alg B → R com

‖a⊗ b‖max = sup
π
{‖π(a⊗ b)‖B(H)},

onde o supremo é tomado sobre a coleção de todos os π : A⊗B → B(H)

∗−homomorfismos e H um espaço de Hilbert.

Denotaremos por A⊗max B o completamento de A⊗alg B com a

C∗−norma acima.

Não utilizaremos esta norma no decorrer deste trabalho, por isso

os resultados relacionados a esta norma não serão enunciados, como

por exemplo a limitação desta norma. Caso tenha interesse em estudar

sobre a norma maximal, uma referência básica é o caṕıtulo 6 de [18].

Em geral, para que ‖ · ‖γ seja uma C∗−norma sobre A ⊗alg B, a

norma ‖ · ‖γ deve satisfazer:

1. ‖xy‖γ ≤ ‖x‖γ‖y‖γ ;

2. ‖x∗‖γ = ‖x‖∗γ ;

3. ‖x∗x‖γ = ‖x‖2γ ,

para todo x, y ∈ A ⊗ B. É denotado por A ⊗γ B o completamento de

A⊗B por ‖ · ‖γ . Vejamos agora um exemplo.

Exemplo 1.15. Seja A uma C∗−álgebra. Existe única C∗−norma em

Mn(C)⊗alg A.
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Demonstração. Defina φ : Mn(C)⊗alg A→Mn(A) por
∑
i,j

ei,j ⊗ ai,j 7→

[ai,j ]i,j , onde [ai,j ]i,j são as entradas da matriz em Mn(A). Observe

que φ é um ∗−isomorfismo. Portanto Mn(A) ∼= Mn(C)⊗alg A.

Como Mn(A) é uma C∗−álgebra, existe uma única, a menos de iso-

morfismo, C∗−norma emMn(A). Assim, A⊗Mn(C) é uma C∗−álgebra

com respeito a norma oriunda de Mn(A) . Neste caso, Mn(C)⊗algA ∼=
Mn(C)⊗min A ∼= Mn(C)⊗max A.

1.3 C*-Álgebras associadas a Grupos Dis-
cretos

Nesta seção definiremos as C∗−álgebras de grupos. Mais tarde,

veremos no caṕıtulo 3 que a C∗−álgebra de grupo é um caso especial

de produto cruzado discreto. Neste caso, esta seção serve como uma

introdução para o caṕıtulo 3. Para mais informações sobre esta seção

basta consultar [5].

Seja G um grupo discreto. Seja s ∈ G um elemento qualquer,

denote por δs = χ{s} onde χ{s} é a função caracteŕıstica de {s}.

Primeiramente vamos definir uma ∗-álgebra, denotada por C[G] e

chamada a álgebra do grupo G. Seja

C[G] =

{∑
s∈G

asδs; apenas finitos as ∈ C são não nulas

}
.

O conjunto acima, é o conjunto das funções complexas a de suporte

finito sobre G. Aqui a : G→ C é uma função de suporte finito em que

s 7→ a(s) = as. Assim, asδs(g) =

{
as, se g = s

0, caso contrário
. Podemos

ver os elementos de C[G] como combinações lineares de asδs. Observe

que para cada função a ∈ C[G], existe uma única famı́lia (as)s∈G de
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números complexos tal que as 6= 0 para uma quantidade finita de s ∈ G.

Vamos munir C[G] com a operação de soma definida por(∑
s∈G

asδs

)
+

(∑
t∈G

btδt

)
:=

∑
t,s∈G

asδs + btδt,

a multiplicação por escalar z ∈ C por

z

(∑
s∈G

asδs

)
:=
∑
s∈G

(zas)δs

e a multiplicação dada por(∑
s∈G

asδs

)(∑
t∈G

btδt

)
:=

∑
s,t∈G

asbtδst.

Ainda podemos definir uma operação de involução por

(∑
s∈G

asδs

)∗
:=
∑
s∈G

asδs−1 .

Aqui denotamos por s−1 o inverso de s ∈ G e as o conjugado de

as ∈ C. Com as operações acima C[G] é uma *-álgebra unital, com a

unidade 1C[G] = 1Cδe, sendo e ∈ G a unidade do grupo.

Seja l2(G) um espaço de Hilbert tal que {δt; t ∈ G} é a base vetorial

canônica ortonormal de l2(G). Dado s ∈ G, defina λ : G → B(l2(G))

por λ(s) := λs tal que λs(δt) = δst, para todo t ∈ G. Ainda mais, λ

é uma aplicação injetiva. A aplicação λ é chamada a representação

regular à esquerda. Observe que λ(st) = δst = δsδt = λ(s)λ(t) para

todo s, t ∈ G. Além disso a representação é unitária (isto é, cada λs é

unitário e s → λsh é cont́ınua, com h ∈ l2(G), com relação topologia

induzida pela norma de B(l2(G))), pois λ(e) = δe e λ(s)∗ = λ∗s = λs−1 .

Proposição 1.16. Sejam H um espaço de Hilbert e π : G→ B(H) uma
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representação unitária. Então existe extensão de π para π̃ : C[G] →
B(H) um ∗−representação unital satisfazendo

π̃

(∑
s∈G

asδs

)
:=
∑
s∈G

asπ(s).

Ainda mais, esta aplicação nos dá uma bijeção entre as repre-

sentações unitárias de G em H com as representações unitais de C[G]

em H.

Em particular, λ pode ser estendida a um ∗- homomorfismo C[G]→
B(l2(G) que, por abuso de notação, denotaremos por λ. Mais ainda

λ : C[G]→ B(l2(G)) é injetor. Como λ é injetor, vemos que λ(C[G]) =

C[G] ⊂ B(l2(G)), assim conseguimos definir uma C∗−norma ‖x‖r =

‖λ(x)‖B(l2(G)) para todo x ∈ C[G], fazendo com que C[G] seja uma *-

álgebra normada. Observe que é importante que λ seja injetora sobre

C[G] para que ‖ · ‖r seja uma norma, caso contrário ‖ · ‖r seria somente

uma seminorma.

Agora temos o necessário para definir as C*-álgebras de G.

Definição 1.17. A C*-álgebra reduzida de G é o completamento de

C[G] com respeito a norma

‖x‖r = ‖λ(x)‖B(l2(G))

Denotamos a C*-álgebra reduzida de G por C∗r (G). Ou seja,

C∗r (G) = C[G]
‖·‖r

.

Definição 1.18. A C*-álgebra cheia de G é o completamento de C[G]

com respeito a norma

‖x‖u = sup
π
{‖π(x)‖B(l2(G))},

onde o supremo varia sobre a coleção de todas as ∗- representações
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π : C[G]→ B(H) com H espaço de Hilbert. Ou seja, C∗(G) = C[G]
‖·‖u

.

Note que o supremo acima é limitado, pois

‖x‖u =

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
s∈G

xsλs

∣∣∣∣∣∣∣∣
u

= sup
π

∣∣∣∣∣∣∣∣π(∑
s∈G

xsλs

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤∑
s∈G
|xs| = ‖x‖1.

Exemplo 1.19. Vamos ver que C∗(Z) ∼= C(T), onde T é o circulo

unitário e C(T) é o conjunto das funções cont́ınuas de T em C.

Como G = (Z,+) temos δnδm = δn+m. Defina o ∗−homomorfis-

mo ϕ : C(T)→ C∗(Z) tal que z 7→ δ1. Com isto, zn 7→ δn.

Por outro lado, podemos considerar os unitários zn ∈ C(T), para

todo n ∈ Z tal que znzm = zn+m. Agora, considere ψ : C∗(Z)→ C(T)

definido por δn 7→ zn.

Fazendo ψ ◦ ϕ(z) = ψ(δ1) = z1 = z e ϕ ◦ ψ(δn) = ϕ(zn) = δn

temos que ψ = ϕ−1. Com isto temos nosso isomorfismo.

Pela construção dos completamentos feitos acima, podemos esten-

der λ de tal forma que λ : C∗(G) → C∗r (G) é um homomorfismo so-

brejetor. Para ver isto, primeiramente estenda λ para C∗(G) e depois

observe que λ(C∗(G)) = C∗r (G). Veremos no próximo caṕıtulo que, em

geral, λ : C∗(G)→ C∗r (G) não é injetivo.

Aproveitando a notação utilizada acima para λ, dado s ∈ G defi-

nimos τs : l∞(G) → l∞(G) por f 7→ τs(f) tal que τs(f)(t) = f(s−1t),

para t ∈ G. Veremos em um próximo caṕıtulo que s → τs define uma

ação de grupos de G sobre l∞(G), oriunda da representação regular à

esquerda.

Podemos representar l∞(G) em B(l2(G)) através de operadores de

multiplicação, pois sabemos que l∞(G) é um C∗−álgebra, logo existe

M : l∞(G)→ B(l2(G)) tal que f 7→Mf , onde Mf (ξ) = f · ξ para todo



36

ξ ∈ l2(G). Vendo l∞(G) ⊆ B(l2(G)) as vezes iremos omitir a aplicação

M . Ainda mais, observe que τs(δt)(g) = δt(s
−1g) = δst(g), para todo

s, t, g ∈ G, ou seja, nas funções δt as aplicações τs e λs coincidem para

todo s, t ∈ G.

Assim, dados t ∈ G e f ∈ l∞(G) temos que

λsMfλs−1(δt) = λsMf (δs−1t)

= λsf(s−1t)(δs−1t)

= f(s−1t)(δt)

= τs(f)(t)δt

= Mτs(f)δt.

Como f ∈ l∞(G), ξ ∈ l2(G) e t ∈ G foram quaisquer, omitindo

M , podemos ver como

λsfλ
∗
s = τs(f). (1.2)

Utilizaremos esta igualdade acima na demonstração do teorema 2.24.

Ainda aproveitando as notações já introduzidas podemos definir

l1(G) = C[G]
‖·‖1

,

ou seja, o completamento de C[G] com a norma ‖ · ‖1, definida por∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
s∈G

asδs

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

=
∑
s∈G
|as|. As operações de C[G] se estendem à l1(G)

pois, por exemplo,∣∣∣∣∣∣∣∣(∑
s∈G

asδs

)(∑
t∈G

btδt

)∣∣∣∣∣∣∣∣
1

=
∑
s,t∈G

|asbt| ≤
∑
s,t∈G

|as||bt|

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
s∈G

asδs

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
t∈G

btδt

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
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e ∣∣∣∣∣∣∣∣
(∑
s∈G

asδs

)∗ ∣∣∣∣∣∣∣∣
1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
s∈G

−
as δs−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

=
∑
s∈G
| −as |

=
∑
s∈G
|as| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
s∈G

asδs

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

.

Logo, teremos que l1(G) é uma ∗-álgebra de Banach.

Podemos também definir l1(G) como o conjunto

l1(G) =

{
f : G −→ C tal que

∑
s∈G
‖f(s)‖ <∞

}

com as operações de soma pontual, a multiplicação dada pela con-

volução f ∗ g(t) =
∑
s∈G

f(s)g(s−1t) e a involução [f(t)]∗ = f(t−1) é

uma ∗-álgebra. Além disso, com a norma ‖f‖1 =
∑
s∈G
‖f(s)‖, sendo

f, g ∈ l1(G) e s, t ∈ G, o conjunto l1(G) é uma ∗-álgebra de Banach.

Observe que as duas definições de l1(G) são análogas.
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2 Grupos Discretos
Mediáveis

Neste caṕıtulo introduziremos a mediabilidade de grupos discre-

tos e com alguns resultados chegaremos em um teorema com 7 equi-

valências de grupos mediáveis. Para este caṕıtulo recomenda-se ao

leitor que não está familiarizado com a noção de funções positivas de-

finidas para C∗-álgebras que leia o apêndice A.

2.1 Mediabilidade e Exemplos

Veremos nesta seção a definição de mediabilidade de grupo e alguns

exemplos básicos. Para esta seção utilizamos [7]. Fixamos aqui G um

grupo discreto. Lembre que

l∞(G) = {f : G→ C tal que f é limitada},

com a norma ‖f‖∞ = sup
t∈G
{|f(t)|} sobre l∞(G) é uma C∗-álgebra. Note

ainda que l∞(G) possui unidade, que denotaremos por 1l∞(G).

Definição 2.1. Um grupo G é mediável se existe um funcional linear

limitado ϕ : l∞(G) → C que é um estado invariante à esquerda, ou

seja, ϕ satisfaz
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(i) ϕ(f) ≥ 0 para f ≥ 0;

(ii) ‖ϕ‖ = 1 = ϕ(1l∞(G));

(iii) ϕ(τs(f)) = ϕ(f), onde τs(f)(t) = f(s−1t) ∀s, t ∈ G e f ∈
l∞(G).

Diremos que um funcional ϕ como acima é uma média invariante

sobre G. Assim, um grupo G é mediável se ele admite uma média

invariante. A partir de ϕ conseguimos obter uma medida através do

funcional ϕ como será explicado a seguir.

Seja G um grupo e ϕ ∈ l∞(G)′ = {f : l∞(G)→ C; f é linear e

limitado} um estado invariante à esquerda. Seja P(G) o conjunto das

partes de G. Podemos definir m : P(G) → [0, 1] tal que E ∈ P(G) 7→
m(E) = ϕ(1E) ∈ [0, 1], como uma medida de probabilidade finitamente

aditiva, ou seja, se E,F ∈ P(G) é tal que E∩F = ∅, então m(E∪F ) =

m(E)+m(F ) em(G) = 1. Por ϕ ser invariante à esquerda, temos quem

também herda essa propriedade, isto é, m(sE) = ϕ(1sE) = ϕ(τs(1E)) =

ϕ(1E) para todo s ∈ G e E ∈ P(G), onde sE = {sx;x ∈ E}.

É conhecido que a associação ϕ 7→ m que acabamos de definir nos

dá uma bijeção entre o conjunto dos estados invariantes à esquerda

sobre l∞(G) e o conjunto das medida finitamente aditivas de proba-

bilidade que são invariantes à esquerda. Isto pode ser deduzido de

um resultado ainda mais geral, ver em [21] que descreve o espaço dual

de l2(X) de um conjunto arbitrário em termos de medida finitamente

aditivas sobre X. É importante salientar que, em geral, a medida m

associada a ϕ pode não ser σ-aditiva. Como consequência, um grupo

G é mediável se e somente se existe uma medida finitamente aditiva de

probabilidade e invariante à esquerda sobre G.

O conceito de mediabilidade pode ser generalizado para grupos

topológicos localmente compactos. Na definição acima podemos tro-
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car a invariância à esquerda pela invariância à direita, pois é posśıvel

demonstrar que existe uma média invariante à esquerda se e somente

se existe uma média invariante à direita. Neste trabalho vamos usar

apenas funcionais ou médias invariantes à esquerda.

Agora, vejamos com detalhes alguns exemplos básicos de grupos

mediáveis. Precisaremos também de resultados auxiliares que serão

descritos no decorrer deste caṕıtulo.

Proposição 2.2. Todo grupo G finito é mediável.

Demonstração. Como G é finito, seja |G| = n ∈ N, onde |G| é a cardi-

nalidade de G . Defina

ϕ : l∞(G)→ C

f 7→ 1

n

∑
t∈G

f(t).

Vamos verificar que ϕ é um estado invariante à esquerda. Primeira-

mente, vejamos que ϕ é um funcional linear positivo. Dados f, g ∈
l∞(G), temos a linearidade por:

ϕ(f + g) =
1

n

∑
t∈G

(f + g)(t)

=
1

n

∑
t∈G

f(t) + g(t)

=
1

n

∑
t∈G

f(t) +
1

n

∑
t∈G

g(t)

= ϕ(f) + ϕ(g).

Se f(t) ≥ 0 para todo t ∈ G, então ϕ(f) =
1

n

∑
t∈G

f(t) ≥ 0.



42

Além disso,

ϕ(1l∞(G)) =
1

n

∑
t∈G

1l∞(G)(t) =

n︷ ︸︸ ︷
1 + 1 + · · ·+ 1

n
=
n

n
= 1

e

‖ϕ‖∞ = sup
‖f‖=1

{|ϕ(f)|} = sup
‖f‖=1

{∣∣∣∣ 1n∑
t∈G

f(t)

∣∣∣∣
}

≤ sup
‖f‖=1

1

n

{∑
t∈G
|f(t)|

}
≤ n

n
= 1.

Do provado acima, como ϕ(1l∞(G)) = 1 temos ‖ϕ‖∞ = 1. Logo, ϕ é

um estado. Falta mostrar que ϕ é invariante à esquerda. Dado s ∈ G
e f ∈ l∞(G) temos

ϕ(τs(f)) =
1

n

∑
t∈G

τs(f(t)) =
1

n

∑
t∈G

f(s−1t) =
1

n

∑
u∈G

f(u) = ϕ(f).

Portanto, provamos que ϕ é uma média invariante sobre G.

Por esta proposição já temos exemplos concretos de grupos mediáveis,

tais como os grupos de permutações, rotações e translações finitas e

conseguimos neste caso explicitar uma média invariante.

Para a próxima exemplificação, usaremos aqui um teorema de

ponto fixo de Markov-Kakutani, que está enunciado a seguir:

Teorema 2.3. [Teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani]

Seja E uma espaço vetorial topológico Hausdorff e X ⊂ E sub-

conjunto compacto e convexo. Seja Υ uma coleção de transformações

lineares limitadas de E em E, tal que T (X) ⊂ X, para todo T ∈ Υ . Se

Υ é comutativo então existe um ponto x0 ∈ X tal que Tx0 = x0, para
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todo T ∈ Υ .

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [21], no Teo-

rema 0.14.

Com este resultado, segue que:

Corolário 2.4. Todo grupo abeliano discreto é mediável.

Demonstração. Sejam G grupo (discreto) abeliano e E = l∞(G)′ =

{ϕ : l∞(G) → C;ϕ é linear limitado} com a topologia fraca−∗. Defina

X = {ϕ ∈ E; ‖ϕ‖ ≤ 1, ϕ(1E) = 1 e ϕ(f∗f) ≥ 0, ∀f ∈ l∞(G)}.
Note que X é um subconjunto dos funcionais lineares positivos com

norma menor ou igual que 1 de l∞(G), que além disso é fechado e

convexo dentro da bola unitária em E. Assim, pelo teorema de Banach-

Alaoglu, X é compacto.

Para cada s ∈ G, defina

τ ′s : E → E

φ 7→ φ ◦ τs,

onde τs é a função já definida anteriormente. Vejamos que τ ′s é uma

transformação linear limitada. Dado γ, η ∈ E e c ∈ C, temos que

τ ′s(cγ+η) = (cγ+η)◦τs = cγ◦τs+η◦τs = c(γ◦τs)+η◦τs = cτ ′s(γ)+τ ′s(η)

e

‖τ ′s‖ = sup
‖φ‖=1

‖τ ′s(φ)‖ = sup
‖φ‖=1

‖φ ◦ τs‖ ≤ ‖τs‖ ≤ 1.

Seja Υ = {λ′s; s ∈ G} uma coleção de transformações lineares

limitadas em E. Como G é abeliano, dados s, t ∈ G, temos τsτt =
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τst = τts = τtτs. Assim, dado φ ∈ E, obtemos

τ ′sτ
′
t(φ) = τ ′s(φ ◦ τt) = φ ◦ τt ◦ τs = φ ◦ τs ◦ τt = τ ′t(φ ◦ τs) = τ ′tτ

′
s(φ),

e portantoΥ é comutativo. Por fim, τ ′s(X) = {ϕ ◦ τs;ϕ ∈ E} ⊂
X, pois cada τs é um automorfismo de C∗−álgebras (veremos este

resultado no próximo caṕıtulo).

Agora temos condições suficientes para aplicar o Teorema 2.3. Pelo

teorema, existe ϕ0 ∈ X tal que τ ′s(ϕ0) = ϕ0, para todo s ∈ G, ou seja,

ϕ0 ◦τs = ϕ0, isto é, ϕ0 é invariante à esquerda. Como ϕ0 ∈ X ⊂ l∞(G)

temos que ϕ0 é um estado invariante à esquerda.

Portanto, ϕ0 é uma média invariante à esquerda, logoG é mediável.

O corolário acima pode ser generalizado para grupos localmente

compactos Hausdorff e abelianos, como pode ser visto nos apêndices de

[24]. Agora temos mais uma gama de exemplos de grupos mediáveis,

como (Z,+), (R,+), (C,+) entre outros. Observe que provamos a existência

da média invariante, porém neste caso, não a explicitamos. Veremos

que não é fácil expressar a média invariante como no caso finito.

Esta dificuldade de explicitar uma média invariante ϕ sobre G é

que ϕ(C0(G)) = {0}, isto é, ϕ(f) = 0 para todo f ∈ C0(G).

De fato, para isto basta mostrar que ϕ(δt) = 0 para todo t ∈ G pois

C0(G) ∼= span{δt; t ∈ G}. Sabemos que λt(δe) = δt e por invariância

temos ϕ(δt) = ϕ(λt(δe)) = ϕ(δe). Tome t1, · · · , tk um conjunto finito

de k pontos distintos de G, então

k|ϕ(δe)| = |ϕ(δt1 + δtk)| ≤ 1.

Isto implica que k|ϕ(δe)| ≤ 1 e assim ϕ(δe) = 0. E portanto, ϕ(δt) =
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ϕ(δe) = 0.

Já vimos os exemplos mais básicos de grupos mediáveis, porém

ainda não vimos nenhum grupo que não é mediável. Será que todo

grupo é mediável? Está questão será respondida com o próximo exem-

plo.

Seja F2 o grupo livre gerado por dois elementos, digamos {a, b},
isto é, os elementos de F2 são gerados pelo span algébrico de {a, b}, ou

seja, como multiplicações de potências de a e b onde a multiplicação

em F2 é a concatenação de elementos.

Exemplo 2.5. O grupo F2 não é mediável.

Todo elemento g ∈ F2, pode ser escrito unicamente de forma g =

anbm1an1 . . . bbkank , com k ∈ N ∪ 0 e sendo n,mi, ni ∈ Z. Seja U0 o

subconjunto de F2 dos elementos que começam com potências pares de

a (incluindo o zero, ou seja, os elementos que começam com potências

de b) e U1 o subconjunto de F2 que se inicia com potências impares de

a. Claramente aU0 = U1 e F2 = U0∪̇U1.

Se F2 fosse mediável, existiria uma média finitamente aditiva m

como fizemos após a definição de grupo mediável. Então m(U1) =

m(aU0) = m(U0) e

1 = m(F2)

= m(U0 ∪ U1)

= m(U0) +m(U1)

= m(U1) +m(U1)

= 2m(U1).

Ou seja, m(U1) =
1

2
.
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Agora particionamos F2 através dos subconjuntos V0, V1 e V2 dos

elementos y ∈ F2 que iniciam com potências de b das formas 3n, 3n+

1 e 3n + 2, com n ∈ Z, respectivamente. Note que F2 = V0∪̇V1∪̇V2 e

b2V1 = bV1 = V0. Além disso,

1 = m(F2)

= m(V0∪̇V1∪̇V2)

= m(V0) +m(V1) +m(V2)

= m(V0) +m(b2V1) +m(bV2)

= m(V0) +m(V0) +m(V0)

= 3m(V0).

Portanto, m(V0) =
1

3
.

Observe que U1 ⊆ V0, assim
1

2
= m(U1) ≤ m(V0) =

1

3
, temos um

absurdo. Logo, F2 não é mediável.

Do exemplo acima e da Proposição 2.7 seguirá que todo grupo que

contém F2 como subgrupo não é mediável. Para isto, basta supor que

este tal grupo seja mediável então teŕıamos uma contradição com o

provado acima.

Na década de 30, o matemático von Neumann fez a seguinte con-

jetura:

Conjectura 2.6. Se G não é mediável se e somente se G possui F2

como um subgrupo.

Quase 50 anos depois, em 1980, foi provado por Alexander Ol’shanskii

[19] que a conjectura é falsa. Ele demonstrou que o “grupo monstro

de Tarski”, é um contra-exemplo para a conjectura. Dois anos de-

pois, Sergei Adian mostrou que certos grupos de Burnside também
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são contra-exemplos para esta conjectura. Historicamente o primeiro

contra-exemplo potencial é o grupo de Thompson. Porém, até hoje

ainda não se sabe se ele é mediável.

Em 2012, Nicolas Monod encontrou um contra-exemplo para a con-

jectura. Em 2013, Lodha e Moore encontraram um subgrupo finamente

gerado não mediável do grupo de Monod.

Nossos próximos resultados mostram como se comportam os sub-

grupos e os quocientes de grupos mediáveis.

Proposição 2.7. Todo subgrupo de um grupo mediável G é mediável.

Demonstração. Seja H um subgrupo de G. Assim,

G =
⋃
s∈G

Hs =

.⋃
i∈I

Hsi,

sendo I o conjunto de ı́ndices e si representante da classe lateral à

direita.

Dado f ∈ l∞(H) defina f̃ : G→ C tal que s = hsi 7→ f(h). Então

f̃ ∈ l∞(G) pois f ∈ l∞(H).

Vejamos que a aplicação l∞(H) → l∞(G) tal que f 7→ f̃ é linear

positivo e que 1l∞(G) = 1̃l∞(H). Dados f, g ∈ l∞(H) , s = h1s1 ∈ G e

i ∈ l∞(H) elemento positivo. Primeiramente a linearidade,

f̃ + g(s) = f̃ + g(h1s1) = (f + g)(h1)

= f(h1) + g(h1) = f̃(h1s1) + g̃(h1s1)

= f̃(s) + g̃(s) = (f̃ + g̃)(s).

Note que ĩ ≥ 0 pois i ≥ 0. Por fim, 1̃H(s) = 1̃H(h1s1) = 1H(h1) = 1 =

1G(s).

Por hipótese G é mediável, donde existe ϕ ∈ l∞(G)′ uma média
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invariante sobre G. Defina a aplicação

ψ : l∞(H)→ C

f 7→ ϕ(f̃).

Pelo provado anteriormente, segue que ψ é um estado. Basta mos-

trar que é invariante à esquerda para provarmos que ψ é uma média

invariante sobre H.

Dado t, s ∈ G tal que s = h1s1, com h1 ∈ H e s1 ∈ G, e f ∈ l∞(H)

temos

ψ(τt(f(s)) = ϕ( ˜τt(f(s)) = ϕ( ˜τt(f(h1s1)))

= ϕ(τt(f(h1))) = ϕ(f(h1))

= ϕ(f̃(h1s1)) = ϕ(f̃(s)) = ψ(f(s)).

Ou seja, ψ é uma média invariante à esquerda sobre H. Portanto,

H é mediável.

Proposição 2.8. Se G é um grupo mediável e HEG é subgrupo normal

de G, então
G

H
é mediável.

Demonstração. Sejam ϕ ∈ l∞(G)′ uma média invariante à esquerda

sobre G e q : G −→ G

H
, a projeção canônica e sobrejetiva.

Defina

π : l∞
(
G

H

)
→ l∞(G)

f 7→ f ◦ q.

Vejamos que π está bem definido, ou seja, dado f ∈ l∞(G/H) temos

π(f) ∈ l∞(G). Seja s, t ∈ G. Temos

π(f)(s+ t) = f ◦ q(s+ t) = f(q(s) + q(t))
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= f ◦ q(s) + f ◦ q(t) = π(f)(s) + π(f)(t)

e

‖π‖ = sup
‖f‖=1

‖π(f)‖ = sup
‖f‖=1

‖f ◦ q‖ ≤ 1.

Logo, π(f) ∈ l∞(G). Além disso,

π(1G/H) = 1G/H ◦ q = 1G.

Portanto, ‖π‖ = 1 e facilmente π preservar a positividade.

Defina agora

ψ = ϕ ◦ π : l∞(G/H) −→ C

f 7−→ ϕ(π(f)).

Pelo provado anteriormente, note que ψ é um estado. Agora vamos

mostrar que ψ é invariante à esquerda. Dados f ∈ l∞(G/H), s ∈ G tal

que x = q(s) ∈ G/H e h ∈ G/H, observe que

π(τx(f))(h) = τq(s)(f) ◦ q(h) = τq(s)f(q(h))

= f([q(s)]−1 · q(h)) = f(q(s−1) · q(h))

= f(q(s−1h)) = π(f)(s−1h) = τs(π(f))(h).

Ou seja, π(τx(f)) = τs(π(f)) para toda f ∈ l∞(G/H), sendo x =

q(s).

Por fim,

ψ(τx(f)) = ϕ(π(τx(f))) = ϕ(τs(π(f))) = ϕ(π(f)) = ψ(f).

Logo, ψ é uma média invariante sobre G/H. Portanto G/H é

mediável.
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Agora analisaremos como se comporta o limite indutivo de grupos

mediáveis.

Definição 2.9. Sejam (I,≤) um conjunto dirigido, {Gi; i ∈ I} uma

famı́lia de grupos e {φji; i, j ∈ I, i ≤ j} uma famı́lia de homomor-

fismos de grupos φji : Gi −→ Gj tal que

(i) φii = IdGi , para todo i ∈ I;

(ii) φki = φkj ◦ φji sempre que i ≤ j ≤ k.

O par (Gi, φji)i é dito sistema dirigido.

Lembre-se que o limite indutivo para o sistema dirigido (Gi, φji)i

é um grupo G, que denotaremos por G = lim
→
Gi, munido de homomor-

fismos ψi : Gi → G tal que para todo i ≤ j temos que ψi = ψj ◦ φji.
Na forma de diagramas comutativos, temos

Gj
ψj

��
Gi

φji
>>

ψi

// G

Além disso, se G′ grupo e ψ′j : Gi → G′ satisfazem a propriedade

acima, existe um único homomorfismo α : G′ → G tal que ψ′i = α ◦ ψi,
para todo i ∈ I. Sabemos, da teoria de grupos, que o limite indutivo

para (Gi, φji)i existe unicamente, a menos de isomorfismo, e denotare-

mos por lim
→
Gi.

Proposição 2.10. Sejam {Gi; i ∈ I}i e {φji; i ≤ j tal que i, j ∈ I}
com I conjunto dirigido, sendo (Gi, φji)i um sistema dirigido. Se cada

Gi é mediável então lim
→
Gi = G é mediável.
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Demonstração. Seja ψi : Gi → G o homomorfismo de grupo do limite

indutivo. Então

G =
⋃
i∈I

ψi(Gi).

Para cada i ∈ I denote por Hi = ψi(Gi), pelo 1o Teorema dos Isomor-

fismos de grupos temos que Hi
∼=

Gi
kerψi

, onde kerψi é o núcleo de cada

homomorfismo ψi. Pela Proposição 2.8, cada Hi é mediável.

Para cada i ∈ I, como Gi é mediável, existe ϕi ∈ l∞(Gi)
′ uma

média invariante.

Considere

Vi : l
∞(G)→ C

f 7→ ϕi(f
∣∣
Hi

),

que claramente é um estado, porém não necessariamente é invariante.

Como o espaço dos estados em l∞(G)′ é compacto com a topologia

fraca-*, temos que existe uma subnet, digamos {Vkλ}λ∈Λ, que converge

para V no espaço dos estados. Agora, basta mostrar que V é invariante

à esquerda. Dados f ∈ l∞(G) e s ∈ G, tome k0 ∈ I tal que g ∈ Hk0 .

Então denotando por τG quando queremos a função τ definida de l∞(G)

em l∞(G) e τHj quando queremos a função τ definida de l∞(Hj) em

l∞(Hj), temos ∀j ≥ k0,

Vj(τs(f)) = ϕj(τ
G
s (f

∣∣
Hj

)) = ϕj(τ
Hj
s (f

∣∣
Hj

)) = ϕj(f
∣∣
Hj

) = Vj(f).

Tomando o limite, temos que V (τs(f)) = V (f), ou seja, V é uma

média invariante sobre l∞(G)′. Portanto, G é mediável.

Temos um corolário imediado da proposição acima.

Corolário 2.11. Se um grupo pode ser escrito com união direta de

grupos mediáveis então o grupo é mediável.
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Proposição 2.12. Seja 1 → H
i
↪→ G

q
� K → 1 uma sequência exata

de grupos. Se H e K são mediáveis então G é mediável.

Demonstração. Como H e K são mediáveis, denote por ϕH ∈ l∞(H)′

e ϕK ∈ l∞(K)′ as médias invariantes associadas aos grupos H e K,

respectivamente. Por hipótese, vamos denotar o homomorfismo injetor

de H para G por i e por q : G → K o homomorfismo sobrejetor de G

para K.

Defina φ : l∞(G)→ C tal que, dado f ∈ l∞(G) e g ∈ G,

φ(f)|q(g) = ϕH(τg−1(f)|H).

Como a sequência é exata e ϕH é invariante à esquerda, então φ

está bem definida.

Defina agora, ϕG ∈ l∞(G)′ por ϕG = ϕK◦φ . Por contas anteriores

que ϕG é um estado. Vamos mostrar que ϕG é invariante à esquerda.

Denotando por τG quando queremos a função τ definida de l∞(G) em

l∞(G) e τK quando queremos a função τ definida de l∞(K) em l∞(K)

. Note que, dado s ∈ G,

φ

(
τGg (f)

∣∣∣∣
q(s)

)
= ϕH

(
τGs−1(τGg (f))

∣∣∣∣
H

)
= ϕH

(
τG(g−1s)−1(f)

∣∣∣∣
H

)
= φ

(
f

∣∣∣∣
q(g)−1q(s)

)
= τKq(g)

(
φ(f)

∣∣∣∣
q(s)

)
.

Portanto, φ(τGg (f)) = λKq(g)(φ(f)).
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Assim,

ϕG(τGs (f)) = ϕK(φ(τGs (f))) = ϕK(τKq(s)(φ(f))) = ϕK(φ(f)) = ϕG(f),

ou seja, ϕG é uma média invariante sobre G. Aqui conclúımos que

G é mediável.

Corolário 2.13. Sejam G um grupo e H subgrupo normal de G. Se

H e
G

H
são mediáveis então G é mediável.

Como decorrência deste resultado temos o seguinte exemplo;

Exemplo 2.14. Seja G grupo das matrizes na forma

(
a b

0 1

)
,

sendo a, b ∈ R e a 6= 0 com a operação de composição sendo a multi-

plicação usual de matrizes. Então G é um grupo mediável.

De fato, sejam os subgrupos K =

{(
a 0

0 1

)
; a 6= 0

}
e H =

{(
1 b

0 1

)
; b ∈ R

}
. Ainda mais, observe que H é um subgrupo nor-

mal de G, isto é, gHg−1 ⊆ H para todo g ∈ G, pois,(
a b

0 1

)(
1 c

0 1

)(
1/a -b/a

0 1

)
=

(
1 c

0 1

)(
1/a -b/a

0 1

)

=

(
1 ac

0 1

)
∈ H

Observe ainda que H ∼= (R,+) e portanto é abeliano e mediável.

Além disso,
G

H
∼= K, pois K ∩H = {Id} e K ·H = H ·K = G.

Note que K ∼= (R∗, ·) e portanto é mediável. Assim, pelo corolário

acima, temos G mediável.

Corolário 2.15. Se H e K são mediável então H ⊕K é mediável.
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Demonstração. Basta notar que 1 → H → H ⊕ K → K → 1 é

sequência exata.

Segue, por indução, do resultado acima que soma direta finita de

grupos mediáveis é mediável. Além disso, deste resultado temos que

somas diretas arbitrárias de grupos mediáveis é mediável. Para isto,

basta ver a soma direta como um limite indutivo em que cada conjunto

é mediável.

Corolário 2.16. Seja Λ um conjunto de ı́ndices e cada Gλ grupo

mediável, sendo λ ∈ Λ. Então G = ⊕λ∈ΛGλé mediável.

Demonstração. Seja F(Λ) = {F ⊆ Λ;F é finito }. Para cada F =

{λ1, λ2, . . . λn} ∈ F(Λ), considere GF = Gλ1
⊕Gλ2

⊕ · · · ⊕Gλn .

Note que G = lim
→
GF e pelo corolário anterior cada GF é mediável

então G = ⊕λ∈ΛGλé mediável.

Com isto, vimos que a classe dos grupos mediáveis é fechada to-

mando subgrupos, quocientes, limite indutivo e extensões. Assim, qual-

quer grupo constrúıdo, a partir destes grupos, com essas operações, é

mediável. Chamamos de grupos mediáveis elementares estes tais gru-

pos.

2.2 Caracterizações de Mediabilidade

Existem muitas caracterizações diferentes de mediabilidade de gru-

pos. Nesta seção iremos definir conceitos e alguns resultados para che-

garmos em um Teorema com 7 equivalências para mediabilidade de
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grupos. Existem muitos artigos com esta demonstrações semelhantes a

deste resultado.

Lembrando que l1(G) pode ser visto como o conjunto{
f : G −→ C tal que

∑
s∈G
‖f(s)‖ <∞

}

e com as operações de soma pontual, a multiplicação dada pela con-

volução f ∗ g(t) =
∑
s∈G

f(s)g(s−1t) e a involução [f(t)∗] = f(t−1) é

uma ∗-álgebra. Além disso, com a norma ‖f‖1 =
∑
s∈G
‖f(s)‖, sendo

f, g ∈ l1(G) e t ∈ G, o conjunto l1(G) é uma ∗-álgebra de Banach.

Vamos denotar por

Prob(G) =

µ ∈ l1(G); µ ≥ 0 e
∑
g∈G

µ(g) = 1


o espaço de todas as medidas de probabilidade em G. Utilizamos aqui

as medidas de probabilidade pois se G é enumerável, conseguimos para

cada µ ∈ Prob(G), definir uma medida sobre a σ−álgebra das partes

de G.

Observe que a ação de translação à esquerda τ de G sobre l∞(G)

torna o subespaço Prob(G) invariante. Assim podemos continuar uti-

lizando s→ τs para denotar a ação canônica de G sobre Prob(G).

Definição 2.17. O grupo G possui uma média invariante aproximada

se dados ε > 0 e E ⊂ G subconjunto finito, existe um µ ∈ Prob(G) tal

que

‖τs(µ)− µ‖1 < ε para todo s ∈ E.

Dados E,F ⊂ G, denotamos por E4F = (E ∪ F )\(E ∩ F ) o

operador da diferença simétrica, isto é, E4F é o conjunto de elementos

em exatamente um dos conjuntos E ou F .
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Veremos agora como caracterizar mediabilidade através da condição

de Følner.

Definição 2.18. Dizemos que G satisfaz a condição de Følner, se dado

ε > 0 e qualquer subconjunto finito E ⊂ G, existe um subconjunto finito

F ⊂ G tal que

max
s∈E

|sF4F |
|F |

< ε,

onde sF = {st; t ∈ F} e |C| denota a cardinalidade do conjunto C.

Observe que sF4F = (sF ∪ F )\(sF ∩ F ) = [sF\(sF ∩ F )] ∪
[F\(sF ∩ F )]. Assim,

|sF4F |
|F |

=
|[sF\(sF ∩ F )] ∪ [F\(sF ∩ F )]|

|F |

=
|sF |
|F |
− |sF ∩ F |

|F |
+
|F |
|F |
− |sF ∩ F |

|F |

= 2− 2
|sF ∩ F |
|F |

.

Logo, a condição de Følner é o mesmo que pedir

max
s∈E

|sF ∩ F |
|F |

> 1− ε

2
.

Seja I um conjunto dirigido e considere a net de subconjuntos

finitos {Fi}i∈I ⊂ G tal que

|sFi4Fi|
|Fi|

−→ 0, ∀s ∈ G (2.1)

é chamada net de Følner. Veja que a condição de Følner é equivalente

a existência de uma net de Følner. A demonstração deste fato pode ser

vista no primeiro caṕıtulo de [6].

No caso que G é enumerável, observe que a net pode ser substitúıda

por uma sequência de Følner. Vejamos um exemplo de uma sequência



57

de Følner.

Exemplo 2.19. Seja G = Z com a operação de soma. Tome Fn =

[−n, n] e s ∈ Z. Assim,

|sFn4Fn|
|Fn|

=
|s[−n, n]4[−n, n]|

[−n, n]
= 2− 2

|s[−n, n] ∩ [−n, n]|
|[−n, n]|

= 2− 2
|[−n, n]|
|[−n, n]|

= 0.

Com um resultado que veremos nesta seção e as contas feitas acima

temos que Z é um grupo mediável. Já sab́ıamos isto pois Z é um grupo

abeliano e portanto mediável.

Supondo a condição de Følner, vejamos que existe uma média inva-

riante aproximada. Para isso, basta normalizar a função caracteŕıstica

χF do subconjunto F , ou seja,
1

|F |
χF ∈ Prob(G), e ver que

|sF4F |
|F |

=

∣∣∣∣∣∣∣∣τs( 1

|F |
χF

)
− 1

|F |
χF

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

.

Assim,

max
s∈E

∣∣∣∣∣∣∣∣τs( 1

|F |
χF

)
− 1

|F |
χF

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

= max
s∈E

|sF4F |
|F |

< ε.

No Teorema 2.24 provaremos a rećıproca do feito acima.

Vamos relembrar dois teoremas de uso decorrente em Análise Fun-

cional, que serão utilizados no Teorema 2.24. Este primeiro resultado

foi provado por Herman Goldstine. O segundo é conhecido como Te-

orema de Separação de Hanh-Banach. As provas serão omitidas neste

trabalho. Também relembremos algumas definições para estes teore-

mas.
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Teorema 2.20 (Teorema de Goldstine). Seja X um espaço de Banach.

Então a imagem da bola unitária fechada B ⊂ X através da aplicação

canônica na bola unitária B′′ do espaço bidual X ′′ é densa na bola

unitária com respeito a topologia fraca-∗.

Na hipótese do próximo teorema precisamos de um espaço veto-

rial localmente convexo, aproveitamos aqui para definir-lo e também o

envoltório convexo.

Definição 2.21. Seja V um espaço vetorial sobre C. O espaço V é

um espaço vetorial convexo se (1− t)x+ ty ∈ V , para todo x, y ∈ V e

t ∈ [0, 1].

Definição 2.22. Seja X um conjunto qualquer, o envoltório convexo

de X é o conjunto

Conv(X) =

{ n∑
i=1

tixi;xi ∈ X, t1, . . . , tn ∈ [0, 1] e t1 + . . .+ tn = 1

}

Além disso, o Conv(X) é o menor conjunto convexo que contém

X.

Teorema 2.23 (Separação de Hanh-Banach). Seja V um espaço ve-

torial localmente convexo sobre C. Se A e B são conjuntos não vazios

convexos e disjuntos, sendo A compacto e B fechado, então existe uma

aplicação linear ϑ : V −→ C cont́ınua e α, β ∈ R tal que Re(ϑ(a)) <

α < β < Re(ϑ(b)) para todo a ∈ A, b ∈ B.

Agora temos as ferramentas necessárias para demonstrar o seguinte

teorema.

Teorema 2.24. Seja G um grupo discreto. As seguintes afirmações

são equivalentes:

(1) G é mediável;
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(2) G possui uma média invariante aproximada;

(3) G satisfaz a condição de Følner;

(4) Existem vetores unitários ξi ∈ l2(G) tais que ‖λs(ξi)− ξi‖2 −→ 0,

para todo s ∈ G;

(5) Existe uma net (ϕi)i de funções definidas positivas de suporte finito

em G tal que ϕi −→ 1 pontualmente;

(6) C∗(G) é isomorfo à C∗r (G) como C∗−álgebras;

(7) C∗r (G) admite uma representação de dimensão 1, ou seja, um ca-

rácter χ : C∗r (G)→ C.

Demonstração. (1⇒ 2)

Seja ϕ ∈ l∞(G)′ uma média invariante à esquerda sobre G. Sabe-

se que l∞(G) ∼= l1(G)′, através do isomorfismo que identifica κ ∈ l∞(G)

com o funcional dado por

κ(f) =
∑
s∈G

f(s)κ(s), ∀f ∈ l1(G).

Pela identificação feita acima, ϕ ∈ l∞(G)′=̃l1(G)′′. Dado f ∈
l1(G), denotaremos por f̃ sua imagem no bidual l1(G)′′. Assim f̃ é

o funcional sobre l1(G)′ dado por avaliação: f̃(φ) := φ(f). Usando

a identificação canônica l1(G)′ ∼= l∞(G), isto pode ser escrito como

f̃(φ) =
∑
s∈G

f(s)φ(s).

Pelo Teorema de Goldstine, a bola unitária de l1(G) é fraca-∗ densa

na bola unitária de l∞(G)′, donde existe uma net {fi}i∈I ⊂ l1(G) com

‖fi‖l1(G) ≤ 1 tal que f̃i −→ ϕ na topologia fraca-∗, sendo I um conjunto

dirigido. Além disso, como C[G] é denso em l1(G), podemos supor, sem

perda de generalidade, que cada fi ∈ C[G].
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Defina f ′i =
fi + fi

2
, e note que ainda continuamos com f ′i ∈ C[G]

e ‖f ′i‖l1(G) ≤ 1, para todo i ∈ I. Mais ainda, f̃ ′i −→ ϕ na topologia

fraca-∗. De fato, dado φ ∈ l1(G)′ = l∞(G), temos

f̃ ′i(φ) = φ(f ′i) = φ

(
fi + fi

2

)
=

1

2
φ(fi) +

1

2
φ(fi) =

1

2

(
φ(fi) + φ(fi)

)
=

1

2

(
f̃i(φ) + f̃i(φ)

)
−→ 1

2

(
ϕ(φ) + ϕ(

−
φ)

)
=

1

2

(
ϕ(φ) + ϕ(φ)

)
= ϕ(φ).

Defina agora f ′′i = |f ′i |. Ainda temos f ′i ∈ C[G], ‖f ′′i ‖1 = ‖f ′i‖1 ≤ 1

e f ′′i ≥ 0.

Para mostrar que f̃ ′′i −→ ϕ, vejamos que ‖f ′i − f ′′i ‖1 −→ 0. Pri-

meiro note que ‖f ′i‖ −→ 1, pois |1l∞(G)(f
′
i)| ≤ ‖f ′i‖, assim

1 = ϕ(1l∞(G)) = |ϕ(1l∞(G))| = | lim
i
f̃ ′i(1l∞(G))|

= | lim
i

1l∞(G)(f
′
i)| ≤ ‖f ′i‖ ≤ 1

Portanto,

‖f ′′i − f ′i‖1 =
∑
s∈G
|f ′′i (s)− f ′i(s)| =

∑
s∈G
||f ′i(s)| − f ′i(s)|

=
∑
s∈G
|f ′i(s)| −

∑
s∈G

f ′i(s) = ‖f ′i‖1 − 1l∞(G)(f
′
i)

= ‖f ′i‖1 − f̃i(1l∞(G)) −→ 1− ϕ(1l∞(G)) = 1− 1 = 0

Com isto, f̃ ′′i converge fraco-∗ para ϕ. Por fim, normalizando f ′′i ,

definimos

ϕi =
f ′′i
‖f ′′i ‖

,∀i ∈ I.
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Observe que ϕi ∈ Prob(G). Assim, {ϕi}i∈I é uma net em Prob(G)

tal que ϕ̃i converge fraco-∗ para ϕ.

Vejamos que (τs(ϕi) − ϕi) −→ 0 fracamente em l1(G), para todo

s ∈ G .

Primeiramente, observe que, dado κ ∈ l∞(G), temos

κ(τs(ϕi)) =
∑
g∈G

λs(ϕi(g))κ(g) =
∑
g∈G

ϕi(s
−1g)κ(g)

=
∑
h∈G

ϕi(h)κ(sh) = (τs−1(κ))(ϕi)

= ϕ̃i(τs−1(κ)) −→ ϕ(τs−1(κ)) = ϕ(κ).

Analogamente, κ(ϕi) = ϕ̃i(κ) −→ ϕ(κ). Assim,

κ(τs(ϕi)− ϕi) = κ(τs(ϕi))− κ(ϕi) −→ ϕ(κ)− ϕ(κ) = 0.

Como s ∈ G foi qualquer, segue que τs(ϕi) − ϕi converge fraca-

mente para 0 , para todo s ∈ G.

Seja Λ = F(G) = {F ⊂ G;F é finito }. Note que Λ é dirigido pela

inclusão. Dado F = {s1, . . . sm} ⊂ Λ, com |F | = m, considere

l1(G)⊕ l1(G)⊕ · · · ⊕ l1(G)︸ ︷︷ ︸
m

com a norma do máximo, isto é, para x = (x1, x2, , . . . , xm) ∈ l1(G)⊕
· · · ⊕ l1(G)

‖(x)‖max = max
i∈{1,...,m}

‖xi‖.

Seja B0 = Conv({(τsk(ϕi) − ϕi)
m
k=1; i ∈ I} o envoltório convexo do

conjunto das m-uplas (τs1(ϕi)−ϕi, . . . , τsm(ϕi)−ϕi) em l1(G)⊕ · · · ⊕
l1(G) e B1 = B0 o seu fecho com respeito a norma acima. Vamos

mostrar que 0 ∈ B.
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Suponha que 0 /∈ B. Denotando A = {0} e B = B1 como no

Teorema 2.23 em que as hipóteses são facilmente verificadas, existe

ϑ ∈ (l1(G) ⊕ · · · ⊕ l1(G))′ = l∞(G) ⊕ · · · ⊕ l∞(G) e α, β ∈ R tal que

Re(ϑ(a)) < α < β < Re(ϑ(b)). Como A = {0} temos que Re(ϑ(a)) =

0, em particular

0 < α ≤ inf
i∈I

Re(ϑ(((τsk(ϕi)− ϕi)mk=1)).

Então α = 0, pois λs(ϕi) − ϕi converge fracamente para 0, o que

seria um absurdo já que α > 0. Logo, 0 ∈ B.

Por fim, como B é um subconjunto convexo em um espaço de

Banach, o fecho fraco e o fecho na norma coincidem. Segue que, dado

F ∈ Λ existe uma combinação convexa ϕF dos ϕi tal que

‖τs(ϕF )− ϕF ‖ ≤
1

|F |
, ∀s ∈ F.

Isto implica o item (2).

(2⇒ 3)

Sejam ε > 0 e E ⊂ G finito. Por hipótese, existe µ ∈ Prob(G) tal

que ∑
s∈E
‖τs(µ)− µ‖1 < ε.

Dado r ≥ 0, definimos o conjunto F (µ, r) = {s ∈ G;µ(s) > r}. Seja

χF (µ,r) a função caracteŕıstica associada ao conjunto F (µ, r).

Sejam f, h ∈ l1(G) tal que ‖f‖1 = ‖h‖1 = 1. Observe que

|χF (f,r)(t) − χF (h,r)(t)| = 1 se somente se f(t) ≤ r ≤ h(t) ou h(t) ≤
r ≤ f(t), para todo t ∈ G. Ainda mais, se f e h são superiormente
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limitadas por 1, temos

|f(t)− h(t)| =
1∫

0

|χF (f,r)(t)− χF (h,r)(t)|dr.

Assim,

‖τs(µ)− µ‖1 =
∑
t∈G
|τs(µ)(t)− µ(t)|

=
∑
t∈G

1∫
0

|χF (τs(µ),r)(t)− χF (µ,r)(t)|dr

=

1∫
0

∑
t∈G
|χsF (µ,r)(t)− χF (µ,r)(t)|dr

=

1∫
0

|sF (µ, r)4F (µ, r)|dr.

Ou seja,

‖τs(µ)− µ‖1 =

1∫
0

|sF (µ, r)4F (µ, r)|dr.

Ainda que,

1∫
0

∑
s∈E
|sF (µ, r)4F (µ, r)|dr =

∑
s∈E
‖τs(µ)− µ‖1

< ε = ε
∑
t∈G

µ(t)

= ε
∑
t∈G

µ(t)∫
0

dr

= ε

1∫
0

|{t ∈ G;µ(t) > r}|dr
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= ε

1∫
0

|F (µ, r)|dr.

Então, para algum r ∈ (0,∞), temos∑
s∈E
|sF (µ, r)4F (µ, r)| < ε|F (µ, r)|.

Portanto,

max
s∈E

|sF (µ, r)4F (µ, r)|
|F (µ, r)|

< ε.

Isto mostra que G satisfaz a condição de Følner.

(3⇒ 4)

Sejam {Fi}i∈I uma net de Følner e ξi =
χFi√
|Fi|

, as funções carac-

teŕısticas de cada Fi normalizada. Claramente ‖ξi‖2 = 1 e pode ser

vista como um elemento em l2(G). Logo, dado s ∈ G,

‖λs(ξi)− ξi‖l2(G) =

∣∣∣∣∣∣∣∣λs( χFi√
|Fi|

)
− χFi√

|Fi|

∣∣∣∣∣∣∣∣
l2(G)

=
1√
|Fi|
‖λs(χFi)− χFi‖l2(G)

≤ 1

|Fi|
‖χsFi − χFi‖ =

|sFi4Fi|
|Fi|

i−→ 0.

Logo, ξi ∈ l2(G) satisfaz a condição (4).

(4⇒ 5)

Seja ξi ∈ l2(G) como na hipótese. Defina ϕi : G → C por s 7→
〈sξi, ξi〉. Observe que pelo Teorema A.4, a função ϕi é positiva definida.
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Note que, dado s ∈ G, temos

|ϕi(s)− 1| = |〈sξi, ξi〉 − 1|

= |〈sξi, ξi〉 − 〈ξi, ξi〉|

= |〈sξi − ξi, sξi − ξi〉|

= ‖λs(ξi)− ξi‖2 −→ 0.

Por fim, para tornar ϕi funções de suporte finito, basta tomar os ξi ∈
l2(G) de suporte finito. Logo, ϕi satisfaz a condição (5).

(5⇒ 6)

Seja ϕi uma net de funções positivas definidas de suporte finito em

G tal que ϕi −→ 1 pontualmente, sendo i ∈ I um conjunto dirigido.

Pelo Teorema A.4, para cada i ∈ I, o multiplicador mϕi se estende a

uma aplicação, digamos mc
ϕi , positiva unital em C∗(G) e estende-se a

uma aplicação, digamos mr
ϕi , positiva unital em C∗r (G).

Dado a =
∑
s∈G

asδs ∈ C[G], temos

λ ◦mc
ϕi

(∑
s∈G

asδs

)
= λ

(∑
s∈G

ϕi(s)asδs

)
=
∑
s∈G

ϕi(s)asλ(δs)

= mr
ϕi

(∑
s∈G

asλ(δs)

)
= mr

ϕi ◦ λ
(∑
s∈G

asδs

)
.

Ou seja, λ ◦mc
ϕi = mr

ϕi ◦ λ em C[G], para todo i ∈ I. Ainda mais

temos que a igualdade vale em C∗(G), pois vale no subconjunto denso.
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Observe que, dado a =
∑
s∈G

asδs ∈ C[G],

mc
ϕi(a) = mc

ϕi

(∑
s∈G

asδs

)
=
∑
s∈G

ϕi(s)asδs −→
∑
s∈G

1asδs = a.

Como mc
ϕi(a) −→ a para todo a ∈ C[G] temos mc

ϕi(a) −→ a para

todo a ∈ C∗(G).

Agora, suponha que a ∈ C∗(G) é tal que λ(a) = 0. Temos

λ ◦ mc
ϕi(a) = mr

ϕi ◦ λ(a) = 0, para todo i ∈ I. Por hipótese, cada

ϕi tem suporte finito, logo λ ◦ mc
ϕi(a) = 0 implica mc

ϕi(a) = 0. As-

sim, a = lim
i
mc
ϕi(a) = 0. Isto mostra que λ : C∗(G) → C∗r (G) é um

∗−homomorfismo injetivo.

Observe que λ(C∗(G)) = C∗r (G), ou seja, λ é sobrejetiva. Portanto,

pelo Teorema do Isomorfismo, segue que (6) é válido.

(6⇒ 7)

Basta estender a representação trivial ε dada por a =
∑
s∈G

asδs ∈

C[G] 7→
∑
s∈G

as ∈ C para C∗r (G) ∼= C∗(G).

(7⇒ 1)

Seja χ : C∗r (G) → C um carácter, em particular, χ é um estado.

Pelo Teorema de Hanh-Banach, podemos estender τ a um funcional

linear em B(l2(G)).

Afirmação: Seja T ∈ B(l2(G)) tal que |χ(T )|2 = |χ(T ∗T )| =

|π(TT ∗)| então χ(TS) = χ(T )χ(S) e χ(ST ) = χ(S)χ(T ) para todo

S ∈ B(l2(G)).

De fato, como χ é um estado, podemos escrever χ(T ) = 〈ξ, σ(T )ξ〉,
sendo ξ ∈ H e σ : B(l2(G))→ B(H) um ∗−homomorfismo. Logo,

〈σ(T )ξ, σ(T )ξ〉 = 〈ξ, σ(T ∗T )ξ〉
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= |χ(T ∗T )| = |χ(T )|2

= 〈σ(T )ξ, ξ〉〈ξ, σ(T )ξ〉

= 〈σ(T )ξ, ξ〈ξ, σ(T )ξ〉〉

= 〈σ(T )ξ, |ξ〉〈ξ|(σ(T )ξ)〉,

onde |ξ1〉〈ξ2|(σ(T )ξ) := ξ1〈ξ2, σ(T )ξ〉. Pelas contas acima

〈σ(T )ξ, σ(T )ξ〉 = 〈σ(T )ξ, |ξ〉〈ξ|(σ(T )ξ)〉.

Assim, 〈[1− |ξ〉〈ξ|]1/2(σ(T )ξ), [1− |ξ〉〈ξ|]1/2(σ(T )ξ)〉 = 0, ou seja, [1−
|ξ〉〈ξ|]1/2σ(T )ξ = 0. Logo, dado S ∈ B(l2(G)), temos

χ(ST )− χ(S)π(T ) = 〈ξ, σ(ST )ξ〉 − 〈ξ, σ(S)ξ〉〈ξ, σ(T )ξ〉

= 〈ξ, σ(S)σ(T )ξ〉 − 〈ξ, σ(S)〈ξ, σ(T )ξ〉ξ〉

= 〈ξ, σ(S)σ(T )ξ〉 − 〈ξ, σ(S)|ξ〉〈ξ|σ(T )ξ〉

= 〈ξ, σ(S)[1− |ξ〉〈ξ|]σ(T )ξ〉 = 0.

Portanto χ(ST ) = χ(S)χ(T ), para todo S ∈ B(l2(G)). Analoga-

mente, obtem-se χ(TS) = χ(T )χ(S). Com isto demonstramos nossa

afirmação.

Observe que |χ(λs)| = 1 para todo s ∈ G. Assim, dado s ∈ G

e f ∈ l∞(G), vendo l∞(G) ⊂ B(l2(G)) pela representação Mf que

foi feita no caṕıtulo anterior, temos que, pela Igualdade 1.2 e pela

afirmação demonstrada acima,

χ(τs(f)) = χ(λsfλ
∗
s) = χ(λs)χ(f)χ(λ∗s) = χ(λs)χ(f)χ(λs) = χ(f)

Como, s ∈ G e f ∈ l∞(G) são arbitrários, temos que χ é invariante.

Logo, G possui uma média invariante, e assim G é mediável.
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Com este teorema temos mais 6 maneiras de caracterizar os grupos

mediáveis. Algumas caracterizações ajudam nas demonstrações de al-

guns resultados, como na seção anterior, por exemplo, demonstrar que

todo grupo finito é mediável, fica mais simples usando a net de Følner.

De fato, seja G um grupo finito, digamos |G| = n. Considere

Fi = G para todo i ∈ I, temos

|sFi4Fi|
|Fi|

=
|sG4G|

n
=

0

n
= 0.

Pelo Teorema 2.24, todo grupo finito é mediável.
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3 Produto Cruzado e
Mediabilidade

3.1 A Construção do Produto Cruzado

O produto cruzado tem uma grande importância no estudos de

Álgebra de Operadores, e em particular para C∗−álgebras. Neste

caṕıtulo, introduziremos o conceito de produto cruzado para grupos

discretos, e nesse caso, chamaremos de produto cruzado discreto. Mais

informações podem ser vistas em [5].

Definição 3.1. Seja G um grupo (discreto) e A uma C∗−álgebra. Uma

ação de G sobre A é um homomorfismo de grupos α de G no grupo de

∗−automorfismos de A.

Lembrando que ∗−automorfismos de A são os ∗−isomorfismos de

A em A. Denotaremos o conjunto dos ∗−automorfismos de A em A

por Aut(A). Uma C∗−álgebra munida com uma ação de G em A,

é chamada de G − C∗−álgebra. Além disso, denotamos a ação que

age de G para os automorfismos de A por G y A. Para cada s ∈
G, associaremos αs o automorfismo de A em A. Obviamente, podem

existir diferentes ações de G em A, podendo gerar diferentes estruturas

algébricas em G− C∗−álgebra.

Exemplo 3.2. Seja G um grupo. Defina τ : G → Aut(l∞(G)) por
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s 7→ τ(s) = τs, onde τs(f)(t) = f(s−1t) para todo f ∈ l∞(G) e t ∈ G.

Vejamos que τ é uma ação.

De fato, dado r, s ∈ G quaisquer, e ∈ G o elemento neutro de G,

temos

τr ◦ τs(f)(t) = τs(f(r−1t)) = f(s−1r−1t) = f((rs)−1t) = τrs(f)(t)

e

τe(f)(t) = f(e−1t) = f(et) = f(t)

para todo f ∈ l∞(G) e t ∈ G, ou seja, s 7→ τs é um homomorfismo de

grupo.

Além disso, τs é homomorfismo de álgebra. De fato,

τs(f + cg)(t) = (f + cg)(s−1t) = f(s−1t) + c.g(s−1t)

= τs(f)(t) + cτs(g)(t) = [τs(f) + cτs(g)](t),

e

τs(fg)(t) = fg(s−1t) = f(s−1t)g(s−1t)

= τs(f)(t).τs(g)(t) = [τs(f)τs(g)](t).

Ainda mais,

τs(f
∗)(t) = f∗(s−1t) = [f(s−1t)]∗ = [τs(f)]∗(t),

para todo f, g ∈ l∞(G), t ∈ G e c ∈ C, isto é, τs é um ∗−automorfismo

de A.

Definição 3.3. Um C∗−sistema dinâmico de um grupo discreto é uma

tripla (A,G, α) onde A uma C∗−álgebra, G um grupo (discreto) e α

uma ação de G sobre A.

É posśıvel generalizar a definição acima para grupos topológicos.
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Uma C∗−álgebra A equipada com uma ação de G sobre A é chamada

de G− C∗−álgebra.

Seja (A,G, α) um C∗−sistema dinâmico. Denotamos o conjunto

das funções de G em A com suporte compacto por Cc(G,A), porém

como G é discreto, basta tomarmos o suporte finito das funções.

Vamos agora construir o produto cruzado algébrico associado à

(A,G, α). Denotaremos este conjunto por Aoα,algG. Tome Aoα,algG
como um subespaço de Cc(G,A). Assim, vamos denotar um elemento

S ∈ A oα,alg G como uma soma finita da forma S =
∑
s∈G

asδs tal que∑
s∈G
‖as‖ < ∞, onde as = a(s) é uma função de G em A e asδs(g) ={
as, se g = s

0, caso contrário
.

Dados S, T ∈ Aoα,algG, c ∈ C, sendo S =
∑
s∈G

asδs e T =
∑
t∈G

btδt,

definimos as operações de soma por

S + T =
∑
s∈G

asδs +
∑
t∈G

btδt =
∑
s,t∈G

asδs + btδt.

O produto escalar como sendo

cS = c

(∑
s∈G

asδs

)
=
∑
s∈G

casδs,

e o produto por

S ∗α T =

(∑
s∈G

asδs

)
∗α
(∑
t∈G

btδt

)
=
∑
s,t∈G

asαs(bt)δst.

Ainda podemos munir Aoα,alg G com uma involução dada por

S∗ =

(∑
s∈G

asδs

)∗
=
∑
s∈G

αs−1(a∗s)δs−1 .
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Vejamos que em Aoα,algG as operações estão bem definidas. Da-

dos S, T ∈ A oα,alg G sendo S =
∑
s∈G

asδs e T =
∑
t∈G

btδt, teremos

S + T, S ∗α T e S∗ ∈ Aoα,alg G. De fato,∑
s,t∈G

‖as + bt‖ ≤
∑
s,t∈G

‖as‖+ ‖bt‖ <∞,

∑
s,t∈G

‖asαs(bt)‖ ≤
∑
s,t∈G

‖asbt‖ ≤
∑
s,t∈G

‖as‖‖bt‖ <∞,

e ∑
s∈G
‖αs−1(a∗s)‖ ≤

∑
s∈G
‖(a∗s)‖ <∞.

É posśıvel provar que Aoα,alg G é uma ∗−álgebra.

Queremos tornarAoα,algG uma ∗−álgebra onde todos os automor-

fismos αs se tornam internos. Vejamos a seguir o que queremos dizer

com automorfismos internos e a demonstração que para cada s ∈ G

todo automorfismo αs pode ser definido como αs(a) = sas−1. Vamos

fazer essa motivação apenas para C∗−álgebra unital.

Definição 3.4. Seja α um ∗−automorfismo da C∗-álgebra A. Dizemos

que α é um automorfismo interno de A se existe u ∈ A unitário tal que

α(a) = uau−1, para todo a ∈ A.

Vamos ver que, dado s ∈ G, os automorfismos αs de A unital são

restrições de automorfismos internos de Aoα,algG. Para isto, definimos,

u : G −→ Aoα,alg G

t 7−→ ut := 1Aδt.

Note que ue é a unidade de A oα,alg G, onde e ∈ G é o elemento

neutro do grupo. De fato, dado S ∈ A oα,alg G tal que S =
∑
s∈G

asδs,
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temos

S ∗α ue =

(∑
s∈G

asδs

)
∗α 1Aδe

=
∑
s∈G

asαs(1A)δse

=
∑
s∈G

as1Aδs

=
∑
s∈G

asδs = S.

Por outro lado, analogamente, temos

ue ∗α S = 1Aδe ∗α
(∑
s∈G

asδs

)
=
∑
s∈G

1Aαe(as)δes

=
∑
s∈G

αe(as)δs

=
∑
s∈G

asδs = S.

Assim, provamos que ue é unidade. Além disso, temos que ut é

um homomorfismo de grupos. Dados g, h, s ∈ G, temos

u(g) ∗α u(h) = 1Aδg ∗α 1Aδh

= 1Aαg(1A)δgh

= δgh

= ugh.

Como g, h ∈ G e s ∈ G foram quaisquer temos que uguh = ugh.

Note agora que , dado t ∈ G, ut é unitário, isto é, u∗tut = 1A =

utu
∗
t , pois u∗tut = ut−1ut = ut−1t = ue = utt−1 = utut−1 = utu

∗
t .



74

Podemos ver que A pode ser inclúıda em A oα,alg G, da seguinte

maneira,

i : A −→ Aoα,alg G

a 7−→
∑
s∈G

aδs.

Proposição 3.5. Seja A uma G − C∗−álgebra unital. Dado t ∈ G,

o automorfismo αt ∈ Aut(A) é uma restrição de um automorfismo

interno em Aoα,alg G, ou seja, uti(a)u∗t = i(αt(a)) para todo a ∈ A.

Demonstração. Dado a ∈ A e g ∈ G quaisquer. Façamos primeiro

ut ∗α i(a).

ut ∗α i(a) = 1Aδt ∗α
(∑
s∈G

aδs

)
=
∑
s∈G

1Aαt(a)δts

=
∑
s∈G

αt(a)δts.

Logo,

ut ∗α i(a) ∗α u∗t =

(∑
s∈G

αt(a)δts

)
∗α 1Aδt−1

=
∑
s∈G

αt(a)αts(1A)δtst−1

=
∑
s∈G

αt(a)δtst−1

= i(αt(a)).

Temos o que queŕıamos.

Como decorrência deste resultado, temos que dado s ∈ G, o auto-

morfismo αs pode ser visto como αs(a) = δsaδs−1 , para todo a ∈ A.
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Agora conseguimos ver a motivação das operações em A oα,alg
G como acima, por exemplo para a multiplicação ∗α, dados S, T ∈
Aoα,alg G tal que S =

∑
s∈G

asδs e T =
∑
t∈G

btδt. A definição acima vem

do cálculo formal de

(∑
s∈G

asδs

)(∑
t∈G

btδt

)
=
∑
s,t∈G

asδs(bt)δt =
∑
s,t∈G

asδs(bt)δs−1δsδt

=
∑
s,t∈G

asαs(bt)δst = S ∗α T.

Com isto, note que se A = C com a ação trivial s 7→ νs tal que

νs(a) = a, temos que Aoν,alg G = C[G]. Podemos nos perguntar, qual

completamento faremos para que Aoα,alg G seja uma C∗−álgebra tal

que A esteja contido no completamento ? Para C∗−álgebra de grupos

fizemos duas alternativas. Vejamos as escolhas para o completamento

de Aoα,alg G. Para defini-las ainda precisamos de alguns artif́ıcios.

Definição 3.6. Sejam G um grupo e A uma G − C∗−álgebra. Uma

representação covariante é uma tripla (u, π,H), onde H é um espaço

de Hilbert, (u,H) é uma representação unitária de G e (π,H) uma

∗−representação de A tal que usπ(a)u∗s = π(αs(a)) para todo s ∈ G e

a ∈ A.

Observe que para cada representação covariante (u, π,H) podemos

associar uma ∗− representação para A oα,alg G. Basta definir σ :

A oα,alg G → B(H) tal que σ

( ∑
s∈G

asδs

)
=
∑
s∈G

π(as)us. Veja que,

dados S =
∑
s∈G

asδs e T =
∑
t∈G

btδt temos,

σ(S)σ(T ) = σ

(∑
s∈G

asδs

)
σ

(∑
t∈G

btδt

)
=
∑
s∈G

π(as)us
∑
t∈G

π(bt)ut
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=
∑
s,t∈G

π(as)usπ(bt)ut =
∑
s,t∈G

π(as)(usπ(bt)u
∗
s)usut

=
∑
s,t∈G

π(as)π(αs(bt))ust =
∑
s,t∈G

π(asαs(bt))ust

= σ

( ∑
s,t∈G

asαs(bt)δst

)
= σ

(∑
s∈G

asδs ∗α
∑
t∈G

btδt

)
= σ(S ∗α T )

e

σ(S)∗ = σ

(∑
s∈G

asδs

)∗
=
∑
s∈G

u∗sπ(as)
∗

=
∑
s∈G

us−1π(a∗s)usus−1 =
∑
s∈G

π(αs−1(a∗s))us−1

= σ

(∑
s∈G

αs−1(a∗s)δs−1

)
= σ

([∑
s∈G

asδs

]∗)
= σ(S∗).

Assim, obtemos uma ∗−representação. Ainda mais, é posśıvel mos-

trar que o conjuntos das representações covariantes possui uma bijeção

com o conjunto das ∗−representações não-degeneradas, este resultado

pode ser visto no caṕıtulo 2 de [24].

Definição 3.7. Seja (A,G, α) um C∗−sistema dinâmico. O produto

cruzado cheio é o completamento de Aoα,alg G com respeito a norma

‖S‖u = sup
π
‖π(S)‖,

sendo que π : Aoα,alg G −→ B(H) são ∗−homomorfismos.

Denotamos o produto cruzado cheio do C∗−sistema dinâmico (A,G, α)

como Aoα G. Assim,

Aoα G = Aoα,alg G
‖.‖u

.
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Esta norma ‖ · ‖u é limitada, pois∣∣∣∣∣∣∣∣∑
s∈G

asδs

∣∣∣∣∣∣∣∣2
u

=

∣∣∣∣∣∣∣∣π(∑
s∈G

asδs

)∣∣∣∣∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣∣∣∣∣π(∑
s∈G

asδs

)∗
π

(∑
s∈G

asδs

)∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∣∣∣∣π(∑

s∈G
αs−1(a∗s)δs−1

)
π

(∑
s∈G

asδs

)∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣π(∑
s∈G

αs−1(a∗s)δs−1 ∗α
∑
s∈G

asδs

)∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣π(∑
s∈G

αs−1(a∗s)αs−1(as)δe

)∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∑
s∈G

αs−1(a∗sas)

∣∣∣∣∣∣∣∣
A

≤
∑
s∈G
‖a∗sas‖A

=
∑
s∈G
‖as‖2A ≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
s∈G

asδs

∣∣∣∣∣∣∣∣2
1

.

Com o próximo exemplo, vemos que a C∗−álgebra do grupo é um

caso particular de produto cruzado.

Exemplo 3.8. Relembrando da definição dada no caṕıtulo passado,

vemos que C∗(G) ∼= Coν G, sendo ν a ação trivial.

Segue diretamente a propriedade universal para o produto cruzado

cheio.

Proposição 3.9. (Propriedade universal do produto cruzado cheio)

Para toda representação covariante (u, π,H) de uma G − C∗−álgebra

existe único ∗−homomorfismo σ : Aoα G→ B(H) tal que

σ

(∑
s∈G

asδs

)
=
∑
s∈G

π(as)us.
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Demonstração. Esta demonstração pode ser vista no caṕıtulo 2 de [24].

Exemplo 3.10. Vamos ver que C(Zn)oτZn ∼= Mn(C), onde τs(f)(t) =

f(t−s) para todo s, t ∈ G e f ∈ C(Zn) é chamada de ação de translação

de Zn sobre C(Zn).

De fato, fixe n ∈ N, considere a aplicação π : C(Zn)→Mn(C) tal

que

π(f) =


f(0) 0 0 · · · 0

0 f(1) 0 · · · 0
...

...
...

0 0 0 · · · f(n− 1)


É fácil verificar que π é um ∗−homomorfismo e ‖π(f)‖ = ‖f‖. Tome

agora,

S =



0 0 0 · · · 0 1

1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 1 0


e S∗ =



0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

0 0 0 · · · 0 1

1 0 0 · · · 0 0


Considerando um = Sm para m ∈ Zn, a função u : m 7→ um define

uma representação unitária de Zn sobre Mn(C) ∼= B(Cn). Ainda mais,

umπ(f)u∗m = π(τm(f)), ou seja, (π, u,Cn) é uma representação covari-

ante. Pela propriedade universal, temos σ : C(Zn)oτ Zn →Mn(C) tal

que σ

( ∑
m∈Zn

amδm

)
=

∑
m∈Zn

π(am)um. Neste caso, prova-se que σ é

um ∗−isomorfismo. Para isto, basta ver que os conjunto tem a mesma

dimensão e mostrar que a aplicação é injetiva.

Exemplo 3.11. É posśıvel generalizar o exemplo acima. Se G é um

grupo finito com |G| = n, então C(G) oτ G ∼= Mn(C), sendo τ a ação

de translação à esquerda. A demonstração pode ser vista em [24].
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Exemplo 3.12. Pra quem conhece a álgebra de rotação Aθ, ela pode ser

vista como um produto cruzado. Mais especificamente, C(T) oγθ Z ∼=
Aθ onde γθ(f)(z) = f(e−2πiθz) é chamada de ação de rotação. A

álgebra de rotação é a C∗−álgebra universal gerada por dois elemen-

tos unitários U e V satisfazendo UV = e2πiθV U . Não iremos ver

mais detalhes sobre esta C∗−álgebra. Esta construção pode ser vista

no caṕıtulo 7 de [7].

Agora, vamos definir o produto cruzado reduzido. Sejam (A,G, α)

um C∗−sistema dinâmico, (π,H) uma representação fiel sendo (u, π,H)

sua representação covariante.

Defina π̃ : A→ B(H⊗̂l2(G)) por π̃(a)(υ⊗ δg) = (αg−1(a)(υ)⊗ δg),
onde {δg}g∈G é a base canônica ortonormal de l2(G). Observe que as

vezes iremos omitir a representação π, como por exemplo, aυ = π(a)υ.

Identificando H⊗̂l2(G) ∼= ⊕g∈GH, temos π̃(a) =
⊕
g∈G

α−1
g (a). Além

disso, π̃ é um ∗−homomorfismo, ou seja, é uma ∗−representação de A

sobre H⊗̂l2(G).

Agora, seja ũ : G→ B(H⊗̂l2(G)) onde s 7→ IdH ⊗ λs (lembrando

que λs é a representação regular à esquerda de G). Assim, ũ é uma

representação do grupo G em H⊗̂l2(G). Vejamos que (ũ, π̃, H⊗̂l2(G))

é uma representação covariante, para isto é necessário mostrar que

ũsπ̃(a)ũ∗s = π̃(αs(a)) para todo s ∈ G e a ∈ A. Temos

ũsπ̃(a)ũ∗s(υ ⊗ δg) = (IdH ⊗ λs)π̃(a)(IdH ⊗ λ∗s)(υ ⊗ δg)

= (IdH ⊗ λs)π̃(a)(υ ⊗ δs−1g)

= (IdH ⊗ λs)([αg−1s(a)(υ)]⊗ δs−1g)

= ([αg−1(αs(a))(υ)]⊗ δg)

= π̃(αs(a))(υ ⊗ δg).
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Assim, obtemos um representação covariante (ũ, π̃, H⊗̂l2(G)) para

a G− C∗−álgebra A. Podemos agora induzir uma representação para

A oα,alg G sobre B(H⊗̂l2(G)). Defina (IdH ⊗ λ) × π̃ : A oα,alg G →
B(H⊗̂l2(G)) por

∑
s∈G

asδs 7→
∑
s∈G

π̃(as)(IdH ⊗ λs). Chamaremos a re-

presentação (IdH ⊗ λ) × π̃ de representação regular de A oα,alg G.

Com isto, podemos definir o produto cruzado reduzido discreto de um

C∗−sistema dinâmico.

Definição 3.13. Seja (A,G, α) um C∗−sistema dinâmico. O pro-

duto cruzado reduzido é definido como o completamento da imagem

de representação regular de Aoα,alg G→ B(H⊗̂l2(G)) pela norma em

B(H⊗̂l2(G)). Denotaremos o produto cruzado reduzido, por Aoα,r G.

Ou seja, podemos definir

‖ · ‖r :Aoα,alg G→ R

‖a‖r =

∣∣∣∣∣∣∣∣[(IdH ⊗ λ)× π](a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
B(H⊗̂l2(G))

.

E assim, Aoα,r G = Aoα,alg G
‖·‖r

.

Denotaremos por Λ, como fizemos nas C∗−álgebras de grupo, o

∗−homomorfismo Λ: A oα G → A oα,r G que é sobrejetivo. Algumas

literaturas veem Λ como a aplicação quociente.

Exemplo 3.14. Considere (C, G, ν) onde ν é ação trivial. Por cons-

trução vemos que Coν,r G ∼= C∗r (G) .

Veremos mais exemplos no final deste caṕıtulo. Sabe-se que a

definição acima não depende da escolha da representação fiel (π,H).

Vamos ver este resultado.

Teorema 3.15. Seja (A,G, α) um C∗−sistema dinâmico. Então Aoα,r
G não depende da escolha da representação fiel π : A→ B(H).
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Demonstração. Seja F ⊂ G um subconjunto finito. Defina PF ∈
B(l2(G)) como a projeção de posto |F | sobre o span de {δg; g ∈ F}, ou

seja, P : l2(G)→ span{δg; g ∈ F} ⊂ l2(G).

Seja {ep,q}p,q∈F a matrizes unidades canônica de M|F |(C) que

é isomorfo à PFB(l2(G))PF . Essencialmente, podemos pensar que

{ep,q}p,q∈F é uma matriz quadrada de ordem |F | que na entrada p, q

tem o valor 1 e nas demais entradas vale zero. Podemos ver ep,q com

um operador em l2(G) definido por

ep,q(δr) := |δp〉〈δq|(δr) := δp〈δr, δq〉

= δq(r)δp =

{
δp, se q = r

0, caso contrário
.

Lembre que

π̃(a) =
∑
p∈G

α−1
p (a)⊗ ep,p.

Assim,

(IdH ⊗ PF )π̃(a) = (IdH ⊗ PF )
∑
p∈G

α−1
p (a)⊗ ep,p =

∑
p∈F

α−1
p (a)⊗ ep,p

e

(IdH ⊗ PF )π̃(a)(IdH ⊗ PF ) =

(∑
p∈F

α−1
p (a)⊗ ep,p

)
(IdH ⊗ PF )

=
∑
p∈F

α−1
p (a)⊗ ep,p.

Temos então que (IdH ⊗ PF )π̃(a) = (IdH ⊗ PF )π̃(a)(IdH ⊗ PF ).

Sabemos que dado T ∈ B(H⊗̂l2(G)), temos que

‖T‖B(H⊗̂l2(G)) = sup
F⊂G

‖(IdH ⊗ PF )T (IdH ⊗ PF )‖B(H⊗̂l2(G)).
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Seja (IdH⊗λ)×π̃ a representação regular. Observe que, para todo

r ∈ G temos

λs(ep,p)(δr) = ep,p(δsr) =

{
δp, se p = sr

0, caso contrário

=

{
δp, se s−1p = r

0, c .c.
= ep,s−1p(δr).

Ou seja, λs(ep,p) = ep,s−1p.

Agora, dado s ∈ G, denote sF = {st; t ∈ F}. Com isto, temos

(IdH ⊗ PF )π̃(a)(IdH ⊗ λs)(IdH ⊗ PF )

= (IdH ⊗ PF )π̃(a)(IdH ⊗ PF )(IdH ⊗ λs)(IdH ⊗ PF )

=

(∑
p∈F

α−1
p (a)⊗ ep,p

)
(IdH ⊗ PFλsPF )

=

(∑
p∈F

α−1
p (a)⊗ ep,p

)(∑
p∈F

IdH ⊗ PF (ep,s−1p)

)

=

(∑
p∈F

α−1
p (a)⊗ ep,p

)( ∑
p∈F∩sF

IdH ⊗ ep,s−1p

)
=

∑
p∈F∩sF

α−1
p (a)⊗ ep,pep,s−1p

=
∑

p∈F∩sF
α−1
p (a)⊗ ep,s−1p.

Por outro lado, tome f =
∑
s∈G

asδs ∈ A oα,alg G ⊂ B(H⊗̂l2(G)),

para isto, basta fazer asδs ∈ Aoα,algG 7→ π̃(as) ∈ B(H⊗̂l2(G)). Temos

assim,

(IdH ⊗ PF )f(IdH ⊗ PF ) =
∑
s∈G

∑
p∈F∩sF

α−1
p (as)⊗ ep,s−1p.

Como vimos no exemplo 1.15, temos que MF (A) ∼= MF (C) ⊗ A
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possui norma única, temos

‖f‖B(H⊗̂l2(G)) = sup
F⊂G

‖(IdH ⊗ PF )f(IdH ⊗ PF )‖

= sup
F⊂G

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
s∈G

∑
p∈F∩sF

α−1
p (as)⊗ ep,s−1p

∣∣∣∣∣∣∣∣
= sup
F⊂G

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
s∈G

(IdH ⊗ PF )π̃(as)(IdH ⊗ λs)(IdH ⊗ PF )

∣∣∣∣∣∣∣∣
= sup
F⊂G

∣∣∣∣∣∣∣∣(IdH ⊗ PF )

[
(IdH ⊗ λ)× π̃(f)

]
(IdH ⊗ PF )

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ‖(IdH ⊗ λ)× π̃(f)‖ = ‖f‖r.

Com isto provamos que a norma ‖ · ‖r não depende da escolha de

representação fiel π : A → B(H). Portanto, temos que A oα,r G não

depende da representação.

Por fim, vamos demonstrar um lema que será utilizado futuramente

na demonstração do Lema 4.6.

Lema 3.16. Sejam A,B C∗−álgebras e α : G→ Aut(A) uma ação de

G sobre A. Se IdB ⊗α : G→ Aut(B⊗A) definida por (IdB ⊗α)(g) =

IdB ⊗ αg é uma ação, então

(B ⊗min A) oIdB⊗α,r G ∼= B ⊗min (Aoα,r G).

Demonstração. Considere as representações fieis π e ρ de A e B nos

espaços de Hilbert H e K, respectivamente. Como vimos no Teorema

1.12, ρ⊗ π é a representação do produto tensorial algébrico B ⊗A em

K⊗̂H.

Para o produto cruzado reduzido Aoα,r G, consideramos a repre-

sentação π̃ que forma um par covariante em H⊗̂l2(G) com IdH ⊗ λ.

Obtemos uma representação fiel ρ⊗(π̃o(IdH⊗λ)) de B⊗min(Aoα,rG)

em K⊗̂(H⊗̂l2(G)), por definição do produto tensorial minimal.
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Por outro lado, temos a representação fiel ρ⊗π de B⊗A que define

o produto tensorial minimal. Desta representação obtemos o produto

cruzado reduzido (B⊗minA)oIdB⊗α,rG, considerando ρ̃⊗ π que forma

um par covariante com (IdK⊗H)⊗ λ.

Temos B⊗min(Aoα,rG) representada fielmente em K⊗̂(H⊗̂l2(G))

através da representação ρ ⊗ (π̃ o (1H ⊗ λ)), e (B ⊗min A) oId⊗α,r G

representada fielmente em (K⊗̂H)⊗̂l2(G) através de ρ̃⊗ πo (1K⊗H ⊗
λ).

Temos um isomorfismo A canônico associativo de espaços de Hil-

bert

K⊗̂(H⊗̂l2(G)) ∼= (K⊗̂H)⊗̂l2(G)

que identifica o tensor elementar η ⊗ (ξ ⊗ δs) ∈ K⊗̂(H⊗̂l2(G)) com

(η⊗ξ)⊗δs ∈ (K⊗̂H)⊗̂l2(G). E ainda este isomorfismo se estende para

B(K⊗̂(H⊗̂l2(G))) ∼= B((K⊗̂H)⊗̂l2(G)).

Por abuso de notação iremos denotar este isomorfismo por A.

Sabemos que B⊗min (Aoα,rG) ∼= ρ⊗(π̃o(1H⊗λ))(B⊗min (Aoα,r
G)) e (B⊗minA)oId⊗α,rG ∼= ρ̃⊗ πo(1K⊗H⊗λ)((B⊗minA)oId⊗α,rG).

Assim, para vermos o isomorfismo do enunciado, basta ρ⊗ (π̃ o (1H ⊗
λ))(B ⊗min (Aoα,r G)) = ρ̃⊗ π o (1K⊗H ⊗ λ)((B ⊗min A) oId⊗α,r G).

Para mostrar este isomorfismo vejamos que, dados a ∈ A, b ∈ B, s ∈ G,

temos

A(ρ̃⊗ π o (1K⊗H ⊗ λ)(b⊗ a)δs) = A(ρ̃⊗ π(b⊗ a)(1K⊗H ⊗ δs))

= A([ρ(b)⊗ αs−1(a)]⊗ δs)

= ρ(b)⊗ [α−1
s (a)⊗ δs]

= ρ(b)⊗ [π̃(a)⊗ δs]

= ρ(b)⊗ [π̃(a)(1H ⊗ λs)]
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= ρ⊗ (π̃ o (1H ⊗ λ))(b⊗ aδs).

Ou seja, A(ρ̃⊗ π o (1K⊗H ⊗ λ)((B ⊗min A) oId⊗α,r G)) = ρ ⊗ (π̃ o
(1H ⊗ λ))(B ⊗min (A oα,r G)). Portanto, (B ⊗min A) oIdB⊗α,r G ∼=
B ⊗min (Aoα,r G).

Podemos também ver o isomorfismo do lema acima via F , definido

nos geradores por:

F : (B ⊗min A) oIdB⊗α,r G→ B ⊗min (Aoα,r G)

(b⊗ a)δs 7→ b⊗ aδs.

3.2 Mediabilidade e Produto Cruzado

No Teorema 2.24 vimos que se G é mediável, então C∗r (G) ∼= C∗(G)

e na seção anterior, vimos que C oα,r G ∼= C oα G. Podemos nos

perguntar quando Aoα,rG ∼= AoαG, dependendo de G e α. Daremos

uma resposta nos próximos caṕıtulos.

Queremos mostrar que dado G um grupo mediável e α uma ação

de G sobre A então Aoα,rG ∼= AoαG. Utilizando o Teorema 2.24, te-

mos muitas maneiras de demonstrar o desejado. Neste trabalho vamos

mostrar este fato utilizando certos homomorfismos especiais que “co-

nectam” de uma certa forma produtos cruzados e álgebras de grupos.

Definição 3.17. Sejam A uma C∗−álgebra e B ⊆ A uma C∗−subál-

gebra. Uma esperança condicional E : A → B é uma aplicação linear

sobrejetiva que satisfaz:

(1) ‖E‖ ≤ 1;

(2) E2 = E, isto é, E(E(a)) = E(a) para todo a ∈ A;
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(3) E(a) ≥ 0 para todo a ≥ 0 em A;

(4) E(ab) = E(a)b para todo a ∈ A e b ∈ B;

(5) E(ba) = bE(a) para todo a ∈ A e b ∈ B.

Além disso, se E(a∗a) = 0 implica que a = 0, para todo a ∈ A, ou seja,

se E é injetiva nos elementos positivos de A, dizemos que E é uma

esperança condicional fiel.

Vamos mostrar que para qualquer C∗−sistema dinâmico (A,G, α)

existe uma esperança condicional E : A oα G → A sendo E(aδs) =

aδs,e =

{
aδe, se e = s

0, caso contrário
. Ainda mais, em geral E não é fiel.

Veremos que E será fiel se e somente se A oα G ∼= A oα,r G. Além

disso, sempre existe uma esperança condicional fiel Er : Aoα,r G→ A

tal que Er(aδs) = aδs,e.

Como vimos na seção anterior, sabemos que A oα,r G ∼= Λ(A oα
G) ∼= Aoα,alg G

‖·‖r ⊆ B(H⊗̂l2(G)), onde ‖S‖r = ‖Λ(S)‖B(H⊗̂l2(G)).

Considere o operador

δ̃e : H → H⊗̂l2(G)

h 7→ h⊗ δe.

Vejamos que δ̃e é linear e limitado. Dados h, g ∈ H, temos

δ̃e(h+ g) = h+ g ⊗ δe

= h⊗ δe + g ⊗ δe

= δ̃e(h) + δ̃e(g).

e ‖δ̃e(h)‖2
H⊗̂l2(G)

= 〈h, h〉〈δe, δe〉 = ‖h‖2H , ou seja ‖δ̃e‖ ≤ 1.
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Observe que δ̃e
∗
(h⊗ δs) = 〈δe, δs〉h. Defina a aplicação

E : B(H⊗̂l2(G))→ B(H)

T 7→ δ̃e
∗
T δ̃e.

Facilmente temos que E é uma aplicação linear e limitada pois são

composições de tais. Observe que esta aplicação tem algumas proprie-

dades muito úteis, essas propriedades serão utilizadas daqui pra frente.

Sejam ξ, η ∈ H, temos

〈ξ, E(T )η〉 = 〈ξ, δ̃e
∗
T δ̃e(η)〉

= 〈δ̃e(ξ), T (η ⊗ δe)〉

= 〈(ξ ⊗ δe), T (η ⊗ δe)〉.

Além disso, se T = S ⊗ Id para S ∈ B(H), temos

E(S ⊗ Id)(h) = δ̃e
∗
(S ⊗ Id)δ̃e

= δ̃e
∗
(S ⊗ Id)(h⊗ δe)

= δ̃e
∗
(S(h)⊗ δe)

= 〈δe, δe〉S(h)

= S(h).

Com esta aplicação temos E(B(H⊗̂l2(G))) = B(H).

Mais ainda, para quaisquer S ∈ B(H) e R ∈ B(l2(G)), temos

E(S ⊗R)(h) = δ̃e
∗
(S ⊗R)δ̃e(h)

= δ̃e
∗
(S ⊗R)(h⊗ δe)

= δ̃e
∗
(S(h)⊗R(δe))

= 〈δe, R(δe)〉S(h).
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Podemos afirmar que E : B(H⊗̂l2(G)) → B(H) é uma esperança

condicional. Para isto basta identificarmos da maneira canônica:

B(H) ↪→ B(H⊗̂l2(G))

S 7→ S ⊗ Id.

Vamos verificar as propriedades da esperança condicional. Já vi-

mos antes que E é uma aplicação linear e sobrejetiva. Mostraremos os

outro 5 itens necessários:

Dados S ∈ B(H), T ∈ B(H⊗̂l2(G)) e h ∈ H.

1) Facilmente ‖E‖ ≤ 1 pois ‖δ̃e‖ ≤ 1.

2) E é idempotente, pois

E(E(T ))(h) = E(δ̃e
∗
T δ̃e ⊗ Id)(h)

= δ̃e
∗
(δ̃e
∗
T δ̃e ⊗ Id)δ̃e(h)

= δ̃e
∗
(δ̃e
∗
T δ̃e ⊗ Id)(h⊗ δe)

= δ̃e
∗
(δ̃e
∗
T δ̃e(h)⊗ δe)

= 〈δe, δe〉δ̃e
∗
T δ̃e(h)

= δ̃e
∗
T δ̃e(h)

= E(T ).

3) Vejamos que E é positiva, isto é, E(T ∗T ) ≥ 0. De fato,

〈ξ, E(T ∗T )ξ〉 = 〈(ξ ⊗ δe), T ∗T (ξ ⊗ δe)〉

= 〈T (ξ ⊗ δe), T (ξ ⊗ δe)〉 ≥ 0.

Então, E(T ∗T ) ≥ 0.
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4) Vendo S = S ⊗ Id, temos

〈h,E(T (S ⊗ Id))h〉 = 〈h⊗ δe, T (S ⊗ Id)h⊗ δe〉

= 〈h⊗ δe, T (S(h)⊗ δe)〉

= 〈h,E(T )S(h)〉.

Assim, E(T (S ⊗ Id))(h) = E(T )S(h).

5) Para ver essa condição, basta ver Sδ̃e
∗

= δ̃e
∗
(S ⊗ Id), pois

〈h,E((S ⊗ Id)T )(h)〉 = 〈h, δ̃e
∗
(S ⊗ Id)T (h⊗ δe)〉

= 〈h, Sδ̃e
∗
T (h⊗ δe)〉

= 〈h, SE(T )(h)〉.

Ou seja, E((S ⊗ Id)T )(h) = SE(T )(h).

Com isto conclúımos que E é uma esperança condicional.

Podemos portanto restringir E à A oα,r G ⊆ B(H⊗̂l2(G)). Va-

mos verificar que E(A oα,r G) ⊆ A ⊆ B(H) e E tem as propriedades

desejadas, isto é, Er : A oα,r G → A é esperança condicional fiel e

Er(aδg) = aδg,e para todo a ∈ A e g ∈ G.

Vendo Aoα,r G ⊆ B(H⊗̂l2(G)) via Λ e dados ξ, η ∈ H, temos

Λ(aδg)(η ⊗ δe) = π̃(a)(IdH ⊗ λg)(η ⊗ δe)

= π̃(a)(η ⊗ δg)

= αg−1(a)η ⊗ δg.

Assim,

〈ξ, E(Λ(aδg))η〉 = 〈ξ ⊗ δe,Λ(aδg)(η ⊗ δe)〉

= 〈ξ ⊗ δe, αg−1(a)η ⊗ δg〉
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= 〈ξ, δ̃e
∗
(αg−1(a)η ⊗ δg)〉

= 〈ξ, 〈δe, δg〉αg−1(a)η〉

= 〈ξ, δe,gαg−1(a)η〉.

Ou seja, E(Λ(aδg)) = δe,gαg−1(a). Mais ainda, identificando A ⊆
B(H) por π, podemos ver E(aδg) = δe,ga. As vezes iremos omitir

a identificação, ou seja, já estamos fazendo a identificação e vamos

denotar por aξ = π(a)ξ.

Isto nos dá a fórmula desejada para E e mostra que E(Aoα,rG) =

A. Portanto obtemos a esperança condicional Er : Aoα,r G→ A.

Compondo com Λ: Aoα G→ Aoα,r G obtemos outra esperança

condicional

Ec = Er ◦ Λ : Aoα G→ A.

Ainda precisamos provar a fidelidade de Er. Sejam x ∈ A oα,r G
e g ∈ G. Defina x̂(g) := Er(xIdH ⊗ λg−1).

Vamos mostrar duas igualdades antes para facilitar nossa demons-

tração da fidelidade de Er. A primeira equação diz que 〈ξ, x̂(g)η〉
= 〈ξ⊗ δe, x(η⊗ δg−1)〉 para todo ξ, η ∈ H, x ∈ Aoα,r G e g ∈ G. Para

demonstra-la, basta verificar para x = Λ(aδh).

Primeiramente, suponha que h 6= g. Temos

x̂(g) = Er(Λ(aδh)IdH ⊗ λg−1)

= Er(π̃(a)(IdH ⊗ λh)IdH ⊗ λg−1))

= Er(π̃(a)IdH ⊗ λhg−1))

= Ec(aδhg−1)

= aδe,hg−1 = 0.
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Ou seja, 〈ξ, x̂(g)η〉 = 0. E também

〈ξ ⊗ δe, x(η ⊗ δg−1)〉 = 〈ξ ⊗ δe,Λ(aδh)(η ⊗ δg−1)〉

= 〈ξ ⊗ δe, π̃(a)(η ⊗ δhg−1)〉

= 〈ξ ⊗ δe, αgh−1(a)η ⊗ δhg−1)〉 = 0.

Agora se h = g,

〈ξ, x̂(g)η〉 = 〈ξ, Er(xIdH ⊗ λg−1)η〉

= 〈ξ, Er(Λ(aδg)IdH ⊗ λg−1)η〉

= 〈ξ, Er(π̃(a)(Id⊗ λg)IdH ⊗ λg−1)η〉

= 〈ξ, Er(π̃(a)(IdH ⊗ λe)η〉

= 〈ξ, Er(Λ(aδe))η〉

= 〈ξ, E(aδe)η〉

= 〈ξ, aη〉.

Por outro lado,

〈ξ ⊗ δe, x(η ⊗ δg−1)〉 = 〈ξ ⊗ δe,Λ(aδg)(η ⊗ δg−1)〉

= 〈ξ ⊗ δe, π̃(a)Id⊗ λg(η ⊗ δg−1)〉

= 〈ξ ⊗ δe, π̃(a)(η ⊗ δe)〉

= 〈ξ ⊗ δe, (aη ⊗ δe)〉

= 〈ξ, aη〉.

Com isto mostramos que 〈ξ, x̂(g)η〉 = 〈ξ ⊗ δe, x(η ⊗ δg−1)〉.

Provamos analogamente que 〈ξ ⊗ δg, x(η ⊗ δe)〉 = 〈ξ, α−1
g (x̂(g))η〉.

Se g 6= h, temos facilmente 〈ξ ⊗ δg, x(η ⊗ δe)〉 = 〈ξ, α−1
g (x̂(g))η〉 = 0.

Se g = h, temos

〈ξ ⊗ δg, x(η ⊗ δe)〉 = 〈ξ ⊗ δg,Λ(aδg)(η ⊗ δe)〉
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= 〈ξ ⊗ δg, π̃(a)(Id⊗ λg)(η ⊗ δe)〉

= 〈ξ ⊗ δg, π̃(a)(η ⊗ δg)〉

= 〈ξ ⊗ δg, α−1
g (a)η ⊗ δg〉

= 〈ξ, α−1
g (a)η〉.

Por outro lado,

〈ξ, α−1
g (x̂(g))η〉 = 〈ξ, α−1

g (Er(Λ(aδg)IdH ⊗ λg))η〉

= 〈ξ, α−1
g (Er(π̃(a)(IdH ⊗ λe)))η〉

= 〈ξ, α−1
g (Er(Λ(aδe)))η〉

= 〈ξ, α−1
g (Ec(aδe))η〉

= 〈ξ, α−1
g (a)η〉,

mostrando a segunda igualdade. Agora temos os artif́ıcios suficientes

para mostrar a fidelidade de Er.

Seja x ∈ Aoα,r G tal que Er(x
∗x) = 0. Assim,

〈x(ξ ⊗ δg), x(ξ ⊗ δg)〉 = 〈ξ ⊗ δg, x∗x(ξ ⊗ δg)〉

= 〈ξ ⊗ δg, (x∗x(IdH ⊗ λg))(ξ ⊗ δe)〉

= 〈ξ, α−1
g ( ̂x∗x(Id⊗ λg)(g))ξ〉

= 〈ξ, α−1
g (Er(x

∗x(Id⊗ λg)(Id⊗ λg−1)))ξ〉

= 〈ξ, α−1
g (Er(x

∗x))ξ〉

= 0.

Segue que x(ξ ⊗ δg) = 0 para todo g ∈ G e ξ ∈ H. Isto implica que

x = 0. Portanto, Er é sempre fiel.

Há outras formas de construir as esperanças condicionais acima.

Iremos agora dar uma ideia de como seria esta construção. Alguns

resultados serão omitidos pois é feito de maneira análoga ao feito an-
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teriormente. A próxima construção é feita via as coações duais. Como

iremos fazer a construção nenhuma das propriedades gerais de coações

serão utilizadas aqui, sem que seja mostrada junto da construção. In-

trinsecamente iremos utilizar alguns resultados relacionados as funções

chamadas em inglês de slice maps. Para mais informações sobre esse

tipo de funções podem ser vistas em [4],[18] ou [5]. Um resultado im-

portante que utilizaremos está enunciado abaixo.

Lema 3.18. Seja ϕ : B → C um funcional linear positivo sobre uma

C∗−álgebra B e C qualquer outra C∗−álgebra. Então a aplicação (slice

map) Id⊗ ϕ : C ⊗min B → C é uma aplicação linear positiva fiel.

Demonstração. A prova pode ser vista em [4].

Um fato importante é que este fato é válido somente para o produto

tensorial minimal. Para o produto tensorial maximal também existem

este tipo de aplicações, porém nem sempre temos a fidelidade.

Considere ∗−homomorfismo ρ : AoαG→ AoαG⊗minC∗(G) por

aδs 7→ aδs⊗δs. Observe que seA possui unidade temos o homomorfismo

unital ρ. Vejamos que ρ é injetiva mostrando que ρ possui inversa à

esquerda. Esta aplicação é geralmente chamada de coação dual na

teoria de coações, veja [22]. Seja a representação trivial ε : C∗(G)→ C
dada por

∑
s∈G

asδs 7→
∑
s∈G

as.

De acordo com a Lema 3.18, podemos considerar

IdAoαG ⊗ ε : Aoα G⊗min C∗(G)→ Aoα G ∼= Aoα G⊗min C

aδs ⊗ btδt 7→ aδs[ε(btδt)].

Vejamos que (IdAoαG ⊗ ε) ◦ ρ = IdAoαG. Dado aδs ∈ A oα G
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qualquer, teremos

(IdAoαG ⊗ ε) ◦ ρ(aδs) = (IdAoαGε)(aδs ⊗min δs)

= aδs[ε(δs)]

= aδs1C

= aδs

= IdAoαG(aδs).

Portanto ρ é injetiva.

Vamos construir ρr : A oα,r G → A oα,r G ⊗min C∗r (G) um

∗−homomorfismo injetivo de álgebras. Considerando A representada

fielmente em H, podemos ver Aoα,r G ⊆ B(H ⊗min l2(G)) e C∗r (G) ⊆
B(l2(G)), pelas construções feitas anteriormente. Pelas propriedades

do produto tensorial minimal podemos ver A oα,r G ⊗min C∗r (G) ⊆
B(H⊗̂l2(G)⊗̂l2(G)). De fato, basta considerar a aplicação que manda

um tensor elementar x ⊗ y ∈ A oα,r G ⊗ C∗r (G) no operador x ⊗op y
sobre H⊗̂l2(G) definido por (x⊗op y)(ξ⊗min η) = x(ξ)⊗min y(η) para

todo ξ ∈ H ⊗min l2(G) e η ∈ l2(G).

Vamos definir

W : H⊗̂l2(G)⊗̂l2(G)→ H⊗̂l2(G)⊗̂l2(G)

h⊗ δs ⊗ δt 7→ h⊗ w̃(δs ⊗ δt),

onde w̃ é o operador sobre l2(G)⊗̂l2(G) definido na base canônica por

w̃(δs ⊗ δt) = δs ⊗ δst para todo s, t ∈ G.

Observe que W ∈ B(H⊗̂l2(G)⊗̂l2(G)) e é unitário, pois w̃ ∈
B(l2(G)⊗̂l2(G)) é unitário já que leva a base ortonormal (δs ⊗ δt)s,t∈G
na base ortonormal (δs ⊗ δst)s,t∈G.
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Defina

$r : B(H⊗̂l2(G))→ B(H⊗̂l2(G)⊗̂l2(G))

T →W (T ⊗ 1l2(G))W
∗.

Observe que $r é um *-homomorfismo já que é dado como con-

jugação por um unitário. Também note que $r é injetivo pois W (T ⊗
1)W ∗ = 0 implica T ⊗ 1 = 0 e assim T = 0.

Além disso, vendo A oα,r G ⊆ B(H⊗̂l2(G)) pela representação

regular, temos

$r(Λ(aδs))(h⊗ δr ⊗ δt) = W (Λ(aδs)⊗ 1l2(G))W
∗(h⊗ δr ⊗ δt)

= W (Λ(aδs)⊗ 1l2(G))(h⊗ δr ⊗ δr−1t)

= W (α−1
sr (a)h⊗ δsr ⊗ δr−1t)

= α−1
sr (a)h⊗ δsr ⊗ δsrr−1t

= α−1
sr (a)h⊗ δsr ⊗ δst

= (Λ(aδs)⊗ δs)(h⊗ δr ⊗ δt).

Assim, temos a existência de um ∗−homomorfismo ρr : Aoα,rG→
Aoα,r G⊗min C∗r (G) injetivo de C∗−álgebras.

Definimos

Er : Aoα,r G→ A

Er(x) = (IdAoα,rG ⊗min ϕr)(ρr(x)),

onde ϕr : C∗r (G)→ C tal que ϕ(x) = 〈x(δe), δe〉 para todo x ∈ C∗r (G) ⊆
B(l2(G)). Aqui o produto interno é linear na primeira entrada. Note que

ϕr é um estado fiel, pois ϕ(x∗x) = 〈x∗x(δe), δe〉 = 〈x(δe), x(δe)〉 ≥ 0.
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Assim,

Er(aδs) = (IdAoαG ⊗min ϕ)(ρ(aδs))

= (IdAoαG ⊗min ϕ)(aδs ⊗min δs)

= aδs ⊗ ϕr(λ(δs))

= aδs,e.

Observe que nossa esperança condicional constrúıda via a coação

dual coincidiu com a construção feita anteriormente. De maneira análoga

prova-se que Er é de fato uma esperança condicional. Como fizemos na

construção anterior, para termos um estado sobre C∗(G) vamos com-

por ϕr com a representação regular λ : C∗(G) → C∗r (G). Ou seja,

ϕ = ϕr ◦ λ. Observe que ϕ(δs) = ϕr ◦ λ(δs) = 〈δs(δe), δe〉 = δs,e. A

aplicação ϕ será fiel se o grupo G for mediável, pois nesse caso já vimos

que λ seria injetiva.

Defina

E : Aoα G→ A

E(aδs) = (IdAoαG ⊗ ϕ)(ρ(aδs)).

Analogamente, temos que E coincide com a esperança condicional

Ec nos geradores. Prova-se que E é de fato uma esperança condicional.

Agora estamos caminhando para provar o teorema mais importante

deste caṕıtulo. Este resultado mostrará que se G é um grupo mediável,

então os produtos cruzados cheio e reduzido são isomorfos.

Teorema 3.19. Seja (A,G, α) um C∗−sistema dinâmico. Se G é um

grupo mediável então Aoα G ∼= Aoα,r G.

Demonstração. Por construção, é fácil ver que Ec = Er ◦ Λ é fiel se e

somente se Λ é injetivo e assim teremos um isomorfismo A oα G
∼−→
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Aoα,r G. Para verificar a afirmação acima, basta notar que

ker(Λ) = {x ∈ Aoα G : Ec(x
∗x) = 0}.

Assim, precisamos apenas provar que Ec é fiel. Por outro lado,

sabemos que Ec também se escreve como composição (Id⊗ϕ)◦ρ, onde

ρ : A oα G → A oα G ⊗min C
∗(G) é um ∗−homomorfismo injetivo e

ϕ : C∗(G)→ C denota o estado dado nos geradores por ϕ(δs) = δs,e.

Vimos que ϕ é fiel se e somente se G é mediável pois ϕ = ϕr ◦ λ,

onde ϕr : C∗r (G)→ C é o estado fiel dado por ϕr(x) = 〈xδe|δe〉. Com a

hipótese que G é mediável, então ϕ é fiel, e como ρ sempre é fiel, segue

que a composição E = (Id⊗ ϕ) ◦ ρ é fiel.

Sabemos que Λ : AoαG→ Aoα,r G é uma aplicação sobrejetiva.

Pelo feito acima podemos ver o diagrama comutativo

Aoα,r G
Er

##
Aoα G

Λ
88

Ec

// A

Como Ec é fiel então Λ é injetiva, já que Er é sempre fiel. De

fato, seja x ∈ A oα G tal que Λ(x) = 0, assim, Λ(x∗x) = 0. Temos,

0 = Er(Λ(x∗x)) = Ec(x
∗x) como Ec é fiel temos x∗x = 0, ou seja,

x = 0. Portanto, Λ é injetivo.

Pelo Teorema do Isomorfismo temos o desejado.

Algumas decorrências diretas deste resultado são os exemplos de

produtos cruzados reduzidos.

Exemplo 3.20. (1) Se G é um grupo mediável, pelo Teorema 2.24,

temos C∗(G) ∼= C∗r (G). Assim, pelos exemplos 3.8 e 3.14, que nos
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diz que C oν G ∼= C∗(G) e C oν,r G ∼= C∗r (G), sendo ν a ação

trivial. Com isto, Coν G ∼= Coν,r G.

(2) Como todo grupo finito é mediável, temos C(Zn) oτ Zn ∼= Mn(C)

∼= C(Zn) oτ,r Zn, onde τs(f)(t) = f(t − s) para todo s, t ∈ G e

f ∈ C(Zn). Ainda mais, se G é um grupo finito G qualquer com

|G| = n, temos C(G) oτ G ∼= C(G) oτ,r G ∼= Mn(C).

(3) Por fim, com (Z,+) é um grupo abeliano e portanto mediável, segue

que C(T) oγθ Z ∼= C(T) oγθ,r Z ∼= Aθ onde γθ(f)(z) = f(e−2πiθz)

é a ação de rotação.

A rećıproca do Teorema 3.19 não é verdadeira. Ou seja, pode

acontecer que A oα G ∼= A oα,r G sem que G seja mediável. Como

por exemplo C(∂F2) oτ F2
∼= C(∂F2) oτ,r F2, mas sabemos que F2

não é mediável. No próximo caṕıtulo daremos mais detalhes sobre

este exemplo e outra condição para que os produtos cruzados sejam

isomorfos.
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4 Ações Mediáveis

Neste caṕıtulo estudamos ações mediáveis e suas implicações sobre

produtos cruzados. Estudaremos uma outra forma do produto cruzado

cheio e reduzido serem isomorfos. Os primeiros artigos a trabalhar com

este tipo de ações foram [3] e [2].

Seja (A,G, α) um C∗−sistema dinâmico. Vamos definir um norma

sobre Aoα,alg G. Primeiramente, dados S, T ∈ Aoα,alg G definimos:

〈·, ·〉2 : Aoα,alg G×Aoα,alg G→ A

〈S, T 〉2 =
∑
g∈G

S(g)∗T (g).

Agora, definimos ‖ · ‖2 : Aoα,alg G→ R por

‖S‖2 = ‖〈S, S〉2‖1/2A .

Observe que vale a seguinte desigualdade de Cauchy-Schwarz:

‖〈S, T 〉2‖A ≤ ‖S‖2‖T‖2,

pois

‖〈S, T 〉2‖A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
g∈G

S(g)∗T (g)

∣∣∣∣∣∣∣∣
A
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≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∑
g∈G

T ∗(g)S(g)S∗(g)T (g)

∣∣∣∣∣∣∣∣1/2
A

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∑
g∈G

S(g)∗S(g)

∣∣∣∣∣∣∣∣1/2
A

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
g∈G

T (g)∗T (g)

∣∣∣∣∣∣∣∣1/2
A

= ‖〈S, S〉2‖1/2A ‖〈T, T 〉2‖
1/2
A = ‖S‖2‖T‖2.

Definição 4.1. Seja (A,G, α) um C∗−sistema dinâmico com A unital.

A ação α é mediável se existem aplicações de suporte finito Ti : G→ A

com i ∈ I um conjunto dirigido, satisfazendo:

(1) Ti(g) ≥ 0 e Ti(g) ∈ Z(A) para todo i ∈ I e g ∈ G, onde Z(A) é o

centro de A, isto é, Z(A) = {b ∈ A; ab = ba, ∀a ∈ A};

(2) 〈Ti, Ti〉2 =
∑
g∈G

Ti(g)∗Ti(g) =
∑
g∈G

Ti(g)2 = 1A para todo i ∈ I;

(3) ‖1Aδs ∗α Ti − Ti‖2 −→ 0 para todo s ∈ G, onde δs ∈ Aoα,alg G é

a função tal que s 7→ 1A e g 7→ 0 se g 6= s.

Os exemplos de ações mediáveis são um pouco mais complexos.

Vejamos o exemplo trivial.

Exemplo 4.2. Seja G um grupo finito, assim, A = C0(G) é uma

C∗−álgebra unital. Considere a ação de translação à esquerda τ tal

que τs(f)(t) = f(s−1t).

Defina Ti : G → C0(G) a aplicação g 7→ 1A√
|G|

, onde i ∈ I um

conjunto dirigido. Facilmente temos que Ti satisfaz os itens (1) e (2)

da Definição 4.1. Para o item (3) basta ver que

‖1Aδs ∗α Ti − Ti‖22 = 〈1Aδs ∗α Ti − Ti, 1Aδs ∗α Ti − Ti〉

= 〈1Aδs ∗α Ti, 1Aδs ∗α Ti〉 − 〈1Aδs ∗α Ti, Ti〉 − 〈Ti, 1Aδs ∗α Ti〉+ 〈Ti, Ti〉

= 1A − 1A − 1A + 1A = 0.
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Mais exemplos podem ser visto em [2]. Agora veremos uma pro-

posição que nos ajudará a minimizar as contas desta seção.

Proposição 4.3. Sejam A uma G−C∗−álgebra e T : G→ A função de

suporte finito tal que 0 ≤ T (g) ∈ Z(A) para todo g ∈ G e
∑
g∈G

T (g)2 =

1A. Então valem as seguintes propriedades:

(i) T ∗α T ∗(s) =
∑

p∈F∩sF
T (p)αs(T (s−1p)), onde F é o suporte de T ;

(ii) ‖1A − T ∗α T ∗(s)‖A ≤ ‖T − 1Aδs ∗α T‖2, para todo s ∈ G.

Demonstração. Seja T =
∑
g∈G

tgδg. Como T (s) ≥ 0 sabemos que T (s) =

T (s)∗.

Primeiro façamos

1Aδs ∗α T (p) = 1Aδs ∗α
(∑
g∈G

tgδg(p)

)
=
∑
g∈G

1Aαs(tg)δsδg(p)

=
∑
g∈G

αs(tg)δg(s
−1p)

= αs(T (s−1p)).

Assim, facilmente segue a afirmação (i). Para a afirmação (ii)

temos

1A − T ∗α T ∗(s) =
∑
p∈G

T (p)2 −
∑

p∈F∩sF
T (p)αs(T (s−1p))

=
∑
p∈G

T (p)∗[T (p)− αs(T (s−1p))]

= 〈T, T − δs ∗α T 〉2.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela hipótese que ‖T‖2 = 1
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temos

‖1A − T ∗α T ∗(s)‖ = ‖〈T, T − δs ∗α T 〉2‖A

≤ ‖T‖2‖T − δs ∗α T‖2

= ‖T − 1Aδs ∗α T‖2.

Com isto, conclúımos a afirmação (ii).

Com esta simplificação acima vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 4.4. Seja F2 o grupo livre gerado por {a, b}. Considere ∂F2

a fronteira do grupo livre, os elementos deste conjuntos são as pala-

vras infinitas na forma reduzida geradas pelo alfabeto {a, b, a−1, b−1},
isto é, t ∈ ∂F2 é escrito na forma reduzida como t = x1x2 · · · , onde

xi ∈ {a, b, a−1, b−1} e xi 6= x−1
i+1. Este conjunto possui uma topologia

natural, oriunda da topologia produto, em que ∂F2 é compacto. Com

isto, temos a C∗−álgebra C(∂F2) unital.

Seja τ a ação de F2 sobre C(∂F2) a ação de translação à esquerda

por concatenação, isto é, αs(f(t)) = f(s−1t) para todo s ∈ F2, f ∈
C(∂F2) e t ∈ ∂F2.

Dado t ∈ ∂F2, isto é, t = t1t2 · · · sendo cada ti uma potência de

um elemento de {a, b, a−1, b−1}, denotamos t(k) = t1 · · · tk e t(0) = e

para k ∈ N. Defina

µn : ∂F2 → Prob(F2)

t 7→ 1

n

n−1∑
k=0

δt(k).

Conseguimos ver que µn tem suporte finito para subconjuntos fini-

tos de F2 e ainda, ‖τs(µt) − µs
−1t‖ ≤ 2|s|

n
, onde µ(t) = µt, s ∈ F2 e
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t ∈ ∂F2. Com isto, temos

lim
n→∞

(sup
t∈F2

‖τs(µt)− µs
−1t‖1) = 0.

A partir desta aplicação iremos definir uma função de suporte

finito de F2 para C(∂F2), para isto, defina Sn : F2 → C(∂F2) por

Sn(g)(t) = µtn(g). Para cada t ∈ ∂F2 temos

∑
g∈F2

Sn(g)(t) =
∑
g∈F2

µtn(g) =
∑
g∈F2

1

n

n−1∑
k=0

δt(k)(g) = 1

Seja T̃n(g) =
√
Sn(g), para cada n ∈ N,

〈T̃n, T̃n〉2 =
∑
g∈F2

T̃n(g)∗T̃n(g) =
∑
g∈F2

Sn(g) = 1C(X).

Observe que

1δs ∗τ T̃n(g)(x) = τs(T̃n(s−1g))(x) = T̃n(s−1g)(s−1x)

=
√
Sn(s−1g)(s−1x) =

√
µs−1x
n (s−1g)

=
√
τs(µs

−1x
n )(g).

Utilizando a desigualdade (a − b)2 ≤ |a2 − b2| para qualquer ele-

mento positivo a, b temos,

‖1Aδs ∗τ T̃n(g)− T̃n‖22 = sup
x∈∂F2

( ∑
g∈F2

|
√
τs(µs

−1x
n )(g)−

√
µxn(g)|2

)

≤ sup
x∈∂F2

( ∑
g∈F2

|τs(µs
−1x
n )(g)− µxn(g)|

)

= sup
y∈∂F2

( ∑
g∈F2

|τs(µyn)(g)− µs
−1y
n (g)|

)
= sup
y∈∂F2

‖τs(µyn)− µs
−1y
n ‖1 −→ 0.
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Com isto provamos que T̃n satisfaz as condições (i), (ii) e (iii)

da Definição 4.1 porém não conseguimos garantir que T̃n tem suporte

finito. Seja Fn ⊂ Fn+1 uma sequência de subconjuntos finitos de F2 tal

que ∪Fn = F2. Por fim, defina

Tn(g) =

√√√√ 1∑
g∈Fn

T̃n(g)2
T̃n(g).

Analogamente, Tn : F2 → C(∂F2) é uma função que satisfaz os

3 itens do definição de ações mediáveis. Portanto, τs é uma ação

mediável de F2 sobre C(∂F2) .

Agora demonstraremos um lema técnico que nos ajudará para pro-

varmos um resultado preliminar para o Teorema 4.8.

Lema 4.5. Sejam A uma C∗−álgebra e n ∈ N. Todo elemento positivo

em Mn(A) é a soma de n elementos na forma [a∗i aj ]
n
i,j=1, onde ai,j =

a∗i aj são as entradas das matrizes.

Demonstração. Seja x ∈ Mn(A) um elemento positivo, ou seja, x =

a∗a, onde a ∈Mn(A). Escreva

a =


a11 a12 . . . a1n

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

+


0 0 . . . 0

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0

+

+ · · ·+


0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

an1 an2 . . . ann

 .
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Como consequência,

a∗ =


a11 a12 . . . a1n

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0



∗

+ · · ·+


0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

an1 an2 . . . ann



∗

.

Denotando por

A1 =


a11 a12 . . . a1n

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

 , · · · , An =


0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

an1 an2 . . . ann

 .

Temos que A∗jAi = 0 para todo i 6= j. Logo, a∗a = A∗1A1 +A∗2A2 +

· · ·+A∗nAn. Portanto, [xij ] =
n∑
i,j

[a∗i aj ].

Lema 4.6. Seja A uma G − C∗−álgebra com a ação α. Se F ⊂ G é

um subconjunto finito com n elementos então a aplicação µ : A ⊗min
Mn(C)→ Aoα,alg G ⊂ Aoα,r G definida por µ(a⊗ ep,q) = αp(a)δpq−1

é completamente positiva.

Demonstração. Dadas duas C∗−álgebrasA,B, lembre que uma aplicação

linear ϕ : A → B é completamente positiva se ϕF : Mn(A) → Mn(B)

dada por ϕn([ai,j ]
n
i,j=1) = [ϕ(ai,j)]

n
i,j=1, assim, ϕF é uma aplicação po-

sitiva. Como Mn(A) ∼= Mn(C)⊗min A, podemos ver ϕn : Mn(C)⊗min
A→Mn(C)⊗min B, e desta forma, ϕn = ϕ⊗ IdMn(C).

Tomando B := Mn(C) e lembrando do Lema 3.16 e que o produto

tensorial é associativo, temos Mn(C)⊗min (Aoα,r G) ∼= (Mn(C)⊗min
A) oIdMn(C)⊗α,r G e Mn(C) ⊗min (A ⊗min Mn(C)) ∼= (Mn(C) ⊗min
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A)⊗min Mn(C).

Com estas informações temos o seguinte diagrama:

Mn(C)⊗ (A⊗Mn(C)) ∼=
A //

Id⊗µ
��

(Mn(C)⊗A)⊗Mn(C)

µ1

��
Mn(C)⊗ (Aoα,r G) ∼=

F // (Mn(C)⊗A) oId⊗α,r G,

onde A : Mn(C)⊗min (A⊗minMn(C))→ (Mn(C)⊗minA)⊗minMn(C)

é a associatividade do produto tensorial e F : (B⊗minA)oIdB⊗α,rG→
B⊗min(Aoα,rG) foi definida no Lema 3.16, sendo F((b⊗a)δs) = b⊗aδs.
Observe que µ1 : (Mn(C)⊗minA)⊗minMn(C)→Mn(C)⊗min(Aoα,rG)

é a aplicação µ para a álgebra Mn(C)⊗min A.

É simples verificar que o diagrama acima é comutativo. De fato,

dados ep,q ⊗ (a⊗ er,s) ∈Mn(C)⊗ (A⊗Mn(C)) temos

µ◦A(ep,q⊗ (a⊗ er,s)) = µ((ep,q⊗a)⊗ er,s) = (Id⊗αr)((ep,q⊗a)δrs−1 .

Por outro lado,

F◦(Id⊗µ)(ep,q⊗(a⊗er,s)) = F(ep,q⊗(αr(a)δrs−1)) = (ep,q⊗αr(a))δrs−1

= (Id⊗ αr)(ep,q ⊗ a)δrs−1 ,

ou seja, o diagrama é comutativo.

Agora precisamos mostrar que µn é positiva, mas pelo diagrama e

com µn = µ⊗ IdMn(C), basta vermos que µ é positiva. Pelo Lema 4.5,

basta verificarmos que µ é positiva para elementos da forma
∑

p,q∈G
a∗paq⊗

ep,q ∈ A⊗Mn(C). Portanto,

µ

( ∑
p,q∈G

a∗paq ⊗ ep,q
)

=
∑
p,q∈G

αp(a
∗
paq)δpq−1
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=
∑
p∈G

αp(a
∗
p)δp−1

∑
q∈G

αp(a
∗
paq)δpq−1

=
∑
p∈G

αp(a
∗
p)αp(aq)δpq−1

=

(∑
p∈G

αp(a
∗
p)δp

)(∑
q∈G

aqδq−1

)

=

(∑
p∈G

apδp−1

)∗(∑
p∈G

apδp−1

)
.

Com isto, vemos que µ é positiva, portanto é uma aplicação com-

pletamente positiva.

Proposição 4.7. Sejam A uma G − C∗−álgebra unital e T : G → A

uma função de suporte finito F tal que 0 ≤ T (g) ∈ Z(A) para todo

g ∈ G e
∑
g∈G

T (g)2 = 1A. Então existem uma aplicação completamente

positiva unital ϕ : A oα,r G → A ⊗min MF (C) e uma aplicação com-

pletamente positiva unital ψ : A ⊗min MF (C) → A oα,r G tal que

ψ ◦ ϕ(aδs) = (T ∗α T ∗(s))(aδs) para todo s ∈ G e a ∈ A.

Demonstração. Seja (ep,q) a base canônica de M|F |(C) consistindo das

matrizes ep,q que valem 1 na entrada p, q e zero nas demais entradas.

Pelo Teorema 3.15, sabemos que ϕ : A oα,r G → A ⊗min MF (C)

definida nos elementos geradores asδs de A oα,r G por ϕ(asδs) =∑
p∈F∩sF

α−1
p (as)⊗ep,s−1p é uma aplicação completamente positiva, pois

(1H ⊗ PF )π̃(a)(1H ⊗ λs)(1H ⊗ PF ) = ϕ(asδs)

=
∑

p∈F∩sF
α−1
p (as)⊗ ep,s−1p ∈ A⊗min MF (C).

Como PF é uma projeção, ϕ é uma aplicação completamente positiva.

Além disso, ϕ é unital.
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Defina V =
∑
p∈F

α−1
p (T (p))⊗ ep,p. Observe que

V ∗ =

(∑
p∈F

α−1
p (T (p))⊗ ep,p

)∗
=
∑
p∈F

α−1
p (T (p)∗)⊗ ep,p

=
∑
p∈F

α−1
p (T (p))⊗ ep,p = V,

ou seja, V = V ∗. Seja AdV : A ⊗min MF (C) → A ⊗min MF (C) a

compressão por V , isto é,

K ∈ A⊗min MF (C) 7→ V KV ∗ = V KV ∈ A⊗min MF (C).

Logo, a compressão AdV será uma aplicação completamente posi-

tiva. Além disso, observe que

AdV (ϕ(aδs)) = V ϕ(aδs)V =

=

(∑
p∈F

α−1
p (T (p))⊗ ep,p

)( ∑
p∈F∩sF

α−1
p (a)⊗ ep,s−1p

)
V

=

( ∑
p∈F∩sF

α−1
p (T (p))α−1

p (a)⊗ ep,pep,s−1p

)
V

=

( ∑
p∈F∩sF

α−1
p (T (p)a)⊗ ep,s−1p

)
V

=
∑

p∈F∩sF
α−1
p (T (p)a)α−1

s−1p(T (s−1))⊗ ep,s−1p(es−1p,s−1p)

=
∑

p∈F∩sF
α−1
p (T (p)a)α−1

s−1p(T (s−1p))⊗ ep,s−1p.

Pelo Lema 4.6, a aplicação

µ : A⊗min MF (C)→ Aoα,r G

a⊗ ep,q 7→ αp(a)δpq−1
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é completamente positiva. Mais ainda, µ é unital, pois µ(1A ⊗ ep,p) =

αp(1A)δpp−1 = 1Aδe. Assim, podemos definir outra aplicação comple-

tamente positiva unital ψ : A⊗minMF (C)→ Aoα,rG por composição

de µ e AdV ,

ψ : A⊗min MF (C)
AdV−→ A⊗min MF (C)

µ−→ Aoα,r G.

Isto é, ψ(a⊗ ep,q) = µ(V (a⊗ ep,q)V ), ou seja, ψ = µ ◦AdV .

Por fim, seja T (s) ∈ Z(A) para todo s ∈ G temos

ψ ◦ ϕ(aδs) = µ ◦AdV (ϕ(aδs))

= µ

( ∑
p∈F∩sF

α−1
p (T (p)a)α−1

s−1p(T (s−1))⊗ ep,s−1p

)

=
∑

p∈F∩sF
αp

(
α−1
p (T (p)a)α−1

s−1p(T (s−1p))

)
δpp−1s

=
∑

p∈F∩sF
αp

(
α−1
p (T (p)a)

)
αp

(
αp−1s(T (s−1p))

)
δs

=
∑

p∈F∩sF
αpp−1(T (p)a)αpp−1s(T (s−1p))

)
δs.

Pela Proposição 4.3,

ψ ◦ ϕ(aδs) =
∑

p∈F∩sF
T (p)αs(T (s−1p))aδs = (T ∗α T ∗(s))(aδs).

Para vermos que é unital, veja que

ψ ◦ ϕ(1Aδe) =
∑

p∈F∩eF
T (p)αe(T (e−1p))1Aδe =

∑
p∈F

T (p)∗(T (p)) = 1A.

Por construção temos o requerido.
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Agora temos os artif́ıcios suficientes para provar o resultado mais

importante deste caṕıtulo.

Teorema 4.8. Se α é uma ação mediável de G sobre A então AoαG ∼=
Aoα,r G.

Demonstração. Para mostrar este fato, basta ver que o homomorfismo

canônico π : A oα G → A oα,r G é injetor, pois já sabemos que π

é sobrejetor. Para isto, é suficiente mostrar que existe uma net de

aplicações completamente positivas e unitais Ψi : Aoα,r G→ Aoα G
tal que ‖S −Ψi ◦ π(S)‖u −→ 0 para todo S ∈ Aoα,alg G ⊂ Aoα G.

Como α é uma ação mediável, existem Ti : Fi ⊂ G→ A aplicações

de suporte finito Fi. Defina Ψi : Aoα,r G→ Aoα G por Ψi = ψi ◦ ϕi,
onde ϕi : Aoα,r G→ A⊗min MF (C) e ψi : A⊗min MF (C)→ Aoα G
são aplicações completamente positivas unitais definidas na proposição

anterior. Além disso, Ψi é uma aplicação completamente positiva e

unital e

Ψi(aδs) = ψi ◦ ϕi(aδs) = (Ti ∗α T ∗i (s))(aδs).

Assim, dado S ∈ Aoα,algG ⊂ AoαG, tal que S =
∑
s∈G

asδs, temos

‖S −Ψi ◦ π(S)‖u =

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
s∈G

asδs −Ψi ◦ π
(∑
s∈G

asδs

)∣∣∣∣∣∣∣∣
u

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
s∈G

asδs − (Ti ∗α T ∗i (s))

(∑
s∈G

asδs

)∣∣∣∣∣∣∣∣
u

=

∣∣∣∣∣∣∣∣[1A − (Ti ∗α T ∗i (s))]

(∑
s∈G

asδs

)∣∣∣∣∣∣∣∣
u

≤ ‖1A − (Ti ∗α T ∗i (s))‖A
∣∣∣∣∣∣∣∣∑
s∈G

asδs

∣∣∣∣∣∣∣∣
u

≤ ‖Ti − δs ∗α Ti‖2
∣∣∣∣∣∣∣∣∑
s∈G

asδs

∣∣∣∣∣∣∣∣
u

i−→ 0.
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Isto completa a demonstração.

Do Exemplo 4.2, temos para qualquer grupo finito G, que C0(G)oτ
G ∼= C0(G) oτ,r G.

A rećıproca do Teorema 4.8 é um problema em aberto, porém

existe uma resposta parcial para este problema. Esta provado em [16],

que vale a rećıproca se A = C0(X) é comutativa e G um grupo exato.

Um grupo G é exato se C∗r (G) é exata. Por fim, um C∗−álgebra A é

exata se para todo sequência exata de C∗−álgebras 0 → B → C →
D → 0 a sequência 0 → B ⊗min A → C ⊗min A → D ⊗min A → 0

for exata. Muitas equivalências sobre a exatidão de um grupo podem

ser vistas no caṕıtulo 5 de [5], como o grupo G é exato se e somente

se a ação de translação τ de G sobre l∞(G) é mediável. Ainda, todo

grupo mediável é exato, porém F2 é um grupo exato e não mediável.

Existem grupos não exatos, porém este caso são mais complexos, como

os “Gromov’s Monster Groups”.
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5 Ações Parciais e
Mediabilidade

Neste caṕıtulo introduziremos ações parciais e construir os pro-

dutos cruzados associados a tais ações, que chamaremos de produto

cruzado parcial cheio e reduzido, que são C∗−álgebras. Além disso, es-

tes objetos irão generalizar os produtos cruzados vistos anteriormente.

Vamos definir certas propriedades de aproximação de ações parciais e

mostrar que os produtos cruzados cheios e reduzidos são isomorfos caso

esta propriedade seja satisfeita. Aqui, usamos as ideias de [12], porém

nos restringimos aos produtos cruzados parciais.

5.1 Ações Parciais

Nesta seção iremos definir ações parciais sobre C∗−álgebras. As

ações parciais generalizam a noção de ações que vimos anteriormente,

as quais chamaremos de ações globais daqui para frente.

Definição 5.1. Sejam G um grupo(discreto) e A uma C∗−álgebra.

Uma ação parcial de G sobre A é um par ({Dg}g∈G, {θg}g∈G), onde

cada Dg são ideais bilaterais fechados de A e θg : Dg−1 → Dg são

∗−isomorfismos de C∗−álgebra que satisfazem:

(1) De = A;
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(2) θ−1
h (Dh ∩Dg−1) ⊆ Dh−1g−1 = D(gh)−1 , para todo g, h ∈ G;

(3) θg ◦ θh(a) = θgh(a), para todo a ∈ θ−1
h (Dh ∩ Dg−1) ⊆ D(gh)−1 e

todo g, h ∈ G.

Por simplicidade, denotaremos a ação parcial ({Dg}g∈G, {θg}g∈G)

apenas por θ. Observe que, se Dg = A para todo g ∈ G, dizemos que a

ação é global.

Os item (1) e (3) implicam que αe é um automorfismo idempotente,

ou seja, αe ◦ αe = αe, donde segue que αe = idA.

Ainda mais, podemos mostrar que θ−1
h = θh−1 para todo h ∈ G. De

fato, tomando g = h−1 no item (3), temos θh−1 ◦θh(a) = θh−1h(a) para

todo a ∈ θ−1
h (Dh∩Dh) = D(h−1h)−1 = De = A. Ou seja, θh−1 ◦θh(a) =

θe(a) = 1A. Analogamente θh ◦ θh−1(a) = 1A. Isto é, θ−1
h = θh−1 .

Não é tão simples construir exemplos de ações parciais. Porém

pode-se obter uma classe grande de exemplos de ações parciais à partir

de restrições de ações globais.

Exemplo 5.2. Sejam A uma G−C∗−álgebra, sendo a ação denotada

por α, e I ⊆ A um ideal bilateral fechado. Então α se restringe à uma

ação parcial de G sobre I como segue.

Considere, para cada g ∈ G, Dg = αg(I) ∩ I. Vamos ver que

θg = αg

∣∣∣∣
Dg−1

é uma ação parcial. Note que αg leva Dg−1 sobre Dg e

assim sua restrição define um isomorfismo Dg−1
∼−→ Dg.

Com efeito, cada Dg é um ideal de I pois αg(I) e I são ideais.

Tome a ∈ Dg−1 = αg−1(I) ∩ I. Assim, θg(a) = αg

∣∣∣∣
Dg−1

(a) = αg(a).

Como α é uma ação, seguem todas as propriedades de ação parcial.

Agora que sabemos o que é uma ação parcial, já podemos definir
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um C∗−sistema dinâmico parcial.

Definição 5.3. Sejam G um grupo, A uma C∗−álgebra e θ uma ação

parcial de G em A. Um C∗−sistema dinâmico parcial é a tripla orde-

nada (A,G, θ).

Temos uma condição equivalente ao item (2) da Definição 5.1 que

veremos agora.

Proposição 5.4. A condição (2) da Definição 5.1 é equivalente à

(2′) θg(Dg−1 ∩Dh) = Dg ∩Dgh, ∀g, h ∈ G.

Demonstração. Suponha que (2′) seja válida, então fazendo g = i−1 e

h = j−1, temos

θi−1(Di ∩Dj−1) = Di−1 ∩Di−1j−1 = Di−1 ∩D(ji)−1 ⊆ D(ji)−1 .

Agora, suponha que (2) é válido, tome a ∈ Dg ∩ Dgh. Assim

θg−1(a) ∈ θ−1
g (Dg ∩Dgh) ⊆ D([gh]−1g)−1 = D(h−1g−1g)−1 = Dh e como

θg−1 : Dg → Dg−1 , temos que θg−1(a) ∈ Dg−1 . Portanto, θg−1(a) ∈
Dg−1 ∩Dh, ou seja,

θg−1(Dg ∩Dgh) ⊆ Dg−1 ∩Dh.

Fazendo g = i−1 , temos θi(Di−1 ∩ Di−1h) ⊆ Di ∩ Dh. Por fim,

substituindo i−1h = j temos θi(Di−1 ∩Dj) ⊆ Di ∩D(ij).

Por outro lado, observe que θg(θg−1(a)) = a, isto é, Dg ∩ Dgh ⊆
θg(Dg−1 ∪Dh).

Portanto, temos que (2) é equivalente a (2′).
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5.2 Produto Cruzado Parcial Algébrico e
seus C∗-Completamentos

Agora vamos construir o produto cruzado parcial algébrico, as

ideias aqui serão análogas as utilizadas anteriormente, porém agora

iremos agir com a ação parcial de um grupo G em uma C∗−álgebra

A. Depois disso, vamos completar o produto cruzado parcial algébrico

afim de obter uma C∗−álgebra.

Dado um C∗−sistema dinâmico parcial (A,G, θ). Lembre que

Cc(G,A) denota o espaço vetorial das funções de suporte finito G→ A,

e que este espaço é gerado linearmente pelas funções aδg com a ∈ A e

g ∈ G.

Considere agora A opθ,alg G o subespaço de Cc(G,A) gerado por

somas finitas de funções da forma aδg com g ∈ G e a ∈ Dg, isto

é, A opθ,alg G =

{∑
g∈G

agδg; ag ∈ Dg

}
. Vamos agora definir novas

operações em A opθ,alg G. Dados ag ∈ Dg , bh ∈ Dh e c ∈ C sendo

g, h ∈ G. Vamos definir a multiplicação nos geradores de A opθ,alg G,

estabeleça

(agδg) ∗θ (bhδh) = θg(θg−1(ag)bh)δgh.

Claramente podemos calcular θg(θg−1(ag)bh), pois θg−1(ag) ∈ Dg−1

e bh ∈ Dh. Portanto, θg−1(ag)bh ∈ Dg−1∩Dh. Por fim, θg(θg−1(ag)bh) ∈
Dg ∩Dgh.

Agora estendemos linearmente a multiplicação definida acima nos

geradores, ou seja, dados a, b ∈W tal que a =
∑
g∈G

agδg e b =
∑
h∈G

bhδh,

temos
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a ∗θ b =

(∑
g∈G

agδg

)
∗θ
(∑
h∈G

bhδh

)

=

(∑
g∈G

agδg

)(∑
h∈G

bhδh

)
=
∑
g,h∈G

agδg ∗θ bhδh

=
∑
g,h∈G

θg(θg−1(ag)bh)δgh

=
∑
g∈G

∑
k=gh

θg(θg−1(ag)bg−1k)δk

=
∑
g∈G

∑
h∈G

θg(θg−1(ag)bg−1h)δh

=
∑
g∈G

(∑
h∈G

θh(θh−1(ah)bh−1g)

)
δg.

O produto cruzado parcial algébrico de um C∗−sistema dinâmico

parcial (A,G, θ) é o espaço Aopθ,alg G munido das operações definidas

acima. Já denotamos este conjunto por Aopθ,alg G.

Já foi provado em [12] que Aopθ,algG é uma álgebra. O maior pro-

blema de demonstrar este fato, é mostrar que o produto definido acima

é associativo. Vamos demonstrar a associatividade do produto cruzado

em seguida. Para o leitor que não está familiarizado com álgebras de

multiplicadores, aconselha-se ler o Apêndice B sobre o assunto. Parte

dos resultados que utilizaremos na próxima demonstração está indicada

no apêndice.

Proposição 5.5. Sejam (A,G, θ) um C∗−sistema dinâmico parcial,

sendo

θ = ({Dg}g∈G, {θg}g∈G).

O produto cruzado parcial algébrico Aopθ,alg G é associativo.
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Demonstração. Sejam ar ∈ Dr, bs ∈ Ds e ct ∈ Dt, sendo r, s e t ∈ G.

Como os elementos de A opθ,alg G são escritos na forma
∑
r∈G

arδr, pela

linearidade precisamos mostrar apenas que

(arδrbsδs)ctδt = arδr(bsδsctδt). (5.1)

Vamos calcular o lado esquerdo da Equação 5.1.

(arδrbsδs)ctδt = [θr(θr−1(ar)bs)δrs]ctδt

= θrs

(
θ(rs)−1

(
θr(θr−1(ar)bs

)
ct)

)
δrst.

Observe que θr−1(ar)bs ∈ Dr−1 ∩ Ds pela proposição 5.4, temos

θr(θr−1(ar)bs) ∈ Dr ∩Drs.

Assim,

θ(rs)−1

(
θr(θr−1(ar)bs

)
∈ θ(rs)−1

(
Drs ∩Dr

)
= D(rs)−1 ∩Ds.

Pelo item (3) da Definição 5.1, temos

θ(rs)−1

(
θr(θr−1(ar)bs

)
= θs−1r−1

(
θr(θr−1(ar)bs

)
= θs−1(θr−1

(
θr(θr−1(ar)bs

)
)

= θs−1(θr−1(ar)bs).

Agora, observe que θr−1(ar)bs ∈ Dr−1 ∩Ds, onde θs−1(θr−1(ar)bs)

∈ θs−1(Dr−1 ∩Ds) ⊆ Ds−1 ∩D(rs)−1 .

Temos,

(arδrbsδs)ctδt = θrs

(
θ(rs)−1

(
θr(θr−1(ar)bs

)
ct

)
δrst

= θrs

(
θs−1(θr−1(ar)bs)

)
ct

)
δrst
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= θr(θs

(
θs−1(θr−1(ar)bs)

)
ct

)
)δrst.

Calculando o outro lado da equação 5.1,

arδr(bsδsctδt) = arδr(θs(θs−1(bs)ct))δst

= θr(θr−1(ar)[θs(θs−1(bs)ct]))δrst.

Assim, comparando ambos lados da equação

θr(θs

(
(θs−1(θr−1(ar)bs)ct)

)
)δrst = θr(θr−1(ar)θs(θs−1(bs)ct))δrst.

Como cada θr é um isomorfismo, para que a equação 5.1 seja válida,

é o mesmo que

θs

(
θs−1(θr−1(ar)bs)

)
ct

)
= θr−1(ar)θs(θs−1(bs)ct).

Além disso, θr−1 : Dr → Dr−1 é um isomorfismo, assim, θr−1(ar) =

ar−1 . Substituindo na equação

θs

(
θs−1(ar−1bs)

)
ct

)
= ar−1 [θs(θs−1(bs)ct]),

sendo ar−1 ∈ Dr−1 , bs ∈ Ds e ct ∈ Dt, para r, s e t ∈ G quaisquer.

Tome, em particular, e = r = t e portanto Dr = Dt = A. Logo,

Aopθ,alg G será associativo se

θs

(
θs−1(abs)

)
c

)
= a[θs(θs−1(bs)c)], (5.2)

sendo a, c ∈ A e bs ∈ Ds , para s ∈ G quaisquer.

A equação acima é o mesmo que dizer que
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(θs ◦Rc ◦ θs−1) ◦ La(bt) = La ◦ (θs ◦Rc ◦ θs−1),

onde La é o multiplicador à esquerda de Ds e Rc o multiplicador à

direita de Ds−1 .

Pelo Lema B.7, (θs ◦ Rc ◦ θs−1) é um multiplicador a direita de

Ds−1 .

Como Ds−1 é uma C∗−subálgebra, em particular é uma C∗−ál-

gebra, pela proposição B.5 que toda C∗−álgebra é (L,R)−associativa.

Assim a Equação 5.2 é válida. Portanto, o produto cruzado parcial

algébrico Aopθ,alg G é associativo.

Considere (A,G, θ) um C∗−sistema dinâmico parcial, queremos

que os completamentos de Aopθ,algG tenha também a mesma estrutura

que A, ou seja, uma C∗−álgebra. Para isto, precisamos que Aopθ,alg G
possua uma involução e uma C∗−norma satisfazendo a identidade C∗

no completamento. Defina

∗ : Aopθ,alg G→ Aopθ,alg G

agδg 7→ θg−1(a∗g)δg−1 .

Sejam c ∈ C ,ag, bg ∈ Dg e bh ∈ Dh, com h, g ∈ G arbitrários.

Temos que

[(cag + bg)δg]
∗ = θg−1(cag + bgδg)δg−1

= [cθg−1(ag) + θg−1(bgδg)]δg−1

= c[agδg]
∗ + [bgδg]

∗

e

[(agδg)
∗]∗ = [θg−1(a∗g)δg−1 ]∗
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= θg([θg−1(a∗g)]
∗)δg

= θg(θg−1(ag))δg

= agδg.

Por fim,

[(agδg)(bhδh)]∗ = [θg(θg−1(ag)bh)δgh]∗

= θ(gh)−1([θg(θg−1(ag)bh)]∗)δ(gh)−1

= θ(gh)−1(θg(b
∗
h(θg−1(ag))

∗))δ(gh)−1

= θh−1g−1(θg(b
∗
h(θg−1(ag))

∗))δ(gh)−1

= θh−1(b∗h(θg−1(ag))
∗)δ(gh)−1 .

Por outro lado,

(bhδh)∗(agδg)
∗ = (θh−1(b∗h)δh−1)(θg−1(a∗g)δg−1)

= θh−1(θh(θh−1(b∗h)θg−1(a∗g)))δh−1g−1

= θh−1(b∗h(θg−1(ag))
∗)δ(gh)−1 .

Logo, temos que a operação definida acima é uma involução sobre

Aopθ,alg G, ou seja, esta álgebra é uma ∗−álgebra.

Analogamente, como vimos no produto cruzado para ações globais,

dado (A,G, θ) um C∗−sistema dinâmico parcial gostaŕıamos de uma

inclusão que A ⊆ A opθ,alg G. Para isto basta consideramos que a

aplicação

ι : A→ Aopθ,alg G

a 7→ aδe.

é um homomorfismo injetor de álgebras. Ainda mais, ι é uma ∗−ho-

momorfismo injetor. Dados a, b ∈ A e z ∈ C
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ι(za+ b) = (za+ b)δe = zaδe + bδe = zι(A) + ι(b)

e

ι(ab) = abδe = θe(θe−1(a)b)δee = aδebδe = ι(a)ι(b).

Para a injetividade, suponha que ι(a) = 0, isto é, aδe = 0. Isto

ocorre, se e somente se, a = 0. Além disso, ι(a∗) = a∗δe = θe−1(a∗)δe−1 =

(aδe)
∗ = ι(a)∗. Portanto, ι é um ∗−homomorfismo injetivo.

Vamos usar a inclusão ι para identificar A como uma subálgebra

de Aopα,alg G, ou seja, escreveremos A = Aδe.

Proposição 5.6. Seja (A,G, θ) um C∗−sistema dinâmico parcial. Se

p é uma C∗−seminorma sobre Aopθ,algG então para todo a =
∑
s∈G

asδs ∈

Aopθ,alg G temos

p(a) ≤
∑
s∈G
‖as‖A.

Demonstração. Primeiramente vamos considerar os geradores asδs e

calcular:

p(asδs)
2 = p(asδs(asδs)

∗)

= p(asδs(θs−1(a∗s)δs−1))

= p(θs(θs−1(as)θs−1(a∗s))δss−1)

= p(θs(θs−1(asa
∗
s))δe)

= p(asa
∗
sδe).

Como asa
∗
sδe ∈ Aδe = A e A é uma C∗−álgebra, temos

p(asδs)
2 = p(asa

∗
sδe)

≤ ‖asa∗s‖A

= ‖as‖2A.
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Assim, p(asδs) ≤ ‖as‖A.

Agora para um elemento da forma a =
∑
s∈G

asδs ∈ Aopθ,algG, basta

utilizarmos a desigualdade triangular

p

(∑
s∈G

asδs

)
≤
∑
s∈G

p(asδs)

≤
∑
s∈G
‖as‖A.

Portanto, p(a) ≤
∑
s∈G
‖as‖A.

Com isto, agora conseguimos definir uma C∗−seminorma sobre

Aopθ,alg G:

‖a‖max = sup
p
{p(a); p é C∗ − seminorma sobre Aopθ,alg G}.

Pela proposição anterior, vemos que ‖ · ‖max é limitada. Futura-

mente poderemos ver que ‖ · ‖max é uma C∗−norma sobre Aopθ,alg G,

isto se tornará mais simples quando construirmos a representação re-

gular associada. Logo, podemos fazer o completamento de Aopθ,alg G.

Definição 5.7. Seja (A,G, θ) um C∗−sistema dinâmico parcial. O

produto cruzado parcial cheio Aopθ G é o completamento de Aopθ,alg G
com a norma ‖ · ‖max. Ou seja,

Aopθ G = Aopθ,alg G
‖·‖max

.

Além disso, como A opθ,alg G é uma subálgebra densa de A opθ
G, vamos denotar κ : A opθ,alg G → A opθ G o ∗−homomorfismo do

completamento. Para o produto cruzado parcial cheio temos a seguinte

propriedade universal.

Proposição 5.8 (Propriedade universal do produto cruzado parcial).
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Sejam B uma C∗−álgebra e ϕalg : Aopθ,algG→ B um ∗−homomorfismo.

Então existe um único ∗−homomorfismo ϕ : Aopθ G→ B que torna o

seguinte diagrama comutativo:

Aopθ G
ϕ

""
Aopθ,alg G

99

ϕalg
// B

Demonstração. Definindo p(a) = ‖ϕalg(a)‖B segue que p é uma C∗−se-

minorma sobre A opθ,alg G, donde é limitada por ‖a‖max. Assim, po-

demos estender ϕalg ao completamento, e assim obtemos um ∗−homo-

morfismo de Aopθ G em B como desejado.

Exemplo 5.9. Já foi provado que a álgebra de Cuntz On é isomorfa

a um produto cruzado parcial. Este resultado pode ser visto em [11].

Essencialmente, On ∼= C(X) opθ Fn, onde X = {1, 2, · · · , n}N.

Iremos definir o produto cruzado parcial reduzido utilizando ideias

de McClanahan [17]. Para isto é útil apresentarmos o conceito de re-

presentação covariante parcial.

Definição 5.10. Seja (A,G, θ) um C∗−sistema dinâmico parcial. Uma

representação parcial covariante é a tripla (π, u,H), onde é um repre-

sentação π : A → B(H) de A em um espaço de Hilbert H e u : G →
B(H)é uma aplicação cuja imagem consiste de isometrias parciais sa-

tisfazendo:

(1) u∗g = ug−1 , para todo g ∈ G;

(2) ugπ(a)ug−1 = π(θg(a)), para todo a ∈ Dg−1 e g ∈ G;

(3) π(a)[uguh − ugh] = 0, para todo a ∈ Dg ∩Dgh e g, h ∈ G.



125

Dado um par (π, u) consistindo de uma representação π : A →
B(H) de A em H e uma representação unitária u : G → B(H) uma

representação unitária satisfazendo apenas o item (2) da definição an-

terior, defina vg := ugPg−1 , onde Pg é a projeção ortogonal sobre

[π(Dg)H]. Observe que vg = Pgug, pois u∗g = ug−1 e Pg é projeção.

Então vg é isometria parcial, tal que (π, v,H) é uma representação

parcial covariante.

De fato, se vg = ugPg−1 = Pgug, já temos que vg−1 = Pg−1ug−1 =

P ∗g−1u∗g = (ugPg−1)∗ = v∗g , ou seja, satisfaz (1). Observe que como Pg

é a projeção ortogonal sobre [π(Dg)H], temos que π(a)vg = π(a)ug

e vg−1π(a) = ug−1π(a), sendo a ∈ Dg. Com isto (2) é válido, pois

ugπ(a)ug−1 = π(θg(a)), para todo a ∈ Dg−1 e g ∈ G.

Assim,

π(a)[vgvh − vgh] = π(a)ugvh − π(a)ugh.

Como ugπ(a)ug−1 = π(θg(a)) é o mesmo que π(a)ug = ugπ(θg−1(a))e

como αg−1(Dg ∩Dgh) ⊆ Dh, segue que

π(a)ugvh − π(a)ugh = ugπ(θg−1(a))uh − π(a)ugh

= π(a)uguh − π(a)ugh = 0.

Com isto, (π, v,H) é uma representação parcial covariante.

Agora vamos caminhar para definirmos o produto cruzado par-

cial reduzido. Para isto fixamos como acima (A,G, θ) um C∗−sistema

dinâmico parcial, consistindo de isomorfismos θg : Dg−1 → Dg, onde

cada Dg é um ideal bilateral de A. Queremos encontrar uma repre-

sentação de A em B(l2(G,H)) ∼= B(H⊗̂l2(G)), onde H é um espaço de

Hilbert.

Seja π : A → B(H) uma representação fiel. Para cada g ∈ G,
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defina

πg : Dg → B(H)

ag 7→ π(θg−1(ag)).

Como θg é um isomorfismo e π uma representação, cada πg também

uma representação de Dg. Por este próximo resultado podemos esten-

der nossa representação.

Proposição 5.11. Se temos σ : I → B(H) representação de I E A

ideal de A então existe σ′ : A → B(H) que estende σ. Além disso, se

exigirmos que σ′(a)ξ = 0 para todo ξ ∈ [σ(I)H]⊥ ⊆ H e a ∈ A, ou

seja, se σ′ aniquila [σ(I)H]⊥ ⊆ H, então σ′ é único.

Demonstração. A demonstração pode ser vista em [13].

Assim, para cada g ∈ G, considere π′g : A → B(H) a extensão de

πg. Podemos ver a aplicação π′g : A→ B(H) como x 7→ s−limλ πg(eλx),

onde (eλ) é a unidade aproximada de Dg. Assim, se I for um ideal

bilateral fechado de A e (fλ) a unidade aproximada de Dg ∩ I então

a extensão π′g : I → B(H) é dada por π′g(x) = s − limλ π(fλx) para

todo x ∈ I. De fato, considere πg a representação de I ∩ Dg e π′g

sua única extensão a I que aniquila [πg(I ∩Dg)H]⊥. Assim, π′g(x) =

s− limλ π(fλx) para todo x ∈ I.

Agora, defina

π̃ : A→ B(l2(G,H)) ∼= B(H⊗̂l2(G))

a→ π̃(a)

onde

π̃(a)(h⊗ δg) = π′g(a)h⊗ δg.

Lembre que λs : l2(G) → l2(G) é dado por λs(δg) = δsg para
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s, g ∈ G. Como já fizemos antes, considere

IdH ⊗ λs : H⊗̂l2(G)→ H⊗̂l2(G)

(h⊗ δg) 7→ (h⊗ δsg),

onde facilmente é verificado que (IdH ⊗ λs)∗ = (IdH ⊗ λs−1). Vamos

verificar que (IdH ⊗ λs)π̃(a)(IdH ⊗ λs)∗ = π̃(θs(a)). Dados h ∈ H e

g ∈ G, sendo a ∈ Dg−1 e (eλ) a unidade aproximada de Dg−1h ∩Dg−1 ,

temos

(IdH ⊗ λs)π̃(a)(IdH ⊗ λs)∗(h⊗ δg) = (IdH ⊗ λs)π̃(a)(h⊗ δs−1g)

= (IdH ⊗ λs)[π′s−1g(a)h⊗ δs−1g]

= π′s−1g(a)h⊗ δg

= s− lim
λ
π(θg−1s(eλa))h⊗ δg

= s− lim
λ
π(θg−1(θs(eλa)))h⊗ δg

= π′g(θs(a))h⊗ δg

= π̃(θs(a))(h⊗ δg).

Ainda mais, pela observação feita depois da Definição 5.10, se

(IdH ⊗ λs) = IdH ⊗ λsPs−1 , onde Ps é uma projeção sobre o conjunto

[π̃(Ds)H⊗̂l2(G)] então (π̃, (IdH⊗̂λs), H ⊗ l2(G)) é uma representação

covariante para o C∗−sistema dinâmico (A,G, θ). Caso isto ocorra

continuaremos usando (π̃, IdH ⊗ λs, H⊗̂l2(G)) como notação.

Podemos considerar um ∗−homomorfismo

π̃ o (IdH ⊗ λ) :Aopθ,alg G→ B(H⊗̂l2(G)

aδs 7→ π̃(a)(IdH ⊗ λs).

A aplicação π̃ o (IdH ⊗ λ) é chamada de representação regular.

Definição 5.12. Dado um C∗−sistema dinâmico parcial (A,G, θ), o
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produto cruzado parcial reduzido, denotado por Aopθ,r G é o fecho da

imagem de Aopθ,algG pela representação regular π̃o(IdH⊗λ), ou seja,

Aopθ,r G = [π̃ o (IdH ⊗ λ)](Aopθ,alg G)
B(H⊗̂l2(G))

.

O fato que A opθ,r G não depende de representação também pode

ser vista em [17]. Como a representação é fiel, obtemos uma inclusão

A opθ,alg G ⊆ A opθ,r G, ou seja, vemos o produto cruzado reduzido

como um completamento do produto cruzado algébrico. Como fizemos

no caso global, denotaremos por Λ o ∗−homomorfismo sobrejetor Λ :

Aopθ G→ Aopθ,r G.

Considere Erg : Aopθ,rG→ Dg definido nos geradores por Erg(aδs) =

aδg,s, onde cada Dg é um ideal bilateral de A e Dgδg são os elementos

da forma agδg com ag ∈ Dg. Observe que Ere : Aopθ,r G→ Deδe ∼= A é

uma esperança condicional, para provar isto basta proceder de maneira

análoga a caso de ações globais como vimos anteriormente ou consultar

[12].

Além disso, podemos incluir Dg em A opθ G. Denotaremos essa

inclusão por ζg : Dg → Aopθ G.

Agora vamos definir o que seria uma famı́lia covariante de cada

Dg. E veremos que as representações do produto cruzado cheio corres-

pondem bijetivamente com as famı́lias covariantes.

Definição 5.13. Sejam (A,G, θ) um C∗−sistema dinâmico parcial e C

uma C∗−álgebra. Uma famı́lia covariante é uma famı́lia de aplicações

lineares $g : Dg → C satisfazendo:

(i) $g(ag)$h(ah) = $gh(θg(θ
−1
g (ag)ah)) sendo ag ∈ Dg e ah ∈ Dh;

(ii) $g(ag)
∗ = $g−1(θg−1(a∗g)) para ag ∈ Dg.
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Um exemplo de famı́lia covariante de {Dg}g∈G são as inclusões

{ζg : Dg → Aopθ G}.

Proposição 5.14. O conjunto X = {π : A opθ G → B(H)} correspon-

dem bijetivamente com o conjunto das famı́lias covariantes Y = {$g :

Dg → C}.

Demonstração. Considere

f : X → Y

π 7→ πg := π ◦ ζg.

Verificamos que π ◦ ζ ∈ Y . Este é calculo se torna mais fácil pois

sabemos que ζg é uma famı́lia covariante. Facilmente πg : Dg → B(H)

é uma aplicação linear, pois é composição de tais. Dados ag ∈ Dg e

ah ∈ Dh, temos que π satisfaz:

πg(ag)πh(ah) = π ◦ ζg(ag)π ◦ ζh(ah)

= π(ζg(ag)ζh(ah))

= π(ζgh(θg(θ
−1
g (ag)ah)))

= πgh(θg(θ
−1
g (ag)ah)),

e

πg(ag)
∗ = [π(ζg(ag))]

∗ = π(ζg(ag)
∗)

= π(ζg−1(θg−1(a∗g))) = πg−1(θg−1(a∗g)).

Com isto, vemos que {πg} é uma famı́lia covariante.

Por outro lado, defina

f−1 : Y → X

$g 7→W$,
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onde $g : Dg → C ⊂ B(H) e W$ : Aopθ → C ⊂ B(H) é definida por(∑
g∈G agδg

)
7→
∑
g∈G$g(ag). Observe que W$ ∈ X pois é linear, e

como {$g} é uma famı́lia covariante, temos

W$(agδg ∗θ ahδt) = W$(θg(θ
−1
g (ag)ah)δgh)

= $gh(θg(θ
−1
g (ag)ah))

= $g(ag)$h(ah)

= W$(agδg)W$(ahδh)

e

[W$(agδg)]
∗ = [$g(ag)]

∗ = $g−1(θg−1(a∗g))

= W$(θg−1(a∗g)δg−1) = W$(agδ
∗
g),

ou seja, W$ ∈ X.

Por fim, basta verificarmos que f−1f = Id e ff−1 = Id. De fato,

f−1 ◦ f(π)(agδg) = f−1(π ◦ ζg)(agδg)

= Wπ◦ζ(agδg)

= π(ζg(ag))

= π(agδg)

e

f ◦ f−1(πg)(ag) = f(Wπ)(ag)

= Wπ ◦ ζg(ag)

= Wπ(agδg)

= πg(ag).

Com isto temos nossa bijeção entre as representações e as famı́lias co-

variantes.
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A bijeção acima é uma consequência da propriedade universal do

produto cruzado parcial. Com isto, podemos ter como decorrência

direta destes resultados:

Proposição 5.15. Sejam (A,G, θ) um C∗−sistema dinâmico parcial e

C uma C∗−álgebra. Se {$g : Dg → C} é um famı́lia covariante então

existe um único ∗−homomorfismo ϕ : Aopθ G→ C tal que ϕ ◦ ζg = $g

para todo g ∈ G.

O ∗−homomorfismo ϕ é chamado de forma integrada de {$g}g∈G.

5.3 Mediabilidade e Ações Parciais

Nesta seção iremos generalizar as ações mediáveis que vimos no

caṕıtulo anterior. Essencialmente, iremos juntar a noção de ações

mediáveis com as ações parciais. Também provaremos alguns resul-

tados com relação a essa definição. Esta nova definição irá generalizar

as ações mediáveis. Ainda mais, veremos as relações entre as noções de

mediabilidade.

Precisamos demonstrar um lema que será muito útil neste caṕı-

tulo. Porém para esta demonstração ficar completa e não tão técnica,

vamos construir as bases necessárias para enunciarmos o Prinćıpio de

Absorção de Fell. Este resultado será necessário no lema que segue.

Fixamos (A,G, θ) um C∗−sistema dinâmico parcial e seja π =

{πg : Dg → B(H)}g∈G é um famı́lia covariante. Vamos agora considerar

outra famı́lia covariante mas agora representada em H⊗̂l2(G), sendo

πg ⊗ λ(ag) = πg(ag)⊗ λg.

Pela construção, é posśıvel ver que π⊗λ = {πg⊗λ : Dg → B(H⊗̂l2(G))}
é uma famı́lia covariante. Pela Proposição 5.15, existe único ∗−homo-
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morfismo ϕ : Aopθ G → B(H⊗̂l2(G)), chamado de forma integrada de

π ⊗ λ, satisfazendo ϕ ◦ ζg = πg ⊗ λ, para todo g ∈ G.

Agora podemos enunciar o Prinćıpio da Absorção de Fell:

Teorema 5.16 (Prinćıpio da Absorção de Fell). Seja π = {πg : Dg →
B(H)}g∈G uma famı́lia covariante e ϕ a forma integrada associada a

famı́lia π ⊗ λ como descrita acima. Então ϕ se anula no núcleo de

Λ. E assim, temos uma ∗representação ψ que faz seguinte diagrama

comutar

Aopθ,r G
ψ

&&
Aopθ G

Λ
99

ϕ
// B(H⊗̂l2(G))

.

Além disso, se πe é fiel, então ψ é fiel.

Demonstração. A demonstração pode ser vista em [12].

Alguns corolários importantes

Lema 5.17. Sejam (A,G, θ) um C∗−sistema dinâmico parcial e T :

G→ A uma função de suporte finito. Então

V : Aopθ,r G→ Aopθ G

z 7→
∑
g,h∈G

ζg(T (gh)∗Erg(z)T (h)),

define uma aplicação linear completamente positiva tal que

‖V ‖ ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∑
g∈G

T (g)∗T (g)

∣∣∣∣∣∣∣∣
A

.

Além disso, V (asδs) =
∑

g,h∈G
(T (gh)∗asδsT (h)) para todo s ∈ G e as ∈

Ds.
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Demonstração. Seja ρ : AopθG→ B(H) uma ∗−representação fiel. De-

fina uma famı́lia covariante πg := ρ◦ζg : Dg → AopθG→ B(H). Como

já vimos antes, temos {πg}g∈G uma famı́lia covariante para {Dg}g∈G.

Fazendo a mesma construção acima, temos π ⊗ λ = {πg ⊗ λ : Dg →
B(H⊗̂l2(G))}g∈G como uma famı́lia covariante. Seja ϕ : A opθ G →
B(H⊗̂l2(G)) a forma integrada de associada à π ⊗ λ. Pelo Teorema

5.16, existe uma ∗−representação ψ que faz seguinte diagrama comu-

tar

Aopθ,r G
ψ

&&
Aopθ G

Λ
99

ϕ
// B(H⊗̂l2(G)).

Vamos deixar estas aplicações um pouco de lado e construiremos

a aplicação V do enunciado. Considere πe := ρ ◦ ζe : De
∼= A→ B(H).

Defina F : H → H ⊗ l2(G) tal que F (ξ) =
∑
g∈G

πe(T (g))ξ⊗ δg. Observe

que F é linear e limitado. De fato,

F (ξ + η) =
∑
g∈G

πe(T (g))(ξ + η)⊗ δg

=
∑
g∈G

πe(T (g))ξ + πe(T (g))η ⊗ δg

=
∑
g∈G

πe(T (g))ξ ⊗ δg + πe(T (g))η ⊗ δg

= F (ξ) + F (η)

e

‖F (ξ)‖2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
g∈G

πe(T (g))ξ

∣∣∣∣∣∣∣∣2
H

≤
∑
g∈G

∣∣∣∣∣∣∣∣πe(T (g))ξ

∣∣∣∣∣∣∣∣2
H
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=
∑
g∈G
〈πe(T (g))ξ, πe(T (g))ξ〉

=

〈∑
g∈G

πe(T (g))∗πe(T (g))ξ, ξ

〉

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∑
g∈G

πe(T (g))∗πe(T (g))

∣∣∣∣∣∣∣∣
H

‖ξ‖2,

ou seja, ‖F‖ ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
g∈G

πe(T (g))∗πe(T (g))

∣∣∣∣∣∣∣∣1/2
H

. Além disso, como πe é

um ∗−homomorfismo, temos ‖F‖ ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
g∈G

(T (g))∗(T (g))

∣∣∣∣∣∣∣∣1/2
H

. Com isto

provamos que F ∈ B(H,H⊗ l2(G)). Observe que F ∗ ∈ B(H⊗ l2(G), H)

é dado por F ∗(ξ ⊗ δg) = πe(T (g))∗ξ.

Seja

W : B(H ⊗ l2(G))→ B(H)

S 7→ F ∗SF.

Dados ξ ∈ H e ag ∈ Dg quaisquer, vamos aplicar W em πg ⊗ λ(ag),

W (πg ⊗ λ(ag))ξ = F ∗(πg ⊗ λ(ag))Fξ

= F ∗(πg(ag)⊗ λg)
(∑
s∈G

πe(T (s))ξ ⊗ δs
)

= F ∗
(∑
s∈G

πg(ag)πe(T (s))ξ ⊗ δgs
)

=
∑
s∈G

πe(T (gs))∗πg(ag)πe(T (s))ξ.

Logo W (πg ⊗ λ(ag)) =
∑
s∈G πe(T (gs))∗πg(ag)πe(T (s)).

Agora vamos definir nosso V pela composição de W e ψ e verificar
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que ele satisfaz as hipóteses do lema. Defina

V : Aopθ,r G
ψ−→ B(H ⊗ l2(G))

W−→ B(H),

isto é, V (agδg) = W (ψ(agδg)). Observe que por definição V (A opθ,r
G) ⊂ B(H), mas veremos que V (Aopθ,rG) ⊆ ρ(AopθG). Ainda observe

que Aopθ,r G é a imagem de elementos agδg = Λ(ζg(ag)). Temos

V (agδg) = W (ψ(agδg))

= W (ψ(Λ(ζg(ag))))

= W (ϕ(ζg(ag)))

= W (πg ⊗ λ(ag))

= W (πg(ag)⊗ λg))

=
∑
s∈G

πe(T (gs))∗πg(ag)πe(T (s))

=
∑
s∈G

ρ(ζe(T (gs))∗)[ρ(ζg(ag))]ρ(ζe(T (s)))

= ρ

(∑
s∈G

ζe(T (gs))∗ζg(ag)ζe(T (s))

)
= ρ

(∑
s∈G

ζg((T (gs))∗ag))ζe(T (s))

)
= ρ

(∑
s∈G

ζg(T (gs)∗agT (s))

)
.

Com isto, vemos que a imagem de V está contida na imagem de

ρ. Como ρ é uma ∗−representação fiel de A opθ G, podemos ver V :

Aopθ,r G→ Aopθ G.

Agora tomando a ∈ A opθ,r G sendo a =
∑
g∈G

agδg com ag ∈ Dg

temos

V (a) = V

(∑
g∈G

agδg

)
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=
∑
g∈G

V

(
agδg

)
=
∑
g∈G

∑
s∈G

ζg(T (gs)∗agT (s))

=
∑
g,s∈G

ζg(T (gs)∗Erg(a)T (s)).

Com isto, por construção V é uma aplicação linear completamente

positiva.

Por fim,

‖V ‖ = ‖W ◦ ψ‖ ≤ ‖W‖ ≤ ‖F ∗‖‖F‖ = ‖F‖2 ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∑
g∈G

T (g)∗T (g)

∣∣∣∣∣∣∣∣
A

.

Observe que este lema acima foi muito parecido com uma Pro-

posição 4.7 do caṕıtulo passado. Analogamente como foi feito com

ações mediáveis, podemos agora definir as ações parciais mediáveis,

porém denotaremos por outro nome para não termos duas noções de

ação mediáveis.

Definição 5.18. Seja (A,G, θ) um C∗−sistema dinâmico parcial. A

ação parcial θ possui a propriedade de aproximação se existe uma net

{Ti}i∈I de aplicações de suporte finito Ti : G→ A, sendo I um conjunto

dirigido, satisfazendo:

(1) sup
i∈I

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
g∈G

Ti(g)∗Ti(g)

∣∣∣∣∣∣∣∣
A

<∞;

(2) lim
i→∞

( ∑
s∈G

Ti(gs)
∗bTi(s)

)
= b, para todo b ∈ Dgδg.

Uma net como acima é chamada de uma net de Cesaro. Vamos em

seguida demonstrar um resultado que facilita a verificação da condição
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(2) da definição acima.

Lembre que um subconjunto A de um espaço vetorial normado X

é total se o span linear de A é denso em X. Ou seja, X = span(A).

Proposição 5.19. Sejam (A,G, θ) um C∗−sistema dinâmico parcial

e uma net {Ti}i∈I de aplicações de suporte finito Ti : G → A satisfa-

zendo:

(i) sup
i∈I

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∑
g∈G

Ti(g)∗Ti(g)

∣∣∣∣∣∣∣∣
A

<∞;

(ii) lim
i→∞

( ∑
s∈G

Ti(gs)
∗bTi(s)

)
= b, para todo b em um subconjunto

total Cgδg de Dgδg.

Então θ é uma ação parcial com a propriedade de aproximação.

Demonstração. Basta mostrar que lim
i→∞

( ∑
s∈G

Ti(gs)
∗bTi(s)

)
= b, para

todo b ∈ Dgδg. Para isto, para cada i ∈ I defina,

Li :Dgδg → Dgδg

b 7→
∑
s∈G

Ti(gs)
∗bTi(s).

Tomando o limite sobre i, temos, por hipótese, que Li converge

pontualmente para b ∈ Cgδg. Como no Lema 5.17, seja

Vi :Aopθ,r G→ Aopθ G∑
g∈G

agδg 7→
∑
g,h∈G

ζg

(
Ti(gh)∗Erg(agδg)Ti(h)

)
com ag ∈ Dg, cada Vi é uma aplicação completa positiva. Observe que

Li é uma restrição de Vi a Dgδg. Logo, ‖Li‖ ≤ ‖Vi‖. Portanto, Li é

uniformemente cont́ınua. Assim, lim
i→∞

( ∑
s∈G

Ti(gs)
∗bTi(s)

)
= b, para

todo b ∈ Dgδg.
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Podemos nos perguntar se G for um grupo mediável, será que a

ação parcial associada possui a propriedade de aproximação? A res-

posta desta afirmação é verdadeira. De fato, pelo Teorema 2.24, existe

uma net {ϕj}j∈J de funções definidas positivas de suporte finito tal que

ϕj −→ 1 pontualmente. Considere agora {ui}i∈I uma unidade aproxi-

mada de A. Defina {Tj,i}(j,i)∈J×I sendo Tj,i(g) = ϕj(g)ui. Facilmente

temos que {Tj,i}(j,i)∈J×I é uma net de Cesaro, ou seja, θ é uma ação

parcial com a propriedade de aproximação.

A demonstração deste próximo resultado é muito parecido com a

do Teorema 4.8 do caṕıtulo passado.

Teorema 5.20. Seja (A,G, θ) um C∗−sistema dinâmico parcial. Se θ

é uma ação parcial com a propriedade de aproximação então o produto

cruzado parcial reduzido é isomorfo ao produto cruzado parcial cheio.

Demonstração. Por hipótese, temos uma net de Cesaro {Ti}i∈I . Como

na proposição anterior, para cada i ∈ I, considere

Vi :Aopθ,r G→ Aopθ G∑
g∈G

agδg 7→
∑
g,h∈G

ζg

(
Ti(gh)∗Erg(agδg)Ti(h)

)
com ag ∈ Dg. Temos que cada Vi é uma aplicação completamente

positiva. Defina

Ψi := Vi ◦ Λ : Aopθ G→ Aopθ G.

Temos que lim
i→∞

( ∑
s∈G

Ti(gs)
∗bTi(s)

)
= b, assim lim

i→∞
Ψi(b) = b, para

todo b ∈ Dgδg.

Como o span de Dgδg é um subespaço denso de A opθ G, pela

proposição anterior, lim
i→∞

Ψi(a) = a, para todo a ∈ Aopθ G.

Agora vamos ver que a aplicação Λ é injetora. Seja a ∈ ker(Λ),
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ou seja, a ∈ A opθ G tal que Λ(a) = 0. Assim, a = lim
i→∞

Ψi(a) =

lim
i→∞

Vi ◦ Λ(a) = lim
i→∞

Vi(0) = 0, isto é, a = 0.

Portanto, o produto cruzado parcial reduzido é isomorfo ao pro-

duto cruzado parcial cheio.

Pelo visto antes do Teorema 5.20, se (A,G, θ) um C∗−sistema

dinâmico parcial, onde G é um grupo mediável, então θ uma ação par-

cial com a propriedade de aproximação e com isto, o produto cruzado

parcial reduzido é isomorfo ao produto cruzado parcial cheio pelo Teo-

rema 5.20.

Agora vamos construir outro exemplo de ação com a propriedade

de aproximação e em seguida podemos aplicar o Teorema 5.20.

Primeiro, fixamos u uma ∗−representação parcial do grupoG qual-

quer em uma C∗−álgebra unital B, isto é, u : G→ B é uma aplicação

satisfazendo, para todo g, h ∈ G:

(i) ue = 1;

(ii) uguhuh−1 = ughuh−1 ;

(iii) uh−1uhug = uh−1uhg;

(iv) u∗g = u−1
g .

Para cada g ∈ G, defina eg = ugug−1 . Observe que egeh =

ugug−1uhuh−1 = ugug−1huh−1gug−1huh−1 = ugg−1huh−1gug−1hh−1 =

uhuh−1ugug−1 = eheg. Os conjuntos da potências de cada eg é for-

mam uma ∗−sub-álgebra comutativa de B pois egeh = eheg. Assim, a

∗−subálgebra A gerada por eg é comutativa. Denote por Dg = Aeg o

ideal de A gerado por eg.
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Como e∗g = (ugug−1)∗ = u∗g−1u∗g = ugug−1 = eg, temos que cada

ideal Dg é unital, onde eg é a unidade. Com isto, podemos definir

θg :Dg−1 → Dg

a 7→ ugaug−1 .

Proposição 5.21. Pelas condições acima, temos (A,G, θ) é um C∗−-

sistema dinâmico parcial.

Demonstração. Basta ver que θ definido acima é uma ação parcial.

Dados a, b ∈ Dg−1 = Aeg−1 , temos

θg(a+ b) = ug(a+ b)ug−1

= ugaug−1 + ugbug−1

= θg(a) + θg(b)

e

θg(a)θg(b) = ugaug−1ugbug−1

= ugaegbug−1

= ugabug−1

= θg(ab).

Ou seja, θ é um homomorfismo. Ainda mais, θg(a)∗ = (ugaug−1)∗ =

uga
∗ug−1 = θg(a

∗) e para vermos o isomorfismo, note que θg(eg−1) =

eg. Agora verifiquemos as condições (i), (ii) e (iii) da Definição 5.1.

Facilmente De = Aueue = A e θ−1
h (Dh ∩ Dg−1) ⊆ D(gh)−1 , para

todo g, h ∈ G pois dado a ∈ Dh ∩ Dg−1 , temos θh−1(a) = uh−1auh =

uh−1aeg−1uh = uh−1aehug−1uguh = uh−1auhuh−1g−1ugh = uh−1auh

egh−1 ∈ Dgh−1 .

Por fim, dado a ∈ θ−1
h (Dh ∩ Dg−1) ⊆ D(gh)−1 . Observe que a =
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θe(a) = θh−1(θh(a)) = θh−1(uhauh−1) = uh−1uhauh−1uh = eh−1aeh−1 =

eh−1ae(gh)−1eh−1

Assim, segue o item (iii),

θg(θh(a)) = uguhauh−1ug−1

= uguheh−1aeh−1uh−1ug−1

= uguhuh−1uhauh−1uhuh−1ug−1

= ughuh−1uhauh−1uhuh−1g−1

= ugheh−1aeh−1uh−1g−1

= ughauh−1g−1

= θgh(a).

Agora vamos caminhar para mostrar que a álgebra conhecida como

álgebra de Cuntz-Krieger OA. Existem várias maneiras de definir esta

C∗−álgebra, no nosso contexto podemos definir como sendo o produto

cruzado parcial de C(X) opθ Fn onde X = {1, 2, · · · , n}N e θ é uma

ação parcial oriunda de uma representação S parcial de Fn sobre B(H)

como constrúımos acima e satisfazendo
n∑
i=1

egi =
n∑
i=1

SgiSg−1
i

= 1, sendo

{gi}n1 os geradores livres de Fn.

Sendo G = {gi}n1 = {g1, · · · , gn} os geradores livres de Fn, sabe-

mos que cada t ∈ Fn existe uma única decomposição na forma redu-

zida, isto é, t = a1a2 · · · ak onde ai ∈ G ∪ G−1 e ai+1 6= a−1
i 6= e para

todo i ∈ {1, · · · , n}. Chamaremos de | · | a aplicação que determina

o tamanho da forma reduzida de um elemento em Fn. Por definição,

precisamos que |e| = 0. Note que |t| = |a1a2 · · · ak| = k e |tr| ≤ |t|+ |r|
sendo t, r ∈ Fn.

Ainda mais, defina S(t) = S(a1)S(a2) · · ·S(ak). Dado r = b1b2 ·bl,
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temos S(tr) = S(t)S(r) se e somente se ak 6= b−1
1 . Isto é equivalente

a pedir que |tr| = |t| + |r|. Esta propriedade é chamada de semi-

saturada. Uma representação parcial de grupos u é dita semi-saturada

se u(tr) = u(t)u(r) sempre que |tr| = |t|+ |r| para todo t, r ∈ G. Agora

vamos enunciar um teorema no qual sua demonstração pode ser vista

em [10].

Teorema 5.22. Seja u uma representação de grupos semi-saturada de

Fn satisfazendo
n∑
i=1

e(gi) = 1 então a ação parcial associada possui a

propriedade de aproximação.

Com isto, temos que a ação parcial de Fn sobre C(X) é uma ação

parcial com a propriedade de aproximação. Assim, pelo teorema 5.20,

OA ∼= C(X) opθ Fn ∼= C(X) opθ,r Fn.

Veremos que de uma certa forma a propriedade de aproximação de

uma ação generaliza as ações mediáveis definidas no caṕıtulo anterior.

Considere uma ação global α de G sobre uma C ∗ −álgebra unital

A. Então podemos ver α como uma ação parcial de G sobre A e neste

caso temos duas condições sobre α, mediabilidade e a propriedade da

aproximação. Veremos em seguida que a mediabilidade da ação implica

a propriedade da aproximação.

Proposição 5.23. Seja (A,G, α) um C∗−sistema dinâmico, sendo A

unital e α uma ação mediável sobre A. Então a ação α possui a pro-

priedade de aproximação.

Demonstração. Por hipótese, existem aplicações de suporte finito Ti :

G→ A com i ∈ I um conjunto dirigido, satisfazendo:

(1) Ti(g) ≥ 0 e Ti(g) ∈ Z(A) para todo i ∈ I e g ∈ G, onde Z(A) é o

centro de A.
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(2) 〈Ti, Ti〉2 =
∑
g∈G

Ti(g)∗Ti(g) =
∑
g∈G

Ti(g)2 = 1A para todo i ∈ I;

(3) ‖1Aδs ∗α Ti − Ti‖2 −→ 0 para todo s ∈ G.

Lembrando que para a propriedade de aproximação é para ações

parciais. Então vamos ver α sendo a ação parcial de forma trivial como

α = ({A}, {αg}g∈G).

Tomando Ti : G→ A as aplicações de suporte finito acima. Temos

facilmente que

sup
i∈I

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
g∈G

Ti(g)∗Ti(g)

∣∣∣∣∣∣∣∣
A

= 1 <∞.

Agora precisamos mostrar que lim
i→∞

( ∑
s∈G

Ti(gs)
∗bTi(s)

)
= b, para

todo b ∈ Dgδg. Antes vejamos que lim
i
〈Ti, 1Aδg ∗α Ti〉 −→ 1A.

Sabemos que ‖1Aδs ∗α Ti − Ti‖2 −→ 0. Assim,

‖1Aδs ∗α Ti − Ti‖22 = 〈1Aδs ∗α Ti − Ti, 1Aδs ∗α Ti − Ti〉 (5.3)

= 〈1Aδs ∗α Ti, 1Aδs ∗α Ti〉 − 〈1Aδs ∗α Ti, Ti〉 − 〈Ti, 1Aδs ∗α Ti〉+ 〈Ti, Ti〉.
(5.4)

Individualmente, observe que segue diretamente da Definição 4.1 e 4.3,

o seguinte:

〈1Aδs ∗α Ti, 1Aδs ∗α Ti〉 =
∑
g∈G

[1Aδs ∗α Ti(g)]∗1Aδs ∗α Ti(g)

=
∑
g∈G

[αs(T (s−1g))]∗αs(T (s−1g))

=
∑
g∈G

αs(T (s−1g)∗T (s−1g))

= αs

(∑
g∈G

(T (s−1g)∗T (s−1g)

)
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= αs(1A) = 1A

e

〈1Aδs ∗α Ti, Ti〉 =
∑
g∈G

[1Aδs ∗α Ti(g)]∗Ti(g)

=
∑
g∈G

[αg(Ti(s
−1g))]∗Ti(g)∗

=
∑
g∈G

Ti(g)∗αg(Ti(s
−1g))

= 〈Ti, 1Aδs ∗α Ti〉.

Voltando na Equação 5.4, temos

‖1Aδs ∗α Ti − Ti‖22 = 1A − 〈1Aδs ∗α Ti, Ti〉 − 〈Ti, 1Aδs ∗α Ti〉+ 1A

= 2(1A)− 2〈Ti, 1Aδs ∗α Ti〉.

Como ‖1Aδs ∗α Ti − Ti‖2 −→ 0, temos 〈Ti, 1Aδs ∗α Ti〉 −→ 1A.

Voltando para mostrar que lim
i→∞

( ∑
s∈G

Ti(gs)
∗bTi(s)

)
= b, vendo

Ti(g) = Ti(g)δe e dado bδg ∈ Dgδg, temos

lim
i

(∑
s∈G

Ti(gs)
∗bδgTi(s)δe

)
= lim

i

(∑
s∈G

Ti(gs)
∗αg(α

−1
g (b)Ti(s))δg

)
= lim

i

(∑
s∈G

Ti(gs)
∗b(αg(Ti(s))δg

)
= lim

i

(∑
h∈G

Ti(h)∗b(αg(Ti(g
−1h))δg

)
= lim

i

(∑
h∈G

Ti(h)∗b(1Aδg ∗α Ti(h))δg

)
= b lim

i

(∑
h∈G

Ti(h)∗b(1Aδg ∗α Ti(h))

)
δg

= b lim
i

(
〈Ti, 1Aδg ∗α Ti〉

)
δg
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= b1Aδg = bδg.

Com isto conclúımos que ações mediáveis são um caso particular

de ações com a propriedade de aproximação. Assim, todos os exemplos

que fizemos para ações mediáveis são válidos, para isto basta fazermos

as mesmas adaptações que foram feitas acima.

Não é claro se a rećıproca do Teorema 5.20 vale em geral. Sabemos

que a propriedade da aproximação nos dá um isomorfismo A oα G ∼=
A oα,r G através da representação regular. Podeŕıamos também nos

perguntar se vale a rećıproca, ou seja, se a representação regular é um

isomorfismo, segue que a ação (parcial) possui a propriedade da apro-

ximação ou ainda é mediável? Este é outro problema em aberto nesta

área. Algum progresso já foi feito nesta direção. Em [16] Matsumura

mostrou que, de fato, esta pergunta tem uma resposta afirmativa para

ações globais e caso A seja comutativa e G é um grupo exato. Um grupo

é exato se ele admite uma ação mediável sobre um espaço compacto,

isto é, uma ação mediável sobre uma C∗-álgebra comutativa unital no

nosso sentido. Matsumura ainda mostra, no mesmo artigo, uma versão

deste resultado para C∗-álgebras não comutativas assumindo um certa

condição técnica, mas o caso geral permanece aberto, mesmo no caso

em que G é exato.
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Conclusão

Neste trabalho vimos a importância dos grupos mediáveis associa-

dos a C∗−álgebras. Primeiramente vimos como se comportam os gru-

pos mediáveis em relação a algumas operações. Depois vimos outros

modos de classificar um grupo com esta propriedade, como por exemplo

quando C∗(G) ∼= C∗r (G). Tentando generalizar este resultado, temos

formas mais simples de observar quando os produtos cruzados são iso-

morfos. Para isto, basta ver se o grupo G ou a ação α do C∗−sistema

dinâmico (A,G, α) é mediável.

Por fim, ainda vimos que os produtos cruzados parciais cheio e

reduzido são isomorfos se a ação associada possui a propriedade de

aproximação. De certa forma, os produtos cruzados parciais generali-

zam os produtos cruzados e a ação com propriedade de aproximação

generaliza as ações mediáveis.



148

[.]



149

APÊNDICE A -- Funções

Positivas

Definidas

As funções positivas definidas são uma ferramenta muito útil para

resolvermos problemas relacionados a aproximação de C∗−álgebras.

Definição A.1. Sejam E um sub-espaço fechado e auto-adjunto de

uma C*-álgebra A tal que 1A ∈ E, e B uma C*-álgebra. Uma aplicação

ϕ : E → B é dita completamente positiva se ϕn : Mn(E) → Mn(B)

dada por

ϕn([ai,j ]
n
i,j=1) = [ϕ(ai,j)]

n
i,j=1

é uma matriz definida positiva. Ou seja, leva matrizes definidas posi-

tivas em matrizes definidas positivas, para todo n ∈ N.

Para vermos que uma matriz M ∈ Mn(A) é definida positiva,

basta ver se xtMx ≥ 0 para todo x ∈ An. A partir da definição acima,

chamaremos ϕ de completamente positiva unital se ϕ for unital.

Seja π um ∗−homomorfismo entre quaisquer C∗−álgebras A,B.

Se cada πn são ∗−homomorfismos, então π é uma aplicação completa-

mente positiva. De fato, pois cada πn são ∗−homomorfismos, temos

que cada πn preserva positividade. Ainda mais, se uma aplicação ϕ
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é da forma ϕ(a) = P ∗π(a)P , onde π é um ∗−homomorfismo e P um

operador, então ϕ é completamente positiva.

Agora para G um grupo temos a seguinte definição.

Definição A.2. A aplicação ϕ : G→ C é positiva definida se a matriz

[ϕ(s−1t)]s,t∈F ∈ MF (C) é definida positiva, para todo conjunto finito

F ⊂ G. Em outras palavras, se ∀n ∈ N, ∀s1, s2, . . . sn ∈ G , a matriz

[ϕ(s−1
1 sj)]

n
i,j=1 é definida positiva.

Definição A.3. Seja a aplicação ϕ : G → C. Definimos um linear

funcional correspondente ωϕ : C[G]→ C por

ωϕ

(∑
s∈G

asδs

)
=
∑
s∈G

ϕ(s)as.

E o multiplicador mϕ : C[G]→ C[G] por

mϕ

(∑
s∈G

asδs

)
=
∑
s∈G

ϕ(s)asδs.

Vejamos agora um teorema que é utilizado no decorrer deste tra-

balho. Sua demonstração será omitida pois não é esse o intuito deste

trabalho.

Teorema A.4. Seja ϕ : G → C uma aplicação tal que ϕ(e) = 1,

onde e ∈ G, é o elemento neutro de G. As seguintes afirmações são

equivalentes:

1) A aplicação ϕ é positiva definida;

2) Existe um representação unitária λϕ : G −→ Hϕ, onde Hϕ é um

espaço de Hilbert, e um vetor unitário ξϕ tal que ϕ(s) = 〈λϕ(s)ξϕ, ξϕ〉;

3) O funcional ωϕ pode ser estendido a um estado de C∗(G);
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4) O multiplicador mϕ pode ser estendido a uma aplicação completa-

mente positiva unital em C∗(G) ou C∗r (G).

Demonstração. Pode ser vista em [5] no Theorem 2.5.11.
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APÊNDICE B -- Álgebras de

Multiplicadores

Dada uma C∗−álgebra A vamos definir a álgebra de multiplica-

dores M(A) associada. Esta álgebra é de extrema importância para a

C∗−álgebra. Pela construção veremos que M(A) é uma C∗−álgebra

unital que contém A como ideal.

Definição B.1. Seja A uma C∗−álgebra. O par (L,R) é dito ser o

centralizador de A se L e R são operadores lineares limitados de A em

A que, para todo a, b ∈ A, satisfazem

(1) L(ab) = L(a)b;

(2) R(ab) = aR(b);

(3) R(a)b = aL(b).

Dizemos que L é o multiplicador à esquerda e R é o multiplicador

a direita de A.

Agora podemos definir a álgebra de multiplicadores.

Definição B.2. Seja A uma C∗−álgebra. A álgebra de multiplicado-

res de A é o conjunto de todos duplo centralizadores com as seguintes

operações:
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• (L1, R1) + (L2, R2) = (L1 + L2, R1 +R2);

• c(L,R) = (cL, cR);

• (L1, R1) ◦ (L2, R2) = (L1 ◦ L2, R2 ◦R1).

Denotaremos a álgebra de multiplicadores por M(A). É posśıvel

mostrar que M(A) é realmente uma álgebra.

Agora vamos definir a involução emM(A) e depois importar uma

norma para que essa álgebra seja uma C∗−álgebra.

Considere (L,R) um duplo centralizador de uma C∗−álgebra A.

Defina (L,R)∗ = (R∗, L∗), onde L∗(a) = (L(a∗))∗, para a ∈ A. Analo-

gamente, R∗(a) = (R(a∗))∗. Observe que (R∗, L∗) ∈ M(A), ou seja, a

tal involução está bm definida. Para vermos que esta operação acima é

mesmo uma involução em B(A), vemos que, para S, T ∈ B(A) e a ∈ A,

(S + T )∗(a) = ([S + T ](a∗))∗ = (S(a∗))∗ + (T (a∗))∗ = S∗(a) + T ∗(a)

(T ∗)∗(a) = (T ∗(a∗))∗ = [(T ([a∗]∗)∗]∗ = T (a)

(S ◦ T )∗(a) = (S(T (a∗)))∗ = S∗(T (a∗)∗) = S∗(T ∗(a)) = (S∗ ◦ T ∗)(a)

Com isto, ainda temos que verificar que esta operação é involução

em M(A). Vejamos, sejam (L1, R1)(L2, R2) ∈M(A) e c ∈ C, assim

[(L1, R1)∗]∗ = (L∗1, R
∗
1)∗ = ([L∗1]∗, [R∗1]∗) = (L1, R1),

[c(L1, R1) + (L2, R2)]∗ = (cL1, cR1)∗ + (L2, R2)∗

= ([cR1]∗, [cL1]∗) + (R∗2, L
∗
2)
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= (cR∗1, cL
∗
1) + (R∗2, L

∗
2)

= c(L1, R1)∗ + (L2, R2)∗

e por fim

[(L1, R1) ◦ (L2, R2)]∗ = [(L1 ◦ L2, R2 ◦R1)]∗ = (R∗2 ◦R∗1, L∗1 ◦ L∗2)

= (L∗2, R
∗
2) ◦ (L∗1, R

∗
1) = (L2, R2)∗ ◦ (L1, R1)∗.

Agora, podemos ver M(A) como uma ∗−álgebra. Para a norma, defi-

nimos

‖(L,R)‖M(A) = ‖L‖B(A) = ‖R‖B(A).

Esta norma faz sentido e isto será comprovado pela seguinte pro-

posição.

Proposição B.3. Seja (L,R) ∈M(A), então ‖L‖B(A) = ‖R‖B(A)

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que ‖L‖B(A) ≥ ‖R‖B(A). Seja

a, b ∈ A. Então

‖R(ab)‖ = ‖R(a)b‖ = ‖aL(b)‖ ≤ ‖L‖‖a‖‖b‖

Assim,

‖R(a)‖ = sup
‖b‖=1

‖R(a)b‖| ≤ sup
‖b‖=1

‖L‖‖a‖‖b‖ = |L‖‖a‖.

Ou seja, ‖R‖ ≤ ‖L‖. Por outro lado,

‖aL(b)‖ = ‖R(a)b‖ ≤ ‖R‖‖a‖‖b‖

Logo,

‖L(b)‖ = sup
‖a‖=1

‖aL(b)‖ ≤ sup
‖a‖=1

‖R‖‖a‖‖b‖ = ‖R‖‖b‖.

Portanto, ‖L‖ ≤ ‖R‖. Logo, ‖L‖ = ‖R‖.
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Já foi provado que M(A) é uma C∗−álgebra com as operações e

norma definidas acima. Além disso,M(A) é unital, sendo (1A, 1A) sua

unidade.

Dado a ∈ A, considere La : A→ A tal que La(b) = ab e Ra : A→
A definido por Ra(b) = ba. Obviamente, La, Ra ∈ B(A).

Defina

M : A→M(A)

a 7→ (La, Ra).

Observe que M é um homomorfismo isométrico. Além disso, se A

for unital então M(A)=̃A, pelo homomorfismo M .

Agora vamos introduzir alguns resultados espećıficos no qual uti-

lizaremos na demonstração da Proposição 5.5.

Definição B.4. Uma C∗−álgebra A é dita (L,R)−associativa, se da-

dos (L1, R1) e (L2, R2) ∈ M(A), temos que R2 ◦ L1 = L1 ◦ R2, para

todos (L1, R1) e (L2, R2) ∈M(A).

Esta definição pode ser feita para A álgebra qualquer, neste caso, A

será (L,R)−associativa se A for idempotente ou não-degenerada. Como

utilizaremos este resultado somente para C∗−álgebra, a definição acima

já foi restringida. Ainda mais, se A for uma C∗−álgebra (como na

definição) já temos que A é (L,R)−associativa pelo seguinte resultado:

Proposição B.5. Toda C∗−álgebra é (L,R)−associativa.

Para provar este resultado utilizaremos o Teorema de fatorização

de Cohen-Hewitt que está enunciado abaixo.
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Teorema B.6. [Teorema de fatorização de Cohen-Hewitt] Seja A uma

C∗−álgebra. Dado a ∈ A então a pode ser escrito como a = xy, sendo

x, y ∈ A.

A demonstração pode ser vista em [15] na página 268.

Agora vamos mostrar a proposição anterior

Demonstração. SejamA uma C∗−álgebra e (L1, R1), (L2, R2) ∈M(A).

Tome a ∈ A qualquer. Pelo Teorema B.6, podemos escrever a = xy ∈
A. Assim,

R2 ◦ L1(a) = R2 ◦ L1(ab) = R2(L1(a)b)

= L1(a)R2(b) = L1(aR2(b))

= L1(R2(ab)) = L1 ◦R2(x).

Ou seja A é (L,R)−associativa.

Por fim, o último resultado que precisamos para provar a Pro-

posição 5.5.

Lema B.7. Sejam A,B duas C∗−álgebras tal que µ : A → B é um

∗−isomorfismo. Então (µ ◦ L ◦ µ−1, µ ◦ R ◦ µ−1) ∈ M(B) para todo

(L,R) ∈M(A).

Demonstração. Basta ver que (µ◦L◦µ−1, µ◦R◦µ−1) satisfaz os 3 itens

da definição de duplo centralizador. Sejam a, b ∈ B e (L,R) ∈ M(A)

quaisquer.
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(1) µ ◦ L ◦ µ−1(ab) = µ ◦ L ◦ µ−1(a)b

µ ◦ L ◦ µ−1(ab) = µ ◦ L(µ−1(a)µ−1(b))

= µ[L(µ−1(a))µ−1(b)]

= µ[L(µ−1(a))]µ(µ−1(b))

= µ[L(µ−1(a))](b)

= µ ◦ L ◦ µ−1(a)b

(2) µ ◦R ◦ µ−1(ab) = aµ ◦R ◦ µ−1(b)

µ ◦R ◦ µ−1(ab) = µ ◦R(µ−1(a)µ−1(b))

= µ[µ−1(a)R(µ−1(b))]

= µ[µ−1(a)][µR(µ−1(b))]

= a[µR(µ−1(b))]

= aµ ◦R ◦ µ−1(b)

(3) µ ◦R ◦ µ−1(a)b = aµ ◦ L ◦ µ−1(b)

µ ◦R ◦ µ−1(a)b = µ ◦R ◦ µ−1(a)[µ(µ−1(b))]

= µ[R(µ−1(a))(µ−1(b))]

= µ[(µ−1(a))L(µ−1(b))]

= µ[(µ−1(a))]µ[L(µ−1(b))]

= aµ[L(µ−1(b))].

Com os três itens satisfeitos temos (µ◦L◦µ−1, µ◦R◦µ−1) ∈M(B).



159

Referências

[1] Aluffi, P. Algebra: chapter 0, vol. 104. American Mathematical
Soc., 2009.

[2] Anantharaman-Delaroche, C. Amenability and exactness for
dynamical systems and their c*-algebras. Transactions of the Ame-
rican Mathematical Society (2002), 4153–4178.

[3] Anantharaman-Delaroche, C., and Renault, J. Amenable
groupoids. No. 36. L’Enseignement mathématique, 2000.
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