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Resumo

Dado um grupo discreto, estudamos algumas propriedades e equi-
valéncias de mediabilidade de grupos. Em particular, veremos que se o
grupo for medidvel temos um isomorfismo entre a C*—algebra cheia e
a C*—algebra reduzida do grupo. Com intuito de generalizar este re-
sultado, estudamos os produtos cruzados associados a um C*—sistema
dinamico e mostramos que os produtos cruzados cheio e reduzido sao
isomorfos, caso o grupo seja medidvel. Ainda mais, é provado este
mesmo resultado trocando a hipétese do grupo ser mediavel por a agao
ser medidvel. Por fim, vimos as agOes parciais com a intencao de definir
os produtos cruzados parciais cheio e reduzido e depois estudamos as
acoes parciais com propriedade de aproximacao. Veremos que se uma
acao parcial possui esta propriedade os produtos cruzados parciais cheio
e reduzidos sao isomorfos.

PALAVRAS-CHAVE: Grupo Medidvel. Produto Cruzado. Acao
Mediavel. Acao com Propriedade de Aproximacao.






Abstract

Given a discrete group, we study some properties and equivalences
of amenable groups. In particular, we see that if the group is amenable,
we have an isomorphism between the full C*—algebra and the reduced
C*—algebra of the group. In order to generalize this result, we study
the crossed products associated with C*—dynamical system and we
demonstrate that the full and reduced crossed products are isomorphic.
Further, this same result is proven by exchanging the hypothesis of the
group being amenable to an amenable action. Finally, we study partial
actions with an intention to define the full and reduced partial crossed
products and then study partial actions with approximation property.
We see that if a partial action has this property then the full and
reduced partial crossed products are isomorphic.

KEY-WORDS: Amenable Group. Crossed Product. Amenable
Action. Action with Approximation Property.
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Introducao

Os grupos medidveis foram primeiramente introduzidos em 1929
pelo famoso matematico John von Neumann, embora com um nome
diferente, a definigdo foi em termos de uma medida finitamente aditiva
invariante de subconjuntos do grupo. O nome dado por von Neumann
foi a palavra em alemao “messbar” que significa mensuravel, em virtude

do paradoxo de Banach-Tarski.

Em inglés o matematico Mahlon M. Day utilizou o termo “amena-
ble”, ha indicios que o termo foi introduzido em 1949, em um encontro
de verao da sociedade americana de matematica. Dizem que Day os de-
nominou assim pois tais grupos admitem uma certa média especial (do
inglés “mean”), e eles formam uma classe “amigédvel” para se trabalhar
levando o nome de “amenable”, que do inglés significa amigavel, décil.
Além de nomear estes grupos, Day teve colaboragoes importantes nesta
area. Muitas referéncias citam ele como o primeiro a demonstrar al-
gumas equivaléncias de grupos medidveis como o Teorema 2.24. Em
portugués, as literaturas traduzem este termo para “grupo mediavel”

que serd a termologia utilizada neste trabalho.

Este trabalho estd estruturado em cinco capitulos, além de seus
apéndices de suporte. Recomenda-se ter um conhecimento inicial na
area de Analise Funcional, Topologia e Algebra. E importante ressaltar

que aqui fixamos o grupo G com a topologia discreta.

O primeiro capitulo serve de base para todo o decorrer do traba-

lho. Inicialmente, temos os principais resultados da area de C'*—&lgebra
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que utilizamos em toda dissertacao, além de exemplos muito recorren-
tes de C*—4&lgebras. A seguir, temos a introduc¢do do produto ten-
sorial minimal e maximal de C*—4dlgebras. Por fim construimos as
C*—algebras de grupos cheia e reduzida. As referéncias primordiais

para este capitulo foram [5] e [18].

No segundo capitulo introduzimos formalmente a nocao de grupos
medidveis e ja4 vemos alguns exemplos triviais, como grupos finitos e
abelianos, e além disso, demonstramos algumas propriedades bésicas
de grupos medidveis, como por exemplo, todo subgrupo de um grupo
mediavel é medidvel. Utilizamos para esta secao as ideias contidas
em [7] e [14]. Depois estudamos um grande teorema que contém 7
equivaléncias para mediabilidade de um grupo. Foram utilizados [5],
[8], [14] e [21].

Para o capitulo trés, dado (A4,G,«) um C*—sistema dinamico,
construimos A x, G € A X, G os produtos cruzados cheio e reduzido
associados, respectivamente. Depois mostramos que se G é um grupo
medidvel entao estes produtos cruzados sao isomorfos. Para a demons-
tragao deste resultado utilizamos algumas notas de aulas da disciplina
de C*—§lgebras e [9].

Ainda observando quando os produtos cruzados cheio e reduzi-
dos sao isomorfos, no quarto capitulo, definimos as agoes mediaveis e
mostramos que dado um C*—sistema dinamico sendo a acao mediavel,
os produtos cruzados sdo isomorfos. Foram utilizados [5] e [20] como

referéncias.

Por fim, no quinto capitulo, introduzimos as agoes parciais e cons-
truimos os produtos cruzados parciais associados ao C* —sistema dinamico
parcial (4, G, 0). Com a nogao de agdes parciais com a propriedade de
aproximagao, mostramos que os produtos cruzados parciais cheios e re-

duzidos s@o isomorfos. Para este capitulo utilizamos as ideias de [12],
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reduzidas aos produtos cruzados parciais.

Ainda mais, o apéndice sobre funcoes positivas definidas serd utili-
zado em quase todo trabalho e tem um papel fundamental no Capitulo
2. O apéndice tratando as algebras de multiplicadores foi elaborado
para a demonstrarmos que o produto cruzado parcial algébrico é as-
sociativo. Para mais informagoes sobre estes temas aconselha-se [5] e

[18], respectivamente.



18



19

1 C#*-Algebras

1.1 Revisdo sobre C*-Algebras

Neste capitulo introduziremos as nogoes bésicas sobre C*-dlgebras
que serao necessarias no decorrer deste trabalho. Recomenda-se ter um
conhecimento inicial na area de Analise Funcional e Algebra. Para esta

primeira secao os resultados foram retirados de [18].

Definigao 1.1. Seja A um algebra sobre C, ou seja, um espago vetorial
complezo munido de uma multiplicacao bilinear e associativa. Uma

involucao sobre A é uma aplicacdo *: A — A que satisfaz:

(i) (Aa+b)* = Xa* + b*, para todo a,b € A e A € C, onde \e C € 0
conjugado de \;
(it) (a*)* = a, para todo a € A;
(iii) (ab)* = b*a*, para todo a,b € A.
Chamamos de *-dlgebra uma &lgebra munida de involugao. Po-

demos agora destacar alguns elementos especiais de uma *-dlgebra em

termos de sua involucgao.

Defini¢ao 1.2. Seja A uma *-dlgebra. Dado a € A, dizemos que
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(i) a € A € auto-adjunto, se a* = a;
(i) a € A € normal, se a*a = aa*;
(iti) Se A possui unidade, a € A € unitdrio, se a*a =14 = aa*;

(iv) Dado D C A, definimos D* = {a*;a € D}. Dizemos que D é
auto-adjunto se D = D*. Ainda mais, uma *-subédlgebra de A é
uma subdlgebra auto-adjunta de A.

Observe que pelo item (iii) se a € A é unitério entdao a* = a™*.

Sejam A e B *-dlgebras e p: A — B homomorfismo de dlgebras,
isto é, ¢ é uma aplicacdo linear tal que p(ab) = ¢(a)p(b) para todo
a,b € A. Dizemos que ¢ é um x-homomorfismo se @ preserva involucao,
isto é, p(a*) = [p(a)]*. Um x-isomorfismo é um x-homomorfismo
bijetor. Note que a inversa de um *-isomorfismo é também um -

isomorfismo.

Dizemos que A é uma dlgebra normada se A é uma algebra munida
de uma norma || - ||: A — R que satisfaz o seguinte axioma, chamado

de submultiplicatividade:
lla-b|| < |la||||b]| para todo a,b € A.

Uma *-dlgebra normada é uma algebra normada munida de uma in-
volugdo isométrica, ou seja, ||a*|| = ||a|| para todo a € A. Por fim, se
A é uma x-algebra normada completa, dizemos que A é *x-dlgebra de

Banach.

Definicao 1.3. Seja B uma *x—dlgebra. Uma C*—seminorma € uma

seminorma p: B — R tal que

(1) p(ab) < p(a)p(b) para todo a,b € B;

(2) p(a*) = p(a) para todo a € B;
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(3) p(a*a) = p(a)?® para todo a € B.

Se, além disso, p é uma norma, ou seja, se p(a) = 0 implica a = 0,

dizemos que p € uma C*-norma.

Definigao 1.4. Uma C*-dlgebra A é uma *-dlgebra de Banach satis-
fazendo

la*a|| = |lal|*>  para todo a € A. (1.1)

Chamaremos a Equacdo 1.1 de Identidade C*.

E possivel mostrar que existe somente uma C*—norma para cada
C*—4lgebra, veja [18]. Se B é uma C*-algebra e p é uma C*-seminorma
sobre B, entao p(b) < ||b||p para todo b € B. Mais ainda, se p é uma

C*-norma, entdo p = || - || 5-

Uma C*-subdlgebra de uma C*-algebra é, por definicao, uma *-
subdlgebra que é fechada. Note que toda C*—subdlgebra é também

uma C*-dlgebra.

Se a C*—élgebra A for unital entdo ||14]|4 = 1. De fato, basta
vermos que [[1a]la = [[1%14]la = ||14]|%4. Observe que ||14]la # 0,
caso contrério a norma || - |4 ndo satisfaria a submultiplicatividade
da norma. Da mesma forma, se u € A for um unitdrio, temos que

lulla = 1 pois [Jull% = u*ulla = [1alla = 1.

Vejamos agora alguns exemplos de C*—algebras que serao utiliza-

das no decorrer deste trabalho.

Exemplo 1.5. (1) O exemplo mais conhecido é C com as operagies
usuais, a tnvolucdo dada pela conjugacdao, e a norma dado pelo

mddulo do numero complexo.

(2) Dado X um conjunto qualquer, definimos 1°°(X) como o conjunto
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(3)

(4)

(5)

das fungées limitadas de X em C, ou seja,

I°(X)={f: X = C; f¢ limitada }.

Com as operagdes definidas pontualmente, isto ¢é,
(f +9)(x) = f(z) + g(x)
(Af)(z) := Af(z)
(f-9)(@) == f(x)g(x)
para todo f,g €1°(X), x € X e A € C e a norma do supremo
[flloc = sup |f(z)],
reX

o congunto 1*°(X) € uma dlgebra de Banach. Além disso, com a
operagdo de involugdo definida por f*(x) := f(x), obtemos que

[°(X) € uma C*—dlgebra.

Podemos generalizar o exemplo do item acima. Trocando C por

outra C*—dlgebra temos
(X, A)={f: X = A; f¢€limitada }.
O congunto [° (X, A) é uma C*—dlgebra.
Seja X um espago topoldgico, definimos
Co(X)={f: X > C: f € funcdo limitada e continua}.

Com as operagoes iguais de 1°°(X) temos que Cyp(X) € uma subdlgebra
de 1°(X). Assim, Cp(X) € uma dlgebra normada, pela norma in-

duzida. Ainda mais, Cp(X) € uma C*—dlgebra.

Seja X um espago topoldgico localmente compacto Hausdorff (LCH).

Dizemos que uma funcdo f: X — C tem suporte compacto se



(6)

(7)
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supp(f): = {x € X; f(x) # 0} for um conjunto compacto. Agora

definimos o conjunto
Co(X)={f: X = C; f € fungao de suporte compacto}.

Com as mesmas operagies e norma de [°(X). Ainda mais, Co(X)
pode nao ser uma dlgebra de Banach. O fecho de Co(X) em Cp(X)
é uma C*—dlgebra que denotamos por Co(X), onde os elemen-
tos deste conjunto sao as fungoes f: X — C que se anulam no
infinito, isto €, para todo € > 0, existe um compacto K C X
tal que |f(z)| < € para todo x € K\X. Com isto Co(X) € uma
C*—dlgebra. Podemos generalizar Co(X) trocando C por qualquer
C*—dlgebra A, denotaremos por Co(X, A). Ainda assim, Co(X, A)

€ uma C*—dlgebra.

O conjunto das matrizes compleras quadradas de ordem n € N,
denotada por M, (C) é uma C*-dlgebra com as operagoes usuais de
matrizes, a involucao sendo a transposta conjugada da matriz. E
a norma

|All = sup [[Az],
lell=1

sendo A € M, (C) e x € C"*L,

Denotamos por B(X,Y) o espago dos operadores lineares limita-
dos de X em Y, sendo X,Y espacos vetoriais normados. Quando
X =Y, utilizaremos apenas B(X). Ainda mais, se H € um espago
de Hilbert, o conjunto B(H) é uma C*—dlgebra com as operagies
de multiplicagao por escalar e soma usuais de operadores, a mul-
tiplicacdo dada pela a composi¢cdo, a involucao dada pela adjunc¢ao
de operadores no espaco de Hilbert e a norma de operadores

IT[| = sup [Tx],

llzll=1

sendo T € B(H) ex € H.
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Seja A uma C*-dlgebra. Dizemos que o elemento a € A é posi-
tivo, e escrevemos a > 0, se existe b € A tal que a = b*b. Denotamos o
conjunto dos elementos positivos de A por Ay = {a*a;a € A}. Normal-
mente define-se a > 0 se a é auto-adjunto, isto é a = a*, e o espectro
de a é um conjunto real positivo, ou seja, o espectro esta contido em
[0,00). A equivaléncia entre estas duas definigdes é demonstrada em
[18].

Definigao 1.6. Sejam A, B C*-dlgebras. Uma aplicagdo linear ¢ :
A — B ¢ dita positiva se p(A;) C By, ou seja, leva elementos posi-
tivos de A em elementos positivos de B. Além disso, dizemos que um
funcional linear limitado p: A — C é um estado se ||p]| =1 e ¢ for

positivo.

Escrevemos ¢ > 0 se ¢ é uma aplicagao linear positiva. Uma
propriedade muito importante de C*—4élgebra é que toda C*—4&lgebra
A possui unidade aproximada, isto é, existe uma net (e;);cr em A,

satisfazendo:
(1) |lesll £ 1 para todo i € T;

(2) (€;)ier é crescente;

(3) l‘irrll e;a = a para todo a € A.
1€
A demonstragao deste fato pode ser vista em [18]. Temos outra propri-

edade importante que as C*—dlgebras possuem que segue abaixo.

Definigao 1.7. Seja A uma C*-dlgebra. Uma representacio de A é
um par (H, ), onde H é um espago de Hilbert e o: A — B(H) € um

x-homomorfismo.

Ainda mais, (H, ) é dita representacdo fiel se o *—homomorfis-

mo € injetor. O fato geral é que toda C*—algebra admite uma repre-
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sentagdo fiel (H, ). A prova dessa propriedade pode ser vista em [18]

na secao 3.4.

Agora que ja introduzimos as representagoes podemos generalizar

o item 6 do Exemplo 1.5.

Exemplo 1.8. Seja A uma C*—dlgebra e n € N. Defina M, (A) como
o conjunto da matrizes n xn com entradas em A. Entio M, (A) é uma
C*-dlgebra com as operacoes de soma e multiplicacdo usuais de matri-
zes e a involugdo (a;;)* = (a};). A norma em M, (A) pode ser obtida
representando-se A fielmente num espaco de Hilbert H e considerando-
se dai a representagdo induzida canonica de My, (A) em H™ (soma di-
reta de n copias de H). Veja a secdo 3.4 de [18] para mais detalhes.
O conjunto M, (A) é uma C*—dlgebra.

1.2 Produtos Tensoriais

Nesta secao introduziremos o conceito de produtos tensoriais de
C* —algebras. Conforme explicaremos no que segue, existem dois pro-
dutos tensoriais canonicos usados em C*-algebra, o minimal e o ma-
zimal, dependendo da norma que se usa para completar o produto

tensorial algébrico. Uma boa referéncia é [18].

Espera-se que o leitor tenha um conhecimento preliminar de produ-
tos tensoriais algébricos. Caso contrario, todos os resultados que iremos
utilizar aqui podem ser consultados em [1]. Dados X e Y espagos veto-
riais sobre C, denotaremos por X ®q;4 Y 0 produto tensorial algébrico
de X e Y. Lembramos que X ®q14 Y consiste de combinacoes lineares
de elementos da forma z ® y, chamados tensores elementares, e estes

satisfazem as seguintes propriedades:

. (x1+m2)®y:x1®y+x2®y;
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¢ xR (Y1 +12) =Ry + 2@ ys;

* c(r®y)=crRy =y,

para todos z, 21,22 € X, y,y1,y2 € Y e c € C. A seguinte propriedade
universal do produto tensorial algébrico o caracteriza (a menos de iso-
morfismo) e é de extrema importéncia em decorréncia dos resultados

que podem ser extraidos.

Proposic¢ao 1.9. (Propriedade universal do produto tensorial) Sejam
X,Y,Z espacos vetoriais e 0: X XY — Z uma aplicagao bilinear.
Entao existe uma unica aplicagdo linear 6: X ®qig Y — Z tal que o

sequinte diagrama comuta

XxY Z

ondei: X XY — X ®a4Y € uma aplica¢io dada pori(z,y) =z y.

Como consequéncia da propriedade universal, dados X e Y espagos
vetoriais e f: X — C e g: Y — C funcionais lineares existe unico
funcional linear no produto tensorial f ®q g: X ®aig ¥ — C tal que

(f ®atg 9)(z @y) = f(z)g(y) paratodor € X ey €Y.

Similarmente, dados f,¢ funcionais conjugados lineares (isto é,
f(ex) = ¢f(x), para todo ¢ € C e z € X), existe f ® g funcional
conjugado linear sobre X ®q14 Y tal que (f ®aq 9)(x @ y) = f(2)g(y)
para todo x € X ey € Y. Isto pode ser obtido através da consideragao
dos espagos conjugados (onde a multiplicacdo por escalar é redefinida

por -z := \x).

Se X e Y sao espagos normados, pode-se, a principio, definir varias

normas em X ®q14 Y a fim de torné-lo um espago normado. O objetivo
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desta secao ¢ definir e estudar certas normas especiais sobre X ®q4 Y
no caso em que X e Y sao C*-dlgebra a fim de obter novas C*-algebras

através do completamento.

Como a norma de toda C*-algebra pode ser descrita através de
uma representacao em um espaco de Hilbert, vamos primeiramente
analisar o produto tensorial de tais espagos. A proxima proposi¢ao dé

0s primeiros passos nesta diregao.

Proposicao 1.10. Sejam H e K espagos de Hilbert, sendo (-,-)g e
(-, )i 08 respectivos produtos internos. Entao existe inico produto in-
terno (-, -y: HRqe K — C tal que (x1Qy1, x2QY2) = (T1,Z2) (Y1, Y2) K
para todo x1,x2 € H ey1,ys € K.

Demonstragao. Por H e K serem espacos de Hilbert, temos pelo te-
orema de representacao de Riez que, dado x € H definimos um fun-
cional conjugado linear f,: H — C por f,(h) = {(x,h)y para todo
h € H. Analogamente, dado y € K, definimos g,(k) = (y,k)x para
todo k € K.

Seja C o conjunto de todos funcionais conjugados lineares de H ® 414
K. Defina a aplicacdo m: H x K — C por (z,y) — fz ® gy, onde f; ®
gy: H ®q1g K — C é obtido a partir da propriedade universal conforme
explicado anteriormente. Observe que a aplicagao m é bilinear pois
fx € gy € um funcional linear. Pela propriedade universal do produto
tensorial existe unico M: H ®qig K — C tal que M(z Q@ y) = fz ® gy
paratodox € Hey € K.

Agora, (-,-): (H ®aig K) X (H ®qig K) — C definida por (z1 ®
Y1, 82 @ y2) = M(x1 @ y1)(22 @ Y2) = fa, © gy, (22 @ y2) = fo, (22) @

Gy, (Y2) = (z1, x2) 1 (Y1, Y2) K segue das propriedades do produto interno

de H e K que (-,-) é uma forma sesquilinear em H ®q14 K.

Por fim, vejamos que (-,-) é um produto interno sobre H ®q4 K.
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n
Seja z € H®q19 K assim, z = ) x;®@y; para algum x1,%2,...,2, € H

j=1
ey1,...,yn € K. Seja ey, eq, ... e, base ortonormal para o span linear
. m ’ / ’ .
de y1,...Yp. Assim 2z = Y x, ®@e; para xy,...,7,, € H. Assim,
Jj=1
m m m
’ ’
(z,z)z(E x; ® e, E T; ®ej) = g ®e“x ® €j)
i=1 J=1 Jyi=1
m m m
’ ’
_ _ 2
= E <xivx3> (e; ®ej) K E = E ;1%
Jsi=1 j=1 j=l1

Logo, (-,-) é positivo, ou seja, (z,z) > 0 para todo z € H ®q4 K. E se
’ m

(z,2) = 0 entdo x; = 0 para todo j, assim z = '21 0®e; = 0. Portanto,
j=

podemos concluir que (-, ) é um produto interno sobre H ®q;4 K. O

Denotaremos o completamento de H ®4;4 K com a norma indu-
zida pelo produto interno (-, -): (H ®qig K) X (H ®qq K) — C como
definido no proposicao 1.10 por H®K. Observe que ||z ® Tollper =
llz1||zz]| 22| x para todo 1 € H e y1 € K.

Sejam A e B C*—élgebras. Para obtermos uma estrutura de
x—algebra em A®q4 B precisamos definir a multiplicacao e a involugao.
A multiplicagao é definida por (a1 ®b1)(as®bs) = a1a2®b1 by para todos
ay,az € Aeby,by € B. E a involugao é dada por (a1 ® b1)* = af ® b}
para todo a; € A e by € B. Para mostrar que estas operagoes existem
e estao bem definidas basta usar a propriedade universal do produto

tensorial algébrico, veja [5] para mais detalhes.

Outra consequéncia da propriedade universal do produto tensorial

é a seguinte.

Proposigao 1.11. Sejam A, B e C x—dlgebras e f: A—C eg: B —
C x—homomorfismos de dlgebras tal que todo elemento de f(A) comuta

com todos elementos de g(B). Entao existe tinico x—homomorfismo
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h: A®qg B — C tal que h(a ®b) = f(a)g(b) para todo a € A e b € B.

Demonstra¢do. Basta considerar a aplicagio H: A x B — C definida
por H(a,b) = f(a)g(b) que é bilinear. Por fim, aplique a propriedade

universal do produto tensorial. O

Agora estamos caminhando no sentido de definir algumas C*—-

normas para que A ®q4 B se torne uma C*-dlgebra.

Teorema 1.12. Sejam A, B e C x—dlgebras e (H,¢) , (K, ) repre-
sentacoes de A e B, respectivamente. Entao existe unico x—homomor-
fismo m: A ®q1y B — B(HRK) tal que w(a ®b) = ¢(a)y(b) para todo
a € Aebe B. Além disso, se p: A — B(H) e : B — B(K) sao

injetivas entdo T € injetiva.

Demonstracio. Seja ®: — B(H®K) tal que a — ¢(a)@Idg e U: B —
B(H®K) onde b +— Idj, @ 1(b), onde Idy e Idg sio os operadores
identidade em H e K.

Observe que

(¢(a) ® Idk)(Idg @ (b)) = ¢(a) o Idy @ Idg o 3(b)
=Idg o ¢(a) @ (b) o Idg
= (Idg @ ¢())(¢(a) @ Idx).

Ou seja, P(A) e ¥(B) comutam. Pela proposi¢do anterior e lembrando
que B(H QK ) é uma C*—4lgebra, existe um tnico *—homomorfismo
7: A® B = B(H®K) sendo

m(a®b) = ®(a)¥(b)
= (¢(a) @ Idr)(Idg @ (b))
= ¢(a) o Idy ® Idk o ¥(b)
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= ¢(a) ® ¢(b).

Além disso, tome ¢ € ker(m) € A ® B, podemos escrever ¢ =

n

a; ®bj;, sendo by, ..., b, elementos linearmente independentes. Por
j=1
1 ser *—homomorfismo injetor, ¥(b1),. .., ¥ (b,) s@o linearmente inde-
pendentes. Assim

n

0=m(c) = ﬂ(é%‘ ®bj> = ;¢(aj) ® P(b;)

donde segue, ¢(a;) = -+ = ¢(a,) = 0. Porém, ¢ é injetora, logo

a; =---=a, =0, ouseja, c= ). 0®b; =0. Portanto, ker(w) = {0},
j=1
ou seja, 7 € injetivo.

Agora temos condigoes suficientes para definir algumas normas so-
bre A Ralg B.

Defini¢ao 1.13. Sejam A e B C*—dlgebras. Sejam (¢, H) e (¢, K)
representagoes fieis de A e B, respectivamente. A morma minimal em

A ®qg B € definida por

I llmin: A® B — R

a®@b = [|a®blmin = [|¢(a) @ P(b)|lpHeK)

Na notagao do Teorema 1.12 temos 7(a®b) = ¢(a)®@(b). Como as
representacoes sao fieis, ||.||min € mesmo uma C*—norma sobre A®qqB.

Em algumas referéncias a norma acima é chamada de norma espacial.

Denotaremos o completamento de A®,;4 B pela norma || ||min por
A @pin B. E possivel ver que a norma minimal do produto tensorial

independe da escolha das representagcoes fieis ¢: A — B(H) e ¢: B —
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B(K), a demonstracao deste fato encontra-se em [5].

Além disso, a norma acima é chamada de minimal pois é a menor
C*-norma sobre A ®,, B. Existe ainda uma a C*—norma méaxima

sobre A ®q14 B definida como segue.

Definigao 1.14. Sejam A e B C*—dlgebras. Definimos a C*—norma

mazimal sobre A ®q1g B por || - ||maz: A ®arg B = R com
la ® bl[maz = sup{|[7(a @ b)|[sm)}

onde o supremo € tomado sobre a coleg¢ao de todos os m: AQB — B(H)

x—homomorfismos e H um espago de Hilbert.
Denotaremos por A ®q; B 0 completamento de A ®4;4 B com a
C*—norma acima.

Nao utilizaremos esta norma no decorrer deste trabalho, por isso
os resultados relacionados a esta norma nao serao enunciados, como
por exemplo a limitagao desta norma. Caso tenha interesse em estudar

sobre a norma maximal, uma referéncia bésica é o capitulo 6 de [18].

Em geral, para que || - ||, seja uma C*—norma sobre A ®q4 B, a

norma || - ||, deve satisfazer:

Lo lzylly < llllyllyll;

2. [l lly = llll;

3. [lz*ally = [l=Il3,
para todo z,y € A® B. E denotado por A ®, B o completamento de
A® B por || - |ly. Vejamos agora um exemplo.

Exemplo 1.15. Seja A uma C*—dlgebra. Eziste inica C*—norma em
Mn(C) Ralg A.
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Demonstragdo. Defina ¢: M, (C) ®qq A — My, (A) por > e;; @a; ; —
,J
[a; ;]i,;, onde [a;;];; sdo as entradas da matriz em M, (A). Observe

que ¢ é um *—isomorfismo. Portanto M,,(A) = M, (C) ®q4 A.

Como M,,(A) é uma C*—4§lgebra, existe uma tinica, a menos de iso-
morfismo, C*—norma em M, (A4). Assim, AQM, (C) é uma C*—algebra
com respeito a norma oriunda de M, (A) . Neste caso, M,,(C) ®q1q A =
M, (C) @min A= My (C) @maz A 0

1.3 C*—Algebras associadas a Grupos Dis-
cretos

Nesta segao definiremos as C*—4&lgebras de grupos. Mais tarde,
veremos no capitulo 3 que a C*—4&lgebra de grupo é um caso especial
de produto cruzado discreto. Neste caso, esta secao serve como uma
introdugao para o capitulo 3. Para mais informacoes sobre esta secao

basta consultar [5].

Seja G um grupo discreto. Seja s € G um elemento qualquer,

denote por 0, = x{s} onde x, ¢ a funcdo caracteristica de {s}.

Primeiramente vamos definir uma x-dlgebra, denotada por C[G] e

chamada a algebra do grupo G. Seja

ClG] = {Z as0s; apenas finitos a, € C sdo nao nulas} )
seG

O conjunto acima, é o conjunto das fungdes complexas a de suporte

finito sobre G. Aqui a: G — C é uma fungao de suporte finito em que

Gg, seg=s

s+ a(s) = as. Assim, asds(g) = { . Podemos

0, caso contrario
ver os elementos de C[G] como combinagoes lineares de asds. Observe

que para cada funcdo a € C[G], existe uma unica familia (as)sce de
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nuimeros complexos tal que as # 0 para uma quantidade finita de s € G.

Vamos munir C[G] com a operacdo de soma definida por

(Z a555> + (Z bt5t> = > asbs + bidy,

seG teG t,seG

a multiplicagdo por escalar z € C por

z <Z as§s> = Z(zas)d9

seG seG

e a multiplicacao dada por

(Z as(55> (Zb@) =) asbida.

seG teG s,teG

Ainda podemos definir uma operacao de involugao por

<Z a555> * =) Wl

seG seG

Aqui denotamos por s~ !

o inverso de s € GG e @, o conjugado de
as € C. Com as operagoes acima C[G] é uma *-dlgebra unital, com a

unidade 1¢jg) = 1cde, sendo e € G a unidade do grupo.

Seja [2(G) um espago de Hilbert tal que {d;;t € G} é a base vetorial
candnica ortonormal de [?(G). Dado s € G, defina A\: G — B(I*(G))
por A(s) := Ag tal que As(d;) = dst, para todo ¢t € G. Ainda mais, A
é uma aplicacdo injetiva. A aplicacdo A é chamada a representacdo
reqular & esquerda. Observe que A(st) = dg = 050; = A(s)A(t) para
todo s,t € G. Além disso a representagio é unitéria (isto é, cada \; é
unitdrio e s — A\sh é continua, com h € [?(G), com relacio topologia
induzida pela norma de B(I2(G))), pois A(e) = 6. e A(s)* = A\f = A\;-1.

Proposicao 1.16. Sejam H um espaco de Hilbert ew: G — B(H) uma
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representagdo unitdria. Entdo existe extensdo de m para 7 : C[G] —

B(H) um x—representacdo unital satisfazendo

ﬁ( 3 5) =Y aun(s).

seG seG

Ainda mais, esta aplicagdo nos dé4 uma bijecdo entre as repre-
sentacoes unitdrias de G em H com as representagdes unitais de C[G]
em H.

Em particular, A pode ser estendida a um *- homomorfismo C[G] —
B(I?(G) que, por abuso de notacdo, denotaremos por A. Mais ainda
A: C[G] — B(I1*(@)) é injetor. Como A é injetor, vemos que A\(C[G]) =
C[G] C B(I*(@)), assim conseguimos definir uma C*—norma ||z, =
[A(2)lB2(G)) para todo x € C[G], fazendo com que C[G] seja uma *-
algebra normada. Observe que é importante que A seja injetora sobre
C[G] para que || - || seja uma norma, caso contrario | - ||, seria somente

uma seminorma.

Agora temos o necessédrio para definir as C*-algebras de G.

Definicao 1.17. A C*-dlgebra reduzida de G é o completamento de

C[G] com respeito a norma

2]l = A @)lza2 (@)

Denotamos a C*-dlgebra reduzida de G por C}(G). Ou seja,
¢ =ce

Definicao 1.18. A C*-dlgebra cheia de G é o completamento de C[G)|

com respeito a norma

Il = supgllm(2)llzq=(en b

onde o supremo wvaria sobre a colecio de todas as x- representacéoes
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7: C[G] — B(H) com H espago de Hilbert. Ou seja, C*(G) = (C[G]”.H“.

Note que o supremo acima é limitado, pois

S w( Do) = Sloal = lel

seG seG seG

l]lu = = sup

Exemplo 1.19. Vamos ver que C*(Z) = C(T), onde T é o circulo

unitdrio e C(T) € o conjunto das fungdes continuas de T em C.

Como G = (Z,4+) temos §,0m = dptm. Defina o x—homomorfis-
mo ¢ : C(T) = C*(Z) tal que z +— 61. Com isto, 2™ — by,.

Por outro lado, podemos considerar os unitdrios z™ € C(T), para
todo n € Z tal que 2"2™ = 2"t™. Agora, considere ¢ : C*(Z) — C(T)
definido por 6, — z™.

Fazendo 1 o o(z) = ¢¥(61) = 2 = z e p 0 Y(6,) = @(z") = by

L. Com isto temos nosso isomorfismo.

temos que Y = @~

Pela construgao dos completamentos feitos acima, podemos esten-
der A de tal forma que X : C*(G) — C}(G) é um homomorfismo so-
brejetor. Para ver isto, primeiramente estenda A para C*(G) e depois
observe que \(C*(G)) = C}(G). Veremos no préximo capitulo que, em
geral, A : C*(G) — C}(G) nao é injetivo.

Aproveitando a notacdo utilizada acima para A, dado s € G defi-
nimos 7,: [*°(G) — I°°(Q) por f +— 75(f) tal que 7(f)(t) = f(s7't),
para t € G. Veremos em um préximo capitulo que s — 75 define uma
agao de grupos de G sobre [*°(G), oriunda da representagao regular a

esquerda.

Podemos representar [°°(G) em B(I1?(G)) através de operadores de
multiplicagdo, pois sabemos que [°(G) é um C*—4&lgebra, logo existe
M:1°°(G) — B(I*(G)) tal que f — My, onde Ms(£) = f - ¢ para todo
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¢ € I2(G). Vendo [*(G) C B(I?(Q)) as vezes iremos omitir a aplicagao
M. Ainda mais, observe que 74(0;)(g) = 0:(s'g) = 65(g), para todo
s,t,g € G, ou seja, nas fungoes §; as aplicagoes 75 € A coincidem para

todo s,t € G.

Assim, dados t € G e f € [*°(G) temos que

AsMyAs=1(0) = AsMy(05-11)
= X f(s71)(d5-11)
= f(s71)(3)
= 7s(f)(£)0¢

= M, ()0t

Como f € I°(G), £ € I2(G) e t € G foram quaisquer, omitindo
M, podemos ver como
Asf A =T7s(f)- (1.2)

Utilizaremos esta igualdade acima na demonstracao do teorema 2.24.

Ainda aproveitando as notacoes ja introduzidas podemos definir

ll(G) _ ml\'”l,
ou seja, o completamento de C[G] com a norma || - |1, definida por
> asés‘ = Y |as|. As operagoes de C[G] se estendem a I}(G)
seG 1 seG

pois, por exemplo,

H(ZG‘S) (ZGM) = > lasbil < 3 Jasllbi

s,teG s,teG

ZGS(SS thét

seG teG
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Z(I_S(szl Z‘a_s|

1 seG

()

1 seG
= lasl = |[ 2 asds
s€EG sEG 1

Logo, teremos que /' (G) é uma *-algebra de Banach.

Podemos também definir I'(G) como o conjunto

MG) = {f : G — C tal que Z £ ()] < oo}

seG

com as operagoes de soma pontual, a multiplicacao dada pela con-

volugao f * g(t) = > f(s)g(s™'t) e a involugao [f(t)]* = f(t~1) é
seG

uma *-algebra. Além disso, com a norma ||f|1 = >_ ||f(s)||, sendo
seG

)

f,g € IN(G) e s,t € G, o conjunto I(G) é uma x-4lgebra de Banach.

Observe que as duas definigoes de I'(G) sdo andlogas.
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2 Grupos Discretos
Mediavets

Neste capitulo introduziremos a mediabilidade de grupos discre-
tos e com alguns resultados chegaremos em um teorema com 7 equi-
valéncias de grupos medidveis. Para este capitulo recomenda-se ao
leitor que nao esta familiarizado com a nogao de fungoes positivas de-

finidas para C*-algebras que leia o apéndice A.

2.1 Mediabilidade e Exemplos

Veremos nesta se¢ao a defini¢ao de mediabilidade de grupo e alguns
exemplos bdsicos. Para esta se¢@o utilizamos [7]. Fixamos aqui G um

grupo discreto. Lembre que
[°°(GQ) ={f: G — Ctal que f é limitada},

com a norma || f||e = sup{|f(¢)|} sobre {*°(G) é uma C*-4lgebra. Note
teG

ainda que [*°(G) possui unidade, que denotaremos por 1. (g).

Definigao 2.1. Um grupo G é mediavel se existe um funcional linear
limitado ¢: 1°°(G) — C que é um estado invariante a esquerda, ou

seja, @ satisfaz
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(i) ¢(f) >0 para f > 0;
(i) llell =1 =@(liec(q));

(iii) (1s(f)) = (f), onde 75(f)(t) = f(s71t) Vs,t € G e f €
I>*(G).

Diremos que um funcional ¢ como acima é uma média invariante
sobre G. Assim, um grupo G é medidvel se ele admite uma média
invariante. A partir de ¢ conseguimos obter uma medida através do

funcional ¢ como serd explicado a seguir.

Seja G um grupo e ¢ € I®°(GQ) = {f : I*°(G) — C; f é linear e
limitado} um estado invariante & esquerda. Seja P(G) o conjunto das
partes de G. Podemos definir m: P(G) — [0, 1] tal que E € P(G) —
m(E) = ¢(1g) € [0,1], como uma medida de probabilidade finitamente
aditiva, ou seja, se E, F' € P(G) é tal que ENF = (), entao m(EUF) =
m(E)+m(F) em(G) = 1. Por ¢ ser invariante a esquerda, temos que m
também herda essa propriedade, isto é, m(sE) = ¢(1sg) = ¢(7s(1g)) =
¢(1g) para todo s € G e E € P(G), onde sE = {sz;x € E}.

E conhecido que a associagao ¢ — m que acabamos de definir nos
da uma bijegao entre o conjunto dos estados invariantes a esquerda
sobre [*°(G) e o conjunto das medida finitamente aditivas de proba-
bilidade que sao invariantes a esquerda. Isto pode ser deduzido de
um resultado ainda mais geral, ver em [21] que descreve o espago dual
de I2(X) de um conjunto arbitrdrio em termos de medida finitamente
aditivas sobre X. E importante salientar que, em geral, a medida m
associada a ¢ pode nao ser g-aditiva. Como consequéncia, um grupo
G é mediavel se e somente se existe uma medida finitamente aditiva de

probabilidade e invariante a esquerda sobre G.

O conceito de mediabilidade pode ser generalizado para grupos

topoldgicos localmente compactos. Na definicao acima podemos tro-
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car a invariancia a esquerda pela invariancia a direita, pois é possivel
demonstrar que existe uma média invariante a esquerda se e somente
se existe uma média invariante a direita. Neste trabalho vamos usar

apenas funcionais ou médias invariantes a esquerda.

Agora, vejamos com detalhes alguns exemplos bésicos de grupos
medidveis. Precisaremos também de resultados auxiliares que serao

descritos no decorrer deste capitulo.

Proposigao 2.2. Todo grupo G finito é medidvel.

Demonstrag¢iao. Como G é finito, seja |G| =n € N, onde |G| é a cardi-
nalidade de G . Defina
0: 1°(G) = C
1
fre ; f(#).
Vamos verificar que ¢ é um estado invariante a esquerda. Primeira-
mente, vejamos que ¢ é um funcional linear positivo. Dados f,g €

[°(G), temos a linearidade por:

LS (o)

teG

LS+ 90

teG

= Y0+ Y el)

teG teG

= o(f) + »(9)-

o(f+9)

1
Se f(t) > 0 para todo t € G, entdo ¢(f) = - EGf(t) > 0.
te
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Além disso,

n

—
1+1+---—|—1 n
tEG

[¢lloe = sup {le(f)]} = sup {
IF1=1 |f

> o0}

teG

< sup 1{Zf(t)l}§2 1.

TSRO e’

Do provado acima, como ¢(1j=(g)) = 1 temos ||¢|l = 1. Logo, ¢ é
um estado. Falta mostrar que ¢ é invariante & esquerda. Dado s € G
e f €1°(G) temos

D= nUm) =Y 7 = S fw)

teG tEG UEG

Portanto, provamos que ¢ é uma média invariante sobre G.

Por esta proposicao ja temos exemplos concretos de grupos medidveis,
tais como os grupos de permutacoes, rotacoes e translacgoes finitas e

conseguimos neste caso explicitar uma média invariante.

Para a préxima exemplificacdo, usaremos aqui um teorema de

ponto fixo de Markov-Kakutani, que estda enunciado a seguir:

Teorema 2.3. [Teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani/

Seja E uma espaco vetorial topolégico Hausdorff e X C E sub-
conjunto compacto e convero. Seja T uma cole¢ao de transformagoes
lineares limitadas de E em E, tal que T(X) C X, para todo T € 1. Se

T € comutativo entao existe um ponto xg € X tal que Txy = xqg, para
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todo T €T .

Demonstrag¢io. A demonstragdo pode ser encontrada em [21], no Teo-

rema 0.14. O

Com este resultado, segue que:

Corolario 2.4. Todo grupo abeliano discreto € medidvel.

Demonstragao. Sejam G grupo (discreto) abeliano e E = [*°(G) =

{¢: 1°(G) — C; p é linear limitado} com a topologia fraca—x. Defina
X ={p e B |lgll <1, o(lg) = 1ep(f*f) 20, Vf € I*(G)}.
Note que X é um subconjunto dos funcionais lineares positivos com
norma menor ou igual que 1 de [*°(G), que além disso é fechado e
convexo dentro da bola unitaria em E. Assim, pelo teorema de Banach-

Alaoglu, X é compacto.

Para cada s € G, defina
7';: E—FE

¢+ ¢ oy,

onde 75 é a fungdo ji definida anteriormente. Vejamos que 7, é uma

transformagao linear limitada. Dado v,n € E e ¢ € C, temos que

To(ev+n) = (ey+n)oTs = cyoTstnots = c(yoTs)+noTs = cri(v)+7((n)

e
[l = sup [IT(d)|| = sup [[gpoml < 7] <1.
llell= lloll=1
Seja T = {\.;s € G} uma colegido de transformagoes lineares

limitadas em E. Como G é abeliano, dados s,t € G, temos 7,74 =
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Tst = Trs = T¢Ts. Assim, dado ¢ € E, obtemos

Tr(9) =Tipon) =donor,=gorson =r1/(poT)=T/7(P),

e portanto?” é comutativo. Por fim, 7/(X) = {po1s;0 € E} C
X, pois cada 7, é um automorfismo de C*—4lgebras (veremos este

resultado no préximo capitulo).

Agora temos condigoes suficientes para aplicar o Teorema 2.3. Pelo
teorema, existe pg € X tal que 7. (o) = o, para todo s € G, ou seja,
¥ O Ts = o, ito é, pg é invariante & esquerda. Como g € X C I[*°(G)

temos que pg é um estado invariante a esquerda.
Portanto, ¢¢ é uma média invariante a esquerda, logo G é mediavel.

O

O corolario acima pode ser generalizado para grupos localmente
compactos Hausdorff e abelianos, como pode ser visto nos apéndices de
[24]. Agora temos mais uma gama de exemplos de grupos medidveis,
como (Z,+), (R,+), (C, +) entre outros. Observe que provamos a existéncia
da média invariante, porém neste caso, nao a explicitamos. Veremos

que nao é facil expressar a média invariante como no caso finito.

Esta dificuldade de explicitar uma média invariante ¢ sobre G é
que (Co(Q)) = {0}, isto é, o(f) = 0 para todo f € Cy(G).

De fato, para isto basta mostrar que ¢(d;) = 0 para todo ¢t € G pois
Co(Q) = span{ds;t € G}. Sabemos que A¢(d.) = d; e por invaridncia
temos ©(8;) = ©(At(de)) = p(de). Tome t1,--- ,tx um conjunto finito
de k pontos distintos de G, entao

klo(0e)| = |0 (0t +61,)| < 1.

Isto implica que k|¢(d.)] < 1 e assim ¢(d.) = 0. E portanto, p(d;) =
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¢(de) = 0.

Ja vimos os exemplos mais bésicos de grupos medidveis, porém
ainda ndo vimos nenhum grupo que ndo é medidvel. Serda que todo
grupo é medidvel? Esta questao sera respondida com o proximo exem-

plo.

Seja Fo o grupo livre gerado por dois elementos, digamos {a, b},
isto é, os elementos de Fy sdo gerados pelo span algébrico de {a,b}, ou
seja, como multiplicagoes de poténcias de a e b onde a multiplicagao

em [y é a concatenacao de elementos.

Exemplo 2.5. O grupo Fy nao é medidvel.

Todo elemento g € Fo, pode ser escrito unicamente de forma g =
a™b™a™ ... b%a™, com k € NUO e sendo n,m;,n; € Z. Seja Uy o
subconjunto de Fo dos elementos que comegam com poténcias pares de
a (incluindo o zero, ou seja, os elementos que comeg¢am com poténcias
de b) e Uy o subconjunto de Fo que se inicia com poténcias impares de

a. Claramente aUy = Uy e Fy = UgUU;.

Se Fy fosse medidvel, existiria wma média finitamente aditiva m
como fizemos apds a defini¢ao de grupo medidvel. Entdo m(Uy) =

m(alUp) = m(Uy) e

1
Ou seja, m(Uy) = 3
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Agora particionamos Fy através dos subconjuntos Vo, Vi e Vo dos
elementos y € Fa que iniciam com poténcias de b das formas 3n,3n +
1 e3n+2, comn € Z, respectivamente. Note que Fo = VoUV1UV;, e
b2V; = bV = Vi. Além disso,

(F2)

(VoUViUa)

(Vo) +m(V1) +m(V2)
(

(

IIHII
“33333

Vo) +m(b*Vy) + m(bVa)
Vo) +m(Vo) +m(Vo)
m(Vp).

Portanto, m(Vp) = =

1 1
Observe que Uy C Vy, assim 5= m(Uy) <m(Vp) = 3 temos um

absurdo. Logo, Fy ndao é medidvel.

Do exemplo acima e da Proposigao 2.7 seguird que todo grupo que
contém o como subgrupo nao é mediavel. Para isto, basta supor que
este tal grupo seja medidvel entao terifamos uma contradigao com o

provado acima.

Na década de 30, o matematico von Neumann fez a seguinte con-

jetura:

Conjectura 2.6. Se G ndo é medidvel se e somente se G possui Fo

como um SUbgT‘UpO.

Quase 50 anos depois, em 1980, foi provado por Alexander Ol’shanskii
[19] que a conjectura é falsa. Ele demonstrou que o “grupo monstro
de Tarski”, é um contra-exemplo para a conjectura. Dois anos de-

pois, Sergei Adian mostrou que certos grupos de Burnside também
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sao contra-exemplos para esta conjectura. Historicamente o primeiro
contra-exemplo potencial é o grupo de Thompson. Porém, até hoje

ainda nao se sabe se ele é medidvel.

Em 2012, Nicolas Monod encontrou um contra-exemplo para a con-
jectura. Em 2013, Lodha e Moore encontraram um subgrupo finamente

gerado nao mediavel do grupo de Monod.

Nossos préoximos resultados mostram como se comportam os sub-

grupos e os quocientes de grupos mediaveis.

Proposicao 2.7. Todo subgrupo de um grupo medidvel G é medidvel.

Demonstra¢do. Seja H um subgrupo de G. Assim,
G = U Hs = U HSi,
seEG el

sendo I o conjunto de indices e s; representante da classe lateral a

direita.

Dado f € I°(H) defina f: G — C tal que s = hs; — f(h). Entdo
f €l®(G) pois f € I>°(H).

Vejamos que a aplicagao [*°(H) — [°(G) tal que f — f ¢ linear
positivo e que 1y () = ilo@(H). Dados f,g € I°(H) , s =his1 € G e
i € I°°(H) elemento positivo. Primeiramente a linearidade,

Frg(s)=FTglhisi)=(f+9)ln

f )
= f(h1) + g(h1) = f(h1s1) + g(h1s1)
= f(s)+3(s) = (f + 9)(s)-

Note que i > 0 pois i > 0. Por fim, iH(s) = iH(hlsl) =1lg(h)=1=
lg(s).

Por hipétese G é medidvel, donde existe ¢ € [°°(G)" uma média
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invariante sobre GG. Defina a aplicacdo
Y: I®°(H)—=C
f e e(f)-
Pelo provado anteriormente, segue que 1 é um estado. Basta mos-

trar que é invariante a esquerda para provarmos que ¥ é uma média

invariante sobre H.

Dadot,s € G tal que s = hysy,comhy € Hes; € G,e f € [°(H)

temos
V(1 (f(s)) = o(m(f(s)) = w(n(f(hlsl)))

o(re(f(h1))) = o(f
@(f(hlsl)) (f(

Ou seja, 1 é uma média invariante a esquerda sobre H. Portanto,

H é mediavel. O

Proposigao 2.8. Se G ¢ um grupo medidvel e H<G € subgrupo normal

de G, entdo T € medidvel.

!/

Demonstragdo. Sejam ¢ € [°°(G)" uma média invariante & esquerda

sobre Ge q: G — o a projecao canonica e sobrejetiva.
Defina
w1 <fj> — 1(G)
f=feq

Vejamos que 7 estd bem definido, ou seja, dado f € I*°(G/H) temos
7(f) € I°(G). Seja s,t € G. Temos

m(f)(s+1) = foqls+1t) = fla(s) +q(t))
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= foq(s)+ foq(t)=n(f)(s) +7(f))

Il = Sup (NIl = sup, [fogl <1.

Logo, 7(f) € I°°(G). Além disso,
m(lg/a) = la/m 0 q = lg.
Portanto, ||7|| =1 e facilmente 7 preservar a positividade.
Defina agora
p=pom: I*(G/H) — C

[ o(n(f))

Pelo provado anteriormente, note que ¥ é um estado. Agora vamos
mostrar que 1 é invariante a esquerda. Dados f € [*°(G/H), s € G tal
que z =q(s) € G/H e h € G/H, observe que

m(12(£))(h) = Tg()(f) 0 a(h) = 7q(5) f(a(R))
= fla(s)] ™" -a(h) = fla(s™") - q(n))
= fla(s7 h)) = w(f) (s~ h) = 7s(n(f))(h).

Ou seja, m(1(f)) = 7s(n(f)) para toda f € I*°(G/H), sendo © =
q(s)-

Por fim,

(7 (f)) = e(m(12(f))) = o(7s(x(f))) = o(x(f)) = &(f)-

Logo, ¢ é uma média invariante sobre G/H. Portanto G/H é

medidvel. O
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Agora analisaremos como se comporta o limite indutivo de grupos

mediaveis.

Definigcao 2.9. Sejam (I,<) um conjunto dirigido, {G;;i € I} uma
familia de grupos e {¢j;; i,j €I, i< j} uma famiia de homomor-

fismos de grupos ¢j;: G; — G tal que
(i) ¢ii = Idg,, para todo i € I;
(i) Pri = Prj o ¢ji sempre que i < j < k.
O par (Gi, ¢ji)i € dito sistema dirigido.

Lembre-se que o limite indutivo para o sistema dirigido (G, ¢j:):

é um grupo G, que denotaremos por G = lim GG;, munido de homomor-
—

fismos v;: G; — G tal que para todo i < j temos que ¥; = ¥; 0 ¢j;.

Na forma de diagramas comutativos, temos

Além disso, se G’ grupo e ¥’: G; — G’ satisfazem a propriedade
acima, existe um unico homomorfismo a: G’ — G tal que ¥, = o o 9,
para todo i € I. Sabemos, da teoria de grupos, que o limite indutivo
para (G;, ¢;;); existe unicamente, a menos de isomorfismo, e denotare-

mos por lim G;.
—

Proposicao 2.10. Sejam {G;;i € I}, e {¢ji;1 < j tal quei,j € I}
com I conjunto dirigido, sendo (G;, ¢ji); um sistema dirigido. Se cada

G, € medidvel entao im G; = G € medidvel.
—
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Demonstra¢do. Seja ¥;: G; — G o homomorfismo de grupo do limite

indutivo. Entao
G =Jvi(G).
iel
Para cada i € I denote por H; = ¢;(G;), pelo 1° Teorema dos Isomor-

7

ker 1% ’
homomorfismo ;. Pela Proposicao 2.8, cada H; é mediavel.

fismos de grupos temos que H; = onde ker v; é o nicleo de cada

Para cada i € I, como G; é medidvel, existe p; € [°°(G;) uma

média invariante.

Considere
Vi 1°(G) = C

[ <Pz'(f|Hi),

que claramente é um estado, porém nao necessariamente ¢ invariante.
Como o espago dos estados em [*°(G)’ é compacto com a topologia
fraca-*, temos que existe uma subnet, digamos {V, }aea, que converge
para V no espaco dos estados. Agora, basta mostrar que V' é invariante
a esquerda. Dados f € [*°(G) e s € G, tome kg € I tal que g € Hy,.
Entao denotando por 7¢ quando queremos a fungao 7 definida de [*°(G)
em [*(G) e 7Hi quando queremos a fungao 7 definida de (°*°(H;) em

[°°(Hj;), temos Vj > ko,

Vira(5) = @5 (1) = 03 (1] ,.) = 03(F ) = Vi().

Tomando o limite, temos que V(75(f)) = V(f), ou seja, V é uma

média invariante sobre [*°(G)’. Portanto, G é medidvel. O

Temos um corolario imediado da proposi¢ao acima.

Corolario 2.11. Se um grupo pode ser escrito com uniao direta de

grupos medidveis entdao o grupo € medidvel.
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Proposicao 2.12. Seja 1 — H Hed K 51 uma sequéncia exata

de grupos. Se H e K sdo medidveis entdo G € medidvel.

Demonstra¢io. Como H e K sao medidveis, denote por ¢g € I*°(H)'
e pr € I°°(K)" as médias invariantes associadas aos grupos H e K,
respectivamente. Por hipdtese, vamos denotar o homomorfismo injetor
de H para G por i e por q: G — K o homomorfismo sobrejetor de G

para K.

Defina ¢: [*°(G) — C tal que, dado f € I*(G) e g € G,

¢(f)|q(g) = @H(Tg—l(f)‘H)'

Como a sequéncia é exata e pg ¢é invariante a esquerda, entao ¢

estd bem definida.

Defina agora, pg € [°°(G)’ por o = pxo¢ . Por contas anteriores
que g é um estado. Vamos mostrar que ¢ € invariante a esquerda.
Denotando por 7¢ quando queremos a funcio 7 definida de [*°(G) em
[°(G) e T8 quando queremos a funcio 7 definida de [*°(K) em [*°(K)

. Note que, dado s € G,

< - )
a(g)~ta(s)
K

s (¢(f) q(s)).

Portanto, (b(TgG(f)) = )\f(g)((b(f))-
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Assim,

va(t () = e (618 () = o (144 (6(f)) = ex (8(£)) = wa (f),

ou seja, pg é uma média invariante sobre G. Aqui concluimos que

G é mediavel. O

Corolario 2.13. Sejam G um grupo e H subgrupo normal de G. Se

G
He Vi sao medidveis entao G € medidvel.
Como decorréncia deste resultado temos o seguinte exemplo;

a b
Exemplo 2.14. Seja G grupo das matrizes na forma ( ) ),
1

sendo a,b € R e a # 0 com a operagdo de composicao sendo a multi-

plicacdo usual de matrizes. Entao G € um grupo medidvel.

0
De fato, sejam os subgrupos K = {< Z ; );a #* 0} e H =

1 b
{( ; >;b € R}. Ainda mais, observe que H € um subgrupo nor-

0
mal de G, isto é, gHg™' C H para todo g € G, pois,

(a b)(l c)(]/a —b/a)_(] c><1/a —b/a)
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
< 1 ac >
= cH
0 1
Observe ainda que H =2 (R,4) e portanto € abeliano e medidvel.

G
Além disso, T ~2K,pis KNH={Id} e K-H=H -K=G.
Note que K = (R*,-) e portanto é medidvel. Assim, pelo coroldrio

acima, temos G medidvel.

Coroléario 2.15. Se H ¢ K sao medidvel entao H ® K ¢ medidvel.
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Demonstragao. Basta notar que 1 - H - HO K — K — 1 ¢

sequéncia exata. O

Segue, por inducao, do resultado acima que soma direta finita de
grupos medidveis é medidvel. Além disso, deste resultado temos que
somas diretas arbitrarias de grupos mediaveis é mediavel. Para isto,
basta ver a soma direta como um limite indutivo em que cada conjunto

¢ mediavel.

Coroldrio 2.16. Seja A um conjunto de indices e cada Gy grupo

medidvel, sendo A € A. Entdo G = ® cAG € medidvel.

Demonstragio. Seja F(A) = {F C A;F é finito }. Para cada F' =
{M,A2,... A\ } € F(A), considere Gp =Gy, ®Gr, - D G,

Note que G = lim G e pelo corolario anterior cada G é medidvel
—

entao G = @yecp Gaé mediavel.

Com isto, vimos que a classe dos grupos medidveis é fechada to-
mando subgrupos, quocientes, limite indutivo e extensoes. Assim, qual-
quer grupo construido, a partir destes grupos, com essas operacoes, é
medidvel. Chamamos de grupos medidveis elementares estes tais gru-

pos.

2.2 Caracterizacoes de Mediabilidade

Existem muitas caracterizacgoes diferentes de mediabilidade de gru-
pos. Nesta secao iremos definir conceitos e alguns resultados para che-

garmos em um Teorema com 7 equivaléncias para mediabilidade de
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grupos. Existem muitos artigos com esta demonstracoes semelhantes a

deste resultado.

Lembrando que [!(G) pode ser visto como o conjunto

{f:G—)(Ctalque ZHf(S)H <oo}

seG

e com as operagoes de soma pontual, a multiplicacao dada pela con-

volugao f * g(t) = > f(s)g(s™'t) e a involugao [f(t)*] = f(t~1) é
seG

uma *-algebra. Além disso, com a norma ||f|x = >_ ||f(s)||, sendo
seG
f,g€l(G) et e G, o conjunto [*(G) é uma *-algebra de Banach.

Vamos denotar por

Prob(G) =S pel' (G p=0e¢ Y plg) =1
geG
o espago de todas as medidas de probabilidade em G. Utilizamos aqui
as medidas de probabilidade pois se G é enumeravel, conseguimos para

cada p € Prob(G), definir uma medida sobre a oc—algebra das partes
de G.

Observe que a agdo de translagdo & esquerda 7 de G sobre [*°(G)
torna o subespago Prob(G) invariante. Assim podemos continuar uti-

lizando s — 74 para denotar a agdo candnica de G sobre Prob(G).

Definigao 2.17. O grupo G possui uma média invariante aproximada
se dados € > 0 e E C G subconjunto finito, existe um p € Prob(G) tal
que

|75 (1) — pll1 < € para todo s € E.

Dados E,F C G, denotamos por EAF = (EUF\(ENF) o
operador da diferenca simétrica, isto é, EAF' é o conjunto de elementos

em exatamente um dos conjuntos E ou F.
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Veremos agora como caracterizar mediabilidade através da condigao

de Fglner.

Definicao 2.18. Dizemos que G satisfaz a condigao de Folner, se dado
€ > 0 e qualquer subconjunto finito E C G, existe um subconjunto finito

F C G tal que
|sEAF|
max <e€

sek |F| ’
onde sF = {st;t € F} e|C| denota a cardinalidade do conjunto C.

Observe que sFAF = (sFUF)\(sFNF) = [sF\(sF N F)]U
[F\(sF'NF)]. Assim,

[sFAF| _ [[sF\(sFNF)]U[F\(sF N F)]

|F| |F|
_[sF| [sFOF| |F| [sFNEF|
|F| |F| |F| ||
[sF'NEF|
=2-2—-.
|F|

Logo, a condicao de Fglner é o mesmo que pedir

e |sF'NF| o€
X ——— - -
seER ‘F‘ 2
Seja I um conjunto dirigido e considere a net de subconjuntos

finitos {F;}icr C G tal que

|Fil

é chamada net de Fglner. Veja que a condi¢ao de Fglner é equivalente

— 0, Vsed (2.1)

a existéncia de uma net de Fglner. A demonstracao deste fato pode ser

vista no primeiro capitulo de [6].

No caso que G é enumeravel, observe que a net pode ser substituida

por uma sequéncia de Fglner. Vejamos um exemplo de uma sequéncia
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de Fglner.

Exemplo 2.19. Seja G = Z com a operagao de soma. Tome F, =

[-n,n] e s € Z. Assim,

[sFRAFy,| _ |s[—n, n]A[—n,n]| _
|Fn| [_nv n] |[_n’ TLH

|S[_n7 n] n [_nv n] |

el

i

Com um resultado que veremos nesta se¢ao e as contas feitas acima
temos que Z. é um grupo medidvel. Jd sabiamos isto pois Z. é um grupo

abeliano e portanto medidvel.

Supondo a condigao de Fglner, vejamos que existe uma média inva-
riante aproximada. Para isso, basta normalizar a fungao caracteristica

1
—xr € Prob(G), e ver que

xr do subconjunto F', ou seja, 7]

|[sFAF] ’ ( 1 ) 1
— = = ||Ts | T XF | — T XF
B [F] I
Assim,
1 1 |sFAF)| -
max ||Ts | — - — =max ——— < €.
e ||P\[FY) TN T T TE

No Teorema 2.24 provaremos a reciproca do feito acima.

Vamos relembrar dois teoremas de uso decorrente em Anélise Fun-
cional, que serao utilizados no Teorema 2.24. Este primeiro resultado
foi provado por Herman Goldstine. O segundo é conhecido como Te-
orema de Separagdo de Hanh-Banach. As provas serdo omitidas neste
trabalho. Também relembremos algumas defini¢oes para estes teore-

mas.
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Teorema 2.20 (Teorema de Goldstine). Seja X um espago de Banach.
Entao a imagem da bola unitdria fechada B C X através da aplicagcao
canénica na bola unitdria B” do espaco bidual X" ¢ densa na bola

unitdria com respeito a topologia fraca-x.

Na hipotese do proximo teorema precisamos de um espago veto-
rial localmente convexo, aproveitamos aqui para definir-lo e também o

envoltdrio convexo.

Definicao 2.21. Seja V' um espaco vetorial sobre C. O espagco V é
um espago vetorial convexo se (1 —t)x +ty € V, para todo z,y €V e
t€10,1].

Definicao 2.22. Seja X um conjunto qualquer, o envoltério convexo

de X € o conjunto

Conv(X) = {Ztixi;xi € X, t1,...,t, €[0,1] ety +...+t, = 1}
i=1

Além disso, o Conv(X) é o menor conjunto convexo que contém

X.

Teorema 2.23 (Separacao de Hanh-Banach). Seja V' um espago ve-
torial localmente convezxo sobre C. Se A e B sdo conjuntos ndao vazios
convexos e disjuntos, sendo A compacto e B fechado, entdo existe uma
aplicagao linear ¥: V. — C continua e o, B € R tal que Re(Y¥(a)) <
a < < Re(9(b)) para todo a € A, b € B.

Agora temos as ferramentas necessarias para demonstrar o seguinte

teorema.

Teorema 2.24. Seja G um grupo discreto. As sequintes afirmagdes

sao equivalentes:

(1) G é medidvel;
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(2) G possui uma média invariante aproximada;
(8) G satisfaz a condigdo de Folner;

(4) Ezistem vetores unitdrios &; € I12(G) tais que ||As(&) — &2 — 0,
para todo s € G;

(5) Eziste uma net (¢;); de fungdes definidas positivas de suporte finito

em G tal que p; —> 1 pontualmente;
(6) C*(G) € isomorfo a CF(G) como C*—dlgebras;

(7) C(G) admite uma representagdo de dimensdo 1, ou seja, um ca-
rdacter x: C*(G) — C.

Demonstragao. (1 = 2)

Seja ¢ € [°°(G)" uma média invariante & esquerda sobre G. Sabe-
se que [®°(G) = [1(Q)’, através do isomorfismo que identifica x € [*°(G)

com o funcional dado por

K(f) =D f(s)a(s), Vf el (@)

seG

Pela identificacdo feita acima, ¢ € I°°(GQ)'=I1(G)”. Dado f €
I'(G), denotaremos por f sua imagem no bidual I'(G)”. Assim f é
o funcional sobre I'(G)’ dado por avaliacdo: f(¢) := ¢(f). Usando

a identificagao canénica ['(G) = [*°(G), isto pode ser escrito como

f(@) = X f(5)(s).
seG

Pelo Teorema de Goldstine, a bola unitaria de I* (G) é fraca-* densa
na bola unitdria de [°°(G)’, donde existe uma net {f;}ie;r C I*(G) com
I fillin(@ < 1tal que f; — ¢ na topologia fraca-*, sendo I um conjunto
dirigido. Além disso, como C[G] é denso em [*(G), podemos supor, sem

perda de generalidade, que cada f; € C[G].
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Defina f] = fit fi, e note que ainda continuamos com f; € C[G
K] 2 K]

e || filln) <1, para todo i € I. Mais ainda, fl’ —> © na topologia
fraca-+. De fato, dado ¢ € I}(G) = [*°(G), temos

o) = otr = o( 251

N |

o5+ o) = 5 (904 + 507 )
( )+5@) — 3 (vt0)+4(0))
;( > = »(¢).

Defina agora f!' = |f/|. Ainda temos f/ € C[G], [|f/'ll1 = |Ifl]1 <1
e fI' > 0.

w\'—' I\D\H

Para mostrar que f;” — o, vejamos que ||f/ — f/'|l1 — 0. Pri-

meiro note que [|ff[| — 1, pois [L=(q)(f})] < [Ifill, assim

1= (L= (@) = le(Lix ()] = [1im fi (L= ()]

= [lim L@y (F)I < IIf <1

Portanto,
£ = £l =D 1 (s) = H(o) =D )] = £i(s)]
seG seG
=Y 1A =D Fs) = Ifilh = Lie (o ()
seG seG

= | fills = J?i(lloo(G)) —1- <P(1loc(c)) =1-1=0

Com isto, f!' converge fraco-* para ¢. Por fim, normalizando f/,
definimos
f//

p; = ,Viel.
£
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Observe que ¢; € Prob(G). Assim, {g;}icr é uma net em Prob(G)
tal que ¢; converge fraco-* para .

Vejamos que (75(¢;) — ¢;) — 0 fracamente em [*(G), para todo
seqG .

Primeiramente, observe que, dado k € [*°(G), temos

K(Ta(00) = Y Aa(ilg = ils"'g)k(g)

geG geG
=Y @i(h)r(sh) = (T4-1(K)) ()
heG

Analogamente, k(p;) = @;(k) — ©(k). Assim,
R(Ts(pi) = i) = K(Ts (i) = K(pi) — (K) = p(x) = 0.
Como s € G foi qualquer, segue que 75(p;) — @; converge fraca-

mente para 0 , para todo s € G.

Seja A = F(G) = {F C G; F é finito }. Note que A é dirigido pela

inclusdo. Dado F = {s1,...$m} C A, com |F| = m, considere

HMe)el'(G)e---alYG)

m
com a norma do maximo, isto é, para x = (21, %a,,...,Tm) € [1(G) ®
@ ING)
T = ma ;|
(@)l maz ie{l,...},(m} (Al

Seja By = Conv({(7s, (i) — @i)i1;t € I} o envoltério convexo do
conjunto das m-uplas (7s, (i) — @iy - -, Ts,, (i) — i) em H(G) D - D
I*(G) e By = By o seu fecho com respeito a norma acima. Vamos

mostrar que 0 € B.
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Suponha que 0 ¢ B. Denotando A = {0} ¢ B = B; como no
Teorema 2.23 em que as hipoteses sao facilmente verificadas, existe
de (@) d-dlQ) =1°G) @ dI*(G) e a, B € R tal que
Re(¥(a)) < a < B < Re(¥(b)). Como A = {0} temos que Re(d(a)) =
0, em particular

0 < a < inf Re(9(((7s, (1) — #i)kta)).
Entao o = 0, pois As(¢;) — s converge fracamente para 0, o que

seria um absurdo ja que a > 0. Logo, 0 € B.

Por fim, como B é um subconjunto convexo em um espago de
Banach, o fecho fraco e o fecho na norma coincidem. Segue que, dado

F € A existe uma combinagao convexa @p dos @; tal que

1
”Ts((PF)_(PF” < W7 Vs € F.

Isto implica o item (2).
(2=3)

Sejam € > 0 e E C G finito. Por hipédtese, existe p € Prob(G) tal

que

Do l7s(i) —plh < e

sek
Dado r > 0, definimos o conjunto F(u,r) = {s € G;u(s) > r}. Seja

XF(u,r) @ fungio caracteristica associada ao conjunto F'(u,r).

Sejam f,h € I1(G) tal que ||f|]1 = ||hl1 = 1. Observe que
IXF(rm) () = XF(nr (E)] = 1 se somente se f(t) < r < h(t) ou h(t) <

r < f(t), para todo t € G. Ainda mais, se f e h sdo superiormente



limitadas por 1, temos
1
10 = 100)] = [ Ixris(® = xenn ©ldr
0

Assim,

176 (1) =l = > Ims (1) (8) = u(t)]

teG

=y / IXF(r.(w).r) () = XF () (E)|dr
tGG

= /Z |XSF(N7’I‘)( = XF(p,r) ( )|d7‘
o ted

— [ 5P ) SF
0
Ou seja,

Ireti) = sl = [ 15 (n, )P ()

Ainda que,

/ S sF (i) AP, ldr = 3 1) = pall

seE seE

—50/|{t € G;u(t) > r}dr

63
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1

:5/|F(,u,r)|dr.

0

Entéo, para algum r € (0, 00), temos

D |sF(u,r)AF ()| < el Fp, 7))
selE

Portanto,
|sF (b, ) AF (1, 7)|

T P <&

Isto mostra que G satisfaz a condigao de Fglner.

(3=14)
Sejam {F;};c; uma net de Fglner e §; = X‘Fi i as fungoes carac-
i
teristicas de cada F; normalizada. Claramente ||¢;]]2 = 1 e pode ser

vista como um elemento em [?(G). Logo, dado s € G,

l|As (&) —§i||12(c) = ‘ A

12(G)
L)
= ——As\XF) — XF liz(e)
VIFi|
) 1 “ |sFZAFz|L>0
< XsFy = XFl = — 7 ’
£ i

Logo, & € I?(G) satisfaz a condigdo (4).

(4=5)

Seja & € [?(G) como na hipétese. Defina ¢;: G — C por s
(s&;,&;). Observe que pelo Teorema A.4, a fungéo ¢; é positiva definida.
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Note que, dado s € G, temos

lpi(s) — 1| = [{s&, &) — 1]
(s, &) — (&, &)l
= [(s& — &, 88 — &)
= [|As(&) = &l — 0.

Por fim, para tornar ¢; funcoes de suporte finito, basta tomar os &; €

I2(G) de suporte finito. Logo, ¢; satisfaz a condicio (5).
(5=06)

Seja ¢; uma net de fungoes positivas definidas de suporte finito em
G tal que ¢; — 1 pontualmente, sendo i € I um conjunto dirigido.
Pelo Teorema A.4, para cada ¢ € I, o multiplicador m,, se estende a
uma aplicagao, digamos mg, , positiva unital em C*(G) e estende-se a
uma aplicagdo, digamos my, , positiva unital em C}(G).

Dado a = ) asds € C[G], temos
seG

Aoms, ( > as(58> = A( > %(s)asés>

seG seG

= Z (,01'(5)045)\(58)

seG

= mj, < > asA(5s)>

seG

:m;i 0)\(2%65)

seG

(&
Pi

temos que a igualdade vale em C*(G), pois vale no subconjunto denso.

Ou seja, Aomg, =my, o\ em C[G], para todo i € I. Ainda mais
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Observe que, dado a = ) asds € C[G],
seG

mg, (a) = mg, ( Z asés) = Z pi(s)asds — Z lagsds = a.

seG seG seG

Como mg, (a) — a para todo a € C[G] temos m¢, (a) — a para
todo a € C*(G).

Agora, suponha que a € C*(G) é tal que A(a) = 0. Temos
Aomg (a) = m(, o Aa) = 0, para todo i € I. Por hipétese, cada
; tem suporte ﬁmto, logo A omg, (a) = 0 implica mg, (a) = 0. As-
sim, a = lilmm;i (a) = 0. Isto mostra que A\: C*(G) — C*(G) é um

x—homomorfismo injetivo.

Observe que A\(C*(G)) = C*(G), ou seja, A é sobrejetiva. Portanto,

pelo Teorema do Isomorfismo, segue que (6) é vélido.

6=17)
Basta estender a representacao trivial € dada por a = ) asds €
seG
C[G] = > as € C para C}(G) = C*(G).
seG
(7=1)

Seja x: Cx(G) — C um cardcter, em particular, y é um estado.
Pelo Teorema de Hanh-Banach, podemos estender 7 a um funcional
linear em B(I?(G)).

Afirmacao: Seja T € B(I1?(G)) tal que |x(T)|?> = |x(T*T)| =
|7 (TT*)| entdo x(T'S) = x(T)x(S) e x(ST) = x(S)x(T) para todo
S € B(I3(G)).

De fato, como x é um estado, podemos escrever x(T') = (£, 0(T)E),
sendo £ € H e o: B(I*(G)) — B(H) um *—homomorfismo. Logo,

(0(T)€,0(T)E) = (§,0(T"T)E)
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onde 1) (&2|(a0(T)E) := &1 (&, o(T)E). Pelas contas acima
(a(T)&, 0(T)8) = (a(T)E, [€) (€l (a(T)E))-

Assim, ([1— [E)(EN2(o (7)), 1 — [EMENY2(o(T)E) = 0, ou seja, [1 -
IEVENM20(T)€ = 0. Logo, dado S € B(I*(G)), temos

X(ST) = x(9)7(T) = (&, 0(ST)E) — (&, 0(9)€) (€, a(T)E)
= (£ 0(5)a(T)E) = (£ 0(5){€, a(T)€)E)
= (£, 0(5)a(T)€) = (£, 0(9)[§)(lo(T)E)
= (& 0(S)[1 = [§)lle(T)E) =

Q

Portanto x(ST) = x(S)x(T), para todo S € B(1*(G)). Analoga-
mente, obtem-se x(T'S) = x(T)x(S). Com isto demonstramos nossa

afirmacao.

Observe que |x(As)] = 1 para todo s € G. Assim, dado s € G
e f € I*°(G), vendo [*(G) C B(I*(G)) pela representagdo M; que
foi feita no capitulo anterior, temos que, pela Igualdade 1.2 e pela

afirmacao demonstrada acima,

X(7s () = XA FAT) = x(A)x (F)x(A5) = xs)x(FHx(As) = x(f)

Como, s € G e f € 1*°(G) sao arbitrarios, temos que x é invariante.

Logo, G possui uma média invariante, e assim G é medidvel.



68

Com este teorema temos mais 6 maneiras de caracterizar os grupos
medidveis. Algumas caracterizagbes ajudam nas demonstragoes de al-
guns resultados, como na se¢ao anterior, por exemplo, demonstrar que

todo grupo finito é mediavel, fica mais simples usando a net de Fglner.

De fato, seja G um grupo finito, digamos |G| = n. Considere

F; = G para todo i € I, temos

il n on

Pelo Teorema 2.24, todo grupo finito é mediavel.
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3 Produto Cruzado e
Medrabilidade

3.1 A Construgao do Produto Cruzado

O produto cruzado tem uma grande importancia no estudos de
Algebra de Operadores, e em particular para C*—algebras. Neste
capitulo, introduziremos o conceito de produto cruzado para grupos
discretos, e nesse caso, chamaremos de produto cruzado discreto. Mais

informagbes podem ser vistas em [5].

Definigao 3.1. Seja G um grupo (discreto) e A uma C*—dlgebra. Uma
acdo de G sobre A € um homomorfismo de grupos a de G no grupo de

x—automorfismos de A.

Lembrando que x—automorfismos de A sdo os x—isomorfismos de
A em A. Denotaremos o conjunto dos x—automorfismos de A em A
por Aut(A). Uma C*—4algebra munida com uma agdo de G em A,
é chamada de G — C*—élgebra. Além disso, denotamos a ac¢ao que
age de G para os automorfismos de A por G ~ A. Para cada s €
@, associaremos az 0 automorfismo de A em A. Obviamente, podem
existir diferentes acoes de G em A, podendo gerar diferentes estruturas

algébricas em G — C*—algebra.

Exemplo 3.2. Seja G um grupo. Defina 7 : G — Aut(I*°(G)) por
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s+ 7(8) = 75, onde Ts(f)(t) = f(s~1t) para todo f € 1°°(G) et € G.
Vejamos que T € uma acao.

De fato, dado r,s € G quaisquer, e € G o elemento neutro de G,

temos

o (F)(8) = T (fr71e) = f(sTIrTH) = £((rs) M) = s (f)(2)

Te(f)(t) = fe7t) = flet) = f(1)

para todo f € 1®°(G) et € G, ou seja, s — 75 € um homomorfismo de

grupo.

Além disso, s € homomorfismo de dlgebra. De fato,

To(f +cg)(t) = (f +cg)(s™'t) = f(s7't) + c.g(s™'t)
=75(f)(t) + e7s(9) () = [1s(f) + ems(9)](D),

Ts(f9)(t) = fe(s™'t) = f(s't)g(s™')
= 7)) -7s(9)(t) = [7:(F)7s (9] (F)-

Ainda mais,

T(f)(E) = £ (s7t) = [f(sO)" = [ (N (1),

para todo f,g € 1°(G), t € G ec € C, isto é, 75 € um x—automorfismo
de A.

Definicao 3.3. Um C*—sistema dinamico de um grupo discreto € uma
tripla (A, G, ) onde A uma C*—dlgebra, G um grupo (discreto) e «

uma acdo de G sobre A.

E possivel generalizar a definicdo acima para grupos topoldgicos.
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Uma C*—4algebra A equipada com uma agdo de G sobre A é chamada
de G — C*—dlgebra.

Seja (A, G, a) um C*—sistema dindmico. Denotamos o conjunto
das fungoes de G em A com suporte compacto por C.(G, A), porém

como G ¢ discreto, basta tomarmos o suporte finito das fungoes.

Vamos agora construir o produto cruzado algébrico associado a
(A, G, «). Denotaremos este conjunto por A X 41g G. Tome A Xy 419 G
como um subespaco de C.(G, A). Assim, vamos denotar um elemento

S € A Xqq49 G como uma soma finita da forma S = ) asd, tal que
seG

> las|| < oo, onde as = a(s) é uma fungdo de G em A e a,05(9) =

seG

{ g, se g=s
0, caso contrario

Dados S,T € AXq,agG,c€C,sendo S = Y asb6seT = > bidy,
seG teG
definimos as operacoes de soma por

S+T = Zas(ss + th6t = Z as6s + by6y.

seG teG s,teG

O produto escalar como sendo

cS = C<Za555) = ansés,

seG seG

e o produto por

Sk T = (Za555> *a <th(5t> = Y asaq(b)da

seG teG s,teG

Ainda podemos munir A X4 4 G com uma involucdo dada por

§* = (Z asésf = a1 (ad)dsn.

seG seG
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Vejamos que em A X4 419 G as operagoes estao bem definidas. Da-

dos S,T € A Xgqqg G sendo S = > as0, e T = > b0y, teremos
seG teG
S+T,Sx,T eS*€AxgagG. De fato,

S llas 00 < 3 llael + ] < oo,

s,teG s,teG
D llasas@ll < Y flashil < D llaslfbe]] < oo,
s,teG s,teG s,teG
€
D e @)l <> M@l < oe.
seG seG

E possivel provar que A X4 419 G é uma *—algebra.

Queremos tornar A q 414G uma *—algebra onde todos os automor-
fismos «a se tornam internos. Vejamos a seguir o que queremos dizer
com automorfismos internos e a demonstragdo que para cada s € G
todo automorfismo as pode ser definido como a(a) = sas~!. Vamos

fazer essa motivagao apenas para C*—4&lgebra unital.

Definicao 3.4. Seja o um x—automorfismo da C*-dlgebra A. Dizemos
que o € um automorfismo interno de A se existe u € A unitdrio tal que

a(a) = vau™t, para todo a € A.

Vamos ver que, dado s € G, os automorfismos «; de A unital sdo

restricoes de automorfismos internos de Axq q14G. Paraisto, definimos,
u: G — AXaag G

t— up = 146;.

Note que u. é a unidade de A X4 419 G, onde e € G ¢ o elemento

neutro do grupo. De fato, dado S € A X a9 G tal que S = > a4ds,
seG
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temos

S %o Ue = (Za555> *q 140,

seG

= Z a'sas(lA)ése

seG

= Z a51A5S

seG

=> ab,=5.

seG

Por outro lado, analogamente, temos

Ue ¥o S = 1 40¢ %4 (Za355>

seG
= Z 1Aae(ag)5es
seG
= ac(a:)d,
seG
= Z as0s = S.
seG

Assim, provamos que u. ¢ unidade. Além disso, temos que u; é
um homomorfismo de grupos. Dados g, h, s € G, temos
u(g) *a u(h) = 1A5g *o lA(Sh
=laag(1a)dgn

= Ugh-

Como g,h € G e s € G foram quaisquer temos que ugup = Ugh.

Note agora que , dado t € G, u; é unitario, isto é, ujfu; = 14 =

UpUy, POIS UF Ut = Up—1Ut = Up—1; = Ue = Uggp—1 = Ugly—1 = UpU] .
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Podemos ver que A pode ser incluida em A X4 q19 G, da seguinte
maneira,
1:A— AXqaug G
a— Z ad.
seG

Proposigao 3.5. Seja A uma G — C*—adlgebra unital. Dado t € G,
o automorfismo ap € Aut(A) é uma restricio de um automorfismo

interno em A Xq.a19 G, ou seja, ugi(a)u; = i(ow(a)) para todo a € A.

Demonstra¢do. Dado a € A e g € G quaisquer. Fagamos primeiro

U *q 1(a).
Ut ko 1(a) = 140 %4 (Z a(55>
seG
= Z 1Aat 5ts
seG
= Z CYt 5ts
seG
Logo,
Ut ko 1) ¥ uf = (Z at(a)(Sts) *o 10,1
seG
= Zat ats 1A Jtst 1
seG
= Z(Jét )0tst—1
seG
= i(a¢(a)).
Temos o que queriamos. O

Como decorréncia deste resultado, temos que dado s € G, o auto-

morfismo ag pode ser visto como ag(a) = dsad,-1, para todo a € A.
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Agora conseguimos ver a motivacao das operagoes em A Xq qig
GG como acima, por exemplo para a multiplicagao *., dados S,T €
AXgagGtalque S= 3 asdseT =) bd;. A definigdo acima vem

seG teG
do célculo formal de

(Z asés) (that) = Y ab(b)6 = D asbs(be)d-10.5;

seG teG s,teG s,teG

= Z asas(bt)(gst =S Xy T.

s,teG

Com isto, note que se A = C com a agao trivial s — v, tal que
vs(a) = a, temos que A X, 41 G = C[G]. Podemos nos perguntar, qual
completamento faremos para que A X4 414 G seja uma C*—élgebra tal
que A esteja contido no completamento 7 Para C*—algebra de grupos
fizemos duas alternativas. Vejamos as escolhas para o completamento

de A x4 q1g G. Para defini-las ainda precisamos de alguns artificios.

Definigao 3.6. Sejam G um grupo e A uma G — C*—dlgebra. Uma
representagdo covariante € uma tripla (u,m, H), onde H é um espago
de Hilbert, (u,H) € wma representacdo unitiria de G e (m,H) uma
x—representacdo de A tal que usm(a)ut = m(as(a)) para todo s € G e

a€ A.

Observe que para cada representagao covariante (u, 7, H) podemos

associar uma *— representagao para A X gy G. DBasta definir o :

A Xaag G — B(H) tal que J( S asds ) = > m(as)us. Veja que,
seG seG
dados S = > asds e T = > by temos,
seG teG

o(8)a(T) = a< > as5s)a<z bt5t> =3 mlas)us Y w(be)us

seG teG seG teG
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= Z m(as)usm(by)ur = Z m(as)(usm(be)ul)usus

s,teG s,teG
= Z m(as)m(as(be))ust = Z m(asos(by))ust
s,teG s,teG
= 0'( Z asas(bt)58t> = U<Z (7,555 *o Z bt5t)
s,teG seG teG
=0(S*,T)
e
a(S)* :(7(2@855) = Zu:ﬂ'(as)*
seG seG
=3 ugrm(al)usug = Y w(ag-i(al))ug
seG seG
- U(Z asl(a;)(sSl) = J([Z as§s] ) = o(9").
seG s€G

Assim, obtemos uma *—representacido. Ainda mais, é possivel mos-
trar que o conjuntos das representagoes covariantes possui uma bijecao
com o conjunto das x*—representagoes nao-degeneradas, este resultado

pode ser visto no capitulo 2 de [24].

Defini¢ao 3.7. Seja (A, G, ) um C*—sistema dindmico. O produto

cruzado cheio € o completamento de A X q19 G com respeito a norma
[l = sup [|w(S)],

sendo que T : A X q1g G — B(H) sdo x—homomorfismos.

Denotamos o produto cruzado cheio do C* —sistema dindmico (A, G, «)

como A X, G. Assim,

Axg G =Astgu, G,
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Esta norma || - ||, é limitada, pois

> ad| = w( > a368>

seG seG

=||r Z as(55>*7r(z GS(SS)H

seG seG

(
( Z Qg1 (a:)5sl>7r( Z a563>
(

2 2
u

IN
3

seG seG

= ||7 Zasfl(a:)(;yl *QZQS(SS)H
seG seG
= W(Zas—l(az)a5—1(as)5e)H

seG

Z O‘sfl(a’:as)

seG

> llakasia

seG

= Z ||asH,24 <

seG

IN

A

IN

2

Z as0s

seG

1
Com o préximo exemplo, vemos que a C*—algebra do grupo é um
caso particular de produto cruzado.

Exemplo 3.8. Relembrando da definicao dada no capitulo passado,

vemos que C*(G) =2 C %, G, sendo v a agdo trivial.

Segue diretamente a propriedade universal para o produto cruzado

cheio.

Proposicao 3.9. (Propriedade universal do produto cruzado cheio)
Para toda representagdo covariante (u,m, H) de uma G — C*—dlgebra

existe inico x—homomorfismo o : A X, G — B(H) tal que

U( Z as6s> = Z m(as)us.

seG seG
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Demonstragao. Esta demonstragao pode ser vista no capitulo 2 de [24].
O

Exemplo 3.10. Vamos ver que C(Zy,) X+ %y, = M, (C), onde 75(f)(t) =
f(t—s) para todo s,t € G e f € C(Zy,) é chamada de agao de translacao
de Zy, sobre C(Zy,).

De fato, fire n € N, considere a aplicagao 7 : C(Zy,) — M, (C) tal

que
F0) 0 0 0
0 f(1) 0 0
m(f) =
0 0 0 - fn—1)
E fdcil verificar que w é um x—homomorfismo e ||x(f)| = ||f|. Tome
agora,
o 0 1] [0 1 0 0 ]
0 0 0 0 0
S=101 0 0 e S* =
0 00 -~ 01
1000 - 1 0| | 1 00 - 0 0|

Considerando u,, = S™ para m € Zy,, a funcdo u : m + u,, define
uma representagdo unitdria de Z, sobre M, (C) =2 B(C™). Ainda mais,
U (fluk, = 7(tm(f)), ou seja, (m,u,C™) é uma representagio covari-
ante. Pela propriedade universal, temos o : C(Zy,) X7 Ly, — M, (C) tal

que o| > ambm | = . w(am)um. Neste caso, prova-se que o €
MELn MELn
um x—isomorfismo. Para isto, basta ver que os conjunto tem a mesma

dimensao e mostrar que a aplicacao é injetiva.

Exemplo 3.11. E possivel generalizar o exemplo acima. Se G € um
grupo finito com |G| = n, entdo C(G) x, G = M, (C), sendo T a agéo

de translag¢ao a esquerda. A demonstragao pode ser vista em [24].
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Exemplo 3.12. Pra quem conhece a dlgebra de rotacao Ag, ela pode ser
vista como um produto cruzado. Mais especificamente, C(T) X, Z =
Ay onde vo(f)(2) = f(e™2™2) é chamada de agdo de rotagio. A
dlgebra de rotagao € a C*—dlgebra universal gerada por dois elemen-
tos unitdrios U e V satisfazendo UV = e*>™VU. Nio iremos ver
mais detalhes sobre esta C*—dlgebra. FEsta construcao pode ser vista

no capitulo 7 de [7].

Agora, vamos definir o produto cruzado reduzido. Sejam (A4, G, «)
um C*—sistema dinamico, (7, H) uma representacao fiel sendo (u, 7, H)

sua representagao covariante.

Defina 7 : A — B(H®I*(G)) por 7(a)(v®6,) = (a,-1(a)(v) ®4,),
onde {d,},cc ¢ a base candnica ortonormal de [?(G). Observe que as
vezes iremos omitir a representacao m, como por exemplo, av = 7(a)v.

Identificando HRI?(G) = ®yeqH, temos 7(a) = @ ay'(a). Além
geG

disso, ™ é um *—homomorfismo, ou seja, é uma x—representagao de A
sobre HRI?(G).

Agora, seja @i : G — B(H®I*(G)) onde s + Idy ® A, (lembrando
que As é a representacao regular a esquerda de G). Assim, 4 é uma
representacao do grupo G em H®I?(G). Vejamos que (@, 7, HRI*(G))
é uma representagao covariante, para isto é necessario mostrar que

us7(a)ut = 7(as(a)) para todo s € G e a € A. Temos

7 (a)iit (v ® 6y) = (Idy ® \o)7(a)(Idy ® \2)(v ® 8,)
TIdy @ X\)#(a) (v @ 65-1,)

Idp @ As)([og-15(a) (V)] ® 05-1)
[ag-1(as(a))(v)] @ dg)

= 7(as(a))(v @ dy).

(
= (
= (
= (
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Assim, obtemos um representacio covariante (i, 7, H®I?(G)) para
a G — C*—algebra A. Podemos agora induzir uma representagao para
A Xq a1y G sobre B(H®I?(G)). Defina (Idy @ \) X 7@ : A Xg.a1g G —

B(H®I?(G)) por 3 asds — 3. 7(as)(Idy & As). Chamaremos a re-
seG sEG
presentacao (Idg ® A) x 7 de representagio regular de A Xy a4 G.

Com isto, podemos definir o produto cruzado reduzido discreto de um

C* —sistema dinamico.

Definicao 3.13. Seja (A,G,a) um C*—sistema dindmico. O pro-
duto cruzado reduzido € definido como o completamento da imagem
de representacdo reqular de A X4 a1y G — B(H®I?(G)) pela norma em
B(H®I?(G)). Denotaremos o produto cruzado reduzido, por A x4, G.

Ou seja, podemos definir
|- llr A Xa,ag G—R

lallr =

‘[(IdH ® A) x 7](a)

B(H®l2(G))'
E assim, A Xo, G = WH'HT.

Denotaremos por A, como fizemos nas C*—4&lgebras de grupo, o
*—homomorfismo A: A x, G = A X, , G que é sobrejetivo. Algumas

literaturas veem A como a aplicagado quociente.

Exemplo 3.14. Considere (C,G,v) onde v € agdo trivial. Por cons-

trucdo vemos que C %, . G = C*(G) .

Veremos mais exemplos no final deste capitulo. Sabe-se que a
defini¢do acima néo depende da escolha da representacao fiel (7, H).

Vamos ver este resultado.

Teorema 3.15. Seja (A, G, ) um C*—sistema dindmico. Entao AX g,

G ndo depende da escolha da representagao fiel m: A — B(H).
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Demonstra¢do. Seja ' C G um subconjunto finito. Defina Prp €
B(I*(G)) como a proje¢ao de posto |F| sobre o span de {d,;9 € F}, ou
seja, P : 1?(G) — span{d,; g € F} C I*(G).

Seja {ep,q}p,ger a matrizes unidades canonica de M p|(C) que
¢ isomorfo & PrB(I1?(G))Pr. Essencialmente, podemos pensar que
{ep.q}p.qer é uma matriz quadrada de ordem |F| que na entrada p, ¢
tem o valor 1 e nas demais entradas vale zero. Podemos ver e, , com

um operador em [?(G) definido por

ep,q(0r) 1= [0p)(0q|(6r) 1= 6p(0r, &)
Op, seq=r

0, caso contrério

Lembre que

7(a) = Z a;l(a) ® epp-

peG

Assim,

(Idg ® Pp)7(a) = (Idg ® Pr) Za a) ®ep, = Za‘l a) ® epp
pEG pEF

(IdH ®Pp)ﬁ(a)(IdH ®PF) = <Zap1(a) ®€p,p)(ld]—] ®PF)

—Za ®ep7p

pEF
Temos entdo que (Idy @ Pp)7(a) = (Idy ® Pr)7(a)(Idy ® Pr).

Sabemos que dado T € B(H®I?(G)), temos que

1Tl s ase @) = ;‘é% |({dn @ Pp)T(Idn @ Pr)llprazizc)):
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Seja (Idg ®\) X 7 a representagao regular. Observe que, para todo

r € GG temos

Op, se p=sr

As(€pp)(0r) = €pp(dsr) = {

0, caso contrério

{ 8y, sesip=r

0, c .c.

= 6p$371p(5r).

Ou seja, As(epp) = €p s-1p-

Agora, dado s € G, denote sF' = {st;t € F}. Com isto, temos

(Idp @ Pp)w(a)(Idg @ As)(Idg ® Pr)
= (Idg ® Pp)#(a)(Idg ® Pr)(Idg ® \s)(Idg @ Pp)

- < > oy (a)@ep, p) (Idg ® Pr)sPr)
peF
= ( ®€p’p> (ZIdH®PF(6p,s—1p)>
pEF peEF
- < ) @ ey, p> ( > Idy® ep,slp>
pEF peFNsF
= Z a, Ya)® €p.pCp.s—1p
peFNsF
= Z a;l(a) ® ep s—1p-
peFNsF

Por outro lado, tome f = 3 a.ds € A Xg.u, G C B(HRI(G)),
seG
para isto, basta fazer asds € Axq a1yG > 7(as) € B(HRI?(G)). Temos

assim,

(Idg @ Pe)f(Idg @ Pr) =Y Y 0y (a.) ® eptp.

seGpeFNsF

Como vimos no exemplo 1.15, temos que Mp(A) = Mp(C) @ A
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possui norma tnica, temos

1 leazee) = ?é% |({dy @ Pp)f(Idy ® Pr)||

= sup Z Z as R ep s—1p

FcaG seGpeFNsF

= sup || > (Idy @ Pr)#(as)(Idy ® As)(Idy ® P)
FcaG seG

= sup (IdH ®PF) |:([dH ®)\) X ﬂ'(f):| (IdH ®PF)
FCG

= [|(de @A) x 7 ()l = [ £]-

Com isto provamos que a norma || - ||, ndo depende da escolha de
representacao fiel m : A — B(H). Portanto, temos que A X4, G nao

depende da representagao. O

Por fim, vamos demonstrar um lema que sera utilizado futuramente

na demonstracao do Lema 4.6.

Lema 3.16. Scjam A, B C*—dlgebras e o : G — Aut(A) uma agao de
G sobre A. Se Idg @« : G — Aut(B® A) definida por (Idg @ a)(g) =

Idp ® ag € uma agado, entdo
(B Qmin A) >qI'dBtch,r G=B Rmin (A xa,r G)

Demonstra¢do. Considere as representacoes fieis m e p de A e B nos
espagos de Hilbert H e K, respectivamente. Como vimos no Teorema
1.12, p ® m é a representagao do produto tensorial algébrico B ® A em
K®H.

Para o produto cruzado reduzido A %, , G, consideramos a repre-
sentagdo 7 que forma um par covariante em H®l2(G) com Idg ® .
Obtemos uma representacao fiel p& (73 (Idg®A)) de B®min (AXa,rG)
em KQ(H®I?(G)), por definicio do produto tensorial minimal.
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Por outro lado, temos a representacao fiel p@m de B® A que define
o produto tensorial minimal. Desta representagao obtemos o produto
cruzado reduzido (B®inA) X 1dy@ae,r G, considerando ;@7 que forma

um par covariante com (Idggm) ® A.

Temos B®uin (A X4, G) representada fielmente em K@(H@P(G))
através da representacdo p @ (7 X (1g ® A)), e (B Qmin 4) Xidgar G
representada fielmente em (K&®H)®1%(G) através de p/(§/7r X (lxgn ®
A).

Temos um isomorfismo A canénico associativo de espagos de Hil-
bert
K&(HEX(G)) = (KEH)B(G)

que identifica o tensor elementar n ® (£ ® d,) € KQ(H®I*(G)) com
(n®é)®d, € (KOH)®I?(G). E ainda este isomorfismo se estende para

B(K&(HRI*(G))) = B(K&H)RI*(G)).
Por abuso de notacao iremos denotar este isomorfismo por A.

Sabemos que B®min (AX4,G) 2 p@ (73 (1g @A) (B®@min (AXq r
@) e (BOminA) X1d9arG 2 p @ 1% (1xgn @A) ((BOminA) X1dgarG)-
Assim, para vermos o isomorfismo do enunciado, basta p® (7 % (1g ®
N)(B Cuin (A %0, @) = p &7 2 (Ixwn © N)((B Orin 4) X1aga.r G)-
Para mostrar este isomorfismo vejamos que, dadosa € A, b € B, s € G,

temos

e~

Alp @7 (ko @ N (b®a)s,) = Alp @ m(b®a)(lken ®J))

(
A(lp(b) ® ag-1(a)] ® 65)

= p(b) @ [a; ' (a) @ &)
= p(b) ® [7(a) ® 0]
= p(b) @ [7(a)(1g @ As)]
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=p@ (T3 (1g ©A))(b® ads).

Ou seja, A(p @7 % (Lxkgr ® A)((B ®min A) X1agar G)) = p & (7
(1 ® N)(B ®min (A X, G)). Portanto, (B Qmin A) Xidpgar G
B ®m7,n (A Na,r G)

e x

O

Podemos também ver o isomorfismo do lema acima via F, definido

nos geradores por:

F (B Rmin A) XIdp®a,r G — B Rmin (A Xa,r G)
(b®a)ds — b® ads.

3.2 Mediabilidade e Produto Cruzado

No Teorema 2.24 vimos que se G é mediavel, entao C}(G) = C*(G)
e na se¢do anterior, vimos que C x4, G =2 C %, G. Podemos nos
perguntar quando A X, G = A X, G, dependendo de G e a. Daremos

uma resposta nos préximos capitulos.

Queremos mostrar que dado G um grupo medidvel e & uma agao
de G sobre A entdo A X4, G =2 A X, G. Utilizando o Teorema 2.24, te-
mos muitas maneiras de demonstrar o desejado. Neste trabalho vamos
mostrar este fato utilizando certos homomorfismos especiais que “co-

nectam” de uma certa forma produtos cruzados e algebras de grupos.

Definigao 3.17. Sejam A uma C*—dlgebra e B C A uma C*—subdl-
gebra. Uma esperanga condicional E : A — B € uma aplicagao linear

sobrejetiva que satisfaz:

(1) [IEll <1;

(2) E? = E, isto é, E(E(a)) = E(a) para todo a € A;
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(3) E(a) >0 para todo a >0 em A;
(4) E(ab) = E(a)b para todo a € A eb € B;

(5) E(ba) = bE(a) para todo a € A eb € B.

Além disso, se E(a*a) = 0 implica que a = 0, para todo a € A, ou seja,
se B € injetiva nos elementos positivos de A, dizemos que E € uma

esperanca condicional fiel.

Vamos mostrar que para qualquer C*—sistema dinamico (A4, G, «)

existe uma esperanga condicional E: A x, G — A sendo E(ad,) =

ade, see=s ) ) o
ads.c = . Ainda mais, em geral F nao é fiel.
0, caso contrario

Veremos que E serd fiel se e somente se A Xo G = A X, G. Além
disso, sempre existe uma esperanca condicional fiel E,.: A X, , G — A

tal que Ey(ads) = adse.
Como vimos na se¢do anterior, sabemos que A X, G = A(A X,
~ T oAl =
G) = AXaay G CB(HBIP(G)), onde ||S|lr = |A(S) Iz mae))-

Considere o operador

be: H— HRI*(G)
h— h® de.

Vejamos que b ¢ linear e limitado. Dados h,g € H, temos

de(h+g)=h+g® 0,
=h®0d+g® e
:ge(h)+(§e(g)'

© 18 (M2 gagy = (s 1) (5e.62) = 1Rl on sefa ] < 1.
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Observe que (5;*(h ® d5) = (b, ds)h. Defina a aplicagao

E:B(HRI*(G)) — B(H)
T — 6. Tb..

Facilmente temos que F é uma aplicacao linear e limitada pois sao
composicoes de tais. Observe que esta aplicagao tem algumas proprie-
dades muito tteis, essas propriedades serao utilizadas daqui pra frente.

Sejam &, € H, temos

Il
S
—
W
&
~
&
—~
>
®
>,
0]
N—

Com esta aplicacio temos E(B(H®I?(G))) = B(H).

Mais ainda, para quaisquer S € B(H) e R € B(I%(G)), temos
0e (S ® R)d.(h)

5. (S®R)(h®6.)

~ ok

de (S(h) @ R(de))
= <6€7 R(5e)>5(h)

E(S® R)(h)
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Podemos afirmar que E: B(H®I?*(G)) — B(H) é uma esperanca

condicional. Para isto basta identificarmos da maneira canonica:
B(H) — B(HRI*(G))

S— S®Id.

Vamos verificar as propriedades da esperanga condicional. J& vi-
mos antes que E é uma aplicagao linear e sobrejetiva. Mostraremos os

outro 5 itens necessarios:

Dados S € B(H), T € B(H®I?*(G)) e h € H.

1) Facilmente ||E|| < 1 pois ||6.]| < 1.

2) E é idempotente, pois

3) Vejamos que FE é positiva, isto é, E(T*T) > 0. De fato,

(& E(T*T)E) = (€ ®0.), T*T (£ ® b.))
=(T(§®dc), T(§®6e)) = 0.

Entdo, E(T*T) > 0.
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4) Vendo S = S ® Id, temos

(h, B(T(S @ Id))h) = (h ® 8., T(S ® Id)h @ 5,)
= (h® 6., T(S(h) ® 5.))
= (h, E(T)S(h)).

Assim, E(T(S ® Id))(h) = E(T)S(h).

5) Para ver essa condigdo, basta ver S5, = 56*(5 ® Id), pois
(h E((S @ I)T)(R) = (h, 6. (S & [A)T(h © 5,))
= (h,S6. T(h®3.))
= (h, SE(T)(h)).

Ou seja, E((S ® Id)T)(h) = SE(T)(h).

Com isto concluimos que F é uma esperanca condicional.

Podemos portanto restringir E & A x,, G C B(H®I*(G)). Va-
mos verificar que F(A x4, G) C A C B(H) e E tem as propriedades
desejadas, isto é, E,: A x4, G — A é esperanca condicional fiel e

E,(ady) = ady. paratodoa € Ae geG.
Vendo A 1, G C B(HRI*(G)) via A e dados &,1 € H, temos
A(adg)(n @ de) = 7(a)(Iduy @ Ag)(n @ de)

= (a)(n @ dy)
= ay-1(a)n ® .

Assim,

(& E(A(ady))n) = (€ © de, Aady)(n © d.))
= <§ ® Oe, Qg—1 (a)n ® 59>
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= (£,0. (g1 (a)n @ 3,))
= (€, (de, 0g)ag-1(a)m)
= (& 5ega -1(a)n).

Ou seja, E(A(ady)) = de,gog-1(a). Mais ainda, identificando A C
B(H) por m, podemos ver E(ady) = d¢ga. As vezes iremos omitir
a identificacao, ou seja, ja estamos fazendo a identificacao e vamos

denotar por af = 7(a)¢.

Isto nos dé a férmula desejada para E e mostra que E(A X, G) =

A. Portanto obtemos a esperanca condicional E,: A X, G — A.

Compondo com A: A x4 G = A X4 G obtemos outra esperanca

condicional

E.=FE,oA:Ax,G— A

Ainda precisamos provar a fidelidade de E,. Sejam x € A X4, G
e g € G. Defina 2(g) := E,(xldg & A\j-1).

Vamos mostrar duas igualdades antes para facilitar nossa demons-
tragao da fidelidade de FE,. A primeira equagdo diz que (£, Z(g)n)
= (@ be,2(n® 0g-1)) paratodo §,n € H, z € Axy,GegeG. Para

demonstra-la, basta verificar para © = A(ady,).

Primeiramente, suponha que h # g. Temos

(A(adn)Idy Ay 1)
(#(a) (Idsr ® M) Idgr @ Ag-1))
— B, (F(a)Idg © Ang-1))

= Ec(adpg-1)

2(9) = E;
—E

T

= a(se7hg—1 =0.
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Ou seja, (£,Z(g)n) = 0. E também

(§®be,x(n® b4-1)) = (£ @ e, A(adn)(n ® Jg-1))
= (£ ® e, T(a)(n @ Opg—1))
= <§ & 5eyagh*1(a)n & 6h9*1)> =0.

Agora se h = g,

A(ady)Tdy @ Ag—1)n)
Fa)(Id ® \g)Idy @ Ag—1)n)
#(a)(Idg ® A7)
A(ade))n)

IS
/-\AA/-\/‘\

Por outro lado,

(€@ be,x(n®y-1)) = (£ @ be, Aady)(n ® dy-1))
= (£ ®@0e,m(a)Id @ Ng(n ® y-1))
= (£ @ de, T(a)(n ® b))
= (£ @6, (an ® )

= (¢

an).

Com isto mostramos que (£, 2(g)n) = ({ ® de, 2(n ® d4-1)).

Provamos analogamente que (£ ® 8y, 2(n ® dc)) = (€, o ' (Z(g))n).
Se g # h, temos facilmente (£ ® &y, 2(n ® dc)) = (£, o' (T(g))n) = 0.

Se g = h, temos

(€©dg,2(n @ 6e)) = (£ ® Iy, Aady)(n © b))
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= ({®dg,m(a)(Id @ Ag)(n @ Ie))
= ((®dg,7(a)(n ® dy))

= (£ ®d4,a, (a)n © dy)

(

Por outro lado,

(& (@(9)m) =

mostrando a segunda igualdade. Agora temos os artificios suficientes

para mostrar a fidelidade de E,.

Seja z € A Xq,r G tal que E,(z*z) = 0. Assim,

(@(§ ®dy),2(§ ®dg)) = (@ g, " 2(§ ® b))
= (E®6,, (z*2(Idg @ \,)) (£ 3.))
= (€, ay (@2 (Td @ Ag)(9))E)
= (& oy (B (z2(Id @ Ag)(1d @ Xg-1)))E)

= (& a5 (Er(a"2))E)
= 0.

Q

Segue que z(§ ® §y) = 0 para todo g € G e £ € H. Isto implica que

x = 0. Portanto, F, é sempre fiel.

Hé outras formas de construir as esperangas condicionais acima.
Iremos agora dar uma ideia de como seria esta construcao. Alguns

resultados serdao omitidos pois é feito de maneira andloga ao feito an-
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teriormente. A préxima construcao é feita via as coagdes duais. Como
iremos fazer a constru¢ao nenhuma das propriedades gerais de coacoes
serao utilizadas aqui, sem que seja mostrada junto da construgao. In-
trinsecamente iremos utilizar alguns resultados relacionados as fungoes
chamadas em inglés de slice maps. Para mais informagoes sobre esse
tipo de fungoes podem ser vistas em [4],[18] ou [5]. Um resultado im-

portante que utilizaremos estd enunciado abaixo.

Lema 3.18. Seja ¢: B — C um funcional linear positivo sobre uma
C*—dlgebra B e C qualquer outra C*—dlgebra. Entao a aplicagdo (slice

map) Id @ ¢: C @min B — C € uma aplicagao linear positiva fiel.

Demonstragao. A prova pode ser vista em [4]. O

Um fato importante é que este fato é vdlido somente para o produto
tensorial minimal. Para o produto tensorial maximal também existem

este tipo de aplicacoes, porém nem sempre temos a fidelidade.

Considere *—homomorfismo p : AX4 G — A X G®pin C*(G) por
ads — ads®ds. Observe que se A possui unidade temos o homomorfismo
unital p. Vejamos que p € injetiva mostrando que p possui inversa a
esquerda. Esta aplicacao é geralmente chamada de coac¢do dual na
teoria de coagoes, veja [22]. Seja a representacgao trivial e : C*(G) — C

dada por > asds — Y. as.
seG seG

De acordo com a Lema 3.18, podemos considerar
Idaw,c®€: AXo G Qumin C*(G) > A Xy G2 AXy G ®upin C

G/(SS & bt(st — aés [E(bt(st)]

Vejamos que (Idax,c ® €) o p = Idax.,g. Dado ads € A x, G
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qualquer, teremos

(Idax,c ®e€)oplads) = (Idax,c€)(ads Qmin 0s)
= ads[e(0s)]
= adslc
= ads

= IdAxag(a(Ss).

Portanto p € injetiva.

Vamos construir p, : A Xo, G = A Xgpr G Qupin CH(G) um
x—homomorfismo injetivo de &dlgebras. Considerando A representada
fielmente em H, podemos ver A X, G C B(H ®pin 12(G)) e C(G) C
B(I%(Q@)), pelas construgoes feitas anteriormente. Pelas propriedades
do produto tensorial minimal podemos ver A X4, G ®@min CHG) C
B(H®I?(G)®1%(G)). De fato, basta considerar a aplicacdo que manda
um tensor elementar £ @ y € A X4, G @ C¥(G) no operador = Qqp ¥
sobre HE12(G) definido por (& @op y)(E Srmin 1) = 2(€) Srmin y(n) para
todo € € H @umin I2(G) e n € 12(Q).

Vamos definir
W : HR?(G)®I*(G) — HR(G)RI(G)

h®ds @6 — h®@w(ds @ 6),

onde 1 é o operador sobre 12(G)®1%(G) definido na base canénica por

w(ds ® 0;) = d5 ® I para todo s,t € G.

Observe que W € B(H®I*(G)®I*(G)) e é unitério, pois w €
B(12(G)&I?(G)) é unitario j& que leva a base ortonormal (35 ® 6;)s e

na base ortonormal (ds ® 0s¢)s teG-
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Defina
@, : B(HRI* () = B(HRI?(G)&I*(G))
T—->W(T® 1l2(G))W*-

Observe que w, é um *-homomorfismo j4 que é dado como con-
jugacdo por um unitdrio. Também note que w, é injetivo pois W (T ®
1)W* =0 implica T® 1 =0 e assim 7' = 0.

Além disso, vendo A x,, G C B(H®I*(G)) pela representagio

regular, temos

@, (Mad))(h ® b, @ 6) = W(A(ady) @ Lz () W* (h © 6, © b)
(A(a(sg) ® 1l2(G))(h ® 6, ® (sr—lt)
(as_rl (@)h @ 6sp ® 6p-1)

-1
sr

a)h & 637‘ & d@rr*lt

|
Q

-1

a)h ® dor ® gt
— (A(a0,) @ 6,)(h ® 5 @ 6,).

Assim, temos a existéncia de um *—homomorfismo p, : Axy G —

A Xy G @min CF(G) injetivo de C* —4algebras.

Definimos
E.:Axy,G— A
Er(m) = (IdANa,T»G Omin ‘Pr)(pr(m))v

onde ¢, : C*(G) — Ctal que p(z) = (x(d.), de) para todo x € C*(G) C
B(12(G)). Aqui o produto interno é linear na primeira entrada. Note que

¢y é um estado fiel, pois p(z*z) = (x*x(d.), de) = (x(de), z(de)) > 0.
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Assim,

Er(aés) = (IdAxaG Qmin @)(P(aés))
= (IdAxaG QOmin 90) (a(ss Omin 63)
=ads ® ‘PT(A((;S))

= ads,c.

Observe que nossa esperanca condicional construida via a coacao
dual coincidiu com a construgao feita anteriormente. De maneira andloga
prova-se que FE,. é de fato uma esperancga condicional. Como fizemos na
construcdo anterior, para termos um estado sobre C*(G) vamos com-
por ¢, com a representacao regular A : C*(G) — C*(G). Ou seja,
© = ¢r o A. Observe que ¢(ds) = @r 0 A(d5) = (05(de),0e) = d5e. A
aplicacao ¢ sera fiel se o grupo G for medidvel, pois nesse caso ja vimos

que A seria injetiva.

Defina
E:Ax,G— A

E(ads) = (Idax,c © ¢)(p(ads)).
Analogamente, temos que E coincide com a esperanca condicional
E. nos geradores. Prova-se que F é de fato uma esperanca condicional.

Agora estamos caminhando para provar o teorema mais importante
deste capitulo. Este resultado mostrara que se G é um grupo medidvel,

entao os produtos cruzados cheio e reduzido sao isomorfos.
Teorema 3.19. Seja (A, G, a) um C*—sistema dindmico. Se G € um

grupo medidvel entdo A xq G = A Xy, G.

Demonstracdo. Por construcao, é facil ver que E. = E,. o A é fiel se e

somente se A é injetivo e assim teremos um isomorfismo A x, G —
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A Xq, G. Para verificar a afirmac@o acima, basta notar que

ker(A) = {z € Ax,G: E.(z"z) = 0}.

Assim, precisamos apenas provar que E. é fiel. Por outro lado,
sabemos que F, também se escreve como composicao (Id ® ¢) o p, onde
p: Axg G = A Xy G @min C*(G) é um x—homomorfismo injetivo e

¢: C*(G) — C denota o estado dado nos geradores por ¢(ds) = ds .

Vimos que ¢ ¢é fiel se e somente se G é medidvel pois ¢ = @, 0 A,
onde ¢, : C¥(G) — C é o estado fiel dado por ¢,(z) = (xd.|d.). Com a
hipétese que G é medidvel, entdo ¢ é fiel, e como p sempre é fiel, segue

que a composi¢ao F = (Id ® ¢) o p é fiel.

Sabemos que A : A X, G — A X, , G é uma aplicacdo sobrejetiva.

Pelo feito acima podemos ver o diagrama comutativo

AXo,r G

Como E, é fiel entao A é injetiva, ja que E, é sempre fiel. De
fato, seja x € A x4 G tal que A(z) = 0, assim, A(z*z) = 0. Temos,
0 = E.(A(z*z)) = E.(a*z) como E. é fiel temos z*x = 0, ou seja,

z = 0. Portanto, A é injetivo.

Pelo Teorema do Isomorfismo temos o desejado. O

Algumas decorréncias diretas deste resultado sdo os exemplos de

produtos cruzados reduzidos.

Exemplo 3.20. (1) Se G é um grupo medidvel, pelo Teorema 2.2/,
temos C*(GQ) = C*(G). Assim, pelos exemplos 3.8 e .14, que nos
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(2)

(3)

diz que C x, G =2 C*(GQ) e C x,, G = CH@G), sendo v a agdo
trivial. Com isto, C x, G =ZC x,, G.

Como todo grupo finito é medidvel, temos C(Zy) X+ Ly, = M, (C)
> C(Zn) Ary Ly, onde 7(f)(t) = f(t — s) para todo s,t € G e

f e CZ,). Ainda mais, se G é um grupo finito G qualquer com
|G| = n, temos C(G) x G = C(G) X, G= M,(C).

Por fim, com (Z,+) é um grupo abeliano e portanto medidvel, segue
que C(T) X, Z = O(T) 1y, » Z 22 Ag onde vo(f)(2) = f(e™>z)

€ a acgao de rotacgao.

A reciproca do Teorema 3.19 ndo é verdadeira. Ou seja, pode

acontecer que A xo G =2 A X, G sem que G seja medidvel. Como

por exemplo C(9F3) x; Fo = C(0F3) X, Fa, mas sabemos que Fy

nao é medidavel. No préximo capitulo daremos mais detalhes sobre

este exemplo e outra condicao para que os produtos cruzados sejam

isomorfos.
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4 Acoes Medidaveis

Neste capitulo estudamos agoes medidveis e suas implicagoes sobre
produtos cruzados. Estudaremos uma outra forma do produto cruzado
cheio e reduzido serem isomorfos. Os primeiros artigos a trabalhar com

este tipo de acoes foram [3] e [2].

Seja (A, G, @) um C*—sistema dinamico. Vamos definir um norma

sobre A Xq qig G. Primeiramente, dados S,T € A X4 q1g G definimos:
<'7 '>2 tA Nea,alg GxA Na,alg G— A

(S,T)2 =Y S(g)*T(g)-

geG
Agora, definimos || - |2 : A Xq,q1g G = R por

1Sll2 = [1(S, S)all{>.

Observe que vale a seguinte desigualdade de Cauchy-Schwarz:
(S, T)2lla < ISl21|T (|2,
pois

(S, Thalla = || D_ S(9)"T(9)

geG

A
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1/2
<||>_T"(9)5(9)S"(9)T(9)
geG A
1/2 1/2
<||>_S@) S| |[>T9T(9)
geG A geG A

= (S, 8ol 2T )2 % = 1S 12l Tl

Definigao 4.1. Seja (A, G, ) um C*—sistema dindmico com A unital.
A ag¢do o é medidvel se existem aplicagdes de suporte finito T; : G — A

com i € I um conjunto dirigido, satisfazendo:

(1) T;(9) >0 eT;(g) € Z(A) para todoi € I e g € G, onde Z(A) € o
centro de A, isto €, Z(A) = {b e A;ab="ba, Va € A};

(2) (T3, Ti)2 = 3 Ti(9)*Ti(9) = 3 Ti(9)* = 1a para todo i € I;
geG geG

(3) 1405 *q T; — Til]2 — 0 para todo s € G, onde 65 € A Xq a9 G €
a fungdo tal que s+— 14 e g— 0 se g # s.

Os exemplos de agoes medidveis sao0 um pouco mais complexos.

Vejamos o exemplo trivial.

Exemplo 4.2. Seja G um grupo finito, assim, A = Co(G) € uma
C*—dlgebra unital. Considere a a¢ao de translagao a esquerda T tal
que 75(f)(t) = f(s™'t).

14

VIG|

conjunto dirigido. Facilmente temos que T; satisfaz os itens (1) e (2)

Defina T; : G — Cy(G) a aplicagao g — , onde i € I um

da Defini¢ao 4.1. Para o item (3) basta ver que

H]-A(Ss *o Tz - T;”% = <1A65 *o E - Tiv ]-A(Ss *o T‘z - E>
= <1A65 *o Ti7 1A55 *o T‘z> - <1A65 *o TiiaTi> - <Tu 1A65 *o T’z> + <T‘zaTz>
=14—14—14+14=0.
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Mais exemplos podem ser visto em [2]. Agora veremos uma pro-

posicao que nos ajudara a minimizar as contas desta segao.

Proposigao 4.3. Sejam A uma G—C*—dlgebra eT : G — A funcao de

suporte finito tal que 0 < T(g) € Z(A) para todo g € G e Y T(g9)* =
geG
14. Entao valem as sequintes propriedades:

(i) Txo T*(s) = 5. T(p)as(T(s~p)), onde F € o suporte de T';

peFNsF

(1) |11a —T %0 T*(s)||a < ||T — 1405 %4 T2, para todo s € G.

Demonstragio. SejaT = " t,0,. Como T'(s) > 0sabemos que T'(s) =
geG
T(s)*.

Primeiro facamos

lAés*aT( —1A6* (Zt(; )

geG

= Z laas(ty)dsdg(p)

geG

= Z Qs (tg)ﬁg(s_lp)

geG

= as(T(S_lp)>'

Assim, facilmente segue a afirmacdo (7). Para a afirmagao (i)

temos

=T T(s) =Y T(p)? = Y T(p)as(T(s 'p))

peG pEFNSF
=" T(p)*[T(p) — as(T(s7'p))]
peG

= (T, T — 6, %o T)s.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela hipétese que || T2 = 1
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temos
[1a =T #a T*(s)|| = [{T, T = 65 *a T2l
ST N2l = b5 *a Tll2
= |IT — 1405 % T||2.
Com isto, concluimos a afirmacao (7). O

Com esta simplificacao acima vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 4.4. Seja Fo o grupo livre gerado por {a,b}. Considere OFs
a fronteira do grupo livre, os elementos deste comjuntos sao as pala-
vras infinitas na forma reduzida geradas pelo alfabeto {a,b,a=1, b7},
isto €, t € OFy € escrito na forma reduzida como t = x1x5---, onde
x; € {a,b,a b7} e x; # x;rll. Este conjunto possui uma topologia
natural, oriunda da topologia produto, em que OFy € compacto. Com

isto, temos a C*—dlgebra C(0F2) unital.

Seja T a agdo de Fy sobre C(0F2) a agdo de translacao d esquerda
por concatenagio, isto é, as(f(t)) = f(s~'t) para todo s € Fa, f €
C(aFg) et e 8]F2

Dado t € OFs, isto €, t = tita--- sendo cada t; uma poténcia de
um elemento de {a,b,a',b=1}, denotamos t(k) = t1---t e t(0) = e
para k € N. Defina
tn 2 OFy — Prob(Fs)

n—1
1
t — g kz_o 5t(k‘)'

Conseguimos ver que (i, tem suporte finito para subconjuntos fini-

- 2
tos de Fy e ainda, ||7s(ut) — p* 't < 5 onde u(t) = pt, s € Fy e

)
n
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t € OFy. Com isto, temos

A partir desta aplicacdo iremos definir uma funcdo de suporte
finito de Fy para C(0Fs), para isto, defina S, : Fo — C(9F3) por
Sn(g)(t) = ut (g). Para cada t € OFy temos

DS = D )= Zat

g€F2 g€F2 QGFz =
Seja T =4/9 , para cada n € N,
<Tn7Tn>2 = Z Tn(g)*Tn(g) = Z Sn(g) = 1C(X)-
g€lFy g€Fs

Observe que

185 7 Tu(9)(2) = 7o(Tu(s™19))(2) = Tu(s~'g)(s ')

Utilizando a desigualdade (a — b)? < |a® — b?| para qualquer ele-

mento positivo a,b temos,

N (Z| ) g)—\/uﬁ(g)IQ)

g€ls
-1
< sup (Z a1 w)(g)—uii(gn)
T€OF, geFs
—1
= s (X Into) - V(o))
ycoF: g€lFs

-1
= sup |[|7s(pp) —pp Yl — 0.
y€EOF,
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Com isto provamos que T, satisfaz as condigoes (i), (i) e (iii)
da Definicdo 4.1 porém ndo conseguimos garantir que T, tem suporte
finito. Seja F,, C Fy 11 uma sequéncia de subconjuntos finitos de Fo tal
que UF,, =Fy. Por fim, defina

Analogamente, T, : Fo — C(0F2) € uma funcdo que satisfaz os
3 itens do definicdo de acgoes medidveis. Portanto, 75 € uma ac¢do

medidvel de Fy sobre C(OF2) .

Agora demonstraremos um lema técnico que nos ajudard para pro-

varmos um resultado preliminar para o Teorema 4.8.

Lema 4.5. Sejam A uma C*—dlgebra en € N. Todo elemento positivo

em My(A) é a soma de n elementos na forma [aja;]};_,, onde a;; =

aja; sio as entradas das matrizes.

Demonstragao. Seja x € M,(A) um elemento positivo, ou seja, x =

a*a, onde a € M, (A). Escreva

ail @12 Q1n 0 0 0
0 0 FN 0 a21 22 ... QA2n
a = —+ +
0 0 0 0 0 0
0 0 0
0 0 0

an1 Aap2 B P )
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Como consequéncia,

ayj; a2 ... Qip 0 0 PN 0
0 0 0
a* = +-o+
0 0 0
0 0 0 an1  Aap2 Ann
Denotando por
ail Q12 A1n 0 0 0
0 0 0
Al = ) : 7An =
0 o ... O
0 0O ... 0 ap1i Gp2 ... Gpp

Temos que A7 A; = 0 para todo i # j. Logo, a*a = ATA; + A5 A+
-+ A% A, Portanto, [z;;] = > [ala,].

2]

O

z

Lema 4.6. Seja A uma G — C*—dlgebra com a agdo . Se FF C G ¢
um subconjunto finito com n elementos entdo a aplicacdo p: A Qmin
M, (C) = AXq,a1g G C AXq, G definida por pi(a® ey q) = ap(a)dpg—1

é completamente positiva.

Demonstracao. Dadas duas C'x—algebras A, B, lembre que uma aplicacao
linear ¢ : A — B é completamente positiva se ¢ : M,,(A) — M, (B)
dada por ¢y, ([ai ;]7;=1) = [p(ai )]} =1, assim, g é uma aplicacio po-
sitiva. Como M, (A) = M,,(C) ®nin A, podemos ver ¢,, : M,,(C) ®@umin
A — My, (C) ®@pin B, e desta forma, ¢, = ¢ ® Idy, (c)-

Tomando B := M, (C) e lembrando do Lema 3.16 e que o produto
tensorial é associativo, temos M,,(C) ®@min (A Xar G) = (M, (C) @min
A) NIdMn(C)LX)a,T' G e Mn(c) ®mzn (A ®mzn Mn((c)) = (Mn((c) ®mln
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Com estas informagdes temos o seguinte diagrama:

M,,(C) ® (A ® M,,(C)) —a—> (M,(C) ® A) @ M,,(C)

l1d®u J(M

M,,(C) ® (A Xa G) —2> (My(C) ® A) Xraga,r G,

onde A : M, (C) @min (A @min My (C)) = (M,,(C) @pin A) @umin ML, (C)
¢ a associatividade do produto tensorial e F : (B®minA) X1dpa.rG —
B®min(AXq,rG) foi definida no Lema 3.16, sendo F((b®a)ds) = b®ads,.
Observe que f11 @ (M, (C)®minA)@minMy, (C) = M, (C)@ppin (Ax o Q)
é a aplicacdo p para a dlgebra M, (C) ®ppin A.

,

E simples verificar que o diagrama acima é comutativo. De fato,

dados ep 4 ® (a® e, 5) € M, (C) ® (A ®@M,(C)) temos

proAlep,q @ (a®ers)) = pl(epg®a)@ers) = (Id@ar)((ep,g @ a)dps-1.

Por outro lado,

Fo(Idop)(epy@(a%ers)) = Flepy®(ar(@)drs1)) = (epg@0(a))3ys
=Id® a,)(epq @ a)dps—1,

ou seja, o diagrama é comutativo.

Agora precisamos mostrar que p,, € positiva, mas pelo diagrama e
com iy, = pu @ Idy, (c), basta vermos que 1 é positiva. Pelo Lema 4.5,

basta verificarmos que u € positiva para elementos da forma ZG a,aq®
P.g€

ep.q € A® M, (C). Portanto,

M( Z a;aq@)ep,q) = Z ap(ayaq)0p—1

p,q€EG p,q€G
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= Z ap(ay)d,— Z ap(apaq)0pg—

pEG qeG
= Z ap(a ap aq)0pg—1
peG
= ( Z ap(a;)5p> ( Z aqéq—l)
pEG qeG
= (Zap5p1> (Zap5p1>.
peG peG

Com isto, vemos que u é positiva, portanto é uma aplicagdo com-

pletamente positiva. O

Proposigao 4.7. Sejam A uma G — C*—dlgebra unital e T : G — A
uma fungdo de suporte finito F tal que 0 < T(g) € Z(A) para todo

g€ G e > T(g9)? =1a. Entdo existem uma aplicagdo completamente
geG
positiva unital p : A Xgr G = A @min Mp(C) e uma aplicagio com-

pletamente positiva unital ¥ @ A Quin Mp(C) — A X4, G tal que
Yo p(ads) = (T xo T*(s))(ads) para todo s € G e a € A.

Demonstragdo. Seja (ep,q) a base canonica de M|g|(C) consistindo das

matrizes ey, , que valem 1 na entrada p, ¢ e zero nas demais entradas.

Pelo Teorema 3.15, sabemos que ¢ : A X, G = A Qpin Mp(C)

definida nos elementos geradores asds de A X, G por @(asds) =

> a;l(as) ®ep s—1p € Uma aplicagao completamente positiva, pois
peEFNsF

(1H & PF)ﬁ-(a)(lH & )\s)(lH &® PF) - L)O(Cbsas)

= Z 05;1((13)@)6197571;; € A Qmin MF((C)
peFNsF

Como Pr é uma projecao, ¢ é uma aplicacao completamente positiva.

Além disso, ¢ é unital.
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Defina V = 3 o, '(T(p)) ® €p,. Observe que
peF

- (Z o (T(p) ® )

pEF
*E:a ) ®epp
pEF
= E a, ®6pp—V
pEF

ou seja, V = V*. Seja Ady : A Qmin Mp(C) —» A Qumin Mp(C) a

compressao por V, isto é,

K € A ®pmin Mp(C) = VEV* = VKV € A®pin Mp(C).

Logo, a compressao Ady serd uma aplicacao completamente posi-

tiva. Além disso, observe que
Ady (p(ads)) = V(ads)V =

( > o, (T(p) ® e,,,,,) ( P ewlp) 1%

peF peEFNsF

:< > agl(ﬂp))a;l(a)®€p7p6p’8‘1”>v

peFNsF

( > oa;(T(p)a)@ep,slp)V

peFNsF

= Z Q;I(T(p)a)ols__llp(T(Sil))®€p,571p(65—1p’5—1p)
peFNsF

= 2 o TWa)a,(T(s7p) ® ey
pEFNsF

Pelo Lema 4.6, a aplicagao
J A Qmin MF((C) — A Na,r G

a® epq = ap(a)dyg—
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é completamente positiva. Mais ainda, p é unital, pois pu(la ®epp) =
ap(14)dpp—1 = 14dc. Assim, podemos definir outra aplicacdo comple-
tamente positiva unital ¢ : A ®yin Mp(C) — A x4, G por composigao
de p e Ady,

¥+ A @pin Mp(C) 2% A @i Mp(C) 2 A xg., G.

Isto é, Y(a®epq) = pw(V(a®epq)V), ou seja, ¢ = po Ady.

Por fim, seja T'(s) € Z(A) para todo s € G temos

Yo p(ads) = po Ady(p(ads))

=u< ) ap1<T<p>a>a;_ﬂp<T<s1>>®ep,51,,)

peFNsF

DI CRGC DNt LA

pEFNsF

= % a0 @00 Jay (o 1,070 0 )

peEFNsF

> app—1<T<p>a>app-1s<T<s-1p>>)55.

peFNsF
Pela Proposigao 4.3,

Yop(ad) = Y T(p)as(T(s 'p))ad, = (T %o T"(s))(ad,).

peFNsF

Para vermos que é unital, veja que

Yop(lad) = > T(p)ae(T(e 'p)lade = Y T(p)*(T(p) = 1a.

peEFNeF peEF

Por construcao temos o requerido.
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Agora temos os artificios suficientes para provar o resultado mais

importante deste capitulo.

Teorema 4.8. Se a € uma a¢do medidvel de G sobre A entdo Ax oG =
AxarG.

Demonstracdo. Para mostrar este fato, basta ver que o homomorfismo
canénico m : A Xy G = A X, , G é injetor, pois ja sabemos que m
é sobrejetor. Para isto, é suficiente mostrar que existe uma net de
aplicagOes completamente positivas e unitais U; : A X0, G = A Xy G

tal que ||S — ¥; o w(S)||w — 0 para todo S € A Xq 410 G C A xqo G.

Como « é uma agao mediavel, existem T; : F; C G — A aplicacoes
de suporte finito F;. Defina ¥; : A x4, G = A Xo G por V; = 1); 0 ¢,
onde ;1 AXar G = AQ@pmin Mp(C) e ¥; : A @pin Mp(C) = A X, G
sao aplicagoes completamente positivas unitais definidas na proposicao
anterior. Além disso, ¥; é uma aplicacdo completamente positiva e

unital e

Wi(ads) = i o pi(ads) = (Ti xa T;' (s))(ads).

Assim, dado S € AXq01gG C AXoG, talque S = )~ asd,, temos
seG

IS — ¥, om(S)]|, = Zaé -0, ow<2a5>
seG sEG
= Zass (T; *o T; (s (Zas s>
seG seG u
=||[1a = (T; *a T7 (s <Zas S)
seG u
< |a — (T *a T* HA Zass
seG
Ty = b5 0 Till2|| Y asd 4‘0.

seG
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Isto completa a demonstragao. O

Do Exemplo 4.2, temos para qualquer grupo finito G, que Cy(G) X,
G = Cy(G) ¥ G.

A reciproca do Teorema 4.8 é um problema em aberto, porém
existe uma resposta parcial para este problema. Esta provado em [16],
que vale a reciproca se A = Cyp(X) é comutativa e G um grupo ezato.
Um grupo G é ezato se Cf(G) é exata. Por fim, um C*—4&lgebra A é
exata se para todo sequéncia exata de C*—&lgebras 0 - B — C —
D — 0 asequéncia 0 - B ®pmin A = C Qmin A = D Qmin A — 0
for exata. Muitas equivaléncias sobre a exatidao de um grupo podem
ser vistas no capitulo 5 de [5], como o grupo G é exato se e somente
se a acdo de translacdo 7 de G sobre {*°(G) é medidvel. Ainda, todo
grupo mediavel é exato, porém Fy é um grupo exato e nao mediavel.
Existem grupos nao exatos, porém este caso sao mais complexos, como

os “Gromov’s Monster Groups”.
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5 Acoes Parciais e
Mediabilidade

Neste capitulo introduziremos agoes parciais e construir os pro-
dutos cruzados associados a tais agoes, que chamaremos de produto
cruzado parcial cheio e reduzido, que sdo C*—algebras. Além disso, es-
tes objetos irao generalizar os produtos cruzados vistos anteriormente.
Vamos definir certas propriedades de aproximacao de ac¢Oes parciais e
mostrar que os produtos cruzados cheios e reduzidos sao isomorfos caso
esta propriedade seja satisfeita. Aqui, usamos as ideias de [12], porém

nos restringimos aos produtos cruzados parciais.

5.1 Acoes Parciais

Nesta secdo iremos definir agoes parciais sobre C*—dlgebras. As
agoes parciais generalizam a nogao de agoes que vimos anteriormente,

as quais chamaremos de acdes globais daqui para frente.

Definicao 5.1. Sejam G um grupo(discreto) e A uma C*—dlgebra.
Uma agao parcial de G sobre A é um par ({Dg}gec,{04}qec), onde
cada Dy sdo ideais bilaterais fechados de A e 0y : Dy — Dy sdio

x—isomorfismos de C*—algebra que satisfazem:

(1) De = A;
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(2) 6, (DN Dgy-1) € Dyp-1g-1 = D(gpy-1, para todo g,h € G;

(3) 040 0h(a) = Oyn(a), para todo a € 0" (D, N Dy-1) C Dgny-1 e
todo g,h € G.

Por simplicidade, denotaremos a acao parcial ({Dg}gea, {04} gec)
apenas por ¢. Observe que, se D, = A para todo g € G, dizemos que a

acao é global.

Ositem (1) e (3) implicam que o, é um automorfismo idempotente,

ou seja, a © ae = ., donde segue que a, = id 4.

Ainda mais, podemos mostrar que 9;1 = ;-1 paratodo h € G. De
fato, tomando g = h™! no item (3), temos 0,1 06, (a) = ),-1;,(a) para
todo a € 9;1(DhﬁDh) = D(p-1p)-1 = Do = A. Ouseja, 0,1 00p(a) =

0c(a) = 14. Analogamente ), 0 0,1 (a) = 1. Isto é, 6, * = 6),-1.
Nao é tao simples construir exemplos de agoes parciais. Porém

pode-se obter uma classe grande de exemplos de agoes parciais a partir

de restrigoes de acgoes globais.

Exemplo 5.2. Sejam A uma G — C*—dlgebra, sendo a a¢do denotada
por o, e I C A um ideal bilateral fechado. Entdo a se restringe a uma

a¢ao parcial de G sobre I como segue.

Considere, para cada g € G, Dy = ag(I) N 1. Vamos ver que

0y = ay € uma agdo parcial. Note que ay leva Dy sobre Dy e
D, 1
9

assim sua restri¢do define um isomorfismo Dy = D,.
Com efeito, cada Dy é um ideal de I pois ag(I) e I sdo ideais.

Tome a € Dyg-1 = ag-1(I) N 1. Assim, O4(a) = oy (a) = ay(a).
Dg71

Como a € uma acao, sequem todas as propriedades de acao parcial.

Agora que sabemos o que é uma agao parcial, j4 podemos definir
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um C*—sistema dindmico parcial.

Definigao 5.3. Sejam G um grupo, A uma C*—dlgebra e 0 uma a¢do
parcial de G em A. Um C*—sistema dinamico parcial € a tripla orde-

nada (A, G,0).

Temos uma condigao equivalente ao item (2) da Defini¢do 5.1 que

veremos agora.

Proposicao 5.4. A condigdo (2) da Defini¢ao 5.1 é equivalente a

(2/) Qg(Dg_1 n Dh) = Dg n Dgh, Vg, h € G.

Demonstracdo. Suponha que (2') seja vélida, entdo fazendo g = i~ ! e

h =4~ temos

gi—l(Di N Dj—l) = Di—l N Di_lj_l = .Di—l N D(]l)—l Q D(ji)_l'

Agora, suponha que (2) é valido, tome a € Dy N Dyp,. Assim
04-1(a) € 0;1(Dyg N Dgp) S Dyignj-1¢)-1 = Dp-14-19)-1 = Dj, € como
04-1 : Dg — Dg-1, temos que 0,-1(a) € Dy—1. Portanto, f,-1(a) €
D, N Dy, ou seja,

99—1(D9 N Dgh) - Dg—l N Dy,.

Fazendo g = i~! | temos 0;(D;—1 N D;-1,) € D; N Dy,. Por fim,
substituindo i ~'h = j temos 6;(D;~1 N D;) € D; N Dy;j).

Por outro lado, observe que 04(0,-1(a)) = a, isto é, Dy N Dyp, C
Hg(Dgfl U Dh).

Portanto, temos que (2) é equivalente a (2'). O
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5.2 Produto Cruzado Parcial Algébrico e
seus C*-Completamentos

Agora vamos construir o produto cruzado parcial algébrico, as
ideias aqui serao andlogas as utilizadas anteriormente, porém agora
iremos agir com a agao parcial de um grupo G em uma C*—3algebra
A. Depois disso, vamos completar o produto cruzado parcial algébrico

afim de obter uma C*—algebra.

Dado um C*—sistema dinadmico parcial (4,G,0). Lembre que
C.(G, A) denota o espago vetorial das fungoes de suporte finito G — A,
e que este espaco é gerado linearmente pelas fungoes ady com a € A e

ge€@q.
Considere agora A Ng,alg G o subespago de C.(G, A) gerado por

somas finitas de funcoes da forma ad, com g € G e a € Dy, isto

geG
operagoes em A mg,alg G. Dados ay € Dy , by, € Dy e ¢ € C sendo

6 Axg,, G = {Z agdg;ag € Dy p. Vamos agora definir novas

g,h € G. Vamos definir a multiplicacdo nos geradores de A >4§7 alg G-

estabelega
(agdg) *o (brdn) = 04 (04-1(ag)bn)dgn-

Claramente podemos calcular 8,(6,-1(ag)by), pois 0,-1(ag) € Dy
e by, € Dy,. Portanto, 9g71(ag)bh S Dg—l NDy,. Por fim, 99(99—1(ag)bh) S
Dy Dy,

Agora estendemos linearmente a multiplicagao definida acima nos

geradores, ou seja, dados a,b € W tal que a = ) agdg e b= > bpop,
gea heG
temos
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O produto cruzado parcial algébrico de um C*—sistema dinamico
parcial (A4, G, 0) é o espaco A %} 9 G munido das operagoes definidas

acima. J4 denotamos este conjunto por A x} alg G.

J4 foi provado em [12] que A ><1‘z7alg G é uma élgebra. O maior pro-
blema de demonstrar este fato, ¢ mostrar que o produto definido acima
é associativo. Vamos demonstrar a associatividade do produto cruzado
em seguida. Para o leitor que néo estd familiarizado com &algebras de
multiplicadores, aconselha-se ler o Apéndice B sobre o assunto. Parte
dos resultados que utilizaremos na préxima demonstragao esta indicada

no apéndice.

Proposicao 5.5. Sejam (A,G,0) um C*—sistema dindmico parcial,

sendo
0= ({Dg}ger {eg}geG)~

O produto cruzado parcial algébrico A Ns,alg G € associativo.
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Demonstracdo. Sejam a, € D,., by € Dy e ¢y € Dy, sendo r,s et € G.

Como os elementos de A X]I@),alq G séo escritos na forma Y a,d,, pela
’ reG

linearidade precisamos mostrar apenas que

(ar6rb555)ct(5t = ar(ST(bséSCt(St). (51)

Vamos calcular o lado esquerdo da Equacao 5.1.
(arérbsés)ctét = [HT(Grfl(ar)bs)érs]ctét
= Hrs (9(7*5)1 (97«(974—1 (ar)bs)ct)> 57"515-

Observe que 6,.-1(a,)bs € D,.-1 N Dy pela proposicao 5.4, temos
0, (0,-1(a;)bs) € D. N D,.

Assim,

0(7‘5)_1 (QT(Qr—l(ar)bs) S o(rs)—l (D’I"S N Dr) = D(rs)_1 N Ds.

Pelo item (3) da Definigdo 5.1, temos

e(m)a (QT(Qrfl (ar)bs) = 98—1r—1 (GT(Grl (ar)bs)
= 0571 (97”71 (97«(97"71 (ar)bs))
= 05—1(0r—1(ar)bs)'

Agora, observe que 6,-1(a,.)bs € D,—1 N Dg, onde 6,-1(0,-1(a,)bs)
S 95—1(DT71 ND) C Dy-1 N D(Ts)—l.

Temos,
(ar(srbs(;s)ct(st == 07’5 (0(7’5)1 (07" (er*1 (ar)bs)ct> 5rst

—0,. (951 (0, (a,_)bs))ct> Orst
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= 0,0, (01(0,2 (@)t ) v

Calculando o outro lado da equagao 5.1,

ar0;(bs6sctdr) = ar0p(05(05-1(bs)ct))dst
= eT (97"71 (a’T) [98(03*1 (bs)ct]))érst-

Assim, comparando ambos lados da equacao

Hr(es <(95—1 (97"1 (ar)bs>ct)> )(srst = 07’(07-—1 (ar>9s (93—1 (bs)ct)>5rst~

Como cada 6,. ¢ um isomorfismo, para que a equagao 5.1 seja vélida,

é 0 mesmo que

95 (051 (Hr—l (ar)bs))ct> = Hr—l (a,.)ﬁs(ﬁsﬂ (bs)ct).

Além disso, 0,-1 : D,, = D,.—1 é um isomorfismo, assim, 6,.-1(a,)

a,.—1. Substituindo na equagao

0. (100 ))er ) = 0 0.0, 0,

sendo a,-1 € D,-1, by € Dy e ¢ € Dy, parar, s e t € G quaisquer.

Tome, em particular, e = r = t e portanto D, = D; = A. Logo,

Axb g G serd associativo se

0, (951(abs))c) = alfs(05-1(bs)c)], (5.2)
sendo a,c € A e by € D, , para s € G quaisquer.

A equacgao acima é o mesmo que dizer que
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(soR.00,-1)0 Ly(by) =Ly o (0s0R.00,-1),

onde L, é o multiplicador a esquerda de D, e R. o multiplicador a

direita de Dy-1.

Pelo Lema B.7, (65 o R. 0 04-1) é um multiplicador a direita de
Do

Como D,-1 é uma C*—subdlgebra, em particular é uma C*—3&l-
gebra, pela proposigao B.5 que toda C*—4dlgebra é (L, R)—associativa.
Assim a Equagao 5.2 é valida. Portanto, o produto cruzado parcial

z . p ’ . .
algébrico A X a1y G € associativo. O

Considere (A, G, 0) um C*—sistema dindmico parcial, queremos

que os completamentos de A x§ g (G tenha também a mesma estrutura
. . 2 . . P

que A, ou seja, uma C*—4&lgebra. Para isto, precisamos que A X, alg G

possua uma involu¢do e uma C*—norma satisfazendo a identidade C*

no completamento. Defina

. p p
x: AN GeAmevalg

0,alg

G

agég — 9g_1 (a;)ég_l .

Sejam ¢ € C ,a4,by € Dy e by, € Dy, com h,g € G arbitrérios.

Temos que
[(cag +bg)dg]" = g1 (cag + bg59)5g—1
= [e0y-1(ag) + 04-1(bgdg)]0g-1
= Clagdy)* + [bgdg]”
e

[(ag04)"]" = [0g-1(ag)dg—]"
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Por fim,

[(agdy)(bndn)]™ = [04(0g-1(ag)bn)dgn]”
= Ogn)=1 ([0g (041 (ag)bn)]")d(gn)1
= Ogn)-1(04(by,(04-1(ag))*))d(gn)—1
= Op-14-1(04 (b3, (05-1(ag))"))d(gn)-
= 0p-1 (b5 (04-1(ag))")d(gn)-1

Por outro lado,

(bn6n)*(agdg)" = (On-1(by)0p-1)(0g-1(ag)ds-1)
= O (On (01 (0)0,1(a3))) 0141
= Op—1(b5,(04-1(ag))" ) (gn)-1-

Logo, temos que a operacdo definida acima é uma involugao sobre

Axg 4, G, ou seja, esta dlgebra é uma *—dlgebra.

Analogamente, como vimos no produto cruzado para agoes globais,
dado (4,G,0) um C*—sistema dindmico parcial gostarfamos de uma
inclusdo que A C A %} 0.alg G. Para isto basta consideramos que a
aplicacao

i A= Axg .G

a+— ade.

é um homomorfismo injetor de dlgebras. Ainda mais, ¢ é uma *—ho-

momorfismo injetor. Dados a,b€ Ae z € C
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t(za + b) = (za + b)de = zade + bd, = zL(A) + (b)

t(ab) = abde = 0. (0.-1(a)b)dee = adebde = t(a)i(b).

Para a injetividade, suponha que t(a) = 0, isto é, ad. = 0. Isto
ocorre, se e somente se, ¢ = 0. Além disso, ¢(a*) = a*d. = 0.-1(a*)do-1 =

(ade)* = t(a)*. Portanto, ¢ é um *—homomorfismo injetivo.

Vamos usar a inclusao ¢ para identificar A como uma subdlgebra
de A x?

aalg G, ou seja, escreveremos A = Ad,.

Proposicao 5.6. Seja (A, G, 0) um C*—sistema dinamico parcial. Se
p € uma C*—seminorma sobre AxgﬁalgG entdo para todoa = Y, asds €

seG
A X atg G temos

pla) < 3 Jla]a.

seG

Demonstracdo. Primeiramente vamos considerar os geradores asds e

calcular:

Como agad. € Ade = A e A é uma C*—4élgebra, temos
p(aS(SS)Q = p(asa§5e)
< llasagla

= llasl%-



123

Assim, p(asds) < ||as|la-

Agora para um elemento da forma a = ZG asbs € A >4§7alg G, basta
se
utilizarmos a desigualdade triangular

p< > asés) <Y plasss)

seG seG
< Z llas|a-
seG
Portanto, p(a) < > ||las||a- =

seG

Com isto, agora conseguimos definir uma C*—seminorma sobre

A ><1§ G:

salg

llallmaz = sup{p(a); p é C* — seminorma sobre A ><1’9’7a1g G}.
P

Pela proposicao anterior, vemos que || - ||;mae ¢ limitada. Futura-
mente poderemos ver que | - [[;q; é uma C*—norma sobre A xg ;. G,
isto se tornard mais simples quando construirmos a representagao re-

gular associada. Logo, podemos fazer o completamento de A >4’9)’ alg G.

Definicao 5.7. Seja (A,G,0) um C*—sistema dindmico parcial. O
produto cruzado parcial cheio A x}) G é o completamento de A X} alg G

com a norma || - ||maz- Ou seja,

—5All'llmaz
Dy P
AxgG=Axy . G :

Além disso, como A x} alg G ¢ uma subdlgebra densa de A xf
G, vamos denotar & : A xp , G — A xy G o *—homomorfismo do
completamento. Para o produto cruzado parcial cheio temos a seguinte

propriedade universal.

Proposicao 5.8 (Propriedade universal do produto cruzado parcial).
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Sejam B uma C* —dlgebra e @qiq Am§7algG — B um x—homomorfismo.
Entao existe um tnico x—homomorfismo ¢ : A x}) G — B que torna o

sequinte diagrama comutativo:

Axb G
/ \
A Ng,alg G = B

Demonstragdo. Definindo p(a) = ||¢aq(a)|| 5 segue que p é uma C* —se-
minorma sobre A Ng,alg G, donde ¢é limitada por ||a||maz. Assim, po-
demos estender ¢,y a0 completamento, e assim obtemos um *—homo-

morfismo de A x} G em B como desejado. O

Exemplo 5.9. Jd foi provado que a dlgebra de Cuntz O, € isomorfa
a um produto cruzado parcial. Este resultado pode ser visto em [11].
Essencialmente, O, = C(X) xb F,,, onde X = {1,2,--- ,n}".

Iremos definir o produto cruzado parcial reduzido utilizando ideias
de McClanahan [17]. Para isto é util apresentarmos o conceito de re-

presentacao covariante parcial.

Definicao 5.10. Seja (A, G, 0) um C*—sistema dindmico parcial. Uma
representacao parcial covariante ¢ a tripla (w,u, H), onde é um repre-
sentagao ™ : A — B(H) de A em um espago de Hilbert H e u : G —
B(H)é uma aplicacao cuja imagem consiste de isometrias parciais sa-

tisfazendo:

(1) uj = ug—1, para todo g € G;
(2) ugm(a)ug—1 = w(0y(a)), para todo a € Dy-1 e g € G;

(8) m(a)[ugup —ugn] =0, para todo a € Dy N Dy, € g,h € G.
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Dado um par (7, u) consistindo de uma representagdo 7 : A —
B(H) de A em H e uma representacdo unitaria v : G — B(H) uma
representacao unitéria satisfazendo apenas o item (2) da defini¢ao an-
terior, defina vy := uyPy;-1, onde P, é a projecao ortogonal sobre
g = Ug
Entéo v, é isometria parcial, tal que (m,v, H) é uma representacao

[7(Dg)H]. Observe que vy, = Pyug, pois u -1 e P, é projecao.

parcial covariante.

De fato, se vg = ug P,

g—1 = Pyug, ja temos que vg-1 = Py-1ug-1 =
Pr ol = (ugP
g=t"g 9

g9 g

y—1)" = vy, ou seja, satisfaz (1). Observe que como P,
é a projegao ortogonal sobre [w(Dgy)H], temos que m(a)vy = m(a)uy

e vy1m(a) = uy—17m(a), sendo a € Dy. Com isto (2) é vilido, pois

g g9

ugm(a)ug-—1 = m(0,y(a)), para todo a € Dy-1 e g € G.

Assim,
m(a)[vgun — vgr] = m(a)ugvy, — T(a)ugh.

Como ugm(a)ug-1 = m(fy(a)) é o mesmo que 7(a)uy = ugm(fy-1(a))e

como ay-1(Dy N Dgp) C Dy, segue que

m(a)ugvn, — T(a)ugh = ugm(fy-1(a))un — m(a)ugy

= m(a)ugup, — m(a)ugp = 0.
Com isto, (7, v, H) é uma representagao parcial covariante.

Agora vamos caminhar para definirmos o produto cruzado par-
cial reduzido. Para isto fixamos como acima (A, G, ) um C*—sistema

dindmico parcial, consistindo de isomorfismos 84 : D,-1 — D, onde

g
cada Dy é um ideal bilateral de A. Queremos encontrar uma repre-
sentacio de A em B(1*(G, H)) = B(H®I?(G)), onde H é um espago de

Hilbert.

Seja m : A — B(H) uma representagio fiel. Para cada g € G,



126

defina
g : Dy — B(H)

ag = m(04-1(ay)).

Como 0, ¢ um isomorfismo e m uma representacao, cada m, também
uma representagao de D,. Por este préximo resultado podemos esten-

der nossa representagao.

Proposicao 5.11. Se temos o : I — B(H) representacdo de I < A
ideal de A entdo existe o' : A — B(H) que estende o. Além disso, se
ezigirmos que o' (a)é = 0 para todo ¢ € [o(I)H]* C H ea € A, ou

seja, se o' aniquila [o(I)H]* C H, entdo o' € tinico.
Demonstracdo. A demonstragao pode ser vista em [13]. O

Assim, para cada g € G, considere 7, : A — B(H) a extensdo de
my. Podemos ver a aplicagio 7y : A — B(H) como x — s—limy 74 (ex),
onde (ex) é a unidade aproximada de Dy. Assim, se I for um ideal
bilateral fechado de A e (f\) a unidade aproximada de Dy N I entéo
a extensdo 7w, : I — B(H) é dada por 7 (z) = s — lim, 7(fyz) para
todo x € I. De fato, considere 7, a representacio de I N Dy e 7,
sua Unica extensdo a I que aniquila [ry(I N Dg)H]*. Assim, 7} (z) =
s —limy 7(fyz) para todo x € I.

Agora, defina
7:A— B(%(G, H)) = BHRIG))
a — 7(a)

onde
7(a)(h ®dy) = 7w (a)h @ dg.

Lembre que A : I2(G) — [*(G) é dado por A\s(d,) = ds, para
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s,g € G. Como ja fizemos antes, considere
Idg @\, : HRIX(G) — HRI*(G)

(h®dg) = (h®dsg),

onde facilmente é verificado que (Idg ® A\s)* = (Idg ® Ay-1). Vamos
verificar que (Idg ® As)7(a)(Idg ® As)* = 7(0s(a)). Dados h € H e
g € G,sendo a € Dy-1 e (ey) a unidade aproximada de Dy-1, N Dy-1,

temos

(Idg @A) (a)(Idg @ As)*(h ® 6g) = (Idg @ As)T(a)(h @ 05-14)
= (Idn ® As)[my-14(a)h & J5-1]
= m—1,(a)h ® &y
= s~ limm(f,-1,(exa))h © 3,
= s — lm (6,1 (0s(exa))h ®

— ! (6.(a))h @,

= #(04(a))(h ® 4,).

Ainda mais, pela observacao feita depois da Defini¢cdo 5.10, se
(m = Idy ® AsPs—1, onde Py é uma projecao sobre o conjunto
[7(Ds) HRIX(G)] entdo (7, (Idg®As), H @ 12(G)) é uma representagio
covariante para o C*—sistema dindmico (A4,G,0). Caso isto ocorra

continuaremos usando (7, Idy ® \s, HRI?(G)) como notagio.

Podemos considerar um *—homomorfismo

7 (Idg @ X) :A 0

ads — w(a)(Idg @ Xs).

G — B(HRI?(G)

A aplicagao © x (Idg ® \) é chamada de representagao regular.

Defini¢ao 5.12. Dado um C*—sistema dindmico parcial (A, G,0), o
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produto cruzado parcial reduzido, denotado por A >4§,T G € o fecho da

imagem de A} alg G pela representagao reqular @ x (Idg ® X)), ou seja,

B(H®I*(G))

Axb G=Tax(Idg @ N)(Ax} .

@)
O fato que A NS,T G nao depende de representacao também pode
ser vista em [17]. Como a representagao ¢ fiel, obtemos uma incluséo

A xb

P . .
0,alg GCA X G, ou seja, vemos o produto cruzado reduzido

como um completamento do produto cruzado algébrico. Como fizemos
no caso global, denotaremos por A 0 x—homomorfismo sobrejetor A :
AxyG—Ax) G

Considere £y : Axf .G — Dy definido nos geradores por Ey (ads) =
ad

da forma ayd, com ay € Dy. Observe que E]: Axp, G — Ded = A é

9,5, onde cada Dy é um ideal bilateral de A e D4, sao os elementos
uma esperanga condicional, para provar isto basta proceder de maneira
analoga a caso de agoes globais como vimos anteriormente ou consultar
[12].

Além disso, podemos incluir Dy em A x4 G. Denotaremos essa

incluséo por (4 : Dy — A x}) G.

Agora vamos definir o que seria uma familia covariante de cada
D,. E veremos que as representacoes do produto cruzado cheio corres-

pondem bijetivamente com as familias covariantes.

Definigao 5.13. Sejam (A, G,0) um C*—sistema dindmico parcial e C
uma C*—dlgebra. Uma familia covariante é uma familia de aplicagoes

lineares wy : Dy — C satisfazendo:

(i) wg(ag)wn(an) = wgn(04(0, " (ag)an)) sendo ag € Dy e ap € Dy;

(1) wy(ay)* = wg-1(04-1(a;)) para ay € Dy.
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Um exemplo de familia covariante de {Dgy}4ecq sdo as inclusoes
{{g: Dy — A%} G}.

Proposicao 5.14. O conjunto X = {m: A x}) G — B(H)} correspon-
dem bijetivamente com o conjunto das familias covariantes Y = {w, :
Dy — C}.

Demonstracao. Considere

[ X—>Y
T Ty =70 (4.
Verificamos que m o ( € Y. Este é calculo se torna mais facil pois
sabemos que (, é uma familia covariante. Facilmente w,: Dy — B(H)

¢ uma aplicacao linear, pois ¢ composicao de tais. Dados ay € Dy e

ap € Dy, temos que 7 satisfaz:

mg(ag)mh(arn) = mo (g(ag)m o Crlan)
= m(Cg(ag)Cn(an))
= m(Cen (040, (ag)ar)))
=g, (84(0, " (ag)an)),

Tg(ag)" = [m(Cg(ag))]" = m((ylag)”)
= 7(Cg-1(0g-1 (a;))) =Tg-1(0g-1 (a;)).

Com isto, vemos que {7y} é uma familia covariante.
Por outro lado, defina

7y - X

wg = W,
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onde wy : Dy — C C B(H) e W : Ax}) — C C B(H) ¢é definida por
(dec ag(59> > gec @glag). Observe que W € X pois ¢ linear, e

como {w,} é uma familia covariante, temos

ou seja, W € X.
Por fim, basta verificarmos que f~'f = Id e ff~! = Id. De fato,
fte f(m)(agdy) = f (o Cg)(agy)
= Waoc(agdy)

= 7m(Cy(ag))

= m(agdy)

fo f_1<7rg)(ag> = f(Ww)(ag)
= Wr o (ylag)
= Wx(agdy)
= Tg(ag).

Com isto temos nossa bijecao entre as representacoes e as familias co-

variantes. O
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A bijecao acima é uma consequéncia da propriedade universal do
produto cruzado parcial. Com isto, podemos ter como decorréncia

direta destes resultados:

Proposicao 5.15. Sejam (A, G, 0) um C*—sistema dindmico parcial e
C uma C*—dlgebra. Se {wy, : Dy — C} € um familia covariante entio
existe um nico x—homomorfismo ¢ : A x4 G — C tal que po(y = w,

para todo g € G.

O s*—homomorfismo ¢ é chamado de forma integrada de {wg}qec-

5.3 Mediabilidade e Acgoes Parciais

Nesta segao iremos generalizar as agoes medidveis que vimos no
capitulo anterior. Essencialmente, iremos juntar a nogao de agoes
medidveis com as agoes parciais. Também provaremos alguns resul-
tados com relagao a essa defini¢ao. Esta nova definicao ira generalizar
as acgoes mediaveis. Ainda mais, veremos as relagoes entre as nocoes de

mediabilidade.

Precisamos demonstrar um lema que serda muito util neste capi-
tulo. Porém para esta demonstracao ficar completa e nao tao técnica,
vamos construir as bases necessarias para enunciarmos o Principio de

Absorcao de Fell. Este resultado serd necessario no lema que segue.

Fixamos (A4, G,0) um C*—sistema dinadmico parcial e seja m =
{mg : Dy = B(H)}4eq é um familia covariante. Vamos agora considerar

outra familia covariante mas agora representada em H (?i)lg(G)7 sendo
Ty @ Aag) = mg(ag) @ Ag.

Pela construcio, é possivel ver que 7®\ = {m,®@\ : D, — B(H®I?*(G))}

é uma familia covariante. Pela Proposigao 5.15, existe tinico *—homo-
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morfismo ¢ : A x) G — B(H®I*(G)), chamado de forma integrada de
T ® A, satisfazendo ¢ o (3 = T4 ® A, para todo g € G.

Agora podemos enunciar o Principio da Absor¢ao de Fell:

Teorema 5.16 (Principio da Absorcao de Fell). Seja m = {my: Dy —
B(H)}gee uma familia covariante e ¢ a forma integrada associada a
familia m @ A como descrita acima. Entdo ¢ se anula no nicleo de
A. FE assim, temos uma xrepresentacdo b que faz sequinte diagrama

comutar

Axy, G

SN

Axh G

Além disso, se me € fiel, entdo ¥ € fiel.
Demonstrag¢ao. A demonstracdo pode ser vista em [12]. O

Alguns corolarios importantes

Lema 5.17. Sejam (A, G,0) um C*—sistema dinamico parcial e T :
G — A uma funcgao de suporte finito. Entdo
ViAxg, G— AxpG
2 > ((T(gh) Ej(2)T(h)),

g,heG

define uma aplicacdo linear completamente positiva tal que

Vi <

> T(9)*T(g)

geG

A

Além disso, V(asds) = > (T(gh)*asésT(h)) para todo s € G e ag €
g,heG
Ds.
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Demonstragdao. Seja p : Axj)G — B(H) uma x—representacao fiel. De-
fina uma familia covariante 7, := po(y : Dy — A%} G — B(H). Como
jé vimos antes, temos {7, }4ec uma familia covariante para {Dg}4ec-
Fazendo a mesma construcao acima, temos 7 @ A = {my ® A : Dy —
B(H®I?(G))}gec como uma familia covariante. Seja ¢ : A x5 G —
B(H®I*(G)) a forma integrada de associada & m ® A. Pelo Teorema
5.16, existe uma x—representacao 1 que faz seguinte diagrama comu-

tar
P
A X G

SN

Axbha B(H®I?(G)).

©

Vamos deixar estas aplicacoes um pouco de lado e construiremos
a aplicacdo V' do enunciado. Considere 7, := po(,: D, =2 A — B(H).

Defina F': H— H®1*(G) tal que F(§) = Y. m(T(g))¢ ®,. Observe
geG
que F' é linear e limitado. De fato,

F(&+n) =Y m(T(9)(E+mn) @4,

geG

=Y me(T(9))é + me(T(g9))n @ b,

geG

=Y 7e(T(9))6 ® 65+ me(T(9))n ® b,
geG

= F(§) + F(n)

2

IFE)I? = || > me(T(9)¢

H
2
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=) (me(T(9)€, me(T(9))€)

geG
(L nro)y )
geG
< || S n@ymae| e
gea H
1/2
ou seja, ||| < || 3 me(T(9))*7e(T(g)) . Além disso, como 7, é
9ea H
1/2
um *—homomorfismo, temos ||[F|| < || > (T'(9))*(T(g9)) . Com isto
9€G H

provamos que F' € B(H, H®1%(G)). Observe que F* € B(H®I*(G), H)
é dado por F*(£ ® 04) = me(T'(9))*€.

Seja
W B(H ®I1*(G)) — B(H)

S — I*SF.

Dados § € H e a4 € D, quaisquer, vamos aplicar W em 74 ® A(ag),

W(my @ Mag))§ = F*(mg @ May)) F'E

= F*(my(ay) ® \y) ( D we(T(s))6 ® 5s>

seG
_F*<Z7rg a,g ﬂ'e §®5gs>
seG
= D me(T(g5)) g (ag)me(T ()€
seG

Logo W(my @ Aag)) = 3 seq me(T(95)) mg(ag)me (T (s))-

Agora vamos definir nosso V' pela composicao de W e 1) e verificar
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que ele satisfaz as hipoteses do lema. Defina
V:Axh G- BH®E(G) Y BH),

isto é, V(agd,) = W(ip(agd,)). Observe que por definigao V(A xf
G) C B(H), mas veremos que V(A xg  G) C p(AxyG). Ainda observe

que A x§ G ¢é a imagem de elementos azd, = A((4(ay)). Temos

V(agdy)

<
—~
-
—~
&
—
Sl
Q
N
Nt
N
=

e(Cylag)))

g @ Aag))

mg(ag) ® Ag))

me(T'(gs)) mg(ag)me(T(s))

Il
=335 3

I
[
m
Q

P(Ce(T(95))")p(Co(ag))lp(Ce(T(s)))

w
m
Q

ce<T<gs>>*<g<ag><e<T<s>>)

) Cg((T(QS))*ag))Ce(T(S))>

Com isto, vemos que a imagem de V' estd contida na imagem de
p. Como p é uma x—representagao fiel de A x} G, podemos ver V :
Axp G— AxgG.

Agora tomando a € A xf G sendo a = } ayd, com ay € D,

geG
temos

Via) = V( > agag)

geG



136

=y V(agag)

geG

D T ¢(T(gs) agT(s))

geG seG

= > ((T(gs)" Ey(a)T(s)).

g,s€G

Com isto, por construcao V' é uma aplicacgao linear completamente

positiva.

Por fim,

VI =W oyl < W] < IF*[[IIF] = |IFII* <

> T(9)*T(9)

geqG

A
O

Observe que este lema acima foi muito parecido com uma Pro-
posigdo 4.7 do capitulo passado. Analogamente como foi feito com
acoes mediaveis, podemos agora definir as agdes parciais mediaveis,
porém denotaremos por outro nome para nao termos duas nogoes de

acao mediaveis.

Definicao 5.18. Seja (A, G, 0) um C*—sistema dindmico parcial. A
agao parcial 0 possui a propriedade de aproximagao se existe uma net
{T;}icr de aplicagoes de suporte finito T; : G — A, sendo I um conjunto

dirigido, satisfazendo:

(1) sup
el

> Ti(9)*Ti(g)

geG

< 00y
A

(2) lim ( > Ti(gs)*bTi(s)> = b, para todo b € Dyd,.

1—00 seq

Uma net como acima é chamada de uma net de Cesaro. Vamos em

seguida demonstrar um resultado que facilita a verificacao da condigao
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(2) da definigao acima.
Lembre que um subconjunto A de um espago vetorial normado X

é total se o span linear de A é denso em X. Ou seja, X = span(A4).

Proposic¢ao 5.19. Sejam (A, G,0) um C*—sistema dindmico parcial
e uma net {T;}icr de aplicagdes de suporte finito T; : G — A satisfa-

zendo:
> Ti(9)*Ti(g)

geG

(#) lim ( > Tz(gs)*bTZ(s)) = b, para todo b em um subconjunto
71— 00 seG

total Cydg de Dgydg.

< 00y
A

(i) sup
el

Entao 0 € uma agao parcial com a propriedade de aproximagdo.

Demonstragao. Basta mostrar que lim ( > Ti(gs)*bTi(s)> = b, para

1—> 00 s€G
todo b € Dyd,. Para isto, para cada ¢ € I defina,

L; ZDg(Sg — Dgég
b Y Ti(gs)*bTi(s).

seG

Tomando o limite sobre ¢, temos, por hipdtese, que L; converge

pontualmente para b € Cyé,. Como no Lema 5.17, seja
V,-:Axg}rG—>A>4§G
S asty o 3 (Tl Eyfand ) T:0))
geG g,heG

com a4 € Dy, cada V; é uma aplicagao completa positiva. Observe que
L; é uma restricao de V; a Dyd,. Logo, || L;|| < ||V;||. Portanto, L; é

uniformemente continua. Assim, lim | > T;(gs)*0T;(s) | = b, para
1— 00 scG

todo b € Dgyd,. O
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Podemos nos perguntar se G for um grupo medidvel, serd que a
acao parcial associada possui a propriedade de aproximacao? A res-
posta desta afirmacao é verdadeira. De fato, pelo Teorema 2.24, existe
uma net {¢;};cs de fungoes definidas positivas de suporte finito tal que
¢; — 1 pontualmente. Considere agora {u;};c; uma unidade aproxi-
mada de A. Defina {7} ;}(;iyesx1 sendo Tj;(g) = ¢;(g)u;. Facilmente
temos que {7} ;}(jijesxr ¢ uma net de Cesaro, ou seja, 6 ¢ uma agao

parcial com a propriedade de aproximagao.

A demonstragdo deste préximo resultado é muito parecido com a

do Teorema 4.8 do capitulo passado.

Teorema 5.20. Seja (A, G,0) um C*—sistema dindmico parcial. Se 0
€ uma ac¢ao parcial com a propriedade de aproximacao entao o produto

cruzado parcial reduzido € isomorfo ao produto cruzado parcial cheio.

Demonstragao. Por hipdtese, temos uma net de Cesaro {T;};c;. Como

na proposicao anterior, para cada ¢ € I, considere
ViiAxh) G— Ax)G
Sty Y 6Tk e T0))
geG g,heG

com ag, € Dy. Temos que cada V; é uma aplicacao completamente

positiva. Defina
U, :=VioA: Ax) G — AxjG.

Temos que lim < > E(gs)*bﬂ(s)) = b, assim lim W,;(b) = b, para

1—> 00 SGG 1—> 00

todo b € Dgyd,.

Como o span de Dyd, é um subespago denso de A x§ G, pela

proposi¢ao anterior, lim ¥;(a) = a, para todo a € A x§ G.
1— 00

Agora vamos ver que a aplicagdo A ¢é injetora. Seja a € ker(A),



139

ou seja, a € A x§ G tal que A(a) = 0. Assim, a = lim ¥;(a) =
71— 00
lim V; 0o A(a) = lim V;(0) =0, isto é, a = 0.
1—> 00

13— 00
Portanto, o produto cruzado parcial reduzido é isomorfo ao pro-

duto cruzado parcial cheio. O

Pelo visto antes do Teorema 5.20, se (A,G,0) um C*—sistema
dinamico parcial, onde G é um grupo mediavel, entao 6 uma acao par-
cial com a propriedade de aproximacao e com isto, o produto cruzado
parcial reduzido é isomorfo ao produto cruzado parcial cheio pelo Teo-

rema 5.20.

Agora vamos construir outro exemplo de acdo com a propriedade

de aproximagao e em seguida podemos aplicar o Teorema 5.20.

Primeiro, fixamos u uma x—representa¢do parcial do grupo G qual-
quer em uma C*—algebra unital B, isto é, u : G — B é uma aplicacao

satisfazendo, para todo g, h € G:
(i) ue =1;
(i) wgupup—1 = Uugptp-1;

(ill) up-1upug = up-1Upg;

* __ 1

(iv) uy =u,".
Para cada g € G, defina e, = ugug,-1. Observe que ejep, =
UgUg-1URUL—1 = UgUg—1pUp-14Ug—1pUp-1 = Ugg—1pUp—14Ug—1pp—1 =

UpUp-1Uglg—1 = epey. Os conjuntos da poténcias de cada eg é for-
mam uma *—sub-algebra comutativa de B pois egep = epeq. Assim, a
*x—subdlgebra A gerada por ey é comutativa. Denote por Dy, = Aeg 0

ideal de A gerado por eg.
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* ko ok *
Como ey = (ugug-1)* = uy_1uy

ideal Dy é unital, onde e4 ¢ a unidade. Com isto, podemos definir

= ugug-1 = €4, temos que cada

09 ZDg—l — Dg

a‘— UgQUg—1.

Proposigao 5.21. Pelas condigoes acima, temos (A, G,0) é um C*—-

sistema dinamico parcial.

Demonstracao. Basta ver que 6 definido acima é uma acao parcial.

Dados a,b € Dy,—1 = Aey-1, temos

O4(a+b) = ug(a+ b)ug—
= Ugaug-1 + Ugbug—1

= 0,(a) + 0,(b)

04(a)fy(b) = ugaug-—1ugbug—
= ugaegbug—
= ugabu,—1

= 0,(ab).

Ou seja, 6 ¢ um homomorfismo. Ainda mais, 04(a)* = (ugaug-1)* =
uga*ug-1 = Oy(a*) e para vermos o isomorfismo, note que 0y(e,-1) =
eq. Agora verifiquemos as condigoes (i), (i4) e (iii) da Defini¢do 5.1.
Facilmente D, = Auc,u. = A e 0;1(Dh N Dyg-1) € Dgp)-1, para
todo g,h € G pois dado a € Dy N Dy-1, temos 0y,-1(a) = up-1au), =
Up-1A€45—1UR = Up-1AC[UG—1UGUL = Up—1AULUR-15-1Ugh = Up—1QUR

€gh-1 € Dghfl.

Por fim, dado a € 0;1(Dh N Dy-1) € D(gpy-1. Observe que a =
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Oc(a) = 0p-1(0n(a)) = Op-1 (upaup-1) = up-1upaup-1up = ep-1a€p-1 =

€Ep—1 a6(gh)71 €Ep—1

Assim, segue o item (4ii),

04(0n(a)) = ugupaup-1ug-—1
= UgUhCp-1A€H—-1UL—1UG-1
= UgUpUp—1ULAUR—-1ULUR—1 ugfl
= ughuh—luhauh—luhuh_lg_l
= Ugh€p-10€[—1Up—14-1
= UghQUp-1g-1

Ggh(a).

Agora vamos caminhar para mostrar que a dlgebra conhecida como
algebra de Cuntz-Krieger O 4. Existem varias maneiras de definir esta
C* —algebra, no nosso contexto podemos definir como sendo o produto
cruzado parcial de C(X) x§ F,, onde X = {1,2,--- ,n}" e 6 é uma
agao parcial oriunda de uma representacdo S parcial de F,, sobre B(H )
como construimos acima e satisfazendo ;Z:l €g; = ;::1 Sg, S, o =L sendo
{gi}} os geradores livres de F,,.

Sendo G = {g;}} = {91, -+ ,gn} 0s geradores livres de F,,, sabe-
mos que cada t € F,, existe uma tnica decomposi¢cao na forma redu-
zida, isto é, t = ajas---a, onde a; € GUG ! e a;11 # a;l # e para
todo ¢ € {1,---,n}. Chamaremos de |- | a aplicagdo que determina
o tamanho da forma reduzida de um elemento em F,,. Por definicao,
precisamos que |e| = 0. Note que |t| = |ayas - --ax| =k e [tr] < [t] +|r]

sendo t,r € IF,,.

Ainda mais, defina S(t) = S(a1)S(az)---S(ax). Dado r = b1by - by,
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temos S(tr) = S(t)S(r) se e somente se aj, # by '. Isto é equivalente
a pedir que [tr| = |t| + |r|. Esta propriedade é chamada de semi-
saturada. Uma representacao parcial de grupos u é dita semi-saturada
se u(tr) = u(t)u(r) sempre que [tr| = |t|+|r| para todo t,r € G. Agora
vamos enunciar um teorema no qual sua demonstracdo pode ser vista
em [10].

Teorema 5.22. Seja u uma representa¢do de grupos semi-saturada de
n
F,, satisfazendo > e(g;) = 1 entdo a agdo parcial associada possui a

i=1
propriedade de aproximacao.

Com isto, temos que a acdo parcial de F,, sobre C'(X) é uma agao
parcial com a propriedade de aproximacgdo. Assim, pelo teorema 5.20,
04 2 C(X) xgF, 2 C(X) xp,. Ty

Veremos que de uma certa forma a propriedade de aproximagao de

uma acao generaliza as agoes mediaveis definidas no capitulo anterior.

Considere uma acgao global @ de G sobre uma C' % —algebra unital
A. Entao podemos ver o como uma agao parcial de G sobre A e neste
caso temos duas condigoes sobre «, mediabilidade e a propriedade da
aproximagao. Veremos em seguida que a mediabilidade da agao implica

a propriedade da aproximagao.

Proposigao 5.23. Seja (4, G, o) um C*—sistema dindmico, sendo A
unital e a uma ag¢do medidvel sobre A. Entdo a agdo o possui a pro-

priedade de aprorimagado.

Demonstracdo. Por hipétese, existem aplicacoes de suporte finito T; :

G — A com i € I um conjunto dirigido, satisfazendo:

(1) T;(9) > 0eTi(g) € Z(A) paratodoi € [ e g € G, onde Z(A) é o

centro de A.
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(2) (T3, Ty)2 = Y Ti(9)*Ti(g) = X Ti(9)*> = 14 para todo i € I;
e geaq

(3) |I1ads *q T; — Ti]l2 — 0 para todo s € G.

Lembrando que para a propriedade de aproximacao é para acoes

parciais. Entao vamos ver a sendo a acao parcial de forma trivial como

a = ({A}{ag}geq).

Tomando T;: G — A as aplicagoes de suporte finito acima. Temos

facilmente que

=1<o0.
A

> Ti(9)*Ti(g)

geG

sup
iel

Agora precisamos mostrar que lim < > E(gs)*bﬂ(s)) = b, para

10\ se@
todo b € Dyd,. Antes vejamos que im(T;, 1464 %o T;) — 1 4.

Sabemos que ||14ds %o T; — T;||]2 —> 0. Assim,

1A65*aTi_T‘i 5= 1A53*a11i_/1—1£71.465*a1-‘i_11i 5.3
2
= <1A65 *o E7 1A53 *o E) - <1A65 *o E7T7,> - <E7 1A55 *o E) + <Eaﬂ>
(5.4)

Individualmente, observe que segue diretamente da Definicao 4.1 e 4.3,

o seguinte:

<1A65 *a Tia 1A6s *ao Tz> = Z[lA(Ss *a T%(g)]*lA(ss *o Tz(g)
geG

= > los(T(s ) aa(T(s™19)

geG

= a,(T(s7'g)"T(s""g))

geG
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:as(lA) = 1A

<1A55 *o Eaz—» = Z[lA(;s *o ﬂ(g)]*ﬂ(g)
geG

= lag(Ti(s ' 9))]"Ti(9)*

geaG

- Y B ey s~

geG

= <Tu lAés *o Tz>

Voltando na Equagao 5.4, temos
||1A53 *o rfz - TzH% = 1A - <1A55 *o TiaTi> - <Ti7 1A55 *o Tz> + 1A
= 2(1A) — 2<Ti, 1465 %4 T1>
Como ||1405 *o Ty — Tjlla — 0, temos (T;, 1405 %o T3) — 14.

Voltando para mostrar que lim < > E-(gs)*bﬂ-(s)) = b, vendo
1—> 00 SGG

Ti(g) = Ti(g)d. e dado b, € Dydy4, temos

i (32 73009000, 7613. ) = 1 (32 Tl0w)" a0 T ()5, )

seG seG
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= 146, = bS,.

O

Com isto concluimos que agoes medidveis sao um caso particular
de agoes com a propriedade de aproximagao. Assim, todos os exemplos
que fizemos para a¢oes medidveis sao vélidos, para isto basta fazermos

as mesmas adaptagoes que foram feitas acima.

Nao é claro se a reciproca do Teorema 5.20 vale em geral. Sabemos
que a propriedade da aproximacao nos dé um isomorfismo A x, G =
A X, G através da representacdo regular. Poderfamos também nos
perguntar se vale a reciproca, ou seja, se a representagao regular é um
isomorfismo, segue que a agao (parcial) possui a propriedade da apro-
ximacao ou ainda é medidvel? Este é outro problema em aberto nesta
area. Algum progresso ja foi feito nesta dire¢cio. Em [16] Matsumura
mostrou que, de fato, esta pergunta tem uma resposta afirmativa para
agoes globais e caso A seja comutativa e G é um grupo exato. Um grupo
é exato se ele admite uma agao medidvel sobre um espago compacto,
isto é, uma agao mediavel sobre uma C*-dlgebra comutativa unital no
nosso sentido. Matsumura ainda mostra, no mesmo artigo, uma versao
deste resultado para C*-algebras nao comutativas assumindo um certa
condi¢ao técnica, mas o caso geral permanece aberto, mesmo no caso

em que G é exato.
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Conclusao

Neste trabalho vimos a importancia dos grupos mediaveis associa-
dos a C*—4&lgebras. Primeiramente vimos como se comportam os gru-
pos mediaveis em relagao a algumas operagoes. Depois vimos outros
modos de classificar um grupo com esta propriedade, como por exemplo
quando C*(G) = C(G). Tentando generalizar este resultado, temos
formas mais simples de observar quando os produtos cruzados sao iso-
morfos. Para isto, basta ver se o grupo G ou a agao o do C*—sistema

dindmico (A4, G, ) é medidvel.

Por fim, ainda vimos que os produtos cruzados parciais cheio e
reduzido s@o isomorfos se a acdo associada possui a propriedade de
aproximagao. De certa forma, os produtos cruzados parciais generali-
zam os produtos cruzados e a agao com propriedade de aproximacgao

generaliza as agoes mediaveis.
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APENDICE A - Funcées
Positivas
Definidas

As funcoes positivas definidas sdo uma ferramenta muito util para

resolvermos problemas relacionados a aproximagao de C*—algebras.

Definigao A.1. Sejam E um sub-espago fechado e auto-adjunto de
uma C*-dlgebra A tal que 14 € E, e B uma C*-dlgebra. Uma aplica¢ao
¢ : E — B ¢ dita completamente positiva se @, : M, (FE) — M, (B)
dada por

@n([aiﬁjmjzl) = [@(aiﬁj)]?,jﬂ

€ uma matriz definida positiva. Ou seja, leva matrizes definidas posi-

tivas em matrizes definidas positivas, para todo n € N.

Para vermos que uma matriz M € M, (A) é definida positiva,
basta ver se Mz > 0 para todo & € A™. A partir da definicio acima,

chamaremos ¢ de completamente positiva unital se ¢ for unital.

Seja m um *—homomorfismo entre quaisquer C*—4&lgebras A, B.
Se cada m, sdo *—homomorfismos, entdo 7 é uma aplicagdo completa-
mente positiva. De fato, pois cada 7, sao *—homomorfismos, temos

que cada , preserva positividade. Ainda mais, se uma aplicagdo ¢
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¢ da forma ¢(a) = P*n(a)P, onde 7 é um *—homomorfismo e P um

operador, entao ¢ é completamente positiva.

Agora para G um grupo temos a seguinte definigao.

Definigao A.2. A aplicagio ¢ : G — C € positiva definida se a matriz
[o(s71)]s0er € Mp(C) € definida positiva, para todo conjunto finito
F C G. Em outras palavras, se Vn € N, Vs1,83,...8, € G , a matriz

[cp(sl_lsj)]zjzl € definida positiva.

Definicao A.3. Seja a aplicacao ¢ : G — C. Definimos um linear

funcional correspondente w,, : C[G] — C por

We (Z a555> = Z o(s)as.

seG seG

E o multiplicador m,, : C[G] — C[G] por

me (Z a5(55> = Z ©(8)asds.

seG seG

Vejamos agora um teorema que é utilizado no decorrer deste tra-
balho. Sua demonstragdo serd omitida pois nao é esse o intuito deste
trabalho.

Teorema A.4. Seja ¢ : G — C uma aplicagio tal que @(e) = 1,
onde e € G, € o elemento neutro de G. As sequintes afirmacdes sao

equivalentes:

1) A aplicagdo ¢ € positiva definida;

2) Existe um representacdo unitdria A, : G — H,, onde H, € um

espago de Hilbert, e um vetor unitdrio &, tal que p(s) = (Ap(5)€p: &p)s

3) O funcional w, pode ser estendido a um estado de C*(G);
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4) O multiplicador m,, pode ser estendido a uma aplica¢do completa-

mente positiva unital em C*(G) ou C}(G).

Demonstragao. Pode ser vista em [5] no Theorem 2.5.11. O
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APENDICE B - Algebras de
Multiplicadores

Dada uma C*—4lgebra A vamos definir a dlgebra de multiplica-
dores M(A) associada. Esta dlgebra é de extrema importancia para a
C*—4lgebra. Pela construgao veremos que M(A) é uma C*—4algebra

unital que contém A como ideal.

Definicao B.1. Seja A uma C*—dlgebra. O par (L,R) € dito ser o
centralizador de A se L e R sdo operadores lineares limitados de A em

A que, para todo a,b € A, satisfazem

(1) L(ab) = L(a)b;
(2) R(ab) = aR(b);
(8) R(a)b= aL(b).
Dizemos que L é o multiplicador a esquerda e R é o multiplicador
a direita de A.
Agora podemos definir a algebra de multiplicadores.

Definigao B.2. Seja A uma C*—dlgebra. A dlgebra de multiplicado-
res de A € o conjunto de todos duplo centralizadores com as sequintes

operagoes:
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° (Ll, Rl) + (LQ, RQ) = (Ll + Lo, Ry + RQ),’
o ¢(L,R) = (cL,cR);
e (L1, Ry)o (L2, Ry) = (L1 oLa, Ryo Ry).
Denotaremos a algebra de multiplicadores por M(A). E possivel
mostrar que M(A) é realmente uma algebra.

Agora vamos definir a involugdo em M (A) e depois importar uma

norma para que essa algebra seja uma C*—4algebra.

Considere (L, R) um duplo centralizador de uma C*—4&lgebra A.
Defina (L, R)* = (R*, L*), onde L*(a) = (L(a*))*, para a € A. Analo-
gamente, R*(a) = (R(a*))*. Observe que (R*,L*) € M(A), ou seja, a
tal involucao estd bm definida. Para vermos que esta operacao acima é

mesmo uma involugao em B(A), vemos que, para S, T € B(A) e a € A,

(S+T1)(a) = ([S+T)(a")" = (5(a))" + (T(a"))" = 5%(a) + T"(a)

(T7)"(a) = (T"(a"))" = (T([a"]")"]" = T(a)

(SoT)*(a) = (S(T(a%)))" = S™(T(a”)") = S™(T"(a)) = (5" 0 T")(a)

Com isto, ainda temos que verificar que esta operacao é involucao
em M(A). Vejamos, sejam (L1, Ry)(La, Re) € M(A) e ¢ € C, assim
(L1, B)*]" = (L1, RY)" = ([L1]" [R1]7) = (L1, Ra),

[C(Ll, Rl) + (LQ7 Rg)]* = (CLl, CRl)* + (Lz, RQ)*
= ([eRq]", [eLa]") + (B3, L3)
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— (cR},eL}) + (R3, L3)
=¢(L1, B1)" + (L2, R2)"
e por fim

(L1, R1) o (L2, R2)]" = [(L1 o La, Ry o Ry)]" = (R 0 Ry, L o L3)
= (LS,R;) © (LT,RI) = (L27R2)* o (L17R1)*-

Agora, podemos ver M(A) como uma x—algebra. Para a norma, defi-

nimos

(L, R)|amcay = [ILlIBa) = I R]B(A)-

Esta norma faz sentido e isto serd comprovado pela seguinte pro-

posicgao.

Proposigao B.3. Seja (L, R) € M(A), entao || L||ga) = || R||Ba)

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que || L|lga) > ||R|lBa). Seja

a,b e A. Entao
[R(ab)|| = [[R(a)b]| = [laL(®)| < [|L][[[all]b]
Assim,

[R(a)]| = sup [[R(a)bl]| < sup [[Ll[|alll|b]] = |L{[lall.
lbl=1 llofi=1

Ou seja, ||R|| < || L. Por outro lado,
[aL(®)|| = [R(a)b]| < [[R][|alll|]
Logo,

L)l = sup [laL ()| < sup [[R][alloll =[]l

llall=1 llall=1

Portanto, | L|| < ||R||. Logo, || L| = || R]|.
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J4 foi provado que M(A) é uma C*—4&lgebra com as operagoes e
norma definidas acima. Além disso, M(A) é unital, sendo (14,14) sua

unidade.

Dado a € A, considere L, : A — A tal que L,(b) =abe R, : A —
A definido por R, (b) = ba. Obviamente, L., R, € B(A).

Defina
M:A— M(A)

a— (Lqg, Ry).

Observe que M é um homomorfismo isométrico. Além disso, se A

for unital entdo M(A)=A, pelo homomorfismo M.

Agora vamos introduzir alguns resultados especificos no qual uti-

lizaremos na demonstragao da Proposicao 5.5.

Definicao B.4. Uma C*—dlgebra A é dita (L, R)—associativa, se da-
dos (L1,Ry) e (Lo, R2) € M(A), temos que Ry o L1 = Ly o Ro, para
todos (Ll,Rl) e (LQ,RQ) € M(A)

Esta definicao pode ser feita para A dlgebra qualquer, neste caso, A
serd (L, R)—associativa se A for idempotente ou ndo-degenerada. Como
utilizaremos este resultado somente para C* —élgebra, a defini¢ao acima
ja foi restringida. Ainda mais, se A for uma C*—4§lgebra (como na

defini¢ao) ja temos que A é (L, R)—associativa pelo seguinte resultado:

Proposicao B.5. Toda C*—dlgebra é (L, R)—associativa.

Para provar este resultado utilizaremos o Teorema de fatorizacao

de Cohen-Hewitt que estd enunciado abaixo.
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Teorema B.6. [Teorema de fatoriza¢ao de Cohen-Hewitt] Seja A uma
C*—dlgebra. Dado a € A entdo a pode ser escrito como a = zy, sendo

z,y € A.

A demonstracdo pode ser vista em [15] na pdgina 268.

Agora vamos mostrar a proposicao anterior

Demonstragao. Sejam A uma C*—algebrae (L1, R1), (L2, Re) € M(A).
Tome a € A qualquer. Pelo Teorema B.6, podemos escrever a = xy €
A. Assim,

R2 o Ll(a) = R2 ] Ll(ab) = Rz(Ll(a)b)
= Li(a)Ry(b) = L1 (aRz(b))
= Ll(RQ(CLb)) = L1 o RQ(I)

Ou seja A é (L, R)—associativa.

Por fim, o tdltimo resultado que precisamos para provar a Pro-

posicao 5.5.

Lema B.7. Sejam A, B duas C*—dlgebras tal que p : A — B é um
x—isomorfismo. Entdo (o Lopu ', uo Rop™t) € M(B) para todo
(L,R) € M(A).

Demonstragdo. Basta ver que (poLou™t, o Ropu~1) satisfaz os 3 itens
da definigao de duplo centralizador. Sejam a,b € B e (L, R) € M(A)

quaisquer.
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(1) poLop'(ab)=poLou (a)b

©
=
o
=
o
=
L
S
=
Il
e
=
o
=
)
t\
=

(
(
= ap[L(p ' (b))].

(
= u[R(p~"(a))
= pl(p
= pl(p!

Com os trés itens satisfeitos temos (o Lou™!, poRou~t) € M(B).

O
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