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A0 PUBLICO

Y/

: 1'-“,*‘ - () l!lll]i(!nlm de coneorrer o o sets ot
o) Tt '_g tingente para a constriecio do grande
BN -t (@ monmmento de sciencia no Brasil resolvs
G A, dar publicidade a estes apontamentor de
‘)}r U ARITHMETICA BLEMENTAR, (e, se 1do for-
7% t) mam um livro perfeito, representam o frocto
s e longas vigiliae ¢ dido a medida do ardor
A com que exerco o encargo de professor de

Mathematicas no Lyeeu d’esta Provineia.
| Nio innovei cousa alguma ; procurei porés, guade
- pela pratica do Magisterio, dar ao meu trabalho a cla-
~ reza indispensavel 4 comprehensio das theorias ¢ 4 de-
monstracio dos principios, pelo que nutro a conviecio
de que offereco 4 mocidade estudiosa v bom anxiliar,

um livro em que facilmente podera aprender,

ANTONIO JOsE DUARTE.






, inm ; ; j e =4
ARITHMETICA 5

LIVRO I

PARTE PRIMEIRA

NOCOES PRELIMINARES

:Tkw_ R T .

) ATHEMATICAS $80 sciencias que tém por
¥ objecto o movimento, a luz, a exten-
& sao, os numeros, etc., ou ainda sci-
¥ encias que tém por fim as avaliagdes indi-
rectas das quantidades. | 3
Por esse meio vé-se o quanto ¢ vasto o
% campo das mathematicas; se o estudo de
ada um dos ramos desta sciencia por siso ¢ as-
sumpto de magna importancia, podemos crér com
adamento que asciencia Mathematica seja em
sua totalidade — sciencia por excellencia.
" A sciencia que estuda o movimento ¢ a Mecha-

‘Optica ¢é a sciencia que trata datuz. .
A sciencia que trata da extensao, denomina-se

cometria.



Rl oo b ‘l':“ t‘llﬁ‘ll‘illl;'t:l.l;iil'il" L‘“'”l“".i‘;d“ bt
vholh $E it ki eros se elledtuam,
Yes que entre os num : A
|Hhh"“(_hl‘l -|i]"l|]l“‘\ NOSSIS  VIsLas '_'.'..h'!-'e.’“”f"’
s i -r‘w vemos (ue por todosas
gulos do lltlll\l Y8 rpos ¢ que eutaREEs
SC NOS .’!]‘lt‘\t‘lll&ll!l (o .‘l as. nicil
propriedades mui variac (8, NA0 SCE
tambem em relaclo aos nlllln.\.‘ A
lTodo o corpo, gozando da
tracgdo universal, tem um peso,
ahdade do COrpo, j{'
\I“.\ qualidade dnl CoOrpo mostra que @"
de certo numero de pnrlcs,‘ Sllﬁcccs{ﬁ‘ -:=
mentar |w|n accerescimo e d LI Imm Hf-ff '
JL‘(]'L‘\C“HU dL‘ outras j"ill'lc.\'. : ' ,,, .
" d'ahi que vem a 1déa de Quantidac y
Quantidade ou grandeza ¢ tudo o
tivel de augmento ou de diminuigdo, gy
Unidade ¢ uma quantidade de valor ¢
que serve para termo de comparag;
quantidades da mesma especie,
A differenca que existe entre a unidade ¢
tidade, ¢ que a primeirg tem valor conh

4

segunda ngo,
Compor ¢ reuniy

Ompo; 1o S partes de um todo®
mais 2 ¢ igual a 10. |

Os signaes que indicam composigio
guintes : il
—_F Que quer dizer - mais,
X ot . Que quer dizep - multiplice
- Que quer dizep . potencia,



Que quer dizer — menos.
 _OUse L Queiaiieridiyer. e dividido.
V Que quer dizer — raiz.

Além destes Signaes existem outros -

Que quer dizer — igual.

Que quer dizer — maior.

<5 Que quer dizer — menor.

Que quer dizer — logo.

i Que quer dizer — assim como.
& Que quer dizer — ests para.
e Que quer dizer — continuidade.

As quantidades dividemese em continuas ou
concretas e discontinuas ou discretas.
. Quantidade concreta & aquella em que se con-
sidera um todo sem partes distinctas. Ex.: Um
atomo.

Quantidade discreta & aquella em que se consi-
dera um todo com partes distinctas. Ex.: A mo-
lecula.

A quantidade discreta ¢ representada por nu-
meros, e ¢ por 1sso que a arithmetica se occupa
das quantidades discontinuas ou discretas.

As quantidades divergem quanto 4 sua natureza,
¢ ¢ d’ahi que nasce a sua divisao em homogencas
¢ heterogeneas.

As primeiras sao as que tém naturezas communs.
Ex.: Um livro, dous livros. .

As segundas sdo aquellas que pertencem a diffe-
rentes especies. Ex.: 1 livro, 1 compaco, 1 po-
lyedro.

O parallelo estabelecido entre duas quantidades,
uma de valor conhecido e outra de valor incognito.

chama-se numero. e
Os numeros dividem-se em inteiros, quebrados e

mixtos.



constam unicas
o l.""".*“‘
| !\'n-:('ﬂ:lc de unidades. Iix.: 45 65 65 95 l)ilLL}llfl’ls:l
(s s('!’.llmluu si0 formados de el tes di
3 I ]
'-'\‘ - - : e1e;
) 7l
Os terceiros sio aquelles que
des ¢ de partes da unidade.
1 o
Y, A ) ——tiatc,
5 8 g
O numero ¢ considerado debaixo de tres pontos
de vista importantes : N
1. Quanto 4 especie,
2." Quanto aos algarismos.
4. Quanto a divisibilidade clementar.
Quanto 4 especie os numeros dividem-se em
abstractos ¢ concretos.
Numero abstracto ¢ aquelle que nao determina
a especie de unidade a que pertence.  Ex. : 2; 48
39, ete,
Numero concreto ¢ aquelle que determina a es-
pecie da unidade a que pertence, Ey. : 3 kilome-
tros ; 5 homens ; 3 livros. |
Quanto aos algarismos, os numeros dividem-se
¢m simples e compostos. -
Numero simples ¢ aquelle que consta de um sé
algarismo.  Iox 2,4:9, i
I !L\Jumcrn L.T()l]"llp(_)s.l() ¢ uqulellc que ¢ formado
HOUS ou mais algarismos, E Rl 1 - A0
Quanto (zi d(i\i’i("b'l' lade i( .* AL
R S lch.l C clementar os nur
dividem-se em pares ¢ impares, |
Numero par £ aquelle que ¢ divisivel e
ms\?tc POre. . Exu. . 195 1045 200 ’
' 3 ’ { - # 3 s | Bl
& }:mcr() ‘mpar ¢ o que Jifo & divisivel
sesamante. Ex.: 11 } 28R .

Wimeiros sio .’ll]lIL:”Lt.‘s (que

constam de unida-




N UM eraca em M - w "%

vTas. quer por alsananos.

A numeTacao dvidese em fallsds ¢ esorpls.
N omeralao fallada on wossewcistera dos muwaroros

¢ 2 arte de em'zzﬂ-es[nr-ein&:;ﬂ:vm 5
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numer nrarjrzxmdtm

| —":‘: ‘:‘af‘a TEPrEsenian OS BImETos. Os alearns
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B, idadcs. . | ~ A
ok rdac g A
nas ou de cem unlide es foram chl{-_{naddS do mod

. differentes classes . hoes. bilhoes, e

As dlﬂ.Ll ‘dad?’s milhares, mz[/z(.)(,b—., b e i
BBoliinte @ unwaacsss .y ses sextilhoes, €t
e quinel ? i -1
1egamos a CXpri

lhoes. quatrilho?s,
i 14 o » ¥ ’ "‘P"
hendidos em todas as or

wWwee 1' L:]
nontlhoes. Por esse mzlo
todos 0s NUMEros compr

dens e em todas as classes. 1o da aue
Fscreve-se um numero por T O a A
fallada comecando-se da csquf! L’d‘g; Ao g_,;]..-
numero prm'cnicnte da combinag e - sas pal
vras com as suds respectivas tcrr{nmz;g.oer;ia
[ se o numero comecando da C..squl. da §8
direita. sezundo os preceitos de nossa ANSHES,
e [ sel > trinta e nove umaa
Vinte e cinco mil seis ¢21ios ¢ Ui ida
Torna-se pois muito enfadonho escrever um

Bisi T s o
mero qualquer por meio da numeracao

DA NUMERACAO ESCRIPTA

A numeracdo escripta ¢ a parte mais 1mpe
da numeracao, como se vio na confrontaca
entre as duas numeracoes.

[ista numeracao tem por base muitos syst

Systema de numeracao ¢ o conjuncto d
rismos, sugeitos a certas leis de numeracao que
por fim representar os numeros. f

Os clementos constituintes de um sys
numeracao sao quatro : '

1.° Os algarismos.

2. As unidades.

3.° Lei relativa aos algarismos.
4.° Lei relativa 4s unidades.

f Base de um systema de numeracdo ¢é ot
;Ol"‘nado dp tantas unidades ‘aaliamit oo



- oo el IRl R el
\ ‘es Unidada. . Lase tres algarismigs terd para
e dres umidades;: o que tiver, finalmente. ara
base de; algarismos terg Para base dez unidades.
¢ ¢ aeste ultimo que chamamos Systema decimal.
~\ variedade de UM systema depende dq varie-
dade de sua base ; a dcnnminagao de um systema
depende tambem e SUa  base ; assiy ‘chamase
PINario o .que tegh Bubehees d.uas unidades. lcrna-
10 0 que tem tres e finalmente  decimal 0 que tem
para base dez umdades.

SYSTEMA DECIMAT
Particularidades do SVstema decimal

[.* Dez unidades de qualquer ordem constituem
uma de ordem immediatamente superior e vice-
versasoasto €, uma unidade de qualquer ordem
constitue dez de ordem immediatamente inferjor.

2.* Todo o algarismo escripto a esquerda de oy-
'ro toma um valor dez vezes maior do gue se es-
vesse a direita desse outro, e vice-versa.

Fssas leis applicam-se simultaneamente aos ou-
(ros systemas de numeracao.

CONSEQUENCIAS DA NUMERACAO

I.* Consequencia. — Solucao dos dous problemas
seguintes ; . | %

scripto um numero, enuncia -‘(l)‘

Fnunciado um numero, escrevél-o. e

Regra para resolver o 1.° proble:{cfz. e D}\ ltEIL;;iE
O numero em classes de tres ﬂlgﬂl‘lhm()b, SUICCESS



IR - g acet i diilntl.‘. |

2 ]C_\ L‘ ;l:\.\lll1 l‘() e ‘° - « (') a C
3 ijL' mI“;ll esquerda para a direita, dand
L-5C Ud OS¢

espectivo.  EX. :
classe 0 seu nome respective
B| M m u -

Regra para resolver o 2.° prtfb/.cma.“l—‘-l- T
vem-se successivamente da csqucu@ pare e g
os differentes algarismos que rgprcscmdn.l. a. e
sas classes de que se compoe o n.un']tlil‘(?. u)
Irinta ¢ quatro milhdes e oito unidades. q

‘ i
escrevem :

34 | 000 | 008
M ! m u
As classes sao lidas pelos di\'crsqs algal‘ism.ci
feridos as classes mais fracas; assim o numero de
25 umdades enuncia-se—pinte e'cinco, porque
lumero compoe-se de duas dezenas ¢ equiy
vinte unidades e cinco unidades ; para njo -
Hrmos © nome de unidades consecutivamer
guardamos para dar como ultima terminagao.
Semelhantemente enunclando-se vinte c &
unidades, escreve-se vinte e CInco, porque di
vinte e cinco unidades ¢ dizer vinte unidade
0 unidades formam duas dezenas e cine
des, escrevendo-se em Seus lugares res
Vem O numero 25.
2.* Consequenciq. — Todo o numero
valores : absoluto e local oy relativg.
Valor absoluto de Um numereo ¢ g somp
valores absolutos de seus algarismos. Ex.
mero 428 tem parg valor absoluto 4

\.alor local Ou reli‘t;“{\ l"lﬂn R, T e A e R a £



mirs sete, 1510 ¢
semelhantement

lores : absoluto e |
Valor absoluto

tem pela sua for
Valor relativo de ur

conforme o lugar er

0’2’-

¥

O valor relativo ¢

3.0 Consequencia
tas vezes por 10,
centamos d sua di
numero tantas vez
que abstrahimos 4

Niao damos a d.
nesta occasiao po

tiplicacio ¢ divisdo,

O zero nao t

tias :

1. Mostrar qu
unidades d’aquella «

2.* Conservarioss
Zarismos.

1 N
L) 1
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a0 oraciul -
. n,(;nl(.l]ds

e ordem

3

‘ 10.% ordem unidades

P acce { 11.° ordem: dezenas
( 12.% ordem .centenas
v ordem « unidades

" ordem — dezenas
" ordem — centenas

. -
_— et
-

\ ]
0.* Ulasse | 4.
¢ 3

-
"'
.

‘ .3.2' ordem — unidades
23." ordem — dezenas
24." ordem — centenas

8.* Classe

o —

CHE

- e



PARTE SEGUNDA

Uperagoes sobre og NUINETOS m1eiTos

Operagao ¢ toda a COmposicao ou decomposicio
paracllectuar ou effectuada sobre as quantidades.

Quando a operacio esta para se effectuar cha-
ma-s¢ - operagéo indicada.

\s operacoes dividem-se em operagoes da com-
posicao ¢ operacoes da decomposicio.

\> operagoes da composicio sao : — addicao,
multiplicagao e potencias. As da decomposicao
sdo - subtracgdo, divisao e raizes.

l.-m qualquer operacio notam-se 5 partes, que
sdo - problema, defini¢do, regra, demonstracao da
regra ¢ prova.,

’roblema — ¢ a questdao que tem por fim achar
» valor de certas quantidajcs por meio de outras
Jdadas. com as quaes conservam relacoes estabele-
'das pelo proprio enunciado.

L um problema consideram-se os elementos
countes - quantidades dadas, que se chamam da-
do-do problema; quantidades pedidas, que se
Chamam ncognitas, e as relacoes que ligam as
Juantudades (ﬁld‘ds as pCdidElS, que se chamam
condicdes do problema.

\definigdao tem por fim fazer conhecer a opera-
cao de que se trata, quando ¢ dado o seu pro-
Memas A regra tem por fim estabelecer o meio

o -
Jde Chegarmos ao resultado da operagao. A.‘ile'
wonstraciao da regra tem por fim estabelecer racio-
Cios que mostrem a certeza da regra. A P"O“:ﬂf

i operagdo que tem por fim verificar o resul
Y. I P e

-~




\ Do AL

eI Operaciao i t'Ul']'ll'N)Si
Addigiao ¢ a prim ||'.|.‘ I,,” mais NUMeros ¢m i
Lem por T It'llllll' u ;n ey quantal hal
N0 e u:lnli'nla;l Lantas
numeros dados,
Problema. — Dadas as partes de |lll'|| %”d()c,] f:
denominam }’.'H'l'f'//(,.\., [ormar o ‘_”}l” L.]tll.ﬂﬂ 0‘
Dizese mdiflerentemente m/u’l('mmn, .sr)mm
' “dols ou mats numeros.
dﬂ(”:ffilll’\'it‘lllII.'H'\'l'l LI que  as [!.'ll‘t'U”:'lH’ devem 5
das da mesma especie, ¢ da mesma ¢ a sommay
Para sommar dois numeros de um SO
FISIMO, ajunta-se ao primeiro cada uma das r
des que contem o r;v;;lllhlu, Ura por uma.
v\vmplu, LVCrmos de SsOomimar os numcros.,-i
diremos: 8 mais | D5 9 mais 1=10; 10 mais
113 11 mais 1=12: 12 mais 1 13

A somma pedida ¢ o numero 13,

Addican dos numerog compostos

. ;?:I-.
as parcellas umas
do que as quantidade

), ' B

Regra. - liscrevem-ge
baixo das outras, de mo
mogencas cor

| ‘espondam-se” ey Jinhag verti
SOMMam-se¢ o algaris pri

NoOs que compoem a
5¢ 0 r‘csullild() Nan exce
S¢ for maijor que 9,

columna 4 dire

Ita
CSCreve-se

1 qual :
for um numero

lecompbie-se oo nh0510 de unidades et
;: tul{llpnt.-.}(% ('lll. lll]lLlfldL‘.\' Llil Ul'dClTl de q F |
dc¢da ordem mmediag, | s

: dtdmente supatr r:
YEm-se as da mesmg > P e T

, : orde ' 1 S
'espectiva, ¢ g | m "h*}{?{? da,_

\ " ”rLI(_‘I]] 1 " s s L



- na a Jue perter
- ma u;lumna

Demonstracdo.
modo que as qua
postas em column
sommar quantidag
pecie.  Sublinha-
total. "

Somma-se su.
querda, porque
tido, e assim poc
praticar uma s
da ¢squerda pa
¢nte de pratica

Se a somma
nove escreve

. 2 ** '
a superior s€
\IUC d Opcr o 0
Parcellas ndo
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A primeira operacao da decomp
na-s¢ — subtraccao. g
Problema. — Dado um todo que s¢ ‘;hama,_ 5
endo e uma parte chamada subtrahendo. achar S
outra denominada resto. excesso ou differenca.
O minuendo ¢ o subtrahendo chamam-se lerie
da subtraccao. ,,
Definicao. — Subtraccio € a operacao que fe n
por fim, dada a somma de dois numeros e um de =
les. achar o outro; ou é a operacao que fem poE
fim achar o excesso de um numero sobre out
menor. E
Se 0s termos da subtraccio constarem de um 3
algarismo. obtem-se a differenca addicionando ao
menor as unidades precisas para igualar o mai 8 -
Dia por uma, € contando quantas ajuntaram-ses
Se pretendermos subtrahir 3 de 5. diremos : 3. m
I=—1%:; 4 mais 1—5: ajuntamos 2 unidades. 2 éo
cesso de 5 sobre 3. i
Achase o mesmo resultado subira
maior as unidades do menor. uma DOT ur
nos 1—1: 4 menos —3: 3 men
justamente, ficando o numero 2,

-

e el B 7-*#__."-\‘.;’;11--" BT A M

Subtraccao dos numeros composto

Regra. — Escrevese o minuendo e por baiy
d’elle o subtrahendo. ficando as quantidades

mogeneas dispostas em columnas verticaes. i
Sublinha-se ; subtrahe-se successivamente da g



1\ ” | ' X ! Gy “uié
hendo Jdo sen t.m'

1 X5

Demonstrag Jﬂ. < liserey
haivo delle o subtra ahendo,
mesma ordem  em ﬁ "'f;u_'l_: i
lmdcmn\ subtrahir an
S da mesma c\pf.‘tII  J

Sublinha=se pam =--‘~1-;«
subtracgao, ""_1,'
\nhulﬂu:sesucﬁ
l\\‘”t‘\.‘ 1, COMO 1'11 m 'l i
dunn\knnuulogewwwla
reita.

D‘ln -S¢ 1I'es lt'lClé

° Podem os alf w_
nores que 0§ Corre M
caso nao  ha difficuaid
mos trar o Il‘lcn.f:.-

2.0 PhHde acontecer gl
subtrahendo i uﬂl;~~~~

entao ndo ha giff “ﬁ e
nao differem € ‘g,
da columna l‘t.Sﬂ CL

3.0 Pdde acontecel
subtrahendo nnni,fvm
Ll]dn neste M’{“: -

Lln\ \L‘”llll'lte'! :?%
Ar Hﬁ(.‘mg

dn mlmlcndo

do mesmo ml nen



B cio. —Juntdl =5 7. LA s UETCI.
'f:lnjo e uma 4ao immediato @ € 1

Subtrahcndo..‘ : ik
o ° artificiot LA -

7 15 12 15
b At SO ee?
BEG B0
di 7 ol
SWEL A

Demonstracdo. — Quando juntamos 10 unidades

ao algarismo do minuendo, o resto torna-s¢ augs

mentado de 10 unidades, porque a rclag.{lo entre
elles ¢ directa; quando tiramos uma unidade ao
algarismo seguinte do mesmo minuendo & esquer=
da, tornamos esse minuendo desfalcado de 10 uni-
dades, pois uma unidade da esquerda vale 10 da di=
reita ; veio portanto o resto desfalcado de 10 uni-
dades pela parte do minuendo e augmentado de

10 unidades pela parte do mesmo minuendo, nédo
soffreu alteracao. o

PeEartificio. - Ex. -

L

16 13 13
8. 64385
3 4578536
3879

: ll)ecflnonstragc‘io. — Este artificio nao altera o re-

:l?gg:'is?ﬁ é)(()jrquq quanddo juntamos 1() unidades ao
O minuendo, augment SRl

10 uni : ) 2 ghentamas fo Sresto Sde
mn:l(l)l;dades, Pois a relacdo ¢ directa ; quando u%i

uma unidade ao algarismo ot re A L.



b o T
jo. pois uma um
reita, porém O Feston
cs. POT SEr INVErSss
la parte do min
» de 10 umdades eSpelang
iL 10 unidades, h@:
«to ¢ verdadeiroy &
va. — Pro% d-Se¢
.ubtrahendo com OIFESE
- o minuendo para ce
Jue a somma dassp
-ual ao todo. i

har o prodtu,to
"D efinicao. — Nultij
j r rim dados dous
ue se derive do prlm
Segu mio se deriva d
na-se multiplicando,

' terceiro — producta.
lam-se factores do pr
A addu.ao que te
Ma-se n'uma multlp
Ores ¢ uma parcella

‘1} P()lb a Orlgem fF
>X. :




=

| ordem de facto
lva p,-“}tjrf(‘;in:;{f‘ - \ ' it- g :{ :; ‘/,‘2. “d

" . "yl t”' o " . .
tos ndo altera o produc addicao em que 2 eng

‘ar ¢ PO 3 ¢ tormar umd {
- var ¢lla : e
Ires vezes como pais

<

VY §==2-4-< "

4

] ey . 9 & mar uma as
Fambem multiplicar 3 por 2 ¢ lorfl sarcella &
diciio em que 3 entra duas vezes como pi

3% 2—34-3 A
DL\'!HN}‘H:IJH as parcellas tanto da primeira C.O‘.
da segunda .‘Iddig;irh obtemos o resultado chllll‘l_

| ."]’ R .--l‘
14-1{1.e | \"2-“ P
l«-l\ I-+-14-1)

.3__; 32

Comparando estas duas addi¢coe
que niao differem, por serem ¢
mo numero de elementos, e
differem as addi¢coes d’ond
modo virdo iguaes os roductos de 2x.

2.* Propriedade. — ) ultiplicar um umero por
um producto ¢ o mesmo que multiplical-o por um

factor, ¢ o producto assim formado multiplicar pelo
outro factor ; vejamos : col

O nosso fim ¢ provar que multiplicar 3x35 ¢ o
mesmo que multiplicar 3 por 7, que ¢ um dosfactores
de 35, ¢ o producto assim formado por 5, que ¢

outro factor.

o
-



coundo membro
3 - 3= XTI
o7 u/w}_'d'ad('. N |
ses por 10 quant"" |
Coacerescentarems
; e ;u»/rrrpdn -f—-(.,o
hservamos que @ _
a o lugar das o u
sar o das dezenasy
'.iu que uma unidade;
. ires serao  Ires wezes
CINCO d(./(.nal
logo ¢ingo d(.hadig Y
0.
plicando-se um ra
Jl/ respeito a d
Ariamos a provar >
350 rt.u.h(.u Lm (1 |
] Imero 2 '
f,)rd S¢ ds pdrtcs m

beram um valor @i M'J /€7

“umero 250 tambem f

alor. g "‘-;.1. ”;
" Di stinguem-se 3 ca

. Um numero sif

2. Um numero 51 1f
3.2 Um numeros
Para o prlmelro |
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R Ccas s>t 00 e e iee cada algariSis
| 'r-’gs‘uhlii'nlmwsc ¢ multiplica -'HL-L.TIL]L“L) 5‘1 Jardi
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‘If'lris'mu da direita de cada um S€ &t 16,8 : 8
& b licador que servio a formas
algarismo do multiplicadc o AL
sommam-se 0s productos ParClaERisses 4

producto total.

o ¥
2()0)#34

463
79602
159204
106136

e . —

1 2285242

Demonstracdo. — A demonstracdo da regr
3° caso ¢ a mesma que a do 2°, deflernds
parte que manda multiplicar cada algaris
multiplicador por todo o multiplicando, em ¥
multiplicar o multiplicador pcelo multiplicandos

Multiplica-se cada algarismo do multiplics
pelo multiplicando, porque ndo temos uma té
que forneca productos de numeros composte
porisso somos obrigados a decompor o 3° cas
diversos do 2° e estes em diversos do 1.°
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Demonstracao. — Escreve-se o divid’en,
seguida o divisor, porque o uso tem admittide
separados por um traco vertical para nae cog
rem um so numero ; passa-se uma linha
por baixo do divisor para separal-o do quoc
comcecamos a divisdo da esquerda para a ¢
porque o dividendo ¢ um togo, € Como
asreservas que formam-se da direita
querda e vao se accumular 4 parte es
dividendo, ¢ ainda porque ¢ 4 parte es

dividendo que se acham completos os
parciaes,
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A demonstracao deste terceiro caso c 4
do segundo, pols a regra tambem € qu.as.l a mesil
differindo apenas no ponto em que diz : divides
primeiro ou os dous primeiros algarismos do dt
do d esquerda pelo primeiro d esquerda do divison

A razao d’isso ¢ porque nao conhecemos 0s q
cientes de numeros do terceiro caso, pelo que
zemos como manda a regra, afim de reduz-_i.i--
do segundo caso ¢ ainda aos do primeiro. é,

Prova. — Multiplica-se o quociente pelo
cujo producto addicionado ao resto, se ho
deve reproduzir o dividendo para exacti
operacao. b
A A divisao diz-se ‘cs.gotada quando 0 ultifri;i
tor menor que o divisor ; e diz-se exacta
obtem zero para ultimo resto. -

(_) di\'idcndo ) = P 8 .
bk C O leISO[‘ ch 5 o
divisao. amam-se .te

Complemento dag quatro oper_.-“ i

SUBTRACCAO

¥

Subtrahiy - i
que if:bifgh,-,f"ff Somma de um numero é o
; esse numey I



Subtralir de um numero uma differenca é o mesmo
gue subtrahir desse numero o primeiro termo da dif-
ferenca ¢ addicionar o segundo ao resultado.

Ex. 1°:  a—{m-f-nj=—a—m—n, pois éclaroc que
urando m ¢ n de a, fica este diminuido de m-n.
L.x. 29  a—m—n;=a—m--n. Se de g tirar-se

m, o resultado serd a--m ; mas, se em vez de sub-
trahir m. subtrahir-se m—n, ¢ claro que, se o di-
minuidor fica desfalcado de n, o resto ficara aug-
mentado de n. logo serda a—m--n.

Quando o parenthese for precedido do signal —
menos . os termos podem passar para o exterior
tomando o signal contrario.

MULTIPLICACAO

1.° Tres factores sendo dados, pode inverter-se a
ordem dos dous ultimos sem que se altere o producto.
Exs ;- BYWEN 3-=BI N5
- Escrevendo-se o numero 8 cinco vezes em uma
linha e repetindo-se esta linha 3 vezes, vem:

xR @ X
I

o0 G0 30
|
|

oo 00 30
|

Q2 00 CC

&
L. 8 1—8.5.3
8 |

ol

Betag iR gasn 3 8 3.5

. B.5+8.518.5 ousimplesmente 8.5.3 é asomma
" das linhas horisontaes; 8.3-}-8.348.3-8.348.3
~ ou 8.3.5 representa a somma das linhas verticaes ;
- estes productos sdo iguaes, pols representam a
somma dos mesmos elementos.

. 2.° Quatro ou mais factores sendo dados pode-se
mudar a ordem sem o producto alterar o seu valor.
- Tomemos a, b, ¢, d; vamos provar exuberante-

L
4

mente que no producto axX bXcXd, o factor que
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sim que o factor d passou a O“Elp“
) sem alterar o valor 3.,

s
Y

VE=§¢ as
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ducto.,

Ora, em virtude do principlo anterior, temMoss

A
po g
L

a.b,d=a.d . b%

multiplicando-se ambos os membros deésta
dade por ¢, vem :

a.b.dc==a d5 G
b9

Por esse meio ainda se vé o factor d occupé
lugar do factor antecedente sem alteracdo do'g
ducto, L2

Attendendo que a ordem de dous factores
stractos nao altera o producto, vem :

U-d";.‘d.a ; o FL

multiplicando ambos os membros desta j"g:_";ﬁ-
¥ i *. i K

por b.c, vem :

l-ul'n ah_n Cntc A | AN
| | y VE-S¢ que o fact | s -
T Ol’d _.\d,e
1(;(.1‘0.5 osllllgal‘cs; um raciocinig lder?t?c
I .’C;lua quer outro factor ozaria d i
priedade que o faCtOl" d & ria da m

. ‘)
R, Producte de
t()d().S' DA A ey
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J gt e el i EAE 1/{1CC1T S rEs S
1]{) -A;{::ﬁ:f ¢o mesmo 4. ;/;.z.ur/’/’!f{(/) ¢ addicionar
fmn M/)/' licador pelo multiplice 8.
dao ?" el

resullados.

' | e )
|0 [ox.: seja (&l by) (C

+ somma a0 Sejd igual ay

Huppt)llllillll”‘% (ue
(eremaos .
(a4 b)(C d)==11(Ca dj==l1e - hd

% lor a4

¥ s o ' ¢ N1 0 seu ValOISGas
Substituindo=s¢ €m vez d

ge
g

VeI g

a+b) (c+d)=(a- h}-u (@ + b;d )

|\l'.‘iliu:1mlu as operagoces indicadas, vetn:

a+b) (c+d)=ac+bectad +bd

90 [ix. : seja (a—b) (c+d). b
. {1, i - S
I(cpl‘cscnlundu i a diflerenca a —b, temos

(a—Db) (¢ +d)=h{c+ d)5
el %
effectuando as operagoes indicadas no 2° memao

\ A o e b

o+
&

(a—b) (¢ +d)=hc+ hd
o

Substituindo n'essa igualdade em vez
seu valor ¢ em acto consecutivo effectuando
operaghes indicadas, teremos E:
(@~Db) (C+d)=(a—b)g t(a—b)d ou”

ac—bc +ad—bd ¢

5

O ) L] g . : l""—*' b
a Afu/{#g/zcaﬁ uma differenca por uma so
QU UMA AIfFerenca vor rriea et .



| Ex. @ seja (a+-b) {c—d).

.

Suppondo a +b==h, teremos -
a+b! (¢ '—d_ :th—*d;};:hC——hd:(a +b.¢c—a+bid :

praticando as operagées indicadas no 2° membro.
vem :

a b ¢—d =ac +bc—lad+bd)=ac+bc—ad—bd
20 [Ix. : seja (a—b) (c—d).

Suppondo tambem que % seja igual a a—b e pra-
ticando as operacoées indicadas, teremos :

a—b c¢—d)=h{c—d)=hc—hd='a—blc—'a—b d oun
a—b ¢—d)=ac—bc— ad—bd/=ac—bc—ad—bd

DIVISAO

1.> S2 na divisdo exacta, multiplicarmos ou divi-
dirmos o dividendo por um certo numero, sem que s¢
altere o divisor, o quociente fica multiplicado ou di-

-101'1-\’;/:/1 amrian DO A A1 112 0) 1111111 011
VIWIQU pPUT  COJC divC ot i

Seja D o dividendo, d o divisor, g 0 quociente ;
pela hypothese, temos:

D=dq;

multiplicando ambos os membros desta igualdade
por /m, vem :

Dm=dgm=dXgm

N ae ey reeeestEREEEEER R Se e e et e e DD 0 auia-
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) O . » . v 6) Vi ;),.!-_
e se altere o dividendo, 0 qzmcz(cn .
ue se 3 o
;]m multiplicado pelo mgsmol 11?12117(501
Fizure-se a mesma igualdac

D "dL] b

hon

Multiplicando o divisor dpcla‘ q{uantld?tcilr
dividindo o quociente g pela mesma quant lade
LNa 1

q
D=dm X —
m

Esta igualdade indica que sendo o divisor

w (J '
vezes maior que d, o quociente — ¢ 2 num 2
m
VCZes menor que o quociente g ; e recipraE

3.° O quociente ndo se alterq quando n”’uma

exacta multiplicamos ou dividimos ambos os te
elo mesmo numero.

Supponhamos ainda

D:dq

Multiplicando ambog 0S

: membros de
dade pela qQuantidade s, v

sta i
cm . Wi

dm.q i

chamando 1 ¢ e

Dﬂ]’-—"—"—dqn):

Sl a divjs

ao ¢ Csgotadg
temos - e

D=dq 4

vl
=, F

Dm=dami i e
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lividindo ainda ambos 0s membros pot b, terem
\ VI W] (L A :

Rt .
Pa

Nsa)+ b==cX( e

re uhadg

: 1V S¢ et ) 10 rest O

o continuando a divisao chegamos 10

auinte : ‘ :

‘ (N Q'3 b)+ G \ L5

. M '.

W0 (Caso » haure-se a divisao v.\':.',nl.'n.hl y  SCNCIE

A : X : ‘1 A l.rl
resto, teremes : :
‘ N=aq 4

q=bq" 1

LI‘ k‘kl\‘ | ]"

.

'

Substituindo-se na 1" igunaldade em  vez ol
seu valor, vem :

N=a(bq’ + 1) + r=abqlan H‘;

\lll\\lllllllldn -SC NEStA I”lhllLIddL‘ k] PL'O
teremos

N=ab{cq” +r") + ar’ ¢ r abeq” + abr”

s -
_|

logo, dividindo-ge ambos os membros de-. 1

dade por abe, vem :

N g abr” 4 ar' 4
- — — t‘l -l-. F— — et p— S— ——
abe

abe

{ 00
.ﬁ

Ora, a— : §
5. B8 e Pz;l'th';,;l])‘ C—1, s@o oy mmoreg
e anto g \ommu Ub"’ﬁ-ar"f’

ab(¢—1) + g (h— g
—8k ] g AP =1) T S
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. 2 e 3° ”1._ms

ldl/u. d() Z
Problema. - _Dado um !
yrmar 0
raiy quadr aa’a (or

JI'JJ’U
Dc/umuu +—()llddlddt) ¢

ntar 5() tr ata dLIS l[rl

actor qUETSE denoi i
pr oducto c.héll‘l‘lﬂd@

am producto de e

e

factores I”thlLS e

Casos. — O kImdmd() offerece tres CasOSI u——.
1.> Quando a raiz quadrada for rcprcse
por um numero sxmplu, k.
2.0 Quando a raiz quadrada for rcprese;
pm um numero \lﬂ]ple seguido de zeros. _'
° Quando a raiz quadl ‘ada for um numcr@ |
po\tn de algarismos significativos.

Regra. — Para o 1° caso nao temos ‘,L._f:;.
ma e os quadrados se obtém pela tabella m:;'-'
que se¢ chama — tabella dos guadrados. = WSS

Raizes e 5 1 6| .
Quadrados 1 | 4 | 9 | 16 |'®5 \49 !

Regra do 2° caso. — Quadra-se o NUMero si

¢ accrescenta-se & direitat do produsiERs j
numero de zeros que tiver a raiz.

9

EX. 0 (400)=160000.

Dwnonstmca() — Attenden

senta o producto de 4
;
quadrado encerr it

do-se que
0, segue-se
a 0s su,umtes factores

.r.!“
A R e L & ! s S
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1 & OQuadrado das dc./umis. |
9 v Dobro das dv;f.cnu_.slpti as
g : % S 10 aUCS:
3 ¢« Ouadrado das un 2 -
Ex : Sendo a as dezenas ¢ & @8 unidades, ‘.-“""

N p(')st() de de g N

k'\

unidades.

) ] 2

L-2ab--b

as-b)=(a

) \-) 9

53)=(5014-2X 50X 3-{=(s3)
Obserracoes

1.* Todo o numero terminado e
de teros, nao é quadrado perfeito. JINEE 40.?

,y,'

Demonstracdo. — Quando um quadrado tem
em zeros, ¢ porque a sua raiz termina ; elevang
esta raiz 4000 ao quadrado, da 16900000, qu
mina em numero par de zeros.

Ly
) a
.

: lodo o nwmero par nao dunisiyel por.f:
quaarado perfeito.

Demonstracdao. — A tformula geral dos nug
A1 : I') . Yo 2 X7 7 p J".-—'fk.-
pares ¢ {<n) que elevada ao quadrado, da:

- O

Byt W ki o
<0=4n, que ¢ divisive] por 4. &
3,0 Y-qu O numero impar que, tirada un
dade nao for divisivel poy 4. nao e"quad‘l"\"

Demonstraca A ¢ |
- a’c a() e —— ‘._‘-\1' ¢ e
impares ¢ — by ormula geral d

il Y o 01 Clevandogs

drad ) K
mhead AL IS ¢ B K B .
o T 1=4n44n41; tirande

dil"'ic- \'l‘|11 Ve { B
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Juac f: aa’a ¢ directa e:

Demonstracao. —=¢
0 dL 2 tstorcs 10L1&

que ¢ a raig quadra
f\mdmto tornando-s
um. o factor tornas
ainda o producto
torna-sc ]0><10 ou 1

' Duas raizes deffirii

numero inteiro € g
aa; afﬁrma—se qu

Ora, a ), \a—{—l
mos, vem :

Origem. ——-f;&
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f)g’/””( (lm'l por fim formar um pr d e
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P
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jactores 1808 tres casos nd elevacao 30 P
‘onsideram-s€ HE> =7 = apresentadd DR
(I“")ll(h;tll'mdu a ralz cubica € represe

. ?')?.];].;L(L'ﬂ} 2 raiz ¢ representada poriE
hhl‘lf-lcts);‘fﬁllzllf,h;l Lrltujtt“ rcPF“”“”“‘dzf p?;;)
L‘(').l,lllpn';lu nao cr)m_prch'c:-nd.ldr;.(:l(,; ‘;Cléllllﬂma e;..-"
Para o 1° caso nao existe regra i’ lti, -
bos sdo obtidos por meio de duas muitip o
consecutivas, por 1sso que O cubo ¢ um pre
de tres factores 1guacs.

P

Tabella dos cubos

e 2 13 44-9 6 | 7.4 8 | 9 /
] I B 127 ' 64 | 125 | 216 | 343 [5]21 729

w

il

Regra do 2° caso. — Cuba-se 0 numero simple
accrescenta-se 4 sua direita o triplo do nun
y 2

T
30
o

zeros que tem a raiz. Ex.: 40 =64000.
Demonstracdo. — Attendendo-se que 40
senta o producto de 4410, segue-se que o set
tambem conterd os mesmos factores
X104 107410 ; ¢ segundo o princig
a ordem dos faclores nao altera o prod
AXEXAK 10X 10X 10=64000 : ora. coms
¢ste numero com o resultado ob,tido'-i"

obscrvaremos que 64 r
i JxTrepresenta o
snmples, € que tend P 0 cubo C

O este de ser mulsi
100() accrescentaremos 3 Zeros é-sua!g
o triplo dos zeros atie tons & bl

T 4

"
'y -
1 Camaal
i



e A ’;=1H.
W |'l ||I|“‘ ]“

s |
L

O, i
| N
L (IS

ATy

(001 (] .I.{‘(i_t

X : ’

OO |- TOT 101.-‘

.

RN RN A T 8 _‘;;-.- L
Py s

VLG TOTER LR *51_1_:1*

|
BRI
Nacmulbphcag i iﬂ L
o Cubon da o &’ 7

mlmntvm“tﬂvvudﬁrﬂm
LONNTAINION ON ||l|\|ﬂl "rlfi L&
l_m.-lthhr Cf4) n’lL"ll,:_"f

multipheador palo prim
mamos o teiplo ln
mowsemelhantement
do nmlltplltllkhll‘. ;{;w--yeus |
quando lllllll’ilﬁnc'

4" o unllli|1llu‘ud'

N T VEmos I_\(Jl'fx% |
Juidradon de tocas us
e wem entrar prod

|'|“l'|lt'ltp LIL‘- (HOD ()

o "'

8
| lun .‘r“‘!“ "“’y 10



BN RSS Wy

P“, = ]()tf() todo ﬂ

livisivel por B8 ni 10 € k.llh() Pcl?flt’l"() d
ar ""}’. “I,' ) numero ler ninado en nt
> fde) ;
J c.)' ! ) :; ”LT’) ( ( [[[7(} }’(’/LZ[()

J! ) { ;“l‘r-"-‘,-' t{‘ to
J')l” | ‘:l'fi' 1caon - ] t.|~l L|L~»Lll\ UI\ IlTlt&l‘l y
’ 1onsire : F.
‘ )‘[( 1l (hlwl"l( 10. 56 \L a]llL nao |H) ¢ g
\ St i . €

acabe tambenté

g 1tao o numero le ZCIoS l.l‘-') Lllh() Lll!.\(clos
o la raiz cubica ¢ portanto Ml Lp

i s > 0 0 b .‘r’

"L A relacao que wxiste entre o cubo e a .f

R | o) l
» aue ¢ divisive
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Cedst)

minar ¢m Zeros SCIN LI”L
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" P

ica ¢ directa de 1000 para 10, isto ¢, c]umzda
torna-se 1000 pezes maior, a siua raig tor “
' ol .

L 'It):;::::j:_\h acan. () cubo sendo um progc ﬂ*
3 factores iguaes, e, arelacaoentré o "-:_r-
os factores directa, segue-se que o produc:
nando-se 10 vezes maior por um factor, »-w,_‘;
tambem 19 vezes maior pela parte do 2" e

es maitor pela pdtu_ do 3% a raiz tdmbem r"_.

maor.: gz o1 .—:.lH()l) ":’
1.7 O cubo de um numero composto de @
wnidades consta de quatro partes : c‘

I* 0 cubo das dezenas; 29 o triplo do qu
jd- dezenas multxpllgado pelas unidades:
das dezenas multiplicado  pelo quadrad
dades; 4 0 cubo d ik
ades ; 4 o cubo das unidades. ..
. - - ' 1 ’z'
Ex. : :.,:-.-h, a, dcxcnas b umdade&.
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{fsmonstracdo. — QO numcl:O Pre
representa o quadrado de um m‘mw.r’u
o encerra 0 quadrado das dezenassas
po1 ISSO €NCCTrT« ] . contenas nao ln 1)
que dando pelo MENOS CEULEHCAEES araos
unidades nem nas dezenas, por ISSOSEP o
meio de um ponto os dous ultimos alga".,
direita ; applicando ao numero resultante ;
raciocinio, separamos outros dous '*
assim por diante até .dl\’ldmnns todo o num
classes de dous algarismos.
Extrahe-se araiz da ultima classe @ ese
porque sendo o numero dado composto d
drados das diversas ordens da raiz, §@
ha que as classes da direita nao represe
quadrados perfeitos d’essas ordens, por i
altam-Thes as reservas que affluiram pa
querda, d’onde concluimos que a ultin
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‘\j:dcd“;jlallurﬂil/.,T::r.]:(')rjss:q .raz{u_) extrh ne-s
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factores do pr Tu.; ~>d ordem representg um dos
ac > U0 producto acima mencionado que ¢

ci.\pt’c.\‘.\u pelos  restantes algarismos dg esquer
da, segue-se que dividindo=q pelo outro fgctor

triplo do quadrado dq "1z achada), o quociente

SCra o outro  algarism d: , ' :
g O Qasrdiz e assimi suctecs v a.
mente. e M Successy a

As razoes d’ahi em diante succedem-se.

Observacezs

1.* Os algarismos dg raiy sdo tantos quantas fo-

rem as classes em que o numero se dividir. :
2% Determinar a raiy quando ¢ forte ¢ quando
¢ fraca.

No 1° caso facilment> se reconhece, porque o seu
cubo € maior que o verdadeiro e ngo se poderd sub-
tralir das classes consideradas.

No 2° caso compara-se o resto com o triplo do qua-
drado da raig achada ‘que é menor), maiso triplo
dessa raiy augmentada de uma unidade ; siesse resto

Jor menor que a rai; achada serd ella verdadeira :
10 caso contrario sera fraca.
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sommando as duat siguanldades o
et as gualdades  ordenadamente,

A B =T 4- CQ’;

pondo e evidencia o factor ¢ ¢ substituindo
em vez de A + B o seu valor, temos :

S C ( QS

Gy YEM ° :

ff‘

e =240 ()
G

Se Q ¢ Q' sdo numeros intelros, a somma tam-
bem o ¢ 1 ora, se asomma destes dous numeros
representa 0 quociente da divisao de S por G ¢
porque € divide exactamente S,

20 Principio. — Todo o numero que diride a um
todo e a uma de suas partes, duide necessariamente

a outra parte.
Demonstracds.—Seja S o todo, A uma parte ¢ B
o outra : wepresentando 0 quocienic pot Qe o di-

visor por G, ¢ applicando a propriedade do divi-

dendo. teremos :

& -

b 3 . b - .

il Q ou S —— k:Q : — Q ou .‘\ ho— (aQ .
: G

Lo

subtrahindo ordenadamente
da primeira, vem -

segunda igualdade

E LN et ) s CQ’ 3
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R o U 6 T b
B=GC{Q i g
nbros d’esta igllﬂ!df]de 5-‘3’

vidindo ambos 05 Mcl G ;
Lll\ldl”d lemonstra o plmuplo §

(. vem a seguinte que ¢

l % -
_=Q=0
C i

: : B ’«_-:' .
Ora, sendo Q e Q' numeros NteIros Q > O+
. . : » . - 9 .O v ';:._-'.
que o 1° dividendo ¢ maior que 0 2 7 ad.dlffieren ‘
entre clles tambem ¢ 3 logo € tambem divide a.

3° Principio. — Todo nwmero que divide a oulro,
divide a qualquer multiplo d’esse outro. e

Demonstracdo. — Seja A um numero, A M m
multiplo, C o divisor ¢ 0 quociente.
Pela hypothese :

A
a2 QO AT
(3

Multiplicando por M ambos os membros
igualdade, A M—=CMQ ; dividindo ambos 0s 1

bros por C, vem : -

O producto MQ ¢ inteiro i, & L
¢ 1nteiro por se ot
seus flzlct F rem intei

ores ; este producto repres ) qu
_ ARt esenta o quc
ente de A M dividido por Ce ¢ porisso que C d
de EY.'-'I(‘f.'.'In'lnnfn D L~ L LAl 1 . A ; q_""“.le



”."l(,/ 1’: z'mzpm.‘—-‘. Sendo uma de duas parcellas divi-

el por um certo numero e a outra ndao, a somma

nao ¢ dwvisivel por esse numero, e dd o mesmo rest

que a parcella nao divisivel. : -
‘D:m(_mstmgfio. — Supponhamos a divisivel por

}‘ )f b nao ; atfirma-se que S nao pode ser divisivel
i D, o

Ora, a5 =760

“'\ s e e -~ ;
b == CqQ =ik g iCalbgs

sommando ordenadamente as duas igualdades,
vem : ] |

a %~ Iy == cq + Cq’—*—l"

O resto ( r ) é menor que O divisor (¢ J, por
que a somma S dividida por ¢ da para quoci-
ente ¢ + ¢’ -+ r, 0 mesmo que se da na divisao de
b por c; substituindo na igualdade ultima a 4 b
pelo seu valor, vem :

S =G =G T

5¢ Principio.— Quando a sonma de dous numeros
¢ divisivel por wm nunero e uma parcella nao, a ou-
t-a tambem ndo o €. dd pard resto 0 que falta ao
resto da primeira parcella para igualar o diyisor.

Demonstracdo.—Seja S a somma, a a primeira

Qs : _se 0S quOClH-
parcella ¢ b a segunda ; representem-se 0S
?
entes por 4 €

i .
Pelas propricdadcs dos dividendos

3
S—cq;a=¢ ~+ T

Subtrahindo a segunda igualdade da primeira,

vem .

’——-"—
IR B o L oL r



Sor Ser 0 TeSLO {4 2 o s i - S A
i Cl]tdnd()"“"v p()l / Uil novo l‘eStG,_.

e repres
remos
g O I
Ora, { )¢5 gus falta a r para S€r
{ivisOr (- C/ e POEISEORVENER e
S —'a=cq—€q AT
S-——a:-‘k.q—-—gq—;(,-—r

a ultima WualdadL 5—-—-4‘-"

Substituindo nest
factor~ ¢ "eil evidencia.

seu valor e pondo O
seguinte :

o resto |’ ¢ menor do que ¢ ; conseguintemente
a palgelld b dividida por c¢ da para qu
g — ¢ — 1 deixando para resto r’ ), 1sto e G
falta ao primeiro resto ' r para x.ompletar

VlbOI' C.

r
X -

s Principio.—Quando os factores de um pr
nao fo; em divisiyeis por wm certo numero, o
cto dividido por esse nummero dd o mesmno resw
producto dos restos dos factores.

Demonstracdo. — Sejam os factores a e b
v1sor de ambos, g o quociente da prlmelra;_'

e ¢’ o da segunda, 7 o resto da primeira e
segunda.

Pela propriedade dos dividendos

R



\\lllllrllg'illlt.ll) o U N B VR R TR U e S BN B TP il S o g oy
iwualdades ordenadamente, vem -

O

ab = cqq’ + cq’r -+ cqr’ - LT

pondo o factor commum (¢ €M evidencia, temos :

ab = c {cqq’ 4 I TCraEs Tlns

1 da divisdo de ab por ¢ ¢ igual a0

In:_m O 1resto
da divisao dos factores a ¢ b

producto de r X 5

por C.

Caracteres de divisibilidade
1° pOR 2 E D E SUAS POTENCIAS

A potencia do graom de 10 ¢ um multiplo de 2™ e o

Demonstracao. — 1'omemos 10™, que em virtude
1a definicdo de potencias, vem .

Lo = 10 3¢ 10 3 10 3¢ - % ¢ 10

P S ihEe substituindo na
alores, teremos -

e

Attendendo que 10 =
i-ualdade acima OsS seus Vv

Lom =9 5B e

Attendendo ainda que a ordem dos factores nao

altera o producto :

lll“':_i:.).'/'-{\l).;x 2>< Ry vt ><

ou 10m = 27 X &=

2X5x5x5xuux5



o T 1010 (0 WITPee sy S L ey S
a um multip [oarisinos a direita quanie

v - 2 ] a
. formaao pol tanios ats .
£ '}adcs do expoente da potencia.

forem as wnid ©
_se um numero Compos
5846 por exemplo. =
o em dezenas e u

.o
-L = 3

- e
- '1_‘_
-

I)UHzmzstraq:‘do.-—-l* igure
qualquer ; s€ld o numero
Decomponha-se €ste numer

dades :

a0
i
X

=846 — 5840 +6 = 584% 10 + 6 =

Jha-se 0 mesmo Numero 5846 em cer

Decompo! . ! . :
ades, ¢ ainda mais cm milhares e uni

tenas e unid

dades. 3
=846 — 5800 + 46=58 X 100 4-46=58 X 2

2346—5000 + 846=—=>5% 1000 +846—>< 2% 5+ 846

‘Para que um numero seja divisivel por 2 ¢
por 5 ou pelas suas potencias, ¢ necessario g
seja O numero formado por tantos algarism*
direita_quantas forem as unidades do expoente ¢
potencia. -

, .

D’ahi conclue-se que os numeros sao di
porsz quanc(ij(_) terminarem nos algarismos 0,
ou 8 ; sao divisiveis por 5 :

5 0s nume
RSy ros acabac

&)o
2° POR 9, POR 6 E POR 3

Toda a o -
( potencia de 10 ¢ =
s de 10 € um numero mul



el

¢ desdobrando GS‘
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‘Tf_‘du O nu
3. mais a somm
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90 pIVISIBILIDADE POR Tl

_-_"‘. N X
] :’a'fﬁ‘ X "'"“_" A

1 erdu par de 10 (ou wmauEe

Uma potencia de grau pal de i d-() 11 mais ] o
de de ordem tmpar ) ¢ uimn mulliplo dc g
Uma potencia de grdu impar de 10 (ou uma u
dade de ordem par ) € uin multiplo de 11 menos 1"3:;—-;

Demonstracdo.—Dividindo uma unidade de
quer ordem por 11 obtem-se successivamente f*
restos 1, 10, 100, 1000, etc., e para quoc1ente-_s-_%
90, 909, 9090, 90909, etc. e

Figurando diversas potencias de 10 ( pares ) e des
dobrando os seus valores, vem : -4

>,

2
100 =10 =11.9+1 —m.11+1
p

A
6
1000000 = 10 = 11.90909 +1 — m . 11 - 1=

£
p e

e etc.
Para as potencias de grdus impares :

4 Lf)se="]1 =]
1000 =10=11.90 4+ 10 = 11.90 < =S
+11 — 1 =1T.91 — 1 — m. 11, ~=SiS..

L
-
Wi

Qualquer numero composto ¢ um multiplo
c_zugmentc‘zic{o da somma dos algarismos da
mmpar, e diminuido da somma d S1m0S

os al SIMOS
e | garzsma.'.s_,

g 00
R

Demonstr

acao. — Tome-se um numero qu:



’(35/38 — 6000 +500 £330+ 8 .=
-6 X 1000 —}\- 5> 10043 10 48
! :

— 6 1045 1043 10+8

3
Attendendo que 10 € ] W
- d que 10 ¢ uma potencia de grau impar
¢ que 10 ¢ outra de grau par, vem :

6(m.ll — 1)+ 5(mali G el G

Multiplicando, teremos -

— (_').m.ll——-G+5.m.11 it ) e 3-8

Pondo o facter ( 11 ) em evidencia vem :

— 11 (6.[‘1]—}-5.1'1]-\"3) +(8 ’}“53"""‘(6 +3)?

ou simplesmente

Todo o numero ¢m qu ! :
das casas pares, menos a somma dos alg 1smos das
casas 1mpares, a contar & 4
multiplo de 11 € divisivel por 11
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enire sl

Ju [Im numero
|\rimn com eclle.

primo que nao divide a outro é

PROPRIEDADES DOS NUMEROS PRIMOS

12 Todo o numero que divide um producto de d,
factores ¢ ¢ primo com win delles, divide necessaria;
mente ao outro factor.

‘Demonstracdao.-— Seja AB um producto d_e dous
factores A4 ¢ B ; represente-se por D o divisor do
producto sendo primo com o factor 4. e

Dividindo 4 por D, a divisao deixa resto :

A
— ="Q 4 R ous A —i[DEeuy
D

Dividindo o divisor pelo resto, a divisao tam
deixa resto : e
"
S Q? AR T AL RQ’J.'- R? -
R ! 8

continuando as divises n’esta
vem as seguintes igualdades :

R = R’Q” MRy
R R”Q’”%—Rm,

¢ assim por diante até que o resto iguale a uni

'Su.pponc'lo que o resto da divisao de R
seja 1gual 4 unidade, temos - S0 ()

mesma propor

RV R’-”Q””-}- 1
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42 O numero primo que awllair uind POCitCiGggy
quer, diride tambem a raig d'esta potencia. k.
Demonstracdo.— Supponhamos 0 NUMEro Prifg
4. divisor da potencia B"™ ; pela definicao de po-

tencia
B = B. X B X B X Uit

O numero primo A divide a B™ ; em virtuded
propriedade n. 3 0 numero primo que dividir a um
producto, dividira a algum dos factores seus, qug
no presente caso é o factor B ou raiz de B™. ==

5% O numero divisivel por outros primos U
dous a dous ¢ divisivel pelo producto d’elles. E:

‘Demonstracao. — Supponhamos 4 um numers
divisivel pelos numeros primos a, b, ¢, | prinos en-
ire st dous a dous . -

Por hypothese vem :

A
o€ [0 ) 0 B 6 T
a =
b dividindo A4 e sendo primo com o factor a, ¢
que divide ao factor ¢ ( 1° propriedade ) e po
vem - : +
4 : 4
g.nqlc;nente.c sendo divisor de 4 e primo co
'vide a g ,; se g ¢ um producto dos factores b e

¢ sendo primo com &, divide impreterivelme
outro factor ¢’ , isto ¢ :



‘!?illll‘ilk'illldt) a8 101:
o l:'l;'lld' - Wy _.
e, gualdades o d(.nadamcnte, tere-
.
AKIL] : LlleL]L]’(_]”

limimando os {

, actores ¢ i i
bros [ gg’ ), vem : mmuns aos dous mem-

A e abogl -

\Ilm‘\'ulmdn ambos os membros por abe, vem a igual-
dade que demonstra o principio :

A
—— T q”
abc

Conclusdo. — Os caracteres de divisibilidade por
productos de numeros primos entre si, tem origem
n'esta propriedade ; um numero ¢ divisivel por 0,
por exemplo, quando for divistvel por 2c por3;
quando um numero for divisivel por 3 e por 4, ¢
divisivel por 123 ¢ divisivel por 15 quando o for
por 3 e por o.

Gt cA condicdo de um numero qualquer ser divi-
sivel por outro, ¢ conter tod?s 0s factores prunos que
esse outro, ¢ que nenhum delles tenha expoente me-
nor 110 dividendo que no diisor.

4 A um numero e b 0 outro

)?) J ' Cd-()-—“_' Se. s e
Demonstrag ) ¢, d'onde temos :

por clle divisivel exactament
A
B e o O A = bg
b

' o dividendo
[sta condigdo ¢ necessaria, porque .

gt ciente, precl-
sor pelo quocientc,
‘ cto do divisor isor ou
san g Pr(())g':::m todos os factores do (]itliwlsig;dor
san;tc- n}'ccabndo o todos 0s factores do multp
multiplic

ou quoc1cnte.



e 5% 27, ¢ cicivel por €lles SEPalSEEEE.

"33
’ } &8 -
C - o -

, A 1. /l,;-. ".(A::r—’"!'wf‘ut_ jid () pr ' IC
P & 914 ’if 7”! 7 ,;J,fIJJJ 1;;;1 ’T‘ s jﬁ, ’lu - _‘-_I
] oY o b v ’
mos. cujo producto ¢ ja izual a um num#ropr
! T e

=40 node esle 5¢1 ;’_’3 g’ ao },f "/jl((f(; jﬁ’ Oulras |
N . - quer isto dizer que uim Numero
o St de um systema de _f k-
cr fjf:(’;uz,/x.'.’; 77 rZQa i
primos.
Dzmonstracdo.— Supponhamos A um num et

o E . el
& g o r HSrithiocis §» 4 { %r!c ‘ . C
a. b. C (/. i s _4_.5—.'.-.( s :-.-i- ). U 1 li :

nada
s 7 < P
e

Nz realidade o numero A nao pode ser deel

s §IIN AN L 73 .—“‘
posto em mais de um svstema de factores prn
porque o NUmMero que dividir ao numero pr

dlsl]ird a algum dos factores a. b. c, € coONS

nurmm primo que divide outro é uzlp cterd

I'

mente igual a elle, € claro que 4 s6 p« 2
sores primos iguaes a 4, b, c. B

& O numero que ndo € quadrado ¢ ndo € Vi
por nenhum numero menor que a parte inteir
sua rai; quadrada. ¢ primo.

‘Demonstracao. — Represente-se 0o nume
quadrado que nao admitte divisor mfenor
inteira da sua raiz pela quantidade N ; que
monstrar que este numero ndo admitte dlv
perior a ella. Sabe-se que

N2V NXV N
dado o caso de N ter algum divisor superi

te inteira da sua raiz, representando esse.
por D e o quociente por (). vem -

N = D0 k-



raiz de oI US A Darte it
uma unidade § ey
v QU DOF SUQ ves

l € em menos dl unlm lun‘i:.‘i.u:i?
020. SCI - : :
As 111‘:111\‘1\: ]iktilllmcizr)\‘\"" N SCra Q <V N+ 0 sene
ra da raiz : por rO. ¢ igual ou inferior g parte intei-
o da e » Portanto existindo a relacio Ne=D\ )
N lera um divisor menor Jque a |\:‘n‘lc.inl*"‘\(!"
SUQ ratz, 0 que nao tem cabimento. nor i o
a hypothese. B Rl

o N pelo menos em
1" .‘.:-. el l\ux]{\‘ \l ‘l‘gll,-‘ k\\\l\‘t‘] \IU \
ditlere da parte inteir

— D'esta propriedade tira-se g

\ conclusao  se-
guinte : e

‘Para conhecer-se quando um numero ¢ pri
R i ; VAT ¢ro ¢ prano,
basta cxperumentar a divisao d'esse numero por todos
OS NUMeros primos successtramente até achar um
quociente 1gual ou inferior ao divisor respectirvo.

Se 0 quociente for igual ao divisor respectivo,
clle sera a raiz quadrada do numero proposto § se
nao for. ¢ claro que a raiz quadrada seja menor
que o divisor ; em qualquer hypothese continuar
as tentativas ¢ perder tempo.

b 0% () numero que ndo ¢ primo admilte pelo menos
. wm divisor prumo.

. Domonstracdo. — Seja N um numero qualquer
. nao primo. : 1o
B ¢ ecte numero nao € primo tem um ot 11}1]111.\‘ I~
yisores primos. necessariamente o menor d-efles a,
- R ece teria um divisor & menot
¢ primo ; S¢ nao o fosse teria ull : i d
e elle - & dividindoa dividiria M \muluprln de a s
- - enor multiplo de IV, 0 que €
entdo g nao seria ol

contra a hypothese.

100 O numero que
defacmf'es P?‘”’HOS- e
R O PN Supponhamos A um nun‘u.r‘l
;.f”?"":fmgste' L uimero. Admitte pelo menos &
10 primo ; L

-~

do ¢ primo ¢ igual a wm pro-



Se 4 for WM NUMEro primo, o principio
Lt ¢ se ndo o for, admitienn divisor prim

e enic Vile
- b@,'
— ‘\..1 -
L iraindo ¢ pelo seu valor na primeira 1gus
.:..,._' \.‘- ]

Se g for numero primo, O prm\_;plo e:,té

l

jo. mas se o nao for tem um divisor p ué.._f

q— 6q°-5

substituindo ¢’ pelo seu valor na igualdade pst
dente. vira : :

e assim successivamente. -
Os quocientes diminuindo a proporcao
effectuam as divisdes. Nao pPodemos deixar €&
gar a um quociente que seja NUMEro pnmﬁ' e |
conseguinte O numero proposto serd
produx.to de factores primos. 4

\MODO DE OBTER A SERIE NATURAL DOS
NUMEROS PRIMOS :

oy y:

Para conhecer os NUMEros pnmos >x1ste
desde 1 até 100, é necessario determm




l}l]
ol o) o "’ l’o..ulc

OS NUMEros divisiveis S, o i e T
' VEIS P()r S1 N .
: 1CSMOsS ¢ pcl -
‘ uUni-

dade.
lY(.)_i; NUMeros primos inferiores a 10 sio 2 3 5.7
asta supprimir da serie 11, 12 13 141 e
todos os NUMEros Juc nao ti f' ik 14!'1? o
3.5 0 1 para desaiine > tiverem por divisores 2,
‘ . . )S NUIIETO0S Primos ¢ |
. . . - ? . : Om 2)
hendidos entre 10 e 100 5 porque S(}: 2,3, 5¢e TPSFEEC(
- . » - ’ < o S ‘ 1 : . )
(;:l :nm,qs l.nu_mc.m.s primos inferiores a 10 todo o
numero ferior & | > Na visive |
: 4 a 100 que nao for divisivel por 2.

3, 9 0ou 7. € NUMEro primo.
Para u:'hcgaz a este fim supprime-se da serie na-
tural 2, 3,45 0, 07 i s
1¢ Todos os numeros que ficam de dous em dous
principiando pelo numero 2 exclusivamente ; 4. 6.
8. 10. 12, etc.. que sao multiplos de 2. :
2° Todos os numeros que ficam de tres em tres,
principiando pelo numero 3 exclusivamente ; 3, 0.
0. 12. 15. etc. [ alguns ja excluidos = ; sdo estes 0s
multiplos de 3.
3> Todos os numeros que ficam de cinco em
cinco, principiando por 5; 10, 15, 20, 25, 30, 35
tambem alguns ja excluidos | ; todos multiplos de 5.
42 Todos os que distarem de sete em sete, prin-
cipiando do mumero 7 : 14. 28, 35, 42, 49, 56, etc.
multiplos de 7 . 5 1 4
(s numeros primos inferiores a 100 sao o0s se-
_ > i . ey e i 4
31 0 uniCO par )y 7, 4 i)(. 1.—‘]]..(‘137*%1.}'?,’}2‘-’37 i:;
a1 RV 2 T T

- = as divisores de um
Lo macao dos
el numero

ctores primos de um OU-




o !
K ] C/))'}'l'c C-52 O NUMero dado PL’IOS (7
\;“‘_f_f SO L —— i ! -

' 9. 3. 5. 7,11, elc.. de modo que nao exes
Wwimos 2, 9, 2, 1, , 3 B
{1 sua rai; quadrada, ate (JC‘-/ZW um ’f_"”lerf
e o divida ; effectua-se entao a divisao. S

-

434

‘Pratica-se com o quociente do mesme modo
O nuUmero a’cm’r;., {I!!r.’udcndn que 0‘ %uc,)czc_v
pode admiltr divisor menor que o diviSorSp

dente. i

Continua-s¢ a operacdo ale chegar a un
ente que seja numero primo.

I'xplicacdo.—Scja A um numero qualquel
menor numero primo que o divide. Represen
por () o quociente da divisao. vem :

A
~—=4)  ou A=y

d

Decomponha-se o quociente @ em factores
Mmos ; seja b 0 menor numero primo que di

| Iunca menor que a j, e representande AN
quociente, vem :

— = Q- iol 0= SHGE

substituindo na primeira igualdade o valor d
temos : _

A:aXbXQ’

?

continuando a decom

assim por diante.
Concluir-se-h

tiver para quoc
P

por @ em factores i

a esta decomposicao quand
I€nte um numero primo.-

£ A

ara maior clareza 1O e=SE 0y it



———

P > LILELE) .
clente .“)'I.}q 1Sto ¢ Cro por 21 tem
J 3

~S€ para quo-

7350 = 2 5/ 3475

I)LU)mp(me 3()7
dendo ser elle

1225, de modo que %) da para quociente

3675 —= 3 S 205

Decomn 995 W
ccompondo 1225, que ¢ divisivel por 5, vem :

V) e oy A4 X ¥
1225 = 5:¢ 245 :
245 ¢ divisivel por 5, logo :
245 — 5 X 49 :
Decompondo 49, que é divisivel por 7, temos :

i PN

Conclusao :

l.‘.-)
R —0 35X 5 T T =2 X3 X5 XT
Seguindo a disposicao vulgar, vem :

&4 5350
3675
1225

245!
497x’7

UICJTOOI\D

dos divisores

umero total :
ALell se a seguinte

etermin 3
i Para d o5 formar, apphc.,a

i numero sem
propriedade :



f’.l'}”}['lfll AF Wy | e TS ,-__'__"rl
‘da um de cada uma unidade.
P

ao pro luclo dos
AL itlando ci

Demonstracdo. — Heja .

A = an bmgs

Iwmu.m'iu 0s divisores de A, vem
| . a ¢ a2 ¢ B9 e ... AN IEE

‘. (_'

esta serie ¢ composta de (72 |- 1) divisoresgs
plicando cada um dos termos d’esta serie por

b, b2, b8 . s ienal bm, S

1 €
n -4~ 1 ) diVIsOTes.

Uma vez concluidas estas multiplicagOesssg
que m n-41) ¢ o numero dos divisq S 1o
mente formados, formula esta que addicie
esta outra ( n -+ 1 ) da 1° serie, vem : g

7
e A
5 :

o ¥ A

. *"
[

n 1) mint1)="n+1) (o

Multiplicando por
R
todos estes divisores, tem-sc a origem de
series, cada uma contendo (n 1) [ m-
visores 3 8 (n4-1) (m 4 1) representa c
dos divisores novos ; addicionando esta u
mula @s outras ja obtidas, a somma re
numero total dos divisores. -
s R -

C,Cz,c:j,,,,,,.,(:ﬁ

L

m+l)m+1)+s(n+1) (m+1)=n+ 1)“( 1

il o .’1-4 5 & -.'" p



hcoria do maximo ¢
formacao de -‘

O M divisor o
ARRANRDSS

tlodos os divisor

:l ‘l w es > &
ous o mais numeros Com

() numero e :
. qUC S¢ contém exactamente em dous

l\'-" 1[“[“'\.‘ lllllllkl(‘\\. 1(,' ,l A,
(1 L ]d( LN Y
l..\n

O di\'i\‘ﬂ]' .
‘ commum dos numeros 15 ¢ 24 &
O numero 3. umeros 15 e 24 ¢

ml{: t\l :ll:i]lilltl\; 31\1\}_11;3::\0 :Tg:gi]?a 1C~XISte'm necessaria-

: ' S LC 1S desiguaes, 1sto é.
um mator que os outros. — A determinacao d’esse
malor commum divisor € o estudo de suas proprie-
dades ¢ assumpto de muita importancia.

\[ANIMO COMMUM DIVISOR A DOUS NUMEROS

PROPRIEDADES

12 Propriedade. — O maximo conumum divisor a

dous numeros € ioual ao maximo dipisor comimnum
1o menor e do resto da divisao do maior pelo menor.

Demonstracao. — Sejam 0s numeros a ¢ b 5 Sup-
ponha-se a > b ; represente-s¢ O quociente por ¢ €
o resto por r da divisao de a por b :

d

L =g S Y L
b

ivide a bq :
Todo o divisor commum a a € p divide a 07 ;

: ; bg, di-
lividindo a somméd & a uma das pa;gbeléars g,
i 3 m & :
iidc a outra 7. pOrtantO ¢ Com‘n(l:uz; e AR 78
Todo o divisor commum a/



i I C Uy UIYIMG d oWiitiidal Sl Ut ""‘!';a":'_

JIHTUD 7 Y 7-

loro ¢ commum a g e b -

‘ ivisores communs a a ¢ & SA0 p()rt uw

11l juc os divisores communs dbg,r; h. ,
FTIUSITIOS | |

naximo commum divisor a @ ¢ b é tambént ,,1!

vumo commum divisor a b e r.

»

‘Regra geral para achar o ma,x:[;;.,,, COMmmitingg
o .,_"";’t JH!M HUMNC)IoS d'm/m ‘[)U'ld(‘ -5¢ 0N
:Ir Hor pe .H Ienor, o menor })( /() "¢ \{U ¢ Cad
Hmr‘r n._.N.’H/t ale (/H'-l,’c” a una dn'zsa() eX

J

mo donsor € o MAXING comnum du»‘zsr)rp

Us numeros dados SCrao PI’IH]H\ cntre Sii
ultimo divisor for a unidade.

Lx. @ Sejam dados dous numeros 4 e y. 5.
meiro mailor que o wffllndn; rcprcstntem-
]mmmlu por ¢, Q°, Q" ; sejam 0s restos
&, Dispondo xwtmdn a regra, vem ;
e

A|B|R|R A=B X Qi
B=R X Q'+ Rl

- o
— g

Demonsty acao e explicacdo.—Sendo (R} @

divisor de sj esmo, tambem o é de /R
sido exacta g dnuao

P ,,
; logo, ¢ de/ R y - Q'), f |
Seu multiplo : / R’ ambcm ¢ divisor de (AR
jm. O numero

que dl\ldc ds partes de W.-'
vide aq todo,

¢ purlsso O maior commum di
entre 'R | ¢ 2%

’ .t 0mesmo que entre B e

Sendo 7 R “divisor de R) e de /B) go
"11: tdmbem o de g X Q) que ¢é ¢ soif pl
. ' tambem ¢ divisor de /4 , o i
a f.‘ . - SN
ol que d!‘ldc as partes de um sAd.



I e it

me v i AR
Hguremos os dous 1cihor facilit

dar q et a7 -
_ NUmMeros 754 o4 questao
rar o m. ¢. d entre clles, 3ok E5 para procu-
|‘H.\‘|\nlldn .\‘cgllnd() daregra, vem
ol o, ' :
l | I r :3 | | .
vEpl | _l v 4 G 7:"3“5-:435‘;<l 4-319
754/ 435 | 319 [ 1161 87850 4353101 {116
- l ] -Jl.l.;;l](;'xg __}_ Q73
1190116 | .87 .| S0 e
| [ ‘ ; { HJ,:'_: 2£)/<:{

—

" —
—

\pplicando a estas i

. ¢ a ¢stas 12U 2 YN e 1S 1 1
R gualdades o mesmo racioci-
e ppiicado as igualdades do primeiro exemplo
facilmente chegaremos ao mesmo resultado. |

2 “Propriedade. — O m. ¢. d. a muitos numeros
nao se altera substituindo dous d’entre elles pelo seu
Y. SR

: ‘Demonstracao. — Lomem-se tres numeros 4, B,
C ; figure-se M 0msCodaamsiuchls iy icostl S Ch=
tre A, B, C & 0 mesinOMIEINcH(e:

Na realidade todo o numero que dividir 4 .8, C
divide tambem a M, m. c. d. entre A ¢ B portan-
‘o todos os divisores communs a 4, B, Csao divi-
sores communs a M e C.

O numero que dividir a M dividird aos scus
multiplos 4 ¢ B; 10go todos os divisores communs
a M e C sao tambem divisores COmmuURS:d B

32 Propriedade. — O numero que divide dous ou-

tros. tambem divide o seu maior disor commun.
Domonstracdo. — Tomemos 05 numeros a ¢ b ;

supponha-se que 0 SEU m. ¢. d. seja obtido na
quarta divisao :

( | Y | L) 1)
ESe lq-!t—l—-- ga:: Dl
T I et e et
¢ ' lj ! r | f r ] ] P
giia e R
Juts i SR “ l I l .



I"Ilh‘. I:llllll)(_‘,lll ar, m L“Vldc’u l’q’ ')orquie,,_,;
plo de r e dividindo a b e rqg, tambem divid,
m dividindo a »’ divide ao seu multiplo 7'q’,
vidindo a r ¢ r'q” tambem divide @y
Por esse meio m divide todos os restos com

d. que ¢ ultimo de todos clles. L

1" Propriedade. — Multiplicando ou  dipi
dous ou mais numeros por oulro, o m. €. s
multiplicado ou dividido por esse numero. e

‘Demonstracao. — 1* hypothese. — Sejam dé
dous numeros ae b ; r” o seu m. c. d. :
Dispondo o calculo, vem :

210

o Y E L

b X

ol

0

Multiplicando a ¢ b por n, temos
de procurar o m. c. d. a an ¢ bn.

Dispondo o calculo, teremos :

) 2) 29

o 7 8 I o | |

an {bn | rn | r'n|r”’n
milene’nl 0

Ora, o dividendo ¢ o djv;
pelo mesmo numerc
{14

IMas o resto

), O quocie

ml‘llf:r\l:,-,_ - [

sor sendo multiplica
nte nao se alter




¢ hnalmente o
racao era (), g.ﬁ

quer quantidade n
ZCT 0. N
l.ogo, o m. ¢. d-i-r

2* hvpothese.—°
Decterminar o u,
rarom. c¢. d

\lultlplu.ando a,%

. d. vem :

mais numero
entes numems‘-.
771 O seu m. G.




i i

n|”n) entre sl

IHHHV“V'I j .-ﬁ
‘II( Kl ILIL N (”l”“](' tl \(."l.llntc l"

[)'esta proj :

i Proprizdade. - Diridindo d({HS ou ,g,
meros por oulro, de lal 1modo qgue (LS'QIf()CZC:ﬂt@
numeros pr os enlre st, 0 divisor cmpregado
m. ¢. d. aos numeros dados.

‘Demonstracao. Huppnnhdmt)s que .sc;a
Meros pr |11|n'~. entre si (] 5 c] ]N.ld Pl"()p]‘lcd sﬁ',

til\lk{LIILllJ vem . [_l.-jf

ol L{Ll

b ' dq1

Ora, s¢ ¢ ¢ ¢’ sao primos entre st por hyp r1 
o seu m. ¢. d. ¢ a unidade (1), logo, o 7.
tre dg ¢ dg’ ou entreacb ¢l ¥ d = d, qJ
divisor empregado.

“.1

Propriedade — O m. ¢. d. a dous ou m ats
meros ¢ igual ao producto de todos os factores
mos communs a esses numeros affectados do
cxpoente existente entre elles. |

-

‘Demonstracdo. — Tomem-se 0s numcros
supponha-se que elles decompostos em seus
res primos apresentem o seguinte rebultadoi

o
A = al X b3 X ¢
B = a3 X b2 b

Sejd 0 numero D = 43 X b2 i 8
monstrar que este numerg seja o m. c. d. &

Meros dtldf)\, ()ra D
¢ divis
conter lstr)l'('\ A R e or de A ”



\ \III Y AW R },}b’Ji l'H)'I' l_rlf)llv{) iLlU”liC() i, G ll.“]'lntrl]
080, ' 1SOr ¢ ;
0g ¢ divisoy LOMmum @aos doue
A el | 0 UOUS numeros
Na rcalidade assim ¢
e ade assim 5 POTQUE o quociente oby;
da divisao de 4 por D, ¢ nte obtido

‘.\ i, ak . b ¢
1) - Y h2 —.a X b X ugh

j

o da divisdo de B por D ¢ :

B a3 St

()
e Ay

DR

-

r

J

Ora, sc estes quocientes sa0 NUMEros primos en-
tre si, conclue-se ser D o m. ¢, d;. aos [UmMeros
4 e B. Lm wvirtude d’esta propriedade, obtem-se
um processo importante e recente para a obtencao
do m. ¢. d a dous ou mais numeros :

Regra. — Decompostos os numeros em factores
primos, effectua-se o producto de todos 0s jaclores
primos conununs a todos oS nUMeros, dando a cada

win o menor expoente que n'elles se acha.

e

dos numeros propostos por uiit O_utgo que Jszeaoaifgia
factores communs a todos, o m. ¢. d. 11ao

82 Propricldicass Multiplicar ou dividir algum

Demonstracao.—Sendo 0 . ¢. d: afdﬂu?-:c,up:)i;t
numeros formado unicamente ag _ab Se é intro-
muns a todos elles, torna-se GWder:taco %Ommuns a
duccdo ou suppressao de factores !

b 1 e Bl

o
—D.'Iﬂ S 117 {‘_



Menor multiplo

Menor multiplo commuin a dous ou mais
~os 6 0 menor dos numeros divisivels po f
d’elles. -

Exemplos. — 1° O menor multiplg
numeros 12, 24, 36 é o nfumg:ro}(_‘)SG ) por ser,ﬂ
vel por todos os outros, (12 )€ 24 ).

2¢ O menor multiplo commum aos
4 é o numero (12 ). ¥

O numero que contém dous ou mais NUMEros
dos exactamente, chama-se multiplo conmmautm.:

Exemplo. — Os numeros 12, 18, 24, &C.55CaE

exactamente os numeros 3 e 6, e portanto sao\
tiplos communs d’esses dous numeros 3 e 6. =

4

Quando o maior d’entre os numeros dad
for divisivel por todos os outros, multipli
por 2, 3, 4, &c., até obter-se um numero di
por esse meio obtem-se o menor multiplo co
entre dous ou mais numeros dados.

Eiste processo sendo o natural, tem o gray
conveniente de ser muito longo ; motivo

nos obriga a abandonal-o, preferindo o
segue.

DETERMINACAO DO MENOR MULTIPLO COMMUM

OU MAIS NUMEROS DADOS

A primeirg | :
arte dO - ~ 2 T
a dous numergs. Processo s6 fem -



P1SOT".

(Demozzstracc‘io. ---
¢ seja D o seu maxi




lhl(] e m LS t'l\ﬂ‘.--.-_

pelo seu maximo commuim divisor.

Exemplo. — Os numeros 120 ¢ 96 tem por mas

Fre ‘ - . ™ i o h) EF
mo commum dl\'!b‘.(.)l“() numero 24.

Praticando a divisao, vem :

120X 90, - =i
2

Ly

Ao effectuar as operacoes € conveniente Frr
primeiro um dos numeros pelo Maximo comm
divisor e mutiplicar o quociente pe]g) Outro s

Se os numeros dados iorcn} primos entre
claro que o producto delles seja o menor multy
commum.

D'esta propriedade collige-se o seguinte :

23
=

lodos os multiplos communs a diversos nuine
sao divisiveis pelo seu menor multiplo comimuni,

DETERMINACAO DO MENOR MULTIPLO COMMUM

DE DOUS NUMEROS

i

Lsta segunda parte consta de duas propri
des Importantes.

17. '?
i'! FF_
.

i

L Bropricdage.. <0 momi plo ¢

muitos numeros ngo s
1a0 se alter -
dous desses ra quando se

numeros : 2 e
mum. pelo seu mena multy

‘Demonstracs 3
po et regnfé}s‘éfﬁg. — lomem-se og numer

: -S¢ E
freacp por M. O Maximo commum d

Se t 5 08 '
odos oy MRG0 i



loco 1odos 05 TNTIPIOS "¢t
mulllpln\ u)mmur{a M. |
(s ml'ltlplos L-ornm- 195

por M. so tdmbem“‘
de M, ¢ por consegu
a. b, o5 15

~1pp/u acao. -

q0s numeros 30, '7(:),

Substituindo 3056 0

commum, vem :

tecremaos =

substituindo ai
nor multiplo, ¥




menor MU PLO COT s
Jos numeros restantes e assiin successtvamente ai

mcluido todos os numeros dadc_as ;0 menor multipl
communi é o ultimo numero obtido. -

-

Do exposto se conclue o seguinte - E

Todos os multiplos communs a muitos numeross
divisivets pelo seu menor multiplo commum.
2 Propriedade. — O menor multiplo commu,
dous ow mais numeros € igual ao producto de tode
os factores primos differentes que entram nessess
meros affectados do maior expoente que welles
acha respectivamente. A
Demonstracdo. — Tomemos os numeros 336, 39
¢ 2673. s
Decompondo estes numeros em seus factore
primos, teremos . e

a9y = 2 e 3 76 7]
396 = 22 >< 32 >< 11
2673 = 33 @32 ElN

Faca-se M = 2! X 3 X 7 X 11 ; faltasdcs
trar que M seja o menor multiplo commum.

M encerra em si todos os tactores que "7:‘;'?*-
ecm qualquer dos numeros dados, e cada um ¢
ses factores tem um expoente pelo menos igual
c¢xpoente que tem no numero considerado ;;'-r_-f-
to o numero M ¢ divisive] por esses numer,OSZ
porque qualquer multiplo dos numeros dads
llﬁgrzﬁ?velmente divisivel por todos os
34 3 7"“:"] i]isi;?;rn;g?;ros, Por\tanto divis_i' |
entre si, M ¢ divisivel )ell(]) estes ﬂnumeros prim
i 2< 33 >< - >< 1. F PrOdLlL.tO de

_l: ¢ste um meio fac;



Dos numeros
) |ICTON quelbr? :
|IXTon

PARTE PRIMEIRA

FRACCOES ORDINARIAS

Origem, propriedades e definicdes

Origem. — Quando applicamos a unidade na
quantidade, aquella ou se contém exactamente
na quantidade um certo numero de vezes, ou nao.
~ Da primeira applicacao se originam 0s NuUMeros
inteiros. isto ¢, se a unidade contiver-se duas vezes
na quantidade teremos 0 NUMEro 2, s¢ S Contiver
tres, teremos O numero 3, etc. :

Da segunda applicacao se vequea medida da
grandeza nao pode ser determinada por um nume-
ro inteiro. | ]

Explicacdo. — Se tomarmos Uiid unidade auxi-
liar, que além de fazer parte da umc_i;dg P“ﬂ;‘:gl‘_‘lﬁ
seja um sub-multiplo nao so da uni adf:dr;a e
bem da quantidade, Obteremos< medt ql ;

e .oncebe-se, por exemplo;
procura ; assim Como & idades gue S€
o : -ta de 32 partes, ou unidades que ¢
arroba composta de o<} *

denominam hbras.

Cada uma d’estas part
que esta a unidade dividt
cies da unidade ; cada UME 30 el
é inteira o abesoliiiz s ¢ uma e

es Ou mesmo ruitas, em
da. denominam-s¢ frac-

’ gi mesma
ellas por gy
ik ot relacac



plo, a vara a unidade ’Gb;COlfllClEtl, C T".u]ilpog
que nao se contenha exactamente na hinha 113:_,-
Dividindo a vara em partes 1guaes até ques
{’ellas contenha-se na linha um certo numers
vezes exactamente, admitta-se que dividindoss
ra em 12 partes iguaes, uma d’ellas contenh.\_;_
vezes na linha : cada uma dessas partes deneon
s¢ um doze avos, e a linha é igual a 15 dozes
15 k.
Jue se escreve assim : { —)
12
Fraccao em geral é a expressao de um que
te ou, por outra, ¢ qualquer parte da unida
Representa-se uma fraccao por meio
linha horisontal e dous numeros, um da parte
perior, chamado-—numerador, e outro da parte
fertor que se chama—denominador. O nun _
¢ 0 denominador denominam-se collectivams
termos da fraccdao. O numerador representé
geral um dividendo, o denominador um divi

Em particular o numerador representa
partes tomamos da unidade, ¢ o denomina
quantas d’essas partes esta a unidade dividida:

Por isso tambem se diz que o numerador re
senta grandeza e o denominador especie.

Duas ou mais fraccoes sio homogeneas q
lecm iguaes denominadores, caso este er

38

podem sommar e subtrahir. Ex .
_— - , -

|~
As fract}(") S divi D ol
i €S dl\’ldCI’n-Se el R - -
OU apparentes, T proprias ¢ in

_ Fraccies proprias s
Interros, e o Seu
Menores que

40 aquellas que nao

taracter ¢ terem os pume
DR M arrie aiisd ;



I'raccao impropr‘idf
ro. ¢ O seu caracter

woual ao denominada
ou igual ao divisor. |
contém inteiros.

1’01 a mator é a que
1 2 -

Ex. — .

( =
) 9 -

mesma. emaw a
sas unidades.

tes 1guaes '
dividirmos a
uma parte d
parte da se
mero de




fraccao por UL el B
denominador, a fraccdo lorna-se maior ou n

esse nmumero de vezes

lox. —; se multiplicarmos 0 numerador pog
53

< i

teremos a fraccdo — que ¢ 4 vezes maior
D

7 | o
—; a umdade fraccionaria (—) é commn Eg
5 %, e
duas por serem homogeneas; a primeira co

vezes menos unidades que a segunda, e po
4 vezes menor que ella. *

&
J . oy
Reciprocamente a fraccdo — vira 4 vez

5!
nor se dividirmos o numerador 7 por 4.

44 eMultzplzcmzdo ou dividindo o denommﬁ -

uma fraccdo por certa quantidade, sem que se

mmzeradoz a fraccao vem menor ou mat
Mesino nume: 0 de p vezes.

;

2 ;—; s¢ multiplicarmos o denominador
9 4

a fraccao - quc € o resultado Qlceen

Gao, torna-se
9

.".f 59

9 Vezes menor que a prlm’; ra;

ao ;—1— a unidade est

pdlt(‘s Obtldas \ :
l]]r]lﬂl“ e T pcla l‘)r'mﬂlnﬂ

frac'.c

a dividida em 4 pa



o menor que cads

)
porque — € 9
| ! A
Multiplicando ou ¢
na. fraccdo P(’IO mes

O

:)
0)4 .
%_
vem - — 3 cada parte d
o)l) » ,l_ -’,
tvezes menor que cag

meira. 1Sto e,

20

tra parte a fraccao —«

Jue a primeira — 3
nou-se 4 vezes mai
mr }‘le segund

v 2Adddicionar
mem os termos a
menta ou diminue.

*Addicionar ou
bos os termaos d'
nue oy augme "

1" Tome-se a fr




¢ a ambos 05 termos 0 numero D, tem-
< o L .
listas duas fracgoes sio cada uma de per s

bt Y LA B mais Se apree
nores que a unidade, ¢ a qUEiHe ‘}.a

d’ella sera a malor.
H - g 2 o
O que falta™a (==} palSy igual a u
) =
I 13 4
Se 0 ue faltd ailE=Rcalise -
! 14 14w
] o |
Comparando as duas fraccoes —— )€ (

0
que a segunda ¢ menor e por iSSO a prime 1|
mais proxima da unidade.

o) ] .

Ora, se (— ) mais (— ) ¢ igual a unida
3 ()

‘ 1 13 _
\—) menor que (—, é porque (—) é maior
s 9 14

by

a ambos os termos o numero 4, ¢ vira

Estas duas fraccées sdo maiores que f’

5
R Eecessode - sobre a unidade ¢ a fre
0 p, ) o
0 [COPPRERF e 3
e Orn : St : X =
5 ) diy SE o C Menog que :

< {
P )

., ¢ maior que —
! Ly |



o muma tm;guo, ¢ msus

¢ torna quundu SC tenha. de oh o

P
qui 11 a prlmura

4 transfor macao ju-e--'-.
o formas complicadas a
simples, denomina-se SIME

A simplificagao baséa

Diridir ambos os teri
mesmo numero, a frace
4 fraccdo que nao

menores, denomina-se

A theoria da reduceac
mais simples tem por 1t
¢m outras iguaes € que s

Regra. — Divider
cao dada pelo max
lermos,

- Scja a frac

Pressio mais simp
Procurando 0 ma




S NLUMTICTL, ¥ Wiss -

- o — -
- — A — -

0024 3 752 102
37060
‘Demonstracao, A fracgao (===

0024

‘jr/
.~ .

)
fraccdo  -—- |, porque dividimos ambos__
102 ':-;*

da primeira fraccao pelo mesmo numcl‘a =j
4

fraccao -—- ¢ irreductivel porque na(f" §
l"o) o

cXpressa ¢m [Crmos menores.

Os termos de uma fraccdo irredusivel sé
mos entre si. ool

‘Demonstracao. — Tome-se a fracca
lermos sao primos entre si.

Vai-se demonstrar que esta fraccao n~
representada por termos menores, o ¢

provar que qualquer outra fraccao a ella
Lermos malores. -

a

\uppunha-sc que — seja lgudl it fl‘&C |

" lJ-,ﬂ'
. 4 ek



<2 X b

(3 Bl ¥ S
|
S5e a ¢ : '
: - numero  inteir ~
RS WX b - nteiro, o segundo membro
( ) tambem 0 ¢. pe
0 ¢, y e
- portanto 7 divide ao pro-

ducto de 25 % b
- ~ PN ) c \()l‘ SCI' ) -‘ : G g :
tambem a b, logo b 1: 7 o primo com 25 divide

Substituind -

do na segunda iguald: :
> - b I Ll lld(_]. o o o g >
seu valor, teremos : Bl A

P A )

1Y ot

a — . fa— ~') l]]
j
_ a
A fraccao — tem portanto termos maiores que
b
25

os termos da fraccao —.
.
D’este principio collige-se quce uma fraccao mwne-
duzivel é igual a oulra quando os termos da primeira

forem equimultiplos dos da segunda, e que duas frac-

coes rreduzivels sao wguaes quando forem identicas.

OBSERVACAO

acdo das fraccoes pude-

a simplific _
eguintes -

Na theoria d ]
mos usar os dous processos ‘
1o Dividir ambos 0s termos da fra

maxino commaum divisor.

cedo pelo seu



cAen PNl gue Sejant almvOs Gk gt
jrfgz?osi’]lat% obte]r uma fraccao, cujos termos; ndo
tenham divisor communt. -
O primeiro processo divide ambos os termos da
fraccao pelo maximo commum divisor, e 0 segun
do divide ambos os termos pelos factores d

ximo commum d1visor. o
= =~ s 1

Reduccao das fracgoes ao mesmo
denominador 7

E’ a transformacdo que tem por fim passar jrac
cies de formas heterogeneas a fraccoes de fori
homogeneas, isto é, que se refiram a mesma Suo.
sdo da unidade. 28

O principio que dd lugar a esta transtormaca
que uma fraccao ndo soffre alteracao multiplica
do ambos os termos pelo mesmo numero.

Regra geral.—Multiplicam-se ambos os terni
de cada fraccdo pelo producto dos denominadore
de todas as outras. Ex. :

LRl 1 8 T 5o ar

-~

Explicacao e demonstracao. — Multiplicamos -

4 i

bos os termos da fraccao — por 8 e por
-~ . 3
constituem os denominadores das outras, e

-

mo

modo ambos os termos das fraccoess



H&l\lt‘!' O Dro . . 4 '{‘_‘* MRl LWl Sy le"l d\ 2
e o 11-1‘,‘\.”‘;\:}"%.[” de seus proprios ldc;;on;iigf?gjyl
Ires l‘*m]ﬁc 111:1{{':;:;- alteragao alguma em seus \qui)u

S A O S A R ey o L ha s
ambos os termos de cada l}r'la;c'l"::)wnd S

L ,L .
N 2 eris ’ y .o

Ty /\< sra partcular i
umf.m'v.\'_fm' divisivel por
maior por cada um dt(’”(’
termos de cada fracedo s
respectiras divisoes. Ex.

— 82 0 maior dos denomi-
todos os outros, divide-se o
§ e multiplicam-se ambos os
elos quoctentes obtidos das

| B e I Rttt 3¢ 3 5

e v - by

‘Demonstracao — Multiplicam-se ambos os ter-

d
mos da frac¢do (— ) por 6 ( quociente de 24 por
- 9
4), porque quer-se reduzir a fraccdo — a ter um
4

denominador igual ao denominador multiplo (24
este denominador (4) sendo factor do denomina-

' ivid este por a-
dor multiplo segue-se quec dividindo por

erd o outro factor, e porisso
quelle o quociente” S€T< 0 ,

| Ing Taccao em

iplic: : o denominador da fracg
tiplicando-o pelo d! . |
mU]‘t}’lo vem O denominador igual ao multlgmlo, ¢
qt}cs ( ',0 pao muda de valor porque tambem s¢
gl numero ; ap-
1;1L1Iti]v]ical o numeradar pelo mesmo . ap

l A " o bl A vy ..l.,‘l " !. ll
l ‘ ‘:'l'{) -} l 1J3| ﬂ :.‘ l ‘il t X
Ic sV hl 'll l]tl ll M ln J

0.
a lnulupllcm,rcar i

lifica 08 calenlos.

(*) I{e;zr:lllml
. por haseé
(ue tem pol )i i ‘
| Sempre (ue =2 pm‘:rl,iaular simp
plicar a geral, pais ap
) i L} nJ

ptieular ndo se deve ap-



fraccoes ChCEaIm0s a0 A

Convem notar que a fraccao qu(?_tel:rl |
nador multiplo nao soflreu altcr?%df)“{.
minador ¢ o commum a todas as racgoesq-_{.:

hy g - Procura-se um

2 ‘Regra particular.—‘1 m‘;ma sc (z;m Zf
fora que seja multiplo de cada um /
dores e procede-se com elle como se fosse o :
nador multiplo. FX. : 7

2 1 5 2X41X3 35X 2 .

— —— 5 W87 "'"'—_;
e 4 p 3X 4 4 3 63X 25w

‘Demonstracao. — O maior denominador (6
¢ multiplo de todos os outros denominador
rém ha (12) que, apezar de ser numero
satisfaz a esta condi¢do, e por isso podemc
car com elle como praticaimos com o den
multiplo.

O

-

Para se conhecer este numero toma-s,
minador maior e multiplica-se successivan
5 4 ’ T
2, 3,4, 5 etc., até que se obtenha um nuir
tiplo de todos og denommador_es. ~

Obtido isto applica-se o raciocinio da ol
terior. £

3 Regra particulay Decompaoe-se ca
denomgnadores ©m polencia dos mais altos
“Haran ; serd o denomingdor Commum re

: ais ele 1
ies diversas. rvadas poter




\LLtl\‘.ll{}S lnlli = g
- complicadoe
wios e lElb .

orio-

M *) |
1 () | s Bt ]]

E 7 - ‘,‘ & :_-'. | —‘-'_"'—'--—-...__ &
” : 2; a?m 3 )3 (98 o
: \\ :2_; l \, R Vi iig) ..~'} f3)..
—— e SR

O denom; :
P .;\i}nxon;}?ad(‘n commum n'este caso ¢ (204 x
< 231 XX (208 ¢ (g -0 ~ &
< Eedef & ‘>< (3% e procede-se com este como
[;‘L;‘t mos com o denominador multiplo. :
~Sta regra so tem applicagdo quando os denomi-

nadores consistirem em diversos grdos de raizes
iguaes. ‘

Operacoes sobre as fracedes ordinarias

ADDICAO DAS FRACCOES

=

A addicao das fraccées tem por fim reunir os
valores de duas ou mais frac¢des em uma 0.
Para sommar duas ou mais fraccoes devemos

indagar se ¢llas sdo homogeneas ou nao. .
Se forem homogeneas, tem applicacao a seguinte
e _s¢ 0§ nwmeradores ¢ dd-se para enomi-

Sommam S T e e
’ or commum. Ex. :

‘ sonuma o denomina

nador d'estd

By 4 34+24+44 Y

— p— — — Y —

B - =



\.;n; l-‘vl\l't‘m‘lll;l { ;.-,rnmlw.:.l Ll'L'Hlll.ll mcsn‘}a;‘-_ :
o denominador a especile desde que tenh
sommado s ;',rundv/.us ¢ conservado a espeg
|nnssnnunugh»uslfurqncs. gif
Se nslrnUQ¢uw;hrrcn1lnulcr(gunlcus il r@ﬁyﬁ; 
quinte
Reduzem se ao mesmo Llcnt)l'llil]tldOl’T--,,',

se as fracgoes resultantes a regra JHH '

| J () d X 4 X 7 3 X ".."j[,-!_‘
R

5 04 7 Sx4x T AU

' o y - oy A g ll.'f'-.

0 . 0:5¢.4 112 1 O5 12075

[ | —— P i ——— — }— e e— ;'. _._f.
1. 5% 4 | () [<H0) 140 .4
Yed

As fracgoes dadas para sommar "
companhadas de inteiros: n'este ¢ L prec
| 1| das de mteiros ; n'este caso ¢ pre
duzir-os teiros ds denominacoes dos que
que os acompanham. e
¢ » . . . v ¢ _:‘ L
J {{(‘ig’?- — Multiplica-se o inteiro pelo den
Lo:d la /i accao{, ajunta-se ao producto o nu
' aa-se por denominador ao v

, ¥ I ao resultado o d
do) dﬂ_fl’ac(.‘au. Fx. :

B S NP ; '
8o g o o9 X B AR
ol -



- GU quc {€m per aumer -ad e P ™ i
Jd01 0 ]L\t() ' DO ) A
minador o divisor., Ex. . ¢ por deno

Ora. se uma
|)4

v-ao — contém tantas unidades quantas vezes 9

: '-)

contém-se em 24.

. O methodo mais abreviado ¢ conveniente que

L€mOs para sommar numeros mixtos ¢ este:

unidade ¢ igual a 5 quintos. a frac-

- Sommam-se separadamente as fraccoes ¢ depois os
inteiros ; quando a somma das fraccoes ¢ maior que
a uma’ade. extrahe-se-lhe o inteiro. que junta-se a
somma dos mteiros. Ex. -

. I Cr 8 % 1d 5 20 : a cdas
2 somma dos 1nteiros ¢ - N 1 )

I

fraccoes €
e e . - R
-’-')_ - : : _{ - B0 : (Tl) 1
. rr 157
g ¢l .
-xtrahindo 03 inteiros da fraccao b - \



37 37
:_’l] o :_) —— — -

OO

que ¢ a somma das quantidades dadas. =
SURTRACCAO

Para praticar a subtraccao devemos tam
tender se as fraccOes sao homogeneas ou n
Para subtrahir fraccaes homogeneas%
seguinte regra :
Subtrahe-se o numerador menor do maio
se por denominador ao resto o denomin
pium.. X

4 9 ) R | | 5
Slollp ™ o Al e S 1
5} 5 5 5

'r
&
.t
- it -

‘Demonstracdo. — Quando subtrahim
nor numerador do maior, subtrahimos s
zas, ¢ desde que temos subtrahido as
conservando a especie, temos subtrahido
coes. :

Se as fracgéesforem /zeterogeneas redu
mesmo denominador e applica-se a rg' ora
as fraccoes resultantes. Jox. : e

Rt AR5 g

7 5% X5 5><,7““35



homogencas. e MW b CLG ( BE

‘Regra para subtrahir de ym ;
£ao. -Multiplica-se o inteirg é[ d“”e
irahc-se do producto o numep Y
.ndd’(!}' L{(.I‘/".(I(:Cd() dada PO}.
tt‘hfr). e

ro uma frac-
/ nominador, syp-
rador E dd-se o denomi-
denominador ao resul-

, (hf:.i. se uma lll;lldade ¢igual a 5 quintos, 9 unida-
des sao 1guaes a ) vezes 3 quintos ou 45 quintos, e
15 3 42

5) 5 5)
39 99 = seral 19
Vice-versa : — — o= — —
1 4 4
2() 39
Ora. se 5 — = firansOIceE ORI de 5, vem:
4 4

2 = (el

-
—
e T st S e,

4 4 4

-qhir numeros mixtos. — Sz:_l&itr'a-.
m separado € depois os 1mieros ;

nenor que a do di-
sidade que se toma

. Regra para subl
Jein-se as fraccoes e )
se a fraccao do diminuendo fmu:
minuidor., junta-se aquel:{l{t ?tnza
R0 inteiro respectivos S

._ 4 3
. o e 6 __},_ —
3+ ; »



'3
loco o resto ¢ 3 % —_
: 35

MULTIPLICACAO

Multiphcacao ¢ a operacao que tem por fim
do dados dous numeros repetir o multiplicand
uma parte do multiplicando tantas rvezes qua
rem as unidades ou as partes da unidade

no multiplicador .
Consideram-se tres casos :
1 Caso.—Multiplicacao de um nume

por uma fraccao e vice-versa.

‘Regra.—Multiplica-se o numerador
conserva-se o denominador. Ex. :

ol

¥ _:'ﬁ'é. B/

-

pelo int

4 B et g8
Dl b E e

') :3 5

‘Demonstracao, Attendendo
dor representa um dividendo, sesyesse
do multiplicamos o numeradorbpor' (&
€sse numerador (3) vezes maior. Ora,

%aé)' =AM 0 dividendo ‘numerador) ¢ o q
* direcia, o quociente ‘et ‘ezes m

DO O (TUOCiente . daok ol



l .| .. N

reora € 0O mMestno

Para multiplicar um intei

vice-versa, além de
- que se deve appli
nominador da fra

‘Regra particula
pelo inteiro e consery

.
Demonstracao. -
cao representand

P 20 Gusog=
- outra. ;

‘Regra. -
pelo outro, ¢
dd-se 0 seg
meiro.




) l

« _) tivessemos .de multiplicar —

;\'_‘— ‘/—\ T '-J.q Py 5
5 8 |
0 D 7
resultado seria — Wl = e
9_) ;)

Quando consideramos para multlpllcadl

7 8
nio — tornamos o multiplicador (8) vezes

S
(porque o numerador de uma fraccao ¢ tan_
zes maior que a propria traccao quantas

unidades do denominador).
Logo, a relacao entre o factor e o producto: sel

l) >< 7 et
directa, vem o producto (-—-—) 0ito ve7es' N
v) )
¢ para que se o torne verdadeiro é necess
vidil-o por 8, o que se consegue multiplicar

denominador por 8, como se ve : o
IX T g
e (i Lo =L

Péde ser que se apresentem tres ou

l,OCb para sc mU]tlphgar e
nenhum »
existe, pois a re a dif @‘z__..

ra ¢ a 3
S Ex.. 8 ‘ Mmesma que acaban
Boni3 5 (
: )
-—x-x___x*_:_i?ij’iXQ*
53 7] 4 3 r ) R
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onsid 1-s¢ quatro Casos. e
‘\ \‘:‘\:\.‘;C!.\)ﬂ:‘.;-}\: \.]lt\]l!k L\l l.

1* Cas Dividir uma fraccao por um '_?fﬁ_

nteiro. o
.{ Y O 1Y ” \[q ';‘.;f;p:;l“]—\‘(’ O J’t'HUNlI.’IddOl' / ‘
4 (‘; J . e 4 (RN - . ’ E =—_ 
- 3 -«f\'{: mieiro e conserra-se o numerador.
. & ' sias . '
S S =
. ) e
—_ ) T —e— s —
7 i 2]

‘Demonsiracao. — Attendendo que o
cor de uma fraccdo representa um divisor
Zue-se que multiplicando este denominador p
tornamos o quociente (que € a fraccaoiel
‘enor. porque a relacao que existe entre R
~OT gue € o denominador e o quociente, ¢ inver
Ura. se o quociente € a fraccao, esta esta t
por 3. |

Se o numerador da fraccao dada. for um nu
ro multiplo do numero Inteiro, applicaremos
preferencia a seguinte regra : e

Regra particular. — D;,

E : “ulai nde-se o numerac
‘raccao pelo inteiro e

a conserrva-se o de
dor. Ex. -

15 15 =5 5

TR | ST

—

9 9 9

- - e },_t"‘:r-';.;'
‘Demonstragao. E Dividindo o numerador
g ¢m tambem dividida pc

e «

Por 3. 3 fraccio



90 Caso. -—— Dividig um nu

fracyg a0-

L fraccao divisora imnyerti

Demonstracao. —C

¢ i«rual a 8 vezes a ter'gf

div 1d<.ndo 8 vezZesH é
dendo por 3, obtem

3
conseguinte -— =€
8
_ 15
guociente —.

8

‘Regra. — Inverte
sora e applica-se ¢
cao por outra. &

‘Demonstraca
i
vidir (\__) por-‘*(’.

Regra: = Multiplica-se ¢



'

——; mas quando considera-s¢ pars

4

) 5% 0 .,7_
..' » . -
visor 6 ¢ nago —, \.'tlll.\'ldt.'ril*.\‘c LI dl\r‘lhOl‘ W
i .
| ()
LCS nminr.

.m virtude da relagao que c..\istc entre o
e 0 \]llnk‘iclllc. QO klll()CiL"HlL‘ estd Y vezes menor
o verdaderro, ¢ por tanto tornando-o 9
maior ou multiplicando-o por 9, vem @ que
quer demonstrar : |

N S« 9 712
) @ | B PRI T
B i 9. Y5 30) 3

e T . %
1° Caso—Dividir um numero mixto por out
mixto.

Regra. — Transformam-se os numeros mixt
em fraccoes improprias e procede-se como nos ca
anteriores. Ex. : 1

: 3 4 %35 49 43 g
e ey Da T ¢ —

5

—
W 7 o~ —_— Y —— i Rl —
() bl

R D G
Se o divisor f5r Intej 8

. Uum numero j
régra da divisgo de g Somm(;]til(;?,z:fzﬁpl:f *
mteiro. Ex. - agl

04 —) o5 w0, 50 S
9 . R 9 " Ve i

FS[G proces ¢ e
S CCSSO SO tem - AL : 2
(_‘!f) .U mteirf) d() d;‘?;f"n}} _:]Pp_h(-d(;do Vantairman o



Regra para clevar
adra-se o numerad
rador, sendo ”f
ndo. XSS

o

‘Demaonstraca
soente  isto 5
2 quantidade:

Vel s gt

£
.

comparando
Jue nao dift

0 cubo.—Eleva-
; sorte o denomt-




Demonstracao — Attendendo a definig@a

Pocntc. vira .

E
6. &G ) 2 2)3 8 -
;) L X = X — = —— == == 1 COMB
‘3 ‘ :—) :’l :) ,:) ‘3 l:-)?)

' e o ‘:
este resultado com o obtido pela regra se vex
sqo identicos, logo a regra ¢ verdadeira.

=N

i

RAIZ QUADRADA DAS FRACCOES

Consideram-se dous casos : L
1° Quando o denominador da frac¢ao é
do perfeito. _
2° Quando o denominador da fraccao nao
quadrado perfeito.

Regra do 1° caso. — Extrahe-se a rais quadra
do numerador e da mesma sorte a do deno
doT 5 PR E

/ T__ V9 3

‘/ B8 < s

‘Demonstracdo. — Attendendo que 0 numerad

¢ 0 denominador representam os quadrados
termos da fraccao raiz, ¢ claro que a obterer

extrahindo a raiz de ambos os termos da £
Proposta como manda g regra,

'Regra do »° Caso () : =
.« — Quadra-se "
0 que sSe fd? ’n“,f;ﬂli.nn.u ¥ oY 0 de’tom&

¢



‘Demonstracao. =
drado perfeito afi
¢m quantidade
uma relacao
que se faca
traccao. 5

Observa =
das s sao ver
da fraccao

a0 appro




ate differem d’esta raiz em menos _‘
I11c ‘

. a raiz approximada com erro para menos
& dlz ¢ ) 4

— ¢ a raiz approximada com erro para mais

Y, -

A raiz do denominador da fraccao é que d
mina o grao de approximacao.

RAIZ CUBICA DAS FRACCOES

Consideram-se 2 casos - 3

1° Quando o denominador da fraccao é.'..- .
}\Cl'fCitO. : . 4 o -52;. '

2° Quando o denominador da fraccdao nao é cu
bo perfeito.

Regra do 1° caso — Extrahe-se a raiz  cubica de
numerador e da mesma sorte a do denomm-@
I .

L9544 1-aus

‘Demons_tmpc’z’o.-—~Attendendo que o numera
¢ 0 denominador da fraccao |

j representam os cubg
dos termos da fraccao raiz, ¢ claro que obtere
O resultado extrahindo "
da fraccao Proposta co

Uit €10 que seja cubp per ¢tto, o que
Jai multiplicand, ambos os terme g "

SeU deniomimyd i Lt SO



Vs o | n o3

‘Demonsb'acm.—-—-'l‘ornm o deuommador cubo
3 perfelto aﬁm de que m raiz se'a expressa em

~ quantidade commeanst € conservando uma
- relacao exacta . nidade dara lugar a que se
2 faca uma tdem nais clara a resy uo da fraccao.

- das tambem
termos da frs
nao. seraﬂ

s quando ambos 0s
_perfcltos, quando




PARTE SEGUND#
FRACCOES DECIMAESS

Detlinicoes, orvigem ¢ propricdag

i

fraccdo decimal ¢ qualquer parte d_a "I,

dida na ragao decupla ; 1sto quer dizer e

uer lraccao Jue uver por dcnummudor

tencia de 10 ¢ uma /}“u‘;“‘fu decimal. X e %
3 1 2 Y

W Ty | e

10100 1000 " 10000

) 4
r « ]

As "‘;h_""q')ch dL‘L’ilﬂdL“* SA0 um caso pat‘tic i :
Iracgoes ordinarias. S¢ ndo tossem as simp
cOes a que dao lugar os calculos d’cllas, qu
0s denominadores S840 a unidade seguida de z¢
=0 sa alguma estraphariamos O seu estude

O assumpto d’estq theoria ¢ Justamente &
plificacdao das Iraccoes decimaes. 3
. (,'.){-:gefm_.-'——As fraccoes decimaes origina

VISA0 feita na unidage " razao decupla, ._
. ,‘. " -( — : - .. . . !-.‘-7

§ ﬁ:ﬁ‘gz;a;. : A‘ unidade dividida em 10 pa

e Qe exprime umy destas denomi

um de; apgg 1 '

——

—

| —

v“
L8

Ainda diyig;



40 sugeitas,
le
Sleis da nume-

K SO e 3
> 1 essas condicées sin suscep-

ar ordens differentes. ¢ por isso
OT um numero.

tiveis de represent
SETdo0 expressas p

NOMENCLATURA Das FRACCOES DECIMAES

A primeira fracgao que exprime um numero dez
VEZes menor que a unidade—chama-se—decimo.
A segunda que exprime um numero 10 vezes
menor que o decimo, ou cem vezes menor que a
- umidade. chama-se—centesimo.
A terceira que exprime um numero mil vezes
- menor que a unidade chama-se—millesimo.
E Conhecidos estes tres nomes que, na nomencla-
' tura dos numeros inteiros, correspondem a dezc-
lia, centena e milhar, todos_ os mais serao obtidos
- mediante combinagdes identicas as destas palavras.
" Acssim a 4° ordem ¢ dezena de milhar, 1sto ¢, a
combinacao da 2¢ ordem com a 4.
" Tambem nas decimaes serd proveniente da mes-
na combinacao da 2¢ com a 4° ordem, ¢ por 1ss0
.mos decimo-millesimo. .
= s . - el?L'“‘Ir‘ "do. decimal
Se quizessemos Tepresentar i racca cimi

1

s - esta fraccao representa um

ue a unidade, por 1ss0
yezes menor qu ; s
i dizar escripta a direita das unidades, cuja

deve se ac presentada por um zero e vird : ‘01 .



Cremon el Ussil

(ot tll ' @
l"’.‘ {|t.\ “l“,‘ ﬁi':

do as ulm|.h|"-

[ragyan decimal O]

l TR 1() \|I-l !l

li“‘ll"d'lll-” a hracgao .-..-}
()0

ta lraccin represe Lo um numero e

menor que unidade ¢ dez vezes l]lCﬂO

' ‘ mo, ¢ pol esta razio l‘l Vi llLlHll -S¢ CSE
‘ a direita, ¢ COMO @ CAas dos t|ulll]()\ Niao
-e'. Arismo signficativo, sera oceupi ada por le

Procedendo assim temos @ 0,01 (que expri '

v JUZESSCTIIUS

L ¢ ¢el\’?l‘,

Praticando de um modo mterramente scm.
C \\‘HHHILIHH\ todas as mas 'Iclkg“L' dC‘-l 1

que vao combinadas na se guinte tabella :

.
L% o

UNIDADIES

Dezends .. . v il Recimos

Centenas . . . . . . . 1 Centesimos
Milhares . . . . . «. | Millesimos
Dezenas de milhares . . | Decimos l'nlllt.slmﬂs
Centenas de milhares. . | Centesimos mnllcsn
MuhGes. . . . . . T . | Millionesimos E
Dezenas de milhdes . . | Decimos mlllu)nc!ﬂ

glc.,

A virgula ¢ o car : ¢
racter das fraccdes de
e m
Serve para separar ! e

an b 5
cimal. parte inteira da parta



gy e e eI ol (TSRS
Proprias ¢ improprias.

g & . -3 A . A 7 5

| .]‘; oprias, quando nao tem Inteiro,
ter ¢ ter a parte inteira re
succedido d'uma virgula.

dividem-se em

B BECaras-
presentada por-um zero
el by
| {m;"rr’)prm.\‘. quamd_() contém 1nteiros; c seu ca-
racter ¢ ter A4 parte anteira representada por um
pumero inteiro.  Ex. : 953

‘Problemas :

! 1° Iiscripta uma fraccdo decimal
enuncial-a.

2.° Enunciada uma frac¢do decimal escrevel-a.

‘Regra para o 1° caso.—Lé-se a fraccao decimal
como se fosse numero inteiro, trocando no fim o

nome de unidades pelo nome da casa decimal que
se lhe da.

‘Regra para o 2.°—kscreve-se a fraccao decimal,
como se fosse numero inteiro, ¢ depois separam-se
tantas casas para decimal, quantas forem enun-
cladas.

Consequencias. — 1.* As fraccoes decimaes séig
mais vantajosas que as ordmarias, porque, paod.s,g
estio sugeitas das mesmas leis da numeracao dos
numeros inteiros, por consequencia Suas oPtc;ra-
coes praticam-se cOmo as d’elles, como tE‘ln?nfg.].
}Sor serem reprcsenta_das como O,S 1?uln‘1elro> ;Obre
ros. tornando-se assim faceis os calculos

cugsﬁmultiplica's’e uma fracg¢ao df:aim:lal tt;l;t-?g]xg;
ol SE il Iiiitas forem as casas decim?

zes T lk avancar para a direita ; € ViCe-Versd,
a g v1rgq51 se uma fraccao decimal tantas ve-
v dciz; ((i-t)) quantas forem as casas decimaes

‘Il‘le b l Cle
.3 CL’

0 i ¢ a a de
1 1cc1mal ella nao mude

. a fracga C

reita de um

valor.
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Regra. * —Redugem-se as fraccoes a mesma.
ninacdo, SOMMAM-s¢  COMO se Jossem intewros,
param-se com a rirgula da direita da somma la
algarismos quantas forem as casas decimaes de 1
parcella. Ex.

35,2 + 0,73 +-4,3973 + 5.8
I-ttectuando :
39,2000
(,7300

4.3973
5.3000 5

15,6273

‘Demonstracdo.—Pel
MINacao as fraccoes n
seus valores absolutos
leracao.

Vimos que pela colloc
de unidades nao sec contundiram, isto & .assl
des ndo passaram g representar dezenas e
versa. e por conseguinte o total nao acha-
terado. £

a reduccdo 4 mesma d
a0 se alteraram, porqt
¢ relativos ndo soffrera

S
-~

acao da virgula as o

. "“”:'ul‘:.l.':h'lllr |l|“|llﬂq|‘0."§ lll!l-illl:“}.s i mesina (lﬁlmmil’l;lq.iio .-..
, To das easas decimans PSCePOVe W & s Ea LR
A neeessarios, : revendo-Thes & direita 0s ze

s



SUBTRACCA

‘Regra. —Redis
KA. —Ieduzessair
- . . " c’
nacao, sublraheni-se COMoY se ’f{(?s'os  rama denoms.
Ky ' /) ' L] 4, - SC);?Z 1’2[..‘ ." i
ram-se  coi VA g Ciros, ¢ sepq-
. irq-

IISINOS quanltas /'()}' ‘1 asa
‘ oo o las $ ’ 5
X8 casas de um dog lermos,

8976,439 — 572 4995
I flectuando ¢

R976,4390
572,4993

8403,9397

‘Demonstracdo.—Quando reduzimos o minuendo
a mesma denominagao que o subtrahendo este mi-
nucndo nao se alterou, porque alterado nao foi o
seu valor absoluto e relativo.

Pela collocacdo da virgula se vé que as ordens
de unidades nao se confundem, isto ¢, as unidades
nao passaram a representar dezenas e vice-versa,
logo o resto ¢ verdadeiro.

MULTIPLICACAO

; Consideram-se dous casos .

1.» Fracgao por inteiro ¢ 'wce—yerga.‘im.]l

9.0 Fracgdo decimal por fraccao decimal.
— Faz-se

R . Regrapara ol cqso./ I aO{C i

- gula “no factor decunal, P!

S

abstraccdo da vir-
_se d multiplicacao




dos numeros inteiros, separando 1o producto lantas
casas para decimaes quantas contiver o factor de-

comal. Ex.
3,7896 X 42
Etfectuando :
3,7896
42
7 5792

151 584

159,1632

Demonstracido.—Quando se fez abstraccao da
virgula no multiplicando 3,7896, transformou-se
este factor no numero 37896, isto ¢, em um nume=
ro 10000 vezes maior que o primitivo, logo o pro=
ducto vem 10000 maior, e para quec este se torne
verdadeiro separam-se com a virgula quatro ca-
sas para decimaes.

Regra para o 2° caso.—Abstrahem-se as virgulas
em ambos os factores, pratica-se a multiplicacao dos
numeros conmo se fossem inteiros, e no producto se=
param-se com a virgula para a direita lantas ca-
sas decimaes quantas contiverem ambos 0s facto-

TS R b e
43.73 X 4.2
Effectuando :
43,73
42
8 746
174 92

e —— —

183,666




y 11U |‘ L v Q' O
wo1s quande se faz ab
com L\ld tantas casas
(em no factor
casas dcumucs rm multi
vezes Mmaior | quﬂ M}m fizem

sula no multipllcaﬂ r torna
10 vezes maior, p@ um
producto vem J) y

100 por parte do=

nnllthldeOl‘, ya

isto ¢, corresponden

IS0 dividil-o por ﬂ

no pmdm_to dll‘

-
3 J'

H -
.

d :
PP

B

&) i

- ad
"
"'-,-.;

Consideram-se  (

coes decimaes: .
1.° Fraccao® ﬂﬁw
9o Fraccao decimal’

gula no termo d
racao como se




la no dividendo, €si¢ Ve 1VUL VOLEo G,
1550 torna-s¢ o quociente tambem 1000 vezes
por ser directa a relacao entre o dwl_den-
gquociente ; para que torne-se verdadeiro o gl
ciente ¢ preciso dividi-lo por mil, o que se faz§
parando com a virgula para a direita no
tres casas decimaes.

‘Regra para o 2° caso. (*) —Faz-se o dividendos
vancar com a virgula tantas casas para a diréile
quantas forem as casas decimaes do divisor e vra
tica-s¢ a operacao como se o divisor fosse numnel
wrlewro. - Ex.

98,390 = 6,73 — 5839, G =61
Iiffectuando as operacées indicadas n’este se
gundo membro, vem : y

5839,6 | 673 &
0455 6 'r"g@* o |
0518 | " " g7

“Demonstracdo.—Quando fez-se a virgula no di
videndo avancar duas casas para a direita, es
dividendo tornou-se 100 vezes mailor, porque’:?
a abstraccdo da virgula no divisor. esta ava
para a direita duas casas. } k%
Ora, se o quociente pela parte do dividendo
vem 100 vezes maior, se pela do divisor vem 1€
VEzes mienor, nao soffrey alteracao.
Separa-se no quociente uma casa para decin
em virtude da regra do 1° case da divisdo de fr

¢Oes decimaes,

e E—

(’) Ehlﬂ. OIS Tl st i LR £



|-’ sempre pref
cimaes do que sol
cxiste grande apr

D’ahi origina-se
fraccoes ordinarias

°A conversao de umi
cao decimal consiste
ilc"H‘Z‘a O 1Mmaior A
centesimos, el CONE
dinaria. .-

Consideram-se dc
1.° Quando o
ria ¢ uma potenci:
2.° Quando o ¢
ria nao é uma po

‘Regra para 0
nominador e Se
numerador d d
maes, quantas
existir. B




}‘;H'LIIHUS COII] Ut Vs e e e
maes d direita do numerador, porque se de
a fraccao proposta vem 100 veses mailor i
traccao feita do denominador, por outro
100 vezes menor pela separacao das d
para decimees ; logo 6,39 ¢ a fraccao decimal
respondente d fraccao dada. “ il

Se quizermos avaliar o numero de unidadi
decimos, de centesimos de que se compa

639
cao -—-, faremos o seguinte : g
100 -

Decompondo o numerador da fraccao e
valores relativos e dando a cada um desses &
rismos relativos o mesmo denominador da i

639
Gd0 -——= VEm : >l
100 -

639 600 30 9
A
100 100 100~ <100

il

; Dividindo ambos os termos de cada uma
;‘gfggii c{o §(;%L(1'ndo membro d’esta igualdade
I a por , @ segunda por 10, teremos :

g =0 [ S S
100 3 Y

R

100
mos.

: 63
Conseguintemente 4 fraccgo( 9)

unidades, 3 decimos e 9 centesi

erador elo
P COroeconmty:. s ......_'g_ @



assim formado pelo
mos da fraccao p h
reita do novo res
assim  successivam
for propria, €escrepe
“divide-se pelo deno
fraccao pedida e assin
pre de modo i{en“j '

R E -

l-ffectuando :

nmaior numero ae
_"i

simos eftc.

divide-se o i
que a fraccao
ciente da




DACLIL oy @ Gl el o LS g o i Tnuuuvrgs;ouij
que estd a esquerda da virgula e o x
1}]()'4 dividir por 4 ; ora, CllVlCilll' uma unig
3 ividir um decimo por 4
: esmo que dividi
4¢éom ] 1 -‘
uma unidade ¢é igual a dez decimos (-1—0 =
quociente da divisdo de um decimo por 4 é
mos e o resto é o numero 2 que fica abaixo
dividindo este resto 2 por 4, €o 11]651;1]0.--
dir 20 decimos por 4, e o quociente d’essa
¢ 0 numero 5 (centesinos) e o resto é zero.

cerra em st 11 unidades, 2 decimos e 5 cent
45 |
Logo—= = 11575
4

O mesmo raciocinio se applica ao 2°

Nem sempre as fraccoes ordinarias podei
verter exactamente em decimaes ; acontece 1
yeies que por muito grande que seja o numer:
algarismos do quociente, a divisdo ngo se esgc

B e
11
Effectuando -
2(8 11
) : -
20 051 8| SFF etc.
90
20)
&

. Estd patente qu¢ esta divisdao nunca se es
§EV15 2 reproducedo do resto 9 traz a rert
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1 o ussim SLIC(:-@“‘«-?-'-'

( mzc!umo —-Lo
tos Nao se dev |
quouente ¢ mnfinito,

A cstas fraccoes

Fraccoes decima
maes em que de <
mesmos algarismo
em uma 01dem con

[<sses alcarmm@
main-se perzodos

As fraccoess s
simples e compo:

Periodicas sim
riodos comecam -

b R

(,5555 etc.

Periodicas comp@s as sao

riodos ndo comecam
(.43555 etc.

Na periodica
distinctas : par

Na composta
inteira, parte

nao periodica.

1 k Conver;
dl(,a em frac




NAD PEY IUEILE §m VeEF B LT .., : :' r ,
: -f,;-- uumuz'mful' () mrmm_ () a’(czmal'sef ]
',-f,vf”" Jenominador a umd‘adc s(f uzda[_; !
e e <dn 0s alearismos da pariedee
eros quanlos $ao 0s algarisim p |

1“ _I‘_l‘,'\_ \‘."”‘p/[.//.('tf—.\'(' LI./.}'GL'?JU asstn :;

e L

54329
54,320 = —-—=

1000

Demonstracdo. — A fracgao ordinaria (=

igual a fraccdo decimal ( 54,329 ), porques
fez-s¢ abstraccdo da virgula na decimal,
nou-se ( 1000 ) vezes maior, pois a virgula’
para a direita tres casas ; quando se deu
nominador d’essa fraccao a unidade s
tres zeros, a fraccao tornou-se (1000)
houve portanto equilibrio perfeito e a fracgae
54399
mudou de valor. Logo 54,329 —

O segundo caso compée-se de duas pa

‘1) Quando a periodica for simples. b
=.* Quando a periodica for composta.
_Regra para a 1* parte do caso 2%y
cao decimal _periodica simples, equivale
- Jraccdo ordinarig que tem por numerac
. periodos, e por denominador ¢ aloarismo
Qesccessivamente tantas peres quantos s
L M0s do periody, oy - &

LISVnos. ¢ BLC Eﬁmi

o S A



multiplicando amb
por 100, teremoesTE.

subtrahindo a prime
denadamente, vira:

100 F -

Tirando o valor ¢

‘Regra para .
cdo decimal pe
fraccdao ordina
renca entre 0
riodica segut

seguido de
nao periodico:




Demonstracao.
mal uill\]‘n.\l;l I

SO 47 O VI N .
-‘ t _._ -

F = 0,4733388. ... 1C4

mbos 0s llwll]ln't S d esta ,::__.-

”“‘“.’l‘h‘.‘lmln 1000 ¢ ao depols por 100, vira :

primeiro por
1000 1+ 473,383+ «» BLUS
100 ¥ 17,8333, . ¢ BICS

A8
subtrahindo estas duas igllilltlildc.“- -.:l;u'..y;___-_-_;

leremos . -

1000 F — 100 == 458 - 47,
ou 900 F = 473 =1y : :,

tire-se o valor de /7 e faca-se a convenien
tituicdao :

L |

473 — 47 |
I e Wi 0.47338 9% etc:~
Q00

OBSERVACOES o

L5 O numerador da Jraccao ordinaria g
vém da transformacao de uma periodica
- nao pode terminar em {ero, e consegui
- Edivisivel pPor z.e por 5 simultaneament ;

B Para que uma differenca termine

prescindivel que o ultimo
lermo seja igual ao ultimo algarism
40 ¢ possivel pois que o ultimo alga
0 seja igual ao ultimo dq parte nac
€ SUbstituirmos na decjmal per
BIBT8T etc. o Ultimo alear e m



o Se uma ]‘acg:ﬁ@
ples ou composta, twe
qaria a ella equivalen:
dade com as regras
cuidado de considerai
Jecimal nao P‘?”Odt"
denominador da fra
forem oS algarisimos
i W

ou 90 =

Para abreviar a
assim :

(DI'VI.de-Se a
deg. Wb -

cm fl'aC(;ﬁQ




.lijjl_il 1% GA L3N

a supprimir un ero 1o denominador,

i\

864 — 806«

34 Os numeros 2 e 5 ndao podem ser fao__
denominador de wmna fraccao ordinaria egll’
a uma decimal periodica simples. -

il

Explicacao.—QOs denominadores das fra
dinarias, provenientes da decimal period
ples, terminam sempre no alrr‘lrlsmo (9);%e
numeros que terminam n’ess¢ algarismod
divisiveis por (2) ou (5, os denominador
contém nenhum d’estes factores.

4.* ¢4 fraccao ordinaria, que provém cf’
riodica composta, encerra em seu denomina
de outros factores, os factores 2 ou 5 ou amb
expoente ‘digual ao numero dos algarismos de
nao _pe; iodicos. ;

0,476666. . etc, — =i

0 dcnmnmadm da fr accao ordinaria,
da, termina em tantos rzeros quantos sa

rismos 47) nao pCI’IOdlLOS contém por:

Ies; (2 XX 5P =100, ¢omis expoente (2
numero dos algarismos hao periodicos.

»  Um dos factores 2 oy

~ factor do de 5 continda sem;
nomi |
Eﬂ R T DD nagor} mesmo no @‘ﬂ



}H.”th()f' 1ao 6‘0112 ,
2.0y da or l”'(.’”l a
FISMoS € limitado ¢ igual ao

os factores 2 € S5t 0 d.

Demonstr acao—
C umstam.ns 1gu:u]

deke

Para este fim b
da fraccao por uma
de 5.

Por este meio
outra LLl]O den
porque ja tinha
aloarlsmos decu*

poentw que te

dada.

Ex. Seja d

(*) O num
timo algarism
ser lfrual ag‘m




on ambos 08 seus

>
-

d -

Multiplicando  por
vem : o
A A X 2n A X S8

Oy i et S DY Db n S Hmn
Om N Hm-+n 2m Y ol Al //- o & X N
AN 2 f &

e

j\" >/\ 2" Frq"‘l
10m tn

(A Y 2n) teremaos deg

R
L
i

Calculado o producto :
rar-lhe (m -}~ 1) algarismos decimacs. |
S:eundo..—Toda fracgao irredugivel cujo d

[} ' . . A .. st
nador contém algum factor primo differente é
5 dd origem a wuma decimal periodica.

-

B
- n " ~ 1 g‘:,.. o
Demonstracao. — Supponhamos  que uma frac:

¢ao irreduzivel qualquer (——-) produzisse uma de

b 5

cimal limitada, n’este caso teriamos :
a N

e

wonf

a o
a fraccao ordinaria (— sendo irreduzivel N €
b o
seriam equi-multiplos de a ¢ b, ¢ b seria divisc
10™ o que ¢ absolutamente impossivel, porque o ¢
tém um factor primo que nao entra em 10™.

Accresce que qualquer que seja 0 num
~ ros escriptos a direita do numerador da fr
- dinaria, o producto nunca contém todos os f:
- do denominador, porque os zeros a direita «
~ numero nao lhe introduzem senio os fa
- mos 2 ¢ 553 o producto ndo pode ser diy



denominador, e sendo assim
pode ser zero (0)
quoctente é infinito
ser periodica.

O resto da divisdo nio
€ 0 numero dos algarismos do

, Pelo que nao péde deixar de

‘Tcrccu'o.f—'loda a fraccao ordina
cujo denominador conté
tes de 2 e 5, e juntame
bos, dd orige

la rredugivel,
m factores primos differen-
nte um destes factores ou am-
m a uma dizima periodica composta ; ¢
0 nuinero dos algarismos ndo periodicos ¢ 1gual ao

maior dos expoentes que tem os factores 2 e 5 no de-
nonunador.

‘Demonstracdo. — Em virtude da segunda pro-
priedade, a fraccdo proveniente da conversao nao
pode ser limitada ; ndo pode tambem ser periodi-
ca simples, porque convertida em fraccao ordina-
ria, achariamos por denominador um numero com-
posto unicamente de noves; por exemplo teria-
mos :

—

— — (simplificada)

r

A 276 Nl
b 9
Logo, a = H ; b=F,

e e seto como A nao contém nem
impossivel, Visto L o ' ;
8 qg—i% epb contém um destes factores ou ambos

e h‘}'poqlesed. imal resultante nao podendo ser
Atracqaoﬁ]?fa 1;em periodica, serd impreteri-
limitada ou 1nita, : '
velmERE pcrmdlca e dos algarismos nao
-a concluir que 0 . O . tes que
Pard S-S igual ao maior dos expoentes qu
periodicos 361615 tam no denominador, basta_tao
os factgut r que o denominador de Lln'li'l.fl'.:lt,—-
somente Obs.erva u?Valemc a uma dizima pt_}rlodu.d
¢do ordinatid g% formado de nores seguidos gc
composta, SEf! algarismos da parte nao

s 0s
tantos {eros quanto



expoente 1gual ao NUMEro CESSES cSEI T —_—N
da mais. diminuindo um dos expoentes desses.
tores pela simplificagao, o expoente do outro fa
tor serd igual ao numero dos algarismos nao p.ﬂ
dicos e sempre 0 mesmo.

Quarta. — Toda a fraccdo ordinaria irredugivel
<11;() d{.’nommadm nao conlém os factores 2 e 3
origem a uma dizima periodica simples.

‘Demonstracdo. — A fraccao resultante da
versao da fracgao ordinaria dada nao péde ser ne
limitada  Propriedade 2") nem periodica compos, :
porque convertendo essa decimal em fraccao or-
dinaria achariamos para denominador um num
composto de noves seguidos de geros, por exempl

cl N Y

— T e

S 5 v L
b 90 , B

'

umpllhcando a fraccao do 2° membro, ¢ se doa
factores 2 ¢ 5 desapparecesse um, ficaria o outro :

suppondo por exemplo o desapparecimento do I
tor. o, teremos "

a H

e

&
s¢ estas duas fraccoes ordinarias sio ll‘l'edL'llqu@
as condicoes de igualdade sio

por tanto o denominador b contém o facm
que ¢ contra a hypothese. it
080, s¢ a fraccao decimal resultante nio

ser llmltada nem periodi DEric
ICa com 1C
simples. 3 PO P y



Poteneins @

A formacao dc
coes decimaes
dos quadmd0 i@
obtem-se as poter
tores iguaes e @
dos ¢ cubos sao
cao dos decima

Exemplos




se 100 vezes maitor que 0 \'crdadu_ro, ¢ pa;ra qug
clle se torne verdadeiro ¢ necessario ‘tornal-o ma :
vezes menor ou dividil-o por 100, o que se conseéf;,é:
oue fazendo a virgula andar duas casas para a es< i
3ucrda * a4 relacaogenice 1@ quadrad() g raiz

>

quadrada sendo directa e de 100 para 10, o qua=""

drado (64) sendo 100 vezes maior que o quadrade
0,64, a raiz quadrada (8) ¢ 10 vezes maior que
a raiz quadrada (0,8). o

[Logo a raiz quadrada de (0,64 ¢é 0,8,

‘Regra do 2° caso.—Torna-se par o numero de ca-
sas decimaes (0 que se consegue escrevendq um gero
da dirveita da parte decimal), faz-se abstraccao da vir-
Sula e applica-se a regra do 1° caso. Ex. :

"/(_).2 - V“)?IU-: 0,4 ; l/_:.%_U — 4 (approximada-
mente:

‘Demonsiracdo.—Torna-se par o numero de ca-
sas decimaes, porque a unica relacio que existe
entre o quadro e a raiz quadrada ¢ directa, (como
Ja vimos na demonstracdo do 1° caso), de 100
para 10 ¢ deste modo tendo o quadrado numero
impar de casas decimaes, nao poderiamos com-
pensar essa relacao por nao haver relacdo alguma
¢ntre o quadrado e a raiz correspondente,

Logo a raiz quadrada de (0,20) ou (0,2) é (0,4).
RAIZ CUBICA

Consideram-se dous casos :

1.° Quando o numero de casas decimaes for 3
ou multiplo de 3.

.
2.° Quando o numero de casas

;i : decimaes nao
cl>r vepresentado, nem i por 8ined; por seus multi-
plos.

L,




S _ma _cd

D B, e e el o A

,'\'L';_"J'RT ao 1° cac i i ot

xilrahe-se a raiz .

b 1 L:r rag afo Numero inteirg resulta tgu/a,
para-se para decimaes — terco d nie e se-
L]“l';’ 1‘()’11 0 L‘I{b(), lj:x. . 3 e Casas d@CU?ZCI()S

abstraccdo da pjy

3

e i
V0,216 = 0.5V 916 — ¢

.(DL‘IJZ()IZSf)'ag‘d'O.——-Qua1]d() faz
virgula torna-se o cubo 0
que o verdadeiro, logo a sua raiz cubica (6
estd dez (10) vezes maior e para que se torne ver-
dadeira ¢ necessario dividil-a_ por (10), o que se
consegue separando um algarismo para decimal ;
vem pois a raiz (0,6).

Ora, se (216) ¢ mil vezes maior que (0,216), e a
raiz (6) dez vezes malor que a raiz (0,6, a raiz de
0,216 ="10z03

=S¢ abstraccdo da
h \I - -
,216) mil vezes maior

Regra para o 2° caso.— Lriplica-se o numero das
casas decimaes escrevendo geros d direita, extrahe-
se a raiy do resultado como se fosse um numero in-
teiro. e na raig achada 'separa-se un numero de ca-
sas dectmaes igual ao terco. 1

3 0, :
V 0,45 =V 0,450 = 0,7(app:)

' -0 de ca-
.=~ __Ouando se fez o numet

“Demonstracao: Quf ccdo decimal nao mudou
e decimace i ipIT= SR : ) i
sas deci do extrahimos a raiz cubica do nu
de "a{ffo; c%‘;‘;‘;“dc 0,450, extrahimos 2 fﬂ!lqﬁocglf,‘;ij
; A 1 N@r 15850 c .
B ero 1000 vezes ol e }’(g)r que a ver-
de um nUMCTOREEENIRFes maior guc a Ver-
g/ 1“0lead“) torne verdadeira ¢ nc
: ‘_QP_P ara que ella se faz se arando uma

dadeira CC]P:zidil-fl por 10, 0 que P
cessario dl -

5 ,‘Ell a dc:l 5 T~ C(‘]O 0749).



PARTE TERCEIRA

THEORIA DOS LIMITES

Limite — ¢ uma quantidade incommensuravel
fixa da qual uma quantidade variante commensu-
ravel se approxima constantemente que nunca a
pode igualar, mas que tanto se approxima, que a
differenca pdde ser menor que qualquer quantida-
de, por menor que seja.

Grandeza commensuravel — ¢é a quantidade que
tem com a unidade uma medida commum.

Grandeia incommensuravel é a quantidade que
nao tem medida commum com a unidade.

Iista theoria consta dos seguintes principios :

‘Primeiro.— Qualquer grandeza commensuravel
sendo comparada com a unidade respectiva, dd para
resultado um numero inteiro ou um numero fraccio-
nario.

‘Demonstracdo. — A unidade ou qualquer parte

d’ella ¢ a medida que qualquer grandeza pode ter.
Se a quantidade tem por medida a unidade, o re-
sultado da comparacao é um numero inteiro : se
a medida da quantidade for, ndo a unidade, mas

sim uma parte d’esta, o resultado serd um numero
fraccionario.

_Segz'zc;zdo.—-lequer grandeza incommensuravel
nao poae ser representada por numero inteiro e por
numero fraccionario.

‘Demonstracdo.—Se

qualquer grandeza incom-
mensuravel podesse s ¥

Cr representada por um nu-




. IR e T
medida hom ogeneaq ¢ ¢

podessemos Comparar e
Vel com qualquer par

Seria um numero
Ora, se as grande
dem ser comparadas

'y
quer parte d'esta. ks
sentadas POr num: e

iTL".tit'l‘PO' Ra=; Ssl " a5 i .:'.I‘
achar-se comprehey =

surarets, c:;;as
uma quantidade tao
sirel sempre  obter

mensurarels. A

‘Demonstrac
dividida em n
commensurav
partes, ¢ que :
que o0 quocie



2 COMO ¢ pum\ ¢l tornar n tdo grar ‘5

I »
Jueira, ¢ claro que pddc l&lﬁbﬂh i w; a
n , B
! . ,
Jueno quanto se queira ; [ — ) ¢ I'me[w ¢
n

‘ .. o
lerenga entre qualquer dos numeros (-u-

O numero incommensuravel 1.
! * :
L.ogo, a differenca | — ) podendo torr ar-se

» :
que qualquer quantidade, tomando {u)
I 35
mente grande, por menor que (—) sé

B i o
mesmo se dd com maior forca de raﬁe |

entre 1) ¢ um dos dous numeros ) ( e
” e g




omando-
¥ C; e D infinitamente pequenos.
approximam-se infi
mltc ; nitamente dos
S, 0 mesmo succede a Dy auant
je esta quc. poderemos considerar nulla. ; 3

¥a. sc A — A’
Tie A B i ernstam@%% conclue-se

. L()go substituindo na
8 ’
A — A°, vem:

szto —O lz da somma ou differcnca de duas
2l d somma ou differenca dos limiles

o s40 1gu ¢s cada
F tes Conl
. remaos

emonstracao.—Pe 0s limites L ¢ L‘

roximam-se dos scus li-
as D e I’ diminuem tor-
squenas ; 0 mesmo da-se



Flo G LBERA RN »
.

[.im; 1\ '-4- A,/ — [, __l_ 1#
Lim: (A 4 A’) = Lim:' A - Timgsie

Para o caso da differenca o raciocinio ¢ o mes-
mo.

Sexto.—O limite do producto de duas ou mais va-
riaveis, ¢ igual ao producto dos limites das yariaveis,

‘Demonstracdo.—Por hypothese, vém as seguin-
tes 1gualdades :

e —— —1=" 1)

L= A LD’

Multiplicando ambos os membros d’estas duas
igualdades ordenadamente, teremos :

LI AN L AL A'D D

D e D’ tornando-se infinitamente pequenos, o

mesmo se dd aos termos em que entrao estes fac-
tores, logo :

Lim: (AA’) = Lim: A X Lim: A’

O mesmo raciocinio tem applicacdao havendo
tres ou mais factores ; isto é :

Lim: (A A° A t—im: (A ST A A”) = Tifns AR
X Lim: A’ % Lim : A” etc.

~ Setimo.—O0 limite do quociente de duas variapveis ¢
1&’“4/ ZT0) DIPTSR s s oI i : .



emonstraca
y¥racao.—Por
Por hy pothese, vem :

A
A’"‘Q

Applicando :

s, 5 a propriedade do dividendo, tere-
A=A (PO

Lim: A — Lim: A? Y Lim: Q

Dividindo ambos os membros pelo Lim: A, vem
0 que se quer demonstrar : }

Lim: A
- — Lim: Q
Lim: A’

Oitavo.—O limite da potencia m de uma varia-
yel. é igual d potencia m do limite da variavel.
Demonstracdo. — Pela definicao de potencid,

vem : .
A St At Tupee et <A
Pelo principio sexto, temos :
: : e
L im e Lim: A X Lim- Rl = > W Lim
e e (Lim: A"
’ T ¢
e fimite da_raii™ d Iuma yariavel,
ono. -~ 4 do limite & ariavel.
igual a raiy -
acao __Supponha-s¢ q




i bl
i i ]
d‘_".

IraNdO 11 Cold g O

A = Rm
Logo—Lim: A = (Lim: R)m ou

i

Viim: A = Lim: R

Da propriedade sexta, conclue-se o que se s
Lim um producto de factores incommensura
ordem dos factores ndo altera o producto.

‘Demonstracdo. — Representem-se as var.
por A, A’, A”, e os limiteS*por il 5 S
Dra,.. 8.5 A SR e X OAZ

Logo —Lim: (A W A’ ¢ A”) = Lim: (A’ X ASE (59

X Lim: A X Lim: A”
Finalmente

L XL X =0 Lse 1L
I'raccoes continuas

_"D?finzpao.——Fracgées continuas sio as e (|
~>ciormadas de fraccGesordinatie que tém {
numcrador a unidade e para denominac

:gteelrg mais uma fracgéio, a qual tem par
~>+4dor a unidade e para denominador um |
mais uma fracgéo, etics | e

;



‘I1‘11l~l\:::\l;";a“nln\lwmun.unwru\'cis, de modo que
em<se t\“:l-l‘-”[ SClL menor que a Ullit;lilLIL‘] nb-)
¢ | Arig U numero de expressoes 'm’ :

JdaMos 0 nome \IC,“'dL'Q'HL'.\' conlinuas., B L]lel

l-xplicae _
- |1tn it'\ll,'”l‘ | Supponhamos que x representa
LA guitinticace que nao 1) l ‘ :

. lade de ser representad:
PO numero mntento, | llL’ﬂ-l]lLlle

Representemaos por @ o nuniero inteiro que mais

‘ /
seapproxima do valor de & ; seja (—) a fracgdo
*
que representa a diflerenga entre & ¢ a
|

A s —

y

Procurando de um modo analogo o numero in-
I

teivo b que mais se approxima dey, == represen-
1

tara a differenga ) — &3

/

BEL contihuarmos a procurar do mesmo modo,

teremos
| ]

PR B D ot T ete.
u Y,

¢ 1. &tc. n'estas

Tirando ©OS valores de =%, J): 1
inuuldau.lcs. vem
: 1
1 1
1' ’ b — L C & ——y U = L'l i ._....
=4 T ) d 4 3 :




LOOU i e |
Logo Wiaa
by e
C i e
d 7

V 4 etc.

Sao estas as fraccoes continuas, "4
Quando entre as quantidades y, =z, ;s
achar-se uma outra cXpressa por numero jint
a fraccdo continua ¢ limitada ; NO caso contra
indefinida. k.
Os numeros a, &, ¢, d, etc., denominam-se qu
entes incompletos. 2
Um quociente mcompleto e tudo o que se lhe
segue torma um quociente completo.
Integrantes siao as fraccées que Integram ot
Completam as continyas que tem para numera
a unidade. Ex. :

¥
lad

s T Al ]
o e G 3
B gl o =

g

Reduzida ou fracegy convergente é a reuniat il

todos os termos, desde O primeiro até uma fracg
Integrante qualquer., L Xt s

d ] l ] s
-—,a—]L—--;a_;_.___’ 15 a | #3
G (,_}__..
1 df_;"
L= s i)
bt



A Primelra  recluzi
| duzida obteme-se ‘ :
meira integrain tem-=se tomando a pri-

zt .--.v;;n‘m'(l:lﬁ tomando as duas primeiras
Atercerra, as tres primerras, .

Calculando os valores de cada uma. vem

. 1
1" reduzida B
|
, 1 ab - 1
20 reduzida ol Bt e
b b
; 1 clab - 1) -4- a
3¢ reduzida = =
N be 41
¢
] d/abc + ca) + ab + ]
4* reduzida me s e e e
B R o 2 e b
C - —
d

As reduzidas dividem-se em parcs € Impanres.

‘Reduzidas pares Sa0 aquellas formadas de nu-

integrantes.

‘Redugidas impares sao aquellas formadas de nu-
1 . ; o

meros impares de integrantes.

- . . -1 obtem-se a se-
t}{t,g-’.d.__lq o,-”ldda ll”ld ](_’d“)‘[}d((r)?‘ d,aq”e[fa pc{()
t:m‘uinh,-’ quocienle mcumpfé’fo’ 3 'ﬂ;” reduzida pre-
lfz:;ctm i'cspcciivanzente os termos aa 1
L't’ajl.' nite.

MEeros pares




PRINCIPTOS

.‘_ﬂ‘

1 o As reduzidas de ordem impar sao maiores de
que a fraccao dada, ou do que 0 \'cl*dadcn'o valor
2 o As reduzidas de ordem par sao MmMENOres @
que a fracgao dada. .o
3. Qualquer reduzida de ordem par ¢ maiore
que a sua antecedente mais proxima, IStO ESE
S Tk L e T i _ .
4.0 Qualquer reduzida de ordem impar ¢ menot
do que a sua antecedente mais proxima, 1sto ¢,
o < 3.0 a3 e EG
5.° A reduzida approxima-se tanto mais da frac
cdo proposta quanto maior for o numero de
grantes que a contiver.
6.° A fraccdo proposta ou o seu verdadeiro Wi
lor estd sempre comprehendido entre duas que
quer das reduzidas consecutivas.
7.° O erro commetido tomando uma reduz
como valor approximado.da fraccdo é menor
a unidade dividida pelo producto dos denomina=
dores d’esta reduzida e da seguinte. .

\ (

PROBLEMAS

Consideram-se dous problemas :

1.> Converter uma fraccao ordinaria em fraccao
continua. g

o

0 - P~ B —~ . .
_2.° Converter uma fraccdo continua em ordina

ria. Pt

- 0 1 " ".
5 R@g"i a do 1° caso.—Procura-se o maximo con
UM = QIVISOFr Q0SS [erinos da frrimr s s et



1L2J.‘ -5 LT

Jonominador 08 aUC

J gt v

nicao de frac

‘Regra do
ll()-}:» d-:scob-? e
resolvidas pela reduccd




) '\ f a1t
Comparad¢ao dog Nu m-ClOﬁ-,f

R
.

L = "
P -

Razoces, PProgressoes, I ,ogﬂrithnl |

PARTE PRIMEIRA

THEORIA DAS RAZOES 1 PROPORCOES

Ragdo ou relacdo — ¢é o resultado da
¢ao de duas gquantidades, quando se tem em VIS
saber quanto uma excede 2 outra ou quantas v
Zes uma contém a outra. .

Divide-se em ragao por differenca e por quocient

As primeiras tambem se denominam ragaes ar
thmeticas ou differencas ; as secgundas ragoes ge
metricas ou razoes simplesmente, b

Ragdo por differenca — ¢
racao eflectuada entre
subtraccao.

A razao por differenca entre 8 ¢ g ¢ 8--3, ¢ cX
prime-se 8 . 3; Ié-se 8 para 3.

‘Ragao por quociente oy geomelrica —¢é o resulta
do da compa racao cffectwada entpre dous nume
ros jpor meio da divisao" .

o resultado da compe
dous numeros por meio d:

L
-

e

8
A razdo por quociente entre 8 ¢ 3 ¢ ( ) cxpri
3/

me-se 8: 3: |¢-ge 8 para 3.
A razao de dygs grandezas

;‘ndlca quantas Vezes uma Contém g outra, ¢ mq
estf) ser ella g medida dq brimeira quando a seo
da se loma poy unidade i e B



‘Propor ¢a0-———é
duas razoes.
Divide-se em -
differenca, ¢ em P
plesmente propor
‘Proporcao por
duas razoes por d
A equidiflerene

- s

prime-se 8. 3 1 10
10 para

' %

‘Proporcao por g
ivualdade entre dua
A proporgao é

prime-se 3 : 12:
como 24 para 96
Dl/—sc em 5eral a

l<m %rdl du-seéz j+

ll]\ LI'[EHQU
nova razao de‘

O pr oducta
dade. |

Tomem-se




4 razao de auas grandezas € 1gual d razdc
numeros que as I'L’}’J‘(’SUHMHZ quando Sao mec
com a mesma wnidade.

Tomem-se as grandezas A e B, ¢ seja G
de commum ; representemos por @ O NUMEs
vezes que C ¢ contido em 4, € por b o nume

vezes que C ¢ contido em B vird ©

A !
—_—= dy = = b 3
(G e
y g ¥ . bR S o %
d'onde A = C ¥ a; B*="1G tas
A Cal-a a
logo : NN S 0 L

B Gl b
Em um grande numero de questoes a Tei§
existente entre duas grandezas d’especies he
genias € tal, que se a primeira - tornar-se unic
numero de vezes malor ou menor, 0 mesmo &
tece a segunda. ; -
Em outros casos a relacao existente entre a8
as grandezas consideradas é tal, que tornando
d'ellas 2, 3, 4, etc. vezes maior, a outra fica 9
etC. vezes menor e reciprocamente. 4
. Entao diz-se que as grandezas variam eni i@
Inversa, ou sdo inversamente proporcionaes.
O divisor e o quociente, por exemplo, sao m

0

samente proporcionaes. F

DA EQL’IDIFERE.\'Q.{

fe q)"f)'}’l‘zedade Sundamental —Em toda a equ
5 renca a somma dOS exXirrMmMac B i ainsaile



..‘:..‘,...--.: o Y k)CJ'{la " D.. “ - v .
m|111dlllcrcm_;u, VENIS ¢.d; avaliando esta

ﬂ“‘"b::g_..d.
>

addicionando b 4 d a ambos os membros, temos :

a—b b 4 d= ol g

attendendc i - :
plpone. .‘d) que quantidades iguaes com desiguaes
Signacs ¢mum mesmo membro destroem-se, vem:

a4 F =G =

‘Reciprocamente.—Se a somma de dous numeros
for 1gual @ somma de outros dous, os quatros nu-
meros formarao uma equidifferenca, collocando
nos extremos as parcellas d'uma somma e nos
meios as parcellas da outra.

Demonsiracdo.—Supponhamos a + d=c¢ +d;
subtrahindo & + d de ambos os membros da igual-
dade, temoss

a + d ={b FEE=N b— (b + d,
effectuando as operacfes indicadas, vem :

q 2 d__b._.d::c+b——b——d

ou g e Bt

- » 4 propor¢ao por
esta ultima igualdade corresponde & proporgdao P
differenca :

a.b:C-d

: ~as podem-S¢
gr o __Tres mudancas |
-imeiro corollaro: ifferenca,
l'ay(fr]' I1;?a‘zlcgrdcm dos termos de umag;]}"%a imperter
%cxjn q neriirb It inverter. 05 1MEIC2



Iremos e rice-rersd. Fase.

y SC 1 ' Sl ep g
‘Demonstracao.--=Seja a cql.udll"l’crcnf;a [ &F
oua —o ¢ — .,

et
1.° mvertendo os melos : 5.

s
1

-

a.C:bad ol a =0 us—
.) O

2. mvertendo os extremos :

. 4

i
-

d.b:c.a ou d—1b = EEu-

2 0 2 : -‘
».% collocando os meios no lugar dos extremg
vice-versa, vipd s I

b.a:d.c ou b=a=d-=—co

-

v

A cquidifferenca nunca se perturba por i

d’estas mudancas, porque a propriedade fundan
tal tem sempre applicacio.

Segundo corollario.---Uma equiditferenca na
perturba : 1°, juntando ou tirando o esHt
aos dous primeiros termos ou aos dous ultimos
aos antecedentes ou aos consequentes ; 3°, ¢
fro termos juntamente . 4°, multiplicando ou
dindo os termos todos pelo mesmo numero. &

‘Demonstragé’o.--—sc
DU 'Y decih %

Juntando (m)

Ja a equidifferenca a.b:

=4
a0s dous primeiros termos

e SV ECR OB R

applicando a propriedade fundamental, t



O mesmo racioc
da sempre o mesm

Terceiro coroll
differenca determ
tremo, € 1gual d so
mo conhecido ; se
cxiremos menos o ;

‘Damonstracaa
Applicando a prop:

subtrahindo de am

tercmos :

‘-contmua,
forem igi
bro do
dos extry




‘Demonstracao.~--1.* Tome-se uma cquidif]
ca continua :

a+y syl
Pela propriedade fundamental :
a-+b=y4y=2%
a-— b

Logo : y = ———-
@)

2

28 28 DR

Z-—]—-Z:b-—f—C““QZ

b+ c

Logo 7 i il
2

Chama-se meio differencial o meio
differenca continuyz .

PROPORCOES

‘Propriedade Jundamental. -
porcao o product
ducto dos mejos,

‘.Z)emonstmcao.-—-Seja A proporcdo a.:b -
avaliando- =, Vem: :



praticando as 0-pe;ff
de que demonstra o

‘Reciprocamente.
ros for igual ao pro
tro formarao uma
tremos os factores d
factores do outro.

Demonstracdo.—
producto bc, isto € : ad = be.
Dividindo amb
db, temos : -

a : DS
Primeiro
uma proporgat
a perturbar :
extremos ; 3




1,0 IMIVCILCLHIUU Vo 1llvivVe =

a:c::b:dou-— ===
L d

3.° collocando os meios no lugar dos «
¢ vice-versa : ;

b d

b:a::d:cou—=—

a s

Eistas transformacées que acabamos de
nao alteram a lei da proporcao, porque a
em cada uma d’estas proporcées a pro
fundamental, verifica-se ser o resultado s
mesmo.

4 Tl

2%

S gundo corollario.---Ndo se perturba
uma proporcao : 1° multiplicando ou dividi
MeSmo numero os dous primeiros termos

ultimos ; 20 os anltecedentes ou os conseqi
08 qualro termos juntamente. '

— = &
: ‘Demonszragao.-—-Flgure

-S€ a proporcat



=

Comparando as
segundos membro:

Sommand
teremos :




PQ[“ s VBIE »

o :LE,,'

am i
am : bm :: cm : din ou —="=""ES.

&

B b
R

Dividin do os quatro termos por 7z, temos &

.‘I

RS s

a < mas
a-m:b2m::Cc2m:d=m-ol =

Ora, multiplicar ou dividir ambos os ter
uma frac¢ao pelo mesmo numero, a frace

a c
se altera, logo — = — & o resultado effectuad
b d o

so das operacdes indicadas em ambos os m
da primeira igualdade, mais ainda em am
membros da segunda.

Terceiro corollario. — Nao se perturbé a
proporcao : 1° elevando todos os termos a p

gq mesmo grdo ; 2° extrahindo a raiz do m
ice. i

a &
ou-l—)—_—_——, 1° clevando a potencia m t

A Dl i



Ora, clevar an
Ll uma potenma
raiz do mesmo 1n

fraccao, clig nﬁ

resultado effectu
das na primeira I

os membros da cgunda

c1onaes se 0
igual ao produc
con/zeczdo




JUANo 4 SCUlivda pParisc asiac-ae

a:d::x:4d; y
()ra. bx = ad .
ild
l O20 . S eoe:
[y

Quinto corollario.—Determinar meias pro
NACS & S¢ 05 metos sao :'guacs, () product
mos ¢ 1gual ao quadrado do meio, ¢ o
raiy quadrada do producto dos extremos.

‘Demonstracdao. — Seja a propor¢ao ol
a:xcoxcdy oapplicando a propriedade fi
mental, vem : g

ot Tl

ad == xx ou ad =%

- & 2 o
i- L

extrahindo a raiz quadrada a ambos os m:
d’esta ultima igualdade, teremos :

OBSERVACAO

Nio se pode igualar o producto dos ex
producto “dos meios quando se trata d
SONEretos, porque a palavra producto
tido algum, s, como quando quat
des estio em Proporgao, os numeros

dem tambem sio '
. roporcionaes, Subst



proposta, VEI S
x dias : 6 dias ;16 me

tirando o valor ”" 1

-




PROFP RISDALD NS

Primeira. — Se duas proporcoes tiver
termos commuas, 0s outros restantes
uma proporcao.

Demonstracao. — 1.* Figuremos as d
coes scommes |

2

a
a:b i€ d sou =
b
a?
a b’ ::icid oun FEEEEEE.
b,
. a a’ o
Duas quantidades (—-— uma, — duas
b b,
: c a8
d uma terceira (—— commum ), sao entr
P g
logo :
a a’
T Ol sel TR
O

d " Se os termos communs ndo forem
entes Ou 0s consequentes, os termos 1

muns serao directame
. nte pro
Assim - P porcxonaes,



IVELLENAO a ordem

YOTI'COeR y dﬂ?:\ MOS ¢
porcaes, vem . Meros em ambas as pro-

y BT o | l\
ll . L . l\ : k{ l)l‘ - 20
L d
o Y . d‘ l\
R B OE L B S R
o d

Ora, duas quanti '

s ol Jﬂtldﬂdcs 1Tacs ¢ ' .
B N 1 % T L 5 "-l L“l]“ 1 xC O 'L £
entre siiguaes, logo : i ercelra sao

b )

i el
— = —o que sigtiificara s c v a’: C
C L G

amos finalmente que Os CXtremos

communs ; n’este ca-
inversamente propor=

3.t Supponh
ou OS melos scjam 0sS termos
SO 0S termaos restantes sao

cionaes.
Assim s
a o
L0 =
b d
a Gt
:b’:ZC’:d ou ff:'::—"
d b d

q c¢stas

ade fundamcntul ta
(‘[ = b (6

. ad = 16

opriedade funda-

— b'C
1 gO'rr'l bvu'tudc da reciprocd da P!
e e ;



Vo ondae A somma ou o d!llm‘qngq.,__ -—
Y nn:unm (PMON estil para o segll.ndo,. tsim-
}a comma ou o differenga dos dous
Pt o quarto, -

Demonstragdo, == \eji A proporgao a @

g
i
b
i

S

.

o \ t ! il \, ]
Ol Caddicionando e suhualnnd_.q; ¥
|y ll .

mo tempo (aambos os membros da igualda
1lemos | g

B -

0 . a b 148

‘ | ~ I | QU e iy

§ d § o v

esta ultima igualdade representa a seguinte pr
Porgao que demonstra o principio g :P

o ..m;'-"' "
\.-.'I‘ .

At bboe {" ot o
Terceira, — A somma ou a ditferenga dos d
primeiros termos estd para o primeiro as
] \ b} d

A somma ou a differengca dos dous ultim
para o terceiro, . 4 . AT

"I)wmm.s‘h'apdu. - Seja a proporgdo a‘_.;.‘,t ok
! C LA ,u—
Ol l«- - -; y invertendo esta proporgao
) ¢ K e
e
b dos
biaiid:¢ on e Y it
a ¢

addicionando o subtrahi
ambos 0s membros d'esta

n-’;'::l'l’ Cf’.':d

h.“- —
<



‘CS €sla para g SOmma g
quentes comeo

um dltece
! Llente

dlllucmd dos antece-
U a dlﬂcrenga dos con-

d O sey conse-

‘Demanstr acan =
vertendo-a.

Seja g Proporcan a : .

Bl
ttmos : 4 D i
\| plicando g esta ultinmg Propor¢ao a proprie-
dade segunda, vem :

u;{_"c:c::bf_‘fd:d

alternando estg ultima ¢ Comparando o resultado
“Om a proposta, teremos :

o Y ol
P b o e L |
l.u-ro,.__ Q+C:b+d::a

edente
n lugar de tomar o brlmego t?)g;;-moso
\

5 yrimeiro consequente (a 4} e
P l?i} antecedente para o segul wiedade de pre-
s I arcmosatezceua prog

[ LB dPP C

fw encia a pr meira.

: -ceira a proporc¢ao
Assim : ropriedﬂde tercetra a p
\ wplu,ando ap
} i
a :
ti:iap:btdib
a - C peaC St . -}rO_
e com a |
sultado
do e comparando © €
0 C
alternan

31 S :
}w)slag terno

Al il 2
adc b ds
g ofb G S



mos de duas ou mais proporcoes, 0s prc
sultantes estao ainda em proporcao.

Demonsiracdo.—Sejam as proporgoes

a
a:biiclid-Qgus ==

¢
d oo

‘e b 2 €2 7l 01
b)? :
BicC.3 efCe s

multiplicando ordenadamente estas

vt

aa’a CCL

vird: ——— = ———_jsualdade esta que
bb’b” dd?dn .

a proporcao ot
aa‘a”, bbily”.F s ats dd"G1 s
Sexta.—A somma dos antecedenteﬂh

a sua differenca assim como a somrma
quentes para sua differenca.

‘Demonstracao. — Tome-se a pr”o@'

¢ :d; applicando a guarta proprzeddéf
te, temos :

Pyl :,';f
S R P N Sk — £77b. S50E




primcipio N S L i e G,

B o
L°a-—L..1) J["Cl:[‘)___d

Setima A s :
=i . — AS POTCRCias e taizee de 1

quer dos ternués de unibilﬁ {’aueb qc, um grdao qual-
em Proporcao. 14 proporc¢ao tambem estdo

‘Demonstracdo. — Seja a proporcio a - b ::c - d

a -
O] & et Wt 3l Ve q I
; o3 clevando & potencia m ambos os
termos das duas fraccées d’esta igualdade, vem :
(__) Lo (_ﬂ) ou am: bm‘T cm dm
b d

Extrahindo a raiz 7 dec ambos os membros da
primeira igualdade, teremos :

n n n n
= o s
v — v G e
b d (e AR
eipas ¥ M
esta ultima igualdade significa a proporgao.
11 11
11 1 i
V i l/- D Catr / b
OBSERVAGOES

~onclue- (e
ade conclue-se d 1
o q somma de todos

ropried
dentes esta pard

"11‘t€l p ~ _
Dfl qL}c B raz0es 1gu_aesl
O b e I R P i) de antece



2 somma de todos ou de Uil HICSH0 - RHNEros
consequentes como qualquer antecedente

scu x.‘nnsc\lucmc.
Demonstracao-—-Seja tomada a serie :

a= b ::cd:; menseREs

Representando porr o valor de cada razags

vem . ol

a:b=r;c:d=1; msn ST E—

tirando o valor de cada um dos primeiros te
n’estas igualdades, vem : :

-

a = br ; ¢ = «r ;M= NN,

sommando cstas igualdades ordenadamente e pon-
do r em evidencia, teremos : =8

a-+c+4+m...ctc., =rib +d+ .

tirando o valor de r n'esta igualdade, ¢ substitt
do em vez de r os seus valores, vem :

+m:b+d <+ n
+ m.. b e
m:b +d="n
:b+d4s+n

atic. "

-
I

pob)
-
@

&
=
|
S
(@]

=
o
[l
[ab)
+
G, &}
.,|.. .l..
=

Progressdes

‘A- iﬂﬁ[]ita Successa v i
ceessao tpiggesl 5
GNE B O slles d‘ de numeros taes que
sc derive do precedente ot



da, denomina-se serie.

Termos---sao 0s numeros da serie

Exemplos :
K 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, elc.
s et W L b 1
90— [, —ppost i 0 SR o]

, b ( L] l ) s 3
39 27 81 213 729

ol 3, 8, 18, 38, 78, 158, 218, etc.
B o 1, &, 1%, 50, 178, 63%, 2200, ete.

Explicacdo.—Cada termo da primeira serie deri-
va-se do precedente addicionando a estec o numero
(3) : assim (3 os= 6) ;

Cada termo da segunda serie obtem-sc multipli-

le® 1 1K
~ando o precedente por{-— T P e T
e ! )
e Ut e = ', T e ; CtC
('3 e 3 ) ) (9 2 N

btem addicio-

: -mo da serie terceira se O
Cadd tel ¢ R

nando (1) ao denominador do precedente ;
| 1 |

1 1 T e v
(;715)’ (5—4——1’ 3)’ (:3+] v, |
q seric obtem-s¢ multipli-

g ¢ 4 ia quart = ‘
Cadadtis 1}10 *Lci:lcr?te por (2)e addicionando (2 a0
cando o precc (3><.2:G; G 3- 2=

producto ; assim -




3 9 R ¥ o WKt

Cada termo da quinta serie se obtem de
am dos dous que o precedem multlphcand_
Pelles por 2), o 2° por (3], € sommando os
ductos ; assim tomados 1 ¢ 4, multiphca-Se;o 1SS
9 ¢ o secundo por 3, isto €, 1 X 2 =2 @GS
¢ sommam-se os productos 2 + 12 = 14; conl
nuando — multiplica-se 4 X 2 = &3 IS,
e sommam-se os productos 8 4 42 = 50 eiges

lllllllll r-r?‘."
successivamente. -

~

~

Lei da serie ¢ o processo para a obtencao deim
termo gqualquer que deriva-se do precedente Ol
alguns dos precedentes.

series apontadas, comprehende-se que as series'Sat
infinitas ; quando isto nao fosse sufficiente b
ria lembrarmo-noes que nfinitos sde os proc
imaginarels para formar um numnevo por m
dous ou mais numeros dados.

A Arithmetica elementar sé. estuda as ¢
clementares, isto ¢, aquellas em que um t
qualquer deriva-se do precedente de conform
de com a explicacdo dada nas series que fig
mos, isto ¢ ainda, augmentando ou diminuindo de
um numero constante de unidades esse termo pre:
cedente ou multiplicando o dito termo precedents
por um mesmo numero.

‘Progressio—é uma serie de numeros que cre
cem ou decrescem n'uma razio constante.

‘Raido—é o numero constante que com um ter

mo qualquer da origem ao segulnte. k-

A progressao ¢ crescente quando os termos va
augmentando, decrescente quando vao dimint

diA*S progressoes dividem-se em progress
ifferenca e progressoes por auoeienio.



B e i 42 NN()
m L ESS0es por differenen

DEFINICOES, V |
INICOES, VALOR DE QUALQUER TERMO

Progressao por differ ¢ :
I q{w) cﬁ{);uuzca—-—u uma serie de nu-
da um ¢igual ao precedente
mais ou menos uma quantidade constante.
‘Razao de wina progressao por differenca—¢é o nu-
mero constante que exprime a differenca entre
dous termos consecutivos quaesquer.

A progressao € crescente quando deﬂ termo ¢
igual ao precedente mais a razdo. Ex

L 9 . B B L R R o

N’esta progressao a raz: io ¢ o numero 3ou 5—2.
A progressao ¢ decrescente quando cada termo ¢
igual ao PlCL.CdCl"ltL menos a razao. Ex.:

%-’35.50.45.40.30.3).2)

N’esta p1001eqqao q razao ¢ o ou 55—050.
As plom‘cssoeq decrescentes sS40 consideradas

COmMO Progressoes crescentes na ordem inversa.

O caracter das progressoes Por differenca crctq-
centes ¢ ter a razao representada por uma quanti-

dade positiva. :
; é- 1a se-
Na primeira plogressao 4 razdo € + 3, el
gunda a razao s

CONSEQUENCIAS DA DEFINICAO

-ogressao por
. termo da pr
Primeir a,—-Qual e ial entre OS dous termm

differenca ¢ melo p100109<c10 por
aAsanreniltBSs de SO L



1V Cllviel & LiliiRd ot N & A Nl L T A L e e i =L BB
)

em que cada termo ¢ a0 mesmo tempo cons
te de uma razdo ¢ antecedente da razao seg

Demonstracdo. — Supponhamos a  progr
crescente : ;

o

»-
i

I

sa.b.c.d.ept. o hi .

Subtrahindo estas duas igualdades orde
mente, vem : 3

C—b=D>b-—a %o b = =S

2
¢ assim successivamente.
LLogo d-—c.—.—_c—-b:b—-—a,

O que significa :

—a.b:b.ciciid e

O mesmo raciocin; 1 i s
: IN10 se applica 4 progressd
crescente, e i

: Szgmz(_{a.-——Dogs termos consecutivos de
{erogressao por differenca formam com out

FOS " Consecutivas ~ai a

1 0k

ke quaesquer uma

‘Demonstmgdo.-~Supp0nhamQS a prog

ale
ab]
U
~

]

-

i
b
i



lllllll ’, LY AR W |

M IOS de T ;
gressao ¢ crescente oy dccr‘(,gcfccj;')le se rundo a PI‘O-

a TRz ¢ Cha
a razao, vem para a crescente : mando r

dZT_",Cu{_[- ou I':_'_—,d___c

h =gt ou peaili op

Comparando as duas ultimas igualdades nota-
mos terem ambas um membro commum (7, e como

duas quantidades iguaes a uma terceira sdo entre
sl lguaes, vem :

d —Cc =N—5 00 sl

Terceira.—T'res termos consecutivos quaesquer
formam uma cquidifferenca continua.

Demonstracdo.—Seja dada a progressao por dif-
ferenca :

=t
@]

__:_.a.b,C.d.e.

D.h ol S i

3 B T o
Tomemos.  tres  lShos e i Onsecutivos ;
chame-se (r) a razao, teremos .

g:‘.f—i_:l'; h:gi—l’

a
subtrahmdo de ambos 0s memblos da pumen

l .

bl“Ob da 5efrunda a quantld d (&)
AT
g f = + 13 h 5 9

; : N e gt iguacsa
Ovra dung quantldad(:b (g f? 5



o —f=h—g ou g.f:h

,_,_
I

a9
|

; g B --'"',;.."

ou g—h ou . g
Por esse mechanismo se vé que qualquer term
de uma progressao por differenca é meio differen
cial entre o termo precedente ¢ o seguinte ; séi
primeiro ¢ o ultimo ¢ que nao gozam desta
priedade. |

PROPRIEDADES

‘Prz'mcz'ra.—-Qualquer termo de uma prog
por differenca ¢ igual ao primeiro augmentad
diminuido de tantas vezes a razio quantos s
termos que precedem o termo considerado.

fe".
‘Demonstracdo.—Supponhamos a progressao por

differenca

¥a ibee. dabEran

feépresente-se por () a razdo e por 17, o num
dos termos ; teremos :



sommando cestas g

b ._.C.l.d_:__e__?_’"..ﬁ

subtrahindo as qua'
membraos, teremos

Concluimos d’esta
das progressoes por

Quando for !{
a formula

transformafse:.- ;

N’este cas
guinte forms:

:0.r

i@ &



e P M O T L T R e & S T =

}1(Jk.lbl1|UD “i Rl et - ’ res e

des, quando torem conhecidas Ibe alor dedo i
1.o Formulas para determinar o valor de Lol

R

- ‘
T * P T ;-
| = a + (n==1)r; | =-=a— (IF==E ,-

o~

2.0 Formulas para a determinacao de a ;

3. Formulas para a determinacao de r :

| =<i4q ===
= ———— ) I = e
Ty =], 1] ===

4.° Formulas para a determinacao de 7 : i

| — a a—1" S
N =-——— 4 1; n=-—=—_<" R
£ : <5

K’ bastante conhecer dous termos quae
d’uma progressdo por differenca ¢ os indice
pectivos para determinar a razdo.

3. AN e
Exp{zcagao.———Sgpponhamos dous termos de
progressao por differenca a e ¢ sendo os

: il “ :

respectivos m e .

’ sabi - e
. E’ sabido que o coefficiente da razao ¢
mndice do termo menos um, logo : -

d=a + (m —F1)r, =
1y i LY ¥ oo

L R Ry, (I e 47 T\ : L



quer isto dl&&l‘,q
ciente da dzﬁ"e;-cmﬁ
dida pe/a d{feg ;

A formula r
Y

a "‘—q '
m s
lacip =it
m —

Segunda.-—-O
cente vao *
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INSERCAO DE MEIOS

e

!
<

Inserir Melos ditlerenciaes € a L]UCStﬁo *‘._
primeiro ¢ ultimo  termo ¢ um numero dCt'el'.

P %

Jdo de meios. .

I:'.\'ph'urg}iu.---.\'upp:mhallnns ac b 0s nq
dados, entre os qUaes uer-se 1serir m met.‘f, |
ferenciaes. O numero dos termos da progress
serd m + 2 ¢ o numero dos termos antes de & se
m + 13 chamando r a razio desconhecida da pre
gressao, teremos . -

. ‘f‘,:«' " '
b af“_‘ m+1)r;

LR
,’l, __'|. 4

d’esta tormula originam-se as duas seguintes :

"
il 59
o R e

]

b—a a—>b =
Bt B .
m + 1 m 31

estas formulas significam que para obter a ré
da progressio pedida — divide-se a differenca
extremos dados o primeiro e ultimo) pelo n
dos meios que se quer Inserir, mais LM, N

Uma vez conhecida a razio se pode col
a dj_ugslﬁo resolvida, pois torna-se mui_
addicionar ou subtrahir esta razio ao ter

precede, conforme a progressao ¢ cre

rescente e por esse me ham-se
SUCCessivos, . f?."mm;_,\.

ol

& PiOS, = Ty e e
g o3 plos.—lnserir 7 meio




Logo 98. SO GHEIN

No estudo da in
notam-se¢ 0OS segull
tancia : :

Primeiro. --- Se 1i
de uma progressao |
de meios differ:
parciaes constita
¢ a mesma da prc
mero dos meic

Demonstrac
differenca + a. 0.

Inserindo m n
gressao por




inserindo m melos entre £ ¢ ¢ obtem-se

{ 'm a segul "Az4ao0 M
gressao que tem a seguinte raza ;
C =i R

]"’ — ——— ;

m = i

)

continuando a nserir 7.2 meios entre ¢ e d, vem

=k

.
o QU
S g
1 g )
m - |

€ assim successivamente.

Ol’ﬂ, D e Qi=¢ =iy == d < =

substituindo n’est

a serie de igualdades em wve
cada um dos mem

bros os respectivos valore

S .-
r ) k_' lfi‘
hhB ) I

i P £

o
—_— l\ b —— —
——

iy L B B W e . “—_‘b :.L.'.
m + 1
Se a razdo de todas g progressoes ¢ se
mesma e ainda mais sendo o ultimo termo de ca
uma o primeiro da seguinte, ¢ porque form
uma so progressio. P

Szgundo. — Péde-se Sempre inserir ep

termos um numerq de meios tql que a d
entre dous termog

sultante °Cj2 menor que qualquer quanti
da, ¢ para isso torna-se necessario que o
dos meios ngo Seja menor que o Jquocient.
ferenca dog cxtremos dividiclo por essa '51'1

R s

el =
L



sressao resultante € =eu—.
sx(remos ¢ 772 0 NUMero
Figurc-se uma quant:
. queira, representada pel
«c a desigualdade s ——_—

Exemplo.---Quantos 0

serir entre 2 e 3 |PACGNEIEE
que 0,001 4 3

des facam parte de
¢ que 0s numMeros
Cssas des.
dade,
esdh e




existentes COirc a € 0 € ClLTC UL Cy el
Procurando os valores de & e ¢ vem : o

of
i
s
.-

£
S
. TS

b—a- m-41)r oub—a= {m =S

-

c=b-+(m-+4-1)r ouc-~0>b .-:-_-(m’-]l-l)":;

b <=1 m + 1

logo i i sy S,

G ===l I ededl

ou b—a.c—b 5 m J- 1 s

b — a
mplificando a frac¢do —--— e representan
c—b '

s
St

;
0 resultado por (-—-), Ve

v

M=, 20,81, 40, 55 0

r

m’ 41 =k, BLes b dileer 1;;__



T, k',liit‘l!.'- ~ g LAMILLICL US lz & i
gressao fazem parte ? &7 99 de qual pro-
.) - .
2] 12 1 U8 L
— - = <=E Sl
l).% e ‘)1 ’ o g I
e )e ' 11] ‘sL ]- 10 4‘ 4
p< m’ <4 1
logo M &= e ) -
o | ] e 3’ 6, 9, 12’ 15000. "]

m’ 4+ 2= dis R Sl

conseguintemente o e

e S nu $) A%

te das progresso 1umeros 12, 21, 33 fazem par-
- das progressdes por differenca, cujas razoes sao

as seguintes : -

21 —12 38 —2lI 2] — 12 33 —2l

—n, e
.

P e e s R S

3 4 9 12
. 3.6.9.12. 15. 18. 21. 24. 27. 30. 33, &

SOMMA DOS TERMOS

Para se obtef a sommé de todos os termos de
uma progressao por differenga empregamos 0s se-

guintes principios : <ol
;o - ressio por differcnca
I S )1 LR ; '
Primetl e extremos ¢ igual & somma de dous

a somma tremo

meios d’elles cquidistantes: :

Demonstracdo.wseja tomada a progressao
“:'ai rt--‘clx ------- }T ........ l.




e

. supponhamos que S re

; ) C J b b g b g y
¢ oulrus tdnl!’f L‘““‘ - s .
x ¢ [ teremos: ; '

._"V 4

—-}+(I'l""'1'

addicionando a ambos 0s mcmbr.osvcl?n l
dade a quantidade + [ 7 — 1-1 7% .

»

-

I+ (n=1)r=yE(n—=1)r + (0.~ 1)r
ou simplesmente

y=IT(n="1)r

sommando a primeira igualdade com esta.
teremos :

grcsaao por differen¢a ¢ igual ao numero d%"

termos multiplicado pela semi-somma dos cx
Mos.

‘Demonstracdo. --- Seja a progressio p‘ﬁ-rf
renga A

) ea.b.c.da,.....h.l.k

resenm a "“"'
numero dos termos, lbg p DL

- P +d+“”;+hﬁi7'
e i
30!‘!‘1!‘1‘121,ll v@,mq d m »‘
S =



h -+ b} .

s ) Taxl  THC RS R | £ Rt
S AR b )

alllt’ngicndo que o primeiro membro d’essa i

de ¢ formado de duas parcellas iq il

C

o segundo tamben e

S 1, porque cada uma d’ellas

:: compode dos termos das progressoes inverti-

k{dh‘, conclue-se que transformar-se-ha em um pro-

Lluu}()? que tem para factores o numero de parcel-

las /n) e a parcella @'+ 1 isto é:

S : _ 1
2 S = {qardin ol a5t
2

Exz2mplos.——=1° Qual a somma dos termos de uma
progressdo por differenca cim que 2 ¢ 0 primeiro
termo, 67 ¢ o ultimo, ¢ 0 DUMEro dos termos ¢ 147

Solucao :
a + 1
o e & B --é-— p
| = 67 s 9 4 067
e = e 28
S — 483.
[Logo

astios termos de uma progres-
que 0 primeiro termo ¢ 62,

Q.0 Qual a sl
dos termos 12 4

Z ‘fferenca em
sao por d:, ando o numcero



q = 02 D e
) 2
- |
/ 62 -+ 7
» il D e PV
2
l.ogo | S = 414

3.” Qual a somma dos termos de uma progres-
sa0 por differenga em que o primeiro termo @ 3,
o ultimo ¢ 15,6, sendo o numero dos termos 10 /

Solucdo :

3 4- ]5,6
= S >< 10 =
2
I —15.6 1S XD
), 0 .___.__’.\_ w2 () 7
n =10 =

s !)3,” — 5)3

A térmula que traduz o valor da somma dos ter-
mos de uma progressio por differenca encerra

quatro quantidades : conhecidas tres. pode-se de-
lerminar a quarta : '

‘ (@ + In
| S = . /
gt v e,

2

5 98

Iy P QL



<l TE— :
— /,
1
| 2 o
/.'_:."' . ('.] ;
1

\.-' (4‘?';\05 }’(‘I}.fl'(‘zlfa"()‘s‘. —..__] O q i l -
sio v OCNAO r — a, a progrcs-
N $). . ’

. (] - A.ll . Qja . 4;.1 . 05{] o Lol L r];]

R hino 105
2 | R

Sendo r — == 30 progresT A .
dos numeros Inteiro

atural
S

:].2.3.4.5.(5.7.

5 g R AR o 1

(n — 1n

S TR .

2
2.° Sendo T = 2a, a progressao &

: 3 Barmsannl e, .. (20— 1) a
z 3 a . a . !)d . C . c .. . y 5
a4 {(2n==dbaf & 2na X n 9
e ( _______:_j_ LA, ' n >< &

= -ogressao ¢ a serie dos
; e 1A DI
Sendo 1 = 4
qumeros 1impares.

j 5.’7.9.11 S (on =1,
S:r“l.

logo



BT e
1560 ¢, Sendo 7 = g =S Pro-

L A7 AN o - - -

termo 1gual a clle.
aressao ¢

* 2m . 4m F Om 8Tt LRI . nX 2m,
(2m +02min  n(n + 1)2m | ‘
S e ¥ ~—— = n(n I
: 2 :

Finalmente sendo sm =1, serd 7 =g — 2 "GH8
progressao ¢ a serie dos numeros pares

:1.41—.(3.8.10.]2.16.18.23....?11

SECW o (it
Progressdes por quociente |
DEFINICOES, VALOR DE QUALQUER TERMO

‘Progressozs por quociente ¢ uma serie de n ume-
Fos ¢m que cada um ¢ igual ao precedente multi-
plicado por uma quantidade constante.

Razdo de uma Progressao por quociente ¢é o
quociente de qualquer termo dividido pelo prece-
dente.

As progressées Por quociente dividem-se em cres-
centes e decrescentes,

Progressio crescente ¢ aquella cujos termos vao
Seémpre augmentando, e ¢ seg caracter ¢ ter a ra-
240 expressa por quantidade inteirg (numero in-
teiro ou fraccao impropriaj C positiva.

_"P;*(_Jg{'ess_d'o decrescente ¢ aquella cujos termos
vVao dlmmumdo,‘ € 0 seu caracter ¢ ter arazao re-
preésentada por fraccgo propria.




EXEMPL.Os

‘Progressiss poy v
pe - POT quaociente crescentes

= b g 12 ¢ 144 208 : 576 ¢ ete.

R e e e 405 x1215 : 3645 - ot

S
A razao da primeirg progressdo ¢ 2 ou (—), ¢ a
4
15
da segunda ¢ 3 oy (-—-—).
)

‘Progressoes por quociente descrescentes

€ 186250 ;31250 : 62502 1250« 50 : 50 : 10 3 ol€:

el

== 12288 80 . 768 1192 : 48 12" etc.
31250

A razao da primeira progressdo ¢ ( B

S B G
156250

072 |
< 1 » / \
da segunda ¢ {(

19088/

CONSEQUENCIAS DA DEFINICAO

2ter a progressao por
. — uer termo da progressé
L iR %usllgporcional entre os termos ad-
é me - s : 3
quoucﬂtf de sorte que uma progressao pot quo:lc
jacentess seric de propor¢oes continuas cml q1
4 5 s 2 3
cnte ¢ umMa ¢ a0 mesmo tempo consequente de
A 0 . S = -
dea‘ Ii%n; e antCCCdCDIC da :s(,glllﬂlt..
vma rd ;



quOC-lCl]lC &

o e rd e B g IR e

Pela definicao, :
b = ar
T

¢ e
e OTD =)/ ACHS
b a

lLogo
Ainda pela defini¢do, temos :
C =T
¢ . ==«Gr
: Rl -
e 5 —(:— ::;E QPGS Al

¢ assim successivamente.

E
a b C

*
0

L i. . etc: ;‘-"t.‘-i"; t‘:'

Sl B serie de igualdades significa que ¥

B o R g P e e iE I

‘ Segu’zda v '—"'-D 1S 1o 113 ﬁr.! b hmr\i .-. e «nﬁ;:.sau .1.‘* _@L



LJCIMOoNstracado iy

nonstracao.—rigure-s¢ a mesn

b ol APVRSN. o, _ a pro S al

do principio anterior ; pela definicao telk'em%-s%bdo
3 ] :

U=l Ot
C
h
] - o 20 S
o
1 d h
S L i R s 5
0go == == ,- 0 gUe quer. dizef
C f
AR W
Terceira. —;"lres_tcrmos consecutivos formam
uma proporgao continua.
Demonstracao. — Seja a progressao por quoci-
ente
st b YE &0 e e SRR VR CiGa

tomemos tres termos consecutivos ¢, d, e ; seja r
a razao.
Pela definigao.

d
d = Cr _ou I e
C
e
e £r - Ol T =0
d
d C
= b g o ’
[,()go 5 d
: jentfica -
| . rru"lldadc o
osta ultima o= P e

o 7 A Ep] o



PROPRIEDADES

g

ot
© -'.’ J

Primeira. — Um termo _qua.l::luer i.‘lgl llglrogre'sl
por quociente ¢ igual ao primeiro nglu tip 11c,a
tazdo clevada ao expoente marcati pelo numere
de termos da progressdo menos Ut

Demonstracdo. — Supponhamos a seguinte pros
aressao -
RO P LSO T g A g e
Seja r a razdo ; pela definicdo, vem :

b =il

..........

ooooooooooo

Multiplicando estas igualdades ordenadamente;
teremas :

DR ICR U Al =0 SGb X c><....><k><r;‘-‘

supprimindo em ambos os membros os factores
communs, teremos T




e oW e e e o
gressao por «

Wy T— .

- -
' 4 il e -t
T —

11( .3 » 3 4 y A :
juociente tem a seguinte forma :

P 2 3 ( n—1
a5 Al {1 JET RS . e » ar.

. s

Convem notar que o cxpoente da razao ¢ igual

a0 indice do termo menos um.
Quando a unidade for o primeiro termo da pro-
n—1

gressio, a formula | = ar, transtorma-se nesta
outra
n—1
s r,

e a progressao por quociente tem a forma seguinte :

traduz o valor de um termo qual-

rogressao por quociente encerrd
des, das quacs podemos determi-

ndo forem conhecidas tres.

A formula que
quer em uma p
quatro quantida
nar a quarta qud

N ~12
1.0 * g/ =ar
[
$) O a4 =— .
2. oy
n=—1
=
9.0 f = ,-—*—-
Al




l"‘ L)Llﬁl'(.llllb W LW LALA W w W R T P Rt i e . A

d’'uma progressao por quoctente ¢ os indices
pectivos para determinar a razao.

Segunda.-—A razdo de uma progressao por
cmntc ¢ igual 4 raiz do grdo marcado pelo nu

de termos menos um, do ultimo termo dm
pelo primelro. 5

Demonstracao. — Supponhamos a ¢ a

n 1
mos de uma progresdo ; sejam #2 ¢ 12 0s mdl

Pela primeira plopucdade temos :

m— 1
=—7el >< r
nm
n—1 e -
bl X T
n 1
dividindo estas igualdades ordenadamente, V@
a m— 1 a
m r m Al LR -
e i 81| B B R S " ’
d n-—+4 2
L r n

extrahindo a raiz {m —=7)7a ambot '6s e
d’esta ultima 10ualdade

VEmM O que Se guers
monstrar :

B [

a
“m

v g |
a
n

a—

.

A formula ¢ — ‘;/ !



(s ter
termos de uma progressio por

crescente, qUOCiCnIC

Lrescem  constantemente e pédem exce-

der a todo hmite
odo hmite 3 os de uma progressao decres-

:}n(l)u decrescem constantemente ¢ tem por limite
(l‘((':x.'l:‘-:]lttl)ég;] al ,dc; tln;q ;Zzogarcs?ﬁo por quociente
dade ; ¢ sabido que {r'n= R Lol oy
que {1 I ' torna-se maior que

qualquer grandeza dada por maior que clla seja ;
0 mesmo se da com mais forte razdao a (a X r* ’
O termo geral de uma progressdo por quoci-
cnte em que suppoe-se¢ ser 7 menor que 1t

a X ¢ T4 )T Sg eS| llEs

N

n—i n—1

Lig £ =0 ¢ Laar 82X . —d % 0=20
INSERCAO DE MEIOS

[nserir Melos proporcionaes  entre dous nu-
meros ¢ formar uma progressao por quociente
que tenha por extremos 0s NUMEros dados ¢ um

numero detcrminado de melos.

Etp/z'cacc'z'o. __ Supponhamos 4 e [/ os nuUmeros
dad})g entre 0s quaes sc quer inserir 77 numero de

' aes.
meios proporcion ;
O nu‘mero dos termos da prost

. 9. ¢ o numero dos termos

essdo pedida serd

antes de [/, sera
desconhecida, te-

1 | : ril

m + 15 chamando " @ razao

remos : |
m ~+ 1

EiE

n—-—l Vf—--;
]2 al s L a



ORET IBLLU WiRes W et s o T Ll it e s
divide-se um extremao pclﬁ. U.llll"f) ¢ extrahe-se do
quociente a .|~.-|i/, .LI() prau indicado pelo
que se quer inserir mais um. U

Uima vez conhecida a razio, torna-se facil a for
macio dos melos proporcionacs successivos, mu
plicando=se por ella o termo prcccdcn}c, 15to
multiplicando o primeiro termo pela razio achare-
mos o segundo ; multiplicando o segundo pela ra=
z0, acharemos o fercewro ¢ assim successivamente,

1.0 Fxemplo, — Inserir 5 meios proporcionaes
entre os numeros 64 ¢ 40906,

Solucao :

5.4 1 |
/4096
n = 04 ' = - :
G4 3
[ = 4096 ’
6 -
gl = r = 1"63

Attendendo que 60 = 3 X 2, extrahe-se.a
sexta de 64 extrahindo a raiz cubica da raiz qu
drada de 64,

a 4
. _.':" /"—-—-— ...
Assim : res 4 64 = V 8
oul A

e Odes 128 ¢ 256 1 519 1024 : 2048 : 4096,
P

0,7 ST arayponla et S gt pe ey .



A e f—_l :
/78739 N
[ — TR7I¢ | | | r
18732 | r =Y —— = V19683

1

i
o>

b, =

1’1d0 L e 2 ;

nona de 19683 ex . .

: . xtrahindo a raiz cubic :

- s cubica da raiz cu-
bica do mesmo numero. a da raiz cu

3

———— et e .

— —

35 2
) \/ 119683 — V 27

Ora, a raiz cubica de 27 ¢ 3 ; multiplicando ©
primeiro termo (4) por tres, ¢ este producto assim
formado por tres ¢ assim successivamente, tere-
mos a progressao pedida:

B IR 1080 108 : 324 : U792 39162 Q748 : 206244 :
. ARTS8%

S6 podemos extirahir raizes cujos indices conte-
nham factores 3 & 2, COME ce vé nos exemplos da-
dos ; ao depois do conhecimento da theoria dos lo-

’ poderemos extrahir raizes cujos

oarithmos ¢ Qué & |
indices contenham tactores differentes d’'estes.

No estudo da ‘nsercdo dos meios proporcionacs

nota-se O prinCipio seguinte :

_mos entre todos os termos
1 0 mesmo nu-

ogressocs re-

Principio.—S¢ inserir
ssao por quociente,
I o == ol  enaes, a5 B



' AN A A LR B l

a razao ¢ igual a raiz da raziao da progs
uja raz N ‘ |
\i Wa, que tem por indice 0 numero de
RN A™ R a \ ”
Mats un.

Rl 'mummu‘.m SUP |mn|| lmm (4 Progressan
\llll)kl\”lt :: \l : ‘ : \l : tl : l||.|LIk. g
Ne Inserir-mos  entre a e /' MMeIos wl
nacs, forma-se  um  progressao que tem a Seg
raZzao |

nserindo-se entre ¢ ¢ d 0 mesmo numero de
forma-se outra Progresssiao com a HL‘"(III’I[C raz

it
[y o o
‘)ri!- e ol o | e—— TN N . - l.
{ § ¢ .
Ill/ 1l m | m 4 |
Iy / v / -
| L Ll 7" .
l,r;g”‘ "f_ - - ‘/ e V d m
i I ¢ ' '
-' r'l I_"H "Un



\1Ll lH]H]CLli'lla L" Cl' 7“"" S G ey iy B ol il 5 1 5 i s
& L . L]lo L LIC q . ~ J
aressio, que ¢ Jue se forme uma s6 pro-

SOMMA DOS TERMOS

Para sc obter a somma de todos os termos de
de uma progressao por quociente, empregam-se
OS principlos seguintes :

Primeiro.—Fm uma progressdo por quocicnte
crescente, a somma dos termos € igual & differenca
cntre o ulfumo termo multiplicado pela razao e
primeiro termos, dividido pela differenca entre a
razdo e a unidade.

Demonstracdo. — Supponhamos & progressao
crescente.

:_:1:b:c:d:c:f:.......-1=k11;

LI

seja - & razdo ¢ 1 0 Numero de termos ; tirando O

valor de cadd UnI dOSTEEES; temos

BE=s (448 Sommando estas igualdades or-

¢ A=A, denadamente ¢ designando por S
d=&L q somma, vem :

c = dr | i
...... b -}-c+d+-c-T....TL,z,_
ol.vuo g q_ ¢ 'L-"Ll"l
l{—-——_::ir {a+b+b+d’7 occ-',li\
g kr

e o e i s TE S igualdadc se com-



l ','l]},._lal de todos menos o ll“in](), e PQI' - X

-l

S — a = (S==0r= St~ o

S e @ Sr e 1 SF = S == P ;.-‘-

a4
- -4

pondo o tactor commum S em evidencia, @:f'a};
Ir—a.
ST = ] r—a ou J= g

,.-l i

Lambem se pode obter a somma dos H
uma progressao crescente lmllllpllcundo
ro termo pela razio elevada ao cXpoente mari
pelo numero de termos menos a unidade, divi
0 resultado pela diflerenca entre a razio
ma unidade. 2

Para esse fim basta substituir na formula p

" v Pt =
dente / pelo seu valor. isto é, f
1
if—a . arstl
B B it (S i i |
,‘ i— 1 I- i i ] - -

Segundo. —m uma progressao por quog
decrescente a somma dos termos ¢ igual a difle
L L'lef:' O promewro termo e o ultimo multiph
pela razao, dividida "

5 pela differenca entre a
de ¢ arazdo
‘Demonstraca ' £
Vracao.—supponhamos a nrogret
crescente, Pl ; - }IODI'GS,.

u:h:c:d:c:l':,,_'___.i'.kz.l
':"l h!’:l)gl‘cssﬁn decrescente drazao (r) ¢
;l'r‘::'li ‘-Idc - Q lcrl]]() ( / é n]Qn{H‘ 1% % -~ ‘ v



Desig :
esignando por S 3 somma, teremos :

S =1 =5 = Jiff = Sr<igy
P M ;|
ou S — Sr — g — Ir;

pondo em evidencia o factor commum S, teremos :

b\l — b =0 =l - Qe e

Se substituirmos n’esta férmula £ pelo seu valor,
obteremos uma outra férmula para a determina-

¢do da somma dos termos de uma progressio de-
Crescenbes

n 4 1
all —r | a ar

7P
|

e 5 l—71 l=r

1
Conclusao.— n augmentando i1'1ﬁniltamcntc‘ r %14.1—
minueinfinitamente ¢ tem por limite zero, ¢ conse-

1l

g ) ) EEG
guintemente 0 MesSMO s¢ da com (-l-——l—).
L : -—-

|

IS e

|

> - s 00 "O
O limite da somma dos ermos de uma };1 0g1 sz:)gi-
por quocienie Jecrescente dllimitada ¢ 15ual ao g

el e -
ente do primeiro termo dividido pela differenca ¢
a unidade e a ragao.



1. Qual a somma dos termaos da progressao
quociente sendo 5 O primeira termo, 0 ultimo :
7 ‘; >

¢ arazao 9!
3645\3—5 < &5 '

S = — = 5465 .

J—d &

2.° Qual a somma dos 9 primeiros term
progressao ++3 1 24l |

-

0= 33 =19 nr—=8§g

3.° Qual a somma dos termos da progressags
- 1 .

do — o primeiro termo, —- o ultimo ¢ 4 razad
< 48

© 4867 .3 1435 (ol
SRS IR e -
9 E

<Namd

¥l

4.° Qual a somma dos 5

5 j . . 2 | ‘.:I
progressio primeiros B .

>
.
21079
oo
N o4~
Y

VONTT T e



o e e ] £ S
4 2
1 A
e £ et B0
4( (2) ) (2 31
P A sl
1 128 64
[eiiese
2

° Qual o limite da somma dos termos da pro-
O

5y
ressa

g E5AP -
A Ml e
259 5]
1
ol == ;1"::.._.—’
%
1 |
L ¢ s e S — s e
1 2
] — —
3

mite da somma dos termos da

G.°c Achar-s€ O I

progressiio ;
13 2k 12_.1:_: ........ ?
Rl Ty B gt -
£ 104 407 g0
A st 0,12 i 0:0] -
[

s

0,12

oS = :«’Tn’l 22 009 99



\ll\ b 1

L fracedo \l\\l\\\ ¥ ]\ criodica stmples

0121212121212, sa <« v o« OTCH
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g

a0 Determinar o limite da somma doste

Progressiao

3. PUNRE RPN g

outra, o limite da decimal periodica Sum
URRUN LUVLUNISRIER ClC. 1

2 =09 I I O, ] ‘

0.9 0. 9
Lami: S ==~ e 4
| — 0. 1 0.9

‘Para que a somma dos termos tenha par &
umdade (1) ¢ bastanie que a somma do primeiv

mo e da ld\dti se)a 1gual a um. i
a $
sendo -— = ] =
l—r '
Sera =] <l 00 a-+-rid

'H'E:

\'¢=se por esse meio que as progressoes qu
sam d’esta propriedade sdo infinitas.

; e e
l“.\:"‘ ::‘-“:'——2--—-:--—“:...;-Etci_
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PRODUCTO DOS TERMOS

kG O producto dos termos de uma progressao por
quocitente € 1gual ao producto de dous meios equidis-
tantes d’elles.

Demonstracdo.——-Sejam X ¢ )’ dous meios equi-
distantes dos extremos a ¢/, de modo que sendo 7
o numero dos termos de a até x ¢ tambem de )

até [.ovem

........

. e "
S A A« G

tirando os valores X € /, teremos :

e |

[ = yr

T |
T =Rl =5

Juas igualdades ordenadamente,

Dividindo estas

vem -
X a
e R R la
I
nero dos 1ernos; o que 0c-

L o o BRI arvia
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Demonstracdo.-—-Supponhamos &= S

vrando os valores de m ¢ LIS

e n—1
) L SN

Dividindo estas duas igualdades ordenadas
teremos

oy R e
— = — ou m :/:T.a:m, OU .
[ 28 B

3.° O producto dos termos de wima progie:
quociente ¢ igual d rai; quadrada do produet
extremos elevada a polencia indicada pelo i
dos termos da progressdo. e

=

‘Demonsiracdo.-—-Supponhamos a prog
ral

r . ‘__. ;;__' '
]
s =

LA L e ch: kS
Em virtude da parte primeira, que mostra
lor do producto dos termos, vem ;

?

P a X b S ¥ h .
ou Dol RSt gl il P >
tcil;jl(t)lspiwando estas 1gualdades orden'.a_i
=~ Al ShES T e ..hec X K



T hoeori
| i dos Logarithmos

C U.mp;n‘;!rmns duas Pl'Ogl'CSSGCs‘ Ulimitadas
L por quociente ¢ que ¢ : . N~
ira DOr diferamt ¢ que comece pela unidade, ou-

g 11 > crenga e que comece por zero, cada ter-
110 ¢ ~fOUTreSen TP s 4 y .

e ! l‘lt‘hlLShtlt) por diflerenca denomina-se loga-
1*1 ] f 'I N ~ S R .

cithmo do termo correspondente da progressiao por
quociente. 3

' f arithmos sdo os termos de uma progressao por:
differenca, que 0 primeiro lermo ¢ zero correspomn-
dentes aos de uma por quociente, que o primeiro ter-
mo ¢ a “lfh{(?lj(’.

Systema de logarithmos ¢ o complexo de duas
progressoes, uma por quociente principiando pela
unidade ¢ outra por differenca comecando por gero
correspondendo-se termo a termo.

Base de um systema de logarithmos ¢ 0 numero
que tem por logarithmo a unidade.

N o systema

'1:2:4:8:16:32:04 105 D0 5 .
;(),1,2.3.4.5.6.7.8 ........ ;

. base ¢ 0 NUMIELO; C n'este systema o logarithmo
de 16 é 4 Od612867.. i
Fscreve-se Log. [ R R e i
Pela definigao de logarithmos parece q 59
meros que S€ qcham na progressao por quoa,v.]r 2
10 0s unicos que 1ém logarithmos ; pard p}rqoc
oy 3 te princCiplo -
: | 3 i pfstrar O.Seguinic | 5
verso vamos demo e i
m 'IL:(l;do n;mzero maitor que q unidade tent um log
» v J -
ithmo, e S0 wm en cada systema

inciplo ¢ atrar
Para provat cste principio cumpre demo!
alllu : :

. . 1 1 e,‘to ’l -
)0 Insel ““{;’ L A prrogressoes obtem-se 0S
-}. e ’j”‘l’l(}s c

7
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2.0 8§ se introduiir na progressao por guo
wm numero por duas insercoes differentesy
achard sempre o mesmo logarithmo.

-

‘Demonstracao da primera parte.—Se Inserien
cntre todos os termos de uma pl‘()g[‘CSSin ".;:-j |
ciente 0 mesmo numero de meios proporcions
as progressoes parciacs rcsultantcs.formara'_'-“
SO progressao ; este numero de melos péd_e-_.
que a differenca eatre dous termos consec
seja menor que qualquer numero dado, por mie
que clle seja, ¢ por esse meio obteremos uma'se
de numeros que vao crescendo por graus Inses
veis sem deixarem de formar uma progressags
quociente. ;

X

Pode-se considerar estas progressoes como €
tendo todos os numeros maiores que a {

atc o limite que se desejar, pois 0 numero que 0’

Nao se¢ achar estard comprehendido entre dous'd
seus termos que differem um do outro em Ut
quantidade tdao pequena quanto se¢ queira, e gue
quer d’elles podera ser tomado pelo numert

que se trata sem erro sensivel. e

Se ao depois inserirmos o mesmo numero
me1os entre todos os termos da progressao port
tcrenga, formaremos uma prorrresséti)o por differe
¢d CU)os termos correspondergo um a um -'
mos da [)I‘(.JgI‘GSS:]O por quocientc ¢ que Se"";.
seus logarithmos respectivamente.

'omem-se g5 progressoes

-

-

:-51:1':1*3:1‘-’*':1‘*:1*3:...

5"-35'45-‘35".-‘.'...‘.""

S¢C Insery . :
: mb?nrmr’b M MCILOS CRIFe e’ faci o

II\'r.‘ 4'*’



STessd0 I\l)l- ‘I‘l"CiL‘l]lL‘ e
" o 0 e " . o
l‘t )\ | a. Cl "I? nC & ’LPILSCI]MI mos

m 4 1

] SR
¢ adanova progressiio por differenca

§
d S
9
m -]
as duas progressocs resultantes sio :

= 101 4ra)s U1 S S SN e s

N

0 . it 1o B ol S T T

Supponhamos que um numero N nao faz parte
da progressdo por quociente : estard elle necessa-
riamente  comprehendido entre, duas potencias

1 1< 14
de /1 + a), sejam {1l e I==a) =" temos

n-+1

11
(1 4-.a) <NL (] +a

’
sendo possivel sempre dar a 7 um valor que satis-
faca a desigualdade
n 41 n
(1] ) e S (1+a) < B,

jast ¢ Jimite commum
por menor que s¢ja B; logo N ¢l

n n A
I : i : { 1 ‘.\c
das quantidades (1+a) e \lnz a) -
| ge 27 .
() logarithmo de (14=a) .6 nd, € 0 de (14-a)

n - 1)d.

S

Oray (a4 1)d =nd =4 = T



LLog. N ¢ o limite commum dos logarithmo
termos consecutivos da progressao por quo
que comprehendem o numero V. ;

Iclligd SCI 1d0 pcquctla quanto se queira, lpgg

‘Demonstracdo da segunda parte.---Suppont
0 systema

~ l:r:r?:r3.
S ) s B e ) v eheR

Se INserirmos m meios entre os termos consect
tivos destas duas progressoes, teremos :

il
i
.
¥

m + 1 (m+l ) 2 /m 1':1)3 (m-}-l 1

I

S 2s 25 /s

— 0 . T — —
L]

1 [ S [ T |

IE=s] =l

Inserindo 7’ meios entre os termos consecutivos
das progressdes primitivas, vem : e

Sy T e = (0 RESE po - 4

Ee ) r:(l/ r): (I/"F): ..... (I/—Tf

I — —
o e Y

~Queremos demonstrar
zido um numerg N pel
8ressao por quociente
das duas progressées po

que, se tivermos i
as duas insergaes,
Os termos correspaol
r differenca sdo igua

=
P o, T T | 7 e s



I.lcvando ambos os membr
dade & pHLCHCIH (M- 10
171 | ), feremasts |

0s d ¢sta ultima igual-
» € €M scguida a potencig

f(m” 1) I'(m 1)

o | { [
chm’ = 1) == P Sl VT i e S
3 m+1  m+l
multiplicando ambos 0s membros d’esta igualdade

Por s, vem a seguinte que demonstra o prinCipio :

/s I's

P e m -1

PROPRIEDADES DOS LOGARITHMOS

de um producto ¢

P i1 oira e (OO R M .
Primetra. 2 os dos seus factores.

.onal 4 somma dos logarithm

&) 5 b a
Demonsiracdo, —Supponhamos 07s) stem

1

o1 t:q:.'...
. . g ...fL,.o--
<+ 1:7q 44" S 1

o | ™y l; s sW e l]:‘ ------
= () . q . :;)-.. . :;.‘ po sl e RN - r] ey T A
3 q l ~ ‘ (l ; ) ’() l.CSb()c:"
y | l l[ ' 'l ‘ ¢ r) l..l eu t( S d 1 . l 1 “'j
l ,qu tt l ]( C l (-l]gl'.l - ~

veimnos, - ‘ 1ou5
1. Oue O producto de ¢

da nroeressad por

ternos quacigmt:r
i d'esta
1 ¢ gym termo
quocwntc ¢



plO‘TIL\SdO por differenca ¢ um termo é"
”1“0\\1()
o Que se 0s termos nmltlplu,adoq c@;
dun aos termos sommados respectivame;
producto corresponde tambem a somma.:

J

m 1 m -+ n *v*

Ora, - qt Aeq =y ; Ms +ns = (el

m4n o

Logo o logarithmo do producto (g = ) r*-

1l 1l

numeros (g X ¢g) tomados na progressao p"

ciente ¢ igual a somma (ms-- ns) dos logarithr
d’esses numeros £

m +n L
Com effuto o producto g correspond@ | SOT
ma (ms +ns). -

Fsta pro medade tem ap lu.aa,ao a ual
Of b
mero de factores.

Supponhamos o producto abed.

Log.labcd)

I

log.

i

|

(
log. (abc) |- log. d.
(

log.

log. (ab) - log. ¢ +- log. A

|

Seg unda.—QO logarithmo de um quouen
visao de dous numeros ¢ igual ao logarllh |
dividendo menos o locranthrno do divisor.



|.0g. N 44
‘ l”?'\l) -\-'\()g. Q 0u-dog. () =
- log. N — log D - ez

Tercemra.—Q | :
0 logarithmo de :

Y ' X b L ‘.ll]]u )( l . vy g

A0 ScCil k\PUCIHQ ML .y l JLCIICIA C l”ll'l
‘ llt‘ .)‘l A . - X D‘-l
quantidade. plicado pelo logarithmo da

‘Demonstraca ,
~ S (Tg(,z(). ——— h \ y I
qualquer de a, ¢ seja (Lz]:}z P()lsllldmm U\mil \mtcnciu

. . ) k , SC” [ ¥ . [1¥. W iy i
\1L‘ l'\t)lk‘\](lu’ tc‘.Cl]]()L; : 7 ] DUUL O d Lthnl(;d()

N

am == /! T R \

Ll e, a /\ Ll /< ----- /<‘ El ;
;.11‘\}\\\g;1‘ndo os logarithmos a ambos 0s membros
desta igualdade, vem :
log. a - log. a L log. a - - . log. a;

membro d’esta igualda-
s, teremos :

log. a™ =

[N

segundo

attendendo que O
de parcellas iguac

de ¢ uma addicgao
log. & =il Y log. @
o uma raif ou radical
ro ¢ igual ao loga-
{8 odice da.raiz.
11

_V g :clevan-
--Supponhanms s=" aj
bros d’esta 1g,ualdade a potencid

arithmo d
de um nume
dividido p¢

Qzarta.——o log

de qualquer grau
rithmo d’esse numero

‘Demonstragdo.
do ambos ©s mcil
m), vem s =il
Applicando 0s |
d’esta iguuldu e, te

ambos 05 membros

ogarithmos a
remos ¢
m

log. @ oo

o el {025 i
g n

N O . B lO




Multiplicagdo a Addigao. &
Divisio a Subtraccao. e

lolevacio a potencia a Multiplicacao.

[cxtraccdo de raiz @ Divisao.

listas reducgoes provam a luz da. cwdff
magna importancia da presente theoria.

‘Principio.—Multiplicar ou dividir um
por qualquer potencia da base, o 10"21[‘1'(1][1]0
numero {ica augmentado ou diminuido do es
te d’essa potencia, porém a parte fracciona
soflre alteracao.

‘Demonstracdo.-—1" Supponhamos @ um-

/"

¢ b uma potencia da base.

()l'il, l()‘ d/\ o ::_

Quando b for a basc.
l()g. o B 1 “/ ]()g. =40 >< 1 —n *

1l o
v R, i i 3}' v-‘;."‘ :
IGE: T AND ) e e + 0 e

1 |
2.0 log.(a-4b)=log. d—lop: heshos a—n)(

g sl
=log.a—nX1=log.a—n g

(.Jonswumlcment(, ap

o o B JEY e W i B e S R B

arte fraccionaria con



Os logarithmos vulgares [ %)

. =~ ~ téﬂ] YOI ;
mero 10, ¢ sao definidos pelo por base o nu-

seguinte systema :

1: 10 100 : 1000 : 10000 : 100000 -

O . 1 ¢ & S ettt SR

.........

il . ) .y - .n ) ¥ . 5 '
1.t “Propi wedade.—O logarithmo de wmna polencia
de 10 ¢ igual ao expoente d'essa potencia.

Domonstracdo.—Figure-se uma potencia. qual-
quer de 10 e scja =l applicando a esta potencia
a propriedade terceira dos log. geracs, teremos :

log: 4 0% =S log. 10

no systema decimal o log. 10=1, o log. 100=2, etc.

. log AQN =N =B

potencias de 10 tem por

Sy "Pr()priedadc.—--So' as
rari oS 1Nteiros ; utros mnu-
logarithmos numneros inteiros ; todos 05 0 _

: e fracelonarios.
meros tém por logai ithmos nuneros fi

: |quer nume-
e i 2Chatnanas N qualq .
Demonstracao. 1dme quas potencias de

ro dado comprehcndldo entre A i, Tore-
10, ¢ m o expoente d a

mos por hypothcsc :
m +1
|

0GR IG5

B

('\ l‘}[]‘lllllll ' o ' ~ 1 l 1 ‘l 0 ~5 ﬂ' v “ o II
) > llUm -



tll't.’ll\-'\tlav-—-'—' & LS e

venl .

m m + 1
log. 10 <.log. N <Gl :

ou m < log. N <

Conseguintemente o log. IV ¢ um numero fr
nario—pois estd LO[]’]pl‘ChCI‘]dldO entre dous nume
ros inteiros consecutivos m e m —- 1.

A parte inteira desses logarithmos denom1
caracteristica, e a parte decimal mantissa. 45

3.% Propriedade.~—-A caracteristica do logarithi
de wm numero consta de tantas unidades quai
sao os algarismos d’esse numero menos um.

‘Demonstracao. -—be a NN um numero de mi
TISOS :

m—1

1
10 < NI

m—1 mao

log. 10 < log. N < log. 10

ou == 1 Zdog. N " ke

conseguintemente o log. N é um numero fre
nario, cuja parte inteira é m—].

4.* ‘Propriedade. —-Quando se conhece o

thmo de um numero, :
outro 10, 100, 1000, 1 01536 a achar o logarit

Sr 10U L000,-1,0000,55 50 i vezes ni
gzaeézolie fa%tagaztﬂnzezztar ou dinminuir g /ogd
....... unidades.
‘Demonstr

agao,___ ’ Lo : [
qualquer. Supponhamos 4 um nume



| - - . _—— - N L{ll jllktll ( - g
oS, VatR 4 rRMMLRIO Droticto os loga-

AW 10™

-ln‘b'.."\-l—-l()g.l()m;;lOg.A +m><log.ll):
- l()g' A + m

lﬂ\’ik.“lldt) 1 .
4 P()l ]”m ¢ annlic :
mos, teremaos : applicando os logarith-

log. AT10™ =log. A=log. 10 =log. A—m¥X log.10=

1D, A==

Construccio das taboas de Logari-
thmos

Taboa de logarithinos ¢ uma tabella que contém en
wma columna oS numeros inteiros em serie natural
Jesde 1 até o numero que Se. quiger,eent uma or
mais columnas d direita 0S logarithmos correspon-
denles. ;

Para a construccdo de ‘umad taboa de logarith-
mos basta calcular 0s logarithmos dos numeros n-
teiros, porque um numero fraccionario sendo 0 quo-
ciente da divisaodo numerador pelo denomina-
Jor. o seu logarithmo € pois a differenca ELre 0s
oearithmos dos termos. e ;
| _‘;3\1}13(:2ar de ndo pertencer a0 dominio dabAnEhen"ig:
tica elementar d construcgao de ”?3)":_ Ltl?l'l iﬁlethodo
sarithmos, darenos 0 entrctan';o:rk 13
“lementar, idéa do calculo dos 108art

L snmaca dada.
meros inteiros com uma approXimas:s
Scjam as progressoes

Ly 107 i R

.

L 0 ot



Quer-se Geterminar os logarithmos de outy
- 1 '_....":’-
meros inteiros sem erro de (—-—--——

Wi 95
lhna esse llm Inserem-se m mcnos propor

pnmum progressio, ¢ m melos dlfrCl‘CflCI
OS 1ermos um\culll\()\ da su,unda. :
Nas progressoes assim obtidas os termos

gunda serao os losarithmos dos termos cor
dentes da primeira.

Ora, se a razdo da nova progressao por

Ill +1 o I
ente ¢ V 10 , ¢ a da nova progressio por diff
1
renga ¢ —-—. teremos as seguintes progres&S
m+1

m-+1 m -1 m -+ 1
e d e Voaags VeV gose

1 2 3

2 e 155

. i ——— c——

D4 5 Rl g

11
l"ax,amos (m 4= 1 ) = 10

, conseguinten
10 i

A

1
logarithmo se deve calcular sem erro de -



1

g 1
! y ~
1L

i ekt

L 4
o
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yearithmo com erro menor que — da *

0
'emos no presente caso as igualdades seguj

n=1: m=10—1=8, :
Inserindo successivamente f.fll)) Mmcios pr.d: :
nacs entre os termos L‘nnsculli\-’f)s dfl pt‘imei; ‘
aressio das que definem o systema decimali—
metos differenciacs entre os termos consecu
da segunda,—attendendo que a razdo da p
| ]
10, o que a da segunda ¢ (—-—), vird :
10

1 10 10)

— A0
1V 10V 102: Vaaos . V 100 ; V105 ol

] 2 3 4 2

0 o - i - ' — A e
10) 10) 10 10 10

E)ED 310 —= 59049,

O segundo membro d’esta igualdade estd ¢
prehendido entre a 5 ¢ G2 potencia de 10, ist

10
-8 LB ) L

: 10
<3 < /Glons
applicando os log, a estas desigualdades, vem :
i 4
g, ¥ Wt ey log. 3 < log. V. 108

O . 6
P o] ¥ v

\U-Sc l‘(llﬁ it = ¥ o . . ;':‘}



)‘ CNLIT'C AN 6 s e gl o

.l‘.‘ 11<,1 1S differentes taboasode [
mais usada ¢ a do Dr. Fracen o lgarlthmos a
Ailel .

| lf‘f\m taboa abrange os logarithmos dos numeros
desde 1 atc 1()8°()[)07 pelo que ¢ a mais extensa que
se C()’nhcc’c até a presente data. *

‘Além d’esta vantagem accresce ter ella applica-
¢ao universal.

.f\’estas taboas notam-se duas partes : Chiliade
1* que comprehende cinco paginas, ¢ taboa segun-
da logo em seguida que se compoe de muitas fo-
lhas.

Nas primeiras cinco paginas acham-sc os nume-
ros naturaes desde L atcolE iRt
lumnas marcadas pela letira N inicial da palavra
numero ; 4 direita de cada um d’estes NUMEros
existem outros que sao 0§ seus lqgamthmos, tendo
na parte superior de cada uma d’estas columnas a
lettra L. inicial da palavra logarithmo. - :

Os logarithmos d’esta primeira parte sao avalia-
dos com oito algarismos decimaes. Bty

A segunda parte ou taboas se‘fzqzdgs to,m"‘?; al
tra disposicao ; cllas acham-s¢€ mfh asdcrp
lumnas (nao incluindo as duas da esquerdd;. b

> i _ de cada folha 4 esquerdd

Na primeira columna o nteiros desde
designada por yém 0s numero:

1.()20 até 10800. ~ada COl‘n a lcttra O
Na segunda coluifiis marc Sanign s e
N - g Seros s - Estds

estdo os logarithmos HEst B ilacao U2 Chiliade

columnas representam a Contll’lsL Ee vio de 1.020

12, e 08 logarithmos dos pumeros 4

y © Ub e e S lmmg_:,-diatamente:

% et .{'columna



de tres ;1Ig:.lrlf~1ﬂ}05-, quce s5av LUULSIUCT UGS
estivessem escriptos uns gbalxo dos outros
do a completar todas as linhas.
Os quatro ultimos algarismos de cada m
cncontram-se na mesma linha horisontal e
vem O numero ; 4 esquerda e, em geralig
co acima d’estes quatros ultimos algarism
cham-se 0s tres primeiros.
Os logarithmos dos numeros decuplos dos g
dos nos casos anteriores, isto ¢, de 10,200, 10°%
10,220,457 até 108.0090 ¢ seus decuplos sao
bem fornecidos pela parte segunda ;—para a
comprehensdo convém lembrar as propries
dos logarithmos decimaes.
Os logarithmos dos numeros comprehent
entre os numeros 10.200, 10.210, 10,220, .5
108.000, sdo obtidos do seguinte modo :
Procuram-se os quatro ultimos algarisinos da
tissa na columna que tiver o algarismo ent q
minar o numero, ¢ na linha horisontal onde a
se 0s oulros algarismos deste numero. =
Do cxposto s¢ vé que esta segunda parte
fere da Chiliade 1*,—pois nao podemos pi
dir das columnas iniciadas pelos algarismo:
s ) |
A ultima columna contém as differencas
dos logarithmos ¢ as partes d’estas differenc

El

criptas logo abaixo d’aquellas. -

PROPRIEDADES

i "y : '
1. A dlﬁp@i‘ellca PIIre oc o oy tisnst s i



b log. a+d—log.a

por tanto o | Og' g “. | j

mdlor L a cquan

Quando d for
0s f()"‘d! ithmos 'd\?‘
108 d:mmmna qu
¢ terd por limite

| moustrag___‘_;
..Olht.t.l.ltw()s @ @

na-sc m nitd
quco SAE




SA0 0S NUMEroS € YUy TS

..

oulro. -

B

a + d
Demonstracao.—A razao (—--——-—-) tanto ¢
a

se approxima da unidade (1) quanto menor ¢
ora, se a differenca entre os logarithmos de(a
¢ (@) diminue a propor¢ao que (@) cresce € qus
log-( @ + dJiS

»

diminue, ¢ evidente que a ruziio(

log. @z
tambem approximando-se da unidade, ¢ ¢o
y + d '

guintemente a razao (—————-——) ; 0 limite comn
o R R

das duas razoes ¢ pois a unidade.

3.0 CAs differencas entre os logarithmos do
ros wlewros consecutivos maiores que 10000 diffes
entre st em menos de uma unidade de oitara oré
decimal. =
Demonstracao. —S
ﬁ nsiracao.—Supponhamos os numeros in
ros consecutivos (n 4= 1 e /n) ; seja D deciiia
entre elles : '

D =log. (n + 1, —log. n = log. (l -
ais os dous numeros inte
m+1)e seja D’ a diffe

i
=

supponhamos ainda m
consecutivos (n - 2)

e
ca entre elles :

D, - — Inf"l' I’n-\ 1 ey



a
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g LT BB L et i - e
dous numeros 1nteiros 72 ¢ 72- que sejam m

nos relativamente a S S%Jﬂdd Celi dlffereq
tante cntre os logarithmos de dous nume

Iros ¢ cutivos. _ &
tel(l)?-sa:{(\)slc]asejuntarmos a unidade E}l um n?_
seu logarithmo vem augmentado da quantic
addicionando ao numero 7 unidades, o sel
rithmo fica augmentado de n vezes d ; logo

Log. S+ n) —log.S-n X

—

\

Log. (S 4 n’) = log. S +n’ >l

ou Log. (5 4 n). — log. S = REXEEE

A\

Log. (S |- 1’) — log. S == nE e :

Dividindo as duas ultimas igualdades orc enadi
mente, teremos :

Log. (S + n) — log. S n

—_—

————

Log. (S + n’) —log. S n’

USO DAS TABOAS. DE GALLET

‘Problema 1.°—Dado ym; niumero, achar o seu
garithmeo. o

Problema 9 o
1o, determz'nar

—Dado ¢ logarz't/uno de um
esse numero. "

O prime; o
Primeiro problemg offerece-nos quatro ca
bara os numergg Inteiros. | e
S RORIAY o s
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a0 Caso.—O num
q 0 (Aaso, cro dado ¢ ¢
composto de ci
AL CINCo

1']&‘;11.1\'{3.
10 Caso.—O numero dado ¢ composto de 6 ou

mais algarismos.

Regra para o 1;’ _caso.-——Ii’scrw.’c-sc em primeiro
lugar a caracteristica e ao depois procura-se o mt)-
1do na Chiliade 1%, columna N; d direila na
ntada por log. e no Mmesmo alinha-
_se-ha a parte decimal do logarith-

mero d
columna represe
1mento encontrar

10 pedidr).

Joxem plns

0 NUMEro (39 7

Se 0 numero. e de $-algarismos, d
caracteristica consta de 2 unidades ; pmcurundo 0
qumero 0639 na primeird parte das taboas, colum-
no N, encCOniEses 4 direita, nd columna Log. O
NUmMero 405350086 gque ¢ a parte decimal.

2.80550080-

1. Qualo logarithmo d
639 ¢ composto

Logo o log. 639=
logarithmo do numero 1198 7

9.0 Qual 0
— 3,07845682.

P ¢ )0 :
Regra pazaoz e 2 P :
procura-se 0 qumero 4@ 0 1o MesMO alt-
columna N e @ direita 14 coluﬂ?::;ge cimal oW $0-
nhamento encontra=-se oda @ P%, ira-se 1044
mente quatro algarisnos . .
. , : em- :

a parte deczmal (7 q[garzsr! ), . £l rar unicas
e fnn"ni"‘!.fhfnf) pé’fh 0 ; -




Cmetros aloartsnos submdo o espaco em brane
primeiros algarismos submdao o espaco em bﬁ !

‘el
i, P ?‘

Lixemplos

tem para caracteristica 3 unidades. #

Procurando o numero 1353 na 2° parte das
boas na columna N encontra-se na columna (
dircita os quatro ultimos algarismos deci
89985 subindo o espago em branco n’esta
columna encontram-se os tres primeiros algarism
decimaes (132) que sendo escriptos 4 esquerda d
quatros ja obtidos formam a decimal 0,1328998.

O logarithmo do numero 1358 ¢ 3,1328998.

2." Qual o logarithmo do numero 6934 7

B
. A

() numero proposto tendo quatro algar

Log. 6934 — 3.8409838
4. Qual o logarithmo do numero 7047 7
Log. 7047 = 3.8480043

¢ (e % ‘ ; y
- l.{cg: ra para o 3.° caso.---Faz-se mentalment
lraccao do ultimo algarismo 4 direita, procui
<. parle das taboas o umero restante d esq

Jza.co/zmma O no mesmo alinhamento ou um
fzc’;ma 'w-zc_(mqun_z-se OS Ires primeiros a!garz'sv |
lal zrc'l(.)é’.] ihl(f;/ Z”(f.s Pmcura-S? na 1.* linha ho
- R B clc.) o ultimo algarismo
by ente, desce-se pela columna. eo
€sie numerg ¢ ne mesmo alinhane

que estivey ¢ 7 ’pe .
et ., T e Jl”m“ 0 jo"m(ld() PN syt ke



rxemplos

o Qual o logarithmo de 26937 ?

|oste numero constando de cinco algarismos tem
~ara caracteristica 4 unidades.
" Despresando o algarismo (7}, resta o numero
2393 que sendo _encontrado na 2¢ parte das tabo-
1« na columna N corresponde ao numero (430) da
columna O [(um pouco actma,.

Drocura-se na linha horisontal (0, 1, 2, 3,4 etc.)
» numero (7), desce-se por esta linha ate encontrar
5 pumero (3492) que estd nO mMeEsmo alinhamento
que O NUMeEro (693). .

Conseguintermnente o logarithmo do numero. .. .-
26037 ¢ 4,4303492. _

5o Qual o logarithmo de 87654 7

Log. 87654 = 4,9427717.

3.0 Qual o logarithmo de 18779 7
Log. 4811 4,2736725.

> nco al-

o caso.—Separam-se 0 cineo i
: rase b [ogarzthmo i
; ; Te1n08, Mt
numero formado por €3S€s cineco algj’;j}’;;r(;cﬁo g
plica-se a parte decimal resulta”tedﬁerenca tabular,
cinco primeiros algai1smos, pe.lad lto a0 logarithmno
junta-se a parte inteira desse proatc
“achado. 2024537 7

Oual o logarithmo do %H.m)ero 39) i

Figurc-se IN = 39245{3 : bros dlesta 1gualda~.:-

Dividindo ambos 02 me et el algart

por 100 (para quec se

Regra para 0 4 4 o
carismos 4 esquerads P

: T i
mos d csqucrda,), teremo




mesma que a do DUCTO <y . e
Procurando nas taboas o logarithmo de 3¢
teremos :

1 g. 30945 — 4,5937843 d

falta agora calcular a differenca x entre estelt
rithmo ¢ o de 39245,37. . -
Pata esse fim temos a proporcao segux-nte-‘;

39246 —39245 log. 39246 — log. 399

30245,37— 39245 log. 39245,37 — log. 302

l d
ou———— ‘ou 1.0 7= G
0375 it

tirando o valor de x ¢ fazendo a Convenienf
tituicdo de d nas taboas, vem :

¥ = dX 0,37 = 111 X 0,37 = 4] AE.
JXas taboas jd se achan calculados os ‘r»"':-f-'

da differenca tabular (d) por (0,1,) (0,2,) 0,3) ete.,
pressos em unidades dg 7 a ordem decimal.

=110, +0,07) = 111 ¢0, 3 + 111X 0N

2 v
=
yr.

e e s approximadame

A_ddicionando 41 uni

garithmo de 3994~ - | ,_
o ¢ 39245 para ter o de 39245.,_1_ e
. o
l

0Z. 89245 97 = 4 = ek an



numeros inteiros ; €
nar o logarithmo col

quer ordinaria que-r (

Caso 1. --—Dada |
pria achar o lgoamhl_*

thinos corr esponde1
subirahe-se o seguil

02’7




B e e b N T \-IU]., ?‘ [ (

rithmo de uma fr accao plopl‘la serd neg lthO:

b T
P
e )i

28 e
Ex. Qual o logarithmo da fraccio -——-—-.‘--f-

SBES R

Dispondo o calculo, vem :

Log. o= 144/15803
Log. 5943 — - 3 77-100570

Log. 28 —log. -5943 =& 326847 61.
Regra para o 2° caso. —LFag-se a virgulgs
Jraccdo decimal avancar para a direita lantas

quanitas sejam Jecessarias para que a parte

conste no maxino de cinco a/om IS1Mos, e p"a
COMo nos casos anter lores.

Exemplo —Qual o logarithmo da fr accao de &‘L
3547,29¢ 7

Dl\})Ol]dO o0 calculo, teremos - s ~2a

3547,296 = 35472,96 = 10, @

Applicando o5 [g

S : garithmos em ambos os,a |
bros d’esta igualdade, vem -

~—~

log. 3547906, — log. 35472 96 — 1 ¥

W

log. 95472 = 4 5498857
por 0,9 1o i
por 0,06 7 i

? r_,:
_‘b‘hﬁ—_“—‘*"—‘“'—‘—ﬁ e ¥ o
limts S At v

e




.LJ‘." ] 4l

nere L'fll'!'c'span Tent .

9.0 Caso.——=0 logarith

‘Rc’g'}'d para 0 100ﬂi
ncontrado na 1.* Ghil

qumero pedido, que serd e

- 110 mesno alinhamento que
porém este logarithmo nao
taboas praticaremos assu
0 ¢ ahi tomam=se_0S tres
maes do logarithmo e
~qim-s2 0s quatro ultimo
Jumna d direita (desc
N que estiver Mo all
guatro algarismos et
do ; se estes quatro aigar
dos 1n'esta columna, parass
mero proximamente 1
sempre mo 1esmo
algarismos procuraac
ta do numero que fore
mesmo alinhamento,
superior 0,1,2,3,4,9 e
em que estiver 0S
maes e assim tere




Nep e pare U . (L0 =SanbEGlnss &l aracterist
do logarithmo dado ao limite dc{s taboas, is1g
diger que diminue-sz a caracleristica de tantas
dades quantas forem necessarias prara que o nu
procurado ache-se nas laboas, depqzs re-se nas
mas. iaboas que este logarithmo estd comprehen
entre wm logarithmo menor e outro maior, ent
quaes acharemos a differenca e estabelecerez;m‘
proporcao seguinte : a a’gﬂ’erenga. eintre o maior
menor logarithmo estd para a d Jerenca entr
humeros correspondentes, assim como a differen
cntre o logarithmo dado e o proximamente me
cstd para a differenca dos numeros correspond
(Cs 5 esta differenca representa a parte decimal g

cscrevereinos a direita do n. proximamente me,

Separando-os por uma virgula, e para oblermaos o
correspondente ao logarithmo dadp andarcinos coy
a virgula tantas casas para a direita quantas fo
asque subtralimos d caracteristica dy logarit
dado para reduzir ao limite das taboas ; so mud,
mos o lugar da virgula se for necessarip reduz
logarithmo dado ao limite das taboas. |

Ex.—Qual o lumero correspondente ao logari-
thmo 5,6774237 7

Despondo segundo 2 regra, temos :

4,6774944, = log. 47580
IG5 log. 47579

DitF e 20 Duff, 1

84
S g e 0,02 ;
91

46774153 — |oq, 4757999

91:1::84:}; ou

Logo,

¢ finalmente 0,67 74995« log. 475790 9 e ﬁ



;imal. |
]-f-\’}’ff(?ﬂ{-’ﬁO;---Pei*.(;'_
rencas, S€ 16 (9) em
sm (0,9): &
Agora procurando
loca\-sc um zero a SE
90. Nao e rar
{ifferencas, mas toma
<imado (18), que Corfe
ierenca tabular por (0
respondera approxim

Complemento aritniniet
ferenca entre elle e aur

i TS

zeros quantos SaQ ,;U
que falta ajuntar a esse MUUIEE

unidades: S EE——
Indica-se o com|
as lettras G/o S a.
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converter as subtracgoes em snmplcs addlc@"_‘

Achar-se o complemento dp um numero, =
trahe-se de nove cada il':.lill’l'Sm‘O do num
qllc\l{m. excepto O ultimo a dll‘cﬂﬂ, que ¢ U}

he de 10,
(‘,nmhlcmcntn do lngzlrilhmo de um nu -ur“

o

logarithmo do reciproco d’esse numero.

N umeros reciprocos siao dous numeros
tiplicados entre si ddo para producto a unmie

e
-

Os numeros 4 ¢ -, sao recz'procas, 'f

1 b

Samey :
4 == —=]1

[ 3k

Complemento arithmetico de um logarithn
juc falta a esse logarithmo para completar deg:
ades, ou ¢ a ditferenca desse logarithmo para

Ex. Cl log. 5732 = 10 — 3,7583062 = 6,241693

Ao depois de termos tratado dos comple
arithmeticos com referencia a um s6 numer
vém saber applica-los quando dous ou mais
ros acharem-se ligados pelos signaes propri
ditos ; ¢ justamente n’este caso que os complen
tos arithmeticos tém applicacdo vantajosa.

Se nos for dada uma expressao cujos ter
verem signaes desiguaes applicaremos a e
guinte : e e

Tomam-se os complementos arithmticos de tod
05 numeros negalivos e somam-se con 0§ NWM
positivos ; d'esta somma tiraremos tantas <
quantos forem os complementos, e o resto exy
a differenca entre as duas sommas. ¥

e
kS

o



Outro cxcmplq,._.'._z_;__
pressao ; ¥




sc¢ja menor do quce Zeto. i

Um logarithmo qualquer affectado do signal me
nos pode-se representar pela differenca entre
¢ o logarithmo (0—L); se juntarmos ao mint
do 10 unidades, teremos : (10—ZL) que é uma
pressdo equivalente a (0—L) ou (—L) augment
de 10 untdades.

Ora, subtrahindo o logarithmo L de 10 unida
augmenta-se a differenca de 10 unidades ¢ esta
ferenca representa sempre um logarithmo negati

Para haver equilibrio perfeito faremos o
guinte :

Por cada complemento arithmetico que juntar-

mMos a um certo numero, subtrahiremos uma deze-
na ao mesmo resultado. :

Dado o caso de apresentar-se uma expressdo cu-

Jos termos sejam fraccGes proprias, como na e
pressao -

3 WO a2
I) — — >< —_— >< ===
5 6 =19

trgnsfgrmaren;os ¢stas fracgoes proprias em s
GOCS 1mproprias—multiplicando ambos os n

bros da 1igualdade por uma potencia convenie
de 10, assim :

IR 50 408
1000 P = 1001) (—><-_J><__):-_— 23 % o X*l
- 5

.
-
gt

ToRees(0F SRl 1

¢



AP o= log, :

e I

s
|Og. "-' ;':4
log. 1
Cl. log.
Gl log.
Cl. loges

log. |0..

vi

é
k.

Q-
i;
19
| nirando nas tabe H

Hﬂ
ﬁ‘
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PARTE PRIMEIRA

Systema metrico-decimal

A grande necessidade da creacao de um syst
ma uniforme de pesos ¢ medidas fez com qu
Iranca mimoseasse o mundo civilisado com
systema racional, uniforme e facil denominado s
lema metrico-decimal. ‘

A Assembléa nacional france
no de 1790 a creacao deste systema, 2

A commissao cncarregada pela cAcademia de
Sciencias de Paris para apresentar o fundament
do novo systema avalioy o comprimento do g
drante terrestre tomando para unidade a toe
achou 5130740 toezas. _'

Obtida esta avaliacao Delambre e Mechain
vidiram 5130740 por 10000000 ¢ ao quociente ¢
ta divisao denominaram metro.

K’ d’ahi que vem o nome de s

Muitas nacoes reconhecendo
formidade d’cste systema 1b1-
Fam por lei os systemas antigos. o

Os diversos >ystemas de pesos ¢ medidas
e B el it 12 1o adoptado o8

I Nas < plaves mconvenient

¢ SENAO

e a5 medidas suseitae .
Slll)dl\r‘\::-if’l i oo T P R e o Ny

i X

za decrctou no an

ystema metricc
4 perfeicao e
adoptaram-n’o ¢ prok



sonadas pelo mesmo o
mm 1 pm\mua ¢ mt ,_u as
sidade da mesma pros
Systema metrico decimal ou
da SY stema f! ancey dt?'
ar Jthmelica que tem p“, :
o medidas refer zdov'a u
1’1 melro.
Os 1mstrumentos qu
qndnudadu ¢ medir o
Pe ¢0S € mudzda.s '

'\[ dir— ¢ achar q_

dsl\. G2
Em qualquer sysg
deram-se as seguintes:

COMPRIMENTO,
p}-_\o MOEDA

\/lETRo, AREO, sT; 2
Estas CSPECles de unida
videm-se, notand e

dcmos conslderar
feriores.
As differentes Or¢




Deci que quer dizer — Decimo
Cent SE ( « — Centesiio
Milli — « « « — Millesimos s
Da combinacao de todas cstas ordens
differentes especies de unidades, resultam ¢
rentes denominagdes para as unidades
decimaes, que vao representadas na tab
guinte . :

MEDIDAS DE COMPRIMENTO

s Myriametro.

[tinerarias

. Kilometro
\

= :_:vctnlnnlrn i

= ceamelro .

Do : | ;
'E % Mét A o i B 1 e ’_I':—: L
S ro Unidade
ST [Decimetro (

o © Centi 2

Q Milimetro

MEDIDAS DE SUPERFICIE

Myriametro quadrado .
Kilometro quadrado
Heetometro quadrado
Decametro quadrado

Metro quadrado .

erficies ordinarias

Decimetro quadrado

*
7 e e et B i g



Le

()\ outl 0S multlplos

MEDIDAY

Metro cubic

N - -

2 \I)nmmeno cubico

= Centimetro cabico

o

P ‘\hhmelro vubm}
\

Para os multiplos @
mes systematicos .
cubico. kilometro cu

Deeastereo 10 st
Stereo

’ : . “‘ ‘i :
} Decistereo o

Lenha e

&)
S
O
S—
N
<
=

[ Kilolitro
| Heetolitro
Deealitro

Litro

Centilitro 07

Capacidade para
seccos e liquidos

{Declhtro 9 o




Heelos

Grammo Unidade

I"-‘ craliio
Centicrammeo

_\I:if:._'!,ls:zilll

I de notar que as unidades de superfici
mam-se de cem em cem e as de volume de
mil.

UNIDADE DE MOEDA

mitte multiplos nem submultiplos. |

Poder-se-hia objectar a razio porgue as
des de ordem superior a— Myria e inferior a-
Milli nao receberam nomes particulares, porér
facil de explicar, attendendo que qualquer umni¢
de da ordem — Azl ¢ extremamente pe
4ssim como qualquer da ordem —Myria é
vamenie grande; esquantidades nfceas el
raras vezes apparecem em transaccoes

C14€s . para o que sdo destinados os syst
Pesos e medidas. .

A unidade empregada ¢ o franco que nao

Formagz“io das unidades metri
decimaes



TR'E { \ . r
=80 Cumbem um metr

() lilro ¢ represent
& do comprimento de

sem chamasse decimetro el

() g'mmmo--—.é repr
:131\1&1 \\m'il, cq’uwulem.

() franco-—¢ repres
@ em forma de. mo
los quaes wm decin
la purd.

pacs que sao metros A
As letras K JFEH

meiras, indicam OS

deci, centi e millty; P

cam os seus sub-mu
As lettras c e g

los m, e g, a pri

m
quadrados. :
Assis:

ke signilica
H. 2
K. )
Hmn. «

Dm K
K.

vém resolver




S’

crerel-o. 5 g

‘Primeira questdo.-—l.c-se 0 numero todo cop
s¢ fosse inteiro ajuntando no fim o nome da ul
subdivisao da unidade principal ; ou entdo a p
inteira com o nome da unidade principal e de
a parte decimal como se fosse Inteira com o nome
da uluma subdivisao da unidade. Tambem pddes
se enunciar secparadamente cada algarismo da p:
te fraccionaria ou mesmo todo o numero €o
nome do multiplo ou submultiplo respectivo
unidade. e

kx. 846™,257 ; podemos lér 846257 millimetros ;
ou 846 metros e 257 millimetros ; ou 846 metros,
2 decimetros, 5 centimetros e 7 millimetros ;
finalmente 8 hectometros, 4 decametros, 6 metrc
2 decimetros, 5 centimetros e 7 millimetros.

Se 0s‘numeros exprimirem metros quadrados
metros cubicos, serao lidos de outro modo :

Tomemos o numero 5692 432798, R

Em um numero qualquer de metros quadr
cada unidade vale 100 da ordem immediatam
inferior ; conseguintemente uma unidade de
ordem ¢ um centesimo da unidade precede;
lopp =003 seies 99 centesimos de qualquer:
dadq LORa thlloe) 20k o A 99 unidades da ord
seguinte.  ‘T'emos portanto 569 metros quadrad
43 decimetros quadrados, 27 centimetros qua
5193 ¢ 98 millimetros quadrados ; ou simplesm
206Y) metros quadrados, 432798 millimetros qua
dos ; ou mais abreviadamente 569432798 milli
tros quadrados. o

Assim come decompozemos

tambem podemos decompor a parte inteira :
camcetros quadrados, 6

e Y metros quadrados. 4
ml]llmetros quadrados, 1 _ e -
) Qualldo G TN T I A v Ao ) e S )

a parte fraccional



netro quadrado sa. 0 cont s
por €sse motivo quc;
reita da parte fracc

metros quadrados e

Regra.—Para em:
L]mm'i ados le-se apar
dade principal, e divi
classes de dous algaris
reita, le-se cada classe ™
cessivamente a denomine
dos, centimetros quac
eic : se a ultima clas
ta-se-the d@ diretla wimn

Figuremos agora u
o numero 531m8 | 4332

Cada umdade de
vale 1000 da Ol‘derﬁ
onde se vé que uma
millesimo da unida
099 millesimos de gu

..999 unidades da ¢

Consegulntemem
432 decimetros C
cos ¢ 142 millime
331432573142 mi

Juntaremos a d
ou dous zeros Se.

- Tomemos o0
1gual a 1000 dec
tro cubico € Lgu
( decimos s@o 1




ClASSe A€ 1€ Qig QT LTIELS Gt Lol Bl S e S e
lo-se cada uma_em separado dando-ihes succes,
mente a denominacdo de decimetros cubicos, ¢
metros cubicos, elc ; se a ultima classe tiver u
dous algarismos escreve-se-the d dircita wm ou
=89S,

-

Segunda questdo.—Fkscreve-se um numero i
CO- dcuma! como se fosse abstracto, collocando a 3
gula de modo que a cada mu/tzplo ¢ szzb—multzpl
unidade corresponda wm algarismo se_for un ni
ro de meltros lineares, dous e Sor win numero de
tros quadrados, tres se for um numero de metros
bicos ; o0s /uvaz es das unidades que faltarem pr e
cheremos com geros. A’ direila e wn pouco a

do nuinero que representar a parte inteira eserel
mos a deuommacao competente. £

1 xemplo 1.° stado o numero_trinta e

¢ mil quatroc.entob e sctenta ¢ seis mllllmcfro
crevel-o em algarismos : '

39 476

Exemplo 2.°—Escrever em algarismos o numere
de metros — duzentos e cincoenta mil trezen
¢ quarcnta ¢ nove millimetros quadrados : 3

decm. (.
Omo’ 2 ._)

centun. q.l milm. (.

U 3 4 9

Exemplo. 3.°—Cento e trinta metros (,L'l'b
doze milhées quatrocentos e trintq e CINCo I
quatro millimetros cubicos

dec. m. c.[ecent. m.

130m, 0127 435

C.] mi e

("0 e




VANTAGENS ST
ENS DO SYSTEMA METRICO DECIMAI

1.2 As divisOes ¢ TUie s
(nn;\lilucm O S\‘H[c;l‘:lul:;.lcll\;}‘hf)CS |L]...£H “”i(:lill.lc.’i (e
decimaes que actuam (160198140 SLigeitas ds els
Inteiros, CoOmMo tumhtcm, l::)l{:rz(tl:(:l::.icl 1”IS Imlm}‘ms
mam os dhtiEos SREINEEE A b
estao \'U‘:I‘tl:]iti?s‘n: tj?\?il:(?m‘? e nwd'd‘l'”' que

. : o i & W I en APAG

2. Os numeros L\ lllf'nll!t}'lu:' %

. metricos dL clmnaces se l‘cprcscn—
tam do mesmo modo que 0s numeros inteiros, ten-
do o cuidado de collocar (como expoente das uni-
dades) a inicial do nome da especie das unidades
metricas decimaes @ que pertencer o numero.

3.4 As operagocs que S¢ praticam sobre os nu-
meros metricos decimaes $ao effectuadas do mes-
mo modo que sobre 0s AUMELOs inteiros ¢ as frac-
coes decimaes, 0 Ut Ao dcontece com as que sc
praticam sobre os numeros dos antigos systemas
de pesos € medidas, que exigen operagoes compli-
cadas, como as que SC effectuam sobre os nUMEros

complexos. :
4 A nomenclatura das unid

maes ¢ simples, cuphonica ¢ limitada.
= o [I5s@ Sysieiis

q tem sud bas¢ na naturcza, 1sto
» habitamos.
no globo em gue habitams

ades metricas dect-

C,

OPERAGOLS

 Cp o8 NUMECI0s NAo se I'e-

SR fracgo. - .

}}ddlﬁ:ag | Zu};w;ﬁi(:‘l unidade cumpre convertel-0s

ferurenn tod0s da mesima ordem ; procede=se depois
" SRR o decimacs abstraclos.



\m\lt"\ﬂ

Om, 150
“m‘ ‘:h?
g, 200
‘mq‘?’nt‘\
O, G0
| 7o

17,005

As unidades do resultado sio da f -
meros dados. -
\:-\[U”I}l’/l't'd{'ti().
numeros fossem abstraclos. ;
- 3 [ « QD8
Iexemplo.—Multiplicar 487,93 pot 25,
Dispondo o calculo, vem !

18,03
20

244 65

078 6

1203,25

N'este exemplo applicamos a regra para mt
plicar uma fracgiao decimal por um numero Intel

‘Divisdo.—Consideram-se dous casos :

1.° Se os numeros dados forem heterogened
se como se fossem  abstractos
pecie do dividendo.

2.7 Se forem homogencos, ou se rqferem
unidade ou ndo ; quando se referirem d m

Pratica-se a operagao como

~. d8m 033 25 = 12931, 95,8

i
il ¥

SU“TnAl}pﬁ%

v A

(795420
| A8'98T
687,042

e
"\,.:

‘-.‘l,

L

v

i3
e

i
1

',

, ¢ 0 quoctent



de consideram-te o y S

e CoM am-se como abstractos quando ngo
L o4 4 \-’a-.\g‘ b ' f . 4 " !
el d mesma umdade e pratica-se de modo

EX.—Dividir 24 354 por 9.

Dispondo o calculo, teremos

24354 |9
063~ 19706 ... 24m 354:9 =9m 706
(054 :

b 4
0

O quociente ¢ 2 metros, 7 decimetros ¢ 6 milli-
metros.




FARIE OEQUNDA

————— ———

Numeros complexos, CoONnversiao das
medidas

Numero metrologico complexo—2 cgqu;lle“
representado por diversas espzcies de unidades .
dinadas todas a uma unidade principal.

N’este systema as unidades de medidas ndo
dam a mesma relacdo decimal entre si,

Para poder-se avaliar com exactiddo as qu
dades, ha n’este systema muitas unidades de t;
nhos differentes, e de denominac¢ées variadas.

As unidades consideradas no systema me
gico complexo, sio as seguintes :

CoMPRIMENTO, SUPERFICIE, VOLUME, CAPACK
PESO, MOEDA E TEMPQO =

N’este systema essas unidades receberam as se-
guintes denominacaes - : E

Vara VARA-QUADRADA, Vv

ARA-CUBICA, ALQUE
CANADA, MARCO, GRAO '

y REAL E DIA

i)
O comprimento da vara ¢ ——__ o qua
9090909
terrestre, 5
D’entre as differentes unid .

: : ades de comprir
A vara figira como unidage ;

principal.
Para bem facilitar

0 estudo damos em segu
tabella constante dgq¢ Unidades e ot i i
Yace .



MEDIDAY % |
g '}E ‘ '

i g

\ Legua (20 20 aran)

“' Milha
\

draca .
[ Vara

Palmo. S
{ Polegada .
Covado (.umdlthji pot
cortas fazendas)

b

w

Pé (moedida empregad:
\ lruccoes) =% :

it P
De comprimento ordinario

Legua quadrada

Milha quadrada -

| .

| Braca quadrada
Vara quadrada
Palmo quadra

Polegada quadr

]
=
o
(%)
n
-8
O
R~
—
QO
Q
>
v

as



‘\'uru cubica
Palmo cubico .

Solidez

Polegada cabica

’ {Moio . .
| Fanga .

() 3
S JAlqueire

= 2

& %)

7o e

W

9 v \

=teg) Quarta.

™

&
= sPlpa :
< YAlnmude
= ( Canada
=
G

MEDIDAS DE PESOS

/Touelada ;
. Quintal
ATroba
ImbiaT o

.

3
= ‘“dll‘o :
(401
= }
=
S
% |
Lo }
(7]
D
Q_
Onea .
* Oitava.
% L]
gco ONeE st
m L]
= ity
» S
D D Escropulo.

-

lo I'angasu:
alquel

4 §elamms--
15-almatles 8
12 canadas
Unidade, 1:

bicas = % quar

13 1/2 quintaes
4 arrobas
32 libras e
7 e
2 marcos 4

leg. inglez
lonl = 4
8 OItavn.a o
72 grios

8 mta.va&‘
3 escroﬂ f_

ﬁ ‘.fﬁfi'i‘; I»ﬁ;ii .—I-;



POAEMOS COMPBrehendas o o w & e s SIS DISTH
s -mplcxu-f;)‘]:,t;n{(lj;?;lrﬁfnftjg d_’\cﬁg]fga}u‘ d‘e numeros
M i ° 9 Oracas, 2 yvaras ¢ 6
patinos “1—1“111}1105 UM numero complexo porque
cste numero ¢ representado por diversas c:s'pcz]ic'e
das unidades bracas, varas c palmos, subordinadas
todas a unidade principal palmos. '
N umero incmnp!e;xo —¢ g
SO especie de unidade, Ex.
Dous problemas sc P
complexos.
O'1.° tem por fim reduzir um numero complexo
d 1nfima especie ou reduzil-o a numero ncomplexo.
O 2.° tem por fim reduzir numeros mncomplexos
a complexos, (quando for possivel).

quelle que designa uma
2 o libras.
ropoem acerca dos numeros

Regra parao1.° caso.—cMultiplica-se o numero
que wmndica a mais alta especie de unidade, pela rela-
cao existente entre clla ¢ a immzdiata ; juntam-se as
existentes d’ahi, e assim se procede até chegar @ ulli-
ma especie. s o

onc. Oil. esc. Zraos

ExemPlo.-——Conrerter O NUMEro b § B oale

incomplexo. - _
d 1][;]’};1;;[;)(11;2(:(5 ig[:lal a oito 01‘3'(21’/’:{.75? Por LO!]:((:J%UIJ;H::
5 oncas sao iguaes a 5X8 ou 49 ozlm.zfzs l,La] \'IiLI' (li)
nando a estas as 8 bifavas que 0 NUMCETO 1€, Vi
- ozfavaé'.__l. : joual a 3 escropulos, conseguinte-

Uma 879 = - icuaes a 48<3 ou 14% escro-
mente 48 oifavas $ao 15Udc A

:ro dado fa-
- 3 escropulos do numero ¢
ue com OS
pulos, que

17 escropulos. ; B :
e ]47_ wﬂ 0;;0 BEal a 6 quilates : 147 escropulos
Um ejﬁf‘ bg ;({X 14'?_—:882 quilates. L ; g
cs a )-é il a 12 grdos » 882 quilates ;,S'fm
o :”f;.f’tgéség_wf,s;} grdos, que com 0s 12 do
'pr Y S ,‘ '-"-" Osgj(j }ed(}s. Lag B - .
R fiﬁgmcfl)mp]cfo dado ¢ igual a 10596




~ora para o " L‘GS{J.-‘:— A &V e ‘..-'-‘ - T
. \(z h:-rcf'a‘aio enlre as unidadzs dessa 025;
~ }:;ciu immediala ; pg'ocede-se. conm 0 qd{; iy
;{” 1esno J)}(}d(} ale ql{ﬁ’ d'd“'w(?gn';z‘io e 05 1€ L
lugar ; O quocient: da ultima 1

mteriores raprcsen!ardo o numero complexo pedi
(8

-~

Fx.—Reduzir 0 numero incomplexo 397

4 numero complexo.
Dispondo o calculo teremos -

3077 | 12p
037 =83 1o%
012 { p1p | 4F

/ p L [
g}

l.ogo 207 =4 — 1

Explicag‘dr)._Divide-sc O nuMmero 13?! por
porque uma polegada tendo 12 linhas’ o Ou
907 conterd tantas polegadas quantas VEZeEs &
or 12 linhas : tem-s¢ para quociente 33 poleg
¢ para resto 1 linha. 28

Divide-se 33 por &, porque um palmo ten
polezadas o numero 33 contera tantos pa
quantas vezes contiver & polegadas. o

[ este o motivo porque o numero 397 linhas
igual a 4 palmos, uma polegada e uma linha.

Outros dous problemas ainda se apresentarn
theoria dos numeros metrico-complexos.

1.9 Converter um numero complexo em fra
ordinaria da unidade principal.
2. Converter uma expressdo fraccionaria
um numero complexo equivalente.

Regra para o 1.° caso.—Reduz-se o numero
plexo a infima especie e o resultado exprimird 01
merador 5 0 denominador serd representa:eié’?
uma unidade da mais alta especie reduzida tamb

»
e . 99 ‘lll‘ﬁ A S A



...........




ot~ 10 — 4106 onc¢as c4pOrtanio == b, == -—-
. ] 2 o .'.‘;.
one, an“;‘.
ane, 4106 one. S e

| y : T

vidindo 410 por T2,4vem ; S===a= R . ;
72 712
Se 1 onca ¢ igual a oito oitavas, -0 ONCAS VG
| ‘ ONe. OIL. B

51§ 448

Q2 56 = 418 oitavas, ¢ — = -—==; dIVICIAGEE
14 V2
0it,

448 oit. 16 : 'i‘.
oitavas por 72, vem : ~—= = 0 #+ — OIUNaN

7 2 7 2 "
oitava ¢ igual a 72 graos, portanto 16 oitavas

oit. gr. o
16 11025,

iguacs a 72 W 16 = 1152:graos e = =28

75 72 "

Oit. e
16 B

dindo 1152 graos por 72, vem : — = |16 graoss
72

Do exposto se conclue por substituicoes  SUCCE
Ih. g

458 Ib. .« otfp. DI, < opa0S

sivas que —- = 6 — 5 — 6 — 186.
12

O conhecimento da theoria dos numeros #
decimaes, dispensa-nos do estudo das ope
dos numeros complexos ; a multiplicidad:
gras cspeciaes, cenfadonhas e de nenhuma
¢ao ma pratica da vida, gracias ao appaf’ |
do importante systema metrico-francez. €
tudo em cumprimento a legislacdo d’este paiz.
mandando adoptar o systema metrico-decima



it o

NOs, Uma 1deca dosqueoSsERiiuies
¢ ncomplexo para que m

facilidade comprehender
des de um systema em uni

bl B L L e

: complexo
ais tarde podessem com
as conversoes das unida-
dades do outro.

Conversao das medidas

Comparando as quantidades expressas em varas
¢ em metros, obtemsse a relacao

V0 varas = 11 metros

D’esta relacdao concluem-se as seguintes :

i g
1 varal=— = 17,1
10
v
1 metro = — = 0,° 9990 90. . = . .
11

- . 2 p . \'C]‘—
s ultimas relagoes servem para con

Estas dua or isso denominam-se

ter as medidas lincares ¢ P

: -educcao. e
coqﬁ&é:ﬂl‘é’? e :cfrve'para converter as medida:
A prlmelra g

: s - a segunda para
ecimaes ; a SCs
S mplexas CI) d A < em comple-
neAtEy g ;]npflzdidas lineares decimacs em 1
' r (
converte |

N egficientes

‘ 0 aeges. : elagao

imen 5543 ’EI%i%eifio g valor da vara Cfndllda;':l-

ks ez COD se facil calcular o valor de g
torna--

' ara.
ao metm-’-iplo ¢ submultiplo da var

de reduccdo sGo 0s numeros gque ¢x-
e 3




Ora, se 1 vara = 1,71, 1 br. sendo igual¥
ras, temos : 3

| br. = 2v = 1M1 X O S

4

Um palmo sendo a quinta parte da br

| S Lo
| palmo = — = —— — (™ 22

c-j ‘:3 ,

i 4
Conhecido o valor d'um palmo 70,222 fem-

valor d’'uma polegada : | b

pal. :
] § B,
I pol et 2 nt 07,0275
& S

, 10v E
Convertendo a fraccad §—=— ) ¢m NUMero c
| Thas - e

o

plexo, vem :

i~

10v pal.  pol.
;——— = 1 metro — + 4 38
. :

e

Por meio d’esta igualdade podemos calcular
valor de qualquer d

multiplo ¢ sub-multiplo d
metro.
Assim &

p
1 decametro — 45° 1. g -

P l 3

.
] d")p" tam el an e 'n 1 r.v. -



cm metros.

bt)lllkr:io-—com >
palmo ¢ o de | poll
basta multiplicar |
de 1 palmo, ¢ por 4
mar os productos.

Assim
.‘E.'!

v
¥
8

5V 4 4P

-

2.* Dado o nume
mero complexo.

10v \ ol
Ora ('—)O‘;m
* 11" -




Se 10 paras sao 1guaes a 11 metros (10v = l]'“)
vando ambos 0s munbros d’esta wualdade a 2

pnlcmlu. tercmos

10y 2= (1Im)2 ou 100v2= 121™

" "‘I .

D'esta ultima igualdade colligimos as scguintess

o

4 "{

g 100
=0 ) B fme — i ,-83%;
100 12 |

"

=3
=

O primeiro coefliciente serve para converter um
numero complexo em decimal, e o segundo pa-
converter um numero decimal em complexo.

Exemplo 1.°—Quantos hectaros e aros tem ur
superficie de 450 geiras de extencao ?

% 3

Solucao.

450 geiras = 400 br.2 X 450 = 180000 br.2
SE W = 1552 20% Xl 4,
. 450 geras = 4, 84 ¢ 180000 — 871200m2 ;

attcndqendo que 1 hectaro, = 10000 | e que 1 ar‘éj
mz 1"‘
= {90 , vem:

450 geiras — 87 hect. + 12 areos

*

Exemplo 2.°~Uma superficie tendo 87 hecl. esx l
aros. quantas gueiras podera ter ?

o



-

=7 hecl. T‘ 12 ar

)

ord, 4111_] 8‘; ———y 1

-

conseguintemente 1

br.2

100 .

— >< 871 209
484 =

1 br.2

-gt. aa — (ll"’)a ou

deduzem oS




MEDIDAS DE CAPACIDADE

Se 1 pollegada = 0, (0275, elevando ambos
membros d'esta igualdade ao cubo, vem : '

| polleg.” == 0,"7000020796875 ;

Se 1 alqueire = 1744 polleg.”, ]

B

Lalg. =0,"1000020796875 5 1764 = 0, 03620075
litros
=.490, 20975,

litros
-

ou Lalq. = 36p 27 approximadamente )
Se 1 canada = 128 polegadas®

I canada = 0," 000020796875 3 128 - (0, 002662
lit. g
= 2, 662,
lit.
ou l canada = 2, (62, (coefliciente)

Por meio d’estes coethcient
conversoes de algue
veém agora saber
SOs a estes.

Coeflicientes inversos :

. ¢s podemos fazer ¢
res ¢ canadas em litros ; co
“Mos resolver os problemas inve

y .l :.ll([. “hl_
1 hn'() ST ——— 0, 0275, '
36,27 |

l 0
' “

D 0 : Leanada can,
e l llh'n St e s



\‘...wnlm‘rumio O marco com os pesos do systema
decimal francez, resulta o seguinte : ' c

aran,
1 marco = 2295 525

mareo P

| grammo = 0, 0043568 = 20, 076 ;

a2

si0 estes os coefficientes apropriados para conver-
termos os pesos do antigo systema €m Pesos do
svstema metrico decimal, e vice-versa.

———————————

PARTE TERCEIRA

Regras que se apoinm na theoria das

DOS
prOporgﬁes o progressoe

REGRA DPE TRES

+ achar o valor de

Je tres—E© methodo de adm(;uomais L
‘Regis c'?dadc dependcntc de uma ¢

1t &3

uma quan

- . 10 ) ]]
20 - org de tres consiste €l
POKroesi,;‘,q di culdade da 12%2;‘,[‘? difficuldade des-
Llrl ¢ l'c;ao alc
ropo

gty e gt P OA 5 OXD]iCﬂCﬁO quc seguc -



-y

d oulra torna-se o mesmo numero dc"lfci{es ..
‘Duas quantidades rariam em raiao inrersa gy
do uma dellas tornando-se 2, 3, 4, elc. veges m
a outra torna-se 2, 3, 4, elc. veges menor, -
A regra de tres divide-se em simples e ¢o npos
‘Regra de tres simples—¢ a questdo na qual fig
ram somente 4 quantidades das quaes uma é a
cognita,
Regra detres composta—¢é a questio que tem pe
fim achar o valor de uma quantidade, dependent
de duas ou mais proporg¢aes. e
A regra de tres simples divide-se em directa
rersa. .
‘Regra de tres simples directa—é aquella
as quantidades variam em razio directa.
‘Regra de tres simples inversa—:é aquella em que
as quantidades variam em razao inversa.

¥
|

i i .
= L}
B~ 5
B -
¥ i

Explicacdo.—Na regra de tres simples directa 4
medida que augmenta ou diminue um princi

tambem augmenta ou diminue o relativo cor
pondente ; na inversa— 4 medida que augm

ou diminue um principal, diminue ou augmenta @
relativo correspondente. i

Os termos homogeneos conhecidos denominam-

SC principaes ; os termos homogeneos em que um é
desconhecido chamame-se relativos. &

-~

.7.1
2

REGRA DE TRES SIMPLES DIRECTA

Para resolver qualquer questio de regra de f“

directa applica-se a seguinte regra :
Forma-se q primewra razdo da proporcao com os
dous termos conhecidos homogeneos, e a segunda
com os seus correspondentes escriptos
7 S

v,y P 1a mesi‘.




( .‘l-..{\“l‘l‘l - L‘ll\ltll]] :;‘;3(){)(.'1 --l----...-..u b R RS R LUllil l]]L‘]-..
| : , quanto deyv ‘
kilogrammas 7 1 ¢m Custar 19

| Y)P“:;fd'>bL 12 kilogrammas custam 868000, o
dobro de>l2 deve custar o dobro de 368000 : ora
se a medida que augmenta o principal, augm’enta 0
relativo correspondente, ¢ porque o exemplo em
questao representa uma regra de tres simples di-
recta ; applicando a regra, vem :

Kg. i )12 : 19 :: 368000 : x
12364000 ( 19 % 365000
10— el

12
684000
SRR = 573000.
12

Oulro exemplo.—Se 39 MELros de arame custa-

fam 258650, quanto custarao 49 metros ?
Dispondo segundo a regra, teremos .

g5m : 49 2580650 : X

30— 2580650
= 3
49 X 25650 1 7.)(»(:_;-!} :
49“1 ——__—.__——‘—-__-X X z _---_--——---—_— 2l )~
35 35
— 358910
* SLES INVERSA
TRES SIMPLES IN
REGRA DE
4 ‘.; - : ’ 2 i’ I.C—
N kor-se 4 proporgao COII‘FSPOI}LLC}}:% !
P:;alt‘ﬂ‘:’ij versa, applica-sc seguinte regr -
gra de Sll'ld p’nz’q;c;z'ra ,-a;(ﬁo com OS dous ¢ :
Anr11a-5€
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Exemplo.—Se 10 homens fizeram uma certa obra
em 180 dias—pergunta-se 18 homens nas mesmas
circumstancias dos 10 primeiros quantos dias
tardo para fazer a mesma obra ? |

Solucdo.—Se 10 homens fizeram uma certa obra
em 180 dias, o dobro d’esses homens (20) fardo na
metade do tempo, pois é claro que quanto maior
tor o numero de homens, tanto menor serd o temp
empregado. Ora, se a medida que augmenta o prin-
cipal diminue o relativo correspondente, € porque
a regra de tres ¢'inversa : applicando a regra, ;=‘-’=;
remos : -

18 18

H. d 1078 mnnslea)
NPEs T
. 10 > 180 1800

18— x \ou N - = -—-— — 100.

l

.'* Y
Outro exemplo.—Se 30 operarios fizeram um tuzas

nel em 80 dias, 45 operarios em quantos dias
farao ? &

Dispondo da regra, vem :

Op. d. 130 :45 :: x: 80
30 ——80
. 30 X 80 2400 155
DR TR ouxe e
/ 45 45 45 A
£ ol # 15 1
Simplificando a fraccio tem-se a fraccio —

45 59



REGRA DE TRES COMPOSTA

\:nll amente a regra de tres composta denomi-
nava-se regra de tres dobrada.
A regra dc tres composta ¢ sempre formada por

tres ou mais razoes. Ex.
4 : 12)

8;[6) o il

esta expressdo significa que

4)(8:]2)(16::14:\

fizeram €m 8 dias 14 mectros .dc

Se 4 operarlos 14 1 s de
antos metros farao 12 operartos

uma certa obra, qut
em 16 dias ?

W e ) erarios
4 operarios P .+ 14 metros @ X.

] dias - 16 dias
4)(8:12)(16:: 14 :
2688
X — —_— 84
32
q resolugao da regra de tres unzlu;

saber decompol-a cm regras



‘Decompoe-se a regra de tres composia em eg
de tres simples do modo seguinte : forma-se
metra de quaesquer dos principaes da regra de
composta e tambem dos seus re/aqus ;a segunda
formada com os oulros dous principaes, e 6s r lat-
ros um representado pela incogmita da primeira res
gra de tres simples e 0 outro por uma nora inee
nita ; a terceira ¢ formada de wm modo analo
isto ¢, de dous dos principaes da regra de tres col
posta e de dous relativos, um € a incognita da segu
regra de tres simples e o outro ¢ uma nora 1Mcogy
e assiin successivamente até formar tantas regras
Ires sumples quantos forem os principaes da regrag
ires composta.—Isto feito armam-se as Lroporcoes
correspondentes a cada uma das regras de tres sim-
ples, e procura-se transformal-as de modo tal que a
incognitas a simplificar occupem os termos de um.
das razées da proporcdo resultante da multiplicacao
praticada em todas ellas ; tira-se o valor da quart

proporcional e tem-se a questdo resolvida. e
Exemplo.—Se 5 homens gastaram 15 dias em fa-

bricar 130 Zitros de vinho, quantos dias gastardo 8.
homens para fabricar 450 /ifros 2 _——
Solucdo.—Indicando a regra enunciada, vem:

H. d. lit.

5 15 130

8 X 450 ; e
decompondo esta regra em

: regrasde tres simples,
teremos : | o

a = - : '
iS¢ olzonze:g castaram 15 dias em fazer
certo trabalho, 8 homens em quantos dias fardo a
mesma obra ?

H. d

5! 15'5:8::x15

| D T v



- ‘ PFy “.-" "":valu had Vv AllLlS L].’_j') [I ey "
quantos dias serdo feitos pelo lllc‘;fm lros cm
trabalhadores ? SO ntmero e

lit, d,\
|30 ———en ¥ (l:iU v 4ol 4 x 0 X

=y P Iy
450 - X S regra direcla).

[nvertendo esta ultima proporedo para ao depois
multiphical-a  ordenadamente com a primeira,
teremos :

D 8 v }.’3}(\450:H>< RIS % X X .
450 . 130 %G 5 Jol B B X,

praticando as operagoes indicadas ¢ simplificando
os termos da segunda razao, vira :

‘I-"

9950 abal s’ 1
S5 B EEEEIo0 3375 47
e 1040 104

< : » COMPOSLOS
. imples ©
Junros =

. . , ‘ . le-
heiro por um lempo ¢
. o aluguel do din] . T-al1all-
Jl”_.o___-(;, (0] a’lggiLlCl'O quC tira o dono de uma qudl
nado. s em.
1§:rmlﬂ l‘1'11~"res’(alﬂa i ! stada.
1ia poisteats PEREINPLES - 0 _determinada
Capitﬂl"'_'“e REE Llu.:mll‘d LlLlL:'inin"lduy
. i 4 p ' D A e b )

 am U
AuUe ¢ 10‘@’ Pt

Lom . sk % "’ n -



l-m qualquer questdo de juros, ha quatro quag
tidades a considerar : capital, taxa, juros e te;
Os juros dividem-se em juros sumples &
composltos. §
Juro simples—¢ aquelle em que o capital é zum,};_
pre o mesmo durante todo o tempo do emprest
Juro composto—¢ aquelle em que o capital
unido aos jures vencidos em um- tempo determina-
do, para d’ahi em diante vencer novos juros. = ==
‘Regra dejuros - ¢ a questdao que tem por fim
achar o valor de uma das quatro quantidades—
capital, taxa, juros e tempo—quando forem con
cidas tres.

Juro simples

Pela definicao da regra de juros conclue-se
quatro questoes distinctas tem-se de resolver.
I.# Determinar o juro—sendo conhecidos o capi-
tal. a taxa e o tempo. £
2.* Determinar o capital—sendo conhecidos a E‘f
xa, o tempo e o juro.
3.2 Determinar ataxa—quando forem c,oahem
0 capztal 0 tempo e o juro. -
4. determinar o fempo—quando forem conhe ?;
dos o capital, o juro e a taxa. 3
Regra da 1.* questdao.—Para avaliar o juro de
um capztal em um tempo determinado, muliiplica-s
capital pela taxa e pelo tempo, e dwzde-se 0 produ 10
por 100. =
Exemplo.—Qual o juro de um capital ¢; em cer:
to tempo £, sendo a taxa i por cento (°/,) ao anno
Solucao. -——chl esentando porj o juro. vem :




Y

decompondo esta r '
de tres simples, vem pa
Se o capital (100

e

Jqua nto p()del'fl “V

Para a segunda.--
no vence de juro (X




tal, mulnp!z’c‘a—su 0 Juro POI- A L UM by B
tado pelo producto da taxa pelo tempo. e -

Exemplo.-—-Qual o capital que cmprestado se-
gundo a taxa (i, produzio no tempo (t) um juro de-
nominado () |

Solucdo.—--Uma vez conhecida a formula que

cit . -

traduz o valor do juro (j = —---) ¢ applicando a
100 _

propriedade do dividendo, vem : cit = 100-5<87%
tirando-se o valor de (¢) vem outra formula que re-

100 5

EOLYE S glitstan s o= =5
1

Regra da 3.* questdo.---Para determinar a taxa "

—multiplica-se o juro por (100), e divide-se o resulta-

do pelo producto do capital pelo tempo. 3

Exemplo.—-Qual a taxa em virtude da qual o ca-
pital (c) foi emprestado no tempo (#) e produzio um
jaro (j) ? |

Solucdo.---Tomando para ponto de partida a for-
mula do juro e applicando-lhe a propriedade dodi- =
videndo, vem : 100 j = cit ; tirando o valor de (8, =
teremos :

100

il S

CiL

Regra da 4.* questdo---Para determinar o tempo
—multiplica-se o juro por (100), ¢ divide-se o resul-
tado pelo producto do capital pela taxa. .

Exemplo—Qual o tempo durante o qual empre
tou-se o capital (¢) para produzir o juro (j)segundo
a taxa (1) ? i .

Solucdo.—Tomando-se a formula ja conhecida



RUVIVIGH B AL
¢ K Cl

i t)\‘\ 1 & .I ‘ ! 1 l() ) ] ()
(‘ |

1Nil=HE \.ln'\\ e e
csolver as questoes seguintes

{ . ‘

ol !ll oy = -
d \ r(l)f( } [, @0 anno 4
- ual o capile
Jual o capital que emprestado a taxa de 3 °f
by 0

(l { 1)* "1

":r ."m(ff ; J!mfu,m e 2 annos 243000 7

" J f b 'd L |

‘;'v.\'hm.’;“‘;; a laxa segundo a qual 538000 foi em-

X “”t} Iumm' dous annos para produgir 5$300 7
0 Qual o tempe duranle 0 qual cmprc’stou—s;*

12583  wrodies C o 68504
w300 para produgit de juro (4048, segundo a

taxa de 2 °f o e /

}

Junrro compoato

0 cmprestimo do capital ¢ feito
fim de cada

o do capitalistd, U
¢ na mao devedor © juro ven-
| meic augmcntado o ca-
capital pro-

Muitas VeZzes
com & condica
anno, deixat fica
cido, tornando-se por ¢

ital primil'\vo, de ge esse NovY
(&

duza novo juro ass
e Juros compostos quar

[Tm capital €9 :
que peiice e da umdqde
qe a €85€ ca lctial f,t.gn;;)om
o ) ) i a _ . .
hl!l'llt e juros compostos conside-
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. :1L1al<1£mentos chlllnt

ram-=Se os el B
1.9 ar 5 P,rimmp . \stoic.. l
restou a yedo! Ko ol
lad ]uanti que O capitd ista
a divida.



ou quanto 100 réis produzio em c.ada annos .
4.° Tempo, 0 que vat entre 0 dia do empres

¢ o do pagamento. ) B
Semelhantemente na regra de juros compostos

como na de juros simples consideramos qu
questdes importantes

1.2 Determinar o capital accumulado, proven
te de um capital primitivo emprestado segundo ur

taxa determinada, no fim de um tempo tambem
determinado. |

9.2 Determinar o capital primitivo, sendo dado 6=
capital accumulado durante um certo numero de
annos com uma taxa dada. ¥

3.2 Determinar qual a faxa precisa para que um
capital dado, durante um certo tempo, converta-
se¢ em uma quantia dada. 8

4. Determinar o fempo para quc um capi-__t.a',l

se converta com uma taxa dada em mfniE CERE
quantia. 4

-

i

Regra da 1.* questdo.—Para delerminar o ca
tal accumulado-—-mulliplica-sz o capital primitivo p

(100) mais a taxa dividido por (100) elevado a poten-
cia do grdo marcado pelo tempo.

N

. gr : ‘_;.;.
Exemplo.--Qual ¢ o capital accumulado (C ) pro=
duzido no fim de (#) annos por um capital primitivo
(¢) posto a juros compostos, sendo a taxa 7 por °fs

/
a0 anno 7 |

Solugdo.—Sendo (i) o juro de (100) em 1 anno;,f._{
:

jatoide 1€ (-——--) que representaremos por 7,
]OO: B

JUROHEIENC C Gry

O capital ¢’ no fim do primeiro anno serd igual
ao capital ¢, mais o seu juro ¢r, ou "



nente no fim do 503 1 M;.;\'. y
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Os juros de ¢ e um an
capital no fim do ereelr

Os JUros de ¢
capital no ﬁm d
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accumulado, teremos .

log. C == log. ¢ 4= t X log, (I S8

Na tormula do unpilul accumulado 11‘0t-.;am:q‘i
quantidades € ¢, ¢, r, das quaes sendo
tres ¢ tacil determinar a quarta, |

Dahi quatro questoes : -

1.* Determinagio de (G, questdo jd resolvida, =

2.4 Determinacio de ¢/, ou do valor actual ™
d'um capital /) pagavel no fim de (/) annos & =8

> B>
¢ 5= =—mm—ee OU log. ¢ = log. C—1 X log. (15558
l } r?.‘,l :

3.° Determinagido de £, ou do tempo em que
capital ¢' posto a juros compostos valerd (C) :

log. C —log. ¢

1l == ee - A

log. (1 + r)

R
4.* Determinagao de (1), isto é, da taxa a zu %
deve emprestar um capital (¢) para que no fim

t annos produza (C) : :
log. (1 + r) = - e

t

I-stas tres ultimas formulas assim obtidas 1m
tam as solugoes da 2.4, 3." ¢ 4.* questoes. g
Exemplo.—Qual o capital produzido no fim
annos pelo emprego de 9008000 a juros comypc
sendo a taxa 5 °/, ao anno ? : :
- Solucdo.—Tomando para ponto de partida
mula generica que traduz o valor do capital
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radas. &

3.0 0x tompos ¢ ay entradas sendo desiguaes

fieros ou perdas sdo proporcionaes aos productos d
entradas }‘(‘/UN Imn,m\\g i

A regra de companhia dividesso em simples g
compaosta, ‘ *} |
Regra de companhia simples ~ ¢ aquella em qu
Os tempos sendo iguaes, as entradas sio differentes,
ou sendo as entradas iguaes, os tempos so diflfe:
rentes. e
‘Regra de companhia composta—¢ aquella em gu

as entradas ¢ os tempos sao diflerentes, J

LY Questdo—Tempos iguaes ¢ entradas
rentes.

Exemplo.—Tres negaciantes associaramsss pai
comprar certa poredo de fagenda, en!rary{a .;
com o capzta! ¢, 02.° com o capital ¢ ¢ 0 3.° com
capital ¢ ; no fim de um tempo (1) estas fayend
foram vendidas por um capital (¢ : calenlar o qua
to toca a cada negociante, -

*i

Solugao.—Chamando s, §', s as partes em qu

capital | € se dividio, com o fim de ter-se os g
ou pcré oy

. as proporcionaes ds entradas de cad.
Cio, teremos ; |



I R bt
suinte serie de razoes
attendendo que em
somma dos antecede;
tes, como qualquer
te, ¢ applicando | e
cada uma das razogs, Virke e e




Traduzindo os valores de s, s’ e s”, conclue-se
que 0 lucro ou perda que toca a cada negociante
ou socio—é igual ao capital resultante da associacdo
multiplicado pela sua entrada e dwvidido o resultado
pela somma de todas as entradas.

Se dermos a ¢, ¢’, ¢”’, valores numericos, IStOEs
sendo ¢ = 1:2008000, ¢> = 3:600$000, ¢’ = 2:400$000
¢ suppuzermos ¢ = 4 annos, ¢ que as fazendas fo-
ram vendidas por 18:0005000, teremos :

(Hy

18:000%000 3¢ 1:2004000

g — — 3:0008000
7:2008000
18:0008000 < 3:6005000 “
B e el e e O SO () ENSSEC A
7:2008000

18:000£000 3¢ 2:400£000
& — e BRGRGEE
7:200%000

2Dl estae)
rentes.

oy

Entradas iguaes e tempos diffé=

Exemplo.—Tres negociantes formaram um socié=
dade, entrando cada um com igual capital em tem-
pos differentes ; supponhamos que o capital do
primeiro demora-se (1) annos n’essa sociedade, 0

A SEea A A T2 ) a amd gy Do s e e I



CIL1: ‘Y Ny g Y 4 i et B 1 Tl V1 11 ) Pl { o
| lllltl‘l()L.ll a (! deal Um,gc“do C) (Li‘lel'sc sabej
tante d’esta sociedade /) O Capital resyl-

Soluedao.—Ista questio reduyz-se
les em que se deve d
os lucros ou perd
sejam proporcion

stdo a achar as par-
e widir o capital (C), para que
45 correspondentes a cada socio
dCS aos tempos.

mlppu_nl)u}nos que x, £’ e x”, sejam as partes em
que se dividio o capital(€),istoé, C—=x + x’ +
applicando o principio que—asentradas sendo iguae:;
¢ 0s tempos nao, os lucros ou perdas sio propor-
clonacs aos teipoS VIR nEE Iy ci 1 o X
attendendo que em uma serie de razoes iguacs—a
somma dos anlecedentes estd para a dos conse-
quentes como qualquer anlecedente para o seu conse-
quente, teremos .

-

) L e
l‘] -}.. 1,1 ’ ".‘_ n , , 5 X + X + k . ® l]
. ' i ! 4 .: : X
1 A A s X . - 1

) Ay
i B 4+ X° 2 N

n nestas }’JI‘(J—

A 3w



XN == e (2.2 megocianie)
n + 0+ n

G SR ' 3.° negociante)
n 4+ n +n

Traduzindo os valores de &, x* ¢ &, conclue=se
que o lucro ou perda que toca a cada socio—¢ igual
ao capital resultante da sociedade multiplicado pelo
L2mpo correspondente e dividido o resultado pela som-
ma de todos os tempos.

-

Regra de companhia composta

3.4 Questdo. —Entradas e tempos desiguacs.

Lxemplo.—Tres negociantes associaram-se n’uma
ccria empreza—entrando o primeiro com o capi-
tal ‘a) no tempo (1), o segundo com o capital /a’)
N0 tempo (n’) e o terceiro com o capital (a’’) ‘no
tempo n”), no final da sociedade obtiveram o ca-
pital {C)—quer-se saber quanto toca a cada um.

Solucdo. —Chamando x, &, x” as partes em Jue
se dividio o capital {C) ¢ attendendo que as entra-
das ¢ os tempos sdo desiguaes—os lucros ou per-

das sdo proporcionaes aos productos das entradas
pelos tempos, isto ¢ :

I AR WA R o, o At iy e
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