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Resumo

Exibiremos uma bijecao entre o esquema Quot de n pontos sobre
o0 espaco afim C? e um espaco de d matrizes n por n que sdo nilpoten-
tes e comutam entre si e que satisfazem uma condigao de estabilidade
moédulo uma acao de GL, (C) que é dada pela conjugacao; tal resultado
é uma generalizagdo do caso feito por Baranovsky em [3]. Feito isso,
mostraremos a irredutibilidade do esquema Quot sobre o espago afim
C2. Esse resultado também foi provado em [3]. Finalmente, estudare-
mos a conexidade do esquema Quot nos casos particulares de d = 2,3
en=2,34.

Palavras chaves: geometria algébrica, esquema de Hilbert, esquema
Quot.






Abstract

We exhibit a bijection between the Quot scheme of n points over
the affine space C? and some space of d nilpotent matrices n by n
commuting with each other and satisfying a stability condition modulo
some GL,(C)-action given by conjugation; this result was proved by
Baranovsky [3]. With that done, we show the irreducibility of the Quot
scheme over the affine space C2. Also this result has been proved in
[3]. Finally, we study the connectedness of the Quot scheme in the
particular cases of d = 2,3 and n = 2, 3, 4.

Key-words: algebraic geometry, Hilbert scheme, Quot scheme.






Sumario

Introdugao

1 Esquema de Hilbert e Esquema Quot

1.1

1.2

1.3

14

Funtor Hilb . . . . . .. ..
Funtor Quot . . . . . .. ..
Funtor Quot em geral . . .

Esquema Quot pontual . . .

2 Irredutibilidade do esquema Quot de pontos sobre

(C2

2.1 Parametrizacdo de Quoty(r,n) . . . . ... ... ...

2.2 Irredutibilidade de Quoty(r,n) . . . . . ... ... ..

3 Conexidade em Quot

3.1

3.2

3.3

3.4

Resultados em Algebra Linear . . . . . . ... ... ..

Conexidade em Quoty(2,2)
Conexidade em Quots(2,3)

Conexidade em Quots(2,4)

.15

.19

.19

.20

.23

.24

.25

.25

.32

.41

.42

.43

.46

.03



3.5 Consideragoes Gerais . . . . . . . . . ... ... ... p-70

A Feixes e Esquemas p-73
Al Feixes . . . . ... p-73
A.2 Motivando Esquemas . . . . . ... .. ... L. p-90
A.3 Feixe Estrutural e Espectro . . . . . ... ... .. .. p-92
A.4 Espago Anelado e Esquemas . . . . . . .. .. ... .. p-95
A5 Propriedades . . . ... ... p-101
A.6 Ox-mddulos e Feixes Coerentes . . . . . . . ... ... p- 107

B Polinémio de Hilbert e Espacos de Moduli p.-113
B.1 Polinémio de Hilbert . . . . . . .. .. ... ... ... p.-113
B.2 Espagosde Moduli . . ... ... ... . ........ p- 115

C Xcas p-121
C.1l Imtrodugdo. . . . . . . .. ... p-121
C.2 Matrizes e Operagoes . . . . . . . . . v v o v v v p-123
C.3 O Nosso Problema . . . ... ... ........... p.124
C4 UmExemplo .. ... ... .. ... .. ....... p. 126

Conclusao p-129

Referéncias p-131



15

Introducao

O esquema de Hilbert e o esquema Quot sao conhecidos desde anos
1960 quando A. Grothendieck desenvolveu a teoria. Nesta dissertagao
vamos tratar de casos particulares destes, o esquema de Hilbert e es-
quema Quot pontuais. O esquema de Hilbert em geral é um objeto
chave em muitas construgoes geométricas, como por exemplo, no caso
do esquema de Hilbert pontual que classifica subesquemas fechados de
dimensao 0 de um dado esquema. Ambos tém recebido atengdo por

matematicos e fisicos, principalmente nos casos de dimensao baixa.

Nakajima [21] mostrou que existe uma bije¢ao entre o espago quo-
ciente Ha(n) = V2(n)*/aL(c™) e 0 esquema de Hilbert de n pontos sobre

A?, em que

(Z)[Bl, BQ] = 0
Vo(n)** := ¢ (B1, B2, v)| (ii)Nao existe subespaco préprio S C C" ¢,
tal que By(S) C SevesS

em que B; € End(C"), e v € C" e a agdo de GL(C™) sobre Vy(n)*t é
dada por g- (B, B2,v) = (9B1g~*,gBa2g™ 1, gv) para todo g € GL(C™).

Baranovsky [3] generalizou a constru¢ao de Nakajima mostrando

que existe uma bijegao entre o espago quociente Ho(r,n) = Va(r,n)*" /ar(Cc™)
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e o esquema Quot de n pontos sobre C? suportados na origem, em que

(1)[B1,B2] = 0

(#i)Nao existe subespagco préprio
S C C" tal que B;(S)C Se

v; €8

VQ(T, ’I’L)St = (317327’01’-“7’07‘)

e B; € End(C") é um operador nilpotente e v; € C".

Além disso, usando esta bijecdo, Baranovsky mostrou que o es-
quema Quot de n pontos sobre C? é irredutivel. Vamos apresentar a
demonstragdo de Baranovsky [3], no entanto, existem outras demons-
tragdes de outros modos, como por exemplo a de Ellinsgrud em [6].
O caso sobre C? dos esquemas de Hilbert e Quot é muito estudado,
por exemplo [5], [17] e [7], j& os casos de dimensdes maiores pouco é
conhecido, [15].

Nosso objetivo foi estudar a conexidade do esquema Quot pon-
tual para o caso sobre C3. Para isso, generalizamos o resultado de
Baranovsky exibindo uma bijegao entre o espago quociente Hy(r,n) =

Va(r,n)** JaL(c™) e o esquema Quot de n pontos sobre C? em que

(1)[Bi,Bj] =0, Vi,j € {1,...,d}
(#1)Nao existe subespago préprio
S C C™ tal que B;(S)C Se

v; €8

Vd(rﬁn)St = (Blv"'7Bd7v1a"'7v7")

e B, € End(C") é um operador nilpotente e v; € C".

O préximo passo para estudar a conexidade foi analisar possiveis
configuracoes de (By,...,Bg,v1,...,v,) nos casos de n = 2, n = 3 e
n = 4. Nesses casos particulares, usando a agao de GL(C™), consegui-
mos encontrar abertos que cobrem V3! (r,n) médulo acao de GL(C") e

em seguida tentamos conectar todas as configuracoes encontradas para
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mostrar a conexidade.

No primeiro capitulo, faremos a construgao do esquema de Hilbert
e do esquema Quot baseada em [23] e [21]. No segundo capitulo, mo-
tivados por [21] e [3], mostraremos a bijecao citada anteriormente bem
como a irredutibilidade do esquema Quot de pontos sobre C? feito em
[3]. No terceiro capitulo, usaremos a bijegao para mostrar a conexidade
do esquema Quot de pontos sobre C? e C3. Finalmente, no Apéndice
A, temos uma breve introdugdo aos principais conceitos e resultados
que usamos no decorrer do trabalho. No Apéndice C, temos uma in-
troducao do software usado para a realizacao dos calculos do tultimo

capitulo e uma explicagao de como usamos ele nos calculos.
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1 FEsquema de Hilbert e
Esquema Quot

O esquema de Hilbert e o Esquema Quot tm recebido bastante
atencao tanto no meio matematico quanto no meio fisico. Em 1960,
A. Grothendieck em [8] desenvolveu a teoria sobre ambos os esquemas.
Em [21], pode-se encontrar uma introducao ao esquema de Hilbert e em
[3] temos o esquema Quot. Também em [23], encontra-se a construgao
de tais esquemas. O objetivo deste capitulo é descrever o esquema
Hilb e o esquema Quot seguindo as referéncias citadas. No decorrer
deste capitulo, usaremos resultados do Apéndice A bem como ideias do
Apéndice B.

1.1 Funtor Hilb

Recorde que, para A um anel, o n-espaco projetivo sobre A é dado
pelo esquema P’y = Proj A[xo, . .., x,]| definido em A.43. Agora, consi-
dere o seguinte funtor da categoria dos esquemas para a categoria dos

conjuntos Hilbpn : Sch — Get definido por

Hilbpn (S) = {Z C Py x S =P% | Z subesquema fechado flat sobre S},
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e para um morfismo f: T — S, considere f = (Id Xf) P — P e
entdo f1(Y) é fechado em P% pelo Lema A.59 e é flat sobre T pela
Proposicao A.74.

Feito isso, temos um funtor associa a cada S um conjunto de
familias de subesquemas fechados em P™ parametrizadas por S. Agora,
considere a projecao m : Z — S e, para cada x € S, a fibra Z,. Seja
P, o polindmio de Hilbert em x.! Assim, como Z é flat sobre S, temos

que P, ndo depende da escolhe z € S ([14, p. 261]).

Portanto, para cada polindmio P, podemos considerar o subfuntor
’Hilbﬁn de Hilbpn que associa S com o conjunto de familias de subes-

quemas fechados em P™ parametrizadas por S que tem polinémio de
Hilbert P.

1.2 Funtor Quot

Note que, para todo Z C P§ podemos identificar Z como um
quociente de feixes (coerentes) via o morfismo de incluséo ¢ : Z — P%,
isto 6, i7" : Opr — Oz (Proposicao A.72). Essa identificagdo nos

permite a seguinte generalizagao.

Uma familia de quocientes de OI?J,” parametrizada por um esquema
S consiste de um par (F,q) em que F é um feixe coerente em P% flat
sobre S via m : P§ — S eq: OI%T — F é um morfismo de feixes

sobrejetor.

Dizemos que duas familias (F,q) e (F',q') sdo equivalentes se

1Teoria sobre o polinémio de Hilbert pode ser encontrada em (25, Cap. VI, §4.2]
e [14, Cap I, §7 e Cap III, §5]
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existe um isomorfismo ¢: F — F’ tal que o seguinte diagrama comuta:

q
Oy = F

] l

o] p—
]P’g ’ ?

q

ou, de maneira equivalente, ker(q) = ker(¢’). De fato, se p : F — F’
¢ um isomorfismo, entao para cada aberto U C IP§ e para cada z €

ker ¢(U) temos
i (z) = fu o qu(z) = u(0) = 0.

Logo = € kerq'(U). Analogamente, usando ¢!, temos que, se x €
ker ¢'(U), entdo = € ker ¢(U). Portanto ker ¢ = ker ¢’. Por outro lado,

se ker g = ker ¢/, temos as sequéncias exatas:

0 ker g Olfﬁsfq—>]:4>0

0 ——kerq HOH%T — F ——0.
q
Logo,
F = O]%T/kerq = O]%T/kerq/ ~ F'

Agora, seja f : T — S é um morfismo de esquemas e vejamos
que o pullback do quociente q : (’)H%T — F sobre o morfismo induzido
[ P& xgT — P% define uma familia sobre T, isto é, f*(g) é sobrejetor
e f*F é flat sobre T

Primeiro observe que P§ xgT = (P} x S) xg T = Py x T = P7.
Agora, note que
[HF)=f"F D104 Oy
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I (OF) = [ O @510, Ory = Ony

. Pela Proposicdo A.21, temos que o funtor f~! é adjunto & esquerda

do funtor f. sempre que f é um morfismo. Assim, f~' é exato a

direita. Sabemos que o funtor (-®s-1¢,, Opz,) também é exato a direita.
S

Por fim, observe que f*(q) = f~(q) B 100 Opp. Ou seja, f*(q) é

sobrejetora.

Para ver que f*F é flat sobre T, temos 7 : P§ — S em que F
é flat sobre S. Assim, pela Proposicdo A.74, f*F é flat sobre T via
PéxsgT —T.

Precisamos ver que a operagao de pullback respeita a equivaléncia
de familias. De fato, dados (F, q), (F', ¢') tal que existe um isomorfismo

¢ : F — F' que torna o seguinte diagrama comutativo.
ofr L F
S

|

Opi ——F,
S q,

entao o diagrama obtido pelo pullback,

lf"(«p)

0% — F,
T f*(q")

também comuta e f*(¢) é um isomorfismo.

Feito isso, se denotarmos a classe de equivaléncia de (F,q) por

(F,q), entdo podemos definir o funtor contravariante da categoria dos
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esquemas para a categoria dos conjuntos Quoto@r por
PN

QUOtOHEBJ(S) = {(F, q) parametrizado por S}.

Assim como fizemos no caso do funtor Hilb, podemos considerar o

P

funtor Quot per €m que
]PTL

Quot? . (S) = {(F,q) | F tem polinémio de Hilbert P}.

o%r
1.3 Funtor Quot em geral

Podemos generalizar a construgao anterior com o seguinte: seja S
um esquema noetheriano, X sobre S de tipo finito, £ um feixe coerente
sobre X e P um polinémio. Para cada esquema T sobre .S, uma familia

de quociente de £ parametrizadas por T' é um par (F,q) em que

e F é um feixe coerente sobre X = X X g T tal que o suporte de

F é proprio sobre T e F é flat sobre T

e ¢ : & — F é um morfismo sobrejetor de feixes sobre X, em que

Er é o pullback de £ via a projegao X1 — X.

Dizemos que duas familias (F,q) e (F',¢’) s@o equivalentes se ker(q) =

ker(q') e denotaremos por (F,q) sua classe de equivaléncia.

De maneira andloga ao caso anterior, se f : 77 — T é um morfismo
de esquemas, entao o pullback de f nos dd uma familia de quocientes
em T” pois as propriedades de ser flat e préprio sao preservadas via mu-
danga de base (Proposigdo A.74 e Proposigao A.64). Portanto, temos
um funtor contravariante da categoria dos esquemas para a categoria

dos conjuntos Quote x s : Gch — Set definido por

Quote x s(T) = {(F, ¢) parametrizado por T'}.
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Como nos casos anteriores, podemos considerar também o funtor

Quotgxﬂ : Gch — Get definido por

Quot?XyS(T){(.F, q) | F tem polinémio de HilbertP}.

Quando £ = Ox, denotamos o funtor Quoto, x,s : Gchg — Get

por Hilbx s.

Em particular temos

Hilbprn = ’Hz’lbpg_yspmz
QUOtOD?J = QUOtO%?,Pg,specz

1.4 Esquema Quot pontual

A. Grothendieck, em [8], mostrou que, quando X é projetivo, o
funtor Quott y g é representével, isto é, existe um esquema Quotg’ X.9
tal que o funtor é isomorfo naturalmente ao funtor Hom(—, Quotg x ).

Outras demonstragoes podem ser encontradas em [23] e em [1].

Estamos interessados no caso em que P = n é um polinémio cons-
tante para algum n € N e X = C? = SpecCl[zy,...,74). Além disso,
queremos que os feixes estejam suportados em apenas um ponto. Neste
caso, chamamos esquema Quotgx’s de esquema Quot pontual e o de-

notaremos por Quot,(r,n).
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2 Irredutibilidade do
esquema Quot de pontos
sobre C?

Seguindo a ideia de Baranovsky em [3] e generalizando o que foi
feito em [21], vamos exibir uma parametrizagdo do esquema Quot de
pontos em termos d-uplas de matrizes n x n nilpotentes que comutam
entre si junto com uma condicao de estabilidade dada por uma r-upla
de vetores. FEsta parametrizagao insere no contexto de esquema Quot
pontual a variedade das matrizes comutantes cujas propriedades sao
mais conhecidas, por exemplo, em [15],[11] e [10]. Em seguida, usando

essa bijegao, vamos mostrar que Quoty(r,n) é irredutivel

2.1 Parametrizacao de Quot (7, n)

Vale lembrar que o nosso caso de interesse é quando todos os feixes
estdo suportados em um ponto que, sem perda, podemos supor 0 € C%.

Seja V' um espago vetorial complexo de dimensao n.

Definigao 2.1. A variedade das d-matrizes comutantes em V é defi-
nida pelas d-uplas de matrizes n por n, (Bi,..., Bg) € End(V)®? tais
que [B;, B;] = 0 para todo i,j € {1,...,d}. Denotaremos por Cq(n)

tal variedade. Além disso, denotaremos a subvariedade das d-matrizes
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comutantes nilpotentes n x n por Ny(n).

Considere a soma direta de 7 cépias de V., V", e defina por
Vai(r,n) == Ng(n) x VO,
Vamos introduzir uma nogao de estabilidade em V4(r,n).

Definicao 2.2. Dizemos que um ponto P = (Bi,...,Bg,v1,...,0,) €
Vi(r,n) é estdvel se nao existe subespaco préprio S C V tal que B;(S) C
S para todo i € {1,...,d}, evy,...,v, € S. Denotaremos por V5'(r,n)

o conjunto de pontos estaveis de Vg(r,n).

Agora, considere o grupo GL(V) das transformacoes lineares in-
vertiveis de V em V', e observe que GL(V) age de maneira natural em

V4(r,n) da seguinte maneira

g- (Bl,...,Bd,’Ul,...,’UT) = (gB19717"'7gBdgilag/U17"' agUT)7

para todo g € GL(V'). Mais ainda, a acdo de GL(V') preserva V5 (r,n),
isto é, para todo P € Vi'(r,n), g- P € V5'(r,n). De fato, suponha
P =(By,...,B4,v1,...,v,) é estdvel e que g - P ndo é estdvel. Assim,
existe S C V préprio tal que gB;g~(S) C S e gv; € S para todo
i€ {l,...,d} e para todo j € {1,...,7}. Logo, B;g~*(S) C g~1(9)
ev; € g'(S). Como S ¢ préprio e g bijetora, g~*(S) é préprio,

contradizendo o fato que (By,..., B4, v1,...,v,) é estével.

Assim, podemos restringir a agao de GL(V') a V5 (r,n). O préximo

lema mostrard que essa agao em Vit(r,n) é livre.

Lema 2.3. GL(V) age livremente em V5'(r,n).

Demonstragao. Seja g € GL(V) tal que ¢g(Bi,...,Bg,v1,...,0.) =
(By,...,Bg,v1,...,v,.), ou seja, (¢B1g~t,...,gBag™t, gv1,...,qv.) =
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(B1,...,Bq,v1,...,v.). Assim, temos as seguintes equagoes:
gBig~' = Bi & gBi = Big (2.1)
e
gu; = ;. (2.2)

De (2.2) temos gv;, = v; < gv;, —v; =0 (1 —g)y; =0 & v; €
ker(1 — g). Agora note que B;(ker(1 — g)) C ker(l — g) pois dado
v € Bj(ker(1 — g)), v = B;w com w € ker(1 — g). Temos

(I-gv = (1-g)Bw
= Bw—gBw
2D Bjw — Bgw
Bi((1 - g)w)
B;(0)

= 0.

Logo, v € ker(1 — g) e B;(ker(1 — g)) C ker(1 — g). Como ker(1 — g) é
Bj-invariante e contém v, ..., v, pela condi¢ao de estabilidade, temos

ker(l1—g)=V,istoé, 1 —g=0<g=1. O

Além disso, é possivel mostrar que essa agao de GL(V) em V3t (r, n)

é estavel no sentido da teoria geométrica dos invariantes [20] e [15].

Lema 2.4. Seja P = (By,...,Bg,v1,...,v,) € Vg(r,n). Considere a

aplicagao

¢: Clry,...,zq)%" — V
(P1;--spr) = X pi(Bis- .., Ba)ui.

Se P é estavel, entao ¢ é sobrejetora.

Demonstracao. Vejamos que Im ¢ é B;-invariante e que v; € Im ¢ para

todo ¢ € {1,...,d} e para todo j € {1,...,7}.
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Observe que ¢(e;) = v; para todo j € {1,...,r}. Portanto v; €
Im ¢ para todo 5 € {1,...,r}.

Agora, seja v = >.._, p;i(Bi,...,Bg)v; € Im¢. Assim, para todo
j€{l,...,d}, temos

BJ'U = Bj(z’;:l pi(Bly~-- ,Bd)’l]i)
= E::l iji(Bla"'7Bd)Ui
Z;—n:l(‘fjpi)(Bl, ey Bd)Ui € Im (]5

Portanto, como P é estavel, segue que Im¢ = V. Ou seja, ¢ é sobreje-

tora. O

Vejamos agora podemos associar cada configuragiao em V5(r,n)
& um quociente em Quot,(r,n), isto é, uma aplicagao 7 : Vit(r,n) —

Quoty(r,n).

Seja
(Bi,...,Bg,v1,...,v.) € Vi(r,n).
Considere uma estrutura de Clzy,...,z4-médulo em V, cuja acao é
dada por
zi-v= DB
e
Av= v
para v € V. Agora considere o C[z1,...,z4-mddulo livre gerado por
v1,...,0,, denotado por F, com a mesma acao descrita acima. Assim,
temos uma aplicagao
¢ : F - V

dopi-vi = > pi(Bi,..., Ba)v;.

Observe que ¢ é homomorfismo de Clzy, ..., 2z4)-mddulos. Além disso,

pela condicao de estabilidade e o Lema 2.4, temos que V = ¥ /xer .
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Considere o feixe (coerente) F em C™ = Spec(Clzq,...,z4]) dado
por
VieeU
FU) =
0, z ¢ U.

Que ¢ o feixe arranha-céus em x. Observe que como B; é nilpotente
para todo i € {1,...,d}, VAnnV = (z1,...,24). Logo Supp F = {0}
([14, p. 124]). Neste caso, a aplicacao q : C[xy, ..., 24]®" — F dada por
(p1,---,0r) = > pi-v; é um quociente de feixes coerentes suportados
em 0. Além disso, I'(C?, F) = V como C-espaco vetorial pelo que foi

feito anteriormente.

Assim, temos uma aplicagao 7 : V5'(r,n) — Quoty(r,n) que asso-

cia com cada ponto em V5'(r,n) o quociente acima.

O proximo lema vai mostrar como a aplicagdo 7 se comporta com
a agdo de GL(V).

Lema 2.5. Sejam

P=(By,...,Bg,v1,...,v.) e P'=(B,...,By,vy,...,v.)

T
dois pontos em V35!(r,n). Entao existe g € GL(V) tal que P = g-Q se,

e somente se, os quocientes associados 7(P) e w(P’) sao isomorfos.

Demonstragdo. (=) Sejam

P=(By,...,Bgq,v1,...,v.) e P'=(B},...,B,vy,...,v.)

rEr
pontos em Vit(r,n) tais que

(B1,...,Bg,v1,...,0,) = g(Bi,...,Bjvi,...,0)

»Er

= (9Big~'.....gBLg . gvi,... . gv})

e sejam também q : Clz1,...,24|%" = Ve ¢ : Clay,..., 4] =V

os quocientes associados respectivamente. Precisamos ver que ker g &
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ker ¢’. Observe que, para (pi,...,p.) € Clz1,...,24]®", temos

q(p1y.-. o) = D.pi(Bi,...,Ba)v;
YopilgBig™", ..., 9By~ ") (gv;)
> gpi(By, .. By)g~ (gvi)
= > gpi(Bi,..., By
= g pi(By, ..., Byvi)
= 94 (p1,---,pr)

Como g € GL(V), segue que q(p1,...,pr) = 0 < ¢'(p1,...,pr) = 0.
Portanto, ker g = ker ¢'.

(<) Escreva
uy = (B1,...,Bag,v1,...,v), ug = (By,...,Bj,v},...,0.)

esejam q : Clzy,...,29]®" = Veq : Clzy,...,24]P" — V 0s quocien-
tes associados a u; e ug respectivamente. Precisamos exibir g € GL(V)

tal que g - u; = us. Ja sabemos que
(C[%h .- -7$d]®r/kerq = F(Cd,f) = V = F(Cd,f/) = C[xh .. -7$d]®r/kerq'

como espagos vetoriais. Desse modo, existem isomorfismos (de espagos
vetoriais) g1 : V — Cle,..,2a]® /kerq € go : V' — Cla1,. ., 24]®" [ker g’
tais que, para P = (p1,...,pr) € P’ = (p},...,p.), g1(v) = [P] tal que
q(P) = v e g2(v) = [P'] em que ¢'(P’) = v. Como os quocientes ¢ e
¢’ sao equivalentes, temos ker ¢ = ker ¢’. Assim, podemos considerar o

seguinte diagrama:

—1
g1 92
VHF/kerng/kerq/HV

L

V — F/rerq = Flkerg —> V.
92

Em que Z; denota a multiplicacdo por z; médulo ker ¢ = ker ¢’. Veja-
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mos que o diagrama acima comuta. Para v € V| temos Z; o g1(v) =
T;[P] = [2;P] em que ¢(P) = v e g1 o B;(v) = ¢1(B;v) = [Q] em
que ¢(Q) = B;v com Q = (q1,--..,qr). Agora note que ¢(Q) = B;jv =
B;q(P) = q(x; P), logo [Q] = [z; P] e entao o quadrado esquerdo do dia-
grama comuta. Agora se [P] € Cle1, ..., 24]®" /ker g, entdo Blogy '([P]) =
B(¢/(P)) = Blg'(P) e g5 o Ti([P]) = g3 (:P]) = ¢ (x:P). Assim,
como Blq¢'(P) = ¢'(x;P), o quadrado da direita do diagrama comuta e

segue que o diagrama comuta.

Escreva g = g2_1 o g1 e, pelo diagrama, obtemos gB;g~' = B..
Além disso, observe que gv; = g5 ' 0 g1(v;) = g5 *([P]) = ¢(P) em que
q(P) = v;. Mas q(e;) = vy, e dai gv; = ¢'(e;) = v} O

A préxima proposigdo dd uma bijecao entre M = Vi'(r,n)/aL(v) e

o esquema pontual Quot,(r,n).

Proposigao 2.6. Considere a aplicagdo m : V5i(r,n) — Quoty(r,n)

descrita acima. Entao

(i) As fibras de 7 s@o precisamente as orbitas da agdo de GL(V') em
Vit (r,n);

(ii) 7 é sobrejetora,

Demonstragao. O item (i) segue imediatamente do Lema 2.5, resta

mostrar o item (ii), isto é, w é sobrejetora.

Seja ¢ : Clxy,...,24]%" — A um quociente de posto n supor-
tado em 0. Temos que I'(C% A) é um C[zy,...,z4-médulo e, em
particular, um C-espago vetorial. Neste caso, a multiplicacao por z;
nos dd um operador em I'(C%, A) que é nilpotente e [z;,x;] = 0 para
todo i,5 € {1,...,d}. Além disso, temos que I'(C% A) = V. De-

note por ¢ : I['(C% A) — V o isomorfismo e note que se denotar-
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mos por qg : Clzy,...,24®" — I'(C% A) a aplicacio nas secdes glo-
bais e por ¢; = (0,...,1,...,0) € Clzy,...,24]®" com 1 na coorde-
nada 4, entdo gs(e;) = y; geram ['(C% A) = V como Clzy,...,x4)-

médulo. De fato, dado y € T'(C%, A), como gs é sobrejetora, existem
P1y.--s0r € Clzy,...,z4] tal que gs(p1,...,pr) = y. Observe que
(P1y---sDr) = Y iy Di€;. Assim,

y = gs(p1,---,pr)
= qs(Xi=; pies)

> i1 pigs(e)

= Zzzlpiyi-

Portanto, P = (z1,...,%4,91,-.-,Y-) ¢ um ponto estdvel. Resta veri-

ficar que m(P) = (A, q). Para isso, denote por 7(P) = (F,q’') e note
que
q(p1s--spr) = 2 Pili
>_piq(ei)
q(>_pies)
a(p1s- - pr)-

Assim, ¢'(p1,...,0r) = 0< q(p1,...,pr) = 0, ou seja, ker ¢’ = kerq o
que implica m(P) = (A, q).

2.2 Irredutibilidade de Quot,(7, )

O objetivo desta segdo é mostrar que Quot,(r,n) é irredutivel.
Para isso, usaremos os resultados da segao anterior no caso particular
de d = 2.

Como foi feito em [3], a ideia da demonstracdo é encontrar um

subconjunto denso irredutivel W C Quot,y(r,n) de dimensao (rn —
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1). Tal conjunto serd um fibrado vetorial sobre o esquema pontual de
Hilbert Hilbs(n) = Quot,(1,n).

Definimos W como o conjunto de todos os quocientes O®" % A,
o = (¢1,...,0,) tal que ¢ : O — A é sobrejetora (condi¢ao aberta).
Desse modo, note que ¢; : O — A é um ponto de Hilby(n). Assim, uma
vez que ¢ é escolhida, os outros componentes (¢o, ..., d,) sdo dados
por um elemento arbitrario de Hom(O®(—1 A) = C'=D", Assim, W
é o espago total sobre Hilby(n) de dimensao (r — 1)n. Como em [3], W

¢ irredutivel de dimenséo rn — 1 por resultados em [18] e [5].

Resta-nos mostrar que W é denso em Quot,(r,n). Para isso, dado
um ponto z € Quot,(r, n), vamos encontrar uma curva C' C Quoty(r,n)
conectando z a um ponto de WV e combinar com os resultados anteriores.

Usaremos o seguinte lema também feito em [3]:
Lema 2.7. Sejam B;, By operadores nilpotentes em um espaco vetorial
V. Entao existe um terceiro operador nilpotente B e vetor w € V tal
que

(i) B comuta com By;

(ii) Toda combinagao linear aBs + $B) é nilpotente;
(iii) (Bi, B}, w) é um ponto estavel.

Demonstragao. Passo 1: Encontrar uma base e; ; de V, em que

1<i<k, 1<j< pu; tal que:

Bl Yei1) =eij, § <
a) 1 () =ei " (isto é, By tem forma canénica de Jor-
Bi"(ein) =0

dan);

b) Ba(ei1) € (Pr>i+1C-ex1) ® By - V.
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Para isso, seja d € N tal que B{f =0 e V; = ker(B{™).

Afirmagao. V=V, D> Vi DV D---Vy_1.

Demonstra¢ao da Afirmacdo. Seja
veViy = ker(Bf_(H_l)) = ker(B{~7h)

, ouseja, B (v) = 0. Assim, B{*(v) = By B¢ (v) = B1(0) = 0.
Logo, v € ker(Bf‘i) =V, e, portanto, V;41 C V;.

Afirmacao. B(V;) C Viyg.

Demonstragao da Afirmacdo. Seja x € B1(V;), isto é, x = B;(y) para

aleum y € V; & Bf_i(y) = 0. Agora, note que Bf_(“'l)(x) =
B (@) = BT (Bi(y)) = B{'(y) = 0. Logo, = € ker(B*~ (1) =
Vit1 e, portanto, By (V;) C Viyq. O

Agora, vamos construir nossa base usando quocientes. Seja

{wy,...,wq, }
base de Wy := W/v; = V/ker(B¢~'). Denote por m : Vo — Yo/v.
Levante a base de W1 para vetores e11,...,eq,1 em Vy (isto é, para
cada i € {1,...,a1}, existe e;1 € Vj tal que mi(e1;) = w;) e tome
M1y -5 Hay =d.
Seja {Way+1,- - -, Wa, } base de Wy := V1/(B,(Vy) + V2). Levante essa
base para vetores €q, 41,1, - -;€aq,,1 €M V7 € tome fig, 41, ..., ftg, = d—1.

Procedendo dessa forma: escolhendo base de W1 := Vi/Bi(Vi_1) + Viga
e levantando para vetores €a; 1y -+ Cazpq,1 €M V;, conseguimos vetores

- ;
€1,1,€2,1,...,€1. Por fim, defina e; ; = B{™ (e;,1) para j > 2.

Afirmagao. {e;;} é base de V.
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Demonstracdo da Afirmagdo. Vejamos que {e; ;} é LI: Considere

ZZcijei,j =0
J

i
. Aplicando B?~!, obtemos

0 = B, X cigeis)

= Y2 ciB (eig)
ZiZjCi,de_lBj_l(ei,l)

;‘ilci,leil(ei,l)

= B¥7N(YL cinein).

ai d—1 . [¢5}
LOgO, Zi:l Ci1€i1 € ker(B ) = Vl, ou seja, ﬂ-l(zizl Ci,lei,l)
ay ay
0 em Wi. Nesse caso, 0 = m (D ;1 cinein) = Y o;iqcinmi(ein) =
o ciiw; e como {w;}7, é base de Wy, obtemos ¢;; = 0 para i =

1,...,0,1.

Agora, aplicando B‘fz na equacao inicial sabendo que ¢;; = 0

ara?=1,...,a1, obtemos
b b) b

0 = Btli72(2i Zj Cij€i)
= 2Bl (eiy)
> i B TPB T (i)
= Y ci2Bl 2 en)

= B{ (X2, 41 Ci2€in)

az d—2 : az _
Logo, > 2, 41 cizein € ker(B72). Assim, m2(3 2, .1 ci2ei1) =0
as az
em WQ. Nesse Caso, 0= WQ(Zi:al—i-l 01'7261‘71) = Zi:al-i-l Ci72ﬂ'2(€i71) =
a2 oW a2 4 g 3 r o —
D i ay 41 Ci2w; e como {w;}i2, ., é base de Wa, obtemos ¢; » = 0 para

t=a1+1,...,as.

Procedendo dessa forma, obtemos que ¢; ; = 0 para todo ¢,7. Ou
seja, {e; ;} é LL

Vejamos agora que {e; ;} gera V: Vamos fazer inducéo em d. Se
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d =1, entdo By = 0 e ndo hd mais nada o que fazer. Agora suponha

valida a afirmacao para d — 1 e seja v € V. Temos

mv) €W =%/ = m(v) =301 biiw;
= v = Z?;l b,’7161‘71 4+ 21,21 €V = keI‘(Bdfl).

z1€V] = 7T2(Zl) e Wy = VI/B(VO) + Vo
= ma(21) = 2012, 4 biaws
= z1= Y2, 41 binein 4+ Bi(wo) + 22, w0 € Vo, 22 € Va.
Assim,
al az
v = Z biiei1+ Z biiein + Bi(xo) + zo.
i=1 i=a1+1
Note que podemos escrever Bj(zg) como combinacdo linear de {e; ;}

pela hipétese de indugao. Observe que

neVy = m(n)= ZZ‘Z_H bi,1w;
= 29 = Z?ia2+1 bi716i71 + Bl(iL’l) + 23, x1 € Vq, z3 € V3.

Novamente, By (x1) esta resolvido pela hipdtese de inducao e podemos
abrir z3 usando m4. Dessa forma, abrindo os z; até z4_1, obtemos

v = (termos resolvidos) + z4—1. Por fim, note que

2g-1 € Va1 = ma(za—1) € Wy = Va-1/B(Va_2) + Va = Va1 /B(Vy_»)

bir1ei1+ Bi(xq—2)

aq

= Zd-1= i=aq—1+1

e terminamos com a hipé6tese de indugdo mais uma vez em Bi(x4_2).

Portanto {e; ;} é base de V. O

Até agora temos a propriedade (a). Para obter a propriedade (b)
devemos ter mais cuidado ao escolher os w;’s. Note que todos os su-
bespagos V;’s e B1(V;)’s s@o Bs-invariantes. De fato, se € Ba(V;),
entdo 2 = By(y) para algum y € V; = ker(B{™%). Assim, B¢ (z) =
BY™By(y) = BoBY ! (y) = B»(0) = 0. Logo z € ker(B{~") = V; e se-
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gue que Bo(V;) C V;. Logo, obtemos ByB1(V;) = B1B2(V;) C B1(V;).

Como os subespagos V;’s e B(V;)’s sdo Bs-invariantes, By induz

uma aplicac@o nos W;’s. Assim, basta tomar a base {wq, _,,...,w,, } de
a; H

forma que By (w;) € @j:HlC -w;. Basicamente o que estamos fazendo

é tomar uma base para que a aplicacao By induzida nos W;’s seja

triangular inferior. Dai, segue que Ba(e; 1) € (®k>i+1C-ex,1) ® B1(V).

Passo 2: Defina Bj por Bj(e; ;) = €it1,4, s¢ j < pit1 € 0 caso
contrdrio. Note que B} é nilpotente pois BY(e; ;) = 0 para todo 4, j, e

que [B1, B] = 0 pois dado e; ; elemento da base,

BiBy(ei ) = Bi(eit1,j) = €ir1,j41 = Byleijr1) = ByBi(ei ).

Agora, tome w = e1 ;. Vejamos que (Bi, B}, w) € Uy, isto é, ndo
existe subespago préprio de V', invariante por By, B} e contém w. Seja
U C V subespago de V invariante por By e B} com w € U, vamos
mostrar que U = V. Como Bj, B} sao invariantes em U e w € U,
temos B;(w) € U. Por fim, note que e;; = B/ 'Bj~'(w) € U, para
todo 4, j. Logo U =V e segue que (By, By, w) € Uy.

Passo 3: Como Bs(e; 1) € (Br>1C - ex1) ® Bi(V) e pela defini¢ao
de B}, temos que By e B} sao matrizes triangulares inferiores com zeros

na diagonal na base

€1,1,€21y--.,€k1,€1,2,€22,...,€F2,....

Assim, qualquer combinagcao linear de By e B) é triangular inferior com

zeros na diagonal. Logo, aBs + $B) é nilpotente Va, 8 € C. O

O préximo lema também foi feito em [3].

Lema 2.8. Scja a aplicagao 7 : V5! (r,n) — Quoty(r,n) da Proposigao
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2.6. Entao

W) = Vit (1, n) x VD,
Demonstragio. Primeiro vamos ver que 7' (W) D V5t(1,n) x VEr=1),
Seja

P =(By,Ba,v1,...,0.)

tal que (B, Ba,v1) é estavel. Assim, pela construgao de 7, temos que
7(P) nos da o quociente ¢ : Clz, y]®" — F definido por ¢(p1,...,p) =
> pi(B1,Ba2)v;, em que F era o C[z,y]-mddulo livre gerado por
v1,...,0, cuja agao de xr é dada por B; e a acao de y é dada por
B,. Neste caso, observe que ¢; : Clz,y] — F é dada por ¢(p) =
p(B1, Ba)vi. Logo, pelo Lema 2.4, temos que ¢; é sobrejetora.

Por outro lado, seja Q = (B}, B, vi,...,v.) € Vit(r,n) tal que
m(Q) € W. Portanto o quociente associado a @ por m é da forma
q : Clz,y]®" — F tal que ¢; é sobrejetora. Mas a condicao de g ser
sobrejetora nos dé que para todo v € F, v = p(B}, B})v] para algum
polinémio p(z,y) € Clz,y]. Logo, se algum subespaco préprio S C V
¢ Bj-invariante e contém vf, temos que S = V. Que ¢é exatamente a

condicao de (Bf, B, v}) ser estavel. O
Agora, seguindo a demonstragao em [3], podemos demonstrar que
W é denso em Quoty(r,n).

Teorema 2.9. W é denso em Quoty(r,n).

Demonstra¢do. Seja x um ponto de Quot,(r,n) e, pelo Lema 2.6, seja
Uy = (Bl, BQ,’Ul7 . ,UT»)

qualquer ponto de 7~ !(z) C V5(r,n). Tome Bj como no Lema 2.7.

Conecte os pontos uq e ug = (B, B, w, va,...,v,) com uma linha reta
’ 29 ) ’ b
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¢(t), t € C tal que ¢(0) = u; e ¢(1) = ug, ou seja,
d(t) = (By,tBy + (1 — t) Ba, tw + (1 — t)vy, va, ..., 0p).

Podemos pensar esse caminho como uma deformagao do ponto u; para

0 ponto usg.

Pelo lema 2.7, By(t) = tB} + (1 — t) B2 é nilpotente e comuta com

Bj. Assim, a imagem de ¢ é um subconjunto de Na(n) x Vo,

Como V3'(r,n) é aberto em Na(n) x V" existe um subconjunto
aberto denso C' C C tal que ¢(C) C Vit(r,n). Analogamente, existe
um subconjunto aberto denso C; C C' tal que ¢(C1) C Uy X yel-1),
Assim, 7(¢(C)) C Quoty(r,n) é uma curva ligando = 7(uy) & w(ug) €
W. Note que 7(¢(C1)) C W, logo x estd no fecho de W (lembre que
W é aberto pois a condigao de ¢ ser sobrejetora é aberta). Portanto,

W é denso em Quoty(r,n). O

A aplicagdo m do Proposi¢do 2.6 nos permitiu demonstrar a den-
sidade do conjunto W. Assim, podemos concluir a irredutibilidade de
Quoty(r,n) pelo que foi visto no inicio da segdo. Além disso, 7 terd
grande importancia no proximo capitulo, permitindo analisar a cone-

xidade.
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3 Conexidade em Quot

Neste capitulo vamos explorar um pouco mais alguns casos parti-
culares de Quot,(r,n) e mostrar a conexidade nestes casos. Todos os
célculos foram feitos usando o software Xcas disponivel em [24]. Para
mais informagoes sobre o software, bem como como ele foi usado nas
contas, consulte o Apéndice C. Além disso, todas as matrizes no de-

correr do capitulo sao sobre C.

Vamos exemplificar a ideia para mostrar a conexidade em Quot, (2, 3)

sem as contas. De maneira andloga, faremos os outros casos.

Primeiro precisamos estudar todas as configuracoes possiveis de
pontos em V3(2,3) médulo agio de GL(C?), isto é, pontos estdveis da
forma (Bj, B2, v, w) em que By, By sdo matrizes 3 X 3 e v, w s@o vetores
em C3. Para encontrar as configuracoes usamos a forma de Jordan de
uma matriz (via a agdo) para supor que Bj estd na forma de Jordan.
Neste caso, temos 3 possibilidades para a forma de Jordan de B;. A
seguir, em cada uma dessas trés possibilidades, analisamos como tem

que ser By usando as relagdes da comutatividade [By, Bo] = 0.

Feito isso, para cada uma das possiveis configuracoes de By e Ba,
fizemos uma andlise para encontrar como devem ser os vetores v e
w. Assim, cada uma dessas configuragoes define um aberto dentro

de V,(2,3). Por fim, conectamos todas as configuragdes encontradas
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fazendo caminhos entre as matrizes de modo que todos os caminhos

sempre estivessem dentro de V5(2, 3).

3.1 Resultados em Algebra Linear
Neste se¢ao, encontram-se alguns resultados da algebra linear que
usaremos no decorrer do capitulo.

Teorema 3.1 (de Jordan). Seja A uma matriz n X n com polindémio
caracteristico p(z) = (z — A\)* -+ (z — A\n)*™ e polindmio minimal
p(r) = (x — A1)t -+ (2 — A\ )?™. Entdo A é semelhante a matriz J na

forma canonica de Jordan, em que cada J; é um bloco de Jordan,

i

Além disso, para cada i:

1. a soma dos tamanhos dos blocos de Jordan com entradas A; na

diagonal ¢é igual a k; = multiplicidade algébrica de \;;
2. o maior bloco de Jordan com entradas na diagonal \; é j; por j;;

3. o ntimero de blocos de Jordan com entradas A; na diagonal é igual

a multiplicidade geométrica de \;.

Demonstragao. [28, p. 39]. O

Definicao 3.2. Dizemos que uma matriz quadrada é ‘nonderogatory’
se cada um de seus autovalores tem multiplicidade geométrica igual a
1.
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Teorema 3.3. Suponha que A é uma matriz n x n sobre C ‘nonde-
rogatory’. Se B comuta com A, entdo existe um polinémio p(x) com

grau no maximo n — 1 tal que B = p(A).

Demonstragio. [16, p. 178] O

Corolario 3.4. Seja A uma matriz n X n que comuta com um bloco
de Jordan J,. Entdo A = p(J,,) para algum polindémio p(z) de grau no

maximo n — 1.

Teorema 3.5. Seja A uma matriz n X n complexa. Entdo A é nilpo-

tente se, e somente se, todos os seus autovalores sao iguais a 0.

Demonstragao. [30, p. 94] O

3.2 Conexidade em Quot,(2,2)

Vamos usar a ideia da introdugao do capitulo, ou seja, primeiro
vamos encontrar as possiveis configuragoes e, em seguida, conectar to-
das elas. Seja (Bi, Ba,v,w) € V5(2,2). Se By # 0, podemos colocar
Bj na forma de Jordan, isto é, existe R € GL,(C) tal que

0 1
RBiR ' =, = )
0 0

Assim, médulo a acdo de GLo(C), podemos considerar (Ja, Be, v, w).
Como [By, B2] =0, temos By = f(B1), para algum polinémio f € C [z]

a b
Oa'

com grau menor ou igual a 1. Neste caso, By = als +bB; =

Queremos By nilpotente, logo

0=Bj=
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b

Portanto, By = . Agora, vamos analisar a condi¢ao de estabi-

. As-
V2

sim, para a condigao ser satisfeita, devemos ter vy £ 0. Além disso, pela
1

= 0 1
v1 v, podemos supor v =
0 2 1

v2

V1 V2
lidade. Dado v = l ]7 temos Biv = [ 0

eBgv:[

agao de GLy(C), isto é, fazer

. Neste caso, V = (v, Bjv). Assim, teremos pontos da

0 1 0 a 0 w1
0 0] [0 0] |1] [ w
Agora se By = 0, entdo By = 0 ou B = 0. Se B, = 0, precisamos

0 w1
de v = ew =
1 w2

0
0 0

a,wi, Wy € (C} .

com w; # 0. Se B3 = 0, entdo By é

similar a l 1 . E analogamente ao caso anterior, podemos supor

Oj(lzsm )
(BN

Portanto, precisamos conectar as seguintes configuracoes:

0 1 0 a1 0 w%
00| o o | |1]||w]|’

. Portanto teremos pontos da forma

wy, We € C, w1 75 O}

a,wy,ws € (C}.

Py
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0 0 01 0 w?
PZ ’ ) ) ’
0 0 00 1 w?
0 0 00 0 wd #0
P3 ) ) ) .
00 00 1 w}

Perceba que cada uma das configuracées define um aberto em
V5(2,2). Além disso, no ultimo caso, teremos um aberto que é des-
conexo pois estd definido por uma equacao ws # 0. O que poderia
gerar um problema, mas conectando ela com as outras configuragoes,

que sao conexas, resolveriamos isso.

Vale observar também que temos mais outros pontos que estao na

mesma familia, por exemplo, temos

fo 1] [0 a ] O] [ w!]
P1: ’ ) ) 1 )

L0 0] [0 0] [ 1] | wy |

mas ) o S .
Pl = 0 1 , 0 a: 7 1 7 wi 7

L0 0] [0 0] [1] _w%_

também é um ponto. Porém, este sera conectado por linha reta, isto é,
conectamos P{ — P; via (1 — t)v’ + tv. Por isso, basta considerar os

casos acima.

Vamos conectar as trés configuragoes fazendo P, — P, — Ps.
Cada transformagao a seguir, e também no restante do capitulo, quer

dizer que os elementos que foram alterados estdo conectados por uma

) 0 a az 0 .
linha reta. Por exemplo: — na realidade quer
1 a by

dizer f :[0,1] — M>(C) definida por

f(t) _ [ agt a1(1 — t) ‘|

b1(1 — t) + bot C1
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Py

1
S =
1
| — |
o O
o 8
—_
1
|
1
g &
D= =
|

P,

=
H O 4 PO kO kO = O
g
Lol

3.3 Conexidade em Quots(2, 3)

Vamos comegar estudando as configuragoes possiveis das matrizes

B; e By da mesma maneira que fizemos na secao anterior.

Seja (B1, Ba,v,w) um ponto em Quot(3,2). Vamos separar em

Casos:

1. B} = 0: Neste caso, colocando B; na forma de Jordan, obtemos

0 1 0
By~ |0 0 1 |.Como|[By,Bs] =0,devemos ter Bs = f(By)
0 0 0

para algum polinémio f de grau menor ou igual a 2, ou seja,
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S
SO

By

I
o o o

o e
s

Devemos ter By nilpotente, para isso, note que Bs tem um tinico

autovalor igual a a e, neste caso, precisamos de a = (. Portanto

0 b ¢
Ba=10 0 b
0 0 0
U1
Analisando a condicao de estabilidade: Dado v = | vy |, temos
U3
U2 U3
Biv=| v3 | eB? = | 0 |.Assim, precisamos de v3 # 0 e
0
0
que, pela a¢ado de GL3(C), podemos supor v = | 0 |, obtendo
1
V = (v, Byv, Bv).
01 0
. B? = 0: Neste caso, a forma de Jordan de By é | 0 0 0
0 0 0
Agora, escreva By = Azxz Baxa e note que, para Jo, =
Cix2 Dixa
0 1
00|
BB, — Jo 0 A B _ JoA JoB
0 O C D 0 0
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A B[ o 1 AJy 0 ]
ByB; = = .
C D 0 0 CJy O
Queremos que B1By = ByBy, ou seja, AJy = JoA, JoB =0 e
a b c
CJo =0. Logo, Bo = | 0 a 0 |. Agora precisamos que By
0 d e
seja nilpotente, para isso, calculando os autovalores de By temos
0 b c
a e e. Logo, devemos tera=0=e. DaiBo=| 0 0 0
0 d 0
Para a condigao de estabilidade ser satisfeita devemos ter, se d #
0
0,v=| 1| edai V = (v,Byv, Bov) e, se d = 0, precisamos de
0
0 w1y
v= 1]edew wy | comws # 0eentdo V = (v, Byv, w).
0 w3

3. By = 0: Neste caso, podemos colocar Bs na forma de Jordan:

01 0
(a) Se By~ | 0 0 1 |,entdocomov = | 0 | temos V =
0 0 0
(v, Bov, B3v)
0 1 0 0 wy
(b)y SeBa~ | 0 0 0 |,entdocomv= | 1 |ew= | ws
0 0 0 0 w3

com ws # 0, temos V = (v, Bov, w).

(¢) Se By =0, entdo precisamos que os trés vetores formem um

base para V.

Com o estudo das configuracoes feito e as observacoes feitas na



49

secao anterior, precisamos conectar os seguintes pontos:

0 0 a1 b1 0 w}
P1: 00070 O 0 9 17’105 9
|0 | 0 ec1#0 0 0 w%_
o1 0] [0 ay by 0 w? |
Py = 0 ol,]0 o o |,|1], w3 ,
0 0 00 0 0 w #0 |
01 0 0 as bs 0 w}
P3= 00 1(,]0 0 ag|.|0],]| w ;
000 0 0 1 w3
000 01 0 0 wl
Py = 00 o0/|,]00 1], | ws ;
000 000 1 wi
[0 0 0 010 0 wd |
Ps = 00O01|,]0001],|1], ws
1000 00 0 0 wi #0 |

Vamos conectar os pontos P — P» - P3 — P4 — P5 de modo
que todos os caminhos continuem comutando, nilpotentes e estaveis.

Vamos comecar:
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1 o o (e r 1 r 1 r
e =N o - A Yo - A Yo - A Yo M MmN Mm M- MmN Mm < SN e
S -SSP N Y TR E R
1 w w w L 1 L 1 L
L 1 L 1 L 1
1 r 1 r 1 r 1 r 1 r 1 r
o 4 o - O 4 O - O 4 O 5> O o 4 5> o O 4 - o O A — o o -
1 L 1 L 1 L 1 L 1 L ] L
1 r 1
mOO mOO r 1 r 1 r 1 p . p
™ )
RN < 5 ©° < g < o —~ o o — o
e [en)
o Wh > 3o th > oo > oo P oo > S 2+~ o0 O
Al Al
© © o o o o o o
o o O o O O o O O L , L
oS o O S o O L 1L 1L 1
1 L 1
1 r 1 r 1 r 1 r 1 r 1 r
o O O o o O o o O o +H O o +H O o +H O o O O
- o o - 4 ©o O - 4 © O - 4 O O = 4 O O — 4 O o — o O O
o o O o o O o o O o o O (=R en i an} o o O (=R en e}
1 L 1 L 1 L 1 L 1 L ] L
— Q) o) <
A o A A



Ps

Agora vamos adicionar uma nova matriz.

O O O <~ O O O <

!
o1 o
0 0
_OO_
!
01 o
0
_00_

S R O = RO O <
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Ainda com o mesmo

estudo feito, temos uma forma para as matrizes By e Bs. Neste caso,

precisamos apenas garantir que By e B3 continuem comutando. Assim,

chegamos nas seguintes configuragoes a serem conectadas:

o 1
Pi| o o
0o o
0o 1
Py| o o
o o
0 1
P3| o o
o o
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0 1
0 0
0 0

Na realidade, quando B; = 0 temos mais pontos possiveis, mas

todos serao conectados pois Ps; é igual a P; do exemplo anterior a

menos da matriz By = 0. Além dos pontos que estdao numa mesma

familia como citado na secdo anterior. Vamos conectar P, — P, —
P; — Py — Ps.

1
[0 1
0
L o o

4
Mo 1
0
L o o

!
[ o
0
Lo o

1
[0 1
0 o0
Lo o

(=]

o o

3
a(l)
0

Cgs)

{

1

(D)

-
oD

Py

Cg3)

0
0

€2
0
0

o

(Dl ]

(1)
a2 C51)

0 0

1
Vo]

(1) (1) 7
oD by ey
‘1

o 0
Vo]
NONINC

0 0

0 o |

3 3) 7
OO

o o

0 o |
) b2
0 o
c(23)¢0 0

o = o

(=} o = o ~ o o~ o

o =
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(3)(3) ~ _

[0 1 o] o oY 2 o af® b o o
0o 0 o 0 o c2O 0 0 0 1 0
0 0 o 0 [ 0 0 1

- - 0o @ 0 27 -

o 1 o ] o o® W [0 oD o ] [ o ] 0
0o 0 o 0 0 0 0 0 0 1 0
Lo o o | 0 0 0 L o 0 0 L o | 1
o 1 o0 ] 0 a§4) (4 [ o a(24) b 7 [ o ] w{®)
0o 0 1 0 0 a](;l) 0 0 a§4) w%4)
L o o o | 0 0 0 L o 0 o Lt "“§4)
[0 1 o] [0 1 o] I S [0 ] [ o]
0o o0 1 0o o o 0 o4 0 1
Lo o o | Lo o o | L o 0 o | L1 | L o |
o o o] o 1 o] [0 &l o Mo ] Mo ]
0o 0o o o o0 o 0 0 0 0 1
Lo o o | Lo o o | L o 0 o | L 1] L o |
[0 o o] [0 1 o] 0 ag5> bés) [ o ] [ o ]
0o o0 o o o0 o o o 0 0 1
Lo o o | Lo o o ] o Pxo o Lt ] L o]
o o o] o 1 o] 0 aéS) b§°> [ o ] wf)
0o 0o o 0o 0 o 0 0 0 0 w()
Lo o o | Lo o o | o Pxo o L 1] w§5)

3.4 Conexidade em Quots(2,4)

Novamente, vamos primeiro analisar as configuragoes:

Seja (B, B2, v, w,u), Vamos separar em casos:

1. Se B} = 0, entdo a forma de Jordan de By é

o O O O
o O O =
o O = O
o = O O
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a b ¢ d
0 a b c
para [Bi, B3] = 0, devemos ter By = . Quere-
0 0 a b
0 0 0 a
mos B, nilpotente, para isso, note que o inico autovalor de By é
0 b ¢ d
N 0 0 b ¢
a. Neste caso devemos ter a = 0 e entdo By =
0 0 0 b
0 00O
Para a condicao de estabilidade ser satisfeita devemos ter v =
0
0 dai V = (v, Byv, B?v, B}v).
1
01 00
3 < 10 0 10
2. Se By = 0, entao a forma de Jordan de B é
0 0 0O
0 0 0O
Js 0
Para ter [By,Bs] = 0, escrevemos B; = 0 0 e By =
4 B 01 0
B3 axt ,comJs=| 0 0 1 |. Assim,
Cixs Dix1 00 0

[By,By] =0 & JsA = AJs, JB=0, CJ =0.

a b c d
0 a b 0 .
Segue que By = . Para ter By nilpotente, calcu-
0 0 a O
0 0 e f

lando os autovalores de By temos a e f. Assim, precisamos que



55

0 b ¢ d
0=/ L B 0 0 b O
a=0=f. Logo By =
0 0 0O
0 0 e O
0
. . 0 .
Para a estabilidade, se e # 0, precisamos de v = ) e dai
0
0
. 0
V = (v, Byv, B?v, Bav). Se e = 0, precisamos de v = ) e
0
w1
w2 .
w= com wy # 0 dai V = (v, Byv, Biv, w).
w3
Wy

. Se B} = 0, temos duas opgoes para a forma de Jordan de B,

vamos analisar separadamente:

01 00
00 00
(a) Caso By ~ . Com o mesma ideia dos ca-
0 0 01
00 0O

sos anteriores, a condigao de comutatividade implica que Bs

deve ser da forma

a b ¢ d
0 a 0 ¢
By =
g h
0 0 g

Para B, ser nilpotente, calculando os autovalores de Bs te-



mos

a+g++a®+g*>—ag+tice a+g—+/a>+g>—ag+4ce
e )
2 2

Igualando os autovalores a 0, obtemos a = £y/—ce e h =
F+/—ce. Neste caso,

+/—ce b c d
0 +/—ce 0 c
e f FV—ce h
0 e 0 Fv—ce

By

Para a condi¢@o de estabilidade, se e # 0, devemos ter v =

0 0
) 0
edai V = (v, Byv, Bov, B1Bov). Sec # 0, v =
0
0 1]
e entdo V = (v, Byv, Bov, B1Bov). Se ambos e = 0 = ¢,
0 w1 [ (5% i
~ . w2 U
entdo precisamos de v = , W= eu=
0 ws us
0 wa L Usg |
0
i 0
com ws # 0 e ug # 0 (ou vice-versa), ou v = , W=
0
1 -
w1 uy
w U
*leu= > | com wy # 0 e ug # 0 (ou vice-versa).
ws us



(b) Caso By ~

o o o O
S O O =
oS o o O
o o o O

By tem que ser da forma
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Entao, da comutatividade,
a b ¢ d
0 a 0 O
Para B> ser
0 e g
0 f ¢ j

nilpotente, calculando os autovalores de By temos

g+ i+ NP7~ 29) +4hi g+j— 9+ %~ gj + 4hi

2

2

Igualando os autovalores a 0, obtemos g = £v/—ht e j =

F+/ —hi. Neste caso,

b
0
e

f

By

o o o o

Para a estabilidade, se e2i—
0

0, devemos ter v =

0

c d
0 0
+v—hi h

FvV—hi

7

F2h—2e f\/hi = (ev/i- fV/R)? #

, dai V = (v, Byv, Bav, B3v). Se

(eV/i — fv/=h)? = 0, precisamos de mais vetores.

4. Se B; = 0, podemos colocar By

(a) Caso By ~

o O o O
o O O =
o O = O
(R = )

na forma de Jordan:

, devemos ter v =

= o O O
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Ouv =

= o O O

o o o O

o o o =

o o = O
o O O O

com wy # 0.

o o o =

o O O O
o = O O

, precisamos de v =

O = O O

o O = O

com wg # 0 e ug # 0 (ou vice-versa).

uz # 0 (ou vice-versa).

(d) Caso By ~

o o o o

1
0
0
0
u1
U2

us

Ug

o o O O
o o o o

, precisamos v =

com wy # 0 e

oS o = O

com wg # 0 e ug # 0 (ou vice-versa).

(e) Caso By = 0, entao precisamos que os quatro vetores formem
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um base para V.

Agora, com o estudo das configuragdes feito, precisamos conectar

os seguintes pontos:

o - o o

- o o o

oo oo

o o oo

oo oo

o o oo

o o oo

o

/N
e
[alglaialaleelaid
EREREA
—
e
© o =~ o
I
—

oo oo

o o oo

oo oo

N

1

NHMNNMOT
33338

b3
ag
0
0

a3
0
0
0

o - oo

- o o o

o o oo

—
OHONOMOT b= Q-
3333 33383
_ 1
—
o S oo o o~ o o
L 1L |
T 1 T 1
S oINS
S Y — —
esreron T 33383
808 S99 o © ~
S ]
3 e © ~
o % ©o|° ~ o~ -2
| ESS— Q | O 0 ||
©
- o
oo ~ o | i
L —|
—_
oo ~ o
-~ © ~
[E— — s S
Wf © ~
IS < ~ - |°
o ) [S) )
0 )
—— Yooo © | !
)
<+ |
Jo oo °
00 AN
o g © © I~ o
+ Yo o 0 ] ]
= s ° ol 0w &~
3 v 3 3 5
| | .W
< n
Jooo fooo
© ~
oo oo oo oo RS &) o
© ~
[ N S s o Lo So *o
| | ~
- - R
_ T 1
oo oo oo oo
—
o - oo o~ o o
oo~ o oo ~ o
-~ o o o ~ o o o
oo oo oo oo
oo oo oo oo
-~ o o o ~ o o o
| N I —
~— — cooo cooo
N S — —
avg sy

8
0

eg # 0
0

o o - o

oo oo

- o o o

o o oo

€10
0
f10

910

(di0v/g10 — €10V~ f10) # 0

—f10910

aig
0

d1g

€10

o o oo

- o o o

©c o oo

Py =
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0 1 0 0 0 ajl b1y c11
P = o 0 0 o0 0 0 0 0
11 — o o o o |[’| o di1 V=Fii911 f11
0o 0 0 O 0 eq1 911 —v—fi1911
2 _
(di1y/g11 — ennv/—f11)* =0
11 11
d11w4 — 61111)3 # 0
0 1 0 0 0 ajo bio c12
Py — o 0 0 o0 0 0 0 0
12 — o 0o o o [’]| o dia V=Fi2912 f12
0o 0 o0 O 0 ejo 912 —v—Ff12912
2 _
(d12\/912 —evV—f12)° =0
dlgwi2 7§ 0, €12 = 0 ou w31,2 = O
o 1 0 o 0 a3 b13 €13
Pra— o 0 0 o0 0 0 0 0
13 = o o o o [’]|] o 413 V=Ffiz91s f13
0o 0 o0 o0 0 ej3 913 —v—f13913

(di3\/913 — €13v/—f13)> =0
dlg’wig # O, d13 =0ou wig’ =

A ideia para conectar todos os pontos vai ser a seguinte:

Py Py Py Py P
Ps——Fy
Piq Py P134*)P11

| |

Pg<~— P —— Pjg

o o = o

o o = o

o o = o
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Vamos comecar com P; - P, - P3 — Py — Ps:

1 1 1
) ) o T 1 T 1 r 1
—— o= = o e e = Y —— N e Yo N N e o N NN N NI M NN Mo M
FE TN oFEET N >FET N T LY - g5 - S
3 3 3 L 1 L 1 L 1
L 1 L 1 1
T 1 r 1 1 T 1 T 1 r 1
o o —H O o O —H O o O O o O O 4 - o O O 4 - o o o -
L 1 L 1 1 L 1 L 1 L 1
1
T 1 r 1 1 r 1 T 1 ) o ™
N
o O O O o o —=H O o o —=H O S O —=H O o O —=H O
o - o o o ~ o o o - o o o - o o o - o o L g o o
— —
— O O O — O O O — O O O — O O O — O O O "
e o o o
o o O O o o o O o o o O o O O O o o O O
L 1 L 1 1 L 1 L 1 O 0 O 0
e —— |
T 1 r 1 1 T 1 T 1 r 1
o o O O o o o O o o o O o o O O o oo +H O o o = O
o o O O o o o O o o o O o O O O o - O O o = O O
— —
o O O O o O O O o O o O o O O O — O O O — O O O
o O O O o O O O o O o O o O O O o O O O o O O O
L 1 L ] ] L ] L ] L 1
— N
A A A



62

1 1 1
o o o —
= e e o = e e e e o He B o 10 1
E 2 aa 2R % e 2 B _ 3 3 3 3
3 3 3
L 1 L 1 L 1
T 1 r 1 r 1 T 1
o o o = o o —~ o o o —H o o o —~ o
L 1 L 1 L 1 L 1
r 1 T 1
T 1 r 1
g o o o H o o o
o o o o o o o o
o o o o o o o o S J o o L 8 o ¥
o o o o o o o o
J © o o ¥ o o o
o o o o o o o o
. ! L , o o o o o o o o
L 1 L 1
T 1 r 1 r 1 T 1
o o o o o o o o o o o o o o o o
o - o o o +H o o o H o o o - o o
- o o o - o o o - o o o - o o o
o o o o o o o o o o o o o o o o
L ] L ] L 1 L ]
0
Y A

Continuamos com P3 — Py — P; — Px:
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o 0O o0 H 50 o O -~ o o o ~
L 1 L ] L 1
1

r 1 r 1
m ") el
S 5 T @ & L o o & & o o
2} el
S 3 e @ L o o o L o o o
$ o o o o o o o o o o o
c o o o o o o o o o o o
L ] L 1
e — |
T 1 r 1 r 1

o o - o o o —~ o o o —~ o

o - o o o —~ o o o o o o

- o o o - o o o - o o o

o o o o o o o o o o o o

—

L — |

©HONOMOH

3 838 8 8

—+ o400 — o ~0 0o —

Ag ~ I~
3 B B
Lol o © > © 3
Lolf e Lol o
|
N I — I
< & 5
©
© © © o
S © ~ o ~
v
s = 0.,00.@ O%Od
< ~ ~
© © ) S
o o o © ~ © ~
| = h,vOdO L_UOdO
| I
L ] L 1
r 1 r 1 r 1
oo - o oo~ o o o = o
©cooo cooo oo oo
— —
-~ o oo ~ o oo -~ o oo
cooo cooo oo oo




64

L — |

1
—
S] o °
- - Q- ook < WSHAS%‘83¢ 0~00c00e Hh 0000000 Y
38838 3 8 34 3 8 34 3 3
N N 33 3ov
| | s s 3
L 1 L ]
| ES—
r 1 r 1 r 1 T 1
O 00 — 0H00 — OHO0OO0C — O -0 O
L 1 L 1 L 1 L 1
[ —
~
s
~
~ o~ 2
U0 ||
|
1
0 00
- Po Xo
cooo 0 ©
B o Qo
Sof] o o o oo
cooo
oo oo
= N S L
o oo 0 ~
= s ° T 2o Qo
~ 0
S v
~ ~
~ ~
a%wfd R N oo oo
oo o
1
~
)
~
~
},),Odo
I
r 1 r 1 r 1 T 1
oo - o oo~ o o o~ o oo~ o
cooco cooo o o oo oo oo
— — —
-~ o oo ~ o oo - o o o - o oo
cooo cooo oo oo cooo

Agora vamos fazer Ps — Py

[— .
| — |
<) —
6%6%6%6%. o 9%9%. AHANDOAT
3 3 J o ® 3 3 3
3
I
1
1
r 1 T 1 T 1
o o o = oo o~ oo o~
1 ] L 1 L !
| — |
o K
ot oL
Q BN
©
o
|
—
@ S}
< © *ooo o 2o
oo 9 T
©
<
, cooo
©
Looo
= =
© o Qo
B D5 o
ol o0 S ©
SIf oo oo oo
o o oo |
| S
©
]
©
©
.,oOdO
.
r 1 T 1 r 1
oo - o © o - o e o
o o oo o o oo © o oo
~ o o o - o oo - e ee
oo oo ocooo cooo

Seguimos com Ps — Pjg

ag

0
eg # 0

0

o o oo

o o ~ o

o o oo

- o o o

o o o o
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\ 1 4 4

fo 1 o o7 fo o o o7 o] [ w$ 7
o 0 o0 o o 0o o0 o 1 w§
o 0o o 1 0 eg 0 O 0 w§

Lo o o o | Lo o o o ] L o ] L w§
\ \ \: \

ro 1 o o] ro o o o] Mo 7 M wf 7
o 0o o0 o0 o 0o 0 o0 1 wh
o 0o o0 o 0 eg 0 O 0 w§

Lo o o o ] Lo o o o | L o | L w§ |
i \: \ \

ro 1 o o7 ro o 0 0 7 ro 7 [ ow$ 7
o 0 0 o0 0 0 0 1 wh
o 0o o0 o 0 eg =Ffi0910 f1o0 0 w§

Lo o o o | Lo 1 g10 —v=F10910 J L o | L w§
\ \ 4 \

o 1 o o 7 [ o 0 0 0 T [ o 7 Mo 7
o 0 o0 o 0o o 0 0 1 0
o 0o 0 o 0 es V=Fi0910 f10 0 1

Lo o o o | Lo 1 910 —v=F10910 J L o | L o J
\ \ \ \

o 1 o o0 7 [ o 0 0 0 T [ o 7 Mo 7
o 0 o0 o0 0 0 0 0 1 0
6 0 o o0 0 dig V—f10910 f10 Y 1

Lo o o o ] L o 1 910 —v/—=Ff10910 J L o | L o J
! Lo ! !

o 1 o o0 7 [ o 0 0 0 T [ o 7 Mo 7
o 0o o0 o0 0 0 0 0 1 0
o 0 o0 o 0 dig V—=Ff10910 f1o 0 1

Lo o o o | L 0 ei0 910 —v—=F10910 U L 0 L 0
\: \: \ \
o 1 o o] f o ao bio ¢10 Mo 7] wil
o 0 o0 o0 0 0 0 0 1 w30
0 0 o0 o0 0 dio V=Fio910 f10 0 w30
Lo o o ol Lo ep 910 -v=Tog0 4 Lol w}?

Perceba que no pentltimo passo usamos uma ¢. Essa ¢ é um
caminho que liga 1 até e;g que nunca é 0. Precisamos desse passo
para preservar a estabilidade. Note que essa operacao é valida pois
By By =0, dai ndo importa como transformamos os elementos. Agora,
Pg — P121
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o o o O
oS o o =
o o o o
o o o o

o o O O
S o o =
o o o o
o o o O

o O O O
o O O =
o O O O
o O O O

Seguimos com Pjg — Pi3:

o o o O

o O o O
o
o o o o

b12
0

vV —f12912

gi2

o o o O

o o o o

o O O O

C12
0
fi2
—V=fi2012

SO O = O <4~ O O = O << O o = O
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0o 1 0 o 0 0 0 wi
o 0o o0 o 0 0 0 0 1 w0
o 0o o0 o0 0 0 0 fio 0 wi0

Lo o o o Lo e O o L o L wi® |
1 1 1 \

ro 1 o o7 o 0 0 0 o 7 [ owid ]
0 0 0 o0 o 0o 0 o0 1 w3
o 0 0 o0 0 0 0 fio 0 wid

Lo o o o ] L 0o e3 o0 o | L o | L wi® |
{ { \ \

ro 1 0o o7 [ o 0 0 0 ] o ] [ owid ]
0o 0 0 0 o 0 0 o0 1 w3
o 0o o0 o 0 0 0o 0 0 wisd

Lo o o o Lo e3 0o o | L o L wi3 |
4 4 \ \

fo 1 o o o 0 0 0 ] o ] [ wi3 7
o 0 0 o0 0 0 0o o 1 w3
o 0o o0 o 0 0 0o 0 0 wisd

Lo o o o | L O e3 0 o0 L o L wi3 |
4 1 1 4

rfo 1 o o 0 aig b13 c13 o 7 [ owi3 7
o 0o o0 o0 0 0 0 0 1 wid
o 0 0 o0 0 di3 /—F13913 f13 0 wid

Lo o o o | 0 ey3 913 —V—=F13913 L o L wi® |

Falta sé conectar Pip. Se dijwg # Aejyws com A € R ou dylwy =

Aejjws com A > 1 ou A < 0, podemos fazer P — Pj; da seguinte

forma:
fo 1 o o1 fro o o o7 Mo 7 wi?
0o 0 0 o0 o o 0o o 1 wi?
12
o 0 0 o0 0 dia 0 O 0 wl
Lo o o o | L o 0 o o | L o ] wiZ #0
fro 1 o o7 o 0 0 0 7 Mo ] wil
o 0 0 o0 0 0 0o o 1 wil
11
0o 0 0 o0 0 dy; 0 0 0 wg
Lo o o o ] Lo eq1 0 0 ] L o | wh
r B r B 1
o 1 0 o0 0 ar bi1 c11 0 wi
0o 0 0 o0 0 0 0 0 1 wit
0o o0 o o 0 di1p  V—=Ffi1911 f11 0 w%i
Lo o o o ] 0 enn 911 —v—Ff11911 L o] wy

Se dijwg = Aey1ws com 0 < A < 1, podemos fazer Pi3 — Pi1:
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0 1 0 o0 0 0 0 0 w}
0 0 0 o0 0 0 0o 0 1 wld
0 0 0 o0 0 dig 0 0 0 wid

Lo o o o J L o 0 o o L o ] wi3 #0

A A \ X
ro 1 o o7 ro 0 0 0 ] Mo 7 wil
0o 0 0 o0 o o 0 o0 1 wil
0o 0 0 o0 0 dy;7 0 o0 0 wil
L o o o o ] L o e o0 o | L o | wit
X A \: X
ro 1 o o7 0 ap b1y c11 o 7 wil
0o 0o 0 o0 0 0 0 0 1 wil
0 0 o0 0 0 di1  V=Fii911 f11 0 wil

Lo o o o ]| 0 eqy 911 —v/=TF11911 L o wit

Precisamos disso pois, caso contrario, perderiamos a estabilidade
no caminho. Porém, em ambos os casos, conseguimos conectar Pj1.

Portanto, concluimos a conexidade.

Agora vamos adicionar uma nova matriz Bs. Usando [By, B2] =0
e [B1, B3] = 0, caimos nos casos anteriores. Entao a tripla de matrizes
é da mesma forma que o exemplo anterior médulo a comutatividade
de [Baq, B3]. Assim, note que se a estabilidade depende s6 de B; e B,

entao conseguimos conectar todos eles da seguinte forma:

(B17 -827 B3a v, ’U})

1
(B, B2,0,v,w)
1
(B}, B}, 0,v,w")
1

(B1, By, By, o', w')

Analogamente se s6 depende de By e Bs. Também, ambas essas
familias que conectamos sao conectados pelo ponto que sé depende de
B; que é um ponto em ambos os casos. Resta conectar os pontos em

que B; = 0 e um outro ponto em que a estabilidade depende de By,



B2 e Bg.

Conectamos o ponto de B; = 0 da seguinte maneira:

o 1 o o 7 0 aj by c1 1 0 a; by cy 2 r
o 0o 1 o0 0 0 a; by 0o o a; by
0o 0 0 1 0 0 0 ay 0o o 0 ajy
Lo o o o | 0 0 0 0 0o o0 0 0 L
o 1 o o 7 o 1 o o 1 0o 0 0 o0 2 B
o 0o 1 o0 0 0 1 o0 0o 0 0 o0
0 0 0 1 o o0 o0 1 o 0 o0 o0
Lo o o o | Lo o o o J 0o 0 0 o0 L
o o o o 7 o 1 o o 1 0 a3 by c1 2 r
o 0 o0 o0 o o0 1 0 0 0 aq by
o 0o 0 o0 o o0 o0 1 0o o 0 ay
Lo o o o | Lo o o o J 0o o 0 0 L
/
O outro ponto é dado por
0 ay by cp 0 ap by co
B 0 0 0 0 0 0 0 0
Lil o 4 v=hn f1 ’ 0 dy \/=f292 fa2 ’
0 e g1 —Vv—-rfig1 0 ez 92 —V—rf292

= o o o

= O O O <4—

= O 0 o <—

o o~ o

com dies # doe e By na forma de Jordan. Denote esse ponto por

seja @ o ponto

B17

©o o oo

com diys # e1ys.
depende apenas de B; e Bs.

1 s1 ty 0 o ED) to
0 0 0 0 0 0 0
dq V—viwy vq ’ 0 uy /—uvgwgy vo
ey wq —y/—viwq 0 D) wo —/—vowg

o o = o
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Pe

Note que @ é um ponto no qual a estabilidade

Assim, para conectar Q — P basta

hq
ha
h3
hy

wq

Y1
Y2
Y3
Yq
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conectar as seguintes matrizes, pois By permanece a mesma.

o = s1 ty 1 0 7o so to [ o 7
0o o 0 0 0o o 0 0 1
0 dy  /=viwy v1 0 up —vgwy v 0

L 0 e wq —/=viwy 0 w9 wo —\/—vgwy L o

) ! !

o = s1 ty T [0 ag bo co 1 [ o 7
0o o0 0 0 0o 0 0 0 1
0 dy J/=viwy vy 0 do /—Fag2 fa 0

L O e wy —V—-viwy | L 0O ez 92 —V—=Ff292 L 0 ]

A \ 1
0 ay by cy [ o ag bo co b o 7
0o 0 0 0 0o o 0 0 1
0 dg vV—Ffi91 f1 0 dg V—f292 fa 0
0 ey 91 V=191 L 0 ez 92 —v—r292 | L 0

3.5 Consideracgoes Gerais

Observe que em muitos dos passos acima, quando estamos conec-
tando as configuragoes, usamos um vetor extra, que possivelmente nao
fazia parte da configuracao, mas foi necessario para garantir a estabi-
lidade. Percebemos, assim, que se tivermos um certo “grau de liber-
dade”com os vetores, por exemplo, com r = 5, mas o ponto s6 precisa
de 2 vetores para garantir a estabilidade, entao podemos sempre conec-

tar esses pontos usando os vetores “extras”. Isso é o que diz o Teorema
3.7.

Lema 3.6. Seja P = (By,...,Bg,v1,...,v,) um ponto estével, entao
V={(v ...,v,B".. .Bédvﬂ,

comle{l,...,r}

Demonstragdo. Denote por S = (vy ..., v, B{l . Bédvﬁ e observe que

v; € S para todo ¢ € {1,...,r}. Além disso, temos que B;(S) C S

para todo i € {1,...,d}. Assim, como P é estivel, S = V como

querfamos. O

Y1
Y2
Yy3
Yq

Y1
Y2
v3
Y4

hy
ho
hs3
hy
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Teorema 3.7. Quot,(n,n) é conexo por caminhos para todon € N e

para todo d € N.

Demonstragdo. Seja P = (By,...,Bg,v1,...,v,) € Vit(n,n). Note

que para a base canénica {e;}™ ;, temos @ = (0,...,0,e1,...,e,) €
Vd"’t(n7 n). Agora, dentre os vetores vy, ..., v,, considere apenas aqueles
que sao LI que, sem perda de generalidade, escreveremos vy, ..., v, com
k <n.
Complete a lista vy, ..., v, para uma base de V', digamos
V1ye- s Vg, W1y - oo, Wn—f
Assim, a matriz g que tem os vetores vi,..., Uk, W1, ..., Wy_k NAS

colunas é uma matriz invertivel. Agindo com g em () obtemos

g-(0,...,0,e1,...,6n) =(0,...,0,01,. ., V%, Wi,..., Wyp_f)-

Desse modo, considere ¢ : [0,1] — V5'(n,n), definida por
o(t) = (Bit,...,Bgt,v1 ..., 05, w1 (1=8)+vg1t, .. ., Wo—r(1—1)Fopt).

Pelo Lema 3.6, ¢(t) € V5'(n,n) para todo t € [0,1]. Além disso, note
que [B;t, B;jt] = 0 para todo %,j pois [B;, Bj] = 0 para todo i,j e
Bt é nilpotente para todo ¢ pois B; também é nilpotente para todo 1.
Também temos que ¢(0) = @ e ¢(1) = P como querfamos finalizando

a demonstragao.

O

Usando a mesma ideia da demonstracao conseguimos mostrar o

seguinte teorema:

Teorema 3.8. Sejam n,d € N e r > n. Entao Quot,(r,n) é conexo

por caminhos.
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Com o Teorema 3.7 e o Teorema 3.8, concluimos a conexidade dos
casos que nao foram feitos anteriormente, isto é, os casos em que r = n.
Assim, obtemos a conexidade nos casos de n = 2, n = 3 e n = 4 para

quaisquer 7.

Vale ressaltar que em nosso trabalho tratamos de casos particula-
res com valores de n pequenos e, uma vez que n aumenta, o problema
de natureza combinatorial fica praticamente intratavel. Apesar de es-
tarmos longe de resolver o problema em geral, buscamos resolver casos

particulares a fim de identificar padroes e desenvolver a teoria.
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A Feixes e Esquemas

Neste capitulo faremos uma breve exposicao dos conceitos bésicos
da teoria de feixes e da teoria de esquemas, bem como alguns resulta-
dos que serao usados no decorrer do texto. Como principal referéncia

usaremos o livro de R. Hartshorne [14] em adigao de [12] e [25].

A.1 Feixes

O conceito de feixes nos condiciona manter localmente o controle

dos dados algébricos de um espacgo topoldgico.

Vamos iniciar com um exemplo que vai motivar a nossa defini¢ao de
pré-feixes e feixes. Seja X uma variedade topoldgica e denote por C'(X)
o conjunto das fungoes continuas sobre X. Vamos analisar algumas

propriedades:

Sobre cada aberto U C X temos um anel de fungoes continuas
(soma e multiplicagdo pontuais) que vamos denotar por C(U). Dada
uma funcdo f em C(U) e um aberto V' C U podemos restringir f ao
aberto V' obtendo uma funcdo em C(V). Em outras palavras: para

V' C U uma inclusao de subconjuntos abertos, temos uma aplicagao
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restricao
puy: CU) — CV)

f = flv

Agora, tome uma fungdo continua f em um aberto U, depois res-
trinja ela & um aberto V' C U e depois restrinja a um outro aberto
W C V. Observe que ao fazer as duas restrigoes ou restringir de U

para W direto obtemos a mesma fun¢ao. Ou seja, se
WCcvCcu

é uma cadeia de inclusoes de abertos e f uma fungao continua em U,
podemos restringir f a V e depois a W ou restringir f a W. O resultado
é o mesmo. Podemos representar este fato em forma de um diagrama

comutativo:

c(U) POV cw)
PUW pPVW
c(w)
isto é, pyw o puv = puw-
Considere agora f1, fo € C(U) para um aberto U de X e tome
uma cobertura aberta de U, digamos {U, };cs. Se as restrigoes de f; e

f2 sao iguais sobre cada aberto U;, temos que se x € U, entao = € U;

para algum ¢ e assim

f1(@) = filv, (@) = folu, (@) = fo(z) , Vo € U.

Logo, f1 = f2 como fungoes sobre U. Em outras palavras: Se {U,}icr
¢ uma cobertura de U e f1, fo € C(U) tais que pyy, (f1) = puu, (f2),
Vi € I, entao f1 = fy. Assim, podemos “identificar” fungoes sobre um

aberto olhando como se comportam sobre abertos menores.

Ainda com nosso aberto U e uma cobertura aberta {U;};cr, supo-
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nhamos agora uma familia de fungoes continuas, uma em cada aberto
U;, isto é, f1 em Uy, fo em Us, ..., f; em U;. Suponha também que elas
coincidem sobre suas intersegoes. Assim, dado x € U, temos = € U;
para algum i e podemos definir uma funcao f em U por f(z) = fi(x).
Note que f estd bem definida pois as fungoes f; coincidem nas in-
tersecoes e que f é uma funcao continua pois cada f; é continua. Isto
é, podemos “colar”’todas estas funcoes de modo a obter uma funcao
continua em todo U. Em outras palavras: dadas f; € C(U;) tais
que para todos 4,j temos py, u,nu; (fi) = pu,,v.nu,(fj), entdo existe
f € C(U) tal que pyy,(f) = fi para todo .

Todas essas propriedades que vimos, podem funcionar trocando
funcdes continuas por funcdes de classe C*, para k finito, C°°, funcdes

holomorfas, etc.
Vamos formalizar essas propriedades que acabamos de ver:

Definicao A.1. Seja X um espaco topolégico. Um pré-feize F de

conjuntos em X consiste em:

1. Para todo subconjunto aberto U C X, um conjunto F(U);
2. Para qualquer inclusao de subconjuntos abertos de X, V C U,
existe pyy : F(U) = F(V) em que pyy ¢é fungao, satisfazendo:
(i) F(@) ¢ um conjunto com tnico elemento;
(i) pyy : F(U) = F(U) é a funcao identidade;

(i) Se W CV C U em que U, V e W sao subconjuntos abertos de
X, entao

PUW = PVW © PUV -

Podemos ver a definicao de pré-feixe com um ponto de vista ca-
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tegdrico como segue: dado um espacgo topoldgico X definimos a cate-

goria Open(X) como

e Objetos de Open(X) sdo subconjuntos abertos de X;

e Morfismos de Open(X) sdo apenas as fungoes inclusoes.

Assim, um pré-feixe de conjuntos em X é um funtor contravariante

da categoria Open(X) para a categoria dos conjuntos Get.

Se F é um pré-feixe em X, diremos que um elemento f € F(U) é
uma se¢do do pré-feixe F sobre o aberto U. Denotaremos por I'(U, F) o
conjunto F(U). As aplicagoes pyy sao chamadas aplicagdes restri¢oes

e escreveremos f|y ao invés pyv (f) para f € F(U).

Observagao A.2.

1. Na definicao acima vimos pré-feixes de conjuntos mas, de ma-
neira analoga, podemos definir pré-feixes em outras categorias,
por exemplo: feixes de grupos abelianos, anéis, médulos, ideais,
etc. Por exemplo, no caso de um feixe de grupos abelianos tere-
mos F(U) um grupo abeliano e cada fungao restri¢ao pyy como

sendo um homomorfismo de grupos abelianos.

2. Quando estamos trabalhando com feixes em categorias que pos-
suem objeto final, por exemplo grupos abelianos, na primeira
condigao da definigdo de pré-feixe, temos F(()) é o objeto final
da categoria. De fato, como F(f)) é um conjunto com um unico
elemento e () € U para todo aberto U, segue que existe tnica

aplicacao restricao F(U) — F(0).

3. Quando se tornar necessario, para nao causar confusao, dado um

pré-feixe F denotaremos a aplicacdo restricao de F por p”.
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Definigao A.3. Um pré-feixe F em um espago topoldgico X é dito

feize se satisfaz as seguintes condicoes adicionais:

(iv) Se U é um subconjunto aberto, {V;};cr é uma cobertura aberta
de U e f,g € F(U) elementos tais que f|y, = g|v, para todoi € I,
entao f =g.

(v) Se U é um subconjunto aberto, {V;};cr é uma cobertura aberta

de U e f; € F(V;) para todo i € I sdo tais que f;

viny; = filviny,
sempre que i # j, entdo existe f € F(U) tal que f|y, = f; para

todo i € 1.

A condicao (iv) é chamada axioma da identidade e a condigao (v)

é chamada axioma da colagem.

Exemplo A.4. Como vimos no exemplo que motivou a definicao de
pré-feixes e feixes dado X uma variedade topoldgica, definimos F(U)
como o anel das fungoes continuas em U e para cada inclusao de abertos
V CU, puy : F(U) = F(V) como a restricio usual de funcoes. Assim,

F é um feixe em X.

Exemplo A.5. Considere C? com a topologia da métrica (usual). Para
cada aberto U de C? defina C[x, y](U) como as fungoes polinomiais em
x e y com dominio em U. Assim, com a restrigao usual de fungoes,

Clz,y] é um pré-feixe. De fato,

(i) Clz,y](0) ={f:0 — C| f é polinomial} e neste caso s6 temos a

fungao vazia.

(i) Dado um aberto U de C2, pyy : Clz,y](U) — Clx,y](U) leva
[ flu = f, logo pyy = id.
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(iii) Dados U, V, W abertos de C? tais que W C V C U, temos

Clz,yl(U) — Clz,y)(V) — Clz,y)(W)
f = flv = (fV)lw = flw.

Vejamos que Clz, y] é um feixe:

(iv) Sejam U aberto de C2, {V;}ics cobertura aberta de U e f,g €
Clz, y](U) tais que flyv, = g|v, para todo i € I. Mas como f e
g sao fungoes polinomiais que coincidem em um conjunto aberto
de C?, temos f = ¢. Tal resultado é conhecido como teorema da

identidade e pode ser encontrado em [9, p.6].

(v) Sejam U aberto de C2, {V;};cs cobertura aberta de U e f; €
Clz,y](V;) para todo i € I tais que filv,nv; = filvinv;. Defina
f:U — Cpor f(z) = fi(x) para algum i. Note que f é uma
funcao polinomial para cada componente conexa de U, pois se
VinV; # 0, entdo f; = f;.

Exemplo A.6. Analogamente ao Exemplo A.5, podemos definir o feixe
U Ioo = {f € Clz,y](U) | f(0,0) = 0} com a restricio usual.

Vejamos:

(1) I(0,0)(#) é um conjunto com apenas um elemento.
(ii) Dado um aberto U de C?, pyu : Ij9,0)(U) — L0,0)(U) leva f
flu = £, logo pyu = id.
(iii) Dados U, V, W abertos de C? tais que W C V C U, temos

Iooy(U) = Ioo(V) — Ige(W)
f = flv = (fv)lw = flw.

(iv) Sejam U aberto de C2%, {V;};c; cobertura aberta de U e f,g €
I(0,0)(U) tais que fly, = glv, para todo i € I. Mas como f e g
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sdo funcdes polinomiais que coincidem em um conjunto aberto de

C?, temos f = g.

(v) Sejam U aberto de C?, {V;};e; cobertura aberta de U e f; €
Clz,y](V;) para todo ¢ € I tais que f;

vinv; = filviny;. Defina
f:U — C por f(z) = fi(z) para algum i. Note que f é uma
funcao polinomial para cada componente conexa de U, pois se
VinV; # 0, entdo f; = f;. Note também que (0,0) € Vj, para

algum k, logo f(0,0) = f%(0,0) = 0.

Exemplo A.7. Considere C com a topologia da métrica (usual). De-
fina o pré-feixe F em C do seguinte modo: para cada aberto U C C,
F(U) é o conjunto das fungdes limitadas em U e se V. C U é uma
inclusao de subconjuntos abertos, defina pyy como a restricdo usual
de funcoes. Note que, analogamente ao que fizemos no exemplo das
fungoes continuas, F é um pré-feixe que satisfaz o axioma da identi-

dade. Vejamos que F nao satisfaz o axioma da colagem.

Denote por B, a bola aberta centrada na origem de raio r, com

r > 0. Agora, para cada n € N defina

fn: B, — C

z = Z.

Note que cada f, é limitada. Considere agora a cobertura aberta de
C dada por {By}nen. Observe que fn|B,nB,, = fm|B,nB,, para todo
n # m. Mas ao tentar fazer a colagem das funcoes, isto é, definir
f:C — C tal que f|g, = fn temos que f ndo é uma funcdo limitada.

Portanto, F nao é um feixe.

Exemplo A.8. Sejam X um espaco topolégico e A um conjunto. De-
finimos o feize constante A em X como segue: considere a topologia
discreta em A (isto é, todo subconjunto de A é aberto) e para todo

U C X aberto, seja A(U) o conjunto das aplicagoes continuas de U em
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A. Entao, com a restricdo usual de fungoes, A é um feixe.

(i)

(i)
(iii)

De fato, vamos verificar todas as condigoes da definigao:

Ay ={f : ® = A | f continua}, neste caso A(()) é conjunto
apenas a funcao vazia.

Temos puo : A(U) = AU), f = flu = f, logo puru = id.

Se W CV CU, temos

AU) — AWV) — AW)
f = flvoo= (fV)lw = flw.

Logo, puw = puw © puv e A é um pré-feixe.

Sejam U aberto de X, {V;} cobertura aberta de U e f,g € A(U)
tais que f

v, = ¢|v; para todo i. Assim, se x € U entdo x € V;

para algum i e

flx) =1

v;(z) = glv,(z) = g(z) , Vx € U.

Logo, f =g.

Sejam U aberto de X, {V;} cobertura aberta de U e f; € A(V;)
para todo i tais que fi|v,nv; = fjlvinv;. Defina f: U — A por
f(x) = fi(xz) para algum i. Note que f é uma funcdo continua
pois, se V é um aberto de A, entdo f~1(V) = Ufi_l(V) que é

aberto pois f; sao continuas.

Agora, vamos ver que se U é um conjunto aberto conexo A(U) = A,

daf o nome de feixe constante. De fato, note para todo f € A(U) e

para todo z € A, como f é continua, a imagem inversa de {z} por f,

f1({z}), é aberto e fechado. Mas visto que U é conexo, devemos ter

F1{x}) =0 ou f~1({x}) = U. Portanto, f é uma fungao constante.
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Assim, podemos definir o isomorfismo por ¢ : A(U) — A por ¢(f) =a
quando f(x) = a, para todo z € U.

Definicao A.9. Sejam F um pré-feixe de grupos abelianos em X e
P um ponto de X, definimos a haste Fp de F de P como o limite
direto dos grupos F(U) para todos conjuntos abertos U contendo P,

via aplicacoes restrigoes p, isto é,

Fp = [ljlgrlljf(U).

Neste caso, pela propriedade universal do limite direto, sempre que

V C U, temos um diagrama comutativo:

F(U) F(V)

N

Fp

Elementos de Fp sao classes de pares (s,U), em que U é uma
vizinhanga aberta de P e s um elemento de F(U) dados pela relagéo
de equivaléncia: (s,U) ~ (¢,V) se, e somente se, existe vizinhanca
aberta W de P com W C U NV tal que sl = t|w. Assim elementos

de Fp podem ser visto como germes de secoes de F em P.

Definicao A.10. Sejam F,G pré-feixes de conjuntos em X. Dizemos
que ¢ : F — G é um morfismo de pré-feizes se para cada U C X
aberto, gy : F(U) — G(U) é uma funcao tal que se V. C U é uma
inclusao,

Yu

F(U)——=G(U)

%

F(V)—=9(V)

wv

é diagrama comutativo em que p e p’ sao restrigoes de F, G respectiva-
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mente.

Dizemos que ¢ é um isomorfismo se possui inversa & esquerda e &

direita.

Definigao A.11. Sejam F,G feixes de conjuntos em X, dizemos que

p: F — G é um morfismo de feizes se é um morfismo de pré-feixes.
Proposicao A.12. Se ¢ é um morfismo de pré-feixes entao ¢ induz
um morfismo nas hastes ¢p : Fp — Gp, para todo P € X.
Demonstracdo. Defina

ep: Fp — Gp
(s,U) = (pu(s),U)

Vejamos que @p estd bem definida, isto é, se (s,U) ~ (s',U') =
ep(s,U) = pp(s',U"). De fato, se (s,U) ~ (s',U’), existe VCUNU’

tal que sy = §'|y. Assim, note que

1) 2)
eu(s)lv = ev(slv) = ev(s'lv) = ou(s)lv

em que as igualdades (1) e (2) seguem do fato que ¢ é um morfismo de

pré-feixes. Portanto ¢p(s,U) = ¢p(s’,U’) e pp estd bem definida. O

Definicao A.13. Seja ¢ : F — G um morfismo de pré-feixes de grupos

abelianos. Definimos

e o pré-feize nicleo de ¢ como U — ker(op);
e 0 pré-feize conticleo de ¢ como U +— coker(pp);

e 0 pré-feize imagem de ¢ como U — Im(py).

A proposigdo seguinte mostra que, de fato, todos acima sido pré-

feixes.
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Proposigao A.14. Sejam F,G feixes de grupos abelianos em X e
¢ : F — G um morfismo de pré-feixes. Entao sao pré-feixes:

(i) U~ ker(ov);

(ii) U > coker(vp);

(iii) U — Im(py).

Demonstragdo. (i) Temos U +— ker(py). Note que kerpy C F(U).
Assim, para V C U, defina pf% = plivlkerpy @ keroy — F(V).
Vejamos que, para f € ker oy, f|v € ker py.

Como ¢ é morfismo de pré-feixes, para s € ker ¢y, temos o seguinte

diagrama comutativo:

VI Og_(_U)
FU) 2= g(U)
Pﬁvl lp%}v
F(V)—7=9(V)
sly i Og(vy-

Logo, pke, estd bem definida.

Agora, note que os axiomas de pré-feixe sdo satisfeitos pois pke* =

07 [ker- Portanto U + ker(py) é um pré-feixe.
(ii) Temos U — coker(py ). Para V C U defina

p{?‘l}er: coker oy  —  coker py

t — t‘v.
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Vejamos que pyy estd bem definida. Temos o seguinte diagrama:

FU) 2> gU) coker oy = I?H(Z)U
PGV o ng ip?})\];er
F(V) v G(V) coker py = I?n(::‘)/ .

Set =1t entdot —t' = 0, isto é, t—t' € Im . Assim, existe s € F(U)
tal que py(s) =t —t. Como o lado esquerdo do diagrama comuta,
o)y = (t— )y = v (slv)- Logo, (t— )]y = tly — ¢y € Tmpy
e tly — t'|y = 0. Portanto, t|y = t/|y-.

coker

Novamente, visto que p esta definida a partir de p¥, temos que

U +— coker(py) é um pré-feixe.

(iii) Temos U — Im(yy). Note que Im oy C G(U). Assim, defina

P = pY|1m uy - Vejamos que para t € Im ¢y, temos t|y € Im oy .

De fato, como t € Im ¢y, existe s € F(U) tal que oy (s) =t. Mas

como ¢ é morfismo de pré-feixes, temos

tlv = ¢u(s) = pv(slv).
Portanto, t|y € Im py .

Por fim, como definimos p™ a partir de p9, temos que U + Im(ipy)

é um pré-feixe. O

Definigao A.15. Se F é um pré-feixe em X, entdo um morfismo de
pré-feixes sh : F — F*" em X é uma feizificacio de F se F*" é um

feixe, e para todo feixe G e todo morfismo ¥ : F — G, existe um unico
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morfismo de feixes ¢ : F*" — G tal que o seguinte diagrama comuta:

F sh ]_‘sh

NZ4

g

Proposigao A.16. A feixificacao existe e é tinica a menos de isomor-

fismo. Além disso, se F é um feixe, entdo sh =id : F — F.

Demonstracdo. Defina F*"(U) como sendo o conjuntos das aplicacdes

f:U — UgepyF, tais que

o f(z) € F, para todo z € U;

e Para todo x € U existe uma vizinhanca V' C U de x e uma secao

o € F(V) tal que f(y) = o, para todo y € V, em que g, é a

imagem de o na haste F,.

A aplicagdo restrigdo é a usual. Seja {V;};c; uma cobertura de U,

mostremos as condigoes de feixes.

(iv)

Sejam f,g € F"(U) tais que f|y, = g
para todo x € U, existe V; tal que x € V;. Também existe uma

vizinhanga aberta W, C U de z e o € F(Wy) tal que f(y) = oy,

para todo y € Wi. Analogamente, existe uma vizinhanca aberta
Wy C U de x e 0% € F(Wa) tal que g(z) = 02, para todo z € Ws.

Note que para todo y € V; N Wy N Wy, temos a; = 02 pois

flv; = glv,, logo o' = 0% em V; N W1 N W,. Portanto f(z) =

ol =02 = g(z) e segue que f = g.

v, para todo . Assim,

Sejam f; € Fh(U;) tais que f; vinv; = filvinv, para i # j.
Defina f : U — UF, por f(y) = fi(y) se y € U;. Vejamos que
f € F*"(U). De fato, dado = € U, temos f(x) = f;(z) para
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algum 4. Assim, f(z) € F, e existem V C U; e 0 € F(V) tal que
fi(y) = o, para todo y € V. Assim, f(y) = fi(y) = o, para todo
y € V C U;. Portanto, f € Fh(U).

Agora, defina
a: FU) — FhU)
s = (T sg).
Para todo = € X, temos e ay(s)(z) = fo € Fu, logo ay(s)(z) é uma

secao de F*h. Ese V C U, temos (s|y), = s, portanto, o é morfismo.

Vamos ver que a tem a propriedade desejada da feixificacao. Sejam
¢ : F — G um morfismo de pré-feixes e f € F*"(U). Assim, para todo
v e U, existe V, CUeo® € F(U) tais que f(y) = oy paratodoy € V.
Note que UzcpV, cobre U e que fly, = o®, em particular o” |y, ny, =
a¥|v,nv,. Logo, como v é morfismo, temos 1 (c%)|v, v, = ¥ (0y)|v.nv,
e, visto que G é um feixe, existe tnico t € G(U) tal que t|y, = (o).
Defina ¢ : F*" — G por ¢(f) = t. Desde que v é morfismo, temos ¢

morfismo.

Agora mostremos a unicidade a menos de isomorfismos. Suponha
que exista um feixe ‘H e um morfismo 3 : F — H tal que para todo
feixe G’ e todo morfismo ¢’ : F — G existe um unico ¢’ : H — G’
tal que ¢’ o B = 1)’. Neste caso, tomando G’ = F*" e ¢/ = sh, temos
que existe tnica ¢’ : H — F*" tal que ¢’ o B = sh. Por outro lado,
tomando G = H e ¢ = /3, temos que existe tinica ¢ : F" — H tal que
@ o sh = . Juntando, temos sh = ¢’ o 8 = ¢’ o p o sh. Portanto, da

comutatividade dos diagramas, segue que H = Fsh,

Note que se F é um feixe, entao para todo feixe G e todo morfismo
Y F — G temos ¢ = 9 o id. Portanto, id = sh. O

Podemos agora introduzir as seguintes defini¢oes:
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Definigao A.17. Considere todos os feixes abaixo como feixes de gru-

pos abelianos sobre um espago topologico X.

1. Um subfeize de um feixe F é um feixe F’ tal que para todo aberto
UC X, F(U) é um subgrupo de F(U) e as aplicagdes restrigdes

sao induzidas por F.

2. Se ¢ : F — G é um morfismo de feixes, definimos o nicleo de ¢

como o pré-feixe nucleo de ¢ (que é um feixe).
3. Dizemos que ¢ : F — G é injetivo se ker p = 0.

4. Se ¢ : F = G é um morfismo de feixes, definimos a imagem de ¢

como a feixificagao do pré-feixe imagem.
5. Dizemos que um morfismo ¢ : F — G é sobrejetor se Imp = G.
6. Dizemos que uma sequéncia de feixes
s FLE e
é ezata se ker ' = Im '~ ! para todo i.

7. Seja F' um subfeixe de F, definimos o feize quociente F /7 como

a feixificagao do pré-feixe U — FWU) /7 (v).
8. Se ¢ : F — G é um morfismo de feixes, definimos o conticleo de
o como a feixificagdo do pré-feixe coker .
Seja agora f : X — Y uma funcao continua entre espagos to-
poldgicos. Vamos definir operagoes com relagao a esta funcgao.
Definicao A.18.

1. Dado um feixe F sobre X, definimos o feixe imagem direta f.F
em Y por (f.F)(V)=F(f~1(V)) para todo V C Y aberto.
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2. Dado um feixe de grupos abelianos G em Y, definimos o feixe
imagem inversa f~'G em X como a feixificacio do pré-feixe U
limy 5 ¢y G(V), em que U é um aberto de X e o limite é tomado

sobre todos os abertos V de Y contendo f(U).

Proposicao A.19. f.F e f~'G definidos em A.18 sao feixes.

Demonstragao. 1. Para V. C U, defina a aplicagao restrigao em f,F
por

feF

piv o HFU) = £ F (V)

S — $|V = S‘f—l(v).

Em outras palavras, pUV = pf YUY f-1 (V) Note que p{j‘f estd bem
definida pois se V C U, entdo f~1(V) C f~1(U). Agora vamos verificar

as condicoes de feixe:

(i) £ F @) = F(f~40)) = F(0) que é um conjunto com tnico ele-

mento pois F é feixe.
(ii) Se U é um aberto de Y, entéo pUU = pf Ly ) = id.

(iii) Se W CV C U, entdo f~1(W) C f~1(V) C f~1(U) e

F _ F _ T F foF o foF

Pow = Pr=r)f=r(w) = Pr=1@)f () oPr-1vyf—1w) = Pov Pvw:
(iv) Sejam U um aberto de Y, {V;} uma cobertura aberta de U e
s,t € foF(U) tais que s|y, = t|y, para todo . Note que se {V;} é
cobertura aberta para U, entao { f~1(V;)} é uma cobertura aberta
para f~H(U). Assim, como s|y, = t|y, = s|y-1(v;) = t|g-115) € F

é um feixe, temos s = t.

(v) Sejam U um aberto de Y, {V;} uma cobertura aberta de U e s; €
[ F(V;) tais que se i # j temos s;i|v;nv; = sj|v;nv;. Novamente,

se {V;} é cobertura aberta de U, entao {f~1(V;)} é cobertura
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aberta para f~1(U). Agora, observe que

= Sl viny) = Sl viny)

= Silpvong-iv) = Silfrvong1v)

e como F é um feixe, segue que existe s € F(f~H(U)) = f.F(U)

tal que s; = s|s-1(v;,) = s|v; para todo i.

Portanto f,F é um feixe.

2. Vejamos que U — hm (]( ) é um pré-feixe. Para V C U,

2f(U
t li TC 1 T. A defi 1 T) —
note que 1 111(1V) le;r(lU) ssim, defina pyy Dl;x(lU)g( )
li = | tim li is G & feixe.
TD1}1(1V G(T) por f fnglfw)T € ij(l G(T) pois G ¢é feixe

(i) lel?% Gg\v) = ‘1/15% G(V) = G(0) = 0, pois G é feixe de grupos

abehanos

(ii) Para U C X aberto, temos pyy : lim G(V) — lim G(V).
V2£(U) V2£(U)
Logo, puy = id pois G é feixe.

(iii) Note quese W CV CU,entdo lim T C lim T C lim T.
T2f(W) T2f(V) T2f(U)
Assim, como G é feixe, temos que pyw = puv © pyw-

Portanto U — li;r(l )g (V') é um pré-feixe. Agora, como estamos defi-
VOf(U

nindo f~'G como a feixificacdo deste pré-feixe, temos que f~'G é um

feixe. ]

Definicao A.20. Sejam F um feixe em X e Z C X um subespaco
topoldgico de X. Considere i : Z — X a fungao inclusdo de Z em X.

Definimos a restricio de F para Z por i 'F.

A proposicio abaixo nos diz que os funtores f ! e f, sdo adjuntos.
Na Secgdo A.6 definiremos o pullback, denotado por f*, que em outro

contexto, também sera adjunto de f..
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Proposigao A.21. Sejam X e Y espagos topoldgicos e f: X — Y
uma funcao continua. Entao, para todo feixe F sobre X, existe uma
aplicacdo natural f~!f,F — F e, para todo feixe G em Y, existe uma
aplicacdo natural G — f.f~'G. Além disso, essas aplicacdes induzem

uma bijegao entre
Homx (f~'G, F) — Homy (G, f.F)

para todo feixe F em X e para todo feixe G em Y.

Demonstragao. [19, p. 91].

A.2 DMotivando Esquemas

Vamos construir as variedades afins e tentar ver como elas se rela-
cionam com objetos algébricos. Os esquemas, de certa forma, generali-
zam as variedades afins com uma construgao muito similar. Resultados
e definigdes desta segdo podem ser encontrados em [14, Cap. I, §1] e
[26, Cap. I, §2]. Além disso, como referéncia auxiliar, os livros [2] e

[29] de élgebra comutativa.

Seja k um corpo algebricamente fechado. Definimos o n-espaco
afim sobre k, denotado por A} ou A" como o conjunto das n-uplas de
elementos em k. Agora, considere k[x1,...,2,] o anel de polinémios
com coeficientes em k e indeterminadas x1,...,x,, em que interpreta-

remos elementos de k[z1,...,z,] como fungdes de A™ para k.

Dado T C k[z1,...,xy], definimos o conjunto dos zeros de T por

Z(T)={a=(a1,...,a,) €A™ | f(a) =0, Vf e T}.
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Definigao A.22. Seja Y C A", dizemos que Y é um conjunto algébrico

se existe um subconjunto T' C k[zy,...,z,] tal que Y = Z(T).

Proposicao A.23. A uniao de dois conjuntos algébricos é um con-
junto algébrico, uma intersegao qualquer de conjuntos algébricos é um

conjunto algébrico e (), A" também sdo conjuntos algébricos.

Demonstragdo. [14, p. 2. O

Uma imediata consequéncia da proposi¢ao acima é que podemos
definir uma topologia em A™ tomando os conjuntos fechados como con-
juntos algébricos. Essa topologia em A™ é chamada Topologia de Za-

riski.

Definigao A.24. Um subconjunto Y C A" é dito irredutivel se ele ndao
pode ser escrito como uniao Y = Y;UY5, em que Y7, Ys sao subconjuntos

préprios fechados.

Definicao A.25. Uma variedade algébrica afim (ou variedade afim) é

um subconjunto de A™ irredutivel.

Agora, dado Y C A™, definimos o ideal de Y por
IY)={f€klz1,...,z,] | f(x) =0, Vz € Y}.

Teorema A.26 (Teorema dos Zeros de Hilbert). Seja k um corpo alge-
bricamente fechado, a um ideal de k[x1, ..., z,] e seja f € k[x1, ..., zy,]
um polindémio que se anula em Z(a). Entdo f” € a para algum inteiro

r > 0.

Demonstragao. [2, p. 85] O
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Usando o Teorema A.26, é possivel mostrar que existe uma corres-

pondéncia biunivoca que reverte a ordem de inclusao

{subconjuntos fechados de A"} <————— {ideais radicais de k[z1, ...

{variedades afins de A"} {ideais primos de k[z1,...

{pontos de A"} {ideais maximais de k[z1,...

A.3 Feixe Estrutural e Espectro

Nesta secao faremos a construcao do feixe estrutural e do espectro
associados & um anel que serdo importantes para definir esquemas. Para
esta se¢do usamos como principal referéncia [14, Cap II, §2] além de

[12] e [25] como referéncias auxiliares.

Seja A um anel (comutativo e com unidade). Definimos

Spec A = {p C A | p é ideal primo}.

Assim como definimos uma topologia em A", a préxima proposicdao
condicionard a definir uma topologia muito semelhante ao que fizemos

na secao anterior em Spec A.

Sejam A um anel ¢ C A um ideal de A, definimos V(a) C Spec A

como sendo o conjunto de todos os ideais primos p tal que a C p.

Proposigao A.27.

(i) Se a,b C A ideais, entdao V' (ab) = V(a) UV (b);

(ii) Se {a;} é qualquer familia de ideais em A, entdo V(> a;) =
AV (as);
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(iii) V(A) =0 e V((0)) = Spec A.

Demonstragao. [14, p. 70] O

Assim, pela proposicao acima, definimos uma topologia em Spec A
tomando os conjuntos fechados como os conjuntos da forma V'(a) para
algum ideal a em A. Temos entao que Spec A é um espago topoldgico.
Logo, podemos definir feixes em Spec A. O feixe que vamos definir
¢ chamado feize estrutural (denotado por O) e serd de fundamental

importancia para a definicao de esquemas.

Para cada ideal primo p C Spec A, considere A, a localizacao de A
em p (caso o leitor nao esteja familiarizado com a teoria de localizagao,
recomenda-se [2, cap III]). Para todo aberto U em Spec A, defina O(U)

como sendo o conjunto de todas as funcgoes
f N U — HpEUAp

tais que f(p) € A,, para todo p € U e para cada p € U, f é localmente
um quociente de elementos em A, isto é, para todo p € U, existe uma
vizinhanca V de p em U e existem elementos a,s € A tais que para
todogeV,s¢ qe f(q) =% em A,

A préxima proposicao mostra que, de fato, O é um feixe de anéis

em Spec A:

Proposigao A.28. Seja A um anel. Entao o feixe estrutural O definido

acima é um feixe de anéis em Spec A.

Demonstragdo. Dado um aberto U C Spec A, vejamos que O(U) é
um anel com as operagdes pontuais. De fato, sejam f,g € O(U) e

p € Spec A, entdo (f + g)(p) = f(p) + g(p) € Ap. Além disso, existe

vizinhanca Vi de p em Spec A tal que para todo ¢ € Vi, f(q) = &

S1
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com aj,s; € A e s; ¢ q. Analogamente, existe V5 vizinhanca de p em

Spec A tal que para todo g € V2, g(q) = §* com az,s2 € Ae sy ¢ q.

S

Assim, para todo ¢ € Vi N Vs, temos

ai  as a182 + a281
fl@+9q)=—+—=—"—"""—.

51 52 5152
Da mesma maneira, mostramos que (f - g) € O(U). Agora, como

a operagdo é pontual, segue que O(U) é um anel.

Agora vejamos que O é um feixe com a restricao usual, isto é, se
V C U séo abertos, entdo pyy : O(U) — O(V) é dada por pyy (f) =
flv que é um homomorfismo de anéis pois, se f,g € O(U), entdo
puv(f+g) = (f+9)lv = flv+glv = puv(f)+puv(g) e analogamente
mostramos que puv (fg) = pov(f)puv(9)-

Seguimos mostrando que O é feixe. Note que as trés primeiras

condigoes da definigao sao imediatas pois a restricao é a usual.

(iv) Seja {V;}ier cobertura aberta de U C Spec A e sejam f,g € O(U)
tais que f|y, = g|v, para todo i € I. Note que dado p € U, temos
p € V; para algum j. Assim, existe Wy C U com p € W; tal que
flg) = o (a1,s1 € A, s1,¢ q) para todo ¢ € W;. Analogamente,
existe Wy C U com p € W5 tal que g(q) = ‘:—; (ag,s82 € A, s9 ¢ q)

para todo ¢ € Ws. Segue que, para todo ¢ € V; N W1 N Wy, temos

flo) =2 =2 — g9,

S1 S92
Logo, f =g.

(v) Seja {V;}ier cobertura aberta de U C Spec A e sejam f; € O(V;)
tais que f;|ViNV; = f;

v;nv; para todo i # j. Defina f: U —
[ e Ap por: dado p € U, p € V; para algum j, entdo f(p) =
fi(p). Vejamos que f € O(U). De fato, dado p € U, entao
f(p) = f;(p) para algum j, logo f(p) € A,. Além disso, existe
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W C Vj tal que f;(q) = ¢ para todo ¢ € W. Assim, para todo
geW CU, f(q) = fi(g) = £. Portanto, f € O(U).

:.
Com isso, concluimos que O é um feixe de anéis em Spec A. O

Definicao A.29. Seja A um anel. O espectro de A é o par (Spec A, O)

em que O é o feixe estrutural acima.

Proposicao A.30. Seja A um anel e (Spec A, O) seu espectro.

(i) Para cada p € Spec A, a haste O, ¢ isomorfo ao anel local A,;

(ii) Para cada elemento f € A, o anel O(D(f)) é isomorfo ao anel

localizado Ay, em que D(f) é o complemento de V((f));

(iii) Em particular, I'(Spec 4, O) = A.

Demonstragao. [14, p. 71] O

A.4 Espaco Anelado e Esquemas

Definigao A.31. Um espaco anelado é um par (X,Ox) em que X é
um espaco topoldgico e Ox é um feixe de anéis em X. Um morfismo
de espacos anelados de (X, Ox) para (Y, Oy) é um par (f, f#) em que
f:X — Y é uma funcio continua e f# : Oy — f,Ox é um morfismo

de feixe de anéis em Y.

Definicao A.32. Um espago anelado (X, Ox) é dito um espago local-
mente anelado se para cada ponto P € X, a haste Ox p é um anel
local. Um morfismo de espagos localmente anelados é um morfismo de
espacos anelados (f, f#) tal que para cada ponto P € X, a aplicagio
induzida nas hastes fﬁ : Oy, r(py = Ox,p ¢ um homomorfismo local,
isto é, (f£)~'(mp) = my(p), em que mp é o ideal maximal de Ox p e

my(p) ¢ o ideal maximal de Oy, f(p).
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Proposigao A.33.

(i) Se A um anel, entdo (Spec A, Q) é um anel localmente anelado;

(ii) Se ¢ : A — B é um homomorfismo de anéis, entao ¢ induz um

morfismo natural de espagos localmente anelados
(f, 1#) : (Spec B, Ospec B = (Spec A, Ospec a));

(iii) Se A e B sdo anéis, entdo todo morfismo de espagos localmente
anelados de Spec B para Spec A é induzido por um homomorfismo

de anéis ¢ : A — B como em (i7).

Demonstragao. [14, p. 73] O

Definicao A.34. Um esquema afim é um espago localmente anelado
que é isomorfo (como espagco localmente anelado) ao espectro de algum
anel. Um esquema é um espacgo localmente anelado tal que para todo
ponto existe uma vizinhanga aberta U tal que (U, Ox|y) é um esquema
afim. Um morfismo de esquemas é um morfismo de espagos localmente

anelados.

Observagao A.35. Em geral, se (X,0x) e (Y,0y) sdo esquemas,
denotamos um morfismo (f, f#) : (X,0x) — (Y, Oy) apenas por f :

X — Y quando nao houver confusao.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo A.36. Se k é um corpo, entao o espectro de k, (Speck, O),
é um esquema afim constituido por apenas um ponto (pois um corpo
tem apenas o ideal (0)). Vejamos que o feixe estrutural é isomorfo ao

préprio k: como k tem apenas um ponto, por defini¢ao, temos

O((0)) ={f: {0) = ko) =k}
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Agora, considere ¢ : O((0)) — k definida por ¢(f) = f(0). Dai, ¢ facil

ver que ¢ é o isomorfismo que procuramos.

Exemplo A.37. Seja k um corpo algebricamente fechado, definimos a
reta afim sobre k, denotada por A}, como o espectro de k[z]. Spec(k[z])

é constituido de:

e Um ponto £ que corresponde ao ideal (0) em que seu fecho é o

espaco inteiro chamado de um ponto genérico. De fato, note que

E=0= ] Vi
a€Spec(k[xz])
V(a)D(0)

Mas (0) C V(a) < a C (0) & a = 0. Logo, £ = V(0) =
Spec(k[x]).

e E o0s outros pontos correspondem aos ideais maximais que sao
chamados de pontos fechados. De fato, note que um ideal primo

de k[z] é da forma (z — \) com A € k, logo um ideal maximal.

Note também que os pontos fechados de Spec(k[z]) estdo em corres-
pondéncia com pontos de A'. O que vai de acordo com a construcio

das variedades afins da secao A.2.

Além disso, o feixe estrutural de Spec(k[x]) localmente é dado por

quociente de polinémios cujo denominador nao se anula na vizinhanca.

Exemplo A.38. Seja k um corpo algebricamente fechado, definimos o
plano afim sobre k, Az, pelo espectro de k[x,y]. Vejamos alguns fatos

interessantes de Spec(k[z,y]):

e Um ponto {p} é fechado se, e somente se, p é maximal: note que
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o fecho de {p} é

Pr= () V=V
aespec(klz,y])
V(a)>{p}

pois {p} C V(a) & a C {p} © a =p. Assim, {p} é fechado se, e
somente se, {p} = V(p). Logo, {p} = V(p) = {q € Spec A[p C ¢}

se, e somente se, p é maximal.

e Pelo item anterior, temos que os pontos fechados de A? estao em

correspondéncia com os pontos de AZ.

e Além dos pontos fechados, temos o ponto correspondente ao ideal

(0) e os pontos dados por ideais primos nao maximais, por exem-

plo p = (y — z?).

O feixe estrutural de Spec(k[x,y]), assim como no exemplo anterior, é
localmente dado por quociente de polindmios cujo denominador nao se

anula na vizinhanga.

Exemplo A.39. Sejam X7, X5 esquemas, Uy C X1, Uy C Xo abertos
e ¢ : (U,0x,|v,) = (Us2,0x,]u,) um isomorfismo de espagos anela-
dos, isto é, f : Uy — Uy homeomorfismo e f# : Ox,|u, — f+Ox,|v,
isomorfismo de feixes de anéis. Vamos definir um novo esquema X
“colando” X1 e X5 via Uy e Us.

Defina X = X1V X2/ em que ~ é a relacdo de equivaléncia x; ~
o(x1). Considere as aplicagoes i1 : X1 — X e iz : X5 — X. Assim, um
subconjunto V C X é aberto se, e somente se, i; ' (V) e iy ' sdo abertos

em X1, X5 respectivamente.

Definimos o feixe estruturante Ox como: dado V C X aberto

o Ox(V) = A{(f1. )Ifi € Ox, e [ (foliz1(tyrw,) = filizr 0w, 15
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e ParaV C U,

pUV - Ox(U) — OX(V)
(f1,f2) = (f1,[fo)|lv:= (f1|¢1—1(v),f2|i2—1(x/))

Assim, (X,Ox) é um esquema que nao é afim.

Agora, vamos definir uma importante classe de esquemas, cons-
truidos a partir de anéis graduados, que sao analogos as variedades
projetivas. Tais construgoes a seguir serao muito parecidas com as

construgoes que fizemos com Spec.

Seja S um anel Z-graduado, denotaremos por Sy o ideal ®ys954-
Definimos o conjunto Proj S pelo conjunto de todos os ideais primos
homogéneos p que nao contém todo S;. Se a é um ideal homogéneo de
S, definimos V(a) = {p € ProjS|p 2 a}.

O lema a seguir nos permitird definir uma topologia em Proj S
tomando os subconjuntos fechados como os subconjuntos da forma V'(a)

da mesma maneira que fizemos com Spec.

Lema A.40.

(i) Se a e b sdo ideais homogéneos em S, entdao V(ab) = V(a) UV (b);

(ii) Se {a;} é uma familia qualquer de ideais homogéneos de S, entéo

V(> a;) =nNV(a;).
Demonstragao. [14, p. 76] O

Agora, vamos definir um feixe de aneis O em ProjS. Para cada
p € Proj S, consideramos o anel S(,) dos elementos de grau zero no anel
localizado T~'S, em que T é o conjunto multiplicativo constituido de

todos os elementos homogéneos de S que nao estao em p.
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Para todo subconjunto aberto U C Proj S, definimos O(U) como
o conjunto de todas as fungdes s : U — [] S,y tal que para cada p € U,
5(p) € S(p) e tal que s é localmente um quociente de elementos de S,
isto é, para cada p € U, existe uma vizinhanca V' de p em U e elementos

homogéneos a, f € S de mesmo grau, tal que paratodoqeV, f ¢ qe
S(q) = % em S(q)
Definigao A.41. Seja .S um anel graduado, definimos (Proj S, O) como

0 espaco topoldgico Proj S junto com o feixe de anéis construido acima.

Proposicao A.42. Seja S um anel graduado.

(i) Para todo p € Proj S, a haste O, ¢ isomorfo ao anel local S(;);

(ii) Para todo elemento homogéneo f € Sy, seja Di(f) = {p €
Proj S| f ¢ p}. Entao D, (f) é aberto em ProjS. Além disso,
esses abertos cobrem Proj S e sdo tais que (D4 (f), O|p, (s)) € iso-
morfo como espago localmente anelado a Spec Sy, em que Sy

¢é o subanel de elementos de grau 0 no anel localizado S';

(iii) Proj S é um esquema.

Demonstragdo. [14, p. 76]. O

Exemplo A.43. Seja A um anel. Definimos o n-espago projetivo sobre

A pelo esquema P = Proj Az, . .., Z,].

Definicao A.44. Seja S um esquema. Um esquema sobre S é um
esquema X, junto com um morfismo X — S. Se X e Y sao esquemas
sobre S, um morfismo de X para Y sobre S é um morfismo f: X - Y

compativel com os morfismos para S, isto é, um diagrama comutativo

f

N

S

X Y
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A.5 Propriedades

Definicao A.45. Um esquema é conexo se seu espaco topoldgico é

conexo. Um esquema é irredutivel se seu espago topoldgico € irredutivel.

Definicao A.46. Um esquema X é reduzido se para todo aberto U, o

anel Ox (U) nao tem elementos nilpotentes.

Definicao A.47. Um esquema X é integral se para todo aberto U C

X, o anel Ox(U) é um dominio de integridade.

Definicao A.48. Um esquema X é localmente noetheriano se X pode
ser coberto por abertos afins Spec A; em que cada A; é um anel no-
etheriano. X é noetheriano se X pode ser coberto por uma quantidade

finita de abertos afins Spec A; com cada A; anel noetheriano.

Proposicao A.49. Um esquema X é localmente noetheriano se, e
somente se, para cada aberto afim U = Spec A, A é um anel noetheri-
ano. Em particular, um esquema afim X = Spec A é noetheriano se, e

somente se, A é anel noetheriano.

Demonstragao. [14, p. 83]. O

Definigao A.50. Um morfismo de esquemas f: X — Y é localmente
de tipo finito se existe uma cobertura de Y por abertos afins V; =
Spec B; tal que, para cada i, f~1(V;) pode ser coberto por abertos
afins U;; = Spec A;5, em que cada A;; é uma B;-dlgebra finitamente
gerada. O morfismo f é de tipo finito se, além disso, cada f~1(V;) pode

ser coberto por uma quantidade finita dos Uj;.

Definicao A.51. Um morfismo de esquemas f : X — Y é um mor-
fismo finito se existe uma cobertura de Y por abertos afins V; = Spec B;
tal que, para cada i, f~1(V;) é afim, igual a Spec A;, em que A; é uma

B;-algebra que € finitamente gerado como B;-mddulo.
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Definigao A.52. Seja X um esquema. Um subesquema aberto de X é
um esquema U cujo espago topoldgico é um subconjunto aberto de X
e o feixe estruturante Oy é isomorfo a restricao Ox|y. Uma imersdo
aberta é um morfismo f : X — Y que induz um isomorfismo de X para

um subesquema aberto de Y.

Definicao A.53. Seja X um esquema. Um subesquema fechado de
X é um esquema Y, junto com um morfismo ¢ : Y — X, tal que o
espaco topoldgico de Y é um subconjunto fechado de X, i é a aplicacao
inclusao e a aplicagio induzida de feixes em X, i# : O, — i.O,, é
sobrejetora. Uma imersao fechada é um morfismo f : Y — X que

induz um isomorfismo de Y em um subesquema fechado de X.

Definicao A.54. A dimensdo de um esquema X, denotada por dim X,

é a sua dimensao como espago topoldgico.

Em [14], [12] e [25], pode-se encontrar mais a respeito da teoria de

dimensao e resultados.

Queremos definir o que seria o produto de dois esquemas. Para

isso vamos precisar do seguinte observacgao:

Observagao A.55. Seja A um anel e seja (X, Ox) um esquema. Dado
um morfismo f : X — Spec A, temos um morfismo associado nos feixes
% Ogpec 4 — f+Ox. Tomando segdes globais, obtemos um morfismo

de anéis A — T'(X, Ox). Ou seja, existe uma aplicagdo natural
a : Homgp (X, Spec A) — Homping (4, T'(X, Ox)).
Além disso, é possivel mostrar que essa aplicagao é uma bijegao.

Agora, note que para todo anel A, existe um tnico morfismo de
anéis Z — A (1 +— 14). Assim, dado um esquema X, pela observagao,
existe um dnico morfismo de esquemas X — SpecZ. Esse morfismo

serd usado para definicao de produto a seguir.
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Definigao A.56. Seja S um esquema e sejam X, Y esquemas sobre S.
Definimos o produto fibrado de X e Y sobre S, denotado por X xgY,
como um esquema junto com morfismos p; : X XgY — X epy : X xg
Y — Y que faz um diagrama comutativo com os morfismos X — 5,
Y — S tal que dado qualquer esquema Z sobre S com morfismos f :
Z — X, g:Z —Y que fazem diagrama comutativo com os morfismos
X — S5,Y — S, entao existe um tinico morfismo 0 : 7 — X xg Y tal

que f=piobeg=pso0,ouseja,

Z

AN
N

Se X e Y sdo esquemas sem referéncia a nenhum esquema base S,
tomaremos S = SpecZ e definimos o produto de X por Y, denotado

X xY, como X Xgpecz Y-

Teorema A.57. Sejam X e Y dois esquemas sobre um esquema S.
Entao o produto fibrado X xg Y existe e é inico a menos de isomor-

fismo.
Demonstragao. [14, p. 87]. O

Apesar da demonstragao do Teorema acima ser longa e um pouca
técnica, a ideia ndo é tao dificil. A ideia é construir o produto fibrado
de esquemas afins e depois colar. E para os esquemas afins o produto

é construido da seguinte maneira: se X = Spec A, Y = SpecB e S =
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Spec R, entdo Spec(A ®r B) é um produto para X xg Y.

Uma importante aplicacao do produto fibrado é a nogao de mu-
danga de base, ou extensdo de base. Seja S um esquema no qual pen-
saremos como esquema base. Se S’ é outro esquema base e se S’ — S é
um morfismo de esquemas, entdo, para todo esquema X sobre S, pode-
mos considerar X’ = X xg5’, que é um esquema sobre S’. Neste caso,
dizemos que X’ é obtido por X fazendo extensdo da base S’ — S. Por
exemplo, se S = Speck e S’ = Speck’, em que k' é uma extensdo de
k, entao temos um morfismo S’ — S que é obtido através da extensao
k — k’. A préxima proposicao mostra que a operacao de mudanca de

base é transitiva.

Proposicao A.58. Seja S um esquema e X um esquema sobre S. Se

s 25 "5 sdo dois morfismos, entdao (X xg 5’) xg S &
X Xg S,

Demonstragdo. Seja X xg S’ junto com pj : X xg 8" — X e p) :
X xgS8" — S’ o produto fibrado de X e S’ sobre S e seja (X xgS5")x g/S”
com py : (X Xg8') xS = X xg85 epy: (X xg5) xgr 5" — 8"
o produto fibrado de X xg S’ por S” sobre S’. Vamos verificar que
(X xg8") xg 8" satisfaz a condigdo de ser o produto fibrado de X e
S sobre S’.

Seja Z um esquema junto com f: Z — X e g: Z — 5" comutando
o diagrama da defini¢cdo. Assim, aog:Z — S e f: Z — X comutam
com S. Logo, existe tnica 6§ : Z — X xg 5" tal que f = pjof e
aog=phof. Agora note que 6 e g comutam o diagrama da defini¢ao
do produto fibrado de X xg S’ por 8" sobre S’ e, neste caso, existe
uma tnica ¢ : Z — (X xg 5") xg 5" como queriamos. Portanto, pelo

Teorema A.57, (X xg5")x g 5" =2 X xgS8”. O diagrama abaixo resume
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a demonstragao.

X XSS XS/ S’

XXSS

,/
/\a
\

Lema A.59. Seja f : X — Seg:Y — S esquemas sobre S. Se

O

f: X — S é uma imersao fechada, entao X xg S — Y é uma imersao
fechada.

Demonstragio. [14] O

Definigao A.60. Seja f : X — Y um morfismo de esquemas e seja
Z C Y um subesquema fechado de Y. Definimos a imagem inversa
f~Y(Z) do subesquema fechado Z como o subesquema fechado Z xy X
de X.

Note que, de fato, Z xy X é um subesquema fechado de X pelo
Lema A.59.

Definigao A.61. Seja f : X — Y um morfismo de esquemas. O
morfismo diagonal é o nico morfismo A : X — X Xy X no qual a

composicao com ambas as projegoes p1,p2 : X Xy X — X é a aplicagao
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identidade X — X. Dizemos que o morfismo f é separdvel se o mor-
fismo diagonal A é uma imersao fechada. Neste caso dizemos que X é
separdvel sobre Y. Um esquema X é separdvel se ele é separdvel sobre
SpecZ.

Proposicao A.62. Suponha que todos os esquemas sao noetherianos.

(i) Imersdes fechadas e abertas sdo separdveis;
(ii) Composicao de morfismos separdveis é separdvel;
(iii) Morfismos separdveis sdo estaveis por extensdo de base;

(iv) Se f: X > Y e f/: X' = Y’ sdo morfismos de esquemas se-
pardveis sobre um esquema base S, entdo o morfismo produto

fxf:XxsgX =Y xgY' ésepardvel;

(v) Sef: X =>Yeg:Y — Z sdo dois morfismos e go f é separdvel,

entao f é separavel;

(vi) Um morfismo f : X — Y é separdvel se, e somente se, Y pode
ser cobertos por subconjuntos abertos V; tal que f_l(Vi) -V é

separavel para cada i.

Demonstragao. [14, p. 99] O

Definicao A.63. Seja f : X — Y um morfismo de esquemas. Dizemos
que f é fechado se a imagem de todo subconjunto fechado é fechado. f é
universalmente fechado se ele é fechado e para todo morfismo Y’ — Y,
o morfismo correspondente [’ : X’ — Y’ obtido por extensao da base é
fechado também. Dizemos que f é prdprio se é separavel, de tipo finito

e universalmente fechado.

Proposicao A.64. Suponha que todos os esquemas abaixo sao no-

etherianos.
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(i) Imersoes fechadas sdo préprias;

(ii) Composi¢ao de morfismos préprios é préprio;
(iii) Morfismos préprios sao estdveis por extensao da base;
(iv) Produto de morfismos préprios é préprio;

(v) Se f: X Y eg:Y — Z sao dois morfismos tal que go f é

préprio e g é separdvel, entao f é proprio;

(vi) Ser préprio é local na base.

Demonstragao. [14, p. 102] O

Definicao A.65. Seja Y um esquema. Definimos o n-espaco projetivo
sobre Y, denotado Py, como P% Xgpecz Y. Um morfismo de esquemas
f X =Y é projetivo se ele se fatora como uma imersao fechada i :
X — P} para algum n, seguido pela projecao P} — Y. Um morfismo
f: X — Y é quasi-projetivo se ele se fatora como uma imersao aberta

j: X — X'’ seguido de um morfismo projetivo g : X’ — Y.

A.6 Ox-mddulos e Feixes Coerentes
Definicao A.66.

(i) Seja (X,Ox) um espago anelado. Um feize de Ox-mddulos (ou
um Ox-mddulo), é um feixe de grupos abelianos F em X tal que
para cada aberto U C X, o grupo F(U) é um Ox (U)-mdédulo, e
para cada inclusdo V' C U, o morfismo restrigao F(U) — F(V)

é compativel com a estrutura de médulo via o morfismo de anéis
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Ox(U) = Ox(V), isto é, o diagrama abaixo comuta

Ox(U) x F(U) —— F(U)

l |

Ox(V) x F(V) ——= F(V).

(ii) Um morfismo F — G de feixes de O x-mddulos é um morfismo de
feixes tal que, para todo U C X, a aplicacdo F(U) = G(U) é um

morfismo de Ox (U)-mddulos.

(iii) Definimos o produto tensorial de dois Ox-mdédulos como o feixe
associado ao pré-feixe U +— F(U) ®o (v G(U), denotado por
F ® G quando Ox estiver subentendido.

(iv) Dizemos que um Ox-médulo é localmente livre se X pode ser
coberto por conjuntos abertos U tal que F|y é um Ox|y-médulo
livre. Neste caso, a dimensdo de F em um aberto é o nimero
de cépias do feixe estrutural necessério (finito ou infinito). Um
feixe localmente livre de dimensao 1 também é chamado de feize

nvertivel.

Seja (f, f7) : (X,0x) — (Y,0y) um morfismo de espacos ane-
lados. Se F é um Ox-médulo, entao f.F é um f,Ox-mbédulo. Além
disso, o morfismo de feixes de anéis em Y f# : Oy — f,Ox d4 uma
estrutura natural de Oy-médulo em f.F. Neste caso, chamamos da

imagem direta de F pelo morfismo f.

Agora se G um feixe de Oy-médulos, entdo f~1G é um f~1Oy-
médulo. Assim, pela Proposicao A.21, temos um morfismo f~'O0y —
Ox de feixes de anéis em X e, neste caso, uma estrutura natural de
f~1Oy-médulo em Ox. Definimos o pullback de G por f, denotado
por f*G, pelo produto tensorial f~'G ®f-10, Ox. Logo, f*G é um

O x-mobdulo.
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Definigao A.67. Seja A um anel e seja M um A-mdédulo. Definimos
o feize associado a M em Spec A, denotado M, como: para cada ideal
primo p C A, considere a localizacdo de M em p, M,. Para cada
conjunto aberto U C Spec A, defina o grupo M(U) como o conjunto
das fungoes s : U — HpeU M, tal que, para cada p € U, s(p) € M e
tal que s é localmente uma fracao % comm € M e f € A. Isto é, para
cada p € U, existe uma vizinhanca V' de p em U e existem elementos

mEM,fEAtaisqueparacadaqu,fgéqes(q):%emMp.

Proposicdo A.68. Sejam A um anel, M um A-médulo e M o feixe

em X = Spec A associado a M. Entao

(i) M é um Ox-médulo;

(ii) Para cada p € X, a haste (M), do feixe M em p é isomorfo ao

modulo localizado M,;

(iti) Para cada f € A, o Ag-médulo M(D(f)) é isomorfo ao médulo
localizado M;

(iv) T(X,M) = M.

Demonstragao. [14, p. 110] O

Proposicao A.69. Seja A um anel e seja X = Spec A. Para A — B
um morfismo de anéis, seja f : Spec B — Spec A o morfismo corres-

ponde nos espectros. Entao

(i) A aplicagio M — M é um funtor exato, pleno [OI], da categoria
dos A-moédulos para a categoria dos O x-médulos;

(ii) Se M e N sio dois A-médulos, entdao (M @4 N)~ = M @0, N;

(iii) Se {M;} é uma familia qualquer de A-mdédulos, entdo (GM;)~ =
®M;;
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(iv) Para qualquer B-médulo N, temos f,(N) 2 (4N)™;

(v) Para qualquer A-médulo M, temos f*(M) = (M ®4 B)™.

Demonstragdo. [14, p. 111] O

Definigao A.70. Seja (X, Ox) um esquema. Um feixe de Ox-mddulos
F é quasi-coerente se X pode ser coberto por subconjuntos abertos
afins U; = Spec A;, tal que para cada i existe um A;-mdédulo M; tal
que Fly, = M;. Dizemos que F é coerente se além disso, cada M; pode

ser escolhido como um A;-médulo finitamente gerado.

Definigao A.71. Sejam X um esquema, Y um subesquema fechado
de X ei: X — Y o morfismo inclusao. Definimos o feize de ideais de

Y, denotado Zy, como o nicleo do morfismo i# : Ox — 7,0y

Proposicao A.72. Seja X um esquema. Para qualquer subesquema
fechado Y de X, o feixe de ideais correspondente Zy é um feixe quasi-
coerente em X. Se X é noetheriano, entao ele é coerente. Reciproca-
mente, qualquer feixe de ideais quasi-coerente em X é o feixe de ideais

de um subesquema fechado de X unicamente determinado.

Demonstragao. [14, p. 116] O

Definigao A.73. Seja f: X — Y um morfismo de esquemas e seja F
um Ox-moédulo. Dizemos que F é flat sobre Y em um ponto x € X se
o stalk F, é um O, y-mdédulo flat, em que y = f(z) e consideremos F,
como O, y-mddulo via o morfismo f# . Oyy — O x. Dizemos que
F é flat sobre Y se é flat em todo ponto de X. Dizemos que X € flat

sobre Y se Ox é.

Tomando fibras de um morfismo flat, temos a noc¢ao de uma familia
de esquemas flat, o que nos dd uma ideia intuitiva de uma “familia de

esquemas continua”.
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A préxima proposicao nos diz que a propriedade de se flat é estavel

sobre mudanca de base, o que serd de grande importancia.

Proposigao A.74. Sejam f: X — Y um morfismo de esquemas e F
um O x-médulo que é flat sobre Y. Seja g : Y’ — Y qualquer morfismo
de esquemas. Considere X' = X xy Y’ seja f' : X' — Y’ a segunda
projegao e F' = pj(F). Entao F’ é flat sobre Y.

Demonstragao. [14, p. 254] O

Definigao A.75. Seja S um anel graduado e X = Proj S. Para todo
n € Z, definimos o feixe Ox(n) como S(n)~. Quando n = 1, dizemos
que Ox(1) é o feize torcido de Serre. Para qualquer feixe de Ox-
médulos F, denotamos F(n) o feize torcido F ®p, Ox(n).

Definicao A.76. Para todo esquema Y, definimos o feize torcido O(1)
em P}, como ¢*(O(1)), em que g : P}, — P}, é a aplicagao natural (note
que P}, =P, xY)

Definigao A.77. Seja X um esquema sobre Y. Um feixe invertivel
L em X é dito muito amplo em relacao a Y, se existe uma imersao
i+ X — Py para algum r tal que i*(O(1)) = £. Dizemos que um
morfismo i : X — Z é uma imersdo se ele d4 um isomorfismo de X

com um subesquema aberto de um subesquema fechado de Z.
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B Polinomio de Hilbert e
Espacos de Modulz

B.1 Polinémio de Hilbert

O objetivo desta secao é definir o polinémio de Hilbert de um feixe
coerente. Para isso, vamos precisar desenvolver a teoria de cohomologia

de feixes. Como principal referéncia usamos [14].

Definigao B.1. Seja 2 uma categoria abeliana. Dizemos que um ob-
jeto I de 2 é injetivo se o funtor Hom(-, I) é exato. Dizemos que 2l
tem injetivos suficientes se todo objeto é isomorfo & um subobjeto de

um objeto injetivo de 2.

Definigcao B.2. Sejam 2( e 9B categorias abelianas tal que 2 tem injeti-
vos suficientes e seja F' : 2 — B um funtor covariante exato a esquerda.
Dizemos que um objeto J em A é aciclico para F se R'F(.J) = 0 para

todo i > 0.

Teorema B.3. Seja A um anel. Entao todo A-mdédulo é isomorfo a

um submdédulo de um A-médulo injetivo.

Demonstragao. [14, p. 206]. O

Proposicao B.4. Seja (X, Ox) um espaco anelado. Entéo a categoria

Moo(X) dos feixes de O x-mddulos tem injetivos suficientes.
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Demonstragao. [14, p. 207]. O

Corolario B.5. Seja X um espago topoldgico, entao a categoria 2b(X)

dos feixes de grupos abelianos em X tem injetivos suficientes.

Demonstragdo. [14, p. 207]. O

Definicao B.6. Seja X um espaco topoldgico e seja I'( X, -) o funtor das
secoes globais de 2Ab(X) to 2b. Definimos os funtores de cohomologia
Hi(X,-) como o funtor derivado & direita de I'(X,-). Para todo feixe
F, os grupos H'(X, F) sdao os grupos de cohomologia de F.

Observagao B.7. Mesmo que X e F tenham estruturas adicionais,
por exemplo, X um esquema e F coerente, tomamos a cohomologia da
mesma maneira, considerando F como um feixe de grupos abelianos

sobre o espaco topolégico X.

Definicao B.8. Um feixe F em um espago topoldgico X é dito ser
flasque se para toda inclusao V' C U, a aplicacao restrigio F(U) —
F(V) é sobrejetora.

Lema B.9. Se (X,Ox) é um espago anelado, entao todo Ox-mddulo

injetivo é flasque.

Demonstragao. [14, p. 207]. O
Proposicao B.10. Se F é um feixe flasque em um espago topolégico
X, entdo HY(X,F) = 0 para todo i > 0.

Demonstragao. [14, p. 208]. O

A proposicao anterior nos diz que feixes flasque sao aciclicos para
o funtor I'(X,-). Assim, podemos calcular cohomologias usando re-

solugoes flasque. Em particular temos a seguinte proposigao.
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Proposicao B.11. Seja (X,Ox) um espago anelado. Entao os fun-
tores derivados do funtor I'(X, -) da categoria Mod(X) to 2Ab coincide

com os funtores de cohomologia H*(X,-).

Demonstragao. [14, p. 208]. O

Observagao B.12. Seja (X, Ox) um espago anelado e seja A = T'(X, Ox).
Entao para todo feixe de Ox-médulos F, I'(X, F) tem estrutura natu-
ral de A-médulo. Em particular, como podemos calcular os grupos de
cohomologia usando resolugoes na categoria Mod(X), todos os grupos
de cohomologia de F tem estrutura natural de A-médulo. Também, as

sequéncias exatas associadas sao sequéncias de A-maodulo.

Definicao B.13. Seja X um esquema projetivo sobre um corpo k e F
um feixo coerente sobre X. Definimos a caracteristica de FEuler de F
por

X(F) = (-1)"dim; H'(X, F).

Proposigao B.14. Seja X um esquema projetivo sobre um corpo k,
seja Ox (1) um feixe invertivel muito amplo em X sobre k e seja F um
feixe coerente sobre X. Entao existe um polinémio P(z) € Q[z] tal que
X(F(n)) = P(n) para todo n € Z. Dizemos que P é o polindmio de
Hilbert de F com respeito ao feixe Ox(1).

Demonstragao. [14, p. 230]. O

B.2 Espacos de Moduli

O conceito de moduli vem da conexao de problemas de classificacao
em geometria algébrica. Os ingredientes bédsicos de um problema de
classificacao sdo uma colecao de objetos A e uma relagao de equivaléncia

~ em A; o problema é descrever o conjunto das classes de equivaléncia
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A/ ~. Quase sempre existe uma “familia continua”de objetos de A, e
gostarfamos de dar em 4/~ alguma estrutura relacionada a geometria
algébrica para refletir esse fato. Este é o objeto da teoria de moduli. O
objetivo deste apéndice é dar uma ideia do que consiste um problema

de moduli e descrever como uma solugdo deve parecer, usamos [22].

Seja A uma colecao de objetos em geometria algébrica, por simpli-
cidade, vamos usar variedades algébricas mas todas as ideias funcionam
com esquemas, e ~ uma relagdo de equivaléncia em A. Queremos dar
significado ao conceito de uma familia de objetos de A parametriza-
dos por uma variedade S. Muitas vezes a definicao precisa de familia
dependa do problema em questao mas, em todos os casos, elas devem

satisfazer algumas condigoes.

Uma colecao de objetos X, uma para cada s € S, que sao encai-
xadas de certa maneira de acordo com a estrutura de S, dependendo

do problema e satisfazem:

(i) Uma familia parametrizada por um tnico ponto {*} é um unico
objeto de A.

(ii) Existe uma nogao de equivaléncia de familias parametrizadas por
qualquer variedade S, que se reduz a relacao de equivaléncia em

A quando S = {*}. Novamente denotamos essa rela¢ao por ~.

(iii) Para todo morfismo ¢: S — S e qualquer familia X parametri-
zada por S, existe uma familia induzida ¢* X parametrizada por
S’. Além disso essa operacao satisfaz as propriedades funtoriais,
isto é,
(o) =¢™ op,

Id; =1
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e é compativel com ~, ou seja,

X~X =¢"X ~¢* X',

Com essa nogao de familia, os ingredientes bédsicos para um pro-
blema de moduli sdo uma colecao A, a relacdo de equivaléncia ~ e o

conceito de uma familia. Vejamos um exemplo.

Exemplo B.15. Sejam X uma variedade. Considere A como todos os
fibrados vetoriais sobre X e seja ~ dada pelo isomorfismo de fibrados
vetoriais. Uma familia de objetos de A parametrizadas por S é um
fibrado vetorial E sobre S x X. O objeto E, correspondente a um
ponto s € S é o fibrado vetorial sobre X obtido pela restricao de E a
{s} x X.Além disso, para cada morfismo ¢ : S’ — S, temos uma familia
induzida (¢ x Id)*E.

Agora, dado um problema de moduli, queremos impor no conjunto
A/~ uma estrutura de variedade que reflete a estrutura da familia de

objetos de A. Vamos sugerir algumas maneira de tornar isso preciso.

Suponha que M é uma variedade que como conjunto é 4/ ~. Para
qualquer familia X parametrizada por S, temos uma aplicagao vx : S —
M dada por vx(s) = [Xs]. Parece razodvel pedir que essa aplicacao
seja um morfismo; e o melhor que podemos esperar é que v defina
uma correspondéncia bijetora entre classes de equivaléncia de familias

parametrizadas por S e morfismos S — M.

Essa ideia pode ser expressada em termos categoricos. Para isso,
escrevemos JF (.S) como o conjunto de classes de equivaléncia de familias
parametrizadas por S. Neste caso F é um funtor contravariante da
categoria das variedades algébricas para a categoria dos conjuntos,

pelas condigbes que as familias devem satisfazer. Além disso, temos
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aplicagoes naturais
#(S): F(S) — Hom(S, M)

dadas por
P(9)([X]) = vx;

essas aplicacOes determinam uma transformacao natural

¢: F — Hom(—, M).

O que estamos pedindo é que ¢ seja um isomorfismo de funtores,
ou na linguagem de categorias, que F seja representado por (M, ).

Incorporamos essa ideia para a seguinte definigao.
Definicao B.16. Um espaco de moduli fino para um dado problema

de moduli é um par (M, ¢) que representa o funtor F.

Note que na definicdo acima, ndo pedimos que M = 4/ ~; mas se

(M, ¢) representa F, temos uma bijegao natural

p(x): A4/~ = F(x) — Hom(x, M) = M.

Além disso, para toda variedade S e todo s € S, a inclusao de {s}

em S induz um diagrama comutativo

F(S) — 2 Hom(s, M)
[XHXS]l lws(s)
F M

() o)

Assim,

P(S)(X) = ¢(x) ovx =: V.

Além disso, o morfismo identidade Idys determina (a menos de ~)
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uma familia U parametrizada por M; e, para toda familia X parame-
. 1 /
trizada por S, as familias X e vy U ambas correspondem ao mesmo

morfismo v : S — M. Assim,

X ~vXU.

Isso nos leva a uma definigao alternativa.

Definigcao B.17. Um espaco de moduli fino consiste em uma variedade
M e uma familia U parametrizada por M tal que para toda familia X
parametrizada por uma variedade .S, existe um unico morfismo ¢: S —
M com X ~ ¢*U.

A familia U é chamada familia universal para o problema dado.

Infelizmente existem poucos problemas que se tem esperanca de
encontrar um espaco de moduli fino. Assim, é necessario encontrar
condi¢oes mais fracas que determinem uma tnico estrutura de varie-
dade em M. A solucdo é esquecer a necessidade que M satisfaca a
propriedade universal para familias, e pedir invés disso que ¢ tenha a

propriedade universal para transformagoes naturais F — Hom(—, N).

Definicao B.18. Um espa¢o de moduli grosso para um dado problema

de moduli é uma variedade M junto com uma transformagcao natural
¢: F — Hom(—, M)
tal que

(i) ¢(x) é bijetora;

(ii) para toda variedade N e toda transformagdo natural ¢: F —

Hom(—, N), existe uma tnica transformagéo natural

Q: Hom(—, M) — Hom(—N)
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tal que ¥ = Qo ¢.
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C Xcas

Neste apéndice vamos dar uma introducao para o uso do software

Xcas [24] e de como usamos eles para nosso trabalho.

C.1 Introducao

Apés devidamente instalado no computador, abrimos o software e

temos a interface da Figura 1: No centro da interface temos as linhas

Figura 1: Interface Xcas

7 Xeas New Inteface - x
File Edt Clg Help Toobox Expression Cmds Prg Graphic Geo dsheet Phys _Highschool _Turtie |
Unnamed

2|save | Config - exact real RAD 12 xcas kod | x|
i

b
ctri

paste abc
Z K]

o] o |~
m|e|o o

de comando e é onde fazemos tudo basicamente. Como qualquer outro

software do género, digitamos os comandos que queremos e apertamos



122

a tecla "Enter’ para que o software rode o comando. O software inclui
dezenas de comandos ja prontos. Para poder acessa-los basta pressionar
a tecla 'F1” que uma janela com os comandos abrira como na Figura 2:

Neste janela é possivel fazer uma busca nos comandos possiveis.

Figura 2: Comandos

Index

oK | cancel | Detais
Tnex Rerated

TegDOmAT-Car =

negoinomial_icar

Newrold

newList

newton]_solver Synonyms

yﬂ, e
[notDy

Também é possivel realizar programacao. Para isso basta clicar na
aba 'Prg’ e depois clicar em 'New program’, abrindo a janela da Figura
3:

Figura 3: Programacao

File Edt Clg Help Toolbox Expression Cmds Prg Graphic Geo Phys _Highschool Turtie
Unnamed
7| save Config  exact real RAD 12 xcas Kb
[
Prog Edit_Add I it Func Test Loop | OK [ Save I
New function
Name [{
Arguments [x
Locals [k
Return value [x'x
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C.2 DMatrizes e Operagoes

Para descrever matrizes usando o Xcas usamos colchetes e virgulas.

Um exemplo de cédigo de uma matriz 3 x 3 é

[[1,2,3],[4,5,6],[7,8,9]]
Que nos da o resultado da Figura 4 Também ¢é possivel designar valores

Figura 4: Matriz

1 KeasNew terace
Fle Edi_Cig_Help Toobox Expression Cmds Prg_Graphc Geo _Spreadsheet Phys _Hghschool Turtle |

Unnamed
2 saver| Cont - exactreal RAD 121625 G|
(112,31, (5,5,61, 17,8,811
123 j
4,5 6
7,8 9 M
e
x| | | 1 s | oo n_ | v + | 7 | 8 | o | esc | s |
P N || | T san [ > T [ 4 [ 5 [ &6 e cmds
~ [ = Jaor | o | [TE ] sn [rai] cos [ tan [+ I+ T 2 [s Daste abc
smpity | pra | im | =z | n e | 10910 I w0 T % | 7 1 o | e T = T ] 1

para letras, por exemplo se quisermos chamar de A a matriz do exemplo,

fazemos

A:=][1,2,3],[4,5,6],[7,8,9]]

Desse modo, designamos para a variavel A o valor da nossa matriz, de
acordo com a Figura 5. Se quisermos somar ou multiplicar nossa matriz

A por uma outra matriz B, usamos os comandos

B':[[9’877]’[67574]7[3’27]‘]]
AB
AxB
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Figura 5: Varidveis

I Xcas New Interface i a X
Fle Edft Clg Help Toolbox Expression Cmds Prg _Graphic Geo Phys _Highschool _Turtle |
2|save | Config : exact real RAD 12 xcas. Kbd |
ftts.2.31, 12,5, 6, (7,8, 011
123 N
4,5 6 j
7,89 I

Bla:=t11,2,31, 14,5,61, 17,8,911

Ha
123 j
456
7.8.9 i
2
x| | | S | | | o | w | v | o+ | 7 | 8 | o | e X
2| = 1 ] S | 1 [ s [ 5> [ - T -1 a4 [ 5 [ e b cmds.
~ [ = [factor e [ [ |ma] sn [va cos a0 @ [+ e e s paste abe
smpity | pg | im | =z | n [ e T 10910 I w0 [ % | 7 | o | | £ T

Que nos dé a resposta da Figura 6.

Figura 6: Operagoes

7 Xeas New Inteface - x
File Edit Clg Help Toobox Expression Cmds Prg Graphic Geo dsheet Phys _Highschool _Turtie |
un‘nameo : -
2| save Config  exact real RAD 12 xcas Kod | X
7.8 01 M) 4
[A:=011,2,31, (45,6, (7,8,91
1.2 3 j
456
7. 8,05, Ihi
Ha
' 1
i)
[{z:=t19,8,71, 16,5, 41, 13,2, 111
: 1
2 Ihi
Hs
70, 10, 10 A
10, 10, 10
10, 10, 10 W]
s
30, 24, 18 j
84, 60, 54
138, 114, 90 Ihi
A
x| { | = | | | oo | w | v | « | 7 | & | o
I P =1 ¢ [ [ T T & | sa | > [ - 1 - | 4 [ 5 | &
~ [ => [ractor | T |7 sin & cos a | tan | D | z [+ | 2 | =
simplity pg | im | 3 | In [ exp. [ 10910 [ 10 | % | I [ o 1 |G

C.3 O Nosso Problema

Para resolver o nosso problema fizemos os seguintes programas.
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Para verificar a comutatividade:

com (x,y):={
local a,b,c,d,f g ,h,j,k,] mn;

return xX*y,y*x;

3
Este basicamente calcula AB e BA para duas matrizes A e B.

Para verificar a nilpoténcia:

nilp (x,y):={
local a,b,c,d,f,g,h,j,k,] mn;

return x°2,x°3,x"4,y"2,y" 3,y 4;

b

Neste, calculamos as quatro primeiras poténcias de duas matrizes A e
B.

Para verificar a estabilidade:
estab (x,y,z):={

return

det (mat2list (z), mat2list (x*z), mat2list (x 2%z), mat2list (x"3xz)),
det (mat2list (z), mat2list (x*2z),mat2list (x"2%2z), mat2list (y*z)),

det (mat2list (z), mat2list (x%2z), mat2list (x"2%z), mat2list (y 2%z)),
det (mat2list (z),mat2list (x*z), mat2list (x"2%z), mat2list (x*xy=*z)),
det (mat2list (z), mat2list (x*2z), mat2list (x 2%2z),mat2list (x " 2%xyx*z)),
det (mat2list (z), mat2list (xxz), mat2list (yxz), mat2list (y 2%z)),

det (mat2list (z), mat2list (x*2z),mat2list (y*z),mat2list (xxy*z)),

det (mat2list (z), mat2list (x*2z), mat2list (y*z),mat2list (x " 2%xy*z)),
det (mat2list (z), mat2list (x*z), mat2list (y*z), mat2list (y 2%x%z)),
det (mat2list (z), mat2list (x*2z),mat2list (x"2%2z),mat2list (x*xy 2%z)),
det (mat2list (z), mat2list (y*z), mat2list (y 2%2z), mat2list (y " 3%z)),
det (mat2list (z), mat2list (y*z), mat2list (x"2%z), mat2list (x"3%z)),
det (mat2list (z), mat2list (y*z),mat2list (x"2%2z),mat2list (y*z)),

det (mat2list (z), mat2list (y*z), mat2list (x"2xz), mat2list (y 2%z)),
det (mat2list (z), mat2list (y*z),mat2list (y "2%2z),mat2list (x*xy*z)),
det (mat2list (z), mat2list (y#2), mat2list (x"2x2), mat2list (x " 2xy*2z)),
det (mat2list (z), mat2list (y*z), mat2list (yxz), mat2list (y 2%z)),

det (mat2list (z), mat2list (y*z),mat2list (y*z),mat2list (xxy*z)),

det (mat2list (z), mat2list (y*z), mat2list (yxz), mat2list (x " 2xy*z)),
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det (mat2list (z), mat2list (y*z), mat2list (y*z), mat2list (y 2%x%z)),
det (mat2list (z), mat2list (y*z), mat2list (x"2%2z), mat2list (xxy 2xz))
P

Neste caso, temos 3 dados de entrada 2 matrizes e 1 vetor e a ideia
é pegar todas as combinagoes de multiplicacao das matrizes e poténcias
das matrizes com o vetor e encontrar uma configuragdo dessa que nos
da 4 vetores LI. Para isso o programa coloca esses vetores em uma

matriz e depois calcula seu determinante.

C.4 Um Exemplo

Para exemplificar os comandos acima, vejamos como foram feitas

as contas em uma das transformagoes feitas no Capitulo REF.

Na Figura 7 temos o nosso exemplo. A primeira linha de comando
apenas roda os programas citados anteriormente e na segunda linha de

comando inserimos nossos dados de entrada.

Figura 7: Exemplo

7 Xea: New Inteface - X
File Edit Cfg Help Toolbox Expression Cmds Prg Graphic Geo Spreadsheet Phys Highschool Turtie |
n=4/steps s,
2save | Config steps.xws : exact real RAD 12 xcas Kbd X
[l Prog Edit_Add [ ot Fune | Test Loop oK save | Al
com(x, ) =1 &
local a,b,c,d,£,q,5,9,k 1,m,n;

return xty, yx;
bii
nile(x, 1) =t

Tooal a,b,c,d,£,g,8,3,k 1m0

return x°2,%°3,x4,3°2,7°3,y*4;
estab (x, v, 2) 1=
return

det (mat21ist (z),mat21ist (x*z),mat2list (x"2%z) ,mat2list
det (mat2list (z) ,mat21ist (x*z) ,mat2list (x"2+z) ,mat2list (y*z)), F
< 1

[ Parsing com

I/ Success compiling com
| Parsing nip

I/ Success compiling nilp
|/ Parsing estab

I/ Success compiling estab

{ Done.Done.Done ) il

R:=100,1,0,01,10,0,1,01,[0,0,0,0, (0,0, 0,011 =
=1[0,a4+ (1 Ce)+bS+e, cd¥ (1-e) 2e5ve], (0,0, 8% (1-8) +a5¥e, 0], [0,0,0,0], [0,0,d5%, 0117

0. ad Err)eas 1, b s 1) 405 T, cd s 1)res ;I Iu I Io Iu 1,00 I 0. o "+ 1)as ', bAELr1)PBS L, ol "ELr1)ees Iu
etvaase n a allaasallaa N n

i 1| | | o0 | w | | "+ 7 | 8 | o

! I = 1 I T ™ T sat | > T - T - 4« 5 [ 6

-~ [ = |lac|ar e [ 1T a | sin [ cos| [T tan | = | = 1| 2 | 3
simpity | prg | m | % n [ exp. [ log10 | 100 | % | 7 o | €

Continuando na Figura 8, a terceira linha de comando indica a
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configuracdo que partimos para a configuracdo que queremos e a linha

de ntimero 4 verifica a condigao de comutatividade.

Figura 8: Exemplo

7 Xeas NewInterface - x
P T——_——— ]
2|save | . ‘Config step5 xws - exact real RAD 12 xcas. Kbd ﬁ
eae 1
I/ Success comping nip,
U Parsing estab
U/ Success compiing estab
{ Done, Done, Done ) |
BI%=110.1,0.07, 10,0,1,01, (00,001, [0,0,0,011; 4]
1110, ad* (1-£) #aSve, ba* (1-c) sb5+¢, cd (1-¢) resvel, 10,0, ad* (1-8)+a5%e, 01, 10,0,0,01, [0, 0,d5+¢, 011
o1, 0], [£], [1-¢11;
01,101, 01, 1117 -
B MJ
0. 1,00 [0 af ret)east, bavbrs )sd5 o, ol ers ecs e | [0 O [ [0 1. 0. 0] [0. af 'erri)ras s, baEar1)eb3r, cdEuriyecst | |0
0.0 1.0] [o0 s s )ras e, 0 0 of fo.01.0] o0 at e t)yras, 0 0 50100001,
000000 0 0 ‘ of fo.0.0.0] o0 o, 0 ‘
0.0.00] lo o as 0 o1 | L1 ] o000 ] oo a5, 0 -re1
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Seguindo na Figura 9, na linha 5 checamos a nilpoténcia. Na linha

6 temos o vetor de todos os determinantes e na linha 7 temos os 4

vetores que resultaram do calculo feito na linha 6.
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Figura 9: Exemplo
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Conclusao

No artigo [3], mostrou-se uma bijegao entre Quot,(r,n) e o espago
Vst(r,n). No Capitulo 2 mostramos uma generalizagao natural do re-
sultado, isto é, uma bije¢ao entre Quoty(r,n) e o espago Vit(r,n).
Também no artigo [3], mostrou-se que Quoty(r,n) é irredutivel. A
ideia da demonstragao foi encontrar um caminho entre qualquer ponto
de Quot,(r,n) e um outro ponto de um espago que ja se sabia que
era irredutivel. Motivados por essa ideia, mostramos a conexidade de
Quots(r,n) para alguns casos particulares. A ideia foi tentar encontrar
todas as configuragoes possiveis dentro do espago das matrizes e depois
encontrar um caminho entre todas essas configuracoes, ou seja a ideia

foi basicamente usar a forga bruta.

Uma das maiores dificuldades para encontrar as configuragoes possiveis
e o caminho entre elas foram as contas. Até matrizes 3 x 3, estava
usando sites que fazem as contas simbdlicas. Quando passamos para
matrizes 4 X 4 os sites nao faziam certas operagoes, como por exem-
plo, elevar uma matriz genérica 4 x 4 a quarta poténcia para checar a
propriedade de ser nilpotente, ou verificar a comutatividade entre elas.
Entao precisamos de uma solugdo, visto que fazer as contas na méao
era invidvel. Depois de uma pesquisa em busca de softwares que rea-
lizam contas simbdélicas, encontramos o Xcas ([24]), um software livre
que mostrou-se eficiente na realizacao das operagoes necessarias. De-
pois de um certo tempo para se familiarizar com o software, montamos

um programa que verificava todas as propriedades que precisamos de
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maneira quase automadtica, isto é, verificamos que todos os caminhos
feitos no Capitulo 3 estao de fato dentro de V5! (r,n), ou seja, para todo
t € [0,1], a configuragao tinha a propriedade da nilpoténcia, comutati-

vidade e estabilidade.

Depois de fazer os casos particulares, vimos que se tivéssemos um
certo “grau de liberdade”com os vetores, isto é, um valor de r alto
de acordo com n, sempre poderiamos encontrar um caminho entre os

pontos. Que foi o que fizemos no Teorema 3.7.

Um problema natural que podemos pensar futuramente é estudar
a irredutibilidade de Quot,(r,n), para os casos ded =3, n =2, n=3
e n = 4 em que fizemos neste trabalho. Coisa que parece ser um passo

razodvel usando a ideia em [3].
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