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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo fazer um estudo de agoes
de grupos e semigrupos inversos sobre bicategorias de C*-4lgebras com
diferentes formas de morfismos, como *-homomorfismos nao degenera-
dos, correspondéncias e bimédulos de Hilbert regulares ou ndo. Mostra-
mos que agdes de grupo através de *-homomorfismos nao degenerados
dao origem a agoes torcidas de grupo. Mostramos também que agoes
de grupo através de correspondéncias dao origem a fibrados de Fell
saturados sobre o mesmo grupo. Além disto, mostramos que acoes de
semigrupo inverso através de bimédulos de Hilbert ddo origem a fibra-
dos de Fell saturados sobre o mesmo semigrupo inverso. Finalmente,
mostramos que agoes de semigrupo inverso através de bimoédulos de
Hilbert regulares dao origem a fibrados de Fell regulares, os quais foram
mostrados em Twisted Actions and Regular Fell Bundles over Inverse
Semigroups de Alcides Buss e Ruy Exel serem isomorfos a fibrados de
Fell construidos a partir de agoes torcidas de semigrupo inverso.

As referéncias principais desta dissertacio sdo A Higher Category
Approach to Twisted Actions on C*-Algebras de Alcides Buss, Ralf
Meyer e Chenchang Zhu, e Inverse Semigroup Actions on Groupoids
de Alcides Buss e Ralf Meyer.

Palavras-chave: Bicategorias, C*-dlgebras. Agdes torcidas. Fi-
brados de Fell. Semigrupos inversos. Bimédulos de Hilbert.
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Abstract

The present work aims to study group and inverse semigroup actions
on bicategories of C*-algebras with different forms of morphisms, like
non-degenerate *-homomorphisms, correspondences and regular and
non-regular Hilbert bimodules. We prove that group actions through
non-degenerate *-homomorphisms give rise to twisted group actions.
We also show that group actions through correspondences yield satu-
rated Fell bundles over the same group. Furthermore, we prove that
inverse semigroup actions through Hilbert bimodules yield saturated
Fell bundles over the same inverse semigroup. Finally, we show that
inverse semigroup actions through regular Hilbert bimodules give rise
to regular satured Fell Bundles, which was shown on Twisted Actions
and Regular Fell Bundles over Inverse Semigroups by Alcides Buss and
Ruy Exel to be isomorphic Fell bundles built from twisted inverse semi-
group actions.

The main references for this dissertation are A Higher Category Ap-
proach to Twisted Actions on C*-Algebras by Alcides Buss, Ralf Meyer
and Chenchang Zhu, and Inverse Semigroup Actions on Groupoids by
Alcides Buss and Ralf Meyer.

Keywords: Bicategories. C*-algebras. Twisted actions. Fell bun-
dles. Inverse semigroups. Hilbert bimodules.
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Introducao

No contexto de C*-algebras, a forma mais comum de morfismos
sa0 os *-homomorfismos, que preservam as propriedades algébricas de
uma C*-4lgebra. Esta nogdo dé origem a uma categoria de C*-algebras
que é usada quando tratamos de agoes de grupo sobre C*-dlgebras de
maneira funtorial. Neste caso, vemos um grupo como uma categoria
com apenas um objeto e a acao se torna um funtor o : G - C*.

Foi mostrado em [I1] que agbes parciais de um grupo G sdo equiv-
alentes a agbes do semigrupo inverso associado ao grupo G, denotado
por §(G). Com isto, podemos estudar ac¢oes parciais de grupo através
do estudo de agoes de semigrupo inverso.

No caso de semigrupos inversos com unidade nao podemos nos uti-
lizar da mesma construgao, pois mesmo aqui, os morfismos associados a
agao sdo isomorfismos entre ideais da C*-4lgebra, que nao sio codifica-
dos através do ponto de vista categérico através de um funtor como no
caso de grupos. Para isto precisamos de outras formas de morfismos.

Outra forma conhecida de morfismos entre C*-4lgebras A e B sao
s-representagoes. Uma *-representacdo é um *-homomorfismo nio de-
generado de A para a algebra dos multiplicadores de B, denotada por
M(B). E conhecido que isto forma uma outra categoria de C*-alge-
bras, em que a composi¢cdo de morfismos neste caso se dé através da
identificagdo dos *-homomorfismos nao degenerados de A para M (B)
com os *-homomorfismos estritamente continuos e unitais de M (A)
para M(B). Quando nos restringimos a C*-dlgebras abelianas temos
o famoso resultado de C*-dlgebras que d4 uma equivaléncia entre a
categoria que consiste dos espacos localmente compactos Hausdorff
como objetos e fungdes continuas como morfismos e a categoria das
C*-4lgebras com x*-representacdes, que sao *-homomorfismos nao de-
generados da C*-algebra para a dlgebra dos multiplicadores, como mor-
fismos. Este resultado inspira a nogao de que o estudo de C*-dlgebras
é o estudo de topologia nao comutativa.



A algebra de multiplicadores de B pode ser construida via o es-
tudo de representacdes em moédulos de Hilbert. Vemos que a algebra
de multiplicadores de B é isomorfa & C*-4lgebra dos operadores adjun-
téveis de B, denotada por L(B), considerando B como um B-médulo de
Hilbert. Com isto, uma *-representaciao de A para B pode ser interpre-
tada como um *-homomorfismo nao degenerado de A para L(B), o que
faz com que B se torne um A-médulo a esquerda. No caso mais geral
em que assumimos H como sendo um B-moddulo de Hilbert, podemos
ainda considerar *-homomorfismos nao degenerados de A para L(H)
e isto d& origem a uma correspondéncia de A para B. Quando temos
acesso as correspondéncias, podemos fazer produtos tensoriais interi-
ores entre elas, obtendo uma nova correspondéncia como resultado e
com isto podemos interpretar o produto tensorial como uma operagao
entre as correspondéncias. O problema é que esta operacdao nao é as-
sociativa e nem tem unidade, implicando que nao existe uma categoria
de C*-4lgebras com morfismos sendo correspondéncias. Apesar disto,
se enfraquecermos a nocao de igualdade para isomorfismos, o produto
tensorial interior é associativo através de um isomorfismo implemen-
tado por um unitario. Além disto, existem correspondéncias que agem
como identidade & esquerda e a direita, novamente a menos de um iso-
morfismo implementado por um unitario. Isto nos inspira a usar uma
noc¢ao enfraquecida de categorias, que nos dé uma nogao de morfismos
entre morfismos.

O estudo de bicategorias nos da exatamente isto. Uma bicategoria,
além dos objetos e morfismos de uma categoria usual, também tem 2-
morfismos, os quais fazem o papel de morfismos entre morfismos como
mencionamos acima. Quando tratamos de 2-morfismos inversiveis en-
tre dois morfismos f e g, dizemos que f e g sdo isomorfos e isto implica
que eles sdo muito parecidos e que mesmo sendo diferentes, acabam
se comportando de maneira similar, bem como num isomorfismo entre
objetos numa categoria usual. Com isto, construimos uma bicategoria,
ou 2-categoria fraca, de C*-dlgebras, €orr(2) com morfismos sendo as
correspondéncias mencionadas acima e os 2-morfismos sendo unitarios.
Voltando a nossa analogia com *-representagoes, quando nos restringi-
mos ao caso de que a correspondéncia de A para B é dada sobre B
como um B-moédulo de Hilbert, ainda temos os unitarios de B, que sao
na verdade implementados pelos unitdrios multiplicadores de M (B).
Com isto, podemos também estender a categoria construida anterior-
mente para uma 2-categoria, estrita neste caso, com 2-morfismos sendo
unitdrios multiplicadores, denotada por €*(2).

Podemos entdo pensar uma bicategoria como uma nogao enfraque-



cida de categoria. Como no caso de categorias, um funtor age como
um morfismo entre categorias, podemos pensar num analogo para bi-
categorias. Estes sdo chamados de funtores fracos, ou homomorfismos
na literatura, e agem como funtores enfraquecidos, no sentido de que
eles ndo preservam a composicdo e a unidade através de igualdades e
sim através de 2-isomorfismos.

Vemos um grupo G' como uma bicategoria com um tnico objeto em
que os 2-morfismos sdo apenas as identidades e usamos funtores fracos
de G para €*(2) e Corr(2) para fazer um andlogo as agoes de grupo
através de funtores. Estas sdo chamadas de agoes fracas de grupos e
nos dao resultados importantes. O primeiro resultado neste sentido
deste trabalho estabelece que uma acio fraca de grupo sobre €*(2) é
equivalente a uma acdo torcida de G no sentido de Busby-Smith, veja
3.

O segundo resultado deste trabalho nesta direcdo estabelece que
uma agao fraca de grupo sobre €orr(2) é equivalente a um fibrado de
Fell saturado sobre o mesmo grupo, em que a fibra sobre a unidade é
isomorfa a C*-dlgebra de base da agdo. Este resultado foi mostrado
em [7]. Fibrados de Fell podem entéo ser entendidos como uma nogao
mais geral de agoes de grupo sobre C*-algebras.

Existe uma nocao de equivaléncia entre C*-4lgebras que age como
um *-isomorfismo enfraquecido. Esta equivaléncia é implementada por
um bimdédulo de imprimitividade entre as C*-algebras e este preserva
varias propriedades das C*-algebras, como uma correspondéncia en-
tre os ideais das mesmas que é dado pela famigerada correspondén-
cia de Rieffel ([19]: Prop. 3.24). Na bicategoria Cort(2), os mor-
fismos inversiveis, ou seja, as correspondéncias inversiveis sdo exata-
mente os bimddulos de imprimitividade, como foi mostrado em [g].
Ainda neste estudo, vemos que bimédulos de Hilbert sdo bimédulos de
imprimitividade entre ideais das C*-dlgebras, sendo assim uma forma
de *-isomorfismo enfraquecido entre os ideais. Além disto, o produto
tensorial entre bimédulos de Hilbert é novamente um bimdédulo de
Hilbert, implicando que a restricao das correspondéncias aos bimédulos
de Hilbert d4 origem a uma nova bicategoria, com os mesmos objetos
e 2-morfismos de Corr(2), chamada Bim(2).

Isto nos ajuda a contornar o problema que tivemos antes tentando
repetir o processo funtorial para um semigrupo inverso, ja que bimoé-
dulos de Hilbert codificam naturalmente *-isomorfismos enfraquecidos
entre ideais das C*-4lgebras. Isto nos inspira a estudar agoes fracas de
semigrupo inverso sobre a bicategoria Bim(2). Mostramos que estas
sao equivalentes a fibrados de Fell saturados sobre o mesmo semigrupo



inverso, um resultado andlogo ao conseguido no caso de grupos para
a Corr(2) reforcando a ideia de que fibrados de Fell podem ser vistos
como agoes de semigrupo inverso, neste caso, sobre C*-4lgebras.

No artigo [5] foi mostrado que fibrados de Fell saturados e reg-
ulares sobre um semigrupo inverso sao equivalentes a acgoes torcidas
de semigrupo inverso sobre uma C*-4lgebra. Com isto em mente, re-
stringiremos novamente os morfismos da nossa bicategoria Bim(2) para
bimé6dulos de Hilbert regulares (um bimédulo de Hilbert é dito regular
se ele é isomorfo a um A-B-bimddulo de Hilbert dado por uma tripla
(I,J,¢), em que I é um ideal de A, J é um ideal de B e ¢ é um
*-isomorfismo entre I e J, tornando J um A-B-bimédulo de Hilbert).
Mostramos que o produto tensorial de dois bimédulos de Hilbert regu-
lares é novamente regular, donde segue que esta restricao da origem a
uma nova bicategoria denotada por 9Reg(2).

Por fim, mostramos que uma acao fraca de semigrupo inverso sobre
Bim(2) é equivalente a um fibrado de Fell saturado sobre o semigrupo
inverso, generalizando o resultado anterior de ag¢bes de grupo sobre
Corr(2).

No primeiro capitulo fazemos um estudo preliminar que sera necessa-
rio para a leitura desta dissertagdo, comecando com uma introdugao a
semigrupos inversos a qual indicamos [I5] para um desenvolvimento
maior do estudo, uma revisdo rapida da teoria de C*-dlgebras a qual
indicamos [I8] para um estudo mais aprofundado, definimos categorias
e funtores, juntamente com alguns exemplos baseados em [I], e final-
mente abordamos fibrados de Fell sobre grupos e semigrupos inversos
o qual indicamos [12] e [I0] para mais informagoes sobre o assunto.

No segundo capitulo abordamos outro pré-requisito para os resul-
tados principais deste trabalho com o estudo de médulos de Hilbert.
Também fazemos uma construgao da algebra de multiplicadores de uma
C*-algebra e demonstramos o teorema de Cohen-Hewitt. Como refer-
éncias para este capitulo usamos [I4] e [19].

No terceiro capitulo comecamos com a definicdo de bicategorias,
junto com alguns exemplos de bicategorias de C*-algebras e sub-bicate-
gorias.

No dltimo capitulo definimos a nogao de funtores fracos e com isto
a ideia de uma acéo fraca de um grupo, ou um semigrupo inverso com
unidade, em uma bicategoria de C*-algebras, alcancando os resultados
principais deste trabalho. Para este e o capitulo anterior, nos baseamos
em [2] para as defini¢des e teoria de bicategorias e funtores fracos.
Outra referéncia para este estudo é [9].

Assumimos que o leitor tenha um conhecimento basico sobre dlgebra



de operadores. Apesar disto, fazemos uma revisdo rapida de conceitos
bésicos de C*-algebras no inicio deste trabalho. Além disto, tentamos
deixar o texto autocontido.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Semigrupos Inversos

Para um estudo mais aprofundado do contetido desta secdo sugeri-
mos [15].

Seja X um conjunto. Uma operagdo em X é uma funcéo f: XxX —
X. Dizemos que esta fungao é associativa se o seguinte diagrama

XxXxX%XxX

o)

XXXf;)X

comuta, em que id denota a funcdo identidade e g x h denota a funcao
que leva X x X 5 (z,y) —~ (g9(z),h(y)) € X x X para fungoes g,h: X —
X.

Um conjunto com uma operacgao associativa é chamado um semi-
grupo.

Em geral, denotaremos nossa operagao por - e escreveremos -y,
ou xy, para denotar -(x,y). Por esta razao, nos referiremos a um semi-
grupo apenas por seu conjunto subjacente ficando sua operagao suben-
tendida.

Exemplo 1.1.1. O conjunto dos naturais N com a adigdo como oper-
acgao é um semigrupo.

Exemplo 1.1.2. Todo grupo é um semigrupo.



Exemplo 1.1.3. Seja X um conjunto. Considere Fun(X) o conjunto
de todas as fungoes de X para X. Entdo Fun(X) é um semigrupo com
a operagao de composicao.

Sejam XY semigrupos. Uma funcao f : X — Y é dita ser um
homomorfismo (de semigrupos) se f(zy) = f(z)f(y), para todo z,y €
X.

Defini¢ao 1.1.4. Um semigrupo X é chamado regular se, para todo
z e X, existe y € X tal que

TYr =2 € Yyry = y.
Este elemento y é chamado um inverso de z.
E claro que se y é um inverso de x, entdo x é um inverso de y.

Exemplo 1.1.5. Seja X um conjunto. Considere P(X) o conjunto
das partes de X. Dados Y,Z € P(X), considere o conjunto de to-
das as bijegoes de Y para Z, denotado por Bij(Y,Z). A unido de
todos os conjuntos Bij(Y,Z), em que Y,Z € P(X) é denotado por
PBij(X) e é chamado de bijegbes parciais de X. Observe que nao
podemos compor quaisquer duas funcgdes deste conjunto, ja que exis-
tem fungdes claramente ndo componiveis no sentido usual. Entretanto,
existe um outro sentido de composi¢ao, chamado de composi¢do par-
cial de fungoes. Este outro sentido nos permite compor quaisquer duas
fungoes acima, desde que restrinjamos seus dominios e contradominios
de maneira conveniente.

Sejam f:Y - Zeg:V - W duas funcées em que VWY, 7
sao subconjuntos de X. Entao podemos fazer a composi¢ao go f se o
contradominio de f estd contido ou igual ao dominio de g. Considere
entdo o conjunto f1(V nZ), em que f~! denota a imagem inversa
do conjunto em questdo. Sobre este conjunto, potencialmente vazio,
podemos aplicar g o f. De fato,

9o f(IN(VnZ) cg(VnZ)cW.

Podemos entao definir novas fungoes f',g’, restricoes de f e g, re-
spectivamente, de forma que f': fY(VnZ) >VnZeg :VnZ -
g(V nZ). Estas fungoes sdo componiveis no sentido usual. Definiremos
a composicao parcial de g com f como sendo a composi¢cao de g’ com
f’. Note que esta composicdo pode resultar na fun¢ao vazia.

No caso que f e g sdo bijetoras, segue que f’ e ¢’ definidas acima
também sao bijecdes. Esta composigcao parcial entao nos permite com-
por quaisquer duas bijegoes.



Segue que o conjunto das bijegoes parciais de X com a operagdo
de composicdo definida acima é um semigrupo regular, em que uma
inversa para cada f:Y — Z € PBij(X) é da forma f':Z - Y, dada
pela funcdo inversa de f.

Mais ainda, note que se f : Y — Z é uma bijecao parcial de X, entao
flof=idy e foft=idy. Com isto,

f=foidy=foflof

Jl = fleidg = f o fo
Logo PBij(X) é um semigrupo regular.

Seja X um semigrupo. Um elemento z € X é chamado um idempo-
tente se zx = x. O conjunto de todos os idempotentes de um semigrupo
X é denotado por E(X).

Se X é um semigrupo regular e x,y € X de forma que y seja um
inverso para x, entdao zy e yx sdo idempotentes. De fato,

xyxy = (zyr)y = Ty

e similarmente yxyz = yx.

Uma questao importante é quando E(X) é um subsemigrupo de X,
ou seja, quando E(X) é fechado pela operacao de X. Para que isto
aconteca, precisamos avaliar quando o produto de dois idempotentes é
novamente um idempotente. Dados e, f € E(X), temos que se e comuta
com f, entao

efef=eeff=ef.

Vemos entdo que para E(X) ser um subsemigrupo, uma condicao
suficiente é que F(X) seja comutativo.

Defini¢ao 1.1.6. Um semigrupo regular S é chamado um semigrupo
inverso se F(S) é comutativo.

O proximo teorema nos dé uma equivaléncia para um semigrupo
regular ser inverso.

Teorema 1.1.7. Seja S um semigrupo regular. Entdo S € inverso se,
e somente se, existe um unico inverso para cada elemento de S.

Demonstragao: Suponha que S seja inverso e que u,v € S sejam
inversos de s € S. Entao us e vs sdo idempotentes, e logo

u=usu = (us)(vs)u =v(sus)u =vsu = v(sv)(su) = v(sus)v = vsv = v.



Suponha agora que exista um tnico inverso para cada elemento de
S. Sejam e, f € E(S). Temos que existe um unico inverso de ef,
digamos z € S. Note que

(fze)? = fzefo)e = fae
e portanto, fxe € E(S). Mais ainda,
ef(fre)ef =efzef =ef

(fae)ef(fue) = f(vefa)e = fxe.

Logo fzxe = x, pela unicidade do inverso de ef. Isto mostra que
o inverso do produto de dois idempotentes é também idempotente.
Porém, todo idempotente é inverso de si mesmo, e logo como ef é
inverso de x, segue que ef = x. Isto mostra que ef é idempotente.
Similarmente, fe é idempotente. O cédlculo anterior entdo mostra que
ef =x = fxe. Portanto,

ef = fxe= fefe= fe.

]

Entdo em um semigrupo inverso, todo elemento tem um tnico in-

verso. Por conta deste resultado, vamos denotar o inverso de um ele-
mento s € S por s71.

Sejam S, T semigrupos inversos. Um homomorfismo de semigrupos

f S — T preserva inversos. De fato,

F(sT) = (sl ss™) = f(sTf(9)f(s7H)

F(s)=f(ss7hs) = f(s)f(s7) f(s),

donde segue que f(s7!) é um inverso para f(s). Logo, f(s7!) = f(s)71.

Vamos mostrar agora que o semigrupo do Exemplo também
é um semigrupo inverso. Ja sabemos que ele é um semigrupo regular.
Seja e:Y — Z € Bij(X) um idempotente. Temos que

e=e ' Z Y

e=eoe=1idy

e por outro lado,
e=ecoe=1idy,



o que implica que Z = Y e que e é a funcdo identidade de algum
subconjunto de X. Por outro lado, se Y € P(X) entdo idy é claramente
um idempotente, o que implica que todo idempotente de PBij(X) é
da forma descrita acima. Sejam agora Y, Z € P(X). Temos, usando as
nogoes de dominio de composicdo parcial definidas no outro exemplo,
que idy oidz : ZnNY - ZnY, eidy oidy =idz~y, donde segue que os
idempotentes comutam, e logo PBij(X) é um semigrupo inverso.

Este é o exemplo mais importante da teoria, ja que todo semigrupo
inverso se imerge num da forma descrita acima, para algum conjunto
X especifico. Note que neste exemplo, os idempotentes fofte f~tof
se comportam como identidades & esquerda e A direita de f. E f4cil ver
que este também é o caso para um semigrupo inverso qualquer.

Se S é um semigrupo inverso e s € S, denotamos por d(s) = s71s e
r(s) = ss71, em que o primeiro é chamado de dominio de s e o segundo
chamado de imagem de s.

Iremos mostrar agora algumas propriedades de semigrupos inversos
em geral. Algumas destas propriedades ja foram mostradas durante o
texto, mas serdo relatadas novamente aqui para fins de referéncia.

Proposigao 1.1.8. Seja S um semigrupo inverso. Entdo

1

1. Para todo s€ S, s™'s e ss! sdo idempotentes.

2. (s t=s.

3. Para todo s€ S e todo e € E(S), s™tes é idempotente.

4. SeeeE(S) entioe ! =e.

5. Para quaisquer si,so € S, (s152)7 = s5tsyt.
Demonstragao:

1. (s7's)(s71s) = (s7'ss7!)s = s71s, e similarmente para ss™.

. Direto da definicao.

. s te(sses = (s71ss7)ees = s tes.

2
3
4. Direto da definicéo.
5. (5152)85 57 (5182) = (5157 51) (52551 82) = 5189 €
(sa's1')s1sa(sz's1") = (5352850 ) (51 s1871) = 8357
(]

A propriedade 3 da proposicdo anterior nos traz um resultado téc-
nico importante.
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Lema 1.1.9. Seja S um semigrupo inverso. Dados s€ S e e € E(S),
existem idempotentes f1 e fo de forma que se = fi1s e es = sfs.

Demonstracao: Para se considere f; = ses™'. A proposicdo anterior
nos diz que f; é idempotente. Além disso, temos

f1s=ses's =ss tse = se.
A outra parte é andloga usando o idempotente f, = s tes. [
Veremos agora a relagdo entre grupos e semigrupos inversos.

Proposigao 1.1.10. Um semigrupo inverso S € um grupo se, e So-
mente se, E(S) contém apenas um elemento.

Demonstragdo: Suponha que S seja um grupo. Sejam e, f € E(S).
Entao

e=ee=eet=1=ffl=ff=F.

Por outro lado, suponha que F(S) contenha apenas um elemento,
digamos e. Para quaisquer s € S, ss71,s71s € E(S9), e logo, ss! = e =
s's. Note que para todo s € S, se = ssls=sees=ssls= S, €
portanto e age como a unidade de S, e logo S é um grupo. ]

Iremos agora descrever a ordem parcial natural em um semigrupo
inverso. Voltemos ao exemplo de PBij(X) (Exemplo [I.1.5). Lembre
que d(f) = f'of e, a partir daqui, identificaremos a funcio identidade
d(f) com seu dominio. Temos uma ordem natural em PBij(X), em
que f < g se, e somente se, d(f) c d(g) e f(z) = g(x), para todo
z € d(f). Afirmamos que esta condi¢io é equivalente a igualdade f =
gof~tof. De fato, como f(z) = g(x) paratodo x € d(f),ed(f) = ftof
temos, em particular, que f(z) = fo flo f(x)=go f 1o f(zx), para
todo = € d(f). Como o dominio de go f~o f é igual a d(f), segue que
podemos descrever a igualdade como f = gof~'of. Mais ainda, note que
este é o inico idempotente que faria com que esta igualdade funcionasse.
Por outro lado, se f = go f Lo f, temos que, em particular, d(f) c d(g),
pois caso contrario a composicao restringiria o dominio de g para um
dominio menor que o de f. Além disso, segue que f(x) = g(x), para
todo x € d(f). Com isso, podemos definir que f < g se, e somente se,
f=goftof. Vamos usar esta ideia para uma relacio de ordem num
semigrupo inverso qualquer.

Seja S um semigrupo inverso. Dados s,t € S, dizemos que s < ¢t
se existe e € E(S) tal que s = te. Isto define uma relagiao de ordem
parcial para S, mas para mostrarmos isto, vamos primeiro ver algumas
equivaléncias desta definicdo.
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Proposigao 1.1.11. Sejam S um semigrupo inverso e s,t € S. Entdo
sao equivalentes:

1. s<t;

7

s = ft para algum f € E(S);

®
I
»
&
L
\.ﬁ

Demonstragdo: (1) = (2) : Segue diretamente do Lema apli-
cado a t.

(2) = (3) : Usando a Proposi¢ao m temos que s7t = t71f7l =
t71f. Logo, s7t <t71.

(3) = (4) : Existe e € E(S) tal que s™* =t le, entdo s = et, e logo
s =et = eet = es, o que implica ess™! = ss71. Dai, s = ss7's = ss et =
ess it = ss71t.

(4) = (5) : Como s = ss71t, segue do Lemaque existe e € £(.5)
de forma que s = te. Disto, s = se, e logo s 's=s"'se. Dai, s =ss's=
tes ls=tslse=ts1s.

(5) = (1) : Direto da definigéo. |

Observe que a inversdo no semigrupo inverso preserva a ordem.

Com estas equivaléncias podemos agora mostrar que a relacao definida
acima é uma ordem parcial.

Proposigao 1.1.12. Seja S um semigrupo inverso. A relagdo < é uma
ordem parcial.

Demonstracgido: Como s = ss™'s, para todo s € S, segue que a relacio
é reflexiva.
Ses<tet<s, entdo s=ts'set=st"'t. Disto,

s=tsts=st s s = st = t,

donde segue a antissimetria.

Por fim,se s<tet<u,entdos=ts 'set=ut"'t logos=ut ‘ts's,
donde segue a transitividade. ]

Esta ordem é chamada de ordem parcial natural do semigrupo in-
verso.

Se S, T sao semigrupos inversos e f :.S - T é um homomorfismo,
entdao f preserva a ordem parcial natural dos semigrupos inversos. De
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fato, se s,t € S s@o tais que s < ¢, entdo, existe e € E(S) de forma que
s =te, temos

f(s) = f(te) = f(t) [ (e),

donde segue que f(s) < f(t), j4 que f(e) é idempotente.

Esta relacao se comporta bem com o produto. De fato, se s <t ewu <
v, entdo s = ss 't e u = vu 'u, donde su = ss 'tvu'u. Usando o Lema
segue que existe e € £(S) de forma que ss'tvutu = touue,
provando que su < tv.

Uma consequéncia disto é que se s < ¢, entdo d(s) < d(t) e r(s) <
r(t).

Podemos também ver esta ordem parcial natural sobre o subsemi-
grupo inverso F(S). Temos quese e, f € E(S), entdo e < f se, e somente
se, e = ef = fe, como consequéncia direta da Proposicao item
(4).

Definiremos agora uma estrutura que descrevera melhor as pro-
priedades da ordem parcial natural do subsemigrupo E(.S) de um semi-
grupo inverso S.

Definig¢ao 1.1.13. Um semirreticulado inferior é um conjunto X com
uma ordem parcial < tal que para quaisquer x,y € X, existe z € X de
forma que z < x,y e para todo w € X, que satisfaz w < x,y, tem-se
que w < z. Este z é chamado de infimo de x,y e denotado por x A y.
Similarmente, um semirreticulado superior é um conjunto X com uma
ordem parcial < de forma que para todo z,y € X, existe um z € X que
satisfaz =,y < z e para todo outro w € X de forma que z,y < w, temos
que z < w. Este z é chamado de supremo de z,y e denotado por z v y.
Um reticulado é um semirreticulado inferior e superior.

Note que x A y € Unico, pois caso existam w, z € X satisfazendo o
enunciado, segue que w < z e z < w, donde z = w. Analogamente z vy
é Umnico. Além disso, é claro que x A x = .

Lembre que estudando os idempotentes do semigrupo inverso do
Exemplo [I.I.5] vimos que eles sdo fungdes identidade em subconjuntos
de um conjunto X. Por isso, podemos identificd-los com o préprio
subconjunto. A operacdo do semigrupo inverso é identificada com a
operacao N nos subconjuntos de X e a relacdo de ordem proveniente
é dada por continéncia. Note que P(X), com a operaciao n define um
semigrupo comutativo. Mais ainda, dado Y e P(X), Y nY =Y, e logo
todo elemento de P(X) é idempotente e logo (P(X),n) é um semigrupo
inverso em que todos os seus elementos sao idempotentes.

Por outro lado, note que P(X) com a relagao de ordem parcial dada
por c é um semirreticulado inferior, em que Y A Z =Y n Z. Com isso,
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segue que os idempotentes de PBij(X) formam um semirreticulado
inferior.
Isto é algo que acontece num semigrupo inverso qualquer.

Proposicdo 1.1.14. Se S é um semigrupo inverso, E(S) com a ordem
parcial natural € um semirreticulado inferior.

Demonstragdo: Dados e, f € E(S), note que efe = fee = fe, donde
segue que fe < e, e similarmente, fe < f. Suponha agora que h € E(S) é
tal que h < e, f. Usando a estrutura de ordem parcial nos idempotentes
de um semigrupo inverso, temos que he = h e hf = h, donde segue que
hef = h e portanto h <ef. Logo, en f =ef. ]

Por isso, geralmente nos referimos a E(S) como sendo o semirretic-
ulado dos idempotentes de S.

Seja agora (P,<) um semirreticulado inferior. Temos que (P,A)
gera um semigrupo inverso em que todos os elementos sdo idempo-
tentes. Vamos mostrar primeiro a associatividade. Sejam p,q,r € P.
Note que (pAq) AT < p,q,7, donde segue que (pAG) AT < p,gAT
e logo (pAg) Ar <pa(gAar). Similarmente, mostra-se a outra de-
sigualdade. Mostraremos agora que a operagado A é comutativa e que
todos os elementos de P sdo idempotentes. Sejam p,q € P, temos que
gAp = pAq € P, pois P é um semirreticulado inferior. Além disto pAp =p
e logo p é idempotente, donde segue que (P, A) é um semigrupo inverso
em que todos os elementos sdo idempotentes. Disto, temos uma relacao
biunivoca entre semigrupos inversos formados apenas por idempotentes
e semirreticulados inferiores.

Observe que, pela proposicao [1.1.10] um grupo é um semigrupo
inverso com apenas um idempotente. Disto, a relagdo de ordem parcial
natural passa a ser uma igualdade, ja que s <t se, e somente se, s = t,
para s,t no grupo. Por outro lado, se a ordem parcial natural de um
semigrupo inverso S é dada pela igualdade, segue que se e, f € E(S),
entao ef <e, f, donde segue que e = f, e portanto S é um grupo.

Um semigrupo inverso S é dito unital se existe um elemento 1 € S
de forma que sl = 1s = s para todo s € S. Em particular, 1 é um
idempotente. Caso S seja um semigrupo inverso sem unidade, podemos
torna-lo unital adicionando um novo elemento 1 a S e formando o
conjunto S u {1}, de forma que s1 =1s = s para todo s € S u{1}.

A teoria continua seu desenvolvimento com o estudo de ideais em
semigrupos inversos. Estes s@o de suma importancia na teoria e nos
permitem demonstrar o famigerado teorema de Wagner-Preston.

Teorema 1.1.15. Seja S um semigrupo inverso. Entdo eriste um
conjunto X e um homomorfismo injetivo 6 : S — PBij(X) que preserva
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a ordem parcial natural.

Para ver a demonstracao deste teorema, bem como um maior de-
senvolvimento da teoria de semigrupos inversos, indicamos [I5].

1.2 C*-algebras

Para um estudo mais aprofundado do contetido desta secao re-
comendamos ver [18].

Seja A um espago vetorial sobre C. Dizemos que A é uma algebra
se existe uma operacdo em A, a qual chamaremos de multiplicacdo, ou
produto, e denotaremos por (a,b) — ab que é bilinear e associativa.

Uma &lgebra A é chamada uma x-dlgebra se existe uma funcio
*: A — A, a qual chamaremos de involucdo e denotaremos por a + a*,
satisfazendo:

L. (a+Ab)* =a* + \b*;
2. (a*)" =aq;
3. (ab)* =b*a*

para quaisquer a,be A e AeC.

Um subconjunto S ¢ A é chamado auto-adjunto se S* := {a* : a € S}
éigual a S.

Uma #-dlgebra A é chamada normada se existe uma norma || - | em
A de forma que, para a,b € A, tenhamos

labl < alo] e la”] = fa].

Similarmente uma algebra A é chamada normada se |ab| < ||a]|b],
para todo a,b € A.

Lembre que a norma de um espaco vetorial é uma fun¢ao do espago
para os elementos positivos de R que torna continuas as operacoes de
soma e de multiplicacdo por escalar. No caso de uma norma em uma
*-algebra, estamos pedindo que a continuidade se mantenha para as
duas novas operagdes que criamos, ou seja, o produto e a involugao,
sendo que a involucgao se torna isométrica.

Uma *-dlgebra normada A é chamada uma =*-algebra de Banach se
A é completo com relagdo & sua norma.

Defini¢do 1.2.1. Uma *-dlgebra de Banach A é chamada uma C*-
algebra se, para todo a € A,

la*al = al*.
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Esta igualdade é chamada C*-identidade.

Observe que, em particular, toda C*-4lgebra é uma algebra de Ba-
nach.

Uma C*-dlgebra A ¢é dita unital se existe um elemento 1 € A de
forma que para todo a € A, la =al = a.

Observe que como A é uma =-algebra de Banach, segue que para
todo a € A, |la*a| < |a*|[a| = |la|* e, portanto, para verificar a C*-
identidade basta mostrar que |al? < [|a*a| para todo a € A.

Uma =*-subdlgebra de A é um subconjunto B ¢ A em que as oper-
acoes de A, quando restritas a B, tem como imagem um subconjunto
de B. Se, além disso, B for fechado em A, entdo B serd também uma
C*-algebra.

Exemplo 1.2.2. Considere C com a involugdo dada pela conjugacdo
e a norma ¢é dada pelo médulo. Com esta norma e esta involugao, C é
uma C*-algebra. Isto é direto da definicao do médulo.

Exemplo 1.2.3. Seja X um conjunto. Considere as fungoes f de X
para C que sao limitadas, no sentido que existe um L > 0 de forma que
|f(x)] < L para todo x € X. Denotaremos este conjunto por ¢=°(X).
Tornamos ¢°(X) numa *-algebra através das operagoes:

(f+9)(x) = f(z) +g(x),
(Af) (@) = Af(2),
(f9)(x) = f(x)g(x),

(@) = f(z),
em que f,g€¢®(X) e AeC. Definimos a norma de ¢*°(X) por

| £1 = sup|f ().
reX

E facil ver que £°(X) é completo com esta norma e portanto, esta
é uma x*-dlgebra de Banach. Para a C*-identidade, seja f € £~(X).
Note que

|£* /1 =sup|f(x) ()] = sup|f(2)* = | f]*,
zeX zeX

donde segue que £=°(X) é uma C*-dlgebra. Esta C*-dlgebra é unital
sendo a fungao constante igual a 1 a sua unidade.
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Exemplo 1.2.4. Seja X um espago topolégico. Considere as fungoes
continuas de X para C que sdo limitadas, no mesmo sentido do exemplo
anterior. Denotaremos este conjunto por Cp(X). Podemos ver Cp(X)
como uma *-subdlgebra de £*°(X). Mais ainda, note que Cp(X) é
fechado em ¢*°(X) e logo também é uma C*-dlgebra. Além disso, note
que a unidade de £*°(X) também estd em C,(X), donde segue que
Cp(X) é unital.

Observe que se X é um espago compacto, entdo Cp(X) = C'(X), em
que C(X) denota o conjunto das fungoes continuas de X em C.

Exemplo 1.2.5. Seja X um espago localmente compacto Hausdorff.
Considere as fungoes continuas de X para C. Dizemos que uma fungao
f:X = C se anula no infinito se, para todo € > 0, o conjunto {x € X :
|f(x)] > e} é compacto. O conjunto de todas as fungdes continuas de X
para C que se anulam no infinito é denotado por Cy(X). Podemos ver
Cp(X) como uma *-subdlgebra de Cp(X). Além disso, note que Cp(X)
é fechado em Cy(X), donde segue que Cy(X) é uma C*-4lgebra.

Exemplo 1.2.6. Seja ‘H um espaco de Hilbert sobre C. Considere
os operadores limitados de H, denotado por B(H). As operagoes de
soma e produto por escalar pontual, o produto sendo a composicao e
a involugdo sendo a adjunao de operador faz com que B(H) seja uma
*-algebra. Mais ainda, com a norma de operador

17| = T {T(),y)l

sup =
zeX\{0} || z,yeX\{0} Iz vl

faz com que B(H) seja uma *-algebra de Banach. Para a C*-identidade,
considere T € B(H). Temos

sup  [(T°T(z),y)l 2 sup [(T"T(x),z) =

z,yeX \{0} zeX\{0}
= sup [(T(2),T(X))|= sup |T(z)]?
zeX\{0} zeX\{0}

donde segue que |T*T| > |T|? e pela observacio feita apés a definicio
de C*-algebras, segue que B(H) é uma C*-dlgebra. Além disso, o
operador identidade é a unidade desta C*-dlgebra.

Exemplo 1.2.7. Seja M, := M,,(C) as matrizes quadradas de ordem
n com valores em C. Dados 4,5 € {1,...n}, definimos por (m;;);; a
matriz que tem m;; como elemento da linha ¢ coluna j. Podemos ver
M,, como uma *-algebra usando o produto de matrizes e a involugao
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de uma matriz M = (m;;);; sendo a transposta conjugada desta, ou
seja, a matriz M* = (T;;);,. A norma em M,, é dada por:

0] = sup{ Lot «:"\{0}}

em que C" denota o espago vetorial formado pela soma direta de n
copias de C com a norma 2, ou seja ||(z1,...,2,)| = (Z |z1|?)1/2. Mais

ainda, note que M,, é completo, pois tem dimensao ﬁmta e logo, M, é
uma *-algebra de Banach. Agora, lembre que C" com a norma definida
acima é um espaco de Hilbert, e que as matrizes, como descritas acima,
podem ser identificados com B(C™), donde segue, pelo exemplo ante-
rior, que M,, é uma C*-4lgebra.

Dada uma C*-algebra unital A e um elemento a € A, dizemos que a
é invertivel se existe b € A de forma que ab = ba = 1. Observe que, caso
exista, este elemento é inico. Neste caso, diremos que b é o inverso de a
e o denotaremos por a~'. Denotamos o conjunto de todos os inversiveis
de A por Inv(A).

Agora vamos definir alguns elementos importantes em C*-4lgebras.
Um elemento a € A é chamado:

1. autoadjunto se a* = a,

2. normal se a*a = aa”,

A 2 _ %
3. projegdo se a“ =a=a",

4. isometria se a*a =1,

5. unitdrio se a* = a~L.

Observe que os dois tltimos itens exigem que a C*-dlgebra seja
unital. E claro que todo unitdrio ¢ uma isometria. Também, todo
autoadjunto é normal. Denotamos o conjunto de todos os elementos
auto-adjuntos por A,,. Todo elemento a de uma C*-algebra pode ser
escrito de maneira tnica como b+ ic, em que b, c € Ag,. De fato, tome
b= %(a+a*) ec= i(a—a*). E claro que b,c € Ay € que a = b +ic.
Suponha agora que a = d + ie, para d,e € As,. Entdo a* = d-ie e
b= %(a +a*) = d. Similarmente ¢ = e, donde segue a unicidade.

Seja S ¢ A um subconjunto qualquer. Dizemos que S é autoadjunto

se S*i={z*:xeS}=5.
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Definig¢do 1.2.8. Seja A uma C*-4lgebra unital. Dado a € A, definimos
o espectro de a por o(a):={A¢C:A-ace Im}(A)}B O raio espectral
de a ¢ definido por r(a) := sup{|A|: A e o(a)}.

Exemplo 1.2.9. Vimos pelo exemplo m que C é uma C*-3lgebra.
Dado z € C, temos c(z) = {A e C: A -z ¢ Inv(C)}. Porém, o tnico
elemento néo inversivel de C é o 0 e portanto, o(z) = {z}.

Exemplo 1.2.10. No exemplo vimos que ¢*(X) é uma C*-
algebra, em que X é um conjunto qualquer. Dado f € £*°(X), primeiro
note que, caso f seja inversivel, sua inversa serd a funcao % definida
por %(a:) = ﬁ Com isso, temos que os elementos da imagem de f,
a qual denotaremos por im(f), estao em o(f). Além disso, note que
se y € im(f), entdo existe uma sequéncia {y,}, c im(f) convergindo
para y, em que y, = f(xz,), para algum z, € X. Afirmamos que a
fungao y — f nao é inversivel em £ (X). De fato, pela observagao feita
acima, se houvesse uma inversa para esta funcao, esta seria da forma
ﬁ. Porém, esta funcdo nao é limitada, ja que para todo L > 0, existe
um N € N de forma que para todon > N, m > L, pois f(xn) =y,

donde segue que y € o(f).
Por outro lado, considere y € C\im(f). Como f é limitada, o fecho

de sua imagem é compacto em C e logo a distdncia de y para im(f) é

positiva, digamos d. Disso, a fungao yflf é limitada, por exemplo por

é, e é a inversa de y— f, donde segue que y ¢ o(f). Com isso, provamos
que o(f) =im(f).

Note que este mesmo resultado vale para o exemplo Caso X
seja um espago compacto Hausdorff, entdo a imagem de uma funcao
continua ja serd fechada, donde segue que o(f) = im(f), para f €

c(X).

Exemplo 1.2.11. No exemplovimos que B(H) é uma C*-dlgebra,
em que H é um espaco de Hilbert. Note que o espectro de um elemento
corresponde exatamente ao espectro de um operador, como definido em
([16]: cap. 7).

Exemplo 1.2.12. Vimos no exemplo que M,(C) é uma C*-
algebra, como um caso particular do exemplo Neste caso, note
que um elemento A € C estd no espectro de uma matriz M € M, (C)
se A\ — M nao for inversivel. Porém, isto é o mesmo que dizer que o
determinante da matriz A — M é igual a 0, donde segue que A deve ser

L Aqui estamos denotando Al por .
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um autovalor de M. Por outro lado, é claro que se A é um autovalor
de M entao A esta no espectro de M, e logo o espectro de uma matriz
corresponde aos seus autovalores.

Teorema 1.2.13. Seja A uma C*-dlgebra unital. Dado a € A, o(a) é
compacto e nao vazio.

Para a demonstragido do teorema acima, veja [I8].
Um *-homomorfismo entre duas C*-algebras A e B é uma funcao
¢ : A — B que satisfaz:

1. p(a+Ab) = p(a) + Ap(b),
2. p(ab) = p(a)p(d),
3. p(a*) =p(a)".

Se as C*-dlgebras sdo unitais e p(1) = 1, dizemos que ¢ é unital.

Observe que nao exigimos, explicitamente, nenhum tipo de con-
tinuidade para *-homomorfismos entre C*-algebras. A razao para isso
é que a estrutura algébrica das C*-algebras codifica a continuidade, tor-
nando todos os *-homomorfismos contrativos, e portanto em particular
continuos ([I8] : pg. 40).

Pela estrutura algébrica ser tao rigida, também temos que existe
no maximo uma norma em uma *-algebra de Banach que a torna uma
C*-algebra ([18]: pg. 37).

Se A é uma C*-algebra, podemos criar uma &lgebra unital fazendo a
soma direta, como espago vetorial, com C, em que A é identificado com
(a,0). Defina o produto por (a, A)(b, 1) := (ab+Ab+ua, An) e a involugao
por (a,\)* := (a*,\). A aplicacdo a ~ (a,0) é um *-homomorfismo
injetivo, assim A pode ser identificada como *-subdlgebra de A & C.
Iremos mostrar a seguir que existe uma norma, necessariamente tnica,
que torna esta *-algebra em uma C*-dlgebra.

Defina ||(a, \)| := sup{|lab+ \b| : b e A, |b] <1}. E facil ver que isto
é uma norma. Além disso,

[(a, M) (b, )| =

= [[(ab+ Ab+ pa, Ap)| =

= sup{|labc + Abc + pac+ Auc|| :ce A, |e| <1} =

= sup{|dabc + Adbc + pdac + Aude| : ¢, d € A, |c|, |d| <1} =

= sup{||(da + Ad)(be + pe)| s ¢, d € A, | cf, [d] <1} <
<sup{|da+Ad| :de A, |d| <1|}sup{bc+puc|:ceA,lc| <1} =
= [[Ca, V1o, )]
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[(a, ) = [(a*,X)] = B
= sup{|a*b+Ab|:be A, |b| <1} =
= sup{[(a*b+Xb)*[:be A, [b] <1} =
= sup{[[b*a+ \b7||:be A, [b] <1} =](a,N)].

Finalmente, se b € A, com |b| < 1, entdo

|ab + A\b||? [(ab+ Ab)*(ab+ \b)| =

[6* (a*ab + Xab + Aa*b + |\[*b)| <
|a*ab+ Xab+ Aa*b + | \J°b].

Disto, temos [(a,\)[* < [(a,\)*(a,\)] = [(a*a+Aa +Aa,]AP)], e

portanto esta norma satisfaz a C*-identidade e portanto A := A @ C,
com este produto, involu¢ao e norma, é uma C*-4lgebra.

IA

Defini¢do 1.2.14. Seja A uma C*-algebra nao unital. Dado a € A,
definimos o espectro de a como sendo o espectro de (a,0) na unitizacao
A de A.

Observe que caso A néo seja unital, o espectro de um elemento
sempre contém o 0. Além disso, temos que o espectro de qualquer
elemento de uma C*-algebra é compacto ([18]: pg. 8).

Defini¢do 1.2.15. Seja A uma C*-dlgebra comutativa. Um funcional
linear nao nulo f: A - C é chamado um caracter se, para todo a,b € A,
f(a)f(b) = f(ab). O conjunto de todos os caracteres de A é denotado
por Q(A).

Todo caracter em uma C*-dlgebra automaticamente preserva a in-
volugao, ou seja, é um *-homomorfismo nao nulo e portanto é continuo
([18]: pg.40).

Para cada a € A, defina a: A* - C por 7~ 7(a), em que A* denota
o dual de A. Lembre que a topologia fraca* estd definida em qualquer
espaco dual de um espaco de Banach sendo a menor topologia que torna
fungdes como acima continuas, ou seja, a topologia inicial da familia de
fungoes {a@}qea. Observe que Q(A) c A*. Disso, definimos a topologia
em (A) como sendo a topologia *-fraca induzida de A*.

Proposigao 1.2.16. Seja A uma C*-dlgebra comutativa. Temos

1. Se A ndo € unital, entdo Q(A) € localmente compacto e Hausdorff
e para todo a € A,

{r(a): 7€ Q(A)}u{0} =0c(a).
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2. Se A ¢ unital, entdo QU(A) é compacto e para todo a€ A,
{r(a): 7eQ(A)} =0(a).
Para a demonstragdo do teorema acima, veja ([I8]: pg.14-15).

Teorema 1.2.17. Seja A # 0 uma C*-dlgebra comutativa. Entdo existe
um *-isomorfismo isométrico ¢ : A - Co(QU(A)) definido por a — a,
em que a é dado por a(t) =71(a).

Para a demonstracdo do teorema acima, veja ([I8]: pg.46).

Seja A uma C*-algebra. Dado S c¢ A qualquer, podemos definir a
C*-subdlgebra de A gerada por S como sendo a intersec¢ao de todas
as C*-dlgebras que contém S, denotada por C*(S).

Em particular, se a € A e S = {a}, denotamos a C*-subdlgebra
gerada por S por C*(a) e a chamaremos de C*-dlgebra gerada por a.

Caso A seja unital, podemos gerar a C*-dlgebra C*({a,1}), a qual
serd uma C*-algebra unital. Observe que caso a seja um elemento nor-
mal, esta C*-4lgebra serd comutativa, e logo podemos usar o teorema
para encontrarmos um isomorfismo entre C*({a,1}) e
Co(2(C*({a,1}))). Usando a Proposigao acima, mostra-se que
a aplicagdo 7 ~ 7(a) nos d4 um homeomorfismo entre Q(C * (a,1)) e
o(a), donde se obtém o seguinte resultado.

Teorema 1.2.18. Seja A uma C*-dlgebra unital e a € A normal. FEz-
iste um dnico *-homomorfismo isométrico p : C(o(a)) - A tal que
@(id|y(q)) = a. Além disso, a imagem de ¢ é a C*-dlgebra C*({a,1}).

Para a demonstracao do teorema acima, veja ([I8]: pg.48).

O resultado acima é chamado do calculo funcional continuo de a.
Com isso, dado f € C(o(a)), denotaremos f(a) como sendo a im-
agem de f através do *-homomorfismo acima. Caso A nio seja uni-
tal ainda temos um resultado anilogo. Primeiro lembre que se A
nao tem unidade, entdo para todo a € A, 0 € o(a). Defina entao
Ip:={f €C(o(a))|f(0) =0}. Este é uma C*-subélgebra de C(c(a)).

Teorema 1.2.19. Nas condigoes acima, existe um *-isomorfismo isométrico
p:Ip = C*(a).

Este resultado é chamado de cdlculo funcional (ndo unital) de a.
Com isso, dado f € Iy, denotaremos f(a) como sendo a imagem de f
através do *-isomorfismo acima.

Iremos agora definir uma classe de elementos muito importante em
uma C*-4lgebra. Estes sao chamados de positivos, e imitam os nlimeros
reais positivos dentro de C.
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Defini¢do 1.2.20. Seja A uma C*-algebra. Dado a € A, dizemos que
a é positivo e escrevemos a > 0, se o(a) c R*. Denotamos o conjunto
de todos os elementos positivos de A por A*.

Definimos uma relacdo de ordem em Ag, por a < b se, e somente se,
b-a>0.

Listaremos agora algumas propriedades de elementos positivos de
uma C*-algebra.

Proposigao 1.2.21. Seja A uma C*-dlgebra. Entao:

1. Dado a € A*, existe um tnico ¢ € A* de forma que ¢* = a, deno-
tado por a'l?.

2. Sea,be A" entdoa+be A*.

3. Dadoae A, a*ae A*.

4. AT ={a*a:ace A}.

5. Sea,be Agq ea<b, entdo c*ac < c*be, para todo c € A.
6. Dados a,be A, 0<a<b= |al <|b].

7. Se A € unital e a,b sdo elementos positivos e inversiveis, entdo
a<b=0<bt<al.

8. Sea,be A*, entio a<b= a'l? <b'/?,

Para a demonstragdo da proposi¢ao acima, veja ([18]: pg.45-48).

Em geral 0 < a < b ndo implica a? < b%. Por exemplo, se A = My(C),
tome a = (§9) eb=12(11). Entdo a,b € A* e, além disto, temos
a<a+b, porém (a+ b)22— a? nao é positivo, pois a matriz b% + ab + ba =
(3 %) possui um autovalor negativo.

Definicdo 1.2.22. Seja A uma C*-algebra. Uma net {ey}ren ¢ A"
é chamada uma unidade aproximada para A se as seguintes condi¢Ges
sdo satisfeitas:

1. Jlex] €1, para todo A € A,
2. {ex}x é crescente,

3. li)r\neAa =a, Va e A.
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E conhecido que toda C*-dlgebra A tem uma unidade aproximada
a saber (A)ea em que A := {a € A* : |la| < 1}. Para uma demonstragéo,
veja ([18]: 3.1.1).

A importancia de unidades aproximadas é que nem sempre é sufi-
ciente tomar a unitizagdo da C*-algebra para resolver o problema em
questao.

Dadas A, B C*-dlgebras e ¢ : A - B um *-homomorfismo, defina
ker(¢) := ¢1(0), chamado de niicleo ou kernel do *-homomorfismo .
Como conhecido da teoria de anéis, o nicleo de um homomorfismo é um
ideal e todo ideal é nticleo de um homomorfismo. Estudaremos entdao
propriedades do kernel de um *-homomorfismo entre C*-dlgebras para
motivarmos a ideia de ideais em C*-4lgebras.

Observe que o kernel de ¢ é claramente uma *-subdlgebra de A.
Além disso, como ¢ é continuo segue que o kernel é fechado, implicando
que este é, por si s6, uma C*-subdlgebra de A. Além disso, caso n ¢
ker(y) e a € A, entédo

p(an) = p(a)p(n) =0

e similarmente, p(na) = 0, donde segue que an,na € ker(y). Isto mostra
que o kernel de um *-homomorfismo tem a mesma propriedade de um
ideal de um anel.

Defini¢do 1.2.23. Sejam A uma C*-dlgebra e I um subespaco vetorial
de A de forma que, para todonel eac A, anel enacl. Entdo I é
chamado um ¢deal (bilateral) de A. Se I for fechado em A, entao I é
chamado um ideal fechado de A.

Observe que ndo exigimos explicitamente que I seja autoadjunto.
Nao é verdade que todo ideal é auto-adjunto, porém ideais fechados
em C*-4lgebras sdo sempre auto-adjuntos ([I8]: pg. 79). Isto implica,
em particular, que um ideal fechado de uma C*-algebra A é uma C*-
subédlgebra de A.

O seguinte resultado é especial para C*-dlgebras; ele nao vale para
ideais em anéis gerais.

Proposigao 1.2.24. Sejam A uma C*-dlgebra e I,J ideais fechados
de A. Entio InJ=1J, em que IJ:=3Span{nm:nel,meJ}.

Demonstracdo: E claro que se n € I.J, entdo n € I e n € J, ji que
ambos sdo ideais, e portanto ne I nJ.

Por outro lado, I nJ é uma C*-4lgebra, e portanto pelo teorema
?77? segue que existe uma unidade aproximada {e;}; para I nJ. Disso,
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dadonelnJ,
n =limne; € IJ.

Proposig¢ao 1.2.25. Sejam A, B C*-dlgebras. Se ¢ : A - B ¢ um
*-homomorfismo injetivo, entdo ¢ € isométrico.

Para a demonstragio da proposicao acima, veja ([I8]: pg.80).

Proposigao 1.2.26. Sejam A,B C*-dlgebras. Se ¢ : A - B é um
*-homomorfismo, entio p(A) é uma C*-subdlgebra de B.

Para a demonstragido da proposi¢ao acima, veja ([I8]: pg.81).

Definigao 1.2.27. Sejam A uma C*-algebra e I um ideal fechado de
A. Dizemos que I é um ideal essencial de A se dado a € A, de forma
que an =0, para todo n € I, entdao a = 0.

Note que A é sempre essencial em si mesmo, ja que se ab = 0 para
todo b € A, entdo em particular aa* = 0, donde segue que |a]? =0 e
assim a = 0.

Podemos entao definir formalmente uma unitizagdo de uma C*-
algebra.

Definicao 1.2.28. Seja A uma C*-algebra. Dada uma C*-4lgebra uni-
tal C', dizemos que C' é uma unitizacgao de A se existe um *-homomorfismo
injetor ¢ : A - C de forma que ¢(A) é um ideal essencial de C.

Observe que se A é unital, entdo nio existe uma C*-4lgebra unital
C contendo A como um ideal essencial proprio. De fato, se 1¢ denota
a unidade de C e 14 denota a unidade de A, entdao 1 —14 € C. Além
disso,
(lc - lA)a = lca— lAa =0.

Porém, 1 — 14 # 0, j& que caso contrario A = C, e portanto A nao é
um ideal essencial de C.

Em particular, A que construimos anteriormente s6 é unitizacao no
sentido acima se A nao é unital. Isto também inspira o fato de que pode
haver outras unitizagdes para uma C*-algebra nao unital, diferentes de
A. Tsto de fato é verdade e iremos mostrar um exemplo a seguir. A
unitizacdo A é a menor unitizacdo possivel de A, no sentido de que o
quociente de A por A é isomorfo aos complexos. Podemos nos perguntar
entao se existe uma maior unitizagdo de A. Tal unitizagdo existe e é
chamada de dlgebra dos multiplicadores de A e denotada por M(A4). A
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existéncia desta C*-dlgebra pode ser feita de diversas maneiras e sera
abordada neste trabalho mais adiante. O seguinte resultado formaliza
mais precisamente de que forma M(A) é a "maior" unitizacao.

Proposigao 1.2.29. Seja A uma C*-dlgebra. Dada qualquer unitiza-
cio C de A, existe um unico *-homomorfismo injetor ¢ : C — M(A)
de forma que o diagrama

A M(A)

N A

C
comuta.

Esta proposi¢ao serd demonstrada adiante neste trabalho, quando
fizermos a construcao da algebra de multiplicadores.

Por esta propriedade universal, segue que M(A) é tnica a menos
de isomorfismos. Vamos mostrar adiante que esta C*-algebra sempre
existe.

Defini¢do 1.2.30. Sejam A,B C*-algebras. Um *-homomorfismo f :
A - B é chamado ndo degenerado se span{f(a)bla € A e b e B} é denso
em B.

E possivel mostrar que um *-homomorfismo f : A - B é nio de-
generado se, e somente se, dada uma unidade aproximada {e;};c; para
A, {f(ei)}ier é uma unidade aproximada para B.

Veremos mais a frente neste trabalho que os *-homomorfismos nao
degenerados serao de particular interesse. Eles serdo os morfismos para
certas (bi)categorias de C*-algebras.

1.3 Categorias

Um estudo mais aprofundado deste assunto pode ser feito através
de [I]. Em uma categoria uma colegido de objetos e de morfismos nao
precisam ser conjuntos. Por esta razao, evitaremos usar as notacoes
de conjunto para expressar o que é necessario, quando nao soubermos
que as colegoes em questao de fato se tratam de conjuntos. Usaremos a
noc¢ao de aplicagdo para o correspondente a uma func¢ao entre colegoes.
Uma aplicagdo ainda precisa estar definida em todos os elementos da
colecdo inicial e ndo pode levar um mesmo elemento em dois elementos
diferentes da colegao final. Na literatura, pode-se encontrar a nogao de
classes para se referir ao que chamamos de colegoes.
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Definigao 1.3.1. Uma categoria C consiste de
1. Uma colegao de objetos Ob(C).

2. Para cada par X,Y em Ob(C), existe uma cole¢do de morfismos
Hom(X,Y).

3. Para cada X em Ob(C), existe um morfismo Idx em Hom(X, X)
chamado de morfismo identidade de X.

4. Para cada X,Y,Z em Ob(C), existe uma aplicacaio Hom(Y, Z) x
Hom(X,Y) > Hom(X, Z) denotada por (g, f) ~ go f, chamada
composicao de morfismos. Esta aplicacao satisfaz as seguintes
condigoes:

(a) Dados X,Y em Ob(C) entdo para todo f em Hom(X,Y),
temos que foldx =feldyof=Ff.

(b) Dados X,Y,W,Z em Ob(C) e morfismos f em Hom(X,Y),
gem Hom(Y,W) e h em Hom(W, Z), temos

(hog)ef=ho(gef).

Denotaremos um elemento f de Hom(X,Y) por f: X - Y. Di-
remos que X € seu dominio e Y é seu contradominio, ou codominio. Em
alguns momentos também chamaremos morfismos de flechas, denotando-
os apenas por X - Y.

Observe que podemos identificar os objetos com os morfismos iden-
tidade. Isto indica que podemos definir uma categoria apenas do ponto
de vista de morfismos, tornando os objetos implicitos. Nao adotamos
esta convencao neste trabalho pois queremos evidenciar os objetos das
categorias que faremos uso.

Exemplo 1.3.2. Todo conjunto pode ser visto como uma categoria,
acrescentando apenas os morfismos identidade para cada elemento do
conjunto. Em particular, um conjunto com um s6 ponto é visto como
uma categoria, denotado por 1.

Exemplo 1.3.3. A categoria Set tem como objetos a cole¢do de todos
os conjuntos e como morfismos a cole¢do de todas as fungdes entre
conjuntos.

Os morfismos identidade sao as funcoes identidade e a composicao
de morfismos é dada pela composicao de fungoes. Os dados definidos
acima formam uma categoria, denominada de Set.
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Todos os nossos préximos exemplos terao a mesma estrutura de
identidades e composi¢do de morfismos, a menos que seja mencionado
algo diferente.

Exemplo 1.3.4. A categoria Grp tem como objetos os grupos e mor-
fismos os homomorfismos de grupos.

Exemplo 1.3.5. A categoria InvSG tem como objetos os semigrupos
inversos e morfismos os homomorfismos de semigrupos.

Exemplo 1.3.6. A categoria T'op tem como objetos os espagos topoldgi-
cos e morfismos as fungoes continuas.

Exemplo 1.3.7. A categoria C* tem como objetos C*-algebras e mor-
fismos os *-homomorfismos entre C*-algebras.

Observe que em todos os exemplos acima os morfismos sdo fungoes
entre conjuntos, por isso faz sentido falar de identidades e composicao
no sentido de fungdes como no primeiro exemplo. Apesar disto, identi-
dades e composigdes também sdo termos usados no estudo de categorias
quaisquer.

Definigao 1.3.8. Dada uma categoria C, um morfismo f: X — Y de
Hom(X,Y') é chamado inversivel se existe um outro morfismo g:Y -
X em Hom(Y, X) de forma que go f = Idx e fog = Idy. Tal morfismo
também é chamado de isomorfismo.

Caso exista um morfismo inversivel f: X — Y, dizemos que X e Y
sdo isomorfos. Isto indica que X e Y sado objetos similares dentro da
nossa categoria, e que o estudo de um é equivalente ao estudo do outro.

Note que, caso exista, g como acima sera tinico. Entao g é denotado
por f~! e chamado de inversa de f.

Observe que todo morfismo identidade é automaticamente inver-
sivel, sendo sua prépria inversa.

Exemplo 1.3.9. Na categoria Set os morfismos inversiveis sdo pre-
cisamente as fungoes inversiveis, ou seja, as fungdes bijetivas. Similar-
mente, na categoria Grp, os morfismos inversiveis sdo os isomorfismos
de grupos e analogamente para os outros exemplos que mencionamos
acima.

Defini¢ao 1.3.10. Uma categoria é chamada pequena se as colegcoes
de objetos e morfismos sdo conjuntos.

Definigao 1.3.11. Um grupoide G é uma categoria pequena em que
todos os morfismos sdo inversiveis.

28



Observe que caso um grupoide G tenha apenas um objeto, entdo o
conjunto dos seus morfismos forma um grupo. Quando este for o caso,
diremos que o grupoide em si é um grupo e o denotaremos por G.

Equivalentemente, um grupo pode ser visto como um grupoide, em
que os elementos do grupo correspondem aos morfismos do grupoide
com um s6 objeto e a composicao corresponde ao produto do grupo.
Similarmente, se S é um semigrupo inverso com unidade, podemos
considera-lo uma categoria da mesma forma, identificando a unidade
como seu unico objeto e os morfismos sendo os elementos do semigrupo
inverso. Denotaremos esta categoria também por S.

Exemplo 1.3.12. Considere um conjunto qualquer de objetos. Defina
como morfismos apenas os morfismos identidade. Esta categoria sera
um grupoide.

Observe que se f estd em Hom(X,Y) e g estd em Hom(Y,Z) de
forma que f e g sdo inversiveis, entdo go f é inversivel. De fato, é facil
ver que flog ™! éa inversa de go f.

Veremos agora algumas equivaléncias para o fato de uma fungao ser
inversivel.

Proposicao 1.3.13. Seja C uma categoria. Dado f em Hom(X,Y)
temos que sdo equivalentes:

1. f € inversivel.

2. Ezistem g,h em Hom(Y,X) de forma que go f =Idx e foh =
Idy.

3. Existem g em Hom(Y,Z) e h em Hom(W,X) tais que go f ¢
f oh sdo inversiveis.

Demonstracdo: E claro que 1 implica 2 e 3. Para 2= 1, sejam g e h
como em 2. Temos

g=goldy =go(foh)=(gof)oh=h,

donde g = h = f7L.
Para 3 = 2, sejam g e h como em 3. Sejam k = (gof) ™t el = (foh)™ L
Temos
Idx =ko(gof)=(kog)elf,

donde ko g estd em Hom(Y,X) e é uma inversa a esquerda de f.
Similarmente, hol estd em Hom(Y, X) e é uma inversa a direita de f,
como queriamos demonstrar. [
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Definigdo 1.3.14. Seja C uma categoria. Dizemos que D é uma sub-
categoria de C se todo objeto de D é um objeto de C e, para quaisquer
X,Y em Ob(D), os morfismos Hom(X,Y) em D também sdo morfis-
mos de Hom(X,Y) em C. Além disso, a composi¢ao em D é a mesma
composicao de C.

Exemplo 1.3.15. Os exemplos sdo subcategorias do ex-
emplo [.3:3]

Exemplo 1.3.16. Na categoria Grp, podemos considerar apenas os
grupos abelianos. Isto nos d4 uma subcategoria de Grp, denotada por
Ab.

Exemplo 1.3.17. Na categoria Top, podemos nos restringir apenas
aos espacos topoldgicos Hausdorff localmente compactos. Podemos
ainda restringir os morfismos as fungoes continuas prépriasﬂ Esta sera
uma subcategoria de Top, denotada por LCH.

Dada uma categoria C, podemos definir outra categoria, chamada de
categoria oposta e denotada por C°P, em que Ob(C°?) = Ob(C) e para
todo X,Y em Ob(C°?), Homcor(X,Y) = Home(Y,X). Em outras
palavras estamos invertendo as flechas, ja que se f : X - Y em C,
temos f:Y - X em C°. Para morfismos f em Homeer (X,Y) e g
em Homgcor (Y, Z), definimos a composi¢ao o4, por g o, f = fog, em
que o denota a composicao de C, g estd em Home(Z,Y) e f estd em
Home (Y, X).

Definicao 1.3.18. Sejam C e D categorias. Um funtor covariante F
de C para D é um par de aplicagdes, (Fop, FHom) de forma que Fop
leva objetos de C em objetos de D, e Fpom leva um morfismo f de
Hom(A, B) de C para um morfismo F(f) de Hom(F(A),F(B)) de D,
satisfazendo as seguintes condigoes:

L. Faom(Idx) = Idp,,(x), para todo X em Ob(C).

2. Faom(go f)=From(9) o Faom(f), para todo f em Hom(X,Y)
e gem Hom(Y,Z).

Escrevemos F:C — D para indicar que temos um funtor de C para
D. Além disso, a fim de simplificar as notagoes, vamos usar a mesma
notacdo F' para ambas as aplicacoes Fpp € Fpom. Por exemplo, a
primeira condicdo se torna F(Idx) = Idp(x) e a segunda condicdo se

2Uma funcéo é dita ser prépria se a imagem inversa de um compacto é também
compacto.
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torna F'(go f) = F(g) e F(f). Além disto, para cada X em Ob(C),
denotaremos por F'(X) sua imagem pelo funtor F' em Ob(D). Simi-
larmente, se X,Y estdo em Ob(C) e f: X - Y estd em Hom(X,Y),
denotaremos por F(f): F(X) — F(Y) sua imagem pelo funtor F' em
Hom(F(X),F(Y)).

Observe que se F':C — D é um funtor, entdo a cole¢do de todos os
objetos Y de D de forma que Y = F(X), para algum X em Ob(C) e
a cole¢ao de todos os morfismos g : F(A) > F(B) de D de forma que
g=F(f), para algum f em Hom(A, B) nio precisa ser uma categoria.
Por exemplo, considere as seguintes categorias:

em que as letras maitusculas simbolizam os objetos e as letras mintsculas
os morfismos diferentes da identidade. Considere entéo o funtor F/(A4) =
P, F(B)=Q =F(C), F(D) =R, F(g) =k e F(f) = h. Note que o
conjunto gerado por esses elementos nao é uma categoria, pois hok nao
esta nele.

Definigao 1.3.19. Sejam C e D categorias. Um funtor contravariante
F de C para D é um par de aplicacoes, (Fop, From) de forma que Fop
leva objetos de C em objetos de D, e Fgopm leva um morfismo f de
Hom(A, B) de C para um morfismo F(f) de Hom(F(B),F(A)) de D,
satisfazendo as seguintes condigbes:

L. Faom(Idx) = Idp,,(x), para todo X em Ob(C).

2. From(go f)=From(f) o From(g), para todo f em Hom(X,Y)
egem Hom(Y,Z).

Observe que se F': C - D é um funtor, entdo F,, : C°? - D definida
da mesma maneira que F' é um funtor contravariante. De fato, como F' é
um funtor, segue que Fy,(Idx) = Idp(xy. Além disto, pela composicao
da categoria oposta, temos

Fop(f Oop g9) = Fop(go f)= Fop(g) © Op(f)
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Similarmente, F'? : C — D e FJl' : C°? — D definidos da mesma
maneira que F' serao um funtor contravariante e um funtor covariante,
respectivamente.

Exemplo 1.3.20. Dadas as categorias Grp e Set, existe um funtor U :
Grp - Set que “esquece” as propriedades de grupo, lembrando apenas
do conjunto subjacente. Por esta razao, este funtor é chamado de funtor
esquecimento, ou funtor subjacente. Podemos fazer o mesmo com as
categorias InvSG e C* para Set. Dada uma C*-dlgebra, podemos
também criar um funtor esquecimento T : C* — Ab mandando C*-
algebras no grupo aditivo abeliano subjacente.

Note que um funtor F': C — D leva morfismos inversiveis em morfis-
mos inversiveis e que, dados X, Y, W, Z em Ob(C) e f em Hom(X,Y),
gem Hom(Y,Z), h em Hom(X,W) e k em Hom(W, Z), temos que se
o diagrama

x—t.oy
hl Lg

comuta, entao o diagrama

FOO) 2% Py

F(h)l lF(g)

F(W) W F(Z)
também comuta. Em outras palavras, F' leva diagramas comutativos
em diagramas comutativos.
Faremos agora um estudo do ponto de vista categdrico de acdes de
grupos e semigrupos inversos.

Defini¢ao 1.3.21. Uma ag¢do de grupos em uma categoria C é um
funtor a: G - C, em que G é um grupo.

Aqui estamos considerando o grupo G como uma categoria vendo
sua unidade e como o unico objeto da categoria e cada elemento do
grupo como um morfismo. A composicio desta categoria é dada pela
multiplicacdo do grupo.

Note que alteramos a notacao de funtores usual para que fique evi-
denciado que estamos falando de agoes, além do fato de que esta é uma
notagao padrao para este tipo de estudo.
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No caso acima, chamaremos a da agdo de G sobre o objeto af(e),
em que e € G é a unidade do grupo.

Exemplo 1.3.22. Seja G um grupo qualquer. Na categoria Set, um
funtor « de G para Set associa a unidade do grupo um conjunto X.
Neste caso, diremos que a agdo do grupo é sobre X. Os morfismos
serdo funcoes bijetoras, denotadas por ay de X em X, para todo g € G.
Como « é um funtor, a. = Idx e agoy, == g 0 oy, = g, Note que esta
coincide com a definicdo cldssica de agdes de grupos sobre conjuntos.

Considere agora o caso de um semigrupo inverso S com unidade.
Podemos considera-lo como uma categoria da mesma forma que fizemos
com um grupo, fazendo com que sua unidade seja o Unico objeto da
categoria e que seus elementos sejam os morfismos. Podemos entao
tentar codificar a nocdo de uma agdo de semigrupo inverso sobre uma
categoria como um funtor, como feito no caso de grupos, porém isto
tem alguns problemas que serdao abordados a seguir.

Seja @ um funtor de um semigrupo inverso .S com unidade para
Set. Este ndo dé origem a uma acdo de semigrupos inversos sobre um
conjunto X. Os morfismos sao fungoes, denotadas por o, de X para
X para todo s € S. Similarmente, a1 = Idx e asap = g0 qp = Qg.
Usando as propriedades de semigrupos inversos, temos que oo, = e,
para todo e € E(S). Daf, ao(X):={ze X :3ye X com a.(y) =z} c X
¢ da forma que aclq, (x) = Ida,(x). Porém, nao temos controle de
como «a, é fora deste subconjunto. Isto implica que esta fungao nao é
necessariamente uma bije¢do, bem como cada as com s € .S. Com isto,
nao podemos codificar a nogcdo de uma acao de semigrupos inversos,
como definida em [I1], através de funtores. Adiante em nosso trabalho,
vamos contornar isto com o uso de bicategorias e funtores fracos.

Exemplo 1.3.23. Considere a categoria C*. Dado G um grupo, « :
G — C* age sobre uma C*-4lgebra A. Os morfismos sdo *-automorfismos
de A. As mesmas propriedades como no exemplo anterior sdo obtidas,
gerando uma acao de grupos sobre C*-algebras no sentido classico.

Sejam C, D e &£ categorias. Dados funtores F :C —>De G:D - €&,
podemos compor estes funtores de maneira canonica. Esta composicao
ainda serd um funtor, como pode ser facilmente verificado, e sera de-
notado por Go F. E claro que esta composicio é associativa.

Além disso, para cada categoria C, existe o funtor identidade de
C para C, denotado por Ide, que mantém a categoria igual. Quando
a categoria em questdo nao for relevante, vamos denotar este funtor
apenas como Id ou 1. Com isso temos mais um exemplo de categorias:
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Exemplo 1.3.24. A categoria Cat tem como objetos as categorias
pequenas e como morfismos os funtores. Pelo que foi discutido acima,
esta é, de fato, uma categoria.

Motivados por isto, vemos que duas categorias C e D sao isomorfas
se existe um funtor F':C — D inversivel. Em geral, ndo temos isomor-
fismos entre categorias. Apesar disso, duas categorias ainda podem ser
muito parecidas sem serem isomorfas. Esta no¢ao é chamada de equiv-
aléncia entre categorias. Sao como isomorfismos enfraquecidos. Para
formalizar isso, primeiro definiremos uma nocao de transformacgoes en-
tre funtores.

Definigao 1.3.25. Sejam C e D duas categorias. Dados F,G:C - D
funtores, uma transformacgao natural n de F' para G, denotada por
n: F - G é uma colecdo de morfismos {nx}x em ob(c) em D, com
nx : F(X) - G(X) de forma que, para todo f : X - Y em C, o
diagrama

F(X) > G(X)

F(f)l lG(f)

F(Y) ——G(Y)

comuta.

Uma transformagcdo natural n é chamada um isomorfismo natural
se a colecao de morfismos {nx }x em ob(c) for composta de morfismos
inversiveis. Um isomorfismo natural n de F' para G serda denotado por
n:F5G.

Podemos interpretar uma transformacao natural como uma “transla-
¢a0”, através da colecdo de morfismos, de diagramas comutativos prove-
nientes de um funtor, para diagramas comutativos provenientes de
outro funtor.

Uma transformacdo natural é geralmente chamada um morfismo
entre funtores.

Definigao 1.3.26. Sejam C e D categorias. Dizemos que C e D sao
equivalentes se existem funtores F':C - D e G : D - C e isomorfismos
naturais n: Go F — Idc e p: F oG — Idp.

Caso os funtores em questdo sejam contravariantes e mesmo assim
existirem os isomorfismos naturais como definidos acima, entao dize-
mos que existe uma dualidade entre as categorias. Observe que uma
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dualidade entre categorias C e D é o mesmo que uma equivaléncia entre
as categorias C? e D.

J& vimos que podemos compor funtores, quando a categoria de base
de um é igual a categoria sobre a qual a imagem do outro funtor esté.
Vamos fazer algo similar para transformagoes naturais. Sejam C e D
duas categorias. Dados F,G, H : C — D funtores de forma que existam
transformacgoes naturais n : ' - G e p : G - H. Podemos entdo
construir uma transformagcao natural pon de F para H, em que (po
Mx = (ux onx)x, sendo X um objeto de C. Para ver que esta de
fato é uma transformagao natural, seja f: X - Y um morfismo em C
e considere os diagramas,

nx nx

F(X) G(X) H(X)
F(f)l Gif) LH(f)
F(Y) —> G(Y) —> H(Y).

Observe que cada quadrado comuta, pelas propriedades naturais de
7 e u, e portanto o retdngulo exterior comuta, provando que g on como
definida acima é uma transformacao natural.

Iremos discutir agora mais alguns aspéctos técnicos sobre a criacao
de novos funtores e transformagcdes naturais a partir de ja existentes.

Sejam C e D duas categorias. Podemos formar uma nova cate-
goria, denotada por C x D em que os objetos sdo da forma (X,Y),
em que X estd em Ob(C) e Y estd em Ob(D), e os morfismos sao
da forma (f,g), em que f é um morfismo de C e g é um morfismo
de D. O morfismo identidade de um objeto (X,Y") é o morfismo da
forma (Idx,Idy). Dados (fi,91) : (X1,Y1) — (W1,Z1) e (fa,92) :
(W1, Z1) - (X2,Y3), definimos a composicdo deles como sendo a apli-
cacdo que manda ((f2,92),(f1,91)) em (f20 fi,92091), em que as
composicoes usadas sao de C e D, respectivamente. Esta é de fato uma
categoria, e é chamada de produto das categorias C e D ou de categoria
produto, quando as categorias subjacentes estdo claras.

Dados Fy : C - £ e F5 : D - F funtores, podemos criar o fun-
tor F1 x Fy : CxD - £ x F, que leva um objeto (X,Y) no objeto
(F1(X), F5(Y)) e um morfismo (f, g) no morfismo (Fy(f), Fz2(g)). Us-
ando as propriedades funtoriais de F; e F5 e a definicdo da categoria
produto, segue que Fj x Fy é um funtor.

Considere agora F1,G1:C - £ e Fy,Go : D — F funtores. Suponha
também que existam transformacoes naturais n; : F; - Gy e 12 : Fo —
G5. Podemos entdo criar uma transformacgao natural ny * 1y : Fy x Fy —

35



G1 %G, de forma que cada morfismo de (91 *12) (x,v) = (15, M2y ), que
é um morfismo em £ x F, para cada (X,Y’) objetos de C x D. Usando
acomutatividade dos diagramas das transformacoes 7; e 772, segue que
71 * M2 € uma transformacio natural. Além disso, se n; e 7 forem
isomorfismos naturais, entao 77 * 12 serd um isomorfismo natural.

Por fim, se n é uma transformacdo natural entre os funtores F,G :
C-DeH:D—»E,entdo H(n): HoF - HoG, em que (H(n))x :=
H(nx), sendo X um objeto de C, é uma transformagao natural, como
pode ser visto usando as propriedades funtoriais de H e o diagrama da
comutatividade de 7.

Estas ideias serao usadas adiante no trabalho.

1.4 Fibrados de Fell

Para um estudo mais aprofundado deste assunto, recomendamos
[12].

Iniciaremos com um estudo de fibrados de Fell sobre um grupo G.

Fixe, por toda esta secdo, G como sendo um grupo.

Defini¢ao 1.4.1. Um fibrado de Fell sobre G é uma tripla (B, -, *) em
que B é a unido disjunta de uma cole¢ao de espacos de Banach { By }4ec
e

-:Bx B — B, é uma funcao que chamaremos de produto,

*: 3 - B, é uma funcdo que chamaremos de involugao,

de forma que, para todo g, h,k € G e b, c € B, as seguintes propriedades
sao validas:

(i) Bg-Bp € Bgp.
(ii) O produto é bilinear quando restrito a By x By,.

(iii) O produto é associativo.

(v) (Bg)* € By1.
(vi) A involucdo é conjugado-linear quando restrita a B,.

(b-c)*=c*-b*.

(vii

)
)
)
(iv) [[o-ef < [olfe]-
)
)
)
)

(b*)* = b,

(viii

36



(ix) [o*] =[]
(x) [b* -] =[]
(xi) b*-b>0.

Um fibrado de Fell é dito saturado se, para quaisquer g, h € G, span{b-c:
be Bg,c € Bh} = th.

Observe que o item (zi) faz sentido pois b* - b € B, e os itens an-
teriores implicam que B, é uma C*-dlgebra. Nos referiremos a uma
tripla da forma (B, -, *) apenas como B quando o produto e a involugao
estiverem claros.

Exemplo 1.4.2. Seja A uma C*-algebra. Tome B, = A e By =0 para
todo g € G\{e} e defina o produto e a involugao como em A. Esta tripla
da origem a um fibrado de Fell de maneira trivial.

Exemplo 1.4.3. Tome B, = C para todo g € G. Denotaremos os
elementos de B, por ady, em que a € C. Uma interpretacdo para esta
notagdo é pensar que elementos do fibrado sao fungoes de G para C.
Neste caso d4 corresponde a funcdo caracteristica do elemento g. Defina

o produto por
(aég) . (b5h) = abégh,

e a involugdo por

(ady)* =ad,".
Esta tripla da origem a um fibrado de Fell.

Exemplo 1.4.4. Seja A uma C*-4lgebra e suponha que exista uma
acdo o de G para A. Tome By = A para todo g € G. Usaremos
novamente a mesma notacdo do exemplo anterior, denotando por adg,
em que a € A, um elemento de B,. Dados ad, € By e bdy, € By, defina o
produto e a involug¢ao da seguinte forma:

(ady) - (bdr) = acg(b)dgh,

(adg)™ = ag-1(a™)dg1.

Mostraremos que esta tripla da origem a um fibrado de Fell. Note
que as propriedades (i) e (v) sdo triviais, porém observe que isso é
importante ser notado pela definigdo do produto.

Dados ady,a1dy,a204 € By, bop,b10k,b20;, € By, cdy, € By, e A € C,
temos
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(i)
aég . (bl + )\bg)(sh aag(b1 + )\bg)(sgh =
acy (b1)0gn + Aacy (b2)dgn =

= aég . b16h + /\aég . b25h.

Analogamente temos a linearidade na primeira entrada.
(#41)
(adg-b0p)-cor = (acg(b)dgn)-coy =
= aag(b)agn(c)dgnr =
= aoag(bay(¢))dgni =
= adg . (bah(c))éhk = a§g . (béh . C(;k)

(iv)

ladg - b lacg (B)dgn | <

< [adglllog(0)on] = ladyl 66n1-

N

(vi)
((CLl + )\ag)ég)* = ag-1((a1 + )\ag)*)ég—l =
= ag(a] +Xa§)5gf1 =
= (ag1(a}) +Aag-1(a3))d,-1 = (a] + Aa3)dy1.
(vii)
(adg - 06p)* = (acg(b)dgn)” =
= Ozh-lg_1((aag(b))*)§h-1g_1 =

= ap-1g1(0g(b*)a")0p-141 =

= Oéh_l(b*)ah—l (ag—l (a*))(shflgfl = (béh)* : (aég)*.
(viii)

(adg)™

(ag-1(a™)dg1)" =
ag(ag-1(a*)")d, =

ag(ag-1(a))oy = ady.

(iz)
[(adg)™ [l = g1 (a™)dg] = [ady]-
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[(adg)™-adg| = feg1(a™)dg1 - adyl =
lag-1(a™)ag-1(a)dc] =
leg1 (a™a)del =

la*ade] = |ady|*.

(ady)* - ad, ag-1(a*)dg1-ady =

(ag-1(a)) ag1(a)de > 0.

Com isso concluimos que a tripla definida acima é de fato um fibrado
de Fell.

O leitor mais atento pode notar que a estrutura de produto e in-
volugao do fibrado definido acima se parece muito com a estrutura de
produto e involugdo do produto cruzado de A pela acdo a de G. Esta
similaridade ndo é um mero acaso, veremos a seguir que podemos con-
struir uma C*-algebra a partir de um fibrado de Fell e, neste tltimo
exemplo, tal C*-4lgebra é isomorfa ao produto cruzado cheio A x, G,
como pode ser visto em [12].

Fixe a partir de agora um fibrado de Fell B = {B}eq-

Definigao 1.4.5. Uma se¢do de B é uma funcdo f : G — B tal que
f(g) € By para todo g em G.

Os 64 construidos no exemplo (2) podem ser vistos como segoes do
fibrado de Fell do exemplo em questdo. No caso geral, se a € By, entéo
ady pode ser visto como uma secdo do fibrado que vale a em g e 0 em
G\lg).

Neste trabalho, nos importaremos apenas com as se¢oes de suporte
ﬁnit(fl7 as quais denotaremos por C.(B). Observe que C.(B) tem a
estrutura de espago vetorial dada pela soma e produto por escalar pon-
tuais. Nosso objetivo é transformé-lo em uma *-algebra. Para tal,
precisamos definir um produto e uma involugao em C.(B). Note que
um elemento y de C.(B) pode ser escrito como

> y(9)d,

geG

3Uma funcdo f é dita ter suporte finito se existe apenas uma quantidade finita
de elementos em seu dominio tal que f # 0.
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em que apenas uma quantidade finita de termos é diferente de zero.

Dadas duas segoes, y,z € C.(B), podemos fazer o produto formal
das segOes vistas como acima. Note que nosso objetivo é saber que
elemento estara na“posicao ¢” da soma. Para tanto, note que um tal
elemento deve ser

S y(h)-2(h™'g).

heG

Portanto, o produto y * z pode ser visto como a soma formal

> 2 y(h)-2(h™ ).

geG heG

Esta soma descreve o produto de convolugao das duas segoes. Este
produto estd bem definido porque, novamente, apenas uma quantidade
finita de termos é diferente de zero em cada soma, por y e z terem esta
propriedade.

Mais ainda, podemos definir a involucao da seguinte forma:

v =3 ylg)* e,
geG

em que a involugdo nos elementos dentro da soma é a involugao dada
pelo fibrado.

Queremos entdo verificar que este produto é bilinear e associativo,
e a involugdo é conjugado-linear, anti-multiplicativa e idempotente.
Comecemos pelo produto.

Dados z,z1,72,y,2 € C.(B), \e Ce g G.

((x1 + Az2) * y)(9) > (w1 + Aza)(h) - y(h™'g) =

heG

-3 () Ara(h) (1) -

) hZGml(h) y(h™'g) + Aza(h) - y(h'g) =

= Y ai(h) - y(h 'g)+ A Y ma(h)-y(h'g) =
heG heG

= (z1xy+Az2+y)(9).

A linearidade na segunda entrada é anélogo.
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((@xy)*2)(9) = D (zxy)(h)-z(h7'g)=

heG

= 3 S (k) -y(k ) - 2(h ') =
heG keG

= Y ak)- (3 y(kh) - 2(h7"g)).
keG heG

Por outro lado,

(2 (y+2))(9)

> x(k)-(y*z)(k'g) =

keG

= S ak) (X y(h)-2(h kT g)) =K
keG heG

= Y ak)- (X y(k'h) - 2(h'g)).
keG heG

Logo, o produto é bilinear e associativo. Para a involucao

(r1+Ax2)"(9) = ($1+>\$2)(g_1)*= B
= z1(g ") + Ama(g ) =21 (9) + A3 (g).

(-T*y)*(g) = (:Cx-y)(g—l)*z
= (Y x(h)-y(h g =
heG
= St g ) a(h)
heG
= Z y*(gh) -gc*(h‘l) _(gh<h)
heG
= Syt = (v 2N (g).
heG

Isto mostra que com este produto e involugao, C.(B) é uma *-
algebra. O préximo passo da construgao de uma C*-4lgebra a partir
do nosso fibrado B é tratar do que seria uma *-representacao dele.

Defini¢do 1.4.6. Uma =-representacio de um fibrado de Fell B em
uma *-dlgebra C' é uma cole¢do de transformacoes lineares {7} geq,
g+ By = C, tais que para quaisquer g,h € G, be By e c € By, temos

(i) mg(b)mn(c) = mgn(b-c),
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(ii) 7y (b)* = my (b).

Dado um fibrado de Fell B, sempre temos uma *-representacao
candnica em C.(B). Esta é dada pelos operadores de “inclusdo” de
B, em C.(B), para todo g € G. Em outras palavras, operadores lin-
eares

Jg: By~ Ce(B)

definidos por
Jg(b) = bd,

O fato de que estes operadores de fato formam uma *-representacao
segue da definicdo das operagoes em C.(B).

Nosso préximo objetivo é considerar a C*-4lgebra envolvente, veja
[4], de C.(B) porém, para isto precisamos mostrar que o conjunto for-
mado pelas C*-seminormaﬂ de C.(B) é uniformemente limitado. Para
tanto, precisaremos de um lema auxiliar.

Lema 1.4.7. Dadas uma C*-dlgebra A e uma C*-seminorma p de A,
temos que p(a) < |a|, para todo a em A, em que |.| é a norma que faz
de A uma C*-dlgebra.

Demonstragio: Defina N = {a € A : p(a) = 0}. E rotineiro mostrar
que N é um ideal involutivo de A e que a C*-seminorma p induz uma
C*-norma sobre A/N por p(a + N) := p(a). Podemos entdao tomar o
completamento de A/N com respeito a esta C*-norma, o que d4 origem
a uma C*-algebra a qual chamaremos de B.

Defina agora a fungdo ¢ : A - B por ¢(a) = a+ N. E claro que
@ é um *-homomorfismo, por construgio, e como este é sobre duas
C*-algebras, segue que p(a) = p(p(a)) < |al. [

Nosso proximo resultado nos d4 uma limitacao para as C*-seminormas

de C.(B).

Proposicao 1.4.8. Seja p uma C*-seminorma de C.(B). Para cada
y € Co(B), temos

p(y) =p(Z y(g)5g) <2 Iyl
geG geG
Demonstracao: Primeiramente, note que

(g (0))? = p(ig ()" * Jg (b)) = p(jg-1 (b) * 5y (b)) = p(j1 (b7D)).

4Uma C*-seminorma é uma C*-norma de forma sem o axioma de que ||z| =0 =
z=0.
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Se substituirmos g por 1 na equacdo acima, teremos que p o j; é uma
C*-seminorma de Bj. Pelo lema provado acima, temos po j1(a) < |al
para todo a € By, o que mostra, usando novamente a equagdo acima,
que p(jg(b)) < ||| para todo b€ B,.
Dado entéo y € C.(B), escreva y = Y. y(g)d,. Temos que
geG

p(y) < > p(y(9)dy) = Zép(jg(y(g))) < %Hy(g)l\,

geG

como queriamos mostrar. [
Com isso podemos definir a C*-seminorma universal de C.(B) por

|yllw := sup{p(y) : p é C*-seminorma. }.

Como mencionado acima, |||, é, a principio, apenas uma seminorma
e portanto, ainda precisamos quocientar pelo niicleo dela para termos
uma norma sobre o espago quociente.

Defina N := {y € Cc(B) : |y|u = 0}. Temos que N é um ideal de
C.(B) e que |.|, induz uma norma sobre C.(B)/N ainda denotada

por || - |,. Definimos a C*-algebra seccional cheia do fibrado de Fell

B como sendo o completamento C.(B)/N A C*-algebra seccional

cheia de B serd denotada por C*(B). Na verdade, pode-se mostrar
que | - |, é uma norma, ou seja, N’ = 0. Isto segue da existéncia de
um *-homomorfismo fiel de C.(B) em uma C*-dlgebra, o qual pode ser
construido através da chamada representacio regular de B; veja [12]
para mais detalhes.

Exemplo 1.4.9. No Exemplo a C*-algebra seccional cheia do
fibrado de Fell acaba sendo degenerada, ja que todas as suas segoes
estdo em bijecdo com os elementos de A, temos que C.(B) é *-isomorfo

a A, o que implica que a C*-4lgebra seccional cheia do fibrado é isomorfa
a A.

Exemplo 1.4.10. O fibrado de Fell do Exemplo tem como C*-
algebra seccional cheia a C*-algebra cheia do grupo G. Isto pode ser
visto seguindo a construgdo que foi feita, ja que C.(B) neste caso é
exatamente a dlgebra de grupo C[G]. Também, a C*-dlgebra cheia
do grupo é exatamente a C*-dlgebra envolvente da algebra do grupo,
exatamente como no nosso caso. Para o leitor nao familiarizado com
C*-dlgebras de grupo e C*-dlgebras envolventes indicamos [4].

Como |.|., é de fato uma norma, existe uma inclusdo canénica de
C.(B) em C*(B). Iremos nos referir & imagem desta inclusao também
como C.(B) por abuso de notagao.
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Mostraremos agora uma maneira de construir *-homomorfismos de
C*(B) a partir de *-representacoes do fibrado de Fell.

Proposicao 1.4.11. Seja m = {my}gec uma *-representacio do fi-
brado de Fell B em uma C*-dlgebra C. Entdao existe um tnico *-
homomorfismo

¢:C"(B) ~C,

tal que
¢(jg(b)) =my(b), VgeG, VbeDB,.

Este ¢ serd chamado da forma integrada de .

Demonstragao: Dada 7 uma *-representagio, defina ¢g : C.(B) - C
por

eo(y) = Y. me(y(g)), VyeCu(B).

geG

Segue que ¢y € um *-homomorfismo pelo fato de 7 ser uma *-representa-
¢ao. E claro que g satisfaz ¢o(j, (b)) = m,(b), para todo g € G e be B,.

Defina agora p(y) = |¢o(y)|. Temos que p é uma C*-seminorma
de C.(B), e por defini¢do, p(y) < |y|.. Isto mostra que ¢g é continua
com relagdo & norma universal, e com isso podemos estender nosso
homomorfismo ¢y para um homomorfismo ¢ de C*(B) para C que
ainda satisfaz a propriedade requerida. [

Observe que, reciprocamente, todo *-homomorfismo de C*(B) da
origem, através da composicdo com os j,’s, a uma representagao de B e
portanto de C.(B), implicando que h& uma bije¢ao entre representagoes
do fibrado e *-homomorfismos da C*-4lgebra seccional cheia do mesmo.
Mais ainda, se A é uma C*-4lgebra e Tggec é uma representacao de B
em A de forma que toda outra representacéo se fatora por ela, segue
que A é isomorfa a C*(B), caracterizando C*(B) por esta propriedade
universal.

Estudaremos agora fibrados de Fell sobre um semigrupo inverso S.
Para um estudo mais aprofundado deste assunto indicamos [10].

Fixe pelo resto desta se¢ao S um semigrupo inverso.

Defini¢do 1.4.12. Um fibrado de Fell sobre S é uma tripla (B, -, *) em
que B é a uniao disjunta de uma cole¢io de espagos de Banach { B} ses,

-:Bx B — B, é uma fungdo que chamaremos de produto,

*: B — B, é uma fun¢ido que chamaremos de involugao,
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juntamente com uma colecdo de operadores lineares isométricos j; s :
Bs — B; sempre que s < t, de forma que, para todo s,t,ue S e b,ce B,
as seguintes propriedades sdo validas:

(i) Bs-B: S Bg.

(ii) O produto é bilinear quando restrito a By x B;.
(iii) O produto é associativo.

(iv) ol < ol

(v

(vi) A involugdo é conjugado-linear quando restrita a Bs.

(B ) C By-1.

)
)
)
)
)
)
(vii) (b-c)* =c*-b".
(viii) (b%)" =
(ix)
)
)
)
)
)

(x

(xi

[o%] =[]

Jo* - bl = [[b]>.

b*

(xii) Se s <t <u, entdo fy s = Ju,t © Jt,s-

(xiii) Se s<teu<v,entdo ji s(b)- ju.u(c) = jrv,su(b-c).
(xiv) Se s <t, entao ji s(b)* = ji-1 1 (b*).

Se para todo s,t € S o produto By - B; = By, diremos que o fibrado é
saturado.

Iremos nos referir a um fibrado de Fell sobre um semigrupo inverso
S por B ={Bs}ses.

Observe que para todo e € E(S), Be é uma C*-dlgebra com o pro-
duto e involu¢do induzidas do fibrado. Isto explica o item (zi) da
definigdo acima. Além disto, os itens (xiii), (xiv) fazem sentido ja que
s<tewu<vimplicam que s7' <t7! e su<tv.

Se s < t, entdo j: s identifica, isometricamente, B; como um sube-
spaco de B; e as operagoes sdo preservadas por causa dos itens (i)
e (ziv) da definicdo acima.

Veremos agora uma proposi¢do mostrando como os operadores lin-
eares isométricos j; s, com s,t € .S, se comportam em casos particulares.
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Proposicao 1.4.13. Seja B = {Bs}ses um fibrado de Fell. As sequintes
propriedades sao vdlidas:

1. Se seS, entdo js s =idp,.

2. See,feE(S), ee< f, entdo jre(Be) € um ideal bilateral fechado
de Bf.

Demonstracgao: Primeiro note que js s © js.s = js.5, por (zii), e como
Js,s € isométrico, e portanto injetor, segue que este é inversivel quando
correstrito a sua imagem. Assim, compondo a equagdo acima a es-
querda com esta inversa, segue que j, s = idp, .

Para a segunda parte, sejam b € B, e ¢ € By. Temos, usando o lema
anterior,

Jre(0)-c=drref(b-c)=jre(b-c)€jre(Be),

donde segue que jr.(B.) é um ideal & direita de By. Similarmente,
mostra-se que este é um ideal & esquerda. Por fim, como jf. é uma
isometria, sua imagem ¢é fechada, concluindo a demonstragao. [

Vamos mostrar a seguir uma equivaléncia para um dos itens da
definicao de fibrados de Fell sobre semigrupos inversos.

Lema 1.4.14. Seja B = {Bs}ses uma colegio de espagos de Banach
satisfazendo todos os itens da Defini¢io [[.A12] com excegio, possivel-
mente, do item (xiit). Sdo equivalentes:

1. O item (wiit) € vdlido.
2. Para todo s,t,u €S com s<t, js(b)-c=jusu(b-c) para be B

eceB,.

3. Para todo s,t,ueS com s<t,b-js(c)=jurus(b-c) para be B,
eceB;.

Demonstracdo: E claro que (1) implica (2) e (3). Além disso, dados
s,t,u € S com s < t, temos que us < ut e portanto, usando os itens
(viii) e (wiv) da Defini¢ao (2) e (3) sdo equivalentes. Basta
entdo mostrar que assumindo que (2) é verdadeiro, e portanto também
(3), (1) também ¢é verdadeiro. Para isto, note que (1) é equivalente a
dizer que o seguinte diagrama comuta

Bs X Bu 4>Bsu

jt,sxju,ul ljtv,su

B; x By —— By,
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Caracterizando (2) e (3) como diagramas comutativos, temos

B, x B, — By,

jt,indl ljtu,su

Bt X Bu - Btu

e
Bt X Bu — Btu
idxjv,ul ljw,tu
Bi x B, —— By,
respectivamente.

Colando os dois diagramas, temos o seguinte diagrama comutativo:

Bs XBu HBSU

jr,,sxidl ljtu,su

Bt XBu HBtu

idxju,ul ljtv,tu

By x B, —— Bi,.

Além diSSO7 €omo (idxj'u,u) ° (.jt,s XZd) = jt7s va,u € jtv,tu ojtu,su = jtv,su
pelo item (zi7), donde segue que o diagrama comutativo acima é igual
ao diagrama que caracteriza (1), como queriamos demonstrar. ]

Existe uma construgao analoga a feita no caso de grupos, para a
C*-4lgebra seccional cheia de um fibrado de Fell sobre um semigrupo
inverso, denotada por C*(B), como pode ser visto em [10].
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Capitulo

Modulos de Hilbert

2.1 Definicoes

Para um estudo mais aprofundado deste assunto indicamos [14] ou
[19]. Fixe por este capitulo A uma C*-dlgebra.

Defini¢do 2.1.1. Um espaco vetorial H sobre C é chamado um A-
mddulo (a direita) com produto interno se temos um mapa bilinear de
H x A para H, (z,a) » za e um mapa de H x H para A, (z,y) ~ (z,y),
de forma que dados z,y,z€ H, a,5€C e a € A, temos

L (z, oy + Bz) = oz, y) + Bz, 2),
2. (z,ya) = (z,y)a,

3. (y,2) = (z,9)",

4. (z,z) >

5. (

z,x)=0=>x=0.

O mapa bilinear H x A - H é chamado a agdo de A sobre H (a
direita). O mapa H x H - A é chamado o produto interno (& direita)
de H.

Observagoes:

1) As condigoes (1) e (3) implicam que o produto interno é conju-
gado linear na primeira variavel.

2) As condigdes (2) e (3) implicam que

(ra,y) = a’(z,y).
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Segue que (H,H) = span{(x,y) : z,y € H} é um ideal (fechado) de A.
Apesar disso, note que este nao precisa ser todo A. Quando for o caso,
diremos que H é um A-mdédulo (& direita) com produto interno cheio.

3) A condicdo (4) deve ser entendida como um elemento positivo
da C*-4lgebra A.

4) A condicao (5) implica que se z € H é tal que (x,y) = 0, para
todo y € H, entdo x = 0.

4) Se a condigao (5) for retirada, dizemos que H é um A-mddulo
com semiproduto interno.

Exemplo 2.1.2. Um espago vetorial complexo com produto interno
pode ser visto como um C-médulo com produto interno se convencio-
nando que o produto é linear na segunda variavel.

Exemplo 2.1.3. Uma C*-dlgebra A é um A-médulo com produto in-
terno com a acao de A como sendo a multiplicagdo e o produto interno
definido por:

{(a,b) = a*d.

Neste caso, todas as condicoes se verificam diretamente, por exemplo
a condi¢ao (5):

(a,a) =0=a*a=0<« |a*a]| =0 [a|*=0<a=0.

Note que a férmula
{2, z)| "2

define uma funcdo de um A-médulo com produto interno H para R.
Esta funcdo usa a norma de A para associar um escalar positivo para
cada elemento do médulo. Se levarmos em conta o ultimo exemplo
de A como um A-médulo com produto interno, temos que esta funcao
nos déa a norma de z, e portanto esta define uma norma no médulo.
Veremos a seguir que este é o caso para qualquer médulo com produto
interno, porém para isso, precisamos mostrar um lema que nos da um
resultado andlogo a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Lema 2.1.4. Seja H um A-mddulo com semiproduto interno. Dados
T,y € H, temos

{y, )z, y) <[z, 2)[ (v, y),

como elementos da C*-dlgebra A.

Demonstracao: Claramente o resultado é verdadeiro para x = 0. Se
x # 0 podemos supor que |{z,z)| = 1, pois podemos substituir x por
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TR Dados a€ A e x,y € H, temos
z,T

o
IA

(ra-y,za-y) =

(za,za) +(y,y) — (za,y) - (y,za) =
a*(z,z)a+(y,y) - a*(z,y) - (y,7)a <
a‘a+(y,y) - a*(z,y) - (y,z)a,

IA

onde a ultima desigualdade segue do fato de que para qualquer elemento
positivo ¢ de uma C*-algebra vale a seguinte desigualdade:

a*ca<|cla*a.

As outras igualdades seguem das condigoes impostas ao A-médulo com
produto semiproduto interno. Substituindo entdo a = (x,y) temos o
resultado. ]

Proposigao 2.1.5. Dado H um A-mdédulo com produto interno, temos
que a fungio dada por z v |(z,z)|*? é uma norma.

Demonstracdo: E claro que esta funcdo associa a cada z € H um
escalar positivo de R, e a condi¢ao (6) da definigdo de mdédulos com
produtos internos implica que esta func¢ao é positiva definida.

Dados A € R e x € H, temos

[{Az, Az)] = [AX (@, )] = ]\ [{z, 2)].

Por fim, dados x,y € H, temos

IN

{2, @) + [{y, y)| + 20z, )| <
[, )+ [y )]+ 2(1 @) (g 9)D'? =
= ()2 + Iy, )2,
provando que a funcéo é de fato uma norma. [

O préximo lema nos d4 uma outra maneira de calcular a norma de
um elemento.

[{z+y.z+y)]

IA

Lema 2.1.6. Seja H um A-mddulo com produto interno. Entdo ||x| =
sup{[[(z, y)| : y € H e y] = 1}.

Demonstragao: Podemos supor que z # 0, pois caso contrario o re-
sultado é claro.

O lema nos diz que

[{z, 9} < lllyl,
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e logo, segue que sup{|{(z,y)| :y e H e [y| = 1} < |z].
Por outro lado note que H%H tem norma 1 e

X i 2
I, 2y = 12D gy

HE T
u

Defini¢ao 2.1.7. Um A-moédulo com produto interno ‘H é chamado
um A-médulo de Hilbert se é completo com relagdo & norma definida
acima.

Ambos os exemplos dados anteriormente também sdo médulos de
Hilbert. Dado um A-médulo com produto interno, podemos completé-
lo para formar um A-médulo de Hilbert, veja ([14]: pag.4).

Fixe a partir de agora um A-modulo de Hilbert H.

Proposigao 2.1.8. O produto interno de um maodulo de Hilbert € con-
tinuo.

Demonstragao: Seja {(2n, yn) }ney € HxH uma sequéncia convergindo
para (x,y) ¢ H x H, e como a sequéncia é convergente, temos em par-
ticular que |z,| < L, para algum L > 0, para todo n € N. Além disso,
temos

Kz, y) = (zn,yad| < Kz, yMan, v) + {2, y) = (20, y0)| =
= H(x_xruy)H+H<xn7y_yn>”S
< e —zal Pyl + LYy gl V2,

o que implica na convergéncia e, portanto, na continuidade do produto
interno. [ |

J& vimos que (H,H) é um ideal de A. Mostraremos que uma
unidade aproximada para esse ideal também “serve” como uma unidade
aproximada para H.

Proposigao 2.1.9. Seja {e;}; c (H,H) uma unidade aprozimada para
(H,H). Temos que xe; - x, para todo x € H.

Demonstragao: O resultado segue da seguinte desigualdade:

[(z - wei, z —wei)| [z, 2) = (wei, x) = (2, wes) + (wes, wes) | =

H (xaz> - 61'(30,1'> - <I,$)€i + 6¢<I’,$>6i|| <

IA

[(z,2) = ez, 2)| + ez, x) = (2, )| ]e ]
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Em particular, isto mostra que H(#,H) é denso em H. Observe

que (H,H) pode ser um ideal préprio de A, por exemplo se H =0, este
ideal é nulo. Veremos a seguir mais exemplos deste fenémeno.

Exemplo 2.1.10. Seja I < A um ideal. Entdo I pode ser visto como
um A-médulo de Hilbert. A acdo de A em I é dada pela multiplicacao
e estd bem definida pois I é um ideal. O produto interno é dado por

{(a,b) = a*b,
em que a,bel.

Isto nos d&4 uma classe grande de exemplos, a qual usaremos mais a
frente neste trabalho.

Vamos agora tratar de somas diretas de médulos de Hilbert.

Considere {H;}ie; uma familia de A-mo6dulos de Hilbert. Defina
EB?EZ? H; a soma direta de {H; };c; como espagos vetoriais. Defina a agéo
de A sobre EB?!? H; por {z;}iera = {x;a}ic;. Para o produto interno,
defina (" ) : Gajel? Hix Gajel? H; - A por ({xi}ieb {yi}iel) = Zie](xivyi>'
Observe que apenas uma quantidade de termos finita da soma acima
é ndo nula e portanto estd bem definida. As condigbes 1,2,3 e 4 da
definicao seguem diretamente das mesmas propriedades para cada
H;. A condigado 5 segue do fato de que a soma de elementos positivos
em uma C*-4lgebra também é positivo e a ultima condi¢ao segue do
fato de que se uma soma de elementos positivos em uma C*-4lgebra é
0, entao cada elemento ¢é igual a 0.
Com isso, EB?!? H; é um A-médulo com produto intero. Comple-
tando este temos um A-moédulo de Hilbert, ao qual denotaremos por
@D;er Hi- Caso a familia de A-mddulos de Hilbert seja finita, com dig-
amos n modulos, escrevemos esta soma como @j.; H,, e neste caso a
soma algébrica ja é automaticamente completa. Para mais detalhes
neste assunto, veja ([I4]: pag.6).

Exemplo 2.1.11. Seja A uma C*-algebra. Vendo A como um A-
moédulo de Hilbert, podemos tomar 2 cépias de A e fazer a soma direta
como acima. Disso, vamos ter um A-médulo de Hilbert A% := A ® A.
Similarmente, se H é um A-médulo de Hilbert, entdo @} _; Hy, em que
cada Hj, = H, serd denotado por H".

Exemplo 2.1.12. Como no outro exemplo, seja A uma C*-algebra
vista como A-médulo de Hilbert. Podemos tomar N cépias de A e
fazer a soma direta como anteriormente. Denotaremos por A® esta
soma direta.

52



2.2 Operadores adjuntaveis

Nosso préximo objetivo é estudar fungoes entre médulos de Hilbert.
Geralmente quando estudamos fungbes entre objetos de uma categoria,
procuramos pela condi¢do de que seus morfismos preservem as pro-
priedades desses objetos. No nosso caso, isso implicaria que nossas
fungdes precisariam ser A-lineares e continuas. Além disso, quando
estudamos espacos de Hilbert, vemos que grande parte dos resultados
estd ligado a uma funcdo ser adjuntdvel, no sentido de que se h e k
pertencem a espacos de Hilbert X e Y, respectivamente, e f é uma
funcao de X para Y, entao

(f(2),y) = (=, f*(v)),

em que f* é uma outra funcdo de Y para X, chamada de adjunto de
f

Podemos definir de maneira analoga o que seria uma funcao ser
adjuntavel no caso de médulos de Hilbert, ou seja, se H e K sdo modulos
de Hilbert e f é uma funcdo de H para K, entao

(F(x),9) =z, £ (v)),

para x € H, y € K e alguma funcdo f* de K para H. Segue que se uma

funcao é adjuntéavel, entao todas as propriedades que precisamos sao
b

preservadas, como veremos a seguir.

Proposigao 2.2.1. Sejam H e K dois A-modulos de Hilbert e f:H —
K uma fungdo adjuntdvel. Entdao f é A-linear e continua.

Demonstragao: Para a A-linearidade, sejam z1,z0 € H, y e IC, A e C
e a e A. Temos

(f(ria+Ax2),y) = (z1a+Az2, [ (y)) =
a*(xy, f* () + Mz, £ (y)) =
a*(f(21),y) + Mf(2),y) =
(f(x1)a+Af(x2),y).

Para a continuidade usaremos o teorema do grafico fechado. Seja
{Zn}neny © H uma sequéncia convergente para x € H de forma que
{f(xn) }nen converge para y € K. Vamos mostrar que y = f(z).
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Temos

(y,2) = (limf(z,),2) =
= lim{f(z,),2) =
= lim(zy, f7(2)) =
= (&, [7(2)) = (f(2),2),

para todo z € K. [

O conjunto de todos os operadores adjuntaveis entre dois médulos
de Hilbert H e K serd denotado por L(H,K).

Sejam H e K dois A-médulos de Hilbert. Dada f uma funcdo A-
linear, dizemos que f é uma isometria se || f(z)| = |z|, para todo x € H.
E claro que toda isometria ¢ limitada. Em particular, se f € L(H,K) é
tal que f* o f = Idy, entdo

[f@)17 = 1{f (@), f@)] = W f@),2)l = {2, 2)] = 2],

e logo f é uma isometria. Veremos adiante que mesmo f sendo uma
isometria, f ndo precisa ser adjuntavel.

Um isomorfismo entre H e I é um operador f € L(H, ) inversivel,
de forma que f~!e L(KC,H).

Proposigao 2.2.2. Sejam H,IKC dois A-mddulos de Hilbert. Entdo
L(H™,K™) pode ser identificado com matrizes m x n em que 08 coefi-
cientes estio em L(H,K).

Demonstracao: Dados f; ; € L(H,K), i = {1,...,m}, j = {1,...,n},
defina

f1'71 f1.,2 coo fin
fw;,l fT.L,Q fm,n

Se (x1,...x,) € H", entdo

fi1r fiz o fin\[71 Yot J1k (k)

fm,l fn,2 cee fm,n Tn ZZ)L::[ fm,k(xk)

o4



Disso, para (y1,...,Ym) € K™, temos

f1,1 f1,2 f1,n A 1

(1 : : Y R DS
fm,l fm,2 fm,n Tn Ym
Yot frk(xr) Y1

= : A D=

k=1 frmk ()] \Um

Tk Yhet f/fl(il/k)

= < o B > =

wip ) \Zila fin(ur)

x1 fl*,l f2*,1 ’;;L,l 1
=l : || : : ),
Tn fl*,n f2*,n te T):'L,n Ym
Jia fiz o fin ) . B
E logo ( P ) é adjuntavel e
m,1 fn2 oo fmn
fir fiz o fin fia 31 o fma
fm,,l fn,2 cee fm,,n fl*,n f2*7n e ;;L-,”
Por outro lado, para cada j € {1,...,n}, considere o mapa p; : H" —
H, (z1,...,2n) = zj, isto é, a projecdo na j-ésima coordenada de H".
Temos
n
<pj((x17...,l'n), x]7 Z xkvLj(y)
k=1
em que ¢; : H - H", y~(0,... ,0) é a funcao inclusao na j-

\/_/

J

ésima coordenada. Com isso, p; é adjuntéavel para cada j e seu adjunto
¢ v;. Similarmente, temos as projecdes ¢; nas coordenadas de ™. Dai,
dado f e L(H"™,K™), defina a matriz em que a entrada (4,75) ¢é igual a

¢ift;j. Note que esta matriz é m xn e dado (z1,...,2,) € H", temos
afu qfe . qf\ {1 Y1 @ fr(zr)
gmfri gmfrz ... gmfin) \Tn Yot Gm fre(wr)

af(@,....zn)

me(mla'“-axn)
= f(xl,...,xn).
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qftr qifez ... thfbn)
: : . | ]

Logo, f é representada pela matriz ( :
mfl1 gmfiz ... gmfin

Lembre que no caso de espacos de Hilbert, os operadores adjuntéveis
coincidem com os operadores limitados. Isto ndao acontece aqui, temos
operadores limitados, mesmo isometrias, que nao sao adjuntaveis.

Exemplo 2.2.3. Sejam X um espago compacto Hausdorff sem pontos
isolados ¢ {y} =Y c X. Considere H = A=C(X)eK={fecA:
F(Y) =0}, ou seja o ideal das fungdes continuas que se anulam em Y.
Considere i : K - H a fun¢do inclusdo. Esta fungdo é claramente uma
isometria, porém nao adjuntavel. De fato, seja 1 a funcdo constante
igual a 1 em H. Temos, para todo f € IC,

(1(f),1) =i(f)" 1= 1"

(£, () = fHi(1).

Isto implica que para i ser adjuntdvel, i*(1) precisa ser a fungao con-
stante igual a 1 em todo o conjunto X\Y, o que implica que i*(1) =1 j4
que as fungoes sdo continuas. Porém, 1 ¢ IC e logo ¢* ndo pode existir.

O mesmo exemplo acima serve para mostrar outra diferenca funda-
mental entre espacos de Hilbert e médulos de Hilbert. E sabido que em
um espago de Hilbert X, um subespago fechado Y é sempre complemen-
tavel, no sentido de que se definirmos Y+ := {x € X : (x,y) =0,Vy e Y},
entdao X =Y @ Y*. Este ndo é o caso com médulos de Hilbert.

Dados um médulo de Hilbert ‘H e um submodulo fechado de H, K,
defina K+ :={zeH :(x,y)=0,YVy e K}.

Usando o mesmo exemplo anterior, note que X é um submoddulo
fechado de H, e que K* = {0}, j4 que Y tem complementar denso em
X. Logo, Ko Kt =K +H.

Lema 2.2.4. Dados H, K e L A-mddulos de Hilbert e f € L(H,K),
ge L(K,L). Entao go fe L(H,L).

Demonstragao: Sejam x € H e y € L. Temos

(go f(x),y)=(f(2),9" (W) =(z, [ o g"(v)).

Donde (go f)* = f*og*. ]

Com isso, L(H) := L(H,H) é uma =-dlgebra, j4 que a proposigdo
anterior mostra que a composicao estd bem definida como a multipli-
cagdo da nossa dlgebra, e a involugao é dada pela adjungao, dado que
se f e L(H), entdo f* € L(H), ja que (f*)* = f.
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Nosso préximo objetivo é ver que L(H) é uma C*-4lgebra. A norma
dada em L(#H) é a norma de operador ou seja, dado f € L(H),

i sy WL

cern(0} [z

Segue que | f(z)] < | f[]].
Lembre que se h : HxH — A é uma aplicagao sesquilinear, definimos
sua norma por
h(z,y
wyerr(or ][yl

Segue que |h(z,y)| < [h]]z|]y]-
Se f e L(H), entdo h: H x H - A, definida por h(z,y) = (f(x),y)
¢ uma forma sesquilinear. Mais ainda, usando o Lema [2.1.4] temos

IhCz, ) < [f @)yl < [yl

implicando que || k| < || f||. Por outro lado,

h h
”h’H = sup M > sup M —
swervioy |2yl zernioy zl1f(@)]

_ [/ @), F@)] _ 1£ ()]
T oy @D Lanty 2

= £,

o que implica que | f| = |k|. Como f é adjuntével, segue que (z, f*(y)) =
h(x,y) e com isso temos, seguindo os mesmos passos do que foi feito

acima, que | f|| = |h| = | f*|. Portanto L(?) é uma *-dlgebra normada.
Acima acabamos mostrando que | f|| = sup W
wyer\foy

Proposicao 2.2.5. L(H) é uma C*-dlgebra.

Demonstragao: Note que L(#H) é fechado no espaco B(#H) de todos
os operadores lineares limitados H — H, o qual é um espago de Ba-
nach ver ([I6]: 2.10-2). De fato, dada uma sequéncia {fy, }nen € L(H)
convergindo para f € B(H), temos,

(F(2), ) = {lim fu(2),9) = Hion( £ (2), ) = (e, £3(1).

Primeiro vamos mostrar que lim f(y) existe. Temos
n

172) = Frn @) = 1 = £ < 15 = £l @) = 1fn = Fmll 9
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implicando que {f(y)}, é uma sequéncia de Cauchy em H, e portanto
convergente.
Com isto, podemos definir uma funcéo f* : H - H por y — lim £ (y).
n
Pelas contas feitas acima, temos que esta funcgao é adjuntavel e seu ad-

junto é igual a f, portanto f € L(H).
Para a C*-identidade, dado f € L(#), temos

Ifl = sup WS
syerrfoy ]yl

I 185G, FaM
eyerrfoy  lzllyl

> sup 1), fCnl _
cerrfoy  lzllz
2

- s LR

zeH\{0} (Bl
Por outro lado, temos | f*f(2)| <[ f*|[ |l = [ f]*|«], e portanto

%
17ol= s SO g
zerrfoy [z

]
J4 vimos que uma isometria na C*-dlgebra L(H) é uma isometria
como definimos no inicio desta secao. Similarmente, podemos definir
operadores unitdrios como sendo os unitarios de L(#). No caso geral,
em que temos dois médulos de Hilbert H e K, dizemos que f € L(H,K)
é unitario se f é inversivel e f* = f~1. Estes operadores estabelecem
uma noc¢ao de isomorfismo entre médulos de Hilbert, o qual chamamos
de equivaléncia unitdria, que serd importante no decorrer deste tra-
balho. Entretanto, observe que nem todo isomorfismo entre médulos
de Hilbert é unitario. De fato, observe que C é um espaco de Hilbert,
e logo um C-modulo de Hilbert e f: C -» C definido por z » 2z é um
isomorfismo entre espacos de Hilbert. Este é autoadjunto, porém f~!

¢ o morfismo definido por z = %, donde segue que f = f* # L
Em espacos de Hilbert sabemos que uma isometria f é um unitario
se, e somente se, f é sobrejetor. KEste resultado se mantém no caso
de moédulos de Hilbert, ou seja, uma isometria sobrejetiva A-linear
fiH - K é automaticamente adjuntédvel com f* = 7! ([14]: Theo.
3.5). Observe que aqui estamos tratando f como uma isometria no
sentido de fungdo, ou seja, que ||f(z)| = |z| para todo 2 em H, que
em principio ¢é diferente de dizer que f é uma isometria na C*-4lgebra
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L(H), que significa dizer que f* o f = id, porém o inicio da demon-
stracdo do teorema citado acima em [I4] mostra que estes conceitos
sao iguais. Além disto, como a imagem de uma isometria é sempre
fechada, uma isometria é sobrejetiva se, e somente se, ela tem imagem
densa.

Vamos estudar agora os elementos positivos da C*-algebra L(H).

Lema 2.2.6. Seja H um A-mddulo de Hilbert. Dado fe L(H), f >0,
temos

|71 = sup{I(f(2), 2} [ -z e H, || < 1}.

Mais ainda, se f é um operador linear de H para H, temos que f € um
elemento positivo de L(H) se, e somente se, (f(x),xz) > 0, para todo
reH.

Demonstragdo: Se f é positivo, entdo existe um elemento g € L(H)
de forma que f =g¢*g. Disso,

[(f (@), 2)[ = [{g(x), g(2))] = |a(=)]*.
Dalf,
sup{|[(f(z), z)| : z e X, | <1} =
=sup{[g(2)|*:x e H, |z <1} =
=lgl*=lg*gl = 171-

Para a segunda parte, considere f > 0 em L(H). Entdo f = g*g
para algum g € L(H). Disto,

(f(x),z) = (9"9(x),2) = (9(x),9(x)) 2 0

para todo x € H.
Por outro lado, se (f(z),x) > 0 para todo = € H entdo em particular,

(f(2),2) = (f(2),2)" = (z, f(2)).

A identidade de polarizacdo nos da:

3

Az, f(y)) = Y. " (x +iFy, fz+iy)),

k=0

implicando que f = f*.

Com isto, lembre que podemos escrever f como a diferenca de dois
positivos, digamos g,h € L(H), de forma que f =g—h e gh = hg = 0.
Disto,

<(f(h(2)), h(2)) = (=h*(2), h(x)) = (-h* (), @),
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para todo x € H, o que implica que —h3 é positivo. Por outro lado,
como h é positivo, segue que h? também o é e portanto h® = 0 donde
h =0. Disto, f =g e portanto f é positivo. ]

As similaridades do estudo de médulos de Hilbert com o estudo
de espacos de Hilbert é grande, apesar disso, algumas diferencas sao
notdérias, como o fato dos operadores limitados nao serem necessaria-
mente adjuntaveis em um modulo de Hilbert. Em espagos de Hilbert
podemos falar de operadores compactos, que sao operadores que levam
conjuntos limitados em conjuntos pré-compactos. E conhecido que se
X é um espago de Hilbert, para x,y € X, os operadores da forma
0z X - X definidos por 6, ,(z) = 2(y,z) formam um subconjunto
cujo span é denso no conjunto dos operadores compactoaﬂ ([18]: 2.4.5)
ou ([I9]: 1.1).

Podemos considerar o mesmo tipo de operadores para o caso de
moédulos de Hilbert. Se H e K sdo A-médulos de Hilbert, com z € H e
y € K, defina 0, ,, : L - H por 0, ,(2) = z(y, z).

Proposigao 2.2.7. Sejam H,K,L A-mddulos de Hilbert. Dados x,w €
H,y,zeK, fe L(H,L) ege L(L,K), temos

1 Oy e L(IK,H) €0, =0y

2. 0250020 =000y2),0 = O w(zy)-

3. fobiy=0¢)y-

4o Oz 09 =0y ge(y)-
Demonstragao:

1. Dados h e H e k € KC, temos

(ew,y(k)7h) = <‘T<y7 k>’h> = (l@y)(x, h) = <k7y<$>h)> = <k76‘y,$h>>
e portanto 0 , =0, . e 0, , € L(K,H).

2. Dado h € H, temos

0z 00, ,(h) Oz (2(w, h)) =
x(y,z(w,h)) =

.’L‘(y, Z)(U), h> = Gx(y,z),w(h)-

LAqui estamos considerando que o produto interno num espago de Hilbert é
linear na segunda varidvel.
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Por outro lado,
x<yaz><w7h> = x(w(z,y), h) = ez,w(z,y)(h’)v

logo Has,y © 92710 = em(y,z),w = em,w(z,y)-

3. Dado k € K, temos

fobuy(k)=f(z(y.k)) = f(@)(y,k) = 0s(2),y (k).
4. Dado [ € £, temos

Oz °9(1) =2(y,g(1)) = 2(g" (¥):1) = 0z g () (D).

]
Denotaremos por K(KC,H) o fecho do span linear dos operadores
0., como acima. Esta tltima proposicdo nos diz, em particular, que
K(H) é um ideal da C*-dlgebra L(#). K (#) é chamado o ideal dos op-
eradores compactos de H. Apesar disso, note que os elementos de K (H)
nao precisam ser operadores compactos quando considerados como op-
eradores entre espacos de Banach. Por exemplo, se considerarmos A
uma C*-4lgebra unital de dimensao infinita como A-médulo de Hilbert,
temos que 611 = id, e portanto o operador identidade estd em K (A),
apesar de nao ser compacto no sentido de operadores entre espacos de
Banach, ji que A tem dimensao infinita ([I6]: pg.80). Observe que isto
implica também que neste caso, K(A) = L(A).

Proposigao 2.2.8. Seja A uma C*-dlgebra qualquer. Temos que A é
isomorfa a K(A).

Demonstragao: Defina ¢ : A - L(A) por ¢(a)b = ab. Dados a,b,c €
A, temos
{p(a)b,c) =b"a"c=(b,a”c) = (b, p(a”)c),

provando que ¢ estd bem definida e que ¢(a)* = p(a*). Mais ainda,
dado A e C

w(a+Ab)e=(a+Ab)c=ac+ Abe=p(a)c+ Ap(b)e

p(ab)e = abe = p(a)p(b)e,

donde segue que ¢ é um *-homomorfismo.
Dado a € ker(y), temos ¢(a)b =0 para todo be A. Em particular,

p(a)a” =aa” =0,
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donde segue que a = 0 e portanto ¢ é injetor. Usando a Proposicao

temos que ¢ é isométrico.

Por fim, usando unidades aproximadas, temos que o conjunto A? =
{ab:a,b e A} é denso em A. Além disso, ¢(ab*) = 6,, donde segue
que a imagem de ¢ é igual a K(A), provando o resultado. ]

Proposigao 2.2.9. Sejam H e K A-mddulos de Hilbert. Entdo
K(H™,K™) pode ser identificado com matrizes m x n em que o0s coefi-
cientes estio em K(H,K).

Demonstragdo: Primeiro note que dados (z1,...,2,) e H" e
(y1,.--Ym) € K™, temos, para quaisquer (z1,...,2,) € H™ ei=
{1,...,m},

n
eyi,(xl,.“,a:n)(zla ceey Zn) = Z Gyi,mk (Zk)7
k=1

e além disto,

9(?;1,-~»ym),(ac1,--.,xn)(Zh ey zm)
= (y1y- - ym){(@1, -y xn), (21,0005 2m)

- <y1,...ym>(§<mk,zk>>

= Oy (1) (Z1oe s 20) ooy Oy (a2 ) (R ey 20))-

Logo O(y, ...y) (21,....z,) € cOmposto por somas de operadores de
K(H,K). Mais ainda, note que

Hyl,xl 9'5/1712 e 9y1,rn
Oyrroym) @) =| = )
Ym,T1 9y7n;a72 te 93/7717371

e portanto matrizes com valores em K (H,K) Sfi(ﬂ operadores de

K(H™ K™). Usando entao as Proposi¢oes e segue o resul-
tado. ]

Lema 2.2.10. Seja H um A-mdédulo de Hilbert. Se x1,...,x, € H,
entdo a matriz cuja entrada (i,j) € o elemento (x;,x;) é um elemento
positivo da C*-dlgebra M, (A).

2 Aqui estamos confundindo um operador com a sua matriz associada através da
identificacdo mencionada anteriormente.
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Demonstragao: Denote a matriz do enunciado por M. Temos que M
pertence a M, (A), ou seja, as matrizes nxn com valores em A. Usando
as Proposigdes e segue que M,(A) pode ser identificada

como K(A™). Dal, para todo a = (ay,...,a,) € A", temos
n
<a7Ma) = Z <ai7($i’xj>aj>:
ig=1
n
= ) ai{zi,zj)a; =
ij=1
n
= ) {wiai,zja;) =
ig=1
n
= Z Lilis Z zja;)
Usando entao o Lema [2:2.6] segue o resultado. [

Daqui para frente confundiremos operadores adjuntdveis na soma
direta de espagos de Hilbert com matrizes a valores em operadores
adjuntaveis nestes espacos.

Definicdo 2.2.11. Um A-médulo de Hilbert & esquerda é um espaco
vetorial H sobre C que possui uma aplicacio bilinear de A x H para
H e um produto interno {-,-) com valores em A satisfazendo, para
z,y,z€H, a,€C e ac A, as seguintes condigoes:

L {ax + By, 2)) = afx, 2) + By, 2),
- {az, y) = af=z,y).
Ay, ) = <( YN

a) >
(z,2) =0= =0,

= W N

ot

e que é completo com relacdo & norma |z = | (z, z )|/
Quando nao for especificado a lateralidade do médulo de Hilbert
que estejamos falando, sempre se assumird que é a direita.

Proposigao 2.2.12. Se H é um A-mddulo de Hilbert entdo H é um
K(H)-mddulo de Hilbert cheio d esquerda, em que a ag¢io de K(H)
sobre H é dada por Tx =T(z) e o produto interno é dado por {z,y) =
O0r.y, em que T € K(H) e x,y € H. Mais ainda, as normas |x|a =
[z, )12 e 2y = | (e, ) |2 sdo iguais.
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Demonstragdo: A condicdo de bilinearidade da acdo a esquerda é
verificada, pois operadores compactos sao lineares. Dados x,y, z,w € H,
a,BeCeTeK(H), temos

(1) {az+ By, 2)(w)

Oazs+py,-(w) =

= (ax+py)(z,w) =

= ax{z,w)+ PBy(z,w) =

= (aew,y + Bey,z)(w) =

= (afz,2) + By, 2))(2).

(2) (T(2),yh(w)

O7(x),y (W) =
T'(x){y,w) =
T(x(y,w)) =Ty ,(w).

(3) (zy)" =07y =0y0 = (, ).

(4) <<<.’E,$>>(y),y> = <0I71(y)7y> = (Jf(x,y),y) = (y,x)(ﬂc,y) 2 07

para todo y € H, implicando, pelo Lema 2, que {z,z) > 0.
Agora, se (z,z) = 0, entdo para todo y € H, {z,z)(y) = 0 e logo,
usando a mesma conta feita acima, temos que

0= [{((z,2) (), ) = [y, 2 ), 9)] = [{2, )]

e logo (z,y) =0, o que implica x = 0.
Por fim para ver a igualdade de normas, usando novamente o calculo
feito para provar (5), temos

[{{z, 2) (), )] = [z, v) |-
Usando entdo os Lemas e segue que HxH%((H) = |{z,z)| =

2[5 .

Nosso proximo objetivo é provar alguns resultados técnicos, que
facilitam muito nosso trabalho daqui pra frente. Vamos provar um
resultado similar ao teorema da fatoracao de Cohen-Hewitt, dando uma
forma explicita para a fatoragdo, mas para isso vamos mostrar um lema
antes.

Considere H um A-médulo de Hilbert. Dado x € H, defina D, :
H - A por D,(y) ={(x,y) e L, : A—>H por L,(a) = za.
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Lema 2.2.13. Nas condigoes acima, D, € K(H,A), para todo x €
H, D} = L., L, € K(A,;H), o mapa D : H - K(H,A) definido por
D(x) = D, ¢é isométrico, conjugado linear e sobrejetor e o mapa L :
H— K(A,H) é isométrico, linear e sobrejetor.

Demonstragao: Primeiro, note que

(Dx(y),a) = ({z,y),a) = (z,y)"a = (y,z)a = (y,za) = (y, L.(a)),

para todo xz,y € H e a € A. Com isso, D, € L(H,A) e L, € L(A,H),
com D} =L,.
Para ver que D é isométricdﬂ lembre que

1D L)l

|Dsf = sup = < sup |z|.
verr(or Iyl yentoy Iyl yenioy

.o _
]

Com isto, a imagem de D é fechada. E claro que D é conjugado
linear, j& que o produto interno é conjugado linear na primeira coor-
denada. Como D é continuo e spanHA é denso em H, basta verificar
que D, € K(H,A) para elementos da forma x = ya. Porém, para estes
elementos,

Por outro lado, se y = =, segue que

||

Dya(2) = (ya, z) = a’(y, 2) = Oax 4 (2).
Isto também mostra que a imagem de D contém todos os compactos
da forma 6, , e portanto, como sua imagem ¢é fechada, D é sobrejetor.
Para L usamos que L, = D} e assim, usando o que ja foi feito, segue
o resultado. ]

Proposigao 2.2.14. Seja H um A-mddulo de Hilbert. Para cada x € H
existe um y € H de forma que x = y(y,y).

Demonstragao: Primeiro note que se f € K(H,A), g € K(A,H),
he K(H) e ac A, temos

a f\(b)_[ ab+ f(x)
g hJ\z) \g(b)+h(z))’
que é um operador no A-mo6dulo de Hilbert A@H. Como na Proposicao
[2:2.2] verifica-se que
a f *_ a* g*
g b) “\row)

3 Aqui estamos, temporariamente, considerando que D seja um mapa de H para
L(H,A), ja que ainda ndo sabemos que sua imagem cai nos compactos.
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Usando a Proposicao temos ( p £ ) ceK(AoH).

Dado x € H, temos, pelo lema anterior, que (LOm %T ) eK(AoH) é
auto-adjunto. Além disso,

(296 5)=-6 9 %)

Mais ainda, se k € K(A@® H), entdo sua forma matricial é dada por

pikiy  prkeo
paki1  pokia)’

como vimos na Proposi¢ao 2.2.2] lembrando que neste caso p; = ¢;. Se

k = k* e se k anti-comuta com (§ %) entdo k é da forma (> 77 ), para

algum x € H. De fato,
10 pikiy  pikeo _ piku pikia
0 -1)\p2kt1 p2kia —p2kt1  —pa2kia

pikir pikea) (1 0 _ (piku —pikes
pakir p2kia)\O —1 pokiy  —p2kia)’
logo p1kty = pokia =0 e (prkio)* = pakir. Dai, pelo Lema [2.2.13] segue

que existe um x € H de forma que D, = pi1kis e L, = pokiy.

Considere a funcdo ! definida por z — z'/3. Usando o célculo fun-

cional da C*-dlgebra K(A @ H) para o elemento (Loz %” ), temos que,

como (Lol ) anti-comuta com (§ 9 ), entao I(( LOI 0+)) também anti-

comuta com (3 % ). Disto, l((LOm D ) = (Loy I()f’ ), para algum y € H.

Agora, como g(( Lox Do ))3 = (Lol D ), temos

o o\ ( o D,L,D\ (0 D,
L, o) \e,p,r, o J7\z. o)
Disto, para todo a € A,

za = Ly(a) = LyDyLy(a) = LyDy(ya) = Ly({y,ya)) = y(y,y)a
e portanto x = y(y, y). ]
Note que isto ja nos d4 que todo elemento x de H pode ser escrito

como y(y,y) para algum y em H. Isto é uma manifesta¢ao do Teorema
de Fatorizacdo de Cohen-Hewitt, que trata de A-mdédulos de Banach,
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que sdo um pouco mais gerais que médulos de Hilbert. Este teorema
ainda vale no contexto mais geral de algebras de Banach com unidade
aproximada. Abaixo iremos dar uma demonstracao alternativa deste
resultado quando A é uma C*-4lgebra, usando a teoria de médulos de
Hilbert ja desenvolvida.

Definic¢ao 2.2.15. Um A-mé6dulo de Banach (a esquerda) é um espago
de Banach X com uma acao a esquerda de A em X, de forma que |laz| <
lall|z], para todo a € A e 2z € X. Tal espaco é dito ndo degenerado se
span{azr:a € A,z € X} é denso em X.

O fato de um A-mé6dulo de Banach (& esquerda) ser ndo degenerado
é equivalente a dizer que se {e;}; é uma unidade aproximada para A
entdo e;x — x, para todo x € X.

Proposigao 2.2.16. Sejam A uma C*-dlgebra e X um A-mddulo de
Banach ndao degenerado. Entdao todo elemento de X € da forma ax,
para algum a€ A ex e X.

Demonstragao: Seja x € X. Como e;xz — z, em que {¢;}; é uma
unidade aproximada para A, sabemos que para cada e > 0, existe a € A
de forma que |af <1e |z -az|<e.

Vamos construir duas sequéncias {zp fney € X € {an}ney € A de
forma que |a,| < 1, para todo n e |z, < 272". Seja g = x. Tome
ag de forma que |ag| < 1 e |zo - agzo| < 272. Defina z; = 9 — agzo.
Indutivamente, tome a,, de forma que |a,| <1 e |z, —anz,| <272+,
Defina x,41 = 2, — anxy,.

Agora, lembre que no Exemplo[2.1.12] vimos que A% é um A médulo
de Hilbert. Nosso objetivo é fazer com que nossa sequéncia {a, }nen
esteja em A*°. Para tanto, primeiro note que, para cada N € N,

N N 9
*
I > ararl < Y Jax]?,
k=0 k=0

e assim, segue que

2 2
<Y lax]®.
k=0

Para conseguirmos isto, vamos renormalizar as sequéncias {x,, } nen €
{an }nen, para que elas continuem tendo propriedades similares e para
que {an}nen , renormalizada, esteja em A*. Defina b, = 27"a, e
Yn = 2", para todo n € N. Disso, |b,] <27 e |y, | < 27". Note entéo
que {by }new € A%, j& que

o0
Y apak
k=0

> b,
n=0

n=0
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e que
oo o0 o0
Z bnyn = Z AnTp = Z Tn = Tn+l,
n=0 n=0 n=0

que é uma série telescépica, que se for convergente, seu limite sera
x = xg. Porém, como para cada N € N, temos

N

Y Ty~ Ty =T - TN
n=0

Jen] <272,

donde § bnYn = .
n=0

Usando agora a Proposicao [2.2.14] temos que, para b := {b,, }, € A%,
existe um ¢ € A®, de forma que b* = ¢{c,c), em que b* = {b}} € A®.
Dai, como

o0 oo oo oo
2 lenynl < X0 lenlllynl < lell 32 Tynll < lell 30 27" = 2|<l,
n=0 n=0 n=0 n=0

oo
segue que Y. c,yn converge absolutamente, e portanto converge para
n=0

um elemento y € H. Defina a := (¢, ¢). Temos

(o]

> (e e)ehyn) =

n=0

ay

M8

(Cn<cv C))*yn =

n=0

bnyn =,

M8

n=0

provando o resultado. u

Para finalizar esta secdao vamos falar sobre outra topologia usada em
operadores sobre médulos de Hilbert, além da topologia da norma. No
caso de operadores entre espagos de Hilbert, temos a topologia forte, a
qual esta associada a convergéncia pontual de operadores. Aqui vamos
tratar de uma topologia similar a esta, levando em conta a adjuncao
dos operadores sobre moédulos de Hilbert. A topologia estrita sobre
L(H,K) é a topologia induzida pelas seminormas

felf@l, e felff Wl
para todo x € H e y € K.
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Proposigao 2.2.17. Sejam H e K sao mddulos de Hilbert. Entdo
K(H,K) ¢ estritamente denso em L(H,K).

Demonstragio: Vamos mostrar que se {e; }; ¢ K(H) é uma unidade
aproximada, entdo e;(z) - x, para todo z € H. Como cada e; é continuo
e H(H,H) é denso em H, basta mostrar isto para elementos de H da
forma x(y, z), em que x,y,z € H.

Disto, temos

lei(2{y, 2)) = 2(y, 2)| = |€iba,y(2) = Oy (2)] = O,

lembrando que 6, , € K(H).

Com isto, mostraremos que dado f € L(H,K), {f o e;}; converge
estritamente para f.

A desigualdade

[(foei= @) =f(ei(x)) = f(@)] < [ fllei(z) -z
implica que foe;(x) - f(z). Para o outro lado, como f*(y) € H, segue

que e;(f*(y)) = f*(y)- u

2.3 Representacoes e a algebra dos multi-
plicadores

Definig¢do 2.3.1. Sejam A, B C*-4lgebras e H um B-mo6dulo de Hilbert.
Uma representagdo de A em H é um *-homomorfismo 7 : A - L(H).

Dizemos que a representagao é nao degenerada se w(A)(H) := {m(a)(z):

a€AexeH}édensoem H. A representagio é fiel se o *-homomorfismo
é injetivo.

Exemplo 2.3.2. Seja A uma C*-algebra. Considere A como um A-

médulo de Hilbert. Defina 7 : A - L(A) por w(a)(b) = ab, em que

a,be A. E claro que 7 estd bem definida e é um *-homomorfismo. Mais

ainda, pelo uso de unidades aproximadas, segue que 7 é ndo degenerada.

Além disso, 7 é injetivo. O leitor atento deve ter percebido que esta

aplicagao é a mesma do isomorfismo criado entre A e K(A). Isto nao é

um caso isolado, veremos adiante que existe uma classe de médulos de

Hilbert em que h& um isomorfismo entre a C*-4lgebra a ser representada

e o ideal dos compactos do médulo de Hilbert.

Defini¢ao 2.3.3. Sejam A, B C*-dlgebras, H um B-mddulo de Hilbert
e m uma representacdo de A em H. Definimos o idealizador de A em
L(H) por

ID(A)={feL(H): fr(a)en(A) e w(a)f € m(A), para todo a € A}.
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Lema 2.3.4. Sejam A, B C*-dlgebras, H um B-mddulo de Hilbert e m
uma representacio fiel de A em H. Entido ITD(A) é uma *-subdlgebra
fechada e unital de L(H) que contém w(A) como um ideal.

Demonstragao: Usando que A é uma C*-4lgebra, e portanto fechada
por somas, multiplicagdo por escalar, produto e involucao, segue que
ID(A) é uma #-subalgebra de L(H). Mais ainda, como idn(a) =
m(a)id = w(a) € A, segue que id € ID(A), e portanto ZD(A) é uni-
tal.

Se {fn}neny € ZD(A) é uma sequéncia convergindo para f € L(H),
entdo fr(a) = lim, fym(a) € 7(A), j4 que 7(A) é fechado em L(H).
Similarmente, 7(a)f € m(A), e logo ZD(A) é fechado. Por fim, é claro
que m(A) é um ideal em ZD(A) por definigao. ]

Lema 2.3.5. Sejam A,B C*-dlgebras, I um ideal de A, H um B-
mddulo de Hilbert e m uma representacdo ndao degenerada de I em H.
Entao existe uma tunica representacio T de A para H estendendo 7, que
serd também ndo degenerada. Se A € unital, entdo T € unital. Além
disso, 7(A) c ID(I). Mais ainda, ser é fiele I*:={ae A:ab=0,Vbe
I}, entdo ker(7) = I*+.

Demonstragao: Primeiro note que H é um [-médulo de Banach a
esquerda, com a acao de I dada por 7, ou seja, dados ne [ e x € H,
temos que n -z = w(n)xz. Como a representacdo é nao degenerada,
segue pela Proposigao [2:2.16] que todo elemento de H é escrito da forma
m(n)x para algum n € I e € H. Usando isto, defina 7: A - L(#) por
7(a) como sendo a fungdo m(n)x — w(an)z. Note que a expressao faz
sentido, ja que I é um ideal de A.

Vamos mostrar que esta fungdo estd bem definida. Seja w(n)x =
m(m)y € H quaisquer. Considere também {e;}; c I uma unidade aprox-
imada para I. Temos

w(a)m(n)x m(an)x =

lim7(ae;n)x =
K3

lignﬂ(aei)ﬂ(n)x =

lizm m(ae))m(m)y = 7(a)w(m)y.

Nosso préximo passo é ver que 7 é um *-homomorfismo. E claro
que 7 é linear, por definicdo de soma e multiplicacdo por escalar de
operadores. Verificaremos entdo o produto e a involu¢ao. Dados a,b €
A, nmel ex,yeH, temos

7(a)7(b)m(n)x = 7(a)m(bn)x = w(abn)z = 7(ab)w(n)x,
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(7(a”)m(n)x, m(m)y) m(a*n)z, m(m)y) =

z,m(a*n) w(m)y) =

z,m(n*am)y) =

m(n)a, m(am)y) = (w(n)z, 7(a)m(m)y),

(
(
(
(

provando que 7(ab) = 7(a)7(b) e 7(a)* = 7(a*) e, consequentemente,
que 7 é uma representacdo de A em L(H).

Suponha agora que o seja outra representacao de A em L(H) que
estenda 7. Entao

o(a)m(n)x =o(a)o(n)x =o(an)x = w(an)x = 7(a)m(n)z,

e logo o(a) =7(a) para todo a € A, j4 que 7 é ndo degenerada.
Como 7 é nao degenerada, é claro que © também o é. Se A é unital
e 1 denota a unidade de A, entao

7()w(n)z =n(1n)z =7(n)x.

Vamos mostrar agora que 7(A) c ZD(I). Sejam a € A, n,me I e
z € H, temos

m(n)7(a)r(m)x = w(n)m(am)z = 7(nam)z = 7(na)w(m)z

7(a)m(n)w(m)x = w(an)mw(m)z,

provando que w(n)7(a) = w(na) e que 7(a)r(n) = w(an), e conse-
quentemente a afirmacao.

Suponha agora que 7 seja fiel. Entao o *-homomorfismo 7 € inje-
tivo. Considere entdao a € ker(7). Temos, pelo conta feita acima, que
mw(an) = 0, para todo n € I, e logo an = 0, para todo n € I, provando
que a € [*. A outra continéncia é direta. ]

O lema acima mostra, em particular, que se m é injetor, entdo 7 é
injetor se, e somente se, I ¢ um ideal essencial de A, ou seja, I+ = 0.

Dada uma C*-dlgebra A podemos agora mostrar a existéncia da
algebra dos multiplicadores M (A) de A. Lembrando que a algebra
dos multiplicadores de A é uma C*-dlgebra M (A) que contém A como
um ideal essencial e que tem a propriedade universal de que se C é
qualquer outra C*-4lgebra de forma que A é um ideal essencial em C,
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entdo existe um vnico *-homomorfismo ¢ de C para M(A) de forma
que o diagrama
A M(A)

N A

C

comuta.

Proposig¢ao 2.3.6. Sejam A, B C*-dlgebras e H um B-mddulo de
Hilbert. Considere w: A — L(H) wma representagio fiel e nio degen-
erada de A. Entao ID(w(A)) é uma dlgebra de multiplicadores de A,
em que vemos A c ID(w(A)) via 7.

Demonstragdo: O Lemal[2.3.4mostra que ZD(7(A)) é uma *-subdlgebra
fechada e unital de L(H) que contém 7(A) como um ideal, e portanto
ID(w(A)) é uma C*-dlgebra. Segue do Lema usando I = A, que

A é essencial em ID(7w(A)) pois 7 é fiel.

Se C' é uma C*-dlgebra de forma que A é ideal essencial em A, entao
o Lema [2.3.5] mostra que existe um tnico *-homomorfismo 7 : C' —
ID(w(A)) que estende w, donde segue que ZD(w(A)) é uma algebra
de multiplicadores de A. [ |

Denotaremos por M(A) a dlgebra de multiplicadores de A. Vimos
nesta demonstragao que M(A) é unital.

Lembre que podemos ver A como um A-médulo de Hilbert. A
Proposigao mostra que A é isomorfa & K(A), e como K(A) é
um ideal de L(A), segue que ZD(A) =z L(A), e portanto M (A) =z L(A).
Vimos também que caso A seja unital, entao K (A) é unital e, portanto,
Az K(A) =L(A) 2 M(A). Mais geralmente se H é um médulo de
Hilbert, entdo M (K(H)) = L(H).

Corolario 2.3.7. Sejam A e B C*-dlgebras, de forma que A é um
ideal de B. Entao existe um tnico *-homomorfismo m: B - M(A) de
forma que w € igual a identidade em A. Mais ainda, ™ € injetivo se, e
somente se, A € essencial em B.

Demonstracao: Segue diretamente do comentario acima e do Lema
2.0.9| u

Corolario 2.3.8. Sejam A, B C*-dlgebras e H um B-mddulo de Hilbert.
Suponha que exista uma representacio ™ nao degenerada de A em H,
ou seja, um *-homomorfismo ndo degenerado de A para L(H). Entdo

existe um unico *-homomorfismo T unital e estritamente continuo de
M(A) para L(H) que estende .
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Demonstragao: A existéncia e a unicidade seguem do Lema [2.3.5
Basta entao mostrar que este *-homomorfismo é estritamente continuo.
Seja {m;}; ¢ M(A) uma net convergindo na topologia estrita para m,
ou seja, para todo a € A, m;a - ma e am; - am. Vamos mostrar que
{7t (m;)}; converge estritamente para 7(m).

Dados a € A e x € H, temos

lim 7 (m;)m(a)x lim 7(m;a)z =

m(imm;a)x =

= 7(ma)x =7(m)r(a)x

e similarmente
lim 7t (m;)*m(a)x = 7(m)w(a)z,

provando o resultado. [

2.4 Correspondéncias e produtos tensori-
ais

Defini¢do 2.4.1. Sejam A, B C*-4lgebras. Um B-médulo de Hilbert
‘H é chamado uma A-B correspondéncia se o mesmo é munido de uma
representacao nao degenerada de A em H. Se 7 é o *~homomorfismo as-
sociado a representacao de A em H, entdo denotamos a correspondéncia
por (H, ).

Observe que em uma correspondéncia (H,7) como acima, 7 induz
uma estrutura de A-médulo (de Banach) sobre H e por esta razdo,
denotamos m(a)x =a-x =ax, paraac A e x € H.

Exemplo 2.4.2. Sejam A e B C*-dlgebras. Considere B como um
B-moédulo de Hilbert. Suponha que exista um *-homomorfismo nao
degenerado f de A para M (B). Entao (B, f) é uma A-B correspondén-
cia.

o

Um morfismo entre duas A-B correspondéncias (H,7) e (K,0)
uma funcgdo adjuntével f: H — K de forma que f(az) = f(7(a)x)
o(a)f(z)=af(x), para todo aec A e xeH.

Um isomorfismo f entre duas correspondéncias (H, ) e (K,0) de A
para B é chamado unitario se este é unitario com respeito ao produto
interno, ou seja, se f* = f71.
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Vamos agora discutir um aspécto técnico sobre a positividade de
uma aplicacao linear entre duas C*-4lgebras. Lembre que, dadas C*-
algebras A e B, uma aplicagdo linear ¢ : A - B é chamada positiva se
para todo elemento positivo a € A, temos t(a) >0 em B.

Considere agora uma aplicacdo linear ¢t : A — B qualquer, em
que A e B sdo C*-dlgebras. Podemos construir uma aplicacio t(™ :
M, (A) > M,(B) em que se uma matriz M em M,(A) é dada por
(a;,;) na entrada (,j), que no caso denotaremos por M = (a; ;)i ;,
entao t™ (M) = (t(a;;))i ;- Mesmo que t seja positiva, podemos ter
que ™ nao é positiva. Isso inspira a definicdo de um novo tipo de
positividade.

Definigao 2.4.3. Uma aplicacdo linear positiva ¢ : A - B é chamada
completamente positiva se, para todo n € N, temos que (™ é positivo.

Exemplo 2.4.4. Todo *-homomorfismo é completamente positivo. De
fato, sejam ¢t : A - B um *-homomorfismo entre C*-algebras e n € N.
Dado M € M,(A) positivo, existe N € M,(A) tal que M = N*N.
Escreva N = (a;j);, onde a;; € A para todo ¢,j € {1,...,n}. Disto,

n
N* = (aj;);i e com isso, N*N = ( ¥ aj,;ax;)i;. Disto,
k=1

NN = () agiang))ig =
k=1

(3 tan) Haxg))is = O (N) 1 (N) 20
k=1

e portanto t é completamente positivo.

Nosso préoximo passo é construir o produto tensorial interior en-
tre dois médulos de Hilbert. Para isto precisamos de uma fungao de
ligacdo entre eles. Esta fungdo é o *-homomorfismo dado por uma
representacao, ou seja, um dos mdédulos de Hilbert precisa ser uma
correspondéncia.

Sejam A e B C*-dlgebras. Considere H um A-médulo de Hilbert
e (K,m) uma A-B correspondéncia. Entao, em particular, H é um
A moédulo e £ é um A-B bimdédulo. Dai, podemos tomar o produto
tensorial de H por K como médulos. Este serda denotado por H ®Zlg K.
Aqui estamos fazendo o produto tensorial de H e K como mddulos
sobre A. Poderiamos também fazer o produto tensorial de H por K
como médulos sobre C, o qual denotamos por H ®*9 K. Neste caso,
precisariamos “balancear” também a agdo de A, o que corresponde
a quocientar H ®%9 K pelo subespaco gerado por {ra ® y — = ® ay =
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za®y-z®m(a)y=0:zeH,ye K e ae A}. Com isso, também terfamos
como resultado H ®alg K, donde segue que za®y =z ®ay =z ® 7(a)y
em H®alqlC, para todo x € H,y e K e a € A.

Note que assim, para usarmos a propriedade universal de produtos
tensoriais para H ®ng K, precisamos verificar que além da funcao f ser
bilinear, precisamos que ela também seja balanceada sobre A, ou seja,
que f(za,y) = f(z,ay).

Proposicao 2.4.5. Nas condigoes acima, H ®Zlg K € um B-mddulo
com produto interno.

Demonstragdo: Vamos definir um semiproduto interno (-, -) em ’H®alg

K. Fixe (z,y) € H x K. Defina uma fungéo Tgy de H x K para B por
(w,2) » (y,7({z,w))z). Esta fungdo é claramente bilinear, e além
disso,

(wa, 2) = (y, 7({z, wa))z) = (y, 7((x, w))w(a)z) < (w,az)

e portanto d&a orlgem a uma funcdo linear T, , de H ®alg K para B.
Defina agora T, (w ® 2) =T, , (w ® 2)". Esta fun(;ao é conjugado

linear de H ®Zlg K para B. Note que a funcio (z,y) = T, , ¢ bilinear.
De fato, tome x,z1,22 € H, y,y1,y2 € K e A € C. Temos

{y, m({z1 + A2, w))z)" =
(m((z1 + Azg,w))2,y) =
{m(
(

T;1+>\ac2,y(w ® Z) =

T <‘T17 ))z,y)+/\<7r((332,w)z,y)=
gz, w))2)" + My, ({22, w)2)" =
Ty J(wez2)+ T, (w®2).

Similarmente, temos que 71}, =T, ,, + AT, ,,. Mais ainda,

T,Yy1+Ay2 T @Y1

(w®2) (y, 7({(za,w))z)* =

(y,m(a) m({z,w))z)* =

(r((z,w))z,m(a)y) = Ty o (w @ 2).

Tay

Logo, esta fungao da origem a uma funcio linear z® y —» 7, . Com
isso, defina (z®@y,w®z) =T, ,(w®z). Esta funcdo é conjugado-linear
na primeira variavel e linear na segunda, por construgao.

Vamos construir agora a agado de B sobre H@%g K. Para cada b e B,
defina uma funcio de H x K para H @9 K por (z,y) = = ® (yb). Esta
funcdo é claramente bilinear e A-balanceada e portanto da origem a
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uma funcéo de H ®f4lg K para si mesmo. Vamos mostrar que H ®%9 K

é um B-moédulo com semiproduto interno.
E claro que a condigio (1) da Definicio é vélida.
A condicao (2) foi mostrada na construgiao do produto interno.
Para a condigao (3), sejam z ®@ y,w ® z € H ®%9 K e be B. Temos

(y, m({z,w))2b) =
= (y,7({z,w))2)b={(x @y, w® z)b.

(r®y,we (2b))

Na condicao (4) temos,

(r®y,wez)"

n
Para a condi¢ao (5), tome z = ¥ x; ® y;. Temos
i=1

n
(2,2) = Z (r; ®yi,x; ®y;) =

1,7=1

3%

> (i m({wi, 25))y5) =

(g, 7 (e, 25)) i) {yi} i)

Em que estamos vendo a tltima igualdade em K", com
7™M (((2i,;)):,;) sendo a matriz cuja entrada (i, j) é igual a 7({x;, ;).
Usando o Lema segue que a matriz ((z;,x;)); ; é positiva. Além
disso, como 7 é um *-homomorfismo segue que este é completamente
positivo, (w({z;,;))):; > 0 e, pelo Lema [2.2.6] segue que (z,z) > 0.
Com isso, H ®Zlg K é um B-médulo com semiproduto interno.
Lembre que dado um moédulo com semiproduto interno, podemos
gerar um moédulo com produto interno quocientando pelo nticleo do
produto interno, ou seja, pelo subespago gerado por N = {z € H :
(x,2) = 0}. Porém, N é igual ao subespaco gerado pelos elementos da
forma {ra®y-z®n(a)y=0:2¢ H,ye Keac A}, como pode ser
visto em [14].
Logo, segue que H ®?41g K é um B-médulo com produto interno. m

Definigao 2.4.6. Sejam A e B C*-dlgebras. Considere H um A-
médulo de Hilbert e (K,7) uma A-B correspondéncia. Definimos o
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produto tensorial (interior) de H por K como sendo o completamento
de H ®al9 K construido acima, denotado por H ® 4 K.

Caso H seja uma A-B correspondéncia com *-homomorfismo asso-
ciado 7 e K seja uma B-C correspondéncia, entdo o produto tensorial
H ®p K pode ser tornado em uma A-C' correspondéncia, usando o *-
homomorfismo 7 ® id em que para cada a € A, w(a) ® id é definido por
r@yw m(a)r ®y.

Exemplo 2.4.7. Considere H uma A-B correspondéncia. Temos que
A é uma A-A correspondéncia, e B é uma B-B correspondéncia. Vamos
mostrar que A ®4 H = H. Primeiro note que a func¢ao (a,z) — a-x é
bilinear e A-balanceada, e portanto dé origem a um operador A-linear
@ de A®alg H. Dado z = Z a; ® T; €, temos

i=1

n

n
Za-@xi,Zai@)xi):

i=1

(2,2)

M= :
M=

(ai®xi,aj ®£Cj> =

N
Il
—
<.
Il
—

s
M=

~
I

—
<.
Il

[

(x“ (ajaj)-x;) =

Ms

Q; * mlazaj 37] (Z),(p(Z))

I
—

I3

e logo ¢ é uma isometria. Com isso, podemos estendé-lo para o com-
pletamento de A ®alg H, de maneira isométrica. Por fim, como H é
uma correspondenma, em particular é um A-médulo ndo degenerado
e logo a isometria construida acima é sobrejetora, implicando que ¢ é
um unitario e provando o que afirmamos.

Similarmente, temos que H®p B =~ H.

Podemos ver o produto tensorial como uma operagao dentro das cor-
respondéncias. Ja vimos que o produto tensorial de duas correspondén-
cias é novamente uma correspondéncia. O tltimo exemplo mostrou que
as C*-dlgebras correspondentes funcionam como “unidades”, a menos
de isomorfismo, para o produto tensorial. Uma pergunta natural que
surge é se esta operacdo é associativa, novamente a menos de isomor-
fismo. Isto serd mostrado na proxima proposigao.

Proposigao 2.4.8. Sejam H um A méddulo de Hilbert, IC uma A-B cor-
respondéncia e L uma B-C' correspondéncia. Entdo existe um unitdrio
a: (H@A’C)®B£—>H®A (K@Bﬁ).
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Demonstragao: Fixe z € L. Para cada z, a fungéo (z,y) » 2@ (y®2)

é bilinear e usando que o produto tensorial sobre A é A-balanceado e

que a estrutura de A-C' correspondéncia sobre K ® g L, temos que esta

fungdo também é A-balanceada, donde segue que ela d4 origem a uma
n

fungdo linear ¢, : H ®%Y K - H®4 (K ®p L). Dado w = ¥ 2; ® y;,
i=1

temos

NIE

=
I

[
[
I

[

I{p=(w), o= ()| = 2 (p=(zi ®yi), (25 ©y;))| =

3
3

(xz ®(yi®2),7;®(y; ®2))| =

N
Il

=
<.
Il

=y

M=

~
I

[
<.
I

[

2 (Vi ®z (i, 25) - y;) @ 2) | =

_M:

Il
—

1=

{2, (yir (i) - w5) - 2)| =

w,w) - 2)| < [{w, w)[[(z, 2)],

—

—_

—~ ..

donde segue que @, é limitada por |z||. Com isso, para cada z € L,
temos uma funcdo linear ¢, : HOoA K - Hoa (Ko L).

Dado (w, 2)(H®4 K) x L, temos que a fungao (w, z) — ¢, (w) é bi-
linear. Como ¢, é bilinear e continua, basta verificarmos para tensores
elementares £ ® y € H ® 4 K. Disto,

2,

2®(y® (21 +A22)) =
z®(Y®z1)+ Az ® (Y ®29) =
Pz (T®Y) + Az, (T ®Y).

3021+/\22 (Jj ® y)

A linearidade na outra variavel decorre do fato de que ¢, é linear. Mais
ainda, temos

p((z®y)-b)=20(y-b®2) =28 (y®b-2) =pp.(z®Y),

provando que a fungdo também é B-balanceada, e portanto (w,z) —
. (w) d4 origem a uma fungao linear

ap: (H®AK)®WI L >Hoa(KepL).

n
Seja agora s= Y wr ® 2z € (H®a4 K) ®¢gg L, em que
k=1
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nk
wg = lim Y z;, ®y;, . Dai,

nE—00 4, =]

{ao(s),a0(s)) =

= kél(ao(wk ® 2i),a0(w; ® 1)) =

1(()0Zk (wk)v Pz (wl)) =

=
s

Nk

n ng
=Y lim lim Y ¥ (z;, ® (i, ®2k),2; @ (y;, ® 21)) =

k‘,l:l T —>00 N —>00 ikil il:

neg 1

= ¥ lim lim ¥ ¥ (yi, ® 2k, (i, 2i,) vi,) ® 21) =

k,l=1 Tk =00 =00 4§, 1 2]

n ng N

= Y lim lim ¥ Z(zk7<yik7(xik’$iz>'yiz>'zl):

k=1 Mk=00 NI—>00 4, 21 ;=]

n
= ¥ (zn, (wp,wy) - 21) =
k1

= (87 S)a

provando que ag é uma isometria. Além disso, como os tensores ele-
mentares de H ®4 (K ® g L) estdo na imagem de ag, segue que este é
sobrejetor e portanto se estende a um unitério a : (X ®4 K) ® L —
Heos(K®p L), como se queria demonstrar. ]

Outra pergunta natural que surge é se existem correspondéncias
inversiveis com relacdo ao produto tensorial, no sentido de que seu
produto tensorial seja isomorfo as C*-algebras correspondentes. Estas
correspondéncias existem e sao chamadas de bimédulos de imprimitivi-
dade. Porém, antes de entrarmos neste tépico, vamos falar um pouco
mais sobre unitarios entre correspondéncias e sua relagao com o produto
tensorial.

Teorema 2.4.9. Sejam Hi,Ho A-mddulos de Hilbert e K1,Ko A-B
correspondéncias. Dados unitarios f : Hy - Ha e g: K1 = Ko existe um
unitdrio f®g de H1®4 K1 para Ho® 4 Ko de forma que (f®g)(x®y) =
f(x)®g(y), para todo x @y € H1 @ K;.

Demonstragio: E claro que a funcdo (z,y) — f(z) ® g(y) é bilin-
ear. Além disso, esta funcdo é A-balanceada, ja que f é um homo-
morfismo de A-médulos de Hilbert e g é um homomorfismo de A-B
correspondéncias. Assim, este mapa da origem a um operador linear
w:Hy <X>Zlg K1 — Hs ®?4lg Ko definido por z @y — f(x) ® g(y).
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n
Dados agora z= Y x; ® y; € Hy ®il4lg K1, temos
i=1

{p(2), #(2))

K3

(3 (@) @00, 3 1) @(1)) -

0= 5
M=

2 (f(xi) @ g(yi), f(x;) @ g(y;)) =

N
Il

—
<.
Il

—

M=
M=

2 (9(i), (f (0), f(;))9(y;)) =

<.
Il

[
<.
Il

[u

M=

=
I

—_
<.
I

—

2 (9(yi), (i, z5)9(y;)) =

(g(yi) g(($2,$3>y3)> =

M
M=

N
Il

=
<.
Il

=

(yu (xl,x] )%) (z,z),

™=

=
I

Ju
I

[

J

donde segue que ¢ é isométrico, e portanto se estende a uma isometria

g HI1 94 K1 = Ho®4 Ks.

Por fim, como f e g sdo unitarios, e portanto sobrejetores, temos
que os tensores elementares de Hso ®%g Ko estdo na imagem de fQ®g
e portanto Ho ®%9 Ko estd na imagem de f ® g. Como a imagem de
uma isometria é fechada, segue que esta é sobrejetora, e portanto um
unitario. [

Definicdo 2.4.10. Sejam A e B C*-dlgebras. Um A-B-bimddulo de
Hilbert H é um A-médulo de Hilbert a esquerda e um B-médulo de
Hilbert & direita de forma que

1. a-(xz-b)=(a-x)- b
2. (@,y)z = x{y, 2);

em que a € A, be B, x,y,2 € H e (), () denotam os produtos
internos a esquerda e a direita, respectivamente.

Um bimédulo de Hilbert é chamado um bimddulo de imprimitivi-
dade se ele é cheio com relagado a cada produto interno.

O produto tensorial entre bimédulos de Hilbert da origem a um
novo bimédulo de Hilbert, em que o produto interno a esquerda é dado

80



por {(z®y,w® z) = {x- (y,z), w). Em particular, o produto tenso-
rial entre bimédulos de imprimitividade é novamente um bimédulo de
imprimitividade.

Sejam A, B C*-algebras, I A, J< B ideais e H um A-B-bimd6dulo
de Hilbert. Podemos produzir um I-J-bimédulo de Hilbert fazendo o
produto de H por I e J respectivamente. Formalmente, considere o
conjunto K = span{m-z-n:m eI,z € H,n e J}. E claro que K é
invariante pela operagao de soma, produto por escalar e produto por
1. Segue pela Proposi(;éoque K={m-z-n:mel,xeH,neJ}.
Com isto, temos

(mq-x1-m1,ma - xo-no) =nj{my-x1, Mo T2)ng €J

e similarmente {mq - x1 -n1, ma - Ty no) € I para todo my -1 -ny, Mo -
9 -ng € K. Isto mostra que os produtos internos também estdo bem
definidos e portanto K é um I-J-bimddulo de Hilbert. Denotaremos
este bimédulo de Hilbert por I-#H -J. Caso J = B, denotaremos K
por I-H. Analogamente, adotaremos a notagdo H -.J para o caso em
que I = A. Com isto, podemos construir unitarios ¢ : I @1 H - 1-H e
Y:H®pJ—>H-J de maneira andloga feita no Exemplo 2.4.7]

Quando existe um bimédulo de imprimitividade entre duas C*-
algebras, dizemos que elas sdo Morita equivalentes. Uma equivaléncia
de Morita é uma forma mais fraca de isomorfismo entre C*-algebras,
como pode ser visto no proximo exemplo.

Exemplo 2.4.11. Sejam A e B C*-4lgebras. Suponha que exista um
*-isomorfismo ¢ : A - B. Entdo B é um A-B-bimédulo de imprimi-
tividade. E claro que B é um B-médulo de Hilbert cheio, como no E-
xemplo[2.4.171] Além disso, podemos tornar B um A-médulo de Hilbert
a esquerda com a ac¢ao de A sendo a-x = p(a)b e o produto interno
(z,y) = oY (zy*), para a € A e b,x,y € B. Como ¢ é um isomorfismo,
segue que B é cheio a esquerda.

A condigdo 1 da Defini¢ao [2:4.10] segue da associatividade do pro-
duto. Para a condicao 2, temos

(z,y)z = (0™ (2y"))z = 2y" 2 = 2(y, 2),
provando que B é um A-B-bimdédulo de imprimitividade.

Em contrapartida, bimédulos de Hilbert generalizam isomorfismos
parciais entre C*-4lgebras, como mostraremos no préximo exemplo.

Exemplo 2.4.12. Sejam A e B C*-algebras. Dados [ << Ae J<4 B
ideais, suponha que exista um x*-isomorfismo ¢ : I - J. Entao J é um
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A-B-bimédulo de Hilbert. Usando novamente a estrutura de B-médulo
de Hilbert como no Exemplo temos que J é um B mddulo de
Hilbert.

Seguindo o exemplo anterior, temos um I-B-bimédulo de Hilbert.
Porém, como ¢ é um isomorfismo, segue que ¢ é ndo degenerado,
e portanto, usando o Lema [2.375] temos que ¢ se estende a um *-
homomorfismo ndo degenerado ¢ : A — J. Este *-homomorfismo nos
da uma acdo de A em J. Além disso, o produto interno é dado por
¢!, como feito anteriormente.

Com isso, J é um A-B-bimédulo de Hilbert.

Nossos esforgos para estudar de maneira (bi)categdrica as agdes de
semigrupos inversos vao usar bicategorias com morfismos isomorfos aos
definidos no exemplo anterior. Estes bimédulos sdo chamados de regu-
lares e serao o foco de nosso estudo mais adiante.

Exemplo 2.4.13. Lembre que, pela Proposicao [2.2.12] um B-mdédulo
de Hilbert H cheio é também um K (#H)-médulo de Hilbert cheio a
esquerda. Vamos mostrar que H é um bimddulo de imprimitividade.

Como os operadores adjuntaveis sdo B-lineares, segue que a condicao
1 da Defini¢ao [2.4.10] ¢ satisfeita. Para a segunda condigdo, tome
z,y,2 € H. Temos

(@,y)z = 02,4(2) = 2(y, 2),

donde segue que H é um K (H)-B-bimddulo de imprimitividade.
Similarmente, se H é um A-médulo de Hilbert cheio & esquerda,
entdo H é um A-K(H)-bimédulo de imprimitividade.

Lema 2.4.14. Sejam A,B,C C*-dlgebras, [ < A, JK <B eL<aC
ideais de forma que existam *-isomorfismos a: I - J e §: K — L.
Se vermos J como um A-B-bimddulo de Hilbert e K como um A-C'-
bimodulo de Hilbert, entdo J ® g L € unitariamente isomorfo a M, em
que M € o ideal de C dado por B(JnK) visto como um A-C-bimddulo
de Hilbert.

Demonstracdo: Defina 1y : J x L — M por (z,y) = B(z871(y)).
Observe que esta fungao estd bem definida, ja que J n K = JK. Dados
x, 21,22 €J, y,y1,y2 € L e A € C, temos

B((z1+Ax2)B7(y)) =
B(x187 (y)) + AB(z2B7" () =
Yo(z1,y) + Mo (2,y)

wo(fﬂl +)\$2»y)
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BB (y1 + Ay2)) =
BB (1)) + AB(zB 7 (v2)) =
wO(xayl) + )\1/10((13,y2),

provando que ¥g é bilinear. Mais ainda, para b € B,

Po(xb,y) = B(xbB ()

Yoz, y1 + A\y2)

Yo(z,by) = BB~ (B(D)y)),

em que § é a extensdao de [ para B como um x-homomorfismo nao
degenerado.
’ . ~17n .
Observe que como 8 é um =-isomorfismo, S~ (5(b)) = ¢ para um
tnico i € K. Disto,

B(xp~ (B(b)y)) = BxB~(B(H))B™ (v)) = B(ziB ™ (y)),
e como (i) = B(b), segue que (b, y) = Yo (z,by).
Com isto ¥ é bilinear e B-balanceada e portanto induz um operador
linear z/J:J®angL—>M.
Seja z = i T; ®Y; € J®’]”3lg L. Temos,
i=1

(¥(2),4(2))

M= $0gs ““..M: HM F0= 50

(7/}(551 ® yz) 1/}(% ® y]))

2,7=1

> (BB~ (y2)), B(xi 87 (7)) =

1,7=1

BBy w87 (y;)) =

yi B x;)y; =

3,5=1

(yz,B((wz,wﬂ)yJ)

2,7=1

(zi ®yi, xj ®y;) = (2,2)
1

,J

provando que 1 é isométrica. Usando a Proposicao temos que
o conjunto Jy :={jke JNnK :j¢e J ke K} édenso em Jn K. Disto,
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B(Jop) é denso em M. Mais ainda, observe que dado m = 8(jk) € B(Jy),
temos

V(i ®B(k)) = BB (B(K))) = B(jk) = m,

provando que a imagem de 9 é densa e portanto i é um unitario, como
queriamos provar. ]

Observe que a acdo de A em M como acima é dada através do
isomorfismo v: a1 (JnK) - B(Jn K), em que y = Boa. Isto é muito
similar ao contexto de agOes parciais, como pode ser visto em [12], onde
precisamos fazer a composi¢ao de fungées num dominio apropriado,
restringindo este se preciso.

Sejam A, B C*-algebras e (H,7) uma A-B correspondéncia em que
‘H é um B-moédulo de Hilbert cheio. Vimos acima que H é um K (H)-B-
bimédulo de imprimitividade. Disso, se w é um *-isomorfismo de A em
K (#H), segue que H é um A-B-bimédulo de imprimitividade. Entdo um
questionamento natural é se H é um A-B-bimddulo de imprimitividade,
entdo existe um isomorfismo entre A e K (). Isto de fato é verdade e
serd mostrado no préximo teorema.

Teorema 2.4.15. Sejam A, B C*-dlgebras e H um A-B-bimddulo de
Hilbert. Entao o *-homomorfismo ¢ : A — L(H) definido por p(a)(x) =
a-x se restringe a um *-isomorfismo de I sobre K(H), em que I =
span{{z,y) : x,y € H}. Em particular, se H é um A-B-bimddulo de
imprimitividade, p é um *-isomorfismo sobre K(H).

Demonstragao: Denote por 1 a restricao de ¢ ao ideal I. Vamos
mostrar que ¥ é injetivo. Seja n € ker(v). Temos que n-x = 0, para
todo = € H, donde segue que

n{z,y) = (n-z,y) =0

para todo x,y € ‘H. Isto implica que nm = 0, para todo m € I, donde
segue que n =0 e portanto 1 é injetivo.

Para mostrar que a imagem de 1 é igual a K (H), observe que para
todo z,y,z € H,

H%!I(Z) = x(y,z) = <<Z',y>>2,

donde segue que 6, , é igual & multiplicacao por {z,y). Como o span
do conjunto {6, : x,y € H} é denso em K(#H), segue que a imagem de
v é K(H) provando o desejado. ]

Com isto, usando a Proposicao [2.2.12] segue que as normas induzi-
das pelos produtos internos a direita e a esquerda em um bimddulo
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de imprimitividade sdo iguais. Veremos mais adiante que isto também
vale para um bimédulo de Hilbert geral.

Podemos entao formalizar a no¢do de uma correspondéncia ser in-
versivel.

Definigao 2.4.16. Uma A-B correspondéncia H é chamada inversivel,
com relagdo ao produto tensorial, se existe uma B-A correspondéncia
K de forma que HegKz2Ae K®osH2B.

Dado um A-B-bimédulo de imprimitividade #H, podemos construir
um B-A bimédulo de imprimitividade, chamado de dual, ou de inverso,
de ‘H e denotado por ‘H* da seguinte forma:

Como conjunto H* := {z* : € H}, ou seja, os mesmos elementos
de H renomeados para diferenciarmos. A soma ¢é a mesma de H, isto
éx* +y* = (x+y)* e para \ € C, definimos A\z* := (Az)*. Para a agdo
de B a esquerda de H*, defina

b-a* = (xb*)*

e similarmente z* - a = (a*z)*. Mantemos os produtos internos da
mesma maneira, no sentido de que o produto interno & esquerda de H*
é igual ao produto interno a direita de ‘H e similarmente para o produto
interno a direita. Este é entdao um B-A-bimoédulo de imprimitividade,
como pode ser verificado facilmente.

Além disso, temos um anti-isomorfismo f:H — H*, no sentido que
f é conjugado-linear, bijetiva e f(axb) = b* f(x)a* para todo a € A,
beBezxzeH.

Dado um A-B bimédulo de imprimitividade H, temos que H ®p
H* =2 AeH ®4 H = B. De fato, note que a funcao (z*,y) ~ (x,y) é
bilinear. Além disso,

(#%a,y) = (0’ x,y) = (x, ay) < (2, ay),

provando que esta da origem a uma funcao linear p : H* ®Zlg H - B.
Esta fungao é sobrejetora pois H é cheio a direita. Mais ainda, dado
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n
= _Z i@y eH” ®alg H, temos
=1

(p(2),p(2)) = p(2)"p(2) =
= Z_:l(yi,xi)(xjayj):
= ‘i1<y27xz<xjvyj>>

>, (i (27,75 )y5) =

7,5=1

ISGERINIE

(77 ®yi, ] ®y;) = (z,2),
1

]

provando que p é uma isometria e portanto da origem a um unitario de
H* ®4 H para B. Similarmente, existe um unitdrio de H ® g H* para
A.

Isto mostra que H* é um inverso para H e logo todo bimédulo de
imprimitividade é uma correspondéncia inversivel. Mais geralmente,
podemos fazer esta mesma construcao para um A-B-bimédulo H qual-
quer. Note que um A-B-bimddulo se torna um I-J-bimédulo de im-
primitividade, para os ideais I := span{{z,y) : x,y € H} e J := span{(z,y) :
z,y € H}. Com isto, HpH* 21 e H*®4 H = J. Assim, a observagao
feita ap6s o Teorema [2.4.15] também é vdlida para bimédulos de Hilbert
que nao necessariamente sao de imprimitividade.

Lema 2.4.17. Sejam A uma C*-dlgebra e H um A-A-bimddulo de
Hilbert. Se H®asH 2 H, entdo H 21 = J como A-A-bimdodulos de
Hilbert, em que I = span{{x,y) :x,y e H} e J =span{(z,y):x,y € H}.

Demonstragao: Como H ®4 H 2 H, segue que
7‘[®A'H®A'H* 27‘[@,47‘[*

e como vimos acima, H® s H* 2 I e H® oI ~ H, donde segue que H = I.
Se fizermos o produto tensorial por H* do outro lado vamos ter que
H = J como desejamos, concluindo a demonstragao. ]

Mostraremos adiante que I = J como acima, porém para isto iremos
usar a unicidade, a menos de isomorfismo, do inverso de um bimédulo
de Hilbert.

Antes de continuarmos com a préxima proposicido caracterizando
correspondéncias inversiveis, vamos mostrar um lema técnico impor-
tante.
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Lema 2.4.18. Sejam A, B,C C*-dlgebras, H um A-B-bimddulo de im-
primitividade e IC um B-C-bimddulo de imprimitividade. Entao existe
um unitario u: (Hep K)* > K*®p H*.

Demonstragao: A funcao (z,y) - y* ® ¥ é conjugado-linear e B-
balanceada, donde segue que existe uma fungio linear ug : (H ®gg
K)* - K* ®p H* definida por (z ® y)* — y* ® 2*. Note que ug tem
imagem densa em K* ® g H*, donde segue que se ug for uma isometria,
entdo ug se estendera a um unitario como queremos mostrar.

n
Vamos entdo mostrar que ug é uma isometria. Seja z = ¥ (z;®y;)* €

i=1
(Hep K)*, temos

(uo(2),uo(2))

n
>y e,y @aj) =
ij=1

n

(7 (i yj)g) =
1

(27, (3 {(yi, yi )Y =

K2

~.
—_

(@i, 25y, vi)) =

1

(2ilyirvs) 25) = (2 2)

1

.

SM= 50 50 5

7

provando o desejado. ]
O préximo resultado nos diz que uma correspondéncia inversivel é
um bimédulo de imprimitividade.

Proposicdo 2.4.19. Sejam A, B C*-dlgebras e (H, ) uma A-B cor-
respondéncia inversivel. Entio H é um A-B-bimddulo de imprimitivi-
dade. Além disso, se K é uma inversa de H, entdo K = H*.

Para a demonstracdo da proposi¢ao acima, veja ([8]: Lemma 2.4).

Por fim, vamos mostrar alguns lemas técnicos que nos ajudarao
adiante.

Primeiro note que se H é um A-B-bimédulo de Hilbert, entdo H®p
H* ®a H 2 H, através do unitario induzido pelo produto interno a
esquerda, ou a direita. Ou seja, os mapas dados por z®y* ® z — x(y, 2)
ex®y* ®zr (x,y)z. Além disso, por ser um bimddulo de Hilbert,
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estas fungoes sdo iguais, donde segue que o seguinte diagrama comuta

HeopH oa H—"20 90 (3, H)
(- )oid .
(HH) ®aH . A,

em que estamos usando {-,-),(-,-) para denotar o unitdrio induzido
pelos produtos internos, @ para denotar o unitario induzido pela acao
a esquerda ou a direita e (#H, H ), (H, H) para denotar os ideais gerados
pelos produtos internos a esquerda e a direita. Similarmente, existem
unitarios que implementam o isomorfismo H* ® 4 H®p H* = H*.

Suponha que H e K sejam A-B-bimdédulos de Hilbert e que exista
um unitario, para o produto interno a direita, de H para K que comuta
com a agao a esquerda dos bimédulos. Este unitario é entdo um opera-
dor A-linear de H para K. Como as normas em bimédulos de Hilbert
sao iguais, segue que este unitario também serd isométrico com relacao
a norma induzida pelo produto interno a esquerda. Além disto, por ser
um unitario, é em particular sobrejetor, e portanto é um unitario para
o produto interno a esquerda.

Lema 2.4.20. Sejam A,B,C C*-dlgebras, H um A-B-bimddulo de
Hilbert, I um B-C-bimddulo de Hilbert e L um A-C-bimddulo de Hilbert
de forma que (IC,ICY) = (H,H). Entdo

UHe K, L)Y2UK,H ®4 L)

ULHopK)2U(H ®4 L,K),
em que U denota os unitdrios entre os bimodulos de Hilbert em questao.

Demonstragao: Seja ¢ : H®p K — L um unitario. Podemos construir
um unitario id®@ ¢ : H* @4 He®p K - H* ® L definido por 2* @y ® z —
2*®p(y®z). Usando o unitario induzido pelo produto interno a direita,
o qual denotaremos por (-, -), temos

(vY®id: H" @9aHRg K~ (H,H)®p K.

Por fim, usando o unitario induzido pela acdo a esquerda sobre IC,
denotado por p, temos

u:<H7H>®BK:_)<H7H)"C;K:a
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em que o tltimo isomorfismo é dado pois (H,H) = (K, ).

Assim, a composicio id ® po ()1 ®idoput e U(K,H" ®4 L).
Assim construimos uma aplicagio de U(H®p K, L) paraU(K, H*®4L).
Vamos mostrar que esta aplicacdo é injetora e sobrejetora. Para a
sobrejetividade, considere ¥ € U(K,H* ®4 L). Seja z € K com z =
(z1,22)y, em que z1,29 € H e y € K. Disto, ¥(z) = (z1,22)0(y) =
(21, z2)(W* ® 2) e H* ® 4 L. Assim, temos

(x) =
= (w(ze,21)) " ®2=
((w,z2)21)" ® 2 =

= zi{x2,w) ® z =] ® (12, w)z.

1, Ta)w* @ z =

Por outro lado, dado ¢y e U(H ®p K, L), temos que

(id® o () @idon)(x) = (id®po () @id)({r,mm) 8y) =
= dep(r]®T20Yy) =x] ®p(r2®Y).

Defina entdo ¢ : H®K — L por z@¢ H(w* ®2) = (x,w)-z. Contas
simples mostram que ¢y é um unitario e além disto, id ® g o (-,-)"' ®
id o u™t =4, provando a sobrejetividade.

Para a injetividade, considere p,9 € U(H ®p K, L) de forma que
@ # 1. Dali, existe t®y € H®p K de forma que p(z ®y) #+ Y(z®y).
Seja entdo z € K de forma que z = (w, z)y, com w € H\{0}. Temos

id®po(, ) t@idou(2)=id®p(w* ®rey)=w" @ p(rey)

e similarmente id ® ¥ o (-,-) ' ® id o 7' (2) = w* ® Y(x ® y), provando
que a aplicagdo é injetiva, e portanto é uma bijecao.
Para o outro caso a demonstragao é analoga. ]

Se H e K sdo unitariamente isomorfos, entdo (H,H) = (K,K) e
(H,H) = (K,K) j& que um unitério preserva produtos internos.

Com isto, podemos mostrar a observagao feita apés o Lema
Seja H um A-A-bimédulo de Hilbert como no Lema Usando
a Proposicao [2.4.19] segue que existe um unitario entre H* e H. Pela
observagao feita acima, isto implica que (H*,H*) = (H,H)), porém
(H*, H*) = (H,H), por defini¢iao, donde segue que I = J como comen-
tado apés o Lema

Com isto em mente, podemos provar o préximo lema.
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Lema 2.4.21. Sejam A, B C*-dlgebras, H um A-B-bimddulo de Hilbert
e I um B-A-bimddulos de Hilbert. Se existirem unitdrios

u:Hep K4 H->H

1:KsgHOBK > K
entdo existe um unico unitdrio ¢ : H* - K de forma que a fungdo

1d®p®id
_

1 desH esH HopKoiHSH

€ a identidade.

Demonstragao: Vamos comegar construindo ¢. Pela observagao acima
deste lema,

H 2H @s HopH".
Podemos ainda usar o unitario v do enunciado para obter

H @A HBH 2 H 34 Hop K4 HOH".

Agora, usando os unitdrios induzidos pelos produtos internos, junto
com o unitario induzido pelas agoes sobre K, temos

H @A HOpK@sHoOpH" 2 (H,H) - K- {(H,H),

e assim conseguimos um unitario de H* para (H, H)-KC-(#H, H)). Similar-
mente, com o uso de v, existe um unitério de K* para (K, K)-H- (K, K).
Compondo este com o anti-isomorfismo dado pela inversdo de bimédu-
los de Hilbert em ambos os lados, obtemos outro unitario de K para
(K, K)-H* - (K,K).

Compondo entao este unitario com o obtido antes, conseguimos um
unitério de K para (IC,K) - (H,H) - K- (H,H)) - (K,K), donde segue
que (K,K) c (H,H) e (K,K) c (H,H)). Fazendo a composi¢do do
outro lado, obtemos as continéncias opostas, donde segue que (K, K) =
(H,(H) e (K,K) = (H,H)). Assim, (H,H) -K-{(H,H) = K e obtemos
um unitario ¢ : H* - K.

Vamos mostrar que v oid ® ¢ ® id é igual ao unitario induzido pelo
produto interno a direita. Seja tQy* ®z € H®pH* ® 4 H de forma que
y=yi{y2, us) = (s, 2)y1)* e H* - (H,H) e y2 = v(w1 @ k ® wy).

Com isto,

TRY ®z P TQY QY2 QY5 Q2
b IRy QW kWL ®Y; ® 2
B x®(y,w) ke (we,y3) ® 2= (id@ p@id)(z®Yy" ®2),
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donde segue que (v0id®pRid)(r®y*®2) = v(x®(y1, w1 )-k-(wa, Y3 ) ®2).
Por outro lado,

@y @z = z(ys(y2,y1),2) =

= 2{y1,y2)(y3, 2) =

= z(y,v(w1 @ k®w2))(ys,2) =

= {2,y )v(wr @ k@ wa)(ys, 2) =

= v({z,y1)w1 ® k ® wa(ys,2)) = v(x @ (y1,w1) - k- (wa,ys) ® 2),
provando o desejado e com isto, mostramos que o mapa induzido por
p € de fato a identidade.

Por fim, para a unicidade, temos que, usando o unitario induzido
pelo produto interno,

UH",K)

é isomorfo a

U('H* Q4 H®B ’H*,IC),

que por sua vez, usando o Lema [2.:4.20] é isomorfo a
UHHIK®4H),
que, usando o unitario v do enunciado, é isomorfo a
UH,H).

Assim, como ha apenas uma identidade de ‘H para H, segue que existe
apenas um unitario de H* para K. [
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Capitulo 3

Bicategorias

Neste capitulo introduziremos a nocao de bicategorias. Para um
estudo mais aprofundado neste assunto, indicamos [2] ou [9]. Estas
referéncias também sao indicadas para o estudo do proximo capitulo.

3.1 Definicoes

Vamos comegar motivando a defini¢do de bicategorias. Intuitiva-
mente, uma bicategoria é uma categoria em que temos uma nocao de
morfismos entre morfismos, a qual nos permite enfraquecer as igual-
dades dos axiomas de associatividade e identidade de uma categoria
para isomorfismos. Chamamos estes morfismos entre morfismos de 2-
morfismos.

Com isto, podemos pensar uma bicategoria B como uma tripla de
colecoes, uma consistindo dos objetos, outra consistindo dos morfismos
e outra consistindo dos 2-morfismos da bicategoria, em que para cada
morfismo, temos 2 objetos que tratamos como dominio e contradominio
do mesmo e para cada 2-morfismo, temos 2 morfismos que tratamos
como dominio e contradominio do mesmo.

Representamos entao objetos como vértices, morfismos como flechas
entre vértices e 2-morfismos como flechas entre flechas, como pode ser
visto no diagrama abaixo,



Observe que estamos tratando 2-morfismos como uma forma de
avaliar se dois morfismos sao similares. Por este motivo, vamos consid-
erar apenas os 2-morfismos entre morfismos de mesmo dominio e contra
dominio.

Com isto, podemos nos restringir a pensar em 2 objetos por vez
e pensar na colecdo de morfismos gerados por estes dois objetos, bem
como na cole¢do de 2-morfismos entre estes morfismos. Vamos querer
preservar as propriedades categoricas aqui, pedindo que para cada 2
objetos tenhamos uma categoria cuja a qual os objetos serdo os mor-
fismos da nossa bicategoria e os morfismos desta categoria serdo os
2-morfismos da nossa bicategoria. Com isto, temos uma familia de cat-
egorias indexada por pares ordenados de objetos. Dados A e B objetos
de uma bicategoria B denotaremos por B(A, B) sua categoria associ-
ada.

Esta ideia gera uma nogao de composicao entre os 2-morfismos, a
qual chamaremos de composicao vertical e denotaremos por .,. Esta
ideia pode ser visualizada através dos seguintes diagramas,

f
f
B<—lgl A B‘/ﬁga\ A
8 \/

Até o momento, nao temos nenhuma forma de composicao entre os
morfismos. Para formar tal composi¢ao, vamos nos utilizar de funtores
entre as categorias formadas por pares de objetos. Lembre que numa
categoria usual, podemos compor morfismos quando o contradominio
de um coincide com o dominio do outro. Seguindo estas ideias, sejam
A, B e C objetos de uma bicategoria B. Como mencionado antes, vemos
um objeto de B(A, B) como um morfismo da nossa bicategoria e, além
disto, este morfismo tem como dominio A e contradominio B. Com isto,
podemos pensar em compor morfismos de B(B,C) com morfismos de
B(A, B) para formar morfismos de B(A4, C'). Para cada tripla ordenada
de objetos A, B e C de B, denotaremos por capc o funtor que vai da
categoria B(B,C) x B(A, B) para a categoria B(A,C).

Desta forma conseguimos uma nocao de composicdo entre morfis-
mos, a qual denotaremos por o ou simplesmente pela concatenacao dos
morfismos, e uma outra nogdo de composicao entre 2-morfismos, a qual
chamaremos de composicao horizontal e denotaremos por .;. Podemos
ver melhor como esta composi¢do se comporta através dos seguintes
diagramas
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f2 f1 fafa
C/ﬂﬁ\B/ﬂa\A . C;/BWA
92 g1 9291

em que fi, go sdo morfismos de A para B, fo, g2 sdo morfismos de B para
C, a é um 2-morfismo de f; para g; e 8 é um 2-morfismo de f5 para gs.
Além disto, podemos nos utilizar das propriedades funtoriais de c4pc
para derivar uma relagdo entre as duas composi¢oes de 2-morfismos.
Dados (B2, @2),(B1,a1) em Hom(B(B,C) x B(A, B)) 2-morfismos de
(g2,91) para (ha, h1) e de (f2, f1) para (g2, 91) respectivamente, temos

Logo, podemos compor verticalmente ag com a; e B2 com 1, ji que
em ambos o0s casos 0s 2-morfismos encontram-se na mesma categoria,
gerando o 2-morfismo (B3 «, 1, @2+ 1) em B(B,C) x B(A, B),

f2 f1
ol > B wlle Al
NV \ﬁ/
ho h1

Aplicando entéo o funtor composicao, obtemos o 2-morfismo (82, 51)n
(042 v 1 )7
fa2f1

C (B2'u51)'!—!(f12'va1) A.
J

hahi

Por outro lado, podemos aplicar o funtor composi¢do primeiro, o que
nos trard dois 2-morfismos componiveis verticalmente, By, s € B1-p 1,

faf1
1]

B1p a1
C<—92“917A.
132'\(}/052

hahi
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Fazendo entao a composigao vertical deles, obtemos (S2-pa2) (81-na1),

fafa
C (52%(12)"1!(/31';1@1) A

hzhl
e as propriedades funtoriais de ¢ nos dao

(B2 B1) n (@2 p a1) = (B2n a2) w (B1h 1)

Apesar de estarmos considerando estes funtores como uma nocao
de composi¢ao, note que ainda nao temos nenhum axioma sobre estes
funtores para que eles se comportem da forma que gostariamos.

Com a ideia de manter os axiomas de categorias substituindo igual-
dades por isomorfismos, isto nos motiva inicialmente a ter um morfismo
identidade para cada objeto da nossa bicategoria. Dado um objeto A
de B, podemos considerar a categoria B(A, A), a qual o morfismo iden-
tidade de A deveria pertencer. Lembre que a categoria 1 é a categoria
com um objeto e um morfismo. Criaremos entdo um funtor da categoria
1 para a categoria B(A, A), o qual denotaremos por 14, e denotaremos
a imagem de seu objeto por Id4 e de seu morfismo por Id 4, isto é, va-
mos denotar o 2-morfismo identidade na nossa bicategoria pela mesma
notagdo do morfismo cujo qual ele é identidade sobre. Como men-
cionamos acima, Id 4 serad tratado como o morfismo identidade para o
objeto A. Observe também que as categorias B(A, A), para cada objeto
A de nossa bicategoria, sdo as Unicas categorias em questdao que nao
podem ser vazias.

Vamos agora construir os 2-morfismos que implementarao os ax-
iomas de associatividade e de identidade para os morfismos da nossa
bicategoria. Para isto usaremos a nocao de isomorfismos naturais.

Observe que a associatividade de morfismos em uma categoria pode
ser representada através da comutatividade do diagrama

(hvgvf)%(hogmf)
idxo o
(h,go f)———>hogof,

em que h, g, f sdo morfismos componiveis, o representa a composigao e
id representa manter o morfismo igual.
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No nosso caso, temos que a composi¢ao de morfismos é dada através
dos funtores composicao capc, ¢BCD, CABD € ¢CBCD, em que A, B,C, D
sao objetos da nossa bicategoria. Replicando entao o diagrama acima
para esta composi¢ao, pensando que h é um morfismo de C para D, g
é um morfismo de B para C e f é um morfismo de A para B, ou seja,
(h,g, f) sao objetos de B(C, D) xB(B,C) xB(A, B), temos o diagrama

cgepxldpa, )
_—

B(C, D) x B(B,C) x B(A, B) B(B, D) x B(A, B)

Idg(c,pyxcaBc CABD

B(C, D) x B(A,C)

v B(A, D),
em que Ide¢ é o funtor identidade da categoria C. Gostariamos de fazer
com que este diagrama comute, porém isto implicaria no axioma da
associatividade de categorias. No lugar disto, pediremos que os fun-
tores CABD °CBcD X IdB(A7B) € CAcpD© [dB(C,D) X CABC sejam natural-
mente isomorfos, ou seja, pediremos que exista um isomorfismo natural
aaBcD : caBp © ceep * Idpa,By = cacp © Idp(c,py x caBc-

Observe também que o isomorfismo natural a4gcp também nos
da uma forma de associatividade para a composicdo horizontal de 2-
morfismos, como pode ser vista através da propriedade natural de
aapop expressa através do diagrama comutativo

A(hy1,91,f1)

(h1g1) fr—————=h1(g1f1)
(v'nB)na Yr(B-na)

(h2g2) fa

em que (v,f,a) é um morfismo em B(C, D) x B(B,C) x B(A, B) de
(h1,91, f1) para (ha, ga, f2)-

Com isto, nos falta construir os 2-morfismos responsaveis por imple-
mentar os axiomas de identidades. Lembre que podemos representar a
identidade de morfismos em uma categoria através das equacoes

o he(9212),
f2)

A(hg,92

idof=f e [foid=f,
em que f é um morfismo qualquer e id representa, por um abuso de
notagdo, cada identidade de f.
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Como no nosso caso, as identidades sdo implementadas através dos
funtores T4, Ip e a composicao é implementada pelos funtores caap
e capp, para A, B objetos da nossa bicategoria, podemos replicar a
equagio acima, com f sendo um morfismo de A para B, através dos
diagramas

L

1x B(A, B) B(A,B)

IBXIdB(A,B)

B(A,B) x 1—2~B(A, B)
Idgca py<Ia

B(AaB) XB(AaA)mB(AvB)a

em que L e R sdo os funtores que implementam os isomorfismos canoni-
cos 1 x B(A,B) 2 B(A,B) e B(A,B) x 1z B(A, B), respectivamente.

Finalmente, lembre que a associatividade implica que podemos com-
por morfismos da maneira que quisermos, fazendo que sempre faga sen-
tido mesmo sem parénteses. J4 a identidade funciona mesmo quando
estd no meio de outros morfismos, independendo de qual forma a sim-
plifiquemos. No nosso caso, precisamos exigir alguns axiomas para que
propriedades similares valham os quais sdo representados através dos
seguintes diagramas

Ak h,g)nld

((kh)g)f R (k(hg))
A(kh,g,f) A(k,hg,f)
(kh)(gf) k((hg)f)
A(k,h,gf) Tdg nacn,g,r)
k(h(gf))
(9Idp)f——"g(Idsf)
rgnlds lg-nldy
qf,
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em que k é um morfismo de D para E, h é um morfismo de C para D,
g € um morfismo de B para C' e f é um morfismo de A para B. Aqui
nao estamos expressando diretamente as transformacgoes naturais entre
funtores, mas sim entre os resultados dos funtores em morfismos das
nossas categorias com o intuito de simplificar a notagdo. Neste caso,
estamos denotando por Id; o 2-morfismo identidade do morfismo ¢.

Com isto em mente, podemos formalizar o que deveria ser uma
bicategoria através da defini¢cdo a seguir.

Defini¢cdo 3.1.1. Uma bicategoria (ou 2-categoria fraca) B consiste
dos seguintes dados:

Uma cole¢do ObB de objetos.
Para cada par ordenado A, B em ObB, uma categoria B(A, B).

Para cada tripla ordenada A, B,C' em ObB, um funtor

CABC * B(B,C) X B(AaB) - B(A,C)

Para cada objeto (g, f) de B(B,C) x B(A, B), denotamos
caBc(g, f) por gof = gf e para cada morfismo («, 8) de B(B, C')x
B(A,B), capc(f,a) é denotado por S.,c.

Para cada A em ObB, um funtor
Ip:1— B(AA),

em que 1 é a categoria com apenas um objeto e um morfismo
(identidade).

Para cada quadrupla ordenada A, B,C,D em ObB, um isomor-
fismo natural

aapcep :cappo(ceep x1dpa,py) — cacp o (ldpc,p) % capc),

em que Ide representa o funtor identidade da categoria C. Ob-
serve que a categoria de base do funtor capp o (cpop x Idp(a,B))
é (B(C,D) xB(B,C)) x B(A, B) ¢ a categoria de base do funtor
cacpe(ldgc,p)xcapc) ¢ B(C,D)x(B(B,C)xB(A, B)), porém
como estas categorias sdo equivalentes, estamos identificando-as
para simplificar a notacdo. Faremos algo similar nos proximos
itens com a mesma finalidade.
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e Para cada par ordenado A, B em ObB dois isomorfismos naturais

lap:cappo(Ip x Idga,p)) — L

TAB:CAABO(IdB(A,B) XIA) — R

em que L e R sdo os funtores que geram as equivaléncias candnicas
1xB(A,B)2B(A,B) e B(A,B) x1=B(A, B), respectivamente.

Estes dados estao sujeitos aos seguintes axiomas:

o cape(Idrdgp py*aapep)oaappEocapr(apepE * Ididay , ) =
AACDE © GABCE-

o capc(Idrdgs oyiap) © caBc(aapBe) = cape(TBo * Idrag , ) )

em que Idy4, denota a transformagdo natural entre os funtores identi-
dades de uma categoria C, que também ¢ identidade por sua vez.

Uma bicategoria em que os isomorfismos naturais a, [ e r sdo igual-
dades é chamada de 2-categoria (ou 2-categoria estrita). Neste caso,
quando restringimos nossa bicategoria apenas aos objetos e aos morfis-
mos, teremos uma categoria no sentido usual.

Exemplo 3.1.2. Seja C' uma categoria. Existe uma maneira de tornar
C' uma bicategoria de maneira trivial. Podemos definir os 2-morfismos
como apenas os triviais, ou seja, para cada morfismo da categoria,
temos um unico 2-morfismo dele para ele mesmo, que é o 2-morfismo
identidade. Com isso C' se torna uma 2-categoria.

Defini¢do 3.1.3. Dada uma bicategoria B, definimos a bicategoria
oposta B°? como tendo os mesmos objetos e 2-morfismos de B, porém
com os morfismos invertidos, no sentido de que se A e B s@o objetos
de B e f é um morfismo de A para B na bicategoria B, entdo f é um
morfismo de B para A na bicategoria BP.

Dados objetos A, B,C de uma bicategoria B, e morfismos f de A
para B e g de B para (', sua composi¢ao normal seria dada pelo funtor
composicao e denotada por gf. Quando tratamos da categoria oposta,
estes mesmos morfismos serdao tratados como sendo f de B para A
e g de C para B e, portanto, podemos compor eles ainda, mas na
ordem inversa, através de um funtor composicao diferente. Neste caso,
a composicao é dada por fo?g:= gf. Ou seja, a composi¢ao ¢ a mesma,
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da bicategoria original, mas formalmente a ordem é trocada. Veremos
mais adiante a razao disto ser importante.

Veremos mais exemplos de bicategorias no decorrer deste trabalho.

Sabemos que um morfismo em uma categoria é inversivel se ex-
iste um outro morfismo de forma que a composi¢ao deles, em qualquer
ordem, é igual a identidade correspondente. No nosso caso, como en-
fraquecemos a nogao de identidade para apenas um isomorfismo, faz
sentido definir uma nova nogao de invertibilidade de morfismos e é isto
que faremos a seguir.

Definicao 3.1.4. Seja B uma bicategoria. Um morfismo f € B(A, B) é
dito ser uma equivaléncia se existe um morfismo g € B(B, A) de forma
que fog2lpgegof =1y, istoé, se existem 2-morfismos inversiveis de
fogparalp ede go f para 14.

No contexto categérico usual, definimos um grupoide como uma
categoria pequena em que todos os morfismos sao inversiveis. Como
visto no Exemplo [3.1.2] podemos enriquecer esta categoria para uma
2-categoria. Por outro lado, existe uma definicdo mais geral do mesmo
conceito, chamada de 2-grupoide, que pode ser vista em [7].

Nosso préximo objetivo é construir mais exemplos de bicategorias,
0 que faremos nas proximas segoes.

3.2 A Bicategoria €*(2)

Vamos construir uma bicategoria denotada por €*(2), cujos objetos
sao C*-dlgebras.

Dadas duas C*-dlgebras A e B, defina €*(2)(A, B) como sendo a
seguinte categoria:

Para objetos, considere os *-homomorfismos nao degenerados de A
para M (B) e para os morfismos, considere os unitdrios multiplicadores
de B, no sentido de que se f e g s@o dois morfismos de A para M (B),
entao g esta relacionado a f se, e somente se, existir um unitario mul-
tiplicador de B de forma que Ad,(f) = g. Mostraremos a seguir que
isto estd bem definido.

Dado f #*-homomorfismo ndo degenerado de A para M(B) e um
unitario u € UM (B), defina Ad,(f) : A - M(B) por Ad,(f)(a) =
uf(a)u*. Para ver que Ad,(f) é ndo degenerado, note que B = u*B.
Dai, f(A)u*B = f(A)B = B = u*B, o que implica Ad,(f)(A)B =
uf(A)u*B = B. Portanto Ad,(f) estd bem definido e é um objeto da
nossa categoria.
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Dados u,v e UM (B) morfismos de f para g e de g para h respecti-
vamente, defina a composi¢ao v -, u por vu. Note que se Ad,(f) =g e
Ad,(g) = h, entdo para cada a € A, temos

Ady(g)(a) =

= wg(a)v* =

= v(uf(a)u®)v* =

- (0w f(@)(0u)” = v u(f)(a),

mostrando que esta composicdo estd bem definida. E claro que a
unidade de M (B) induz o morfismo identidade para cada objeto de
¢*(2)(A, B).

Lembre que a topologia estrita nos operadores adjuntaveis de um
moédulo de Hilbert H é tal que uma net {f;};e; converge para f na
topologia estrita se, e somente se, as nets {f;(z)}ier € {fi(x)}ier con-
vergem, em norma, para f(z) e f*(x) para todo x € H.

Para o caso de dlgebra dos multiplicadores M (A), para alguma C*-
algebra A, uma net {m;};c; converge para m na topologia estrita se, e
somente se m;a — ma e am; - am, para todo a € A.

Considerando L(A) como os operadores adjuntéaveis de A visto como
A-moédulo de Hilbert, podemos usar o Corolério para estender os
morfismos desta bicategoria para *-homomorfismos unitais e estrita-
mente cotinuos entre as dlgebras dos multiplicadores. Por esta razao,
iremos tratar os morfismos desta bicategoria como os morfismos de-
scritos acima.

Dadas trés C*-algebras A, B e C sejam f e g *-homomorfismos uni-
tais e estritamente continuos de M (A) para M(B) e de M(B) para
M(C), respectivamente. Fazendo a composigao go f: M(A) - M(C),
temos um *-homomorfismo unital e estritamente continuo, assim es-
tando bem definida como um outro morfismo da nossa bicategoria.
Sejam v € UM (B) e v e UM (C) dois 2-morfismos de f para g e de h
para k, respectivamente, de forma que k e g sejam componiveis, bem
como h e f. Temos

(kog)(a)

h(a)

v(h(g(a)))v” =
v(h(uf(a)u”))v" = (vh(u))(ho f)(a)(vh(u))".

Com isso podemos definir a composi¢ao horizontal dos dois 2-morfismos
acima, dada pelo funtor composigao, como vy u = Ad,p(y). Note ainda
que como vh(b)v* = k(b), para todo b € B, segue que o mesmo vale
para a extensdo de h e k para a algebra de multiplicadores M (B),
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assim temos que
VpU= Ad'uh(u) = Adk(u)v
Para as caracteristicas funtoriais, note que as unidades sao levadas
nas unidades, ja que as extensdes dos *-homomorfismos as algebras de
multiplicadores sdo unitais. Sejam agora wuy,v; 2-morfismos de f; para
g1 e de g1 para hp, respectivamente, e us, vo 2-morfismos de fo para go
e de go para hs, respectivamente. Temos

(V2w uz)n (Viwur) = vougfo(viug) =
vouz fo(v1) f2(u1) =

0292(U1)U2f2(u1) = (U2 ‘h Ul) v (U2 ‘h Ul),

provando a funtorialidade de capc.

Para uma C*-dlgebra A, temos que o funtor /4 manda o objeto no
*-homomorfismo identidade e o morfismo na unidade de M (A).

Note que o isomorfismo natural a e os isomorfismos [ e r sao triviais
j& que a composicdo de *-homomorfismos é associativa e é unital. Com
isso, os axiomas sdo trivialmente satisfeitos, provando que €*(2) é uma
2-categoria.

Iremos estudar agora as equivaléncias nesta bicategoria.

Proposigao 3.2.1. Sejam A e B C*-dlgebras. Temos que um mor-
fismo f de A para B em €*(2) é uma equivaléncia se, e somente se, f
se restringe a um *-isomorfismo de A para B.

Demonstragao: Lembre que se f é uma equivaléncia de A para B,
entao existe outro morfismo g tal que existem unitarios multiplicadores
ueUM(A) e ve UM(B) de forma que v implementa um isomorfismo
entre fog e 1p e u implementa um isomorfismo entre go f e 14. Isto
e?

fog=Ad, e gof=Ad,.

Seja entdo g um morfismo como acima, bem como u e v 2-morfismos
que implementem os devidos isomorfismos.

Primeiramente, note que Ad,, ¢ um *-automorfismo de M (A), bem
como Ad, é um x-automorfismo de M(B). Mais ainda, é facil ver que
Ad, e Ad, se restringem a bijecoes em A e B, respectivamente.

Mostraremos agora que f(A) estd contida em B. Para tanto, note
que pelo fato de g ser estritamente continuo, temos que span{g(B)A}
é denso em A. Disto,

f(g(B)A) = Ady(B)f(A) = Bf(4) ¢ B,
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provando que f(A) c B. Similarmente, g(B) c A.

Com isto, f se restringe a um *-homomorfismo de A para B. Mais
ainda, como fog=Ad, e go f = Ad,, temos que as restri¢goes também
sdo iguais, o que implica que fog e go f sdo bijegbes, e portanto f é
bijetora, e logo a sua restrigdo é um *-isomorfismo de A para B.

Por outro lado, é claro que a extensao estritamente continua de um
isomorfismo é um isomorfismo, e portanto, uma equivaléncia em €*(2).

]

3.3 A Bicategoria Corr(2)

Vamos construir uma bicagetoria denotada por €orr(2), cujos obje-
tos sao C*-algebras.

Dadas duas C*-algebras A e B, defina Cotrr(2)(A, B) como sendo a
seguinte categoria:

Para objetos, considere as A— B correspondéncias e para morfismos,
considere os isomorfismos unitarios de A — B correspondéncias.

Dadas duas A - B correspondéncias (H, @) e (K,1) e dois isomorfis-
mos unitarios entre elas u e v, defina u -, v = uv, ou seja, a composicao
dos unitdrios. E claro que a identidade induz a unidade para cada
objeto da nossa categoria.

Dadas trés C*-dlgebras A, B e C sejam (H,¢) e (K,v0) A- B e
B - C correspondéncias, respectivamente. Defina a composicao destas
correspondéncias como sendo (H ®p K,¢ ® 1). Pela observagio apos
a Defini¢ao [2.4.6] isto é uma A — C correspondéncia, e portanto nossa
composicio estd bem definida. Sejam u um isomorfismo unitario de
(H1,¢1) para (K1,11) e v um isomorfismo unitdrio de (Hz, ¢2) para
(K2,12), de forma que (K2,12) e (K1,%1) sejam componiveis, bem
como (Ha, P2) € (H1,¢1). Defina v-pu = u®v. Pelo Teorema isto
é novamente um isomorfismo unitario de H, ® g Ho para K1 ®p Ks.

E claro que a unidade ¢é levada na unidade via este funtor, logo basta
mostrarmos que a composic¢ao é preservada. Para tanto, sejam uy, vy 2-
morfismos de (H1, ¢1) para (K1,v1) ede (Kq,41) para (£1,71), respec-
tivamente, e us,v2 2-morfismos de (Ha, ¢2) para (Ka,19) e de (Ka,12)
para (L2,72), respectivamente. Temos que

(v2wpu2).n(V1pu1) = (viuy) ® (vaug) =

(’Ul ® ’U2)(U1 ® 7.L2) = (U2.h1)1)~v(u2-hu1)a

provando a funtorialidade de capc.
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Para uma C*-dlgebra A, temos que I4 manda o objeto na corre-
spondéncia trivial (A,id) e o morfismo no homomorfismo identidade
de A para A.

O isomorfismo natural a é dado pela Proposigao [2.4.8] e os isomor-
fismos naturais [ e r sio dados pelo Exemplo

Usando os isomorfismos mencionados acima é facil mostrar que os
axiomas sdo satisfeitos, e portanto Corr(2) é uma bicategoria.

Como no caso anterior, estudaremos as equivaléncias na Core(2).

Proposigao 3.3.1. Sejam A e B C*-dlgebras. Temos que um mor-
fismo (H,¢) de A para B em Corr(2) é uma equivaléncia se, e somente
se, ¢ ¢é um isomorfismo sobre K(H) e, portanto, podemos estender
(H,0) a um A-B bimddulo de imprimitivade.

Demonstracgao: Este resultado segue diretamente da Proposicao

2.4.19 e do Teorema 2.4.151

3.4 Sub-bicategorias de €orr(2)

Dada uma bicategoria BB, uma sub-bicategoria de B é uma sub-
colegdo de objetos, morfismos e 2-morfismos que formam ainda uma
bicategoria com a estrutura de B.

Observe que podemos ver €*(2) como uma sub-bicategoria da Corr(2),
pois M (B) é isomorfo aos operadores adjuntdveis de B visto como B-
médulo de Hilbert e portanto, as correspondéncias neste caso se tornam
s-representagoes ndo degeneradas. Ja os 2-morfismos, por serem iso-
morfismos unitarios de B, o qual d4 origem a um multiplicador de B.
Além disso, o fato deste isomorfismo ser unitario implica que este serd
um unitario de M(B).

Uma restri¢ao natural para as correspondéncias da bicategoria Cote(2)
sao bimédulos de Hilbert, ou seja, a restrigdo para as correspondéncias
que tem uma estrutura de produto interno a esquerda que é compativel
com a ja existente a direita. J4 vimos que o produto tensorial entre
dois bimoédulos de Hilbert é novamente um bimédulo de Hilbert e por-
tanto esta restrigdo forma uma sub-bicategoria de €orr(2), chamada de
Bim(2).

As equivaléncias da Bim(2) sdo caracterizadas da mesma forma
que equivaléncias da €orr(2), ou seja, equivaléncias sao bimddulos de
imprimitividade.
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Nosso préximo exemplo é novamente uma sub-bicategoria da Corr(2),
é de fato uma sub-bicategoria de Bim(2), porém esta ndo contém, e
nem estd contida, em €*(2). Construiremos a bicategoria Reg(2).

Como ja mencionado acima, esta bicategoria é uma sub-bicategoria
da €orr(2) e logo é constituida das mesmas estruturas, restritas a um
caso especifico. Portanto, nossos objetos continuam sendo C*-algebras,
bem como nossos 2-morfismos continuam sendo isomorfismos unitarios
entre correspondéncias, porém agora nos restringiremos apenas as cor-
respondéncias regulares, isto é, as correspondéncias que sdo unitaria-
mente isomorfas a uma da seguinte forma:

Dadas duas C*-4lgebras A e B, suponha que exista um #-isomorfismo
¢ de um ideal I de A para um ideal J de B. Entdo J, com a agéo triv-
ial de B a direita e a acao dada pela extensao de ¢ a esquerda, se
torna um A — B bimoédulo de Hilbert. Para mostrarmos que esta bi-
categoria estd bem definida, basta mostrarmos que a composicao de
correspondéncias desta forma é novamente uma correspondéncia desta
forma, porém isto foi feito no Lema e portanto Reg(2) é de fato
uma bicategoria. Por ser uma sub-bicategoria da €orr(2), temos que as
suas equivaléncias sdo as mesmas que no caso anterior. Apesar disso,
podemos caracterizi-las a partir do isomorfismo entre os ideais de A e
B.

Proposicdo 3.4.1. Sejam A e B C*-dlgebras. Um morfismo (H, )
de A para B em Reg(2) é uma equivaléncia se, e somente se, existe um
isomorfismo de (H,®) para (B, f), em que B € visto como um A - B
bimaodulo de imprimitividade, sendo a ac¢do trivial de B a direita e a
acdo dada por wm isomorfismo f: A — B d esquerda.

Demonstracao: Como os morfismos desta categoria sdo as corre-
spondéncias regulares temos que (H, ¢) é isomorfo a uma correspondén-
cia da forma (J, f), em que J é um ideal de B e f é um isomorfismo
parcial de A para B. Além disso temos, por um resultado anterior, que
(H,®) é um A- B bimddulo de imprimitividade. Com isso, (J, f) é um
A - B bimédulo de imprimitividade. Isso implica que .JJ = B, por causa
do produto interno a direita, e portanto f é sobrejetor. Além disso, o
produto interno a esquerda implica que a imagem inversa de B pela f
éigual a A. Logo, f é um isomorfismo de A para B.

O outro lado é claro. ]

Com isto, temos quatro exemplos de bicategorias de C*-algebras
com as quais poderemos trabalhar. Nosso proximo objetivo é tratar de
um tipo de aplicacdo de uma bicategoria para a outra.
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Capitulo 4

Funtores fracos

4.1 Definicoes

O objetivo desta secao € definir algo similar a funtores para bicate-
gorias. Como no inicio do capitulo anterior, vamos motivar a defini¢ao
fazendo uma analogia com o caso de funtores entre categorias.

Um funtor fraco deve ser pensado como um tipo de aplicagao entre
bicategorias. No caso de funtores entre categorias, temos duas apli-
cagOes, uma que vai dos objetos para os objetos e uma que vai dos
morfismos para os morfismos. No nosso caso também necessitamos de
aplicages entre objetos e morfismos, mas além destas, precisamos de
uma aplicacdo entre 2-morfismos. Com isto, um funtor fraco tem de
ser uma tripla de aplicagoes.

Um funtor entre categorias preserva composigoes e identidades, porém
como estamos enfraquecendo nossas axiomas de igualdades para iso-
morfismos, faz sentido pensarmos na mesma ideia para funtores fracos.
Sejam B e B’ duas bicategorias e F' um funtor fraco entre elas. Vamos
usar a aplicacdo entre objetos, a qual ainda denotaremos por F' por
abuso de notacdo, para levar objetos da bicategoria B para objetos da
bicategoria B’. Se A é um objeto de B, vamos denotar por A sua
imagem pela aplicacdo F' em B’. Lembre que em uma bicategoria B,
para cada par ordenado de objetos A, B, temos uma categoria B(A, B).
Com isto em mente, vamos exigir que para cada par ordenado de ob-
jetos A, B de B exista um funtor Fup : B(A, B) - B'(AF, BF). Isto
implica que um funtor fraco deve preservar a composi¢ao vertical de
2-morfismos.

Voltando & motivacao de funtores entre categorias, lembre que um
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funtor preserva as composigoes das categorias, o que pode ser represen-
tado através do seguinte diagrama

(9, f) : gof

(G(9),G(f))———=GC(9) o G()),

para g, f morfismos de uma categoria C e G um funtor de C para outra
categoria D.

Agora, se capc € C:4FBFCF denotam os funtores composi¢ao de B e
B', respectivamente, para objetos A, B,C de B e um funtor fraco F' de
B para B’, entao o diagrama acima se traduz para o diagrama,

B(B,C) x B(A,B)——22% > B(A,C)
FgchAB FAC

B'(BY,CT) x B'(AF, B ) ——=B/(AF, CF).
CAFBFGF

A comutatividade do diagrama acima implicaria que a composigao se-
ria preservada por igualdade, porém como queremos enfraquecer esta
ideia, exigimos que exista um isomorfismo naturaEI ¢apc do funtor
Crarpre © (Fpe x Fap) para o funtor Fac o cape. Os isomorfismos
naturais ¢4 gc sao responsaveis por preservar a composicao de morfis-
mos e da composicdo horizontal de 2-morfismos em uma bicategoria.
Eles podem ser entendidos melhor através da sua propriedade natural.
Dado (5,a) em Hom(B(B,C) x B(A, B)) um 2-morfismo de (g, f2)
para (g1, f1), temos que o seguinte diagrama

Pg1.£1)

Fpcgi Fapfi——"=Facq f1
FpcfBrnFapa Fac(B-na)
FpcgeFapfe— ——=Facgzf2

(g92,f2)

INo caso geral, pedimos que exista apenas uma transformacio natural entre os
funtores.
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comuta.

Precisamos agora do andlogo a preservagao de identidades. Lembre
que em uma bicategoria B, para cada objeto A, temos um funtor I4 que
faz o papel da identidade dentro da categoria B(A, A). Similarmente,
se B’ é outra bicategoria e F' é um funtor fraco de B para B’, entao I/, é
o funtor que faz o papel da identidade dentro da categoria B'( A%, AT).
Por outro lado, F44 também leva o morfismo e o 2-morfismo imagem

de I4 para a mesma categoria. Na forma de diagramas, temos
1— 4 L B(A,A)

Faa
AF

B'(A,A).
Com isto, pedir que este diagrama seja comutativo é o mesmo que
pedir que um funtor fraco preserva identidades. Seguindo a mesma
ideia anterior, vamos pedir que exista um isomorfismo naturaEI ¢a de

I 1'4 p para F44014. Novamente, os isomorfismos naturais ¢ 4 preservam
a identidade através da comutatividade do diagrama:

da

1ra Faaly

lpa Faala
1FAT>FAA1A-

Finalmente, precisamos também levar em conta os isomorfismos
naturais que implementam a associatividade e as identidades a esquerda
e a direita das categorias, para isto iremos nos utilizar novamente de
imagens de morfismos através dos funtores, por simplicidade de no-
tagdo. Seja (h,g,f) em B(C,D) x B(B,C) x B(A, B) um morfismo.
Temos que os seguintes diagramas comutam:

dh,g)ynldr P(hg.f)
(FophFpog)Fapf————2FpphgFapf——">Fap((hg)f)
a’(Fh,Fg,Ff) Fagn,g,1)

IdFCDh"h(b(waF P(h.gf)
Foph(FpecgFapf)————=FcphFacgf Fap(h(gf)),

2Novamente, no caso geral é exigido apenas uma transformacio natural.
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dr,pfnda O(f1d )
FABfIdAF%FABJCFAAICZA%FABJCICZA

PP Faprap

Fapf

OB rldp,pr P1dp. 1)
Idgr Fapf—————>FppldgFapf————=Fapldpf

\FpF Faplas

Fapf.

Com isto em mente, podemos definir formalmente o que é um funtor
fraco, ou mais geralmente um morfismo, entre bicategorias.

Defini¢do 4.1.1. Dadas duas bicategorias B e B’, um morfismo con-
siste dos seguintes dados:

o Uma aplicacdo F de ObB para ObB'.

e Para cada par ordenado A, B em ObB, um funtor

Fap:B(A,B) — B'(A",BY).

o Para cada tripla ordenada A, B,C em ObB, uma transformacéio
natural

dapc: yrpror o (Fpe x Fap) = Fac ocape.
e Para cada A em ObB, uma transformacao natural
da:lyr > Fagoly.
Estes dados estao sujeitos aos seguintes axiomas:

e Fap(aapcp)odapp o yrprpr(PBep * Idpa,p)) =
$acp o Ct4FcFDF (IdB(C,D) *QABC) © a;;FBFCFDF-

o Fap(raB)odaapocyrarpgr(Idpiapy* ¢a) =1 rgr-

e Fap(lap)o¢aBBoCyrprpr(dn * Idpa,p)) =lyrpgr-
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Um funtor fraco é um morfismo em que as transformacgoes naturais
séo isomorfismos. Neste trabalho iremos nos importar apenas com fun-
tores fracos por causa da estrutura das nossas bicategorias, ja que no
nosso caso, os 2-morfismos sdo sempre inversiveis. Um morfismo em
que as transformagbes naturais sdo igualdades é um funtor.

Exemplo 4.1.2. Sejam C e D duas categorias. Ja4 vimos que podemos
torna-las bicategorias adicionando os 2-morfismos triviais, para todos
os morfismos existentes. Um funtor fraco entre as duas bicategorias
desta forma pode ser visto apenas como uma extensdao de um funtor
existente de C para D.

4.2 Acoes fracas de grupos

Fixe por este capitulo um grupo discreto G qualquer.

Uma ag¢do fraca de grupos é um funtor fraco o de G, visto como
uma bicategoria, para uma outra bicategoria B.

Simplificaremos agora algumas propriedades de funtores fracos para
este caso, mas antes disso explicitaremos como um grupo € visto como
uma bicategoria.

Por abuso de notagao, consideraremos G como sendo a bicategoria
associada ao grupo G. Entdao ObG = {e}, em que e é a unidade do
grupo. Os morfismos de G sdo exatamente todos os elementos de g,
ou seja, {g : g € G} e os 2-morfismos sdo apenas os triviais, ou seja,
{Id,: g € G}, em que Id, é o 2-morfismo identidade que leva g em g.
As composi¢bes de morfismos sdo apenas a multiplicacdo no grupo, e
as composi¢oes de 2-morfismos, se interpretarmos /d, como sendo uma
copia da identidade, também podem ser vistas desta maneira. Esta é
uma bicategoria estrita, ja que tanto a unidade quanto a associatividade
sao igualdades. No caso da bicategoria em que estamos agindo seja
estrita, entdo faz sentido falar do caso em que o funtor fraco é um
funtor, e neste caso teremos uma acdo de grupos sobre algum objeto
da bicategoria.

Assim, o funtor fraco associa esta a¢do a um tnico objeto da bicat-
egoria B, digamos A. O funtor « associa a cada elemento g do grupo
um morfismo oy de A para A. Os 2-morfismos serdo trivialmente asso-
ciados aos 2-morfismos identidade dos respectivos a’s.

Dados g, h € G temos, pelo funtor a, oy e . O funtor composicao
da bicategoria B nos permite compor estes morfismos. O primeiro
isomorfismo natural nos d4 uma relacdo entre a composigao de oy e ap
com agp,. Esta relagao ¢ implementada por ¢ 5). Isto também nos diz

110



que cada a4 € uma equivaléncia na nossa bicategoria B. Além disso, a
propriedade natural nos da

Ida,, v O(g,n) = Pg.n) v (Tdg - Idp).

O segundo isomorfismo natural nos dd uma relacdo entre a. e a
identidade de A. Esta relacao é implementada por ¢., o qual chamare-
mos apenas de ¢. Além disso, sua propriedade natural nos da

Idy, w @ =0 Ida.

Dados g,h e k € G, entdo os axiomas nos dao
D(gnky v Tday b Ohr)) v @ = Dgnr) v (Bgn) h Lday,),
¢(g,e) v (Idag ‘h ¢) = T;g

d)(e,g) v (d) ‘h Idag) = l:lg .

4.3 Acgoes fracas em €*(2)

Nosso objetivo agora é tornar concreta a ideia de agdo fraca de
grupos aplicando em bicategorias conhecidas. Nosso primeiro caso sera
a bicategoria €*(2). Como esta bicategoria também é estrita, veremos
que podemos simplificar ainda mais as nog¢oes de acao fraca.

Chamemos de « o funtor fraco de G para €*(2). J4 vimos que « age
sobre um objeto de €*(2), ou seja sobre uma C*-dlgebra A. Para cada
g € G temos um *-homomorfismo unital e estritamente continuo oy de
M(A) para M(A). Sabemos que oy é uma equivaléncia e portanto c
se restringe a um *-automorfismo de A. Veremos os a,’s como estas
restrigdes. Os 2-morfismos sdo copias da unidade de M (A).

Usando a composicdo definida em €*(2), temos que gy, é unitari-
amente equivalente a agp,. Denotamos o unitdrio que implementa esta
equivaléncia por w(g, h), isto é

Adw(gyh)agah = Qgp- (4.1)

Sabemos que a identidade de A é o *-homomorfismo identidade.
Temos que «, é unitariamente equivalente & identidade de A. Denota-
mos o unitario que implementa esta equivaléncia por u, isto é

Adya =id. (4.2)
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Note que neste caso as propriedades naturais sao triviais.
Os axiomas nos dao as seguintes relagoes:

w(g, hk)ag(w(h, k)) = w(gh, k)w(g, h), (4.3)
w(g,€)" = ag(u) (4.4)
w(e,g)* =u. (4.5)

Em particular temos que w(e,e)* = u. Note que com isso a condi¢ao
(4.1]), com g,h = e, implica a condic¢do usando a invertibilidade
de a,. Além disso, tomando h, k = e, temos que implica e
(4.4) implica que a.(u) = u, o que junto com implica .

Com isso, uma acao fraca de G em €*(2) age sobre uma C*-dlgebra
A com =-isomorfismos ¢, e unitdrios multiplicadores w(g,h) e UM (A)
satisfazendo as relacoes e .

Defina w*(g,h) =w(g,h)*. Note que a condigao é reconhecida
pela relacdo de uma agao torcida o com um cociclo w* em uma agdo
torcida definida por Busby-Smith [3]. Porém, em sua defini¢ao, eles
exigem que u = 1, o que implica que ay = id 4 e que w*(g,e) = w*(e,g) =
1. E mostrado no artigo [7] que existe uma equivaléncia entre as agoes
definidas em [3] e as ag¢oes definidas acima. Esta nogdo é dada por uma
nogao enfraquecida de transformagao natural, entre uma acao fraca de
grupo sobre €*(2) e uma agao torcida de [3].

4.4 Acoes fracas em Corr(2)

Nosso objetivo nesta se¢do é mostrar que agoes fracas em Corr(2)
correspondem a fibrados de Fell saturados. Por um problema téc-
nico dado pela dire¢do dos morfismos, vamos considerar a bicategoria
oposta, Cott(2)°P para esta equivaléncia.

Primeiro note que ndo faz sentido falarmos de agbes estritas em
Corr(2) ja que esta ndo é uma 2-categoria.

Iremos assumir que a agao estd sobre uma C*-4lgebra A.

Teorema 4.4.1. Uma agdo fraca o de G sobre uma C*-dlgebra A em
Core(2)°P € equivalente a uwm fibrado de Fell saturado (Ag)gec sobre G
juntamente com um *-isomorfismo entre A e Ae.
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Demonstragdo: Primeiro mostraremos que dado um fibrado de Fell
saturado sobre G, temos uma acao fraca de G sobre A.

Sejam (Ag)gec um fibrado de Fell saturado e ¢ um *-isomorfismo de
A para A.. Lembre que neste caso A, é uma C*-4lgebra, e portanto faz
sentido falarmos de um *-isomorfismo entre A e A.. A multiplicacdo
do fibrado nos dé, para cada g € G, um A, — A, bimdédulo de imprim-
itividade A, j& que o fibrado ¢ saturado. Utilizando o #*-isomorfismo
p, temos que estes bimédulos podem ser vistos sobre A. A Proposicao
(13.3.1)) nos diz que cada A, é uma equivaléncia. Defina a4 := Ay €
u = .

Denotaremos a multiplicagao do fibrado por “-”, bem como a ac¢ao
a esquerda e a direita por A. A acdo de A sobre A, é dada por

a-§-b=p(a) & p(b),

em que a,be AeeAy, para todo geG.
Lembre que o produto interno de cada fibra do fibrado visto como
modulo de Hilbert a direita sobre A, é dado por

(z,y)=2"y,

e o produto interno de cada fibra do fibrado visto como médulo de
Hilbert & esquerda sobre A, é dado por

(z,y) =2y,

em que x e y sdo elementos desta mesma fibra.
Neste caso, como consideramos as fibras como A-A bimdédulos de
Hilbert, temos que os produtos internos serao

(z,y) = (=" y),

{z,y) =7 (@-y").

Iremos construir agora os isomorfismos entre azap, € agp.
A multiplicacdo do fibrado nos da uma funcéo bilinear de Ay x A,
para Agy,. Além disso, a associatividade da multiplicacdo nos da

(a-z-b)-(y-c) =(p(a) z-0p(b)) (y-¢(c)) =p(a) -z (p(b)y) ¢(c),

para todo a,b,c€ A, x € A, e y € Aj. Portanto, a multiplicac¢do induz
uma aplicacdo p de A,y ®Zlg Ay, para Agp, em que A, ®‘Xg Ay, denota o
produto tensorial algébrico de A, por Ay sobre A.

113



Além disto, para Z T; ® Ys, Z w; ®zj €Ay ® 9 Ay, temos
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portanto u se estende a uma isometria de A, ® 4 Aj, para Agp,. Mais
ainda, como o fibrado é saturado p é sobrejetor e portanto um unitario.
Denotamos este unitério por w(g,h). Temos

w(g,h):agan=Ag®a Al > Agh = agh.

Acima estamos usando a composicdo da bicategoria oposta, ja que

na bicategoria usual agap = Ap ®4 Ay, € portanto w(g, h) nos daria um
isomorfismo entre apay € agp.

Com isto, temos que todas as estruturas de uma agao fraca ja estao

estabelecidas, o que nos resta é mostrar que os axiomas sao validos.

Os axiomas sao traduzidos nas seguintes equagoes, para g, h, k € G,

w(yg, hk)(idAg Qw(h,k))a=w(gh,k)(w(g,h)®ida,),

w(g,e)(ida, ®u) =r

w(e,g)(u®ida,) = L.

Note que basta verificarmos as igualdades para os tensores ele-
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mentares. Seja entdo (z®y) @ z € (Ag ®4 Ap) ®4 Ag. Temos

. ida,®w(h,k) w(g,hk)
(z®Y)®2————120 (y®2)——>2xQ@y-2————>1x-(y-2)

(z®Yy)® 24>w(g’h)®id% TY®z wlgh k)

(v y) =z

e portanto a primeira igualdade segue da associatividade do fibrado
de Fell. Para a segunda e terceira igualdades, sejam x ® a € A, ® A e
a®recA®s Ay, temos

ida, ®u w(g,e)
r@a——z® pla)—x - ¢(a)

r®a xr-a

u®ida, w(e,g)
a®r—p(a)®x o(a) -z
e
1
a®x a-x

e portanto estas igualdades seguem da acdo de A sobre cada fibra, e
com isso, temos que o fibrado de Fell saturado implementa uma acao
fraca de G sobre A em Corr(2).

Por outro lado, seja & uma agéo fraca de G sobre A em Corr(2).

J& vimos que cada correspondéncia a, ¢ uma equivaléncia, e por-
tanto sdo A-A bimoédulos de imprimitividade. Os espagos de Banach
Ay = a4 se tornardo as fibras do nosso fibrado de Fell. O isomor-
fismo natural w implementa o isomorfismo entre A e A., o qual se
torna um isomorfismo entre espagos de Banach. A multiplicacao do fi-
brado serd implementada pelos isomorfismos naturais w(g, h) definindo
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w(g,h) + Ag x Ap - Agp por w(g,h)(z,y) = w(g,h)(z ® y). Quando
estiver claro, ou for irrelevante, onde estdo os elementos a serem mul-
tiplicados, trataremos p sem seus indices. O primeiro axioma de acoes
fracas de grupos nos da a associatividade do fibrado de Fell. Como
cada w(g,h) é um isomorfismo, segue que a imagem de u é densa e
portanto nosso futuro fibrado serd saturado. Em particular, temos que
u(e,e) torna A, uma &lgebra.

Se =,y € A, entdo existe um a € A de forma que u(a) =y e o
segundo axioma de agoes fracas de grupos nos da

w(z,y)=z-a=z-u(y).

1

Mais ainda, como u~* é um homomorfismo de A-A bimddulos, segue

que
uH (e, y)) = u (@ uTH (y) = u T @)u (y),

provando que v é um homomorfismo de dlgebras para a multiplicacao
pem A..

Nosso proximo passo é construir a involugao do nosso fibrado de Fell.
Para tanto, lembre que dado um A-B-bimédulo de imprimitividade H
temos um B-A-bimdédulo de imprimitividade dual H*, como construido
apos a Definigao[2.4.16] de forma que H®pH* é unitariamente isomorfo
a A através do mapa implementado pelo produto interno a esquerda e
H* ® 4 H é unitariamente isomorfo a B através do mapa implementado
pelo produto interno a direita. Vimos também que se K é outro B-A-
bimoédulo de imprimitividade, entdo existe um isomorfismo entre KC e
‘H*. Construiremos agora este isomorfismo explicitamente.

Primeiro lembre que para todo B-mdédulo de Hilbert a esquerda K,
temos um unitario entre B& 5K e K, como construido no Exemplo[2.4.7]
que manda um tensor elementar b ® k em b- k. Além disso, se I é um
B-A-bimé6dulo de imprimitividade, temos o isomorfismo ja mencionado
entre K ®4 K* e B, que manda o tensor elementar x ® y* em (z,y).
Portanto, compondo estes isomorfismos, segue que span{{z,y)k: x,y €
H e ke K} é denso em K. Suponha agora que v: H ®p K — A seja um
unitario. Entao temos o seguinte isomorfismo induzido:

1d@u,

0:K—BK—(H" @H)IK—H*" @ (HOK)—H*"® A—H",

*

que manda {(x,y) -k em z* -v(y® k) = (v(y® k)* - z)*. Note que
podemos ver ¥ como uma aplicagdo (conjugado-linear) de K para H
mandando (z,y)-k em v(y®k)*-z. Similarmente, se tivermos também
um isomorfismo unitério w : K ®4 H* > B , teremos uma fungao W :
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H — K que manda (k,l)-x para w(l®x)* -k, em que k,l e K, z e H e
(k,1) denota o produto interno & direita de K.

No nosso caso, queremos construir uma involucao de A, para A,-1.
Porém, em geral, A,-1 ndo ¢ igual a A7, mas a construcdo acima nos
d4 um isomorfismo entre eles. De fato, considere o isomorfismo

1 _
Vgt Ag1 ®4 Ag =g ® angﬁ)ag-lg = Qe = Aeu—l>A.
Aplicando agora a construgao feita acima temos um isomorfismo 9, de
A, para A;_l. Como conjunto A;_l = A1, e portanto podemos ver
04 como uma funcdo de Ay para Ag-1, como descrito acima. Esta sera
a involugdo do nosso fibrado de Fell, ou seja, para x € Ay, definimos

x* =9,(x).

Vamos mostrar que esta funcao satisfaz as propriedades de involucgao.
Primeiro, note que 9, é conjugado-linear por construcao, ja que 94 de
Ag para A;_l é linear.

Nosso préximo passo é mostrar que (z*)* = z. Porém, note que
se v € Ay, x* = 0g(x) € Ag1, e portanto (*)* = 04-1(04(x)). Logo,
precisamos mostrar que 9g-1 = @;1.

Voltando para o caso geral, considere H um A-B bimédulo de im-
primitividade, IC um B-A bimédulo de imprimitividade junto com dois
isomorfismos v : H®p K - Ae w: K®4 H — B. Vamos denotar tal
tripla de (K, v,w) e vamos estudar quando ¢ é inversa de .

Primeiro note que podemos supor, a menos de isomorfismo, que
nossa tripla é da forma (H*,v’,w’) em que v’ é o isomorfismo dado
pelo produto interno a esquerda de H. De fato, como ¢ implementa um
isomorfismo de K para H*, podemos compor v e w com o isomorfismo
id®®~! para termos isomorfismos com K = H* para A e B. Além disso,
temos

vEen) = wvo(ided ) ((en')=
= vo(idot ) (t®z*-v(y®k))=
= v(¢®(z,y) k)=
= v(&{z,y)®k) =
= v((&zhy®k) =
= (&ahv(yok) =
= (&olye k) -x) = (& n),

em que £,meH com n=v(y®k)* -z, e portanto v’ é igual ao produto
interno a esquerda de H.
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Vamos continuar denotando v' e w’ por v e w, apesar desta com-
posicao a mais.

Note que se os isomorfismos v e w sdo implementados pelos produtos
internos a esquerda e a direita de H, respectivamente, entdo temos

((z,y)-2") ="y, 2) = ({(z,9) - 2)" = (z- (y,2)" = (&, 9) - 27)",

e logo, por continuidade, ¥ é a involugao de H* para H. Analoga-
mente, W serd a involugdo de H para H*, caso W seja implementado
pelo produto interno & direita. Disto, é claro que @ = 9.

Por outro lado, se K =H* e v é implementado pelo produto interno

a esquerda de H, temos

w(y” ®z)" " =w((z,y)z) = ((z,y) - 2)" = (z,9) - 27,

para todo z € H, o que implica que w(y* ® z) = (y, z), pois a acgdo a
esquerda de B sobre H* é injetiva, ji que em particular é isomorfa a
K(H*). Com isso, temos que w é inversa de ¥ se, e somente se, w é o
isomorfismo implementado pelo produto interno a direita.

Voltando ao caso geral, se (IC,v,w) é uma tripla como anterior-
mente, temos que id@w : HIKOH — H éigual a v®id: HIKQH — H,
ou seja, - w(y* ®z) =v(z ®y*) -z para z,y,z € H, se, e somente se,
07" = .

De fato, suponha que id ® w = v ® id. Entao

dow((k,1)- ) d(wlez) k)=
= o(k)-w(lez)=
= v(o(k)®l) x=

= (o(k),2(D) -z = (k1) -z,

para k,l € K e x € H, lembrando que vo (id®9~!) é igual ao isomorfismo
induzido pelo produto interno a esquerda.
Com isso, ¥ é uma inversa & esquerda de 0, e portanto @ = 07 L.
Por outro lado, se @ = ¢!, usando a mesma conta anterior, temos

(k) - w(lez)=v(d(k)®l)-x,

para todo k,l € K e x € H, mostrando que v ® id = id ® w. Com isso,
temos uma caracterizacdo geral para quando 97! = 1.

Afirmamos que (0(k),z) = w(k ® z), para todo k € K e x € H.
De fato, isso é uma propriedade valida para K = H* e v e w sdo os
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isomorfismos induzidos pelos produtos internos & esquerda e & direita,
respectivamente, e esta propriedade é invariante por isomorfismos. Para
ver isso, suponha que esta propriedade valha para uma tripla (IC,v,w) e
considere um isomorfismo f : K - K’. Com isso temos uma nova tripla
da forma (K',v',w’) em que v/ =vo (id® f™) e w' = wo (f! ®id).
Vamos mostrar que esta propriedade também vale para esta tripla.
Sejam z,y,z € H, ke K e k' € K’ de forma que f(k) =k’. Temos

(0'((y,2)k"),2) = (v(z@k)" -y,2) =
(y,v(z®k)-z) =
= (y,z-w(k®x))=
(y, z2)w(k®x) =
(

y, 2)w' (K ® z) = w' ({y, 2)k' ® x),

mostrando que esta propriedade é invariante por isomorfismos, e por-
tanto é valida para qualquer tripla.

Aplicando isto para H = Ay, K = Ay, vg=v =u"tow(g,g') e
Vg1 =W = utow(gt, g) temos, pelo primeiro axioma de agoes fracas,
que v ® id = id ® w e portanto -1 = 1, provando que (z*)* =z, para
todo x € Ay. Mais ainda, temos

[z, z)] =

= [{(0g-1 0 0g) (), )| =

= Jvg1 (555 ®id)((94-1 0 ) (z) ® )| =
= vg1 (3g(2) @) =

= Ju ow(g™, 9)(0y(2) @) =

= Jw(g™ 9)(0g(2) ®2)] = " - 2.

)

Sejam agora g, h € G. O isomorfismo

w(g,h)®id w(gh,(gh)™! ut
Ag ®4 A ®4 A(gh)—l % Agh ®A A(gh)*l :(w:l A, — A,

induz o isomorfismo A, ® 4 Ay — Azgh)-l definido por x ® y — (x-y)*,

ja que u™t ow(gh, (gh)™*) = vgn, € logo o mapa acima é g 0 w(g, h).
Por outro lado, o isomorfismo
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id®@idew(h™,g71) ™t
A ®AAh®AA(qh) 1 :>A ®a Ap @4 Ap1 ®AA

id®w(h,h ") ®id

'd®’1®'d wgg1

induz o isomorfismo A, ®4 A, — A’(*gh),1 definido por x @ y —» y* - x
Para ver isto voltaremos mais uma vez para o caso mais geral.

Considere H um A-B-bimédulo de imprimitividade, e seja H um B-
A-bimédulo de imprimitividade inverso de H via o unitario v : He g H —
A. Considere ainda I um B-C-bimédulo de imprimitividade, e seja
K um C-B-bimédulo de imprimitividade inverso de K via o unitario
w: K®: K - B. Ji vimos que existem unitérios o : H — H* e
WK - K*.

Com isto, temos um isomorfismo

Heop KooK eopH 2494 1 e, BopH = HepH — A,

que implementa um isomorfismo @ : H @ K - (K ®p H)*.
Por outro lado, temos outro isomorfismo

U:HepK—==H epKk' 2 (KepH)*,
definido por z®y (w(y)* ®0(x)*)*. Aqui estamos usando o unitério

construido no Lema 2.4
Mostraremos que estes isomorfismos sao iguais. Para tanto, dados

zyeHK, n¢&= y1®xlelC®H temos
a(zey(&,n) =v(z-wlyey) ®z1) 1" =(n-v(z- wyey)®z1)*)"
Por outro lado,

U(zoy(n)) = ()" ei(x)") ()=
= ({(n.&)-0(y)" @d(x)")" = (n- (&, @(y)" ®o(2)"))"

Portanto, para mostrar que ¥ = 4, basta mostrarmos que

(W(y)" ®o(x)", &) = (0(x)", (@ (y)", y1)a1) = v(z-w(y @ y1) ® 1),

porém isto é direto, ja que (-,-) =vo (97! ®@id) e (-,-) =wo (W™ ®id).
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Voltando agora ao nosso caso, segue pelos axiomas de agbes fracas
que os isomorfismos que criamos precisam ser iguais, donde segue que
(x-y)* =y*-x*, provando que esta funcao é uma involugao e, portanto,
a construgdo acima nos dé um fibrado de Fell.

Por construcao, o fibrado construido a partir da agao fraca é o
inverso da acdo fraca construida a partir do fibrado, donde segue o
resultado. [

Observagao: Na nossa demonstragao, pode-se “corrigir” o prob-
lema do isomorfismo entre azorp, € agp, sem o uso da bicategoria oposta
como foi feito em [7]. Ao invés disso, podemos definir ag := Ay-1, porém
isto tem sido deixado de lado na literatura ja que em casos mais gerais
nao temos uma nocao de inversao dentro da estrutura inicial.

4.5 Acoes fracas de semigrupos inversos

Neste se¢ao iremos fazer uma anélise como antes para funtores fracos
de um semigrupo inverso com unidade .S, visto como uma bicategoria,
para a bicategoria Bim(2), construida anteriormente. Vamos mostrar
que uma acao fraca de S corresponde a um fibrado de Fell saturado
sobre S. Observe que aqui ndao estamos usando a bicategoria Corr(2)
como construida anteriormente, ja que um resultado essencial para esta
demonstracdo é que se H é uma A-A correspondéncia de forma que
H4 H 2 H como A-A correspondéncias, entdao H é isomorfo a um
ideal de A e isto ndo se verifica, em geral, em Corr(2). Apesar disto
este resultado vale quando tratamos de bimdédulos de Hilbert, como
¢ mostrado no Lema [2.4.17] e reforcado em uma observagao acima do
Lema 2.4.27]

Para grupos isto ndao é um problema, ja que existe apenas um idem-
potente e portanto isto néo ird fazer diferenga se usarmos Bim(2) no
caso de grupos.

Teorema 4.5.1. Uma agdo fraca a de S sobre uma C*-dlgebra A em
Bim(2)°P ¢ equivalente a um fibrado de Fell saturado A = {As}ses sobre
S juntamente com um *-isomorfismo entre A e Aj.

Demonstracao: Dado um fibrado de Fell saturado A e um *-isomor-
fismo entre A e Aj, segue de argumentos andlogos & primeira parte da
demonstragio do Teorema [£:4.1] que estes dao origem a uma agao fraca
de S sobre Bim(2)°P.

Para a segunda parte, vamos novamente seguir os passos da demon-
stragao do Teorema Seja  um funtor fraco de S para Bim(2)°P.
Defina A, := a, para todo s € S. Defina pu(s,t) : Ay x Ay - Ag por
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(z,y) » w(s,t)(x®y), em que w denota o isomorfismo natural relativo
a composicao de morfismos da acéo fraca «. Esta funcéo é claramente
bilinear e segue do primeiro axioma de funtores fracos que esta funcao
é associativa e serd chamada de multiplicagdo. Como anteriormente,
quando estiver claro, ou for irrelevante, onde estao os elementos a serem
multiplicados estao, iremos omitir os indices de p e quando for conve-
niente, usaremos a notagio w(z,y) = z-y = zy. Como cada w(s,t) é um
isomorfismo, em particular sobrejetor, segue que o nosso futuro fibrado
serd saturado.

Se e € E(S), entdo p(e,e) torna A, uma dlgebra associativa. Em
particular, isto é verdade para A;. Dados z,y € A, existe a € A de
forma que u(a) =y, em que u é o isomorfismo natural de o que imple-
menta a identidade. O segundo axioma de funtores fracos implica

wz,y) =z-a=z-u(y).

1

Além disso, como u~ é um homomorfismo de A-A-bimdédulos, segue

que
uH(w(z,y) =u (@ uT () = u T (@)u T (y),

provando que v é um homomorfismo de dlgebras para a multiplicacao
nde Aq.

Antes construir a involugdo vamos estudar as fibras sobre idempo-
tentes e construir os mapas {jis}s<t com s,t € S. Pelo comentdrio
antes do Lema para todo e € E(S), A. 2 I. = J., em que
I, = span{{z,y) : x,y € A} e J. = span{(x,y) : z,y € A}. Além
disso, como u implementa um isomorfismo de A para Aj, segue que
u(le) = u(Je) é um ideal fechado de A;. Disto, A, é (isomorfo a) um
ideal fechado de A;. Iremos identificar A, com este ideal. Isto mostra
em particular que a multiplicacdo construida de Ag x A, para Ag. é
dada pela acao de u™*(A,) sobre A, e similarmente para a multipli-
cacdo de A, x A; para s€ S e e € E(S). Denotamos por r. a restricao
de u para I, que implementa seu isomorfismo com A.. Assim, se s <,
entdo tsls=se podemos construir o mapa

1

. w(t,sts) ey,
Jt,s * ASHAt ®4 As‘ls4>At ®4a Js‘154>At>

definido por 275145 (y) = 1(@, re15 (1)) = w(t, s718) (@@, 14(y)) = Ty,
para x € A; e y € Jo-1,. Para mostrar que este mapa é isométrico, basta
mostrarmos que a fungdo ¢ : A; ® 4 Jy-15 - Ay definida por xQy — x-y
é isométrica.
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n
Seja z= Y x; ®y; € Ay ®741g Js-1,. Temos
i=1

n

(e(2),0(2)) = > (wi-vi,xj-y;) =

ij=1

n

= > yilmay)y, =
ij=1
n

= Z (Yi, (afz',xj)yj) =

= Z <xi®yi7xj®yj>:(z7z>7
i1

provando que ¢, e portanto também j; ., é isométrico. Mais ainda,
como r. é um isomorfismo de A-A-bimédulos para todo e € E(S),
segue que

js,t(l' 'Ts‘ls(y) ) a) = js,t(l’ : rs‘ls(y ’ a)) =Tr-y-a= .7'S,t(3j ’ rs‘ls(y)) -a

para x € Ay, y € Jo15 € a € A, e portanto js+ é A-linear a direita.
Analogamente, segue que js; é A-linear a esquerda.

Vamos mostrar que se s <t < u para s,t,u € S, temos que j, s =
Ju,t ©Jt,s- Dados x € Ay c Ay e y € Jg-1g, temos jis(z-15-15(y)) =z - y.
Além disto, como A, x As;-1; 2 Ay, segue que existe (w,z) € Ay x Ap-14
de forma que w - r4-14(2) = x. Disto,

ju,t(x . y) =
Jut(w-re-1(2)) -y =w- zy.

(ju,t ° jt,s)(x : Ts‘ls(y))

Por outro lado,

ju,S(m : 1"3713(y)) = ju,S(w'thlt(z)rsfls(y)) =
= Jus(w-u(zy)) =
= ju,s(w : Ts‘ls(zy)) =w-zy,

provando a igualdade.

Considere agora s,t,u,v €S com s <t e u <v. Vamos mostrar que
Jt.s(2)  Jou(Y) = Jio,su(x - y) para x € Ag e y € A,. Para isso, considere
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o seguinte diagrama.:

A x A, n(s,u) A,

w(ss ) xp(v,utu) w(ss  tv,u u)o(u(ss ™t tv)xid)

idxp(t,v)xid
Ass‘l x At x Av x Au‘1u4>Ass‘1 X Atv x Au‘lu

(<px<p)o(r;171 xidxidxr;llu) wo(pxid)o(r] _; xidxr;il )

u

Jss‘l : At X Av : Ju‘lug)‘]ss‘l : Atv : Ju‘1u7
u(t,v)

o qual afirmamos ser comutativo. De fato o quadrado de cima comuta
por causa da associatividade do produto. Além disto, o quadrado de
baixo comuta porque w é uma familia de homomorfismos de bimdédulos.
Mais ainda, observe que isto implica que ha dois caminhos de Ag x
A, para Atﬂ e como o diagrama é comutativo, estes sdo iguais. O
primeiro caminho, dado seguindo os morfismos a esquerda do diagrama
dé origem & isometria (o (js s X jy,). Seguindo o caminho dos morfismos
a direita, temos a isometria ji, ¢y © W, provando o desejado.

Nosso proximo passo serd construir a involugao do nosso fibrado de
Fell. Note que para cada s € S, temos unitarios A;® 4 A,-1®4 Ag 2 Ag e
Ai1®@4A;04 Ag-1 2 Ay, dados pela multiplicacao, e portanto, usando
o) Lema existe um dnico unitario Iy de A - As-1 de forma que

As - As ®a A: ® A As - As ®a As*1 ®A As - As (1)

é igual & identidade. Adotamos a notagio I;(z) := z* para todo s€ S e
x € A;. Mais adiante, vamos considerar I; como um mapa conjugado-
linear de A, para Ag-1.

Afirmamos que isto é equivalente a dizer que os seguintes diagramas
comutam:

Ay A g o Areaa g,

(2) Ay ®4 Ag 4?1458—1 A1 ®p Ag—>Ag1g. (3)

w(s,s ) w(s™,s)

3 Aqui estamos vendo Joo-1 - Ay - J,, como um submoédulo de Ay,

—1q
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Primeiramente, note que estes diagramas caracterizam o produto
e a involucdo construidos com os produtos internos de cada A;. De
fato, note que os diagramas acima comutarem implica que para todo
r®yeA; ®4 As temos

rest({@y) =w(z-y*) e ren((y) = w(@®y).

Para mostrar esta equivaléncia, comegaremos assumindo que o dia-
grama (2) comuta. Fazendo o tensor por A, a direita juntamente com
o tensor com a identidade nos unitarios, temos que o diagrama

. )@id
Ay@a At os A o4 A,

id®T,®id 7, -1 ®id

As ®A As*1 ®a As—>Ass*1 ®A As
w(s,s 1)®id

comuta. Observe que se compusermos o unitario induzido pelo produto
interno e pela acdo de A, no inicio e w(ss™!,s) no final do digrama,
segue que o caminho de baixo é igual ao isomorfismo (1). Mostraremos
que o caminho de cima é igual & identidade. Para isto, seja z(y, z) € As,
com z,y,z € As. Dai, o caminho de cima leva z(y, z) da seguinte forma

> Iy ®z
> (zyhez

> res1 ((z,y) ® 2

> s ((z,y) 2 = (2, y) - 2 = 2(y, 2),

(y, z)

como queriamos.

Por outro lado, assuma que o isomorfismo em (1) é igual & iden-
tidade. Fazendo o produto tensorial por A,-1 e usando o fato de que
As®4 A1 2 A1 eque AT QA1 2 A e A1 @4 Ags1 2 Ag1, segue
que o isomorfismo em (1) d4 origem, a partir do segundo termo, ao
caminho de baixo do diagrama (2). Por outro lado, contas similares as
feitas acima mostram que a identidade da origem ao caminho de cima
do diagrama (2), donde segue que o diagrama (2) comuta. Similar-
mente, mostra-se que o diagrama (3) comutar é equivalente a (1) ser
igual a identidade.

Além disto, Ig-1 01 : AY - Ag1 - A% é igual a identidade. Aqui
estamos vendo I;-1 como um mapa de A1 para AY através da com-
posicdo com os anti-isomorfismos dados pela inversdo de bimddulos
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em ambos os lados. Iremos tratar esta composicdo em ambos os lados
como entendida e nao mencionaremos esta adiante para evitar notagoes
pesadas.

De fato, note que o diagrama

A @p Ao g

I;'erI;! lid

As ®4 A; 7<<"'>>4>Jss‘1

id@Isl l’r‘ss_1

A, @y Ag-1————A 1
w(s,s™t)

comuta. Para ver isto primeiro note que, como A = A,-1, segue que
(As, As) = (A%, A%) = (Ag-1, As1), ou seja o produto interno & esquerda
de A; é igual ao produto interno a direita de A,-1. Usamos isto para
mostrar que o quadrado de cima do diagrama comuta. O quadrado de
baixo é exatamente o diagrama (2) e portanto comuta. O retangulo
maior ¢ igual ao diagrama (3), com s~ no lugar de s e I;! no lugar
de I;-1. Porém, como o diagrama (3) também é equivalente a (1) e
este é caracterizado unicamente por I,, segue que I;! = I,-1 e portanto
I,-1 01, =id como afirmado. Isto mostra em particular que para s € S
exeA;, I;10l(x)= (%) =z

Usando novamente o diagrama (2), vamos mostrar que o diagrama

w(t,s)

* * *
As ®4 At Ats
I.®1; Its

Asfl ®A Atfl ﬁAs—l -1
w(s ", t7

comuta, lembrando que A ®4 Af = (A;®4 As)*. Este diagrama comu-
tar implica que se s,t € S, x € A e y € Ay, entdo w(y,z)* = w(z*,y*),
ouseja (y-x)* = x*-y*. Para mostrar isto, iremos usar a caracterizagao
dos diagramas (2) e (3) através de produtos internos.

Dados (z®y)* € (A;®4 As)* ew®z € A ®4 Ag, temos que 0 mapa
de multiplica¢do nos d4 unitdrios de (A;®4 As)* para Ay, ede A;®4 A;
para Ass. Isto implica que seus produtos internos sdo iguais, através
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deste unitario, donde segue que

(z-y)" (w-z) = u((z-yw z))=
= u(((zey,w®z))=

= u({y (z,w)z)) =

= y*.x*.w.zz
= (¥ -a7)(w-2),

para todo w- z € Ay, donde segue que (x-y)* =y*-2* como querfamos
mostrar.

Por fim, resta-nos mostrar que se s <t, entao ji-1 -1 (%) = jy o(x)*
para todo x € A;. Sejam x,y € A;. Como os mapas j; s sao isométricos,
temos

Jts (W) -G (@) = u(Ge,5 (), Je.s (2))) = u({y, 2)) =y~ - .

Por outro lado, j4 vimos que ji1 51 0 jy s = je-1¢ 515, donde segue
que
Ji1,s1(Y") 0 de,s () = G 15y x) =y -,
j4 que t7't,571s € E(S), e portanto este mapa é apenas a inclusdo
do ideal Jg-15 no ideal Ji-1,. Com isto, temos que j s(y)* - jis(x) =
Ji-1,51(y*) o jrs(x), para todo x € A, donde segue que jis(y)* =
Ji-1,s1(y*) para todo y € A, provando o desejado. ]
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