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Resumo

Neste trabalho apresentaremos o conceito da Integral de Lebesgue e algumas de suas
aplicacoes, com énfase nas aplicacoes ao Calculo e a Anélise Matemaéatica, como por
exemplo, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Também apresentaremos a

comparacgao da integral de Lebesgue com a integral de Riemann.

Palavras-chave: integral de Lebesgue, fungoes mensuraveis, medida, integral de Riemann.



Abstract

In this work we present the concept of the Lebesgue’s Integral and some of its applications,
with emphasis on applications to Calculus and Mathematical Analysis, such as Lebesgue’s
Dominated Convergence Theorem. There is also a comparison between Lebesgue’s Integral

and Riemann’s Integral.

Keywords: Lebesgue’s Integral, measurable functions, measure, Riemann’s Integral.
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1 Introducdo

O célculo diferencial e integral como conhecemos e estudamos na graduacao em
matematica, foi pela primeira vez formalizado por Bernhard Riemann (1826-1866). Entre-
tanto Riemann nao foi o primeiro a trabalhar com essa teoria. Eudoxo (408-355 a.C) e
Arquimedes (287-212 a.C) desenvolveram o método da exaustao para o célculo da area
de uma figura dada, aproximando-a por areas de figuras ja conhecidas. Esse método foi

evoluindo ao decorrer dos séculos, com alguns matemaéticos e fisicos o aprimorando.

Nao pode-se aqui esquecer de Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), homens que entraram para historia por terem inventado o calculo
infinitesimal, também conhecido como célculo diferencial e integral. Entretanto nem tudo
que reluz é ouro, por mais que se tenha desenvolvido o calculo infinitesimal, ainda restaram
alguns problemas com a integral de Riemann, e dentre esses problemas, a existéncia de
uma grande quantidade de func¢oes que nao sao integraveis no sentido de Riemann, bem
como a dificuldade em obter-se proposicoes que envolvem limites de sequéncias de fungoes,

sendo muito dificeis de se provar quando obtidas.

Surge entao em 1902 uma tese de doutorado do matemético francés chamado
Henri Léon Lebesgue (1875-1941) que propunha uma generalezagao da ideia da integral
de Riemann, baseando-se nos trabalhos de Emile Borel e Camille Jordan, dando origem
assim a teoria da medida e integral de Lebesgue. Lebesgue foi matematico, pesquisador e

professor, e ganhou diversos prémios ao longo da carreira.

A integral de Lebesgue aparece para fazer com que essas fraquezas desaparecam,
por exemplo quantidade de fungoes que pode-se integrar, mas com um pequeno revés: a
definicao da integral Lebesgue requer uma boa quantidade de conceitos prévios bastante
abstratos, que podem ser razoavelmente complicados a primeira vista, e se desapegam da

intuicao matematica, que é tao presente na integral de Riemann.

Uma analogia ladica entre estes dois conceitos de integrais é o seguinte: temos
um cofre com moedas de real e queremos conté-las. Temos pelo menos as duas maneiras

abaixo descritas para descobrir o valor total no cofre:

(a) Vamos retirando uma a uma as moedas e vamos somando seus valores a cada moeda

retirada;

(b) Retiramos todas as moedas de uma vez, agrupamos as moedas de acordo com
seus valores, em blocos de moedas de 1 centavo, 5, 10, 25, 50 centavos e de um
real. Contamos a quantidade de moedas em cada um dos grupos, multiplicamos a

quantidade pelo valor do bloco e somamos os resultados.
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A maneira (a) é mais simples de se explicar, mas ela levara muito mais tempo
do que a forma (b), principalmente se tivermos muitas moedas no cofre. A maneira (a)
corresponde & integral de Riemann, enquanto a maneira (b) corresponde & integral de
Lebesgue, e esta tltima é mais eficiente que a primeira, embora elas neste caso produzam

0 mesmo resultado.

Esta generalizacao vai permitir que “contemos” muito mais coisas, isto é, que
sejamos capazes de estender a classe das fungoes integraveis. Um exemplo simples de uma
fungao f: R — R que é integravel no sentido de Lebesgue mas nao no sentido de Riemann

2

é:
fa) = 0, se x € Q, (L1)

1, caso contrario.

e veremos que a integral de Lebesgue é bastante mais eficiente que a integral de Riemann,
tal como os processos de contagem descritos acima, e veremos também fungoes integréaveis
no sentido de Riemann também sao integraveis no sentido de Lebesgue, e ambas as integrais

fornecem o mesmo valor.

A necessidade do estudo da Teoria de Medida e Integragao é essencial para a boa
formagao de um matematico, esteja ele disposto a seguir na area de Anélise ou nao. O
primeiro passo nesse estudo, que é introduzido aos estudantes de matematica assim que
entram em qualquer universidade, é a integral de Riemann, por se apresentar com facilidade

e por ter bastante aplicagoes.

Esta extensao do conceito de integral tem outras intimeras vantagens praticas,
algumas das quais serao apresentadas neste trabalho, que seguira a teoria como apresentada

em |[3].
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? Teoria da Medida

Comegaremos a construir nossa teoria dos conceitos mais basicos aos mais avancados,
e isto justifica o proximo capitulo onde serao abordadas as fungoes de conjuntos, base da

teoria da integral de Lebesgue.

2.1 Funcdes de conjuntos

Nossa primeira definicao é a definigao de anel, que nao é estranha entre matematicos
e nem para os alunos de graduagao, no entanto esta definicao de anel nao é a mesma que

costuma-se ver nas disciplinas de algebra. Vejamos:

Definicao 2.1. Uma familia R de conjuntos constitui um anel se, para A € R e BER

valem:
i) AUB e R,
ii) A-BeR.

Note que, como AN B = A — (A — B), temos também AN B € R, se R é um anel.

Definigao 2.2. Diz-se que um anel R é um o-anel se |J A, € R, para A, € R e
n=1
n=1223, ...

Note que (| A, = A1 — U (A; — A,) temos entao que (] A, € R, se R é um
n=1 n=1 n=1
o-anel.
Exemplo 2.3.

(a) Sejam X um conjunto nao vazio e R = P(X) o conjunto das partes de X, isto €, a

colegcdo formada por todos os subconjuntos de X . Entao R € um o-anel.
(b) Sejam X um conjunto nao vazio e R = {&, X}. Entao R é um o-anel.

(c) Sejam X =R e R a cole¢io dos intervalos da forma (a,00) para a € R. Entdo R

nao é um anel, pois se a < b entio (a,00) — (b, 00) = (a,b], que nao estd em R.

(d) Sejam X um conjunto infinito e R a colegao de todos os subconjuntos finitos de X
e mais o conjunto vazio. Entao R € um anel, mas nao é um o-anel, pois uniao

enumerdvel de conjuntos finitos pode nao ser finita.
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Antes de continuarmos, lembremos rapidamente do conjunto dos numeros reais
estendido. O conjunto R, formado por todos os niimeros reais juntamente com os simbolos
—o0 e +oo forma o conjunto dos niimeros reais estendido. Neste conjunto, definimos

as operagoes de soma e multiplicacao usuais entre niimeros reais, e colocamos
z+ (+00) = 400, x4 (—00) = —00 para todo x € R

e também
z-(+o0)=400sex >0 e x-(+00)=—0c0sex >0,

e analogamente

z-(—o00)=—c0sex>0 e x-(—00)=+oosex>0.

Definimos também uma relagao de ordem em R, como sendo a usual para elementos
de R e colocamos

—00 < x < 400 para todo x € R.

Note que os valores +00 + (—00) e 0 - 0o ndo estao definidos, e sdo chamados de

indeterminagoes. Agora sim definiremos o que é uma funcao de conjuntos.

Definigao 2.4. Dizemos que ¢ é uma fung¢ao de conjuntos definida em R, se ¢ associa
a cada A € R um nimero p(A) do conjunto dos nimeros reais estendido Ro.. Dizemos
ainda que ¢ é aditiva se para AN B = & vale que o(AU B) = ¢(A) + ¢(B).

Dizemos que ¢ é enumeravelmente aditiva (ou o-aditiva) se para A;NA; =@

para i j vele que o(U) A,) = 3 p(Ay)
n=1 n=1

Observagao 2.5. Para que nao tenhamos problemas com indefini¢oes, vamos trabalhar
com fungoes de conjuntos ¢ que nao atijam simultaneamente +o0o e —oo. Também iremos
desconsiderar funcoes de conjuntos que so atinjam +0oo0 ou —o0, jd que seriam fungoes

constantes, e nao teriamos muito o que fazer.

Exemplo 2.6. Sejam X um conjunto nao vazio e R = P(X) o conjunto das partes de

X. Defina a funcao de conjuntos ¢ em R por
#A, se A for finito,
p(A) = o
oo, se A for infinito,

onde #A € o numero de elementos do conjunto A, caso A seja finito. Essa func¢do €

chamada de fungao contagem, e é enumeravelmente aditiva.

Exemplo 2.7. Sejam X um conjunto nao vazio e R = {&, X}. Defina
4) 0, se A=0.
(p =
1, se A=X,

Neste caso, ¢ também € uma fun¢ao o-aditiva.
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Exemplo 2.8. Sejam X um conjunto nao vazio e R = P(X). Fize xy € X e defina

, sexg & A .
w<A>={O ’

1, sexg € A,

Esta é a chamada medida de Dirac relativa a xo. Temos ¢ enumeravelmente
aditiva. De fato, sabemos que R € um o-anel, e se A, € R paran = 1,2,3,... sdo tais

que A; N A; = & para todo © # j, temos duas opgoes:

o 29 ¢ A, para todo n, e assim xo ¢ |-, An, 0 que nos dd ¢(A,) =0 para todo n e

© <U An> =0= Z@(An).

e cxiste ng tal que xo € Ay, e neste caso, como A; N A; = @ para todo i # j, temos
zg ¢ A; para todo j # ng. Portanto o € |J,— An, €

© (U An> =1= Z@(An).

assim

Vejamos agora algumas propriedades sobre fungoes de conjuntos, que nos auxiliarao

na demonstracao de resultados importantes no decorrer deste trabalho.

Proposicao 2.9. Se ¢ € aditiva, as sequintes propriedades sao verificadas:

(1) ¢(2) =0.

(2) p(A1UAU..UA,) = (A1) + ¢o(A2) + o(A3) + ... + p(Ay) se AiNA; = & para
i

(3) @(A1 U Az) + (A1 N Az) = (A1) + p(Az).

(4) Se p(A) =0 para todo A, e se Ay C Asy, entdo (A1) < p(As).

(5) (A —B)=p(A) —¢(B) se BC A e|p(B)| < oo.

Demonstragao:
De (1) Perceba que @ = gUZ e & = @NJ. Entdo () = o(GUD) = p(D) +¢(2), pois
¢ € aditiva. Temos entdo trés possibilidades ¢(¢) = 0, ou p(F) = +00, ou p(F) = —co.

Mas note que se p(¢) = 0o, terfamos p(A) = p(AUD) = p(A)+ (D). Segue entao
que ¢(A) = oo para todo A, caso que descartamos (pela Observagao 2.5). Analogamente

para o caso ¢(&) = —oo e portanto temos ¢(¢) = 0.
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De (2) Para n = 2 temos da defini¢ao de fungao de conjuntos aditiva que ¢(A; U Ag) =
w(Ay) + ¢(As) se Ay N Ay = @. Suponhamos por indugao sobre n que vale para k, com
A;NA; = @ para i # j, isto ¢,

P(ATU AU U A) = (A1) + 9(A2) + ... + ¢(Ag),

eseja A = A U...UA; Se Ay NA; = @ para k+ 1 # i segue que (AU Agyq) =
©(A) + p(Ags1) e portanto p(A; U...U Agr1) = (A1) + ... + ©(Ag11), 0 que conclui a

inducao.

De (3) Defina P = A; — Ay e G = Ay — Ay. Note que A; UAy = PUAy, AboNP =g,
A1UA2:GUA1€A1DG:®.

Segue entao que (P U Ay) = o(P) + p(Az) e o(GU A;) = p(G) + p(A;). Perceba
ainda que A; UAy = PUGU (A1 N As) e que p(A1 UAs) = p(GUA;) — (A1) + (P U
As) = p(Az2) + (A1 N As).

Portanto p(A1) + p(As) = @(A; U Ay) + p(A; N Ay).

De (4) Temos da hipotese que Ay C Ay, entdo Ay = A U Ay = A3 U (A2 — A;p). Entéo
©(A2) = ©(A1) + ©(Ay — Ay), jd que AN (A — Ay) = 2.

Se p(A;) = 400 entdo claramente p(Az) = +00, e assim @(A;) < ¢(Ay). Agora,
se (A1) < 400, como p(Ay — Ay) = 0, temos p(A;) < p(As).

De (5) Como B C A temos A = BU (A — B). Entao ¢(A) = ¢(BU (A — B)) e como
BNA- B =g, segue que p(A) = p(B)+ (A — B).

Assim, se ¢p(A) = 400 como |p(B)| < 0o, segue que p(A — B) = +00 e p(B —
A) = +00. Logo, nesse caso, p(A — B) = ¢(A) — ¢(B). Agora, se |p(A)| < 400 entao
|o(A — B)| < 0o e temos (A — B) = p(A) — ¢(B). l

Nosso proximo teorema vai mostrar que uma funcao enumeravelmente aditiva se

comporta bem quando um conjunto é a uniao enumeravel de conjuntos encaixados, isto é,

An C AnJrl .

Teorema 2.10. Suponhamos que ¢ seja o-aditiva em um anel R. Suponhamos ainda

oo
A, € Rparan =1,2,...n, com A C Ay C ... e ainda suponha que A = (J A, € R.
n=1

Entao temos ¢(A,) — ¢(A) quando n — oo.

Demonstragéo: Defina Bl = A17 B2 = Ag — Al, Bg = Ag — Ag,..., Bn = An — An—la para
n=2,3,.... Note que B; N B; = @ para i # j. Segue que A, = |J B;, A= |J B; e ainda
=1 1

1= 1=

n

o) = o(UB) = 3ol 2.)

=1
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Note que da o-aditividade de ¢, temos ¢(A) = > ¢(B;), e assim, fazendo n — oo
i=1
em (2.1) temos ¢(A,) — ¢(A) quando n — oc. n

2.2 Medida de Lebesgue

Nesta segao vamos definir uma funcao de conjuntos particular, que chamaremos de

medida. Para tanto iremos apresentar alguns conceitos.

Definicao 2.11. Representaremos por RP o espaco euclidiano p-dimensional. Designare-
mos por intervalo em RP um conjunto de pontos v = (1, T, ..., x,) tal que a; < x; < b;

para 1 =1,2,....p.

Consideraremos também um intervalo, se trocarmos alguns ou todos dos < por <.

Também consideraremos o caso onde a; = b; para alguns ou todos 1 =1, ..., p.

Definigao 2.12. Se um conjunto A € a reuniao de um nimero finito de intervalos, dizemos

que A € um conjunto elementar.

Agora definiremos a funcao de conjuntos sobre todos os conjuntos elementares.

Definicao 2.13. Se I é um intervalo, definimos

Se A=LULU..Ul, el;NI; = para i # j, definimos

m(A) =m(l) +m(l) + ... + m(I,).

A funcao de conjuntos m serd chamada de medida de Lebesgue para conjuntos

elementares em RP.

Em R, a medida de Lebesgue de um intervalo é o comprimento dele. Em R2, é a

area do retangulo. Em R? é o volume do paralelepipedo.

Considere £ como a familia de todos os conjuntos elementares de RP. Para compre-

ender melhor a definicao acima, temos algumas propriedades de £ e m.

Proposicao 2.14.

(1) € € um anel, porém nao é um o-anel.

(2) Se A€ &, entao A € a reunido de um nimero finito de intervalos disjuntos.
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(3) Se A € £, m(A) fica bem definida, isto é, duas decomposicoes distintas de A em

intervalos disjuntos dao origem ao mesmo valor de m(A).
(4) m ¢ aditiva em E.

(5) m € invariante por translagoes, isto €, se ACE, x eRP e A+ ={a+x:a€ A}
entdo m(A + x) = m(A).

Demonstracao:

n k

De (1) Sejam X,Y € £ ouseja, X = |J I, e Y = |J Ji, sem perda de generalidade
i=1 j=1

suponha n > k. Claramente X UY ¢ a uniao de intervalos, e portanto é um conjunto

elementar, isto ¢ X UY € &.

Para a diferenca, assuma primeiramente que X = [ e Y = J sao intervalos em RP,

isto é,
X=A{zeRl:aq;<z;<b;,i=1,...,pteY={xeR:¢<x;<d;i=1,..,p},
onde < pode ser trocado por < em qualquer (ou quaisquer) ocorréncia(s). Assim

X—-Y ={2eR:q <z <min{b;,¢;}} U{r € R”: max{d;,a;} <x; <b;} € €.

Também X NY = {z € R’: max{a;,¢;} < z < min{b;,d;}, i = 1,....,p} € R.
Agora no caso geral, basta notar que

n J

X-v =),
i=1j=1
e usar o caso anterior. Com isso temos £ um anel, mas nao um o-anel, pois a uniao

enumeravel de intervalos pode nao gerar um conjunto elementar, como por exemplo

RP = |J I, onde [, ={z € R?: —n <z < n}.

n=1
De (2) Provemos por indugao sobre n. Se X = I U J, entao escreva X = (I — J)U (I N

J)U (J —1I). E assim, do item (1), podemos escrever X — Y como a uniao de intervalos

disjuntos.
k+1 k
Suponha que seja verdade para k. Se X = |J [;, seja Y = (J I;. Entao Y é a unido
i=1 i=1
de intervalos disjuntos, Y = |J J; e X =Y U [4;. Aplicando o caso acima sabemos que

j=1
Ji U I41 pode ser escrito como uniao de intervalos disjuntos. Como J, ¢ disjunto de J;

para j = 1,....,k — 1, o resultado segue.

J
intervalos disjuntos. Defina assim E; ; = I; N J; parai=1,...,n e j = 1,...,m. Notemos

De (3) Sejam A = |JI, e A = |J J; duas decomposicoes distindas de A € £ em
=1 =1
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m n n m
que ;= Ei;, Jj=UEije A= J U Ei;. Lembrando que cada E; ; é, no maximo,
j=1 i=1 i=1.J=1
a uniao de dois intervalos disjuntos, temos:

m(A) = Z m(I;)

i=1 j

m(E;;),

n m n

1 4=

—_

m

m(A) =Y m(J;) ::2532527”(£hj)

j=1 i=1

3

Portanto decomposicoes disjuntas de A continuam tendo a mesma medida, e com

isso m fica bem definida.

De (4) Se A,B € £ com ANB =@, entio A = |J I; e B = |Jj_, J;, onde todos os
i=1

intervalos sao disjuntos entre si (mesmo os de A comparados aos de B, ja que AN B = &).

Assim AUB = (J I; U |J Jj, e entdo da Definicdo 2.13 segue que
i=1 j=1

n m

m(AUB) => "m(L)+ Y _(J;) =m(A)+m(B),

i—1 j=1
o que mostra que m é uma funcao de conjuntos aditiva.

De (5) Note que se  é um intervalo e x € R? entdo

p p

m(I+xz) = [[((bi + 2:) = (a5 + 2:)) = [ [ (0 = a;) = m(D),

i=1 i=1
e o caso geral é imediato. ]

Continuidade é um conceito bastante desejado para funcoes, e teremos uma versao

para continuidade para fungoes de conjuntos, que chamaremos de reqularidade.

Definicao 2.15. Dizemos que uma func¢ao de conjuntos aditiva e nao-negativa definida
em & € reqular se a sequinte condicao € verificada: para cada A € £ e para € > 0 existem
conjuntos F,G € & tais que F € fechado, G € aberto, F C A C G e

p(G) —e<p(A) < p(F) +e (2.2)
Exemplo 2.16. A medida de Lebesque m sobre € (Considere £ neste exemplo como o anel

que contém todos os conjuntos elementares de R.) € reqular.

De fato, ja sabemos que m é aditiva e note que m € nao negativa, pois m(A) =
m(l) +m(ly) + ...+ m(l,), onde I; = {x € R;a; < x < b}, eb; —a; =0, pois b; > a;.
Seque entao que m(1;) = 0 para cada i = 1,2,...,n. Ou seja m(A) > 0, para todo A € £.

Para mostrar a iltima condigcao de reqularidade de m, seja € > 0 dado. Separaremos

alguns casos particulares:
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Caso 1: Se A = {a} para algum a € R, tome F' = {a} e G = (a — §,a + 5).
Caso 2: Se A = [a,b] para a < b, tome F = [a,b] e G = (a — §,b+ 5).
Caso 3: Se A = (a,b), tome F =[a—5,b— %] e G = (a,b).

2 2
Caso 4: Se A =[a,b) (o caso A = (a,b] é andlogo), tome F = |a,b— €] e G = (a — €,].
Para o caso geral, escreva A = |J I;, como unido de intervalos disjuntos. Cada I;

=1
¢ um intervalo em um dos Casos 1 a 4, e assim para cada I;, existem F; fechado e G;

aberto tais que F; C I; C Gy tais que ¢(G;) — = < ¢(1;) < ¢(F;) — 5. Notemos que os F;
sao disjuntos, pois os I; sao disjuntos e F; C I;. Defina F = |J F;, que € fechado pois é
i=1
uma unido finita de fechados, e defina também G = |J G; que € aberto, pois G; € aberto
i=1
para cada i. Assim FC ACG e

m m

m(A) =Y m(L) < Y_(m(F) + %) = m(F) +e

i=1 i=1

e também .
€
m(G) =Y m(Gi) <Y (m(l) + —) = ¢(A) +e,
i=1 i=1
o que mostra a reqularidade de m em R. Aplicando este resultado para cada coordenada,

obtemos a reqularidade de m em RP.

Nosso proximo passo é mostrar que toda fungao de conjuntos regular em &, pode
ser estendida a uma funcao de conjuntos o-aditiva em um c-anel que contém &£. Para isso,

veremos primeiro como estender uma funcao de conjuntos p para todos os subconjuntos

de RP.
Definicao 2.17. Seja p uma fungao de conjuntos aditiva, nao-negativa, reqular e finita

em £. Se E C RP, definimos

w'(E) = inf {Z,u(An): E C U A, e A, € um aberto em 5} .
n=1

n=1

O valor u*(E) é chamado de medida exterior de E correspondente a ji. A fungéao

w* € chamada de medida exterior associada a .

Um exemplo de tal p é a medida de Lebesgue m, e neste caso m* é chamada de

medida exterior de Lebesgue.

Observacao 2.18. Note que como a medida m € invariante por translagoes, entao a

medida m* € também invariante por translacoes.
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Proposicao 2.19. Temos p*(E) > 0 para todo E C RP, e se By C FEy entao p*(Fy) <
p(E).

Demonstracgao: Como u é nao-negativa, segue claramente que p* é também nao-negativa.
Para a segunda parte, note que se E; C FEs, entao toda cobertura de E, por abertos

elementares também cobre Ej, e portanto p*(E;) < p*(Es). n

Nosso proximo teorema vai nos mostrar que nao existe diferenga em calcular a

medida p ou a medida exterior ;* de um conjunto elementar.

Teorema 2.20. Seja ;1 uma fungao de conjuntos aditiva, regular, nao-negativa e finita

em £. Entao:

(a) paracada A € &, u*(A) = u(A);

(b) Se ECRP, E, C RPparacadan =1,2,3,...¢e E= |J E,, entdo pu*(E) < > u*(En).

n=1 n=1
Demonstragao:

De (a) Como A € &€ e u é regular, entao dado € > 0 existe um conjunto aberto elementar
G tal que A C G e pu(G) < u(A) + €. Ainda como G é uma cobertura aberta para A temos
w(A) < (@), e assim p*(A) < u(A) + €. Como € > 0 é arbitrario, temos

e (A) < p(A).

Agora, dado € > 0, da defini¢ao de p* segue que existe uma cobertura A C |J A,
n=1

o

de A por conjuntos elementares abertos tal que ) pu(A,) < p*(A) + 5, ja que p*(A) é o
n=1

infimo sobre todas as coberturas de A por conjuntos elementares abertos.

Da regularidade de p, como A € &, existe FF C A, com F fechado (e portanto

compacto) tal que pu(F) > pu(A) — 5. Como A C |J A, e F' C A é compacto, entao existe

n=1
N tal que FF C Ay U Ay U ..U Ay (pois F é compacto). Segue entao que
p(A) < p(F)+e< p(AUA U ..U AYN) +e,

e assim,
N

p(A) <D p(An) + e <Y p(An) +e < pr(A) + 2,

n=1
o que implica que p(A) < p*(A) + 2¢ e como € > 0 ¢é arbitrario, temos u(A) < p*(A), e
portanto podemos concluir que p(A) = p*(A).
De (b) Suponha agora que F = |J E, e que p*(E,) < oo para todo n. Dado € > 0, da

=1
definigao de p*, existem coberturas {A,;} com k = 1,2, 3, ... de abertos elementares, tais
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que

NE

p(Ang) < W (E,) + 2% para cada n > 1.

i

1

18

Entao p*(E) < 30 >0 m(Angk) < X0 w'(En) + € ou seja pu*(E) < - p*(Ey) + €
k=1 n=1

n=1

3

1
Como € > 0 ¢é arbitrario, concluimos que p*(E) < > p*(E,).
n=1

No caso em que p*(E,) = oo para algum n, a afirmagao é trivial. ]

Note que (@) nos mostra que p* é uma extensao de p para a familia de todos
os subconjuntos de RP. Para continuar, vamos definir uma nogao de convergéncia para

conjuntos.

Definicao 2.21. Para A, B C RP, definimos:

(i) S(A,B) = (A— B)U (B — A).

(i) d(A, B) = u*(S(A, B)).

Escrevemos A, — A, e diremos que A, converge para A, se lim d(A,, A) =0
n—oo

Exemplo 2.22. Seja A,, = [0, %] paran=1,2,3,... e A=0.
Vejamos algumas importantes propriedades de S(-,-) e d(-,-).

Proposicao 2.23. Temos:

(1) S(A,B) = S(B,A) e S(A,A) = @.

(2) S(A,B) C S(A,C)US(B,C).

(3) S(A|UAs, BiUBy), S(A1NAs, BiNBs), S(A—As, Bi— Bs) C S(A1, By) U S(As, Bs).
(4) d(A,B) = d(B, A) e d(A, A) = 0.

(5) d(A,B) < d(A,C) + d(C, B).

(6) d(A1UAs, BiUBy), d(A1NAs, BN By), d(A; — Ay, By — Bs) < d(Ay, By)+d(Ay, By).

(7) |p*(A) — p*(B)| < d(A, B), se pelo menos um dos dois nimeros p*(A), p*(B) for
finito.

Demonstragao:

De (1) Temos S(A,A) = (A-—A)U(A-A)=oUg =2eS(A,B)=(A-B)U(B—A) =
(B—A)U(A—-B)=5(B,A). Com isso (1) fica demonstrada.
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De (2) Tome z € S(A,B), isto ¢,z € A—Boux € B—A. Sex € A— B entao
x € Aex ¢ B. Temos duas possibilidades para x: ou x € C ou xz ¢ C. Se x € C entdo
reC—DB,jasex ¢ Ctemosz € A—C,eassimz € (A—C)U(C—B). Paraze B—A
obtemos analogamente x € (C'— A) U (B — C), ou seja, x € S(A,C)|JS(B,C) e (2) fica

demonstrada.

De (3) Faremos a demonstracao somente para S(A; U Ag, By U By), pois os outros casos
se analisam analogamente. Tome x € S(A; U Ay, By U By), ou seja, z € [A; U Ay — B1 U
Byl UJ[B1UBy— AU Ay]. Segue que x € (AjUAy) — (B1UBs) oux € (BiUBy)— (A1 UAs).
Sex € (A1 UAy) — (BiUBy) temosx € Ayouzr € Ayex ¢ Byex ¢ By, istoé z € Ay
ex ¢ Biouz € Ay e x ¢ By, entdo z € (A; — By) ou € (Ay — By), sendo assim
x € S(Ay,By) ou x € S(As, Bs) o que implica x € S(Ay, By)|J S(As, Bs). Do mesmo
modo se x € (B U By) — (A; U Ay) temos x € S(Ay, By) U S(Az, By), entdo em ambos os
casos S(A; U Ay, By U By) C S(Ay, B1)|J S(A2, By). Com isso (3) fica demonstrada.

De (4) Segue de (1).

De (5) Como S(A, B) C S(A,C)US(C, B), por (2), segue que u*(S(A, B)) < u*(S(A4, C)U
S(C, B)). Pela Proposicao 2.19, segue entao que pu*(S(A, B)) < p*(S(A, C) + u*(S(C, B)).
Com isso d(A, B) < d(A,C) + d(C, B) e portanto (5) fica demonstrada.

De (6) Faremos a demonstragao de d(A; U Az, B1UBsy) < d(Ay, By)+d(As, Bs), os demais
casos ficam a critério do leitor. Por (3) temos S(A; U Ay, BiUBs) C S(Ay, By) | S(Az, B),
entao p*(S(Ay U Ay, By U By)) < u*(S(A1, B1) J S(As, Bs)) o que implica em pu*(S(A; U
Ay, By U By)) < p*(S(Ar, By)) + p*(S(Az, Bs)). Segue entao que d(A; U Ag, By U By) <
d(Ay, By) + d(Az, By) e com isso (6) fica demonstrada.

De (7) Como p*(A) ou p*(B) ¢é finito, considemos o seguinte caso 0 < p*(B) < p*(A). O
caso em que 0 < p*(A) < p*(B) fica a critério do leitor a demonstragao. Por (5) temos
d(A, @) < d(A,B)+d(B, ), isto &, u*(A) < d(A, B) + pu*(B) e como u*(B) ¢ finita neste
caso, segue que pu*(A) — p*(B) < d(A, B). Entao |pu*(A) — p*(B)| < d(A, B). L

Observagao 2.24. Note que d(-,-) € essencialmente uma fun¢ao distdncia. A propriedade

que falta para que d seja realmente uma distincia € que d(A,B) =0 se e s¢ se A = B.

Note que esta propriedade nao estd satisfeita em geral, pois se A € um conjunto
qualquer e E é um conjunto nao-vazio com ANE = & e p*(F) =0, definindo B=AUE,
temos S(A,B) = (A—B)U(B—A) =FE, e assim d(A, B) = p*(E) = 0, mas A nao é
wgual e B.

Podemos corrigir este problema fazendo a sequinte identificacao: dizemos que
A~ B se p*(S(A,B)) =0, e definindo d sobre o conjunto das classes de equivaléncia da
relacao ~. Desta maneira temos realmente uma funcao distancia. Mas, neste trabalho, nao

utilizaremos esta identificacao.
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Notemos que m estava definida e era aditiva em &£, que é um anel. Usando m*
podemos medir todos os subconjuntos de R?, que formam um o-anel, mas p* nao é

o-aditiva em RP, veja Exemplo 2.33.

Vamos entao tentar encontrar um o-anel de subconjuntos de RP, onde u* seja
o-aditiva.
Definigao 2.25. Quando existe uma sucessao {A,} de conjuntos elementares tais que

A, — A, dizemos que A € finitamente p-mensurdvel e escrevemos A € Mz ().

Se A € a reunido de uma colegao enumerdvel de conjuntos finitamente p-mensurdveis,

dizemos que A € u-mensurdvel e escrevemos A € M(u).

Com isto temos o seguinte importante resultado:

Teorema 2.26. M (u) ¢ um o-anel e p* ¢ o-aditiva em M ().

Demonstragao: Comegaremos a demonstra¢ao mostrando que Mxz(p) é um anel, e que

p* é aditiva em Mx(u).

Para isto, sejam A, B € Mx(u), e consideremos sucessoes {4, } , {B,} C & tais
que A, -+ A e B, — B. Note que:

(i) A, U B, — AU B, pelo item (6) da Proposigao 2.23, ja que d(A, U B,, AU B) <
d(A,, A) + d(B,, B). Desta maneira AU B € Mx(u).

(ii) A, N B, — AN B, pelo item (6) da Proposigao 2.23, com demonstragao analoga ao
caso (i). Assim AN B € Mxz(u).

(iii) A, — B, — A— B, também pelo item (6) da Proposicao 2.23, e assim A — B € Mz ().
(iv) p*(An) — p*(A), pois |u*(A,) — p*(A)| < d(A,, A), pelo item (7) da Proposigao 2.23.
De (i) e (iii) segue que Mz(u) é um anel. Agora, da Proposigao 2.9, como pu é
aditiva em & temos
1(An) + u(By) = p(An U By) + (A, N By,) para cada n,
e fazendo n — oo, usando o item (iv) para A,, B,, A, U B, e A,, N B, obtemos

pr(A) + p*(B) = (AU B) + " (AN B).

Entao, se AN B = & temos p*(AN B) =0, o que implica que p* é aditiva em Mx(pu).

Agora provaremos o teorema. Para tal, tomemos A € M(u). Por definigdo A =
U A, com A, € Mz(u) para cada n. Perceba que A pode ser escrito como a uniao de
n=1

conjuntos disjuntos de Mx(u) da seguinte maneira: defina A; = A} e A, = (A U AL U



Capitulo 2. Teoria da Medida 24

LUA) = (AJUALULLLUAL ), paran = 2,3, ... Assim A, € Mxz(p), pois Mz(u) é anel,
e também A = J (A,) onde A; N A; = @ para i # j. Segue entao pelo Teorema 2.20 que

(A < S (Ay).

Notemos que como A; U Ay U...U A, C A para cada n e p* ¢ aditiva em Mz (p),
segue que p*(A) = p* (A UA U UA,) = > u*(4;) para cada n, o que implica que
i=1

B(A) = S (A, (23)
n=1
Suponhamos p*(A) < 400 e seja B, = |J A;. Entao de (2.1) temos
i=1

d(A, Bn) = p*(S(A, Bn)) = p* < U Ai) = > w4,

1=n-+1 1=n—+1

e fazendo n — oo temos d(A, B,) = 0, ja que a série > u*(A,) é convergente, o que
n=1

implica que B,, — A, e como B,, € Mx(u) e com isso A € Mx(u). Com isso mostramos
que:
se Ae M(p) e p*(A) < +oo entao A € Mz (). (2.4)

Fica claro observar agora que pu* é o-aditiva em M (), pois se A = UA,,, em que

{A,} é uma sucessao de conjuntos disjuntos de M(u) temos as seguintes possibilidades:

(a) se pu*(A,) < +oco para todo n, segue de (2.4) que A, € Mxz(u), e assim p*(A) =
21 1 (Ay) por (2.3).

(b) se u*(A,) = 400, entao claramente p*(A) = oo e (2.3) é valida trivialmente.

Agora finalmente vamos provar que M(p) é um o-anel. Primeiramente, mostremos

que M(p) é um anel. Se A, B € M(u), entdao A= |J A, e B= |J B,,onde {A,},{B,} C
n=1 =1

n

Mx(u). Assim, claramente

AUB = G(AnuBn) € M(p),

n=1
ja que A, U B, € Mz(u) para cada n, pois Mx(u) é um anel.

Agora, note que para cada n, temos A,NB = |J(4,NB;) € M(u), pois A,NB; €
i=1

Mx(p) para todo n e todo i. Como p*(A, N B) < p*(A,) < oo, pois A, N B C A, e
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A, € Mz(n), seguede (2.4) que A,NB € Mxz(p). Entdo A,—B = A,—(A,NB) € Mx(u),

pois Mz(p) € um anel. Assim A — B = |J (A, — B) € M(u), o que conclui a prova de
n=1

que M(p) é um anel.

Note ainde que se A,, € M(u) para n = 1,2... temos |J A, € M(u), pois uniao
enumeravel de unides enumeraveis é por si uma unido enumeravel. Portanto M(p) é um

o-anel. m

A partir de agora substituiremos a notagao p*(A) por u(A) se A € M(u). Assim
conseguimos a extensao de p que inicialmente era definida em &, para uma funcao de
conjunto o-aditiva no o-anel M (), esta fungao de conjunto é chamada medida. E em

um caso especial quando = m, temos a medida de Lebesgue em R”.

Note que se A é aberto entdo A € M(p), pois todo conjunto aberto de R? pode ser
obtido da uniao enumeravel de intervalos abertos. Com isso concluimos que todo conjunto
fechado também esta em M (u), pois R? estd em M (u) e todo fechado é o complementar

de um aberto.

Proposigao 2.27. Dados A € M(u) e € > 0, existem conjuntos F fechado e G aberto
tais que F CACG, p(G—A)<eeu(A—F) <e

Demonstracao: Primeiro, assuma que p(A) < +oo (e consequentemente, A € Mz(pu)).
Da defini¢cao da medida exterior, sabemos que existe uma cobertura de A por conjuntos

abertos elementares {G,} tais que

H <U Gn) < u(A) +e,

e definindo G = |J G, como pu(A) < +o0, temos

n=1

(G —A) = pu(G) — p(A) <e,

e claramente G é aberto e A C G.

Se p(A) = 400, entao podemos escrever A = ] A, onde A, € M#z(u) para cada

n=1

n. Assim, para cada n, existe um aberto Gy, tal que p(G,, — A,) < 57. Entaose G = |J G,
n=1

temos - -
G—A=J(G.—4) c [JGn— A,
n=1 n=1
e portanto

N(G_A)<ZM(Gn_An)<ZQ%:@

n=1 n=1

onde GG é abertoe A C G.
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Para o restante, aplicando o que acabamos de demonstrar para B = RP — A €
M(p), segue que existe um aberto G; com B C G tal que u(G; — B) < e. Definindo
F =RP — (G, temos F fechado e FF C A. Além disso G; — B = GiNA = A— F e portanto
uw(A—F)=pu(Gy — B) <e n

Definicao 2.28. Dizemos que E ¢ um conjunto de Borel se E pode ser obtido a partir
de conguntos abertos, por uma quantidade enumerdvel de operagoes, constituindo cada uma

delas em uniao, intersecao ou passagem a complemento.

A colecao B de todos os conjuntos de Borel em RP é g-anel, que contém todos os

conjuntos abertos. Como todos os abertos estao em M (u), segue que B C M(u).

Proposicao 2.29. Se A € M(u), existem conjuntos de Borel F' e G tais que F C A C G
e uw(G—A)=pu(A-F)=0.

Demonstracao: Para cada n, existem F,, fechado e GG,, aberto, com F,, C A C G, tais
que
1
M(Gn_A)<_ € M(A_Fn)<

n

Defina G = ﬂG e F = UF Temos F,G € B com F' C A C G e ainda, como
G — ACG—AeA FcA- Fparacadantemos

1 1
uw(G—A) < — e pu(A—F)< — para todo n,
n

n

e fazendo n — oo obtemos o resultado. m

Como A= F U (A — F), vemos que todo A € M(u) é a unido de um conjunto de
Borel e de um conjunto de medida nula. Ainda os conjuntos de Borel sao p-mesuraveis
para toda g, no entanto os conjuntos de medida nula (isto é, os conjuntos B para os quais
1(B) = 0) podem ser diferentes para diferentes p. Mas, independentemente da medida g,

os conjuntos de medida nula constituem um o-anel.

No caso da medida de Lebesgue, todo conjunto enumeravel tem medida nula, pois
cada elemento desse conjunto enumerével pode ser escrito como um intervalo do tipo [z, x]

que possui medida nula para cada x.

2.3 Espacos de Medida

Com as construcoes feitas anteriormente, podemos definir o conceito abstrato de

espaco de medida com o qual trabalharemos, a fim de definir a integral de Lebesgue.
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Definicao 2.30. Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que X € um espac¢o de medida
se existe um o-anel M de subconjuntos de X e uma funcao de conjunto p, nao negativa e
o-aditiva definida em M.

Ainda se X € M dizemos que X é um espa¢o mensurdvel.

E sobre os subconjuntos dos espacos de medida que se definira a integral de
Lebesgue, veremos mais detalhes em breve. Os elementos do o-anel M sao chamados de

conjuntos mensuraveis e u é chamada de medida.

Exemplo 2.31. Sejam X um conjunto nao vazio, M = P(X) o conjunto das partes de

X e p a medida da contagem em M. Entao X € um espago mensurdvel.

Existem espagos que possuem muitos conjuntos nao-mensuraveis. O espago M (m),

onde m é a medida de Lebesgue, é um exemplo deste, como veremos a seguir.

2.3.1 Construgdo de um conjunto ndo-mensuravel

Um congunto de Vitali ¢ um subconjunto V' do intervalo [0, 1] em R, que satisfaz a

seguinte condigao: dado x € R existe um tnico v € V' tal que v — x é racional.

A demonstracao da existéncia de tal conjunto é feita da seguinte maneira: considere
a relagao de equivaléncia ~ em R dada por a ~ b se e s6 se a — b é racional. Assim R
pode ser decomposto em classes de equivaléncia da forma z + Q para x € R. Assim, temos
uma quantidade nao enumeravel de classes de equivaléncia que particionam R. Como cada
classe é densa em R, cada uma delas intercepta [0, 1], e pelo Axioma da Escolha, podemos
escolher exatamente um elemento de cada classe, que esteja em [0, 1]. Note entdo que um

conjunto formado desta forma é um conjunto de Vitali.

Mostraremos que um conjunto de Vitali V' é nao-mensuravel. De fato, assuma que
V' é um conjunto de Vitali ndo-mensuravel. Seja {g, }nen uma enumeragao dos racionais
em [—1,1]. Da construgao de V, definindo V,, = V + ¢,, sabemos que V,, N'V,,, = & se

n #% m. Note ainda que

0,1] C G V, C[-1,2].

Para a primeira inclusdo, note que se r € [0, 1], seja v o representante da classe
de r em V| assim r — v é um racional em [—1, 1], e portanto r — v = ¢, para algum n. A

segunda inclusao é direta.

Aplicando entao a medida de Lebesgue e usando a o-aditividade de m sobre os

mensuraveis, temos

1< im(Vn) < 3.

n=1
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Aqui lembramos que a medida de Lebesgue é invariante por translagoes (veja a

Observagao 2.18), e portanto m(V,,) = m(V') para todo n e assim obtemos

1< m(v) <3,

n=1
o que nos da uma contradigao, pois se m(V) = 0 ent@o a primeira desigualdade estéa
incorreta. Ja se m(V) > 0 entdo a série é divergente, e a segunda desigualdade esté

incorreta. Portanto V' nao pode ser mensuravel.

O exemplo acima pode ser estendido, por meio do seguinte teorema:

Teorema 2.32. Seja M(m) o conjunto dado no Teorema 2.26, onde m é a medida de

Lebesgue. Entao cada E' € M(m) com m(E) > 0 possui um subconjunto que nao esta em
M(m).
Para a demonstracao deste resultado, convidamos o leitor a olhar |2, Teorema 17].

Com esta connstrucao, podemos exibir um exemplo que mostra que a medida
exterior m* nao é aditiva no conjunto das partes de R (e analogamente se mostra o mesmo
em RP).

Exemplo 2.33. Sejam V' um conjunto de Vitali e {q, }nen wma enumeragao dos racionais
em [0,1]. Como antes, defina V,, =V + q,.Sabemos que os conjuntos V,, paran > 1 sdo

dois a dois disjuntos e também [0,1] = Uy>1V,,.

Assim, usando a o-subaditividade de m* (item (b) do Teorema 2.20), temos

L= mt(0,1) < 3w (V) = S m(v),

usando a tnvaridncia por translacao da medida de Lebesque. Assim, concluimos que
m*(V) > 0. Escolha ng € N tal que nom*(V') > 1 e defina E = U}, V,,. Assim E C [0, 1],
logo m*(F) < 1. Mas

> omr (Vo) =D m (V) =ngm*(V) > 1,

0 que mostra que

m*(E) <1< m*(V),

e portanto m* nao € aditiva (e portanto nao é o-aditiva) no conjunto das partes de R.

2.4 Funcbes Mensuraveis

No que segue, sempre consideraremos X um espaco mensuravel, isto ¢, X possui

um o-anel M de subconjuntos com X € M, e y uma medida em M.
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Definicao 2.34. Seja f: X — R, uma funcao. Dizemos que f € uma funcao mensu-

rdvel se o conjunto {x: f(x) > a} € mensurdvel para todo a € R.

Da defini¢ao acima, vemos claramente que se X = R? e m é a medida de Lebesgue

entao toda fungao continua é mensuravel. Mas existem fungoes que nao sao mensuraveis,

1, sex eV
-

0, caso contrario,

como por exemplo

onde V' é o conjunto nao-mensuravel construido na segao anterior. Assim {x: f(x) >0} =V

que nao ¢é mensuravel, logo f nao é mensuravel.

Temos a seguinte equivaléncia na definicao de fungoes mensuraveis.

Teorema 2.35. Dada f: X — R, uma funcao, sao equivalentes:

(i) {z: f(z) > a} é mensuravel para todo a € R.

(i) {z: f(x) > a} é mensuravel para todo a € R.
(iii) {x: f(x) < a} é mensuravel para todo a € R.
(iv) {z: f(z) < a} é mensuravel para todo a € R.

Demonstragao:

(i) = (ii) Primeiramente, notemos que

{wfmyzazfi%nﬂw>a—%}

De fato, defina A = {z: f(z) > a}, 4, = {z: f(z) >a— L} para cada n e

o0

B = () A,. Se z € A entao f(z) > a e portanto, para cada n inteiro positivo, temos
n=1

f(x) >a— %w isto é, z € A, para cada n e portanto z € B. Com isto mostramos que

A C B. Reciprocamente, se © € B entao f(x) > a — % para todo n inteiro positivo, e
fazendo n — oo, obtemos f(z) > a, e portanto = € A. Desta forma B C A e a igualdade

estd demonstrada.

Temos de (i) que A, é mensuravel para cada n, e como M é um o-anel, segue que

B ¢é também mensurével, o que implica que A é mensuravel.
(ii) = (iii) Note que
{o: f(2) < a} = X — {a: f(2) > a},

e como X ¢é mensuravel e {z: f(z) > a} também é mensuravel, temos {z: f(z) < a}

mensuravel, pois M é um o-anel.
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(iii) = (iv) Para este caso note que
{z: f(x) <a}= ﬂ{x ) <a-— —}

A igualdade desses dois conjuntos é facilmente obtida de modo analogo ao da

primeira implica¢do desta demonstragao. Como {z: f(z) < a — +} ¢ mensuréavel para cada

oo
n e como M ¢é o-anel, entdao () {z: f(x) <a— +} também ¢ mensuravel.
n=1

(iv) = (i) Note finalmente que

{w: f(2) > a} = X — {2: f(z) <a),

e a demonstragao para este caso é andloga a da segunda implicagao. ]

Vimos entao neste tltimo teorema que o conjunto mensuravel da Definicao 2.34
pode ser substituido sem nenhum problema por algum dos quatro conjuntos mensuraveis
do Teorema 2.35. Agora, dando continuidade a construcao da teoria, os seguintes resultados

se farao necessarios mais a frente.

Teorema 2.36. Se f ¢ mensuravel, entdo |f| é mensuravel.

Demonstracgao: Note que

{z: |f(x)] <a} ={z: —a< f(x) <a} ={z: f(x) <a}n{z: f(z) > —a},

e como {x: f(x) < a} e {z: f(z) > —a} s@o mensuraveis, pelo Teorema 2.35, temos
{z: f(z) <a}n{x: f(z) > a} € M, pois M é o-anel, e concluimos que {z: |f(z)| < a}

¢ mensuravel, para todo a € R. ]

O seguinte teorema ¢é de fundamental importancia para os resultados de convergéncia

da integral de Lebesgue.

Teorema 2.37. Seja {f,} uma sequéncia de fun¢bes mensuraveis e f,: X — R.,. Para
r € X, defina

(a) g(x) Zigrf(fn(x)); (c) h(z) :hin_ilip(fn(x)) e
(b) r(z) = inf(fu(2)); (d) s(x) = liminf(f,(z)).

Entao g, h,r e s sao fungoes mensuraveis.

Demonstragao:
De (a): Vejamos que

{z: g(x >a}—U{x fulz) > a}.
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De fato, se g(z) > a, temos sup(f,(x)) > a, e assim f,(z) > a para algum n, pois
n=>1

caso contrario f,(z) < a para todo n e teriamos sup(f,(z)) < a o que é uma contradigao.
n>1

Assim {z: g(z) > a} C nt.:jl{:z:: fo(x) > a}.

Reciprocamente, tome z € |J{z: f.(z) > a}. Assim = € {z: fy(x) > a} para
n=1
algum N, temos entao fx(z) > a e portanto sup(f,(z)) = fx(x) > a, o que mostra que
n>1

fjl{x: falx) >a} C{x: g(x) > a}.

Agora, para cada n o conjunto {z: f,(z) > a} é mensuréavel por hipotese, ou seja

o

{z: fu(x) > a} € M que é um o-anel, e pelo fato de ser o-anel temos |J {z: f.(z) >
n=1

a} € M e portanto mensuravel, o que implica que g ¢ uma fungao mensuravel.

De (b): Para r, notemos que

{z:r(r) <a} = U{x fulz) < a},

e a demonstragao segue analoga a do item (a).

De (c): Para cada m > 1, defina g,,(2) = sup,,>,,(f»(2)), que é uma funcao mensuravel,

para cada m, pelo item (a). Mostremos agora que h(z) = uifl(gm(a:))

De fato, fixemos z € X e tomemos o = h(x) e f = T}gfl(gm(x)) Da definigao de
infimo, aplicada a /3, sabemos que dado € > 0 existe my > 1 tal que 8 < gp () < 5+ €.
Assim, da definigao de g, segue que f,,(z) < 5+ € para todo n > my. Tomando o lim sup
quando n — 0o, obtemos

a = limsup(fu(x)) < B+,

n—=o0
e como € > 0 é arbitrario, segue que o < f3.
Reciprocamente, usando a definicao de limite superior, aplicada a «a, segue que
dado € > 0 existe mg tal que f,(z) < « + € para todo n > mg. Segue entao que

Gmo () = sup (fn(z)) < a+e€. Portanto § = Hifl(gm@)) < a+€ e, como € > 0 é arbitrario,
n=mo mz
segue que [ < a, e concluimos entao que h(x) = limsup(f,(z)) = irifl(gm(a:)) e segue do
n—o00 mz
item (b) que h é mensuréavel.

De (d): Analoga a de (c), notando que s(z) = sup(r,,(z)), onde r,,(z) = inf (f,(z)). =

m>1 nzm

Temos entao o seguinte 1util resultado:
Corolario 2.38.
(i) Se f,g: X = Ry, f e g mensurdveis, entdo max(f,g) e min(f, g) sao mensurdveis.

Definindo
ff=max(f,0) e f =—min(f,0),
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seque que, em particular, fT e f~ sdo mensurdveis.

(ii) O limite de uma sequéncia convergente(convergéncia pontual) de fun¢des mensurdveis

€ mensurdvel.

Demonstracgao:

De (i): Defina h(x) = max(f(z), g(z)), paraz € X. Neste caso temos h(x) = sup(f(x), g(x))
e como f e g sdo mensuraveis, do Teorema 2.37 segue que h(x) é mensuravel. Note que
se g(z) = 0 para todo z, entdo g é mensuravel, pois {z: g(x) > a} = T sea > 0 e
{z:g(x) >a} =X sea<0,ed, X € M. Entao h(x) = max(f(z),0) é mensuravel, pois
f e g sdo mensuraveis. Anéalogo para min(f,g) e para f~.

De (ii): Seja f(z) = nh_)ngo fn(z), onde f, é mensuravel para cada n = 1,2,.... Como
nh_g)lo fn(x) existe, entao f(x) = nh_g)lo fn(z) = limsup f,(z), e pelo Teorema 2.37 temos f(x)

n—oo
mensuravel. -

Veremos no proximo teorema que operacoes como soma e produto de fungoes
mensuraveis geram fungoes mensuraveis. Note que neste caso, para evitar indeterminacoes,

nos restringimos ao caso de fungoes a valores reais, e nao a valores reais estendidos.

Teorema 2.39. Sejam f,g: X — R funcoes reais mensuréveis, e F': R> — R uma funcao

real e continua. Defina

h(z) = F(f(x),g(x)) para todo = € X.

Entao h é mensuravel, e em particular, f + g e f - g s4o mensuraveis.

Demonstragao: Para cada a € R, seja G, = {(u,v): F(u,v) > a} = F~'((a,+00)).
Como F ¢é continua, segue que G, é um aberto de R?, e pode ser escrito como a uniao
enumerével de intervalos abertos {I,} de R? isto ¢, G, = | I,., onde I,, = {(u,v) €

n=1

R%: a, <u<b,ec, <v<d,}
Notemos ainda que {z: a, < f(x) <b,} ={z:a, < f(z)} N{z: f(x) < b,}, que
¢ mensuravel pois f ¢ mensuravel por hipotese. O mesmo vale para {z: ¢, < g(x) < d,}.
Segue disso que {z: (f(x),g9(x)) € I,} = {z:a, < f(x) < b} N{x:¢c, <
g(x) < d,} é mensuravel. Sendo assim {z: h(z) > a} = {x: (f(x),9(x) € G,)} =
U {z: (f(x),g(x) € I,)} & mensuravel, pois para cada n {z: (f(x),g(z) € I,,)} é mensu-
n=1
ravel.

Em particular, se tivermos F'(u,v) = u + v ou F(u,v) = uv, teremos f+ge f-g

mensuraveis. n
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O resultado acima pode ser usado para demonstrar que, em particular, se f: X — R
é mensuravel e g: R — R é continua, entao go f: X — R é também mensuravel, bastando

tomar para isso F'(u,v) = g(u), assim go f = F(f(x),0).

Este nao é sempre o caso se f e g sao assumidas somente mensuraveis, isto é, a
composta de fun¢oes mensuraveis nem sempre é mensuravel. Os exemplos nao sao simples
de serem construidos, e fogem um pouco do escopo do nosso trabalho. O leitor pode ver [2]

para mais detalhes.

Finalmente, perceba que em toda essa parte sobre funcées mensuraveis nao foi
necessario trabalharmos em especifico com a func¢ao medida p dada, isto é, o conceito de

funcao mensuravel esté ligado especificamente ao o-anel M de X.
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3 Integral de Lebesgue

Neste capitulo trabalharemos com a integral de Lebesque. Veremos sua construcao,
as propriedades bésicas e alguns dos principais teoremas que a envolvem. Comegaremos a

construcao da integral integrando as funcoes simples.

3.1 Funcdes Simples

Definigao 3.1. Seja s uma fungao real definida em X. Se o conjunto dos valores(imagem)
de s € finito, dizemos que s € uma funcao simples. Em outras palavras, s € uma fungao

simples se o seu conjunto imagem € dado por um niumero finito de pontos.

Definicao 3.2. Seja F C X e defina
1, se xek,

KE(Q:):{O, se v¢FE

Dizemos que Kg € a funcao caracteristica de E.

Suponhamos que s seja uma fun¢ao simples e que s(X) = {¢;}7,, em que ¢; # ¢;

para i # j. Defina E; = {x: s(z) = ¢;} para cada i = 1,...,n. Entao
s(z) = ZCiKEi (x) para todo z € X,
i=1

ou seja, toda funcao simples é uma combinagao linear de fungoes caracteristicas.

Claramente, escrevendo s desta maneira vemos que é mensuravel se, e somente se,

os conjuntos Fy, Fs, ..., F/, sao mensuraveis.

Vamos agora mostrar um resultado que garante que podemos aproximar fungoes

por fungoes simples, com convergéncia pontual.

Teorema 3.3. Seja f uma funcao real em X. Entao existe uma sequéncia de fungoes
simples {s,}, tais que s,(z) — f(z) quando n — oo, para qualquer que seja x € X.
Além disso, se f é mensuravel, podemos escolher {s,} como uma sequéncia de fungoes

mensuraveis. Se f > 0 podemos escolher {s,} como uma sequéncia monétona crescente.

Demonstracao: Provaremos primeiramente o caso onde f > 0. Para cada n > 1 e

1 =1,...,n2", defina

Z;”01<f(m)<i} e F,={ze€X: f(z) 2n}

Eni: X:
, {IL‘E on
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n2"

Claramente X = (U En,i) U F,, para cada n > 1. Defina
i=1

n2" .

-1
sp(x) = Z ! o K, i(x) + nKp,(x) para todo z € X.
i=1

Temos s,, uma fungao simples e perceba que s, < s,1 para cada n > 1. Mostremos

que s,(z) — f(x) quando n — oo para cada x € X. Para isso fixe z € X e tome € > 0.

Escolha ng € N tal que 2%0 < ee f(xr) < ng. Assim, se n > ng temos 2% <ee f(xr) <n.

Segue disso que existe ig € {1,...,n2"} tal que

10

o — 1
0 <f($)<2_n7

2n

o que implica que z € E,;, e |f(z) — s,(2)| = | f(z) = 22| < B — 21

52 o :2%<eeassim

concluimos que s, (z) — f(z) quando n — oc.

No caso geral considere f = f* — f~, aplique o método acima para f™ e f~ e some

as sequéncias obtidas. ]

3.2 Integracao

Enfim chegamos a secao principal deste trabalho, onde definiremos a integral de
Lebesgue, e demonstraremos algumas de suas propriedades. Fixemos um espaco mensuravel

X, onde M é o o-anel dos conjuntos mensuraveis e p é a medida.

Definicao 3.4. Seja s uma func¢ao simples nao-negativa e mensurdvel, escrita na forma
n

s(x) = > ¢;Kg,(x), isto €, cada E; € mensurdvel, E; N E; = ¢ para todo i # j e ¢; > 0.
i=1

Se E é mensurdvel, definimos

Ig(s) = ZCW(E NE;).

=1

Se f € mensurdvel e nao-negativa, definimos

| s =suw1s(s),
E

onde o supremo nesta igualdade € tomado com relagao a todas as fungoes simples mensu-
raveis s tais que 0 < s < f. O numero | fdu é chamado de integral de Lebesgue de f,

relativamente a medida 11, sobre o conjunto E.

Note que esta integral pode ter o valor +o00. Para que a definigao esteja bem
colocada, vejamos que no caso de fungoes simples, a integral e a soma(/g(s)) tém o mesmo

valor.
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Lema 3.5. Temos s: E — R / sdp = Ig(s), para qualquer que seja a funcao s simples,
E
nao negativa e mensurdvel.

Demonstragao: Por definicao temos

[ sin = sup e (r),
E

com 0 < r < s, r simples e mensuravel. Claramente, pela definigao, temos Ig(s) < / sdp.
E

Seja agora r nas hipoteses acima, e escrevamos

n m
S = E CzKE7 € r = E deFj7
i=1 j=1

onde E; e F sao mensuraveis para cada ¢ =1,....,nej=1,..,n, E;NE, = & para i # k,
F; N Fy =@ para j # k, e também X = UL, F; = UTL I}

Para cadai=1,...,nej=1,..,m, defina G, ; = E; N F; (que pode ser eventual-
mente &). Assim G; ;NG = D sei # kouse j# [, eainda B = UL, Gy e Fy = UL, Gy ;.

Podemos entao escrever

n m

s = ZZC,-KGM e r= znzzm:deGm.

i=1 j=1 i=1 j=1

Se x € G;; entao r(z) = d; e s(x) = ¢; o que implica em d; < ¢;, pois r < s, entao

r):Zdj,u(EﬂF ZZ (BN Gyiy)
j=1 i=1 j=1

< Z ZCiM(E NGyj) = Z cip(E N E;) = Ig(s),

i=1 j=1 i=1

o que nos da Ig(r) < Ig(s) e assim sup Ig(r) < Ig(s), e portanto / sdp = Ig(s). L
E

Nossa proxima definicao traz o caso mais geral da integral de Lebesgue, onde nao

necessitamos que nossa fungao seja nao-negativa.

Definicao 3.6. Seja f mensurdvel e consideremos as duas integrais

[E Frdp e /E fdp

Se ao menos uma das integrais € finita, definimos

[E fp = [E Fdp - /E fdp.

Se ambas as integrais /f+dp € /f_d,u sao finitas, entao /fdu € finita e
E E E

dizemos que f € integrdvel em FE mno sentido de Lebesgue relativamente a p, e

escrevemos f € L(1).
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Observacao 3.7. Dizemos que [ € integrdvel em E se, e somente se, sua integral sobre
E for finita. Quando a integral de f é +00 ou —oo dizemos que f NAO € integrdvel em E

no sentido de Lebesgue.

O seguinte teorema nos permite construir novas medidas, usando a medida pu e

funcoes mensuraveis f.

Teorema 3.8.

(i) Suponhamos f nao-negativa e mensuravel em X. Para A € M definimos

$(A) = /A fdp,

entao ¢ é o-aditiva em M.

(ii) A mesma concluséao é valida para f € L(u) em X.

Demonstracgao:
De (i): Seja A = U A,, onde A, € M paran >1e A, NA; =& para i # j. Devemos
mostrar que ¢(A) = Z ®(A,). Vamos quebrar a demonstra¢ao em alguns casos:

Caso 1: f é uma fungao caracteristica de um conjunto mensuravel E.

Neste caso, a o-aditividade de ¢ segue da o-aditividade de u, visto que

/KEdM—IA(KE)) WANE) = (UA ﬂE)
— ZM(AH NE) = ZIA,L(KE> = Z¢(A

m
Caso 2: f é simples, isto é, f = > ¢;Kpg,.
i=1

Neste caso [, fdu = I4(f), onde

Z cu(ANE;) = Zci,u <U(AnmEz)>

=1 n=1

) WEHEIED 9 ILATHENES BEN)

n=1 i=1

I
I Mg m

Caso geral: seja s simples e mensuravel tal que 0 < s < f. Entao

:ASd“:gAWSduggAnfd“:gé(A)
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Segue do fato de [, fdu = sup I4(s) que ¢(A / fdu < Zgb ), ou seja, p(A) <
> 6(4,).

Para a outra desigualdade, se ¢(A,) =

= 400 para algum n é evidente que ¢(A)
> #(A,), pois tertamos ¢(A) = ¢(A,) (ja que A, C A).
n=1

Agora, se

#(A,) < +oo para todo n, dado € > 0 podemos escolher s simples e
mensuravel com 0 <

s < f tal que

/ sdp > fdu—e e / sdp > fdu — e,
Ay Ay Az A

e somando estas expressoes temos

/ sdu—l—/ sdy > / fdu + fd—2e=¢(A1) + ¢(As) — 2e.
Aq Ao Aq Aa

Segue entao que

S(Ar U Ag) = / fdu > / st = Lnyoua(s) = Las (5) + Lan(s)
AjUA2 AjUA,

Alsdu+A2sdu>/Alfdu+/A2fdu—2e
= ¢(A1) + ¢(As) — 2¢,

e como € > 0 ¢é arbitréario, obtemos ¢(A; U As)

> (A1) + ¢(Aa).

Suponhamos agora por indugao que

Definindo B; = U A; e By =

A1 e aplicando os calculos acima para B; e B,
obtemos ¢(B; U By) >

¢(Bl) + ¢(Bs3), ou seja

k+1
<U Aj ) ¢(B1 U By) = ¢(B1) + ¢(By) = (UA ) + ¢(Arta)

i=1

k k+1
> ) 6(A) + ¢(Aryr) Z¢

=1

Assim por indugao

¢ (U Ai) > qu(Ai),

[e.9]
para todo n > 1 e fazendo n — oo, usando o Teorema 2.10 temos ¢(A)

A) = > o(4n) e

n=1
portanto ¢(A) = > ¢(A,), ou seja, a fun¢ao de conjuntos ¢ é o-aditiva
n=1
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De (ii): A demonstragao deste item decorre do anterior aplicado a f* e f~. ]

O seguinte corolario mostra que se dois conjuntos diferem apenas por um conjunto
de medida nula, a integral nao se altera, ou seja, a integral de Lebesgue desconsidera

conjuntos de medida nula na hora da integracao.

Corolario 3.9. Se A A Be M, BC A e y(A—B) =0, entio [, fdu= [, fdu
Demonstragao: Sabe-se que A = BU (A — B), entao temos

/A fu = /B oy T = 9B (A= B)) = 6(B) + 6(4)

— [ s [ gau= [ san

Y

pois [, 5 fdu=0.
|

Com este tltimo corolario mostramos que conjuntos de medida nula sao despreziveis

na integracao.

Segue uma proposi¢ao que resume outras importantes propriedades da integral de

Lebesgue.

Proposicao 3.10. Seja f: X — R, temos entao as sequintes propriedades:

(a) Se f € mensurdvel e limitada em E e u(E) < +oo entio f € L() em E.

(b) Sea< f(z) <bparax € E e u(E) < +oo, entdo
ap(E) < / fdp < bu(E).
E

(c) Se f,ge L(n) em Ee f(x) < g(x) para x € E, entao

/fdu</gdu-
E E

(d) Se f € L(u) em E, entao cf € L(p) em E, qualquer que seja a constante ¢. E

/chdu:c[Efdu.

(e) Se u(E)=0 e f é mensurdvel, entao

/Efdu: 0.

(f) Sefel(n) emE, Ac M eACE, entao f € L(u) em A.
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Demonstragao: Provaremos primeiramente o item (c), e os itens (a) e (b) serdo con-

sequéncias diretas deste. Considere os seguintes conjuntos
A={z€E: f(z) 20},B={z € E: f(z) <0< g(x)}eC={z € E: g(x) <0},

e claramente temos E =AUBUCe ANB=ANC=BnNC=g.

Em A temos 0 < f < geassimse 0 < s < féuma funcao simples e mensuravel em

A, seque que 0 < s < g e assim [4(s) < / gdp. Portanto / fdu < / gdp. Para B, temos
A A A

f:—f<Oeg:g+>Oeassim/fd,u< gdp. Ja em C, temos f(z) < g(x) <0,
B B

assim f=—f"eg=—9g ,eg = —g < —f = f", assim temos / g du < / fdu, o
c c

que nos da / fdp < / gdp. Assim, do Teorema 3.8, segue que
c c

[ran= [ gan= [ s [ gaws [ g
E AUBUC A B C
</gdu+/gdu+/9du=/ gdu=/gdu-
A B C AUBUC FE

Provemos agora o item (d). Separemos alguns casos.
Caso 1l: f >20ec>0.

Neste caso temos
[ (e =sup Ip(es) = csupe(s) = [ f,
E E

onde 0 < s < f com s simples e mensuravel.
Caso2: f>0ec=—1.

Neste caso temos —f <0, (—f)" =0e (—f)” = f . Entao

/E(Cﬁdﬁ_/fs(_f)dM_/E(_f)erM_/E<_f)_d”__/Efd/v“

Caso3: f>0ec<O.

Escreva ¢ = —k com k£ > 0. Pelos casos anteriores temos

[E fdy = /E (—kf)dp = — /E Kfdp = —k [E fdu=c /E Fd.

Para o caso geral basta aplicar os casos acima para f* e f~.
Para o item (e), note que por definicio [, fdu = [, fTdp — [, f~du, e f+ =

max(f,0) < |f], seja s simples e mensuravel tal que 0 < s < f, em que s(z) = > ¢;Kg,(x)
i=1

e Ig(s) = > au(E N E;). Perceba que EN E; = E; pois E; C E para todo i. Segue
i—1

1=
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entdo que p(E;) < p(E) e como u(E) = 0 por hipotese temos u(E;) = 0. Com isso
concluimos que Ig(s) = 0 para toda s simples, mensuréavel e com 0 < s < f, portanto
[ fdp = sup Ip(s) = 0.
Finalmente note que (f) segue da o-aditividade de ¢ dada no Teorema 3.8, pois
[ Fdn = 0(E) = 64U (B = ) = 6(4) + 6(E - 4),
E
logo ¢(A) < 400 e portanto f € L(u) em A. u

Motivados pelo Corolério 3.9, faremos a seguinte definicao.

Definicao 3.11. Definimos f ~ g em E se, e somente se,
u{a: f(@) # 9(@)} N E) = 0.

Notemos que a relaciio ~ & uma relacio de equivaléncia. De fato:
Reflexiva: Note que {z: f(z) # f(z)} N E =@ e u(2) =0, ou seja, f ~ f.
Simétrica Se f ~ g temos pu({z: f(x) # g(z)}NE) = 0 e segue que {z: f(x) # g(z)}NE =
{z: g(x) # f(x)} N E, ouscja p({z: g(z) # f(x)} N E) =0 ¢ assim g ~ f.
Transitiva Se f(x) # h(x) entdo temos duas possibilidades: ou f(x) # g(z) ou f(x) = g(z)
e neste ultimo caso g(x) # h(z). Portanto

{w: fl@) # h@)} N E C ({z: fx) # 9()} N E)|J [ g(z) # h(2)} N E),
e portanto, se f ~ g e g ~ h, temos u({z: f(z) # h(z)} N E) =0, e portanto f ~ h.
Teorema 3.12. Se f ~ g em E, entdo dado A C F temos [, fdu = [, gdpu, desde que as

integrais existam.

Demonstracgao: Note que como A C E, como f ~ g em F, temos f ~ g em A. Entao o
conjunto B = {x € A: f(z) # g(x)} tem medida nula e

/A Fu = /B o = /B fans [ pau= | g

=/ gduz/gdu+/ gduz/ gduz/gd#,
A-B B A-B BU(A—B) A

onde usamos que u(B) =0e f=gem A — B. "

Se uma propriedade P é vélida para todo x em E — A onde A é um conjunto de
medida nula, dizemos que P ¢ valida para quase todo = € F, ou ainda que P é valida

em quase todo F.

Percebemos ainda que se f é uma fungao a valores reais estendidos e f € L(u)
em F, entao f(x) é finita em quase todo F, ou seja, {x: f(x) = +oo} é um conjunto de
medida nula. Isso faz com que nosso estudo nao perca nenhuma generalidade ao tratarmos

somente de funcgoes a valores reais.
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Teorema 3.13. Se f € L(p) em E, entdo |f| € L(u) em F e

/Efdu‘ <[E|f|du.

A={ze€E: f(x)>20} e B={xekE: f(x)<0}.

Demonstragao: Defina

Entéo claramente = AU B e AN B = &, e pelo Teorema 3.8 temos [, | f|du =
S lfldi+ [ fldp, ja que |f| € mensurével pelo Teorema 2.36. Mas em A, |f| = f = f*

e assim
J V1= [ gau= [ Frin < oo
A A A

Em B, temos |f| = —f = f~ e logo

[ 1= [ == [ rdn <o,

Jtrn= [ fans [ 5du<voc,

e portanto |f| € L(u). Ainda, como f < [f] e —f < |f| temos [, fdp < [, |fldp e

[ —fdp=— [ fdu < [, |f|du e isso implica que | [, fdu| < [ |fldi, o que conclui a
demonstracao. n

e assim

Devido a este tltimo resultado dizemos que a integral de Lebesgue é uma integral

absolutamente convergente.

A seguinte proposicao nos da uma propriedade da integral de Lebesgue, que é

bastante parecida com a integral de Riemann.

Proposicao 3.14. Se f > 0 é mensurdvel e [ fdu =0, entio f(z) =0 em quase todo E.
B

Demonstracao: Seja
. ={z € E: f(z) > 1} para cadan > 1,

e considere A = |J E,. Perceba que u(A) = 0 se, e somente se, u(E,) = 0 para todo n.
n=1
Note ainda que E,, C E,; para todo n. Defina agora F; = E, e F,, = E,, — F,,_| para

cada n > 2. Temos F,, C FE, para cada n e F, N F,, = & se m # n. Note ainda que
U F. = U E, = A. Assim temos que se u(F,) = 0 para todo n, entao u(E,) = 0 para
n=1

n=1
todo n e consequentemente p(A) = 0.

Mas . P
Oz/fdu}/fdu}/ —d,u:Mparatodon.
£, N n
E Fa
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Assim u(F,) = 0 para todo n, o que mostra que pu(A) = 0. Portanto f(z) # 0

somente em F — A, e assim f = 0 quase sempre em FE. ]

O seguinte lema sera importante para a demonstracao de dois resultados sobre

convergéncia de integrais.

Lema 3.15. Suponhamos f mensurdvel em E, |f| < g e g € L(u) em E. Entao f € L()

em F.

Demonstragao: Como [, fdu = [, ftdu— [, f~dupe f+ <|f] <g, temos [, frdu <
S 1 fldp < [, gdp < 400 pois g € L(i) em E. Analogamente, [, f~du < 400, e portanto
feLl(p)emkE. n

Logo abaixo temos o primeiro de dois teoremas fundamentais para a teoria de
integracao de Lebesgue, que envolvem convergéncia de integrais. Lembramos que teoremas
anadlogos para a integral de Riemann requerem muito mais hipéteses, e tém demonstragoes

consideravelmente mais complicadas.

Teorema 3.16 (Teorema da Convergéncia Monétona). Suponha E mensuravel,f,,: X — R
e {f.} uma sequéncia de fungdes mensuraveis tais que 0 < fi(z) < fa(z) < fi3(z) < ...
para cada x € E. Seja ainda f definida porf(xz) = lim f,(z) para z € E. Entao

n—oo

/ fndp — / fdu quando n — co.
E E

Demonstragao: Quando n — co temos [ g fndp — a, para algum «, pois temos uma

sequéncia crescente de nimeros reais (note que « pode ser +00). Como f,, < f para cada
n, temos [, fudp < [ fdp, entdo o < [, fdp.

Sejam agora 0 < ¢ < 1 e s uma funcao simples e mensuravel, satisfazendo 0 < s < f.
Defina assim E, = {z € E: f,(z) > cs(x)}, paran =1,2,3,....

Notemos que E; C Ey C .... De fato, como f,11 > f,, se x € E,, temos f,(z) >
cs(x) e entdao fhy1(z) > fn( ) = c¢s(x), o que mostra que x € E,.;. Ainda, como

falz) = f(x) temos E = U E,, pois dado = € E, se f(z) = oo entdo existe n tal que
fo(x) = cs(x). Jase f(x) < +oo como cs(z) < f(x) existe n tal que cs(x) < fo(z) < f(x).

Segue entao que
/ fudp > fndp > / csdp = c/ sdju, (3.1)
E En, n n

para cada n = 1,2, 3, .... Fazendo n — oo em (3.1), como a integral o-aditiva pelo Teorema

3.8, concluimos que a > ¢ f 1 Sdp, usando o Teorema 2.20.

Fazendo agora ¢ — 17 temos a > [, sdu = Ig(s), e como [, fdu = sup(Ip(s))

segue que fE fdp < a. Assim fE fdu = a, o que conclui a demonstragao. ]
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Um dos pontos interessantes a se notar aqui é que ainda nao mostramos a linearidade
da integral com respeito a4 soma de fungoes. Nesta altura entao vale notar a diferenca entre
as integrais de Lebesgue de de Riemann. A linearidade na integral de Riemann é uma
consequéncia praticamente imediata de sua definicao, mas aqui precisamos demonstrar o
Teorema da Convergéncia Mondtona primeiro, antes de passarmos para a linearidade, que

é dada no teorema abaixo.

Teorema 3.17. Suponha f = f; + fo, onde fi, fo € L(i) em E. Entéo f € L(u) e

/Efduz/Efldqu/Efzdu-

Demonstracao: Separaremos a demonstracao em casos.
Caso 1: f1, fo = 0, simples e mensuraveis.

Neste caso, escrevemos
n m
fi= ZQKE; e fo= ZdeFj-
i=1 j=1
Definindo G, ; = EsNFjeb;j =c¢;+djparat=1,...,nej=1,..,m temos
n,m
it fa=) bijKa,,,

1,j=1

e assim

n,m n,m n,m

/E(f1 + fo)dp =) biju(Gi NE) =Y cy(Gi NE)+ Y dj(Gy N E)

1,j=1 i,j=1 i,j=1

= Zciu(Ei NE)+ Zdj,u(Fj NE)= / fidu +/ fadype.
i=1 j=1 E B

Caso 2: Se fi, fo > 0 sdo mensuraveis.

Neste caso, pelo Teorema 3.3, existem sequéncias crescentes {s),} e {s} de fungoes
simples, mensuraveis e nao-negativas tais que s,1(z) — f(z) e s(x) — fa(x), quando

n — oo, para cada x € E. Defina agora s,, = s/, + s/, para cada n. Do Caso 1, para cada

/sndu—/sﬁldu—l—/s;;d,u,
E E E

e fazendo n — oo, o Teorema da Convergéncia Mono6tona nos da

/E fp = [E fadpi+ /E o

Caso 3: f1 > 0 e fy < 0 sao mensuraveis.

n, temos
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Para este caso, sejam A = {z € E: f(x) > 0} e B = {x € E: f(z) < 0}.
Claramente £ = AU B, AN B = @. Além disso, f, fi e —f, ndo sao nao-negativas em A
e f1 = [+ (—f2) logo aplicando o Caso 2 temos

/A fady = /A Fdu+ /A (— o)t = /E fu - [E Fody (3.2)

De modo anélogo —f,f1 e —f, ndo s@o nado-negativas em B e —fy = f; + (—f),

logo aplicando o Caso 2, temos

_/szdM:/Bfldu—/deu. (33)

Rearranjando os termos' e somando (3.2) e (3.3) segue que

[ tau= [ nans |
Caso geral: fi,fo € L(u).

DeﬁnaA:{méE:fl,fg }O},B:{erfl }Oefg <O},C:{$€
E:fi<0efo=20teD={x€E: fi,fp <0}. Assim E = AUBUCUD, ANB =
ANC=AND=BNC=BND=CND = g, e em cada um destes conjuntos aplicamos

os Casos 2 ou 3 para mostrar que
[ fau= [ ndu+ [ a1 = a.8.0.0,
J j J

e somando estas identidades concluimos a prova deste teorema. ]

Teorema 3.18. Suponhamos F € M. Se f,,: X — Ry e {f,} ¢ uma sequéncia de fungoes

[¢]
mensuraveis nao negativas e f(z) = > f,(z) para z € E, entao
n=1

/E fu = fj /E Fudp.

Demonstracao: Para cada n > 1, defina

Sn(z) = Z fr(x) para cada = € F.
k=1

Como f, > 0, segue que {S,} é uma sequéncia crescente de fungdes mensuraveis

com S, (z) — f(z) quando n — oo para cada x € E. Ainda, o Teorema 3.17 nos da

/E St = [E (kz fk> dyi = kZ /E fud.

Lembre que f1, fo € L(p) por hipotese, e assim todas as integrais envolvidas sao finitas.

1
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Fazendo n — oo, como || 5 Sndp — / fdu pelo Teorema da Convergéncia Monto-
E

tona, segue que

/E fu = 2 /E xn

O seguinte teorema é um recurso tedrico que utilizaremos para a obtencao do

segundo teorema sobre convergéncia de integrais de Lebesgue.

Teorema 3.19 (Teorema de Fatou). Sejam E mensuravel e {f,} ¢ uma sequéncia de

funcoes mensuréveis nao-negativas e tome

f(z) = liminf f,(z) para cada x € E.

n—oo
Entao

/jw MMﬁ/h@ (3.4)

Demonstragao: Para cadan > 1, defina g,(z) = ir>1f fi(z) para cada x € E. Pelo Teorema
2.37, gn(z) definida desta maneira é mensuravel. Perceba ainda que 0 < ¢1(x) < ¢go(x) < ...
e que g,(x) < fu(x) para cada n.
Entao temos lim g,(x) < liminf f,(z) = f(z), ou seja g,(xz) — f(x) para cada
n—oo n—oo

x € E. Assim podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Montotona para concluir que

/E (@) dpt - / f(@)dp

Como [, gndp < [, fadp, calculando agora em ambos os membros o lim inf segue
n—oo

que

liminf/gndu hmmf/fndu

n—o0

e como h,{r_l)glf S gndp = nh_)rgo S gndp = [Efdu obtemos

/jm mmm/ﬁ@

Observamos agora que a desigualdade em (3.4) pode ser estrita. Para isso, sejam

X =R, M o c-anel dos conjuntos Lebesgue mensuraveis, ;1 = m a medida de Lebesgue e

E =[0,1]. Defina
0,se 0z <
g(z) =
T <

1, se—

Y

— Nl

Defina para cada k > 1 a funcao

for(z) = g(x) e  fopyr1(x) = g(1 — x) para cada x € E.
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Entao liminf f,,(z) = 0 = f(z) para todo x € E, mas

n—oo

/ fndm = % para todon > 1
E

Assim

/ fdm < lim fndm =

n—o0

O teorema abaixo é o mais importante no que diz respeito & integral de Lebesgue e

convergéncia de integrais.

Teorema 3.20 (Torema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Sejam E um conjunto
mensuravel e {f,} uma sequéncia de fung¢des mensuraveis tais que f,(z) — f(x) quando
n — oo para cada x € E. Se existe uma funcao g € L(u) em E tal que |f,(z)| < g(x)

para todon > 1 e todo x € F, entao

lim fndu / fdu.
E

n—o0

Demonstragéio- Como |f,| < geg € L(u), segue do Lema 3.15 que f,, € L(p) para cada
> 1. Ainda como f,, — f, segue que |f| < g e novamente pelo Lema 3.15 segue que
f € L(p). Como |f,] < g, temos —f,, < |fn| < g e assim f, + g > 0. Pelo Teorema de

Fatou temos

n—o0

[+ 9y < timine [ (7, + 9y

o que implica (lembre que [, gdu é finito) que
/ fdu < hm 1nf/ fndp. (3.5)

Também f, < |f,| < g, e assim g — f,, > 0 e analogamente

/(g — fdp < li;giorolf/ (9 — fa)dp,
E E

pelo Teorema de Fatou, o que implica em

—/ fdp < liminf (—/ fnd,u) ,

E n—oo E

/ fdu > —liminf <—/ fnd,u) ,
E n—oo E

/ fdp > limsup / Fady. (3.6)

n—o0

logo

e portanto

Segue assim de (3.5) e (3.6) que

limsup/fnd,u /fd,u hmlnf/fnd,u

n—oo
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Entao nh_}rgo [ fadp existe e
lim [ f.dpu =lim Sup/ fndp = lim inf/ fndu,
e portanto
lim [ f.dp= / fdp.

Corolario 3.21. Se p(E) < 400, {fn} uma sequéncia de fungoes uniformemente limitadas
em E (isto é, existe M > 0 tal que | f,(x)| < M paratodon > 1ex € E), e se f,(x) — f(x)

em E, entao

lim fndu:/fd,u.

Demonstragao: Segue do Teorema do Convergéncia Dominada de Lebesgue com g(x) =

M para todo x € E, notando que g € L(u) pois

/ gdp = Mu(E) < oo+,
E

pois u(E) < +oo. "
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4 Integral de Lebesgue x Integral de Riemann

Neste tltimo capitulo, mostraremos que a integral de Lebesgue é uma generalizacao
da integral de Riemann. Tal generalizagao é bem mais robusta, pois limites(no sentido de
convergéncia pontual) de fun¢oes Riemann integraveis podem nao ser Riemann integravel.
Além dos teoremas do convergéncia serem muito mais simples para a integral de Lebesgue,
mostraremos que temos uma classe muito maior de fungoes integraveis no sentido de

Lebesgue do que no sentido de Riemann.

Para o préximo teorema consideraremos como nosso espaco de medida o intervalo
la,b] € R, com = m (ou seja, a medida de Lebesgue) e M como a familia de todos os
subconjuntos Lebesgue mensuréveis de [a, b]. Ao invés de escrevermos [ + fdm, usaremos a
notagao fab fdm para a integral de Lebesgue de f em [a, b]. Para fazer a diferenciacao entre

a integral de Lebesgue e de Riemann usaremos R fab fdz para integral de Riemann' de f.

Para mais detalhes sobre os resultados envolvendo a integral de Riemann, sugerimos

que o leitor consulte [3, Capitulo 6].

O teorema que apresentaremos neste capitulo é o seguinte.

Teorema 4.1. Se f ¢ Riemann integravel em [a, b, entdo f é Lebesgue integravel em |[a, b]

/bfdm:R/bfdx.

Antes de demonstrar este teorema, apresentaremos somente o conceito de funcao

e

Riemann integravel. Dizemos que uma particao ou divisao de [a, b] ¢ um subconjunto
finito de pontos P = {t;}I, de [a, b] tal que

P:a:t0<t1<t2<-~~<tn:b.

Para cada particao P = {t;}I, de [a, b], escreve-se

A;j=t;—t;_yparai=1---n,

O valor A(P) é chamado de norma da particao P. Uma partigao @) de [a,b] é
dita um refinamento de outra particao P de [a,b] se P C @, isto é, todos os pontos de

P aparecem em ().

L Veja Definigao 4.2.
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Seja f: [a,b] — R uma fun¢ao limitada qualquer e P uma partigao de [a, b| qualquer.

Define-se:
m; = inf {f(.ﬁK) T € [tifl,ti]} (§] Ml = sup {f(‘f) x € [tiflati]} s

para cada 1 =1,...,n.

A soma inferior de f em P é definida por
LPF) =Y mA,
i=1
e a soma superior de f em P é definida por
UP, f) = zn:MzAz
i=1
A integral inferior da funcao real limitada f em [a,b] é dada por
R/bfd:r; =sup{L(P, f): P é partigdo qualquer de [a, b]}
e a integral super_ior da fungao real limitada f em [a, b] é dada por

b
R/ fdx =inf {U(P, f): P é partigdo qualquer de [a,b]} .

Definigao 4.2. Sejam f : [a,b] — R uma fungao limitada. Dizemos que f é Riemann

R/abfdx = Rffdx.

b
O valor comum da igualdade acima é denotado por’R/ fdx e este valor € chamado

integrdvel em [a,b] se

de integral de Riemann de f em [a,b].

Precisaremos antes de um lema técnico.

Lema 4.3. Sejam X um espaco mensurdvel, com o-anel M e medida j. Se f é uma

fung¢io mensurdvel e f(x) = g(x) em quase todo X, entdo g também é mensurdvel.

Demonstragao: Seja A = {x € X: f(x) # g(x)}. Por hipotese temos A mensuravel com
1(A) = 0. Para a € R, temos

{reX:g(x)>at={x e X: f(x) >a} UB,

onde B = {z € X: f(z) # g(z) e g(x) > a}. Como B C A e u(A) =0, segue que B é
mensuravel e p(B) = 0. Assim, {z € X: g(z) > a} é mensuravel, o que mostra que g é

mensuravel. -
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Podemos agora apresentar a demostracao do Teorema 4.1.

Demonstracao do Teorema 4.1: Suponha que f seja limitada em [a, b]. Defina assim
{P;} uma sequéncia de parti¢oes de [a,b], em que Pyyq ¢ um refinamento da partigao Py,
com A(P;) < 1 para todo k > 1

Escrevendo P, = {t;x}*,, vamos definir fun¢ées Uy, Ly : [a,b] — R da seguinte
maneira: Ug(a) = Lig(a) = f(a) e

Up(w) =My = sup  f(z) e Lp(r)=my,= inf f(x),
TE[Li—1 ki k) TE[L;—1,koti, k]
se € (ti—1k,tix). Denotemos aqui A;y =t —t;—14, paracadai=1,...ny ek >1

Afirmagao 1: Uy e Ly sao fungoes simples para cada k > 1

De fato, note que

fla), sex=a
Uk(z) = 7 ,
M; g, seti1p<x<tig, t=1,2,...,n.,

e definindo Cok = f(a), E(),k = {a}, Cik = Mi,k (S Ei,k = (tifl,kyti,k] para 1= 1,2, N,

vemos que Uy = > ¢;Kp,, e portanto Uy é uma funcao simples.
i=0

Analogamente para Ly, tomando ¢; , = m; para ¢ = 1, ..., n.
b b
Afirmacao 2: U(Py, f) = /dem e L(Py, f) = /Lkdm para cada k > 1

Como Uk é uma funcao simples temos:

b n ng
/dem = Z ci,km(EM) = C(ﬂTl(E()) + Z ci,km(EM)
i=0 i=1

_chkm ik) ZMzkAzkz_ U(P, f)

pois m(Ep) =0 e m(E; ;) =t — tic1x = A . Analogamente para Ly.

Agora, para cada k > 1, como Pjy; é um refinamento de P;, temos

Ur(z) = Ugta1(z) = f(x) = Lg1(z) = Li(z) para todo z € [a, b].

Assim {Ug(x)} ¢ uma sequéncia decrescente limitada inferiormente por f(z) e
{Li(z)} é uma sequéncia crescente limitada superiormente por f(x), o que nos permite
definir

U(x) = lim Ug(z) e L(z)= lim Li(z) para todo = € [a,b].

k—o00 k—o00
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Note que U e L definidas desta maneira sao fungdes mensuraveis em [a, b], com
L(z) < f(x) < U(z) para todo = € [a, b]. Aplicando o Teorema da Convergéncia Monotona

para a sequéncia {U; — Uy} de fungbes mensuréaveis, ndo-negativa e crescente, temos

b b
/ (U —U)dm = lim [ (U —U)dm

k—o0 a

b b b
o que nos da / Udm = lim Urdm. Analogamente, mostramos que / Ldm =

k—oo a
b

lim Lidm.

k—o00 a

Como A(Py) — 0 quando k — oo, os resultados de [3, Capitulo 6] nos garantem

que

hm U(Py, f 72/ fdx e hm L(Py, f) R/ fdzx.

Assim, sabemos que uma funcao f é Riemann integravel se, e somente se, suas

somas superior e inferior forem iguais, e pela Afirmacao 2, isso ocorre se, se somente se,

b b
/Ldm:/ Udm.

Neste caso temos fab Ldm = fab Udm = Rfab fdx, e assim, fab(U — L)dm =0, e
obtemos pela Proposi¢ao 3.14 que U = L em quase todo [a,b]. Como L(z) < f(x) < U(x)

em [a, b], concluimos que L(z) = U(z) = f(z) em quase todo [a, b].

Entao como L e U sao fung¢oes mensuraveis, pois sao limites de fun¢oes mensuraveis,

podemos concluir, do Lema 4.3, que f também é mensuravel, e portanto f é Lebesgue

/bfdm:R/bfdx.

Corolario 4.4. Suponhamos f limitada em [a,b]. Entao f é Riemann integrdvel em |a, b]

integravel e

se, e somente se, f € continua em quase todo [a,b).

Demonstracao: Usando as notagoes do teorema anterior, vemos que se x nao estd em
[e.e]
nenhuma parti¢ado Py, isto é, x € [a,b] — |J P, entdo f é continua em x se, e somente se,

k=1
o)

L(z) = U(x). Além disso, como B = |J P, ¢ uma cole¢ao enumeravel de pontos, temos

k=1
m(B) = 0, pois

m(B) = m (U ) <X mitud) =0

n=1
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Portanto, do que fizemos no teorema acima, obtemos que f é Riemann integravel

se, e somente se, f é continua em quase todo [a, b]. ]

Este dltimo resultado traz sentido ao estudo da integracao de Lebesgue, e mostra
que a integral de Lebesgue é mais forte no sentido tedrico e de aplicagoes do que a integral

de Riemann.

Notamos que o exemplo cléssico de funcao que é Lebesgue integravel e nao Riemann

f(x):{L se x € Q,
0, sez e R—-Q.

integravel é a funcao

Entao fungao é nula em quase todo R, ja que m(Q) = 0, e portanto / fdm = 0.
R
Mas pelo tltimo corolario vemos que f nao é Riemann integravel.
Para uma leitura mais cuidadosa sobre esta comparagao, sugerimos ao leitor que

veja [4]. Para mais aplica¢oes (que sdo muitas) da integral de Lebesgue, sugerimos também
a leitura de [1] e de [3].
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