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Resumo

Esta monografia contém uma introducao sobre a teoria de problemas in-
versos, com exemplos do mal-condicionamento intrinseco a eles, seguida
de uma discussao sobre a teoria de espalhamento de ondas acusticas e
o problema direto de espalhamento a partir de obstaculos penetraveis e
impenetraveis sob a incidéncia de ondas com frequéncia fixa. Resulta-
dos sobre existéncia, unicidade e mal-condicionamento sao discutidos.
Por fim, ao iluminar uma regido de interesse com ondas conhecidas,
apresenta-se o problema inverso nao linear e mal condicionado de recu-
perar o indice de refracao de um obstéculo penetravel a partir das ondas
espalhadas observadas em uma regiao de medicao longe do obstéaculo.
Sob a hipotese de espalhamento fraco, considera-se a aproximacao de
Born e a consequente linearizacao do problema. Imagens produzidas
com a implementacao deste método ilustram o problema inverso.

Palavras-chave: Problemas inversos. Teoria de espalhamento. Equa-
¢ado de Lippmann-Schwinger. Aproximagdo de Born. Tomografia acts-
tica.






Abstract

This work contains an introduction to inverse ill-posed problems, fol-
lowed by a discussion of acoustic time-harmonic wave scattering theory,
including existence and uniqueness results. Then, from several incident
plane waves at fixed frequency, one considers the inverse inhomoge-
neous medium scattering problem from the scattered fields far away
from the scatterer. Under the weak scatterer hypothesis one linearizes
the inverse problem through the Born approximation. Finally, some
numerical examples are presented.

Keywords: Inverse problems. Scattering theory. Born approximation.
Lippmann-Schwinger equation. Acoustic tomography.
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1 Introducdo

Problemas inversos sao uma area da matematica com grande
possibilidade de aplicagoes. Sao utilizados em imagens médicas como
tomografia computadorizada (NATTERER; WUBBELING, 2001) e ul-
trassonografia, em sondagens e prospecgoes geologicas (BLEISTEIN]
COHEN; STOCKWELI, 200T), em testes ndo-destrutivos de materi-
ais e estruturas, em processamento de sinais e imagens, em difusio de
calor, em imagem de RADAR (BORDEN, 1999), (CHENEY; BOR]
DEN, 2009), entre outros (GROETSCH, 1993; KIRSCH, 2ULT).

1.1 Problemas inversos

Em geral, pode ser dificil definir o que é um problema inverso
de forma clara e precisa, pois para determinar um problema inverso
necessita-se da descricao do problema direto. Por outro lado, a partir
de véarios exemplos é facil deduzir o que sdo problemas inversos e pode-
se classificar ou até criar outros.

A seguir, encontra-se uma lista de problemas inversos:

1. determinar o polindmio cujas raizes sao dadas;

2. encontrar a distribuicao de massa no interior de um planeta dado
o potencial gravitacional na sua superficie;

3. determinar o formato de um objeto a partir da sombra gerada
por uma luz conhecida;

4. indicar a posi¢do de uma fonte sonora a partir de microfones (ou
ouvidos);

5. estipular o formato de um corpo a partir do espalhamento de
ondas causado por ele;

6. encontrar um substantivo masculino que termina com a letra ‘a’.

Agora, compara-se a lista anterior com os correspondentes problemas
diretos:

1. encontrar as raizes de um polindémio dado;
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2. estabelecer o campo gravitacional de um planeta dada a distri-
buicao de massa no seu interior;

3. determinar o formato da sombra de um objeto sob determinada
luz;

4. estabelecer o campo de pressao sonora gerado por uma fonte em
um determinado meio;

5. determinar o campo de ondas espalhadas por um corpo dada uma
fonte;

6. indicar a ultima letra do substantivo ‘problema’.

Fazendo uma associacao entre as duas listas, obtém-se uma ideia do que
sao problemas inversos. Mas é claro que uma definicdo mais formal j&
foi formulada, e nao se apoia somente em exemplos. Uma das principais

Definigao 1.1. Dois problemas sao ditos inversos wm ao outro se a
formulacao de cada um deles envolve o entendimento total ou parcial
do outro.

A partir desta defini¢ao, ndo existe uma diferenciagao entre pro-
blema direto e inverso, e sim, um par de problemas inversos um ao
outro. Porém, existem algumas caracteristicas que podem sim ser as-
sociadas a problemas diretos, e outras, a problemas inversos. Por exem-
plo, para cada par de problemas inversos um ao outro existe um que
foi estudado primeiro e possivelmente mais profundamente, o qual é
chamado, por razoes historicas, de direto. E o outro, de inverso.

Uma caracteristica mais marcante para diferenciar problemas in-
versos e diretos é a relacdo entre causa e efeito. Associa-se um problema
direto a encontrar o efeito de uma determinada causa. O problema in-
verso seria recuperar a causa de um certo efeito observado.

A seguir, discute-se o mal-condicionamento, que pode ser um
outro fator de distincdo entre os dois problemas.

1.2 Mal-condicionamento

Um fator importante na classificacdo entre direto e inverso esta
relacionado com a estabilidade do problema, no sentido de Hadamard.
Ele propos que um problema de relevancia fisica deve ser tal que:

1. existe uma solugdo do problema (existéncia);
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2. a solugdo ¢é tnica (unicidade);
3. a solugao depende continuamente dos dados (estabilidade).

Neste caso, tal problema é dito bem-posto. Caso uma das condigoes
falhe, o problema é considerado mal-posto. Por exemplo, o problema
inverso descrito no item 6 da primeira das duas listas acima é mal-posto,
porque a solucao nao é unica. Um outro substantivo que o soluciona é
‘tema’.

Se apenas a condigao 3 falhar, o problema é dito mal-condicionado,
e bem-condicionado caso ela for satisfeita.

Do ponto de vista matemético, se a solucao de um problema é
inexistente, pode-se eventualmente aumentar o espago solucao do pro-
blema. E se a solucao nao é unica, acrescentam-se restricoes para obter
apenas uma. Mas se o problema nao for estavel, é mais dificil resolvé-
lo, porque a solucao calculada pode nao ter nada a ver com os dados
originais, ja que os dados obtidos a partir de um problema fisico pos-
suem algum ruido, pois sdo provenientes de uma medi¢do. Além disso,
os célculos podem envolver aproximagoes computacionais, que intrinse-
camente inserem ruidos, fazendo com que a solugao encontrada esteja
arbitrariamente longe da solugao real. Por isso, a propriedade de esta-
bilidade pode ser considerada a mais importante.

Em problemas inversos, justamente tal propriedade frequente-
mente falha, ou seja, problemas inversos sao em geral mal-condicionados.
Assim, dado um par de problemas inversos um ao outro, aquele que é
mais instével seré tipicamente considerado inverso, e o outro, direto.

E interessante observar que se um determinado problema direto
for bastante suavizante, o seu correspondente problema inverso sera
bastante instavel.

Estes fatos serao ilustrados com os exemplos que seguem.

Exemplo 1.2 (Diferenciagdo). Considera-se o operador de diferenci-
acdo D : CY(R) — C°(R), e cada um dos espacos munido da norma,
infinito. Serd mostrado que D nao é estavel, ou seja, D nao depende
continuamente dos dados, ou ainda, dadas funcées f, g,, arbitrariamente
proximas, D(f), D(gy) estdo arbitrariamente distantes.

Seja f € CY(R) uma funcdo continuamente diferencidvel. Para
cada n € N, define-se e,(z) = Lsen(n’z), fungdes que representam
ruidos nos dados. Assim, g, = f + e, € uma funcdo que representa

medi¢oes da func¢ao original f, Vn € N. Calculam-se agora os erros.
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Dado ¢ > 0, considera-se N. € N tal que N. > % Entao,

Vn > Ng,
1
< — <e¢,

1 1

isto é, quanto menor o € escolhido, mais proximas estao g, e f. Porém,
ID(gn) = D(f)lloc = 1D(en)lloc = nflcos(n’z)[loc =n > N..

Logo, quando n — 0o, tem-se ||gn— f|loo = 0, mas ||D(gn) —D(f)]lco —
0.

Exemplo 1.3 (Condugao de calor). O problema de difusdo de calor
unidimensional para v = u(x,t) com condi¢oes de contorno de Dirichlet
e valores iniciais dados por uma funcio f € L2([0, L]) é descrito por

ou 0%u

E_kaa? 0, O<z<L,t>0,
u(0,t) =u(L,t) =0, t=0,

u(z,0) = f(z ), 0<z<L.

A solugdo u(z,t) do problema representa a temperatura de uma barra
unidimensional de comprimento L na posi¢cao x no instante de tempo
t, e € dada, via separacao de varidveis, por

oo
nmx
- e (),
com
Ap = Lz’eb"_ / fly sm )dy,paran>1
Pode-se reescrever a expressao de v como

L
u(a,t) = / K (9, 8)f(y)dy, (L1)

com -
2
K(z,y,t =1 E: ~Ankt sm( Wm) sin (%y)

ou também

K(z,y,t i ~Ankt [cos (%(w - y)) — cos (%(w + y))} .
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Dai, observa-se que K ¢é uma funcao de classe C°°, e portanto, u tam-
bém o é, mesmo que f nado seja suave. Tal propriedade é conhecida
como propriedade regularizante da equagdo do calor. A interpretacdo
fisica é bastante intuitiva. A distribuicdo de temperatura no instante
t = 0 é dada por f, que nem precisa ser diferenciavel. Nos instantes
seguintes, a temperatura é dada por u, que é infinitamente diferencia-
vel. Além disso, quando t — oo, a temperatura na barra tende a ficar
constante igual a zero, pois a temperatura na fronteira esta fixada em
zero. Portanto, qualquer distribuicao inicial de temperatura se apro-
xima gradativamente da fun¢ao nula com o decorrer do tempo.

Assim, o problema inverso a este é bastante mal-posto, ja que
o direto é tao suavizante. Nota-se que o problema inverso consiste em
recuperar a distribuicdo de temperatura inicial sabendo a temperatura
na barra em um instante t = tg > 0 fixo.

Por exemplo, considera-se um barra de comprimento L = 7 e
temperatura no tempo to = 1 igual a

u(z,1) = Me ™ sen (Mz),

com M € N. Pela equacao (D) e a ortogonalidade das autofungdes,
segue que a distribuicao inicial de calor é

f(z) = M sen(Mz).

Mas quando M — +oo, ||u(z,1)]|ec = Me=M* 0, e IIf (2)]|oo = Fo0.
Aqui, indica-se o artigo (MUNIZ; VELHO:; RAMOS, [999) para
uma discussao aprofundada.

Exemplo 1.4 (Tomografia computadorizada). Imagens médicas sao
fundamentais para um bom diagnéstico. Elas permitem observar o
interior do corpo sem uma intervencao cirirgica, o que é bem menos
invasivo e possui menos riscos. Tomografia computadorizada consiste
em uma série de imagens de sec¢oes transversais de uma parte do corpo.
Em cada secao, varios feixes de raios X sao emitidos em dire¢ao ao corpo
com certa intensidade inicial Iy, parte da qual serd absorvida pelos
tecidos do corpo e parte simplesmente o atravessard, e serd capturada
e medida do outro lado. A intensidade do feixe de raios X seré atenuada
de acordo com a densidade do tecido atravessado. Quanto mais denso
o material, maior a dificuldade de o feixe passar por ele, e menor sera
a intensidade que o atravessara.

Se f(x), x € R?, ¢ a funcio de suporte compacto que representa
a densidade do corpo em determinada secao, e I é a intensidade da
onda de raios X, e L a reta dada por L = {x € R? : § - x = s}, com
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6 € S! direcdo unitaria fixa, e s € R fixo, sobre a qual o feixe sera
emitido, entao a atenuagao da intensidade é modelada por

I
e
i fI,

e logo, se a intensidade inicial é dada por Iy e a medigdo do feixe sobre
a reta L ocorre apoés o feixe atravessar completamente o corpo, tem-se

Inl—Inly=— /L f(x)de(x).

Define-se a transformada de Radon Rf para cada reta parametrizada
por 6, s como

(Rf)(0,5) =— /9 - F(x)dx.

A transformada de Radon representa a intensidade medida apds o feixe
ter atravessado o corpo pela reta dada por (6,s). O problema direto
consiste em determinar esta transformada para cada 6 € S' e s € R,
conhecendo-se a funcdo f. J& o problema inverso ¢ o problema da
tomografia computadorizada de recuperar a fungdo f da densidade no
interior do corpo a partir das medidas de atenuacao da intensidade
para todas as retas que atravessam o corpo. A solucdo é dada pela
transformada inversa de Radon

(RS)(6,
£(x) / / @ (BNO5) )
47T St X - 07

Para uma referéncia completa sobre o assunto, recomenda-se (NATTEZ
RER: WUBBELING, 2001).

Exemplo 1.5 (Espalhamento). O problema de espalhamento direto
consiste em descrever o campo de ondas gerado pela interagao de um
obstéculo, ou espalhador, cujas propriedades fisicas sdo conhecidas, com
ondas incidentes conhecidas. Tais problemas podem ser classificados de
acordo com o tipo de espalhador. Existem problemas cujo espalhador é
impenetravel, isto é, devido as caracteristicas fisicas da onda, do meio
e do obstaculo, as ondas nao entram no objeto, mas sao refletidas de
alguma forma pela fronteira do objeto de volta ao meio. Outro caso
é quando o espalhador é penetravel. Aqui, parte das ondas é refletida
e parte atravessa o obstaculo, sofrendo alguma alteracao, pois o meio
interno é diferente do meio externo.

No problema de espalhamento direto com obstéculo impenetra-
vel, tem-se o espalhador definido por D C R™, com n = 2,3, em que D
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¢ um conjunto aberto e limitado cuja fronteira 9D é suave, e ondas de
incidéncia dadas pela funcdo u'™°, que satisfaz a equacdo da onda em
R™\ D. Além disso, uma condi¢do de fronteira sobre D deve ser for-
necida, a fim de saber como a onda é refletida pela parede de D. Com
isso, é possivel calcular o campo de ondas espalhadas u® em R™\ D. A
soma u = u"® 4+ u* das ondas incidentes e espalhadas é o campo total
que pode ser observado e medido. O problema inverso respectivo cor-
responde a encontrar a forma da fronteira 0D com base em medicoes
do campo total u = u™® + u?,

Caso o obstaculo seja penetravel, aléem do conjunto D, é neces-
saria uma fun¢io n(x), x € D que representa o indice de refragao da
onda no interior de D, tal que n(x) = 1, ¥x € R"\ D, ou seja, a veloci-
dade da onda é constante fora de D, pois o meio ali ¢ homogéneo. Uma
condigdo sobre u em 0D também é necesséria, chamada de condi¢ao
de transmissdo. Com todas estas informagoes, calcula-se o campo de
ondas espalhadas u® e o campo total u. Inversamente, dado o campo
total u, deseja-se recuperar a fungdo n(x), com a qual encontra-se D.

As ondas incidentes sdo consideradas, para simplificar, como
sendo de frequéncia fixa, pois no problema fisico, tais ondas sao pro-
duzidas por uma fonte conhecida que gera ondas com propriedades
conhecidas. Geralmente, consideram-se ondas incidentes geradas por
uma fonte pontual ou ondas planas, como se a fonte estivesse muito
longe. As medi¢oes do campo total também podem ser de dois tipos.
Podem-se considerar medigoes longe do obstaculo, onde se mede o as-
sim chamado padrao de espalhamento (ou far-field pattern), ou também
medicoes proximas ao obstéculo (ou near field).

1.3 Organizacdo

Nos proximos capitulos, serao desenvolvidos os detalhes do pro-
blema de espalhamento. No inicio do capitulo 2 descreve-se o problema
direto de espalhamento, que comeca com a equagao da onda sob a hipé-
tese de frequéncia fixa, ou equacao reduzida da onda. Depois, descreve-
se a modelagem de fontes de ondas acusticas. Com isso, pode-se des-
crever o problema direto de determinar o campo de ondas espalhadas a
partir de um obstaculo. Analisa-se brevemente o caso quando este for
impenetravel, e estudam-se condig¢oes de contorno. Maior foco é dado
quando o obstéculo é penetravel. Prova-se a unicidade da solucao do
problema direto para este caso. Depois, apresentam-se as solugoes fun-
damentais da equacao reduzida da onda em duas e trés dimensoes, que
serao utilizadas mais adiante. Na se¢do seguinte, apresentam-se resul-
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tados sobre a existéncia da solucdo do problema direto para um obsté-
culo penetravel. A equacao de Lippmann-Schwinger, que sera essencial
para a aproximacao de Born, é introduzida. Por tltimo, apresenta-se
o padrao de espalhamento da solugao, que é o comportamento da onda
espalhada quando esta se afasta bastante do obstaculo.

O problema inverso que seré tratado é aquele que recebe como
dados medidos o padrao de espalhamento. No capitulo 3 do trabalho,
citam-se resultados que garantem o unicidade deste problema sob certas
condi¢oes. Depois, a aproximacao de Born é motivada e definida. No
capitulo 4, um algoritmo baseado neste método e implementado pelo
autor é descrito. Para terminar, mostram-se algumas imagens obtidas
com o algoritmo.

Trés apéndices fecham o trabalho. O primeiro fixa notagoes uti-
lizadas no texto, o segundo contém as demonstragoes das identidades
de Green e o terceiro mostra as deducoes das formulas do laplaciano
em coordenadas polares e esféricas, resultados que foram utilizados no
decorrer do trabalho.
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2 Elementos da teoria de espalha-
mento de ondas

Entender o problema direto é essencial para resolver o problema
inverso, como foi ilustrado nos exemplos anteriores. Este capitulo sera
dedicado a estudar o problema direto de espalhamento de ondas a par-
tir de um objeto com propriedades fisicas conhecidas. A discussao
decorrera nos espacos bidimensional e tridimensional paralelamente.

2.1 Equacdo de Helmholtz

Seja p(t,x) a pressdao em um fluido em um tempo ¢ e em uma
posicao x € R™, n = 2, 3, satisfazendo a equacao da onda
0%p 9
com c¢(x) representando a velocidade da onda na posi¢ao x.
Com a hipétese de que a frequéncia da onda é constante e que a
onda é peridédica no tempo, pode-se escrever

p(t,x) = u(x)e ™t (2.2)
ou mais precisamente
p(t,x) = Re {u(x)e™ ™"},

para alguma fungao complexa u = u(x), que ndo depende do tempo, e
w > 0 a frequéncia.

Deseja-se encontrar a equacao da onda reduzida sob esta supo-
sicao. Para tanto, calcula-se

Op

5 = (—iw)ue™ !
2
% — 2wt

Axp = et Au = et A,
Substituindo na equacao da onda (EXT), obtém-se
—wue” ™ — ¢(x)2e” @I Au =0

wiu 4 c(x)?Au =0,
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pois e~™! £ 0. Como c¢(x)? > 0, divide-se a equacio por c(x)?,

obtendo-se )

w
——u+Au=0.
¢(x)
Caso o meio seja homogéneo em um dominio R™ \ D, isto &,
c(x) = ¢p, ¥x ¢ D, a velocidade da onda é constante fora de D, entdo,
define-se o nimero de onda

k:

w
T
Co

e a equacao fica
Au(x) + k*u(x) =0, Vx € R"\ D, (2.3)

conhecida como a equacao de Helmholtz ou equacao reduzida da onda.
Caso o meio nao seja homogéneo em D, mas homogéneo fora de

2
D, define-se o indice de refracdo n(x) = C(CTO)z, de modo que a equagao

da onda se reduz a
2 2

w? ¢
Au+ ——u= 2.4
u+c§c(x)2u 0, (2.4)
ou
Au + E*n(x)u = 0. (2.5)

Observa-se que Re k > 0 é estritamente maior que zero para que de
fato exista uma onda.

2.2 Ondas incidentes e fontes

Passa-se agora a analisar possiveis casos para o campo de ondas
incidentes. Serao abordados dois tipos: ondas planas e ondas geradas
por fontes pontuais.

Na modelagem de ondas planas, considera-se que a distancia
entre a fonte emissora e a regido de interesse é bem grande em relacao
ao comprimento de onda
27
ok

e ao comprimento tipico do obstaculo. Definindo uma direcdo de pro-
pagacdo unitaria d € S"7!, tem-se que a modelagem de tal onda é

A

u'"(x) = ethdx (2.6)
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A equacdo de Helmholtz é satisfeita por «™¢ em todo R"™, pois, com
x=(z1,...,2,),d=(d1,...,dp),

auinc

= ikdou™
&u
2, inc
QU™ 9 o e
W =—k d@u ,
xX
4
e logo, usando que d é unitario
. 82 inc . .
Aqyine — E k2d2 inc _ 7‘]{:2 E d?ulnc — 7k2u1nc’
(=1 L

o que implica que
Auinc 4 k2uinc =0
Em fontes pontuais, tem-se uma fonte emissora em um ponto

y € R", cujas ondas se espalham como circulos ou esferas centrados em
y. Em R?, tem-se

ciklx—y|

X #£y.

ue) =
x -yl
Faz-se a verificacdo de que esta u'™¢ satisfaz Helmholtz em R?,
para x # y. Sem perda de generalidade, pode-se assumir que y = 0.
Escrevendo em coordenadas esféricas, tem-se que
. eikp
Wm(p) = = p 0,

A equagao de Helmholtz se torna, pela formula do laplaciano em coor-
denadas esféricas (IC3),

d? 2 d
~(0) + =2 (p) + K2u(p),

D) + Ku(x) = G5 (0) + S 500

pois u s6 depende de p. Calculando as derivadas, obtém-se

duinc 1kp ik
p) = (ikp —1)

dp p?
dzui“"( ) _e“‘“”(? — 2ikp — k?p?)
dp2 p /73 ’
Logo,
d2 inc 2 duinc
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2.3 Ondas espalhadas

Nesta secao, deseja-se estudar a interacdo entre ondas e obsté-
culos.

O problema de um obstaculo impenetravel em R? sera conside-
rado primeiro. Seja, entdo, D C R? um dominio limitado. Assume-se
também que as ondas incidentes sdo planas, dadas por (E8)
inc(

ikd-x

ut(x) =e

Da interacao com o obstaculo em D, ocorre uma perturbacao da onda
incidente, que gera uma onda espalhada, denotada por u®(x). Desse
modo, a onda resultante total é dada por

u(x) = u'"(x) + u*(x),

a qual satisfaz

Au(x) + k*u(x) = 0, para x € R*\ D (2.7)
u(x) =0, para x € 0D (2.8)

. ou® .\ B
Tlgrgor ( o iku ) =0, com r = [x], (2.9)

onde a convergéncia é valida uniformemente em todas as diregoes x =
- A equagdo (2Z8) ¢ a condigao de contorno de Dirichlet, que foi es-
colhida para efeitos de apresentacao. Mas é claro que outras condigoes
também ocorrem, dependendo da fisica do problema. Mais sobre con-
digdes de contorno serd exposto adiante. A equagdo (E9) é chamada
condicao de radiacdo de Sommerfeld. Fisicamente, ela exige que a onda
espalhada seja uma onda que propaga em dire¢do ao infinito, e impede
que ela venha do infinito, e matematicamente, ela garantira a unicidade
do problema.
Em R2?, a condicdo de radiacio (29) se torna

lim /F <ai zku) = (2.10)

Agora, tratando-se de obstaculos penetraveis, tem-se um pro-
blema ligeiramente diferente. Usando ainda ondas incidentes planas, o
campo total de ondas satisfaz

ine (x) + u®(x) (2.11)
, para x € R? (2.12)

I
=T

lim r (aau — ikus> =0, com r = |x], (2.13)
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com n — 1 uma funcao de suporte compacto, isto é, a regiao onde o
indice de refracdo ¢ diferente de 1 é limitada, e Im n(x) > 0,Vx e
k > 0. Novamente, a condi¢ao (ZT3) deve ser satisfeita uniformemente
em todas as direcbes x = ‘}’:—‘ Nas proximas secoes e capitulos, seré
utilizada a notagao

D =supp (n(x) —1) ={x e R": n(x) — 1 # 0}.

2.4 Condicdes de contorno

No estudo de equagoes diferenciais, sao necesséarias condigoes
para determinar uma solucao especifica de um problema. Quando é
dada uma informacao sobre o comportamento da solu¢dao na fronteira
do dominio de interesse, chama-se tal dado de condicdo de contorno.

Serao analisados tipos diferentes de condigoes de contorno pri-
meiro para o caso simplificado de uma onda unidimensional, por exem-
plo em uma corda, e depois para o caso de ondas actisticas.

2.4.1 Caso unidimensional

Este exemplo esta presente com mais detalhes em (KINSLER ef
all, 2000, p. 41).
Considera-se a solucao geral da equagao da onda em uma dimen-
sao
Pu ,0%u
o2 Coa2
dada por
u(z,t) = f(x + ct) + g(a — ct),

com f, g funcoes de classe C?. Para determinar f e g sdo requeridas
condigdes iniciais e/ou condigdes de fronteira. Diferentes caracteristicas
fisicas do problema sao representadas por diferentes condicoes.
Assumindo u(z,t) como a amplitude de uma corda vibrante, se
uma das pontas da corda esta fixada na posicdo z = 0 para todo ¢,
tem-se que
0=u(0,t) = f(0+ct) + g(0 — ct),

sem perda de generalidade a soma é nula. Logo,
—f(ct) = g(=ct).
E por fim a solugao se escreve como

u(z,t) = f(z+ct) — f(x —ct).
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Observa-se que agora s6 ha um grau de liberdade, em vez de dois como
na solucdo geral. A funcdo que viaja para a direita é oposta a que viaja
para esquerda. Esta condicdo representa a reflexdo em uma fronteira
rigida.

Outro caso ocorre quando uma ponta da corda pode mover-se
livrcemente na direcdo transversal & corda, mas permanecendo na po-
sicao x = 0, i.e., a ponta pode mover-se sobre a eixo y. Diz-se que a
corda esta livre na fronteira. Isso implica que

0
—u:Oemsz.

ox

Logo, o formato das ondas é o mesmo, quando visto da direcdo de
propagacao de cada uma das ondas. E portanto, a solucao é escrita
como

u(z,t) = f(z+ct) + f(x — ct).

Este caso representa a reflexdo em uma fronteira livre.

2.4.2 Em aclstica

Supoe-se que 2 é um dominio em R", ndo necessariamente li-
mitado. O conjunto €2 pode representar um obsticulo ou um meio
diferente, por exemplo. Na modelagem acustica, se 0 meio é homogé-
neo no exterior de €, entdo a velocidade de propagacdo da onda ali é
constante.

Supobe-se que uma onda vindo do exterior de 2 atinge a fronteira
do conjunto. Trés situacoes diferentes podem ocorrer, dependendo das
caracteristicas fisicas de €.

Se a pressdo se anula na fronteira de Q, i.e., p(x) = 0, Va € 09,
diz-se que a fronteira é sound-soft. Neste caso ocorre a condicdo de
contorno de Dirichlet.

Caso ocorra reflexdo, a derivada normal se anula na fronteira,
ie., g—’y’ = 0. Tem-se a condicdo de contorno de Neumann. A fronteira
é sound-hard.

Por tltimo, pode ocorrer o caso intermediério entre os dois pri-
meiros, chamado de condicao de Robin, ou impedéncia, no qual % +
vp = 0. Aqui, parte da onda é refletida de volta para o exterior de £2 de
onde veio, e parte é transmitida para o interior do conjunto. O coefici-
ente positivo v determina a proporcao em que tais partes se dividem.
Em particular, se v = 0, a fronteira é sound-hard.

Mais informagoes se encontram em (IONES, [986, p. 43).
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2.5 Unicidade da solucdo

Serao mostrados alguns resultados sobre a unicidade da solugao
do problema de espalhamento direto dado por (E11), (212) e (E13),
que é o problema quando se tem um obstaculo penetravel.

O seguinte teorema, demonstrado em (RELLICH, [943), é um
resultado inicial importante para a unicidade.

Teorema 2.1. Seja u uma solugao duas vezes diferencidvel, complexa
nao identicamente nula da equa¢do de Helmholtz

Au(x) + k*u(x) = 0, x tal que |x| > po

para k > 0. Entao, existe um inteiro positivo P, tal que, para todo p
suficientemente grande e p1 > po qualquer, vale

P
/ |u|?dx > Pp.

P1

Uma consequéncia imediata deste teorema é o préoximo resultado,
também presente no artigo de Rellich.

Teorema 2.2. Seja u uma solucdo da equacao de Helmholtz que satis-
faz as condig¢oes do Teorema Z. Entao, ndo € verdade que

lim lu(x)2ds(x) = 0

yr
o0 Jx|=p

Demonstragdo. Assume-se, por absurdo, que o limite é nulo. Define-se
a funcao

S0 = [ meoraseo.

Entao, por hipotese,
lim f(p)=0.

p—00

Mas pelo Teorema 2T,

p P
/ lu|?dx = / / lu(rx)|?r"~ds(x)dr
P1 r=p; JxesSn—1

- /:pl /|y—7' lu(y)|?ds(y)dr

[ s =p

=p1
para todo p suficientemente grande. E isso é uma contradi¢do com o
fato de que f(p) — 0 quando p — oo. Assim, segue o resultado. O
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Este fato mostra que solugoes da equagao de Helmholtz nao po-
dem se anular rapidamente em todas as diregoes e a Unica situagao em
que isto ocorre é quando se trata da solucao trivial.

Equivalentemente aos dois tltimos teoremas, utilizam-se mais
comumente os dois proximos resultados, encontrados em (KIRSCH,
2011, Teoremas 6.2 e 6.4). O primeiro é conhecido como Lema de
Rellich. Considera-se a partir daqui um nimero positivo a tal que
n(x) = 1 sempre que |x| > a. Tal niimero existe porque a fungio n — 1
tem suporte compacto.

Teorema 2.3 (Lema de Rellich). Seja v uma solu¢ao da equagao de

Helmholtz Au + k*u = 0 para |x| > a, tal que

lim lu(x)|?ds(x) = 0.

=00 Jix|=r
Entao, u(x) = 0 sempre que |x| > a.

Além do lema de Rellich, é necessédrio um resultado conhecido
como continuagdo dnica (ou unique continuation).

Teorema 2.4. Sejan € C*(R3) tal que n(x) = 1, sempre que |x| > a.
Seja também u € C%(R3) solucio da equacdo de Helmholtz

Au+ k*nu =0

em R? tal que u(x) = 0, sempre que |x| > b, para algum b > a. Entdo,
u se anula em todo R3.

Com estes pares de teoremas, é possivel provar a unicidade da
solucao do problema direto de espalhamento para um obstaculo pene-
travel.

Teorema 2.5. O problema descrito em (ZI1), (ZI3) e (ZI3) possui

no mdzrimo uma solugao.

Demonstragao. Basta mostrar que se u é uma solugao do problema
associada a onda incidente u™® = 0, entdo u = 0. Se isso for verdade,
entao dadas duas solugoes u, v associadas a uma mesma onda incidente
"¢ qualquer, tem-se que u = u® + u'™® e v = v* + u™¢. E dai, u —v =
u® — v° satisfaz

A(u® —v®) + k*n(u® —v%) =0
lim r (6(u—v) —ik(u® — vs)> = 0.

r—00 or
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Logo, u — v é uma solucdo associada & onda incidente u'™¢ = 0, e pela
afirmacao inicial, v — v = 0, e portanto, u = v.

Agora, segue a demonstracido da afirmagdo. Seja u solu¢do do
problema associada & onda incidente u"¢ = 0. Logo, u = u*. Da
condicao de radiacao (E13), segue que

2
ds(x)>

— —iku

or

0= lim r </ Ou
r—00 | =r

. au 2 8“ 2 2
= Jim r l/_ ( ar| g k) (ihu) 5o+ kol )d“")]
. ou 2 2, (2 Ju
= Thﬁn;OT [/Ixr ( o + E° |ul ) ds(x) + 2kIm i uards(x)] ,

pois z —Z = 2i Im z. Aplicando a primeira identidade de Green (B7)
ao ultimo termo, obtém-se

/ u@ds(x) = / (uAT + |Vu|?)dz.
|z|=r or |z|<r

Como u satisfaz Helmholtz, Au = —k?nu. Substituindo isto acima,
tem-se

De fato, se n é real, ocorre a igualdade acima. Porém, mais geralmente,
n pode ser um numero complexo. Neste caso, a parte complexa repre-
senta uma atenuacao na intensidade da onda, ou seja, o meio absorve
parte da energia da onda & medida que ela propaga. Para isto fazer
sentido fisicamente, a parte complexa é assumida como ndo negativa,
Im n > 0, e este resultado continua véalido.

Portanto, voltando ao limite inicial, como todos os termos sao
nao negativos, tem-se

lim T/ @
r—o0 |z|=r or

2
+ k2 |u|2> ds(x) = 0.
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Logo,

lim lul® ds(x) = 0.
=00 J 1=

Pelos teoremas anteriores, tem-se que u = 0. Por exemplo, pelo lema de
Rellich, conclui-se que u(x) = 0, sempre que |x| > a, para a suficiente-
mente grande. E da continuacdo tinica, vale que u(x) = 0,¥x € R3. [

2.6 Solucdo fundamental da equacio de Helmholtz

Assume-se que u(x) é solu¢io da equacio de Helmholtz em R?
e u(x) simétrica radialmente. Entdo, para (r,6) coordenadas polares,
u(x) = p(r)y(0) e ¥(0) é constante. Logo, escreve-se u(x) = f(|x|) =
f(r).

Como u é solugdo de (233), tem-se que f é solucdo da equagao
diferencial de Bessel

P27 e+ K2 — o) f =0, (2.14)

com «a = 0, obtida usando a expressao do laplaciano em coordenadas
polares (C2) e o fato de que f s6 depende de 7.

Procuram-se solugoes da forma

o0
f(r)= Zagrz, com ay € R.
£=0

Tém-se

fr)= Z aglrt=!
=0

f'(r) = i agl( — 1)r*=2.
£=0
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Como f satisfaz (E14),
0= Zaﬂ {—1)r —|—Zag€r + k2 Zagr

Z agé {—1) 1" + aglr® + agk®r ”2}
£=0
(oo}

Z aﬂr (6 —141) + agk? ZH]
=0

= Z [agﬂzrz + agkzzré”]
£=0

=ar+ Z [az€2 + ag,ng] rt
=2

Dai, igualando cada um dos coeficientes a zero,

k2ap_
ay = — ae 2, para > 2, ea; =0.
72
E portanto,
- (_1)nk2na0 B
Qon = 7[271(”!)]2 , paran=0,1,...
Logo, escolhendo ag = 1, tem-se
£r) = 3 2t = (o (215)
2 Rip ’

com Jy a funcao de Bessel de ordem 0, cuja convergéncia é obtida pelo
teste da razao, para todo r € R.

A partir das fungoes de Bessel, constroem-se as fun¢oes de Weber
Jo(2) cosam — J_q(2)

sen am

Ya(z) =
E quando a = n é inteiro, (WATSON, 1944, p. 64)
(

Yo(2) = lim Jo(2) cosam — J,a(z).

a—n sen am

A solucdo fundamental da equacio de Helmholtz em R? (Equa-
¢do 233) ¢ dada por

Ga(x,y) = 4 1)(k|x—y|) com x,y € R?* x#y (2.16)
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com Hél) = Jo + 1Y), a fungao de Hankel do tipo 1 de ordem O.
A solucio fundamental da equacdo de Helmholtz em R3 é dada

por
etklx—y]

O(x,y) = E comx,y €ER? x#y (2.17)

dr|x —y

2.7 Equacdo de Lippmann-Schwinger e existéncia da solucao

Os resultados a seguir, conhecidos como teoremas de representa-
¢ao, sao Uteis para provar a existéncia da solucao do problema direto.
O proximo teorema pode ser encontrado em (COLTON:; KRESS, 1983,
p. 68).

Teorema 2.6. Seja () C R3 um dominio. Seja u wma fung¢io em
C?(Q) N C(Q) solugio da equagio de Helmholtz

Au+K*u=0 em Q.

FEntao

0®(x,y) Ou | —u(x), xeQ
/09 {U(Y)ay(y) - E(Y)@(Xv Y)] ds(y) = { 0, xeR3\ 0.

Demonstragio. Primeiramente, caso x € R3 \ , aplica-se a segunda
identidade de Green (B33) na regido Q

0d(x,y) Ju [ _ dAu
[ s 5o a5 )] asty) = [ (waye - eaudy.

Expandindo o lado direito, tem-se

/(qu» — dAu)dy = / (—k*ud + k*®u)dy = 0,
Q Q
e segue o resultado.

Agora, seja x € 2. Nao se pode aplicar a identidade de Green
diretamente, pois ® tem uma singularidade em x = y. Por isso, retira-
se uma vizinhanga deste ponto, ou seja, considera-se a esfera S,.(x) de
raio 7 e centro x, tal que S, (x) C 2. O vetor normal & superficie S, (x)
sera definido no sentido do interior de S,(x). Assim, pode-se aplicar

a segunda identidade de Green as fungdes u(y) e ®(x,y) na regido
D = Q\ B,(x), em que 8D = 90U S,.(x) e 90N S,.(x) = (), obtendo-se

DB0cy) o ou T [
[ [ o) a5 asy) = [ e - @auay
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Como no caso anterior, o lado direito se anula, pois o dominio D nao
contém a singularidade. Logo, usando que 0D = Q2 U S, (x):

/aD [“(y )W —<1><x,y>§3< >] ds(y)

8<I> 8u (9(I> (’9u

E fazendo r — 0, deve-se ter

0P ou
li u— —®—)ds= .
P50 sr(x)( v v > s =ulx)

Segue a prova deste fato. Nota-se que y € S,(x) = |y — x| =r e
portanto, em S, (x) pode-se considerar a troca de variaveis

y=x+r1y,

com ¥ vetor unitario pertencente & esfera unitaria centrada na origem
52. Dai, tem-se

o® ou B o® ou\ o, .
/Sr(x ( ay—fl)ay>ds(y)—/ < %—Qay)r ds(y).

Como
eik\xfy\ etkr
@ = — = —
(,¥) dnlx —y|  dmr
00(x,y) _ 0®(x,y) _ etkr (1 ) >

ov or " A4qr

segue que

R eikr 1 . zkr 8u )
/Sz (u(x 1Y) 4mr (r a Zk) 4mr 8u> ds(3)
R eikrd . o . eikr
= /52 u(x +ry) o s(y) —i /S2 ru(x+ry) g
I 11
zkr ou
_/ 4 81/d 5)-

111

ds(y)
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O limite quando o raio r tende a zero sera calculada separadamente em
cada termo. Primeiramente, pelo teorema da convergéncia dominada,
otermoIé

] . ezkr ) ) . ezkr .
ti [ a9 ods(3) = [ e +r9) ds(s)

= [ u@)geas) = @ g [ dss) = uto)

Notando que o segundo termo difere de I de apenas um fator r, tem-se

etkr etkr
lim [ ru(x+ry)—ds(y) = / lim r u(x + ry) ds(y) =0,
5

r—=0 Jg2 47 2 7—=0 47
—_——
—u(x)

ja que quando r tende a zero o primeiro fator se anula e o segundo é
limitado. Por fim, calculando a norma do termo III,

et o, r
- 7| < ) — -
‘/52 " 4 Ov dS(y) - 42 dS(y) A2 47

Como u € C?(Q)NC(Q) e S? & compacto, [u(y)| < M e |[Vu(y)| < N,
vy € 52, com M, N reais. Logo,

ek gy
r o
4 Ov

ou

ov

ds(§)-

L |5l as@) < [ vullslas) < [ Nas.
Portanto,
lim [ —Nds(y) = / lim — Nds(§) = 0,
r—=0 Jgo 47 g2 r—0 4w
de onde segue o resultado. O

Uma generalizagdo deste teorema pode ser obtida quando a fun-
¢ao u nao necessariamente soluciona a equacao de Helmholtz.

Teorema 2.7. Seja Q@ C R™ um dominio, ® = ®(x,y) solugio funda-
mental da equagao de Helmholtz em R"

AY(P(X7Y) + k2®(x7y) = 0
Se u = u(y) € C%(Q) € tal que, para f € C(Q),

Auly) + Ku(y) = f(y),
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entdo, se x € €,

B 0P(x,y) ou
) == [ %50 v 3 )| asty)- [ @x sy

w(y)
e sex € R"\ Q,
9% Y) 5w 2% dstv) = — [ ix
| o % a0 ast) = - [ ateyisay.

Demonstragao. Segue novamente da segunda identidade de Green apli-
cada a u, ® na regido Q.

0P(x,y) ou B " B "
[ 258 v S| astr = [ waye - eauay.

Somando e subtraindo k?u®, o lado direito é igual a

/ (uAy® + E*ud — k*ud — dAu)dy
Q

= / u(Ay® + k*®)dy 7/ ®(k*u + Au)dy
Q Q

= / u(Ay® + k*®)dy —/ P fdy.
Q Q
Caso x € Q,
Ay®(x,y) + E®(x,y) = —6(y — x)

com § o delta de Dirac. E logo,
/ u(Ay® + k*®)dy = —u(x),
Q

de onde segue a primeira representagiao do teorema.
Caso x € R™\

Ay® + k> =0
e segue a segunda igualdade. O

A funcdo f representa uma fonte. Um exemplo para tal fungio,
que sera utilizado no préximo teorema, é

fy) = Fm(y)u(y),

com m(y) uma fungio em Q dada por 1 —n(y), e n representa o indice
de refracao do meio.



36 Capitulo 2. FElementos da teoria de espalhamento de ondas

Teorema 2.8 (Equagdo de Lippmann-Schwinger). Uma fungdo u €
C?(R3) € solugio do problema de espalhamento direto dado por (Z13),

(Z13) e (ZI3) se, e somente se, u satisfaz

u(x) = u'™¢(x) — k? . m(y)u(y)®(x,y)dy, x € R3. (2.18)

Demonstra¢do. Para provar a ida, supoe-se que u® é solucao do pro-
blema de espalhamento direto. Nota-se que u soluciona

Au+En(x)u=0 < Au+k*u = k*(1 - n(x))u.

Escreve-se m(x) = (1 — n(x)), e usando os teoremas de representacio
para f(x) = k*m(x)u, tem-se

=— u 90(x.y) _ x Ou s
) == [ Jutn 2550 o) 3 ) asty)

e /Q m(y)u(y)®(x, y)dy

inc

Como u™° satisfaz Helmholtz,

inc 8¢)(X’y) _ 8uinc < s _ _uinc
[ [ 25— O ety dsty) = i

e pelo condicao de radiacao,

’ M o % X S =
/C')Q |:U ) ov(y) v (y)®( 7Y):| ds(y) = 0.

Como u = u'™° 4 u®, segue que

u(x) = u" — i / m(y)u(y)®(x, y)dy.

Ja que o suporte de m estd contido em €2, pode-se calcular a integral
em todo R3, pois a integral é nula fora de €.

Para a volta, refere-se & demonstracao de (COLTON; KRESS,
1998, teorema 8.3, p. 216) O

Teorema 2.9. Existe uma inica solu¢do do problema de espalhamento

direto descrito por (ZI1), (ZI3) e (ZI3), ou equivalentemente, por
(ZI3).

Demonstragao. Ver (KIRSCH, PUIT, teorema 6.9, p. 202). O
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2.8 O padrdo de espalhamento

Deseja-se estudar o comportamento da onda quando a distancia
entre a fonte e o ponto de medicao é grande. Existem resultados que ga-
rantem que é possivel resolver o problema inverso apenas com medicoes
do assim chamado padrao de espalhamento (ou far-field pattern). Ele
corresponde ao comportamento assintético da onda espalhada quando
esta se afasta indefinidamente do obstaculo. O seguinte teorema mos-
tra o padrao de espalhamento da solucdo fundamental. Adiante, vé-se
que qualquer solucao pode ser representada pelo seu padrao de espa-
lhamento.

Teorema 2.10. A solu¢do fundamental

eik|x7y| 3
(D(X7y):77 comx,yGR,x#y
dm|x — y|
pode ser escrita como
eik)\x| o 1
P = —ikxy Lo =), 2.19
oy) = e o) (219)

com x = |x|X, isto é, X € o vetor unitdrio na dire¢ao de x # 0.
Demonstracao. Faz-se a seguinte aproximacao:

lyl

. 5 y
X— 7y
x|

lyl

A ~ y ~
x—yl=xx-yl=xx- = , comy =

\=|x|

£

Iyl o ooy, I¥P
pois X,y sao unitarios. Para € proximo de zero, vale, por Taylor, que

V1-2ae+e2=1-ac+0O(?

1
—_— =140
V1 —2ae + 2 (€)
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Agora, quando [x| > |y|, tem-se que 1 > I%I > 0, e substituindo € por

e q por (X,¥), segue que

[x]
w1~ Bxn o (2)
1

:|x|—<>”<,y>+o<x|> = |x|—§<-y+(9<|)1(), (2.20)

ko) e () e

Logo, usando primeiro (E221) e depois (E2220),

etklx—yl B etklx—y] N etklx—y] 1
drlx —y|  4rlx] 4 |x|?
ik(|x|—%y+0(%))
e I 1
= ol —
R
kx|
= CT bk ikO(5) Lo 1
Ar[x| Ix|?
Nota-se que quando |x| — oo, e*O(na) 1, e eik:;_y‘ = O(1). Logo,

com |x| — o0,

eik|x7y| _ eik|x| efikfc-y Lo i
Tk —y] ~ 4] P

O

Como consequéncia deste teorema, segue o padrdo de espalha-
mento para qualquer solucao.

Teorema 2.11. Seja u uma solucio de (Z132), (ZI3) e (ZI3) em R3.
Entao,

. giklxl 1
U(X) = ulnc(x) + Wum ()A(,d) + 0O <|X|2) , (2.22)
uniformemente em relagdo a X = x/|x|, quando |x| — oo, com
k2 .
oo (%) = == (1= n(y))e ™Yu(y)dy, (2.23)
AT Jiy|<a

com x € S2.
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Demonstra¢ao. Ver (KIRSCH), 2011, Teorema 6.11, p. 203). O

Em R?, as equagdes (222) e (223) devem ser substituidas, con-
forme (COLTON; KRESS, I998, p. 67), por:

Teorema 2.12. Seja u uma solugdo de (Z13), (ZI3) e (ZI3) em R?.

Entao,

6ik:\x|

Vi

uniformemente em relagio a X = x/|x|, quando |x| — oo, com

u(x) = u™(x) +

[um(&,d) +0 < ! ﬂ (2.24)

x|

et /42
Uso (X)) = ———
(%) V8rk Jiy|<a

com x € S1.

(1 —n(y))e” ™ Yu(y)dy, (2.25)

Isso motiva a seguinte notacao. Seja

Doo n(X,y) = Yue” MY,
com -
¢ , n=2
Yy = 87r1k
— =3.
A "

Logo, para um obstaculo penetravel, a equacao
)=k [ )y (220)
yi<a

denota o padrao de espalhamento devido & ndo homogeneidade m(x) =
1 — n(x), medido em X € S"~! a partir de uma onda plana incidente
na direcao d.
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3 O problema inverso de espalha-
mento para um obstaculo penetra-
vel

Este capitulo trata do problema de determinar o indice de refra-
¢ao n a partir do padrio de espalhamento 4 (X) com ondas incidentes
planas. Ou seja, deseja-se encontrar n(x), com x € R™, dado o padréo
de espalhamento

we(®) = < [ (=) mnc vy (3)

para vérias ondas incidentes planas de direcdo d € S"~! e varias dire-
¢oes de medicio X € S"~1. Os dados sobre o padrio de espalhamento
Uso S0 medidos, e portanto, deve-se considerar um erro associado.

Antes de abordar este caso, observa-se que o problema de espa-
lhamento inverso é mal condicionado.

3.1 Mal-condicionamento do problema de espalhamento

Para mostrar o mal-condicionamento, serd considerado um obs-
taculo impenetravel com condi¢ao de contorno de Dirichlet, e nao um
obstaculo penetravel, como vinha-se tratando ultimamente.

Seja D C R? um disco impenetravel de raio r com condicdo de
contorno de Dirichlet e seja o campo de ondas incidentes u!"® qual-
quer. A partir do padrdo de espalhamento do campo total ue (%),
% = (cosf, senf) € S!, deseja-se encontrar o tamanho do disco, isto &,
o raio r.

Seja (tio,n) uma sequéncia de perturbages dos dados originais
U dada por

Too,n(X) = Uoo(X) + ﬁeme, n € N.
Usando a solucéo fundamental (EI8), a diferenga entre o campo total
original e o perturbado é dada por

n

5, () —u*(x) = H (kfx|) -
n
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com H,gl) as funcoes de Hankel de ordem n do tipo 1. Calculando este
erro para |x| = r, tem-se

8 (x) — ut(x) = H (k) —em?
in
A partir da aproximagdo dada em (COLTON; KRESS, T998, p. 66),
tem-se
2"(n —1)!
la) (x) — v’ (x)| = W, n — 00.
Fazendo n — oo, tem-se que a perturbacao dos dados, i.e., do padrao
de espalhamento, tende a zero, mas o erro do campo espalhado na
fronteira de D cresce indefinidamente. Portanto, pequenos erros nos
dados podem causar grandes erros na solugdo, ou até fazer com que a
solucao deixe de existir.

Este mal-condicionamento faz com que seja necessario estabili-
zar o problema para resolvé-lo numericamente. Para tanto, utilizam-se
métodos de regularizagio, por exemplo Tikhonov ou TSVD (decompo-
sicdo em valores singulares truncada). Uma referéncia classica sobre o
assunto ¢ (ENGL; HANKE; NEUBAUER,|, T996).

3.2 Unicidade do problema inverso

Apesar de o problema ser mal condicionado, ha resultados sobre
a unicidade da solugao, no entanto, sujeitos a algumas condigoes. Em
R3, vale o teorema provado em (KIRSCH, 2011, Teorema 6.26, p. 224).

Teorema 3.1. Sejam nyi,ne € C?(R3) dois indices de refracio tais
que n1(x) = no(x) = 1 sempre que |X| > a. Sejam U100, U200 08
padrées de espalhamento correspondentes, tais que U1 oo(X) = Ug,00(X),
V %x,d € 82, isto €, os padrées de espalhamento coincidem em todas as
direcées, para todas as ondas incidentes. Entdo, n; = ns.

Isto significa que o padrao de espalhamento determina unica-
mente o indice de refracdo, desde que se tenham os dados em todas as
diregoes.

J4 em R?, existe um resultado andlogo apenas para alguns casos
especificos. Mas se forem fornecidos mais dados, vale a unicidade, ou
seja, quando se tem os padroes de espalhamento em todas as diregoes
para varios valores de k. Segue o teorema em (COLTON: KRESS, T998,
Teorema 10.19, p. 309).
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Teorema 3.2. O indice de refracao n é unicamente determinado pelo
padrio de espalhamento u.(X,d) associado, para %X, d € S*, e k per-
tencente a algum intervalo.

3.3 Aproximacdo de Born

A equagdo (Bd) é ndo-linear, pois hd um termo em que a fun-
¢ao n multiplica u, mas u depende de n, basta observar a equacao de
Lippman-Schwinger (E7I8). Sera analisado agora um método para resol-
ver o problema inverso que considera uma linearizacao dessa equacao,
o qual é conhecido como aproximacao de Born.

Definindo o operador T,,, : C(R™) — C(R™) como

L) = [ mly)uly)20x.y)dy.

reescreve-se a equacgao de Lippmann-Schwinger como
u(x) = u"(x) — k2Thu(x), x € R™,

com m(x) =1 —n(x). Nota-se que a integral converge, pois o suporte
de m é limitado. Bastaria calcular a integral em uma bola de raio
a> 0.

Usando que u = u® 4+ u'™¢

, segue da linearidade de T}, que
u®(x) = —k>T, (u® + ul™)(x)
u®(x) + k2 Tuf (x) = —k2 T ui™ (x)
(I + k2T )u®(x) = —k*T,u'™(x), (3.2)

com I o operador identidade.
Observando que o termo no linear é dado por k2T},u°, define-se
a aproximagcao de Born como

uh(x) = —k*Tuc(x), (3.3)
up(x) = u"(x) — k2T, u"(x). (3.4)

Também pode-se definir um operador 7T,7° para o padrao de es-
palhamento a partir da equagao (B0) como

Ty u(x) = . m(y)u(y)Poo,n(X,y)dy.
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E assim, a aproximacao de Born usando o padrao de espalha-
mento se torna

ufs (%) = —K*Tru™ (%)

= K / m(y)u™(y)e” "V dy (3.5)
Assumindo que as ondas incidentes sao planas, tem-se

WFE) = K [ m(y)etve by

n

= —kzwn/ m(y)e *E=DY iy (3.6)
que é a Transformada de Fourier da funggo m=1—n
uss (%) = —k*y,m(kx — kd).

Assim, a aproximagao de Born é um método para determinar o
indice de refracao a partir de medi¢oes do padrao de espalhamento.

3.4 Série de Neumann

A aproximagdo de Born também pode ser derivada através da
série de Neumann, que afirma que a solugdo de (82) pode ser escrita

como
00

u(x) =Y (=1 (k*Tm) u™ (x). (3.7)
£=0
Os primeiros dois termos desta série sao a aproximacao de Born up.
A equagao (B27) pode ser derivada do Teorema A.29 de (KIRSCH,
2017), o qual afirma que se K é um operador linear limitado tal que
|IK|| < 1, entdo

(I-K)'= in
£=0

Logo, sob condi¢ées em k, no dominio D e m, vale o Teorema A.29
para o operador K = —k?T,,,. Assim, a equacio (82) fica

(I+K)u® = Ku™

uw = (I + K)flKuinc _ (Z K@) Kuinc _ (Z KZ) uinc
£=0 =1
. . > . o .
u=u® 4+ u"t = Ty 4 (Z KZ) unt = (Z KZ) ull’lC’
=1 =0
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e dai segue a equagao (B22).
Para ver mais precisamente quais sao as condicoes para a con-
vergéncia da série, calcula-se

1Ko = | = E*Tinlloc = k* sup

lufloo=1

m(y)u(y)®(x, Y)dYH

R™ [e%S)

Como o suporte de m é compacto, existe a > 0, tal que m(y) = 0
sempre que |y| < a. Logo,

1Ko = K sup

llelloo=1

sﬁwwmmw/’ B(x,y)]
lyl<a

/<nwmmwxww

00
Ix|<a

Em R3, vale que (KIRSCH, 2011, p. 204)

2
a
e

E em R?, (de acordo com MUNIZ, W., comunicacio pessoal, 2017)
a2
1Ko < K% (ka) o

Portanto, se k, a e m forem tais que |K|| < 1, entdo a série
de Neumann converge, e existe solu¢ao para a equacao de Lippmann-
Schwinger. Esta é uma consequéncia direta do Teorema do Ponto Fixo
de Banach, aplicado sobre o operador I + K : X — X, com X =
(CD) |- lo0)-

A interpretacao fisica da aproximacao de Born é que apenas é
considerado espalhamento simples, e ndo multiplo. Ou seja, supde-se
que a onda incidente reflete no obsticulo e é imediatamente medida,
sem encontrar o obsticulo novamente. Esta é a hipdtese de espalha-
mento fraco.
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4 Experimentos numéricos

Para aplicar o método de inversao discutido, é necessario pri-
meiro gerar dados, isto é, resolver o problema direto. Passa-se & des-
cricdo do algoritmo utilizado para gerar o padrao de espalhamento do
campo espalhado de um obstaculo dado e ondas incidentes planas.

Sejam D C R? um dominio limitado e m : D — R uma funcdo.
A partir de D encontra-se um raio r tal que D C B,.(0). Discretiza-se a
regiao de interesse Q = [—r, 7] X [—r, 7] que contém D de forma a obter
N sub-regides Q¢, £ = 1,2, ..., N, que cobrem o quadrado @. Por exem-
plo, neste trabalho foi gerada uma malha retangular dividindo-se cada
lado de @ por uma quantidade de linhas e colunas, respectivamente.
Em particular, definiu-se para ¢,5 =1,2,..., M,

2t —Dr 2ir 2(—D)r 2jr
Qz‘,j:{_r‘f'M ’_T—’_M]X{_T—'_M Tt
obtendo uma malha regular com N = M? quadrados, ou seja, cada
elemento da malha é um quadrado com a mesma &area.
Em cada @/ escolhe-se um ponto x; qualquer. No caso em ques-

tao, foi escolhido

- (_T+ (i-1r (2= 1)7‘) |

M M
que é o ponto central do quadrado @; j, ou seja, o ponto de interse¢do

das suas diagonais. Aqui é necessério indexar x com apenas um indice.
Portanto, faz-se a seguinte mudanga:

Xe = XM(i—1)+j>

parai,j =1,2,..., M, elogo, { =1,2,...,M? = N.

Este ponto serd usado para calcular a integral de m em Qy,
isto é, o valor de m em todo o quadrado Q, serd considerado como
sendo m(x¢). Matematicamente, pode-se dizer isto através da funcédo
caracteristica

_ 17 sey € QZ
X (Y) N { 07 sey ¢ Q@-
Assume-se, entdo, que

N
m(y) = > m(xe)xq,(y). (4.1)

(=1
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De acordo com a equagdo da aproximagdo de Born (BM) para
medigoes realizadas longe do espalhador e ondas incidentes planas, tem-
se

U3 (%, d) = k%4 /Q m(y)e* @42 gy,

Agora, usando a discretizagdo sobre @) e a equacao (E), tem-se

M
W) =~k Y [ ()t vy
=1"Qe
M
— —k2’72 Z m(Xe) / ezk(d—x) ydy
=1 Qe

Caso (dy —#1)(d2—32) #0,com d = [d; do] " e X = [#1 #2] ", a integral
pode agora ser analiticamente calculada para um retangulo [a, b] X [¢, d]:

b pd b d
//em(dﬂz).ydy:/ eik(dril)yldyl/ gik(da=ia)ue gy,

_ i ik(d1—31)b ik(dl—il)a)
= — (e —e
k(dl - .731) <

i ik‘(dz—jg)d _ ik(dg—i’z)c
k(ds — a2) (e © )

_ (e’ik(dlfi’l)b _ eik(dlfil)a) (eik‘(dzfi’z)d _ eik(dz*i’z)c)
k2(dy — &1)(d2 — Z2)

E caso (dl — @1)(d2 — .f?z) = 0,

boa ) b d
//ezk(dfx)-ydy://dy=(b—a)(d_c)'

Deseja-se calcular rapidamente o campo espalhado para quais-
quer diregoes de incidéncia d e de medi¢ao X. Observa-se que u% pode
ser interpretado como um produto matriz-vetor. Portanto, denotando

A(d.%.Qp) = / ARy gy,
Qe

constroem-se a matriz A, o vetor m e o vetor u

A1) = A(d), %), Qr)
my = m(Xg)

ur(io1)4; = up(de), Xg))
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para ¢ = 1,2,...,I direcoes de incidéncia, 7 = 1,2,...,J direcoes de
medicdo e £ = 1,2, ..., N sub-regioes da discretizacdo. Observa-se que a
dimensao do vetor u corresponde & quantidade de dire¢oes de incidéncia
multiplicado pela quantidade de direcoes de medi¢ao. Assim, podemos
reescrever o campo espalhado uf como

M
Ur(i—1)+5 = —k'2’Yz Z AI(i71)+j,zme-
=1

Logo,
u=—k*ynAm. (4.2)

E portanto, o problema direto estd determinado.

Para encontrar o vetor u falta apenas escolher as diregoes d(;) e
f((j). A forma mais natural é tomar n vetores igualmente espacados no
circulo unitario e fazer todas as combinacoes desses vetores dois a dois.
Outra forma é escolher muitas direcoes de medicao e apenas poucas
delas como diregoes de incidéncia. Por exemplo, tomar n = 128 dire-
¢oes igualmente espacadas no circulo unitario como medicao, e escolher
4 delas como incidéncia, as quais preferencialmente também estejam
igualmente espacadas. De ambas as formas, a matriz A ndo possui ca-
racteristicas boas, isto é, ela nao é necessariamente quadrada, porque
a quantidade de direcoes de incidéncia e de medi¢ao é independente
da discretizacao da regiao, e também nao tem posto completo, pois,
por exemplo, A(d,%,Q,) = A(—%,—d,Q¢), V¢, o que implica que ha
linhas iguais na matriz, devido & escolha de direcoes feita. Isso pode
ser uma complicacao na hora de resolver o problema inverso.

Porém, a interpretacgao fisica do problema permite tal escolha de
diregoes. Na pratica, a imagem de um objeto podera ser produzida com
qualidade maior, quanto mais observagdes ao redor dele forem feitas, e
quanto mais angulos de iluminagdo diferentes houver.

Agora, pode-se finalmente resolver o problema inverso. Como
dados de entrada, tem-se uma regiao de interesse, o vetor u das medi-
¢oes do campo espalhado, e as respectivas dire¢oes de incidéncia e me-
di¢do. Afinal, é possivel (e necessario) saber, para cada valor medido,
qual foi a onda incidente e onde foi realizada a medicdo. Nota-se que
a regiao de interesse nao necessariamente coincide com a do problema
direto. Neste, a regido serviu apenas para gerar os dados, e nao pode
ser utilizada novamente no problema inverso. De fato, é justamente
esta informacao que é procurada, junto com o indice de refragao.

No algoritmo implementado, escolheu-se a regiao de busca como
um quadrado de dimensdes [—2r, 2r] X [—=2r,2r], com r o raio do pro-
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blema direto, ou seja, o obstaculo serd procurado em uma regiao maior
do que a que foi usada para gerar os dados. Novamente, faz-se uma
discretizacao do quadrado com N’ subquadrados usando o método ante-
rior. Cada sub-regido serd um pixel na imagem a ser formada. Calcula-
se a matriz A como anteriormente, notando que sera diferente da matriz
usada para gerar os dados, pois a discretizagao é diferente. Com isso,
é possivel encontrar o vetor m resolvendo o sistema linear (£72). Aqui,
recorda-se que o vetor m representa o valor da funcdo m em cada pixel
da imagem, pois é assumido que m é constante em cada pixel.
Para resolver o sistema linear, foi implementado

1

_ Al
k2ys "

m —=

com A" a pseudo-inversa de A, com a qual se resolvem as equacoes
normais e assim também o problema de quadrados minimos.

4.1 Imagens

Em cada um dos experimentos feitos, os dados foram gerados a
partir do quadrado [-0,1, 0,1] x [-0,1, 0,1]. A discretizacido contou
com 400 sub-regioes, 20 divisoes em cada lado. Exceto o Teste 4, em
que foram usadas 1600 sub-regides, 40 divisdes em cada lado.

Em cada teste, foram produzidas duas imagens. A primeira delas
corresponde & escolha do mesmo numero de direcoes incidentes e de
medicao, a saber, 32 dire¢oes igualmente separadas no circulo unitéario.
Para produzir a segunda imagem, foram usadas 128 direcoes de medigao
igualmente espalhadas, e 4 dire¢des de incidéncia, cada uma em um
quadrante diferente.

Os obstaculos possuem indice de refracao constante igual & 1.003,
exceto no experimento 3, no qual ha um obstaculo cujo indice de refra-
¢do é uma funcao suave. Neste, o indice de refracdo maximo é 1.003, e
tende exponencialmente a 1 quando se afasta no centro.

As imagens representam a regiao [—0,2, 0,2] x [—0,2, 0,2] do
plano. A quantidade de pixels das imagens, que equivale & dimensao
do vetor m, foi de 3600, correspondendo a 60 linhas e 60 colunas. O
contorno na imagem representa o objeto original que gerou o campo
espalhado. E a coloracdo em cada pixel representa o valor da funcao
m.

Em geral, o nimero de onda k foi escolhido sempre como 1,
porém no Teste 4, além de testar diferentes combinacoes de direcoes de
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incidéncia e medicdo, variou-se também k, mas de forma que k2|7, || <
1.

Segue agora uma descri¢do dos obstéculos em cada experimento.

Teste 1. Um circulo de raio 0,05 e centro (0,04, —0,04) com
indice de refracao 1,003 constante no interior, ou seja, m = 0.003 dentro
do circulo. Figuras 0 e B.

Teste 2. Um triangulo de vértices (—0,1, 0,1), (—0,1, —0,1)
e (0,1, —0,1), e indice de refracdo constante igual a 1,003 no interior.
Figuras B e @.

Teste 3. Uma ctpula suave definida por

m(:m y) -0, 0036—0,03((x—0.05)2+y2)’

para (z,y) € [-0,1, 0,1] x [-0,1, 0,1], e m = 0 caso contrario. Lem-
brando que a regido de busca aqui foi também [0, 2, 0,2]?. Figuras 8
eB.

Teste 4. Dois circulos separados, ambos de raio 0,03, um com
centro em (—0,05, 0,03) e outro em (0,05, —0,05). Ambos com indice
de refracao constante igual a 1,003 no interior. Figuras @ a I2.

Além destes experimentos, foi realizado um outro para ilustrar
o mal-condicionamento do problema. Para tanto, usaram-se os dados
do Teste 1, isto é, do circulo deslocado da origem, porém nao exatos,
mas sim com uma perturbagdo. Foram testadas diferentes taxas de
erro, e observou-se que Imesmo COIN Ul €rro pequeno, a imagem se
alterou bastante. Para gerar o ruido r, tomou-se um vetor com niimeros
aleatorios distribuidos normalmente, e de norma igual & norma do vetor
dos dados. Os dados originais u foram substituidos pela soma u =
u + 6r, com J§ a taxa de ruido. Depois, foi aplicada a inversdo do
problema sobre o vetor perturbado u, e gerou-se a imagem. As taxas
escolhidas foram as seguintes

(a) 6=0,3-1078;
(b) §=0,15-10"7;
(¢) 6§=0,3-10"7;
(d) §=0,3-1075.

Para cada taxa, foi produzida uma imagem, que foi rotulada de acordo
na Figura 3. Com a menor taxa, a imagem foi bem parecida com
a original, porém com a maior, j4 nao foi mais possivel identificar o
circulo. E a maior taxa corresponde a um erro de no méximo 0,00003%
por medicao.
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Abaixo se encontram as imagens obtidas com o software MA-
TLAB Release 2013a, The MathWorks, Inc., Natick, Massachusetts,
United States.
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Figura 1 — Teste 1(a): 32 diregdes de incidéncia e 32 de medicao, k = 1
e m = 0.003.

Figura 2 — Teste 1(b): 4 dire¢oes de incidéncia e 128 de medicao, k = 1
e m = 0.003.
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Figura 3 — Teste 2(a): 32 dire¢des de incidéncia e 32 de medicao, k =1
e m = 0.003.

Figura 4 — Teste 2(b): 4 dire¢oes de incidéncia e 128 de medicao, k = 1
e m = 0.003.
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Figura 5 — Teste 3(a): 32 diregdes de incidéncia e 32 de medicao, k =1
e maxm = 0.003.

Figura 6 — Teste 3(b): 4 dire¢oes de incidéncia e 128 de medicao, k = 1
e maxm = 0.003.
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Figura 7 — Teste 4(a): 32 dire¢oes de incidéncia e 32 de medigao, k = 1,
m = 0.003.

Figura 8 — Teste 4(b): 4 direc¢oes de incidéncia e 128 de medigao, k = 1,
m = 0.003.
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«10°

Figura 9 — Teste 4(c): 32 dire¢oes de incidéncia e 32 dire¢oes de medi-
¢ao, k =20, m = 0.003.

Figura 10 — Teste 4(d): 4 direcoes de incidéncia e 128 diregdes de me-
dicio, k = 20, m = 0.003.
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Figura 11 — Teste 4(e): 32 dire¢oes de incidéncia e 32 dire¢oes de me-
di¢do, k£ = 100, m = 0.003.

Figura 12 — Teste 4(f): 4 direcoes de incidéncia e 128 dire¢oes de me-
dicdo, k = 100, m = 0.003.
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5 10° o?

x10°

(c) 0.3e-7 (d) 0.3e-6

Figura 13 — Teste 5: Diferentes taxas de ruidos sobre os dados do pa-
drao de espalhamento do circulo descrito no Teste 1.

A aproximacao de Born foi suficiente para localizar objetos na
regido de interesse, mas ndo com muitos detalhes. A ordem do indice de
refracao nem sempre foi recuperada, e objetos com fronteiras nao suaves
foram significativamente arredondados. Para conseguir identificar dois
objetos separados, é fundamental usar um ntimero de onda adequado.
Nota-se que quanto maior k£, mais detalhes sdo capturados.

Sobre a escolha de dire¢oes de incidéncia e medi¢ao, uma malha
mais densa de recepcao de sinal fez com que a imagem ficasse mais suave
e com menos granulacao. Porém, no experimento com dois objetos,
enviar mais ondas incidentes produziu uma imagem visualmente mais
precisa.
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4.2 Consideracdes finais

Neste trabalho, o mal-condicionamento dos problemas inversos
ficou ressaltado. Em particular, isto foi observado no problema de es-
palhamento. A partir da teoria desenvolvida no trabalho, foi possivel
apresentar um método para resolver o problema inverso para o caso de
obstéiculos penetraveis. Este método, a aproximacao de Born, é uma
linearizacao do problema. Mesmo assim, para os obstaculos testados,
o método funciona relativamente bem, como uma primeira aproxima-
¢ao. Porém, quando sao considerados ruidos nos valores de entrada, o
método deixa de funcionar, mesmo para pequenas perturbacgoes. Isso
revela que a solucao nao depende continuamente dos dados. E em um
problema fisico, no qual os dados provém geralmente de uma medigao,
héa inevitavelmente um erro associado. Nesta altura, sao requeridos
métodos de regularizacao, que possibilitam encontrar uma solucao que
¢ ao mesmo tempo estavel e fiel aos dados.
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Notacdo

A bola aberta de centro z e raio € é o conjunto
Be(z) ={y e R": |lz —y[| <€}
A bola fechada de centro x e raio € é o conjunto
Bu(a) = {y e R": o —y|| < e}
O fecho de um conjunto 2 C R™ &
Q={zeR":Ve>0, B(z)NQ#D}.
O interior de um conjunto 2 C R™ é o conjunto
Q={zeR":3e>0, tal que Bc(z) C Q}.

A fronteira de um conjunto Q C R ¢ 9Q = Q\ Q.
Dominio é um conjunto aberto e conexo de R", geralmente de-

notado por ).

O suporte de uma fungdo f: R" - R é

supp(f) = {z e R : f(x) # 0}

o fecho do conjunto dos pontos em que a funcao nao se anula.

O conjunto C™ representa o conjunto de todas as funcoes com

derivadas continuas até ordem n.

O delta de Dirac é uma distribuicdo tal que, para f € C°(R™)

O produto escalar entre x,y € R™ serd representado por
n
<X7y> =Xy = szyz
i=1

A norma euclidiana de um vetor x € R™ sera escrita como

x| = vx - x.
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Define-se o gradiente de uma funcio vetorial f : R® — R, f € C1,
como o seguinte vetor coluna:

T
w:<af o 31") .

dx1 Ozs T Oz,
O divergente de um campo vetorial F' : R* — R", F = (Fy, ..., F},)
é definido como

)
ivE =V -F= —F;.
div \Y ; oz,

Perceba que V- F: R" —» R, x+— V- F(x) ¢ uma fung¢io vetorial que
assume valores reais.

O operador de Laplace, ou laplaciano, de uma fungao vetorial
f:R* = R, f € C?, ¢ definido como

AffV~Vf7;8—$?.
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B Teorema de Gauss e ldentidades
de Green

Alguns teoremas que foram usados no trabalho estdo citados
e/ou demonstrados aqui.

Teorema B.1 (Teorema da divergéncia de Gauss). Sejam D um do-
minio limitado em R™ cuja fronteira 0D é Ct, e F um campo vetorial
C' em D. Entdo

/V-F(x)dx: F-vds.
D oD

A partir deste teorema, podem-se mostrar algumas importantes
identidades, as quais vamos demonstrar.

Se u = u(x) e v = v(x) sdo funcdes C' que assumem valores
reais, entao vale a seguinte igualdade:

V- (uVw) = uAw + Vu - V. (B.1)

Para mostrar isto, basta aplicar as defini¢oes e usar a regra do
produto.

0 ow
V-(qu):Zax' (uax>
_ GPw | Du Ow

8w ou Ow

= ulAw + Vu-Vw

Integrando ambos os lados de (B) em um dominio limitado
de fronteira suave, obtém-se

/ V- (uVw)dx = /(qu + Vu - Vw)dx.
Q Q

Se F' = uAw é um campo vetorial C? em , pode-se aplicar o teorema
da divergéncia.

/(qu) cvds = /(qu + Vu - Vw)dx.
S Q
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Por fim, observando que Vw - v é a derivada normal g—ﬁ, tem-se

Teorema B.2 (Primeira identidade de Green). Seja 2 um dominio
limitado com fronteira S suave. Se u € C1(Q), w € C?(), entdo

/u—ds = / (uAw + Vu - Vw)dx. (B.2)

Para obter a segunda identidade de Green, trocamos as funcoes
u e w na equagao (B) e subtraimos uma da outra para obter

V- (uVw) -V (wVu) =ulAw + Vu - Vw — wAu — Vw - Vu
=ulAw — wAu
Como o divergente é um operador linear, segue que
V- (uVw — wVu) = uAw — wAu.

Integrando em um dominio limitado 2 de fronteira suave, tem-se

/ V- (uVw —wVu)dx = / (vAwdx — wAu)dx
Q Q
Com a suposicio de que uVw — wVu é C' em Q, pode-se aplicar o

teorema da divergéncia

/(qu —wVu) - vds = / (uAwdx — wAu)dx.
S Q

E portanto, usando a derivada normal, obtém-se

Teorema B.3 (Segunda identidade de Green). Seja Q um dominio
limitado com fronteira S suave. Se u,w sdo fungoes C? em Q, entio

/s (uc’)u - wm) ds = /Q(qu — wAu)dx. (B.3)
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C Coordenadas Polares e Esféricas

Em R? é muitas vezes ttil usar o sistema de coordenadas polares.
Para cada (z,y) € R?\ {(0,0)} associa-se unicamente o par (r,0) €
Ry X [-7/2,37/2) definidos por

r=Va®+12,

—m/2, sex=0, y<0
o arctan |(_r /2, x/2) (%) , sex >0
) w/2, sex=0, y>0

arctan | (r/2, 3r/2) (), sex <0

E claro que esta ndo é a tnica forma de definir esta mudanca de variavel.
De fato, pode-se tomar 6 em qualquer intervalo de comprimento 2.

Inversamente, a partir de coordenadas polares pode-se definir
coordenadas cartesianas através da seguinte mudanca:

xr=rcosf, y=rsind.

Com isso, pode-se calcular o laplaciano em coordenadas polares.
Lembrando que
0%u 4 0%u
or? = 0y?
e calculando as derivadas parciais usando a regra da cadeia obtém-se

Ou Oudr  Oudl

9z orox 900z
0 Ou 0%u Or 0%u 09\ Or  Ou O?r
oz 0z (aax + amm) oz " orom
(82u 00  0%u 87") 09  Ou %0

Au

6% 9z 900r 0z ) 9z T 90 022
a(a) 20%69%8%(69)2
or2 \ oz ordd Ox 0x  060? \ Oz
Au d%r  Ou 0%0
or 022 " 90 022

(C.1)

Fazendo as mesmas contas, obtém-se as derivadas de u em relacao a y.
Basta trocar x por y na expressdo. Agora, calculam-se as derivadas de



66 Apéndice C. Coordenadas Polares e Esféricas

r e 6 em relagdo a x e y.

or T

T
— = —— = — =cosf
al’ ‘/x2+y2
92r B Y2 _y2
0 " (e
or Y Yy ond
_— = = — = SéIN
8y ‘/$2+y2 T
0?r x? 2

ay? (Va2 4423 1

Lembrando que arctan’(z) = ﬁ, calculam-se as derivadas de 6.

0 -y -y —send

R R R

0%0 B 2xy _ 2xy

e e
00 x  x  cosf

WoETE P 7

026 _ —2zy 2wy

o " TR
Substituindo isso em (ICT), chega-se a
?u  0%*u 2 u (—y\z O%u [—senf 2
922 ~ o2 0 255 () r+692( : > *

%yj ou <2xy)

rd

+6r r3 + o0

Analogamente para y.

%u  O%u 2 Ou xzy 0% [cosb 2
= g2 (send) +2araer2r+aa2<)

oy or?
ouz? Ou ( —Qxy)
+ .

orr 90 r

Por fim, somando ambas expressoes, obtém-se o Laplaciano em co-
ordenadas polares

9%u 10%u 10u

Au=gEt e i

(C.2)
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Semelhante a R2, o espaco tridimensional R? possui o sistema
de coordenadas esféricas, que também serd bastante utilizado neste
trabalho. A seguinte notacdo sera utilizada:

x = psen ¢ cos 6
y = psen¢senb

zZ = pcos¢

Desta forma, p = /22 +y2 + 22 é a distancia euclidiana do vetor
(z,y,2) a origem, ¢ € [0, 7] é o angulo que este vetor faz com o eixo z
positivo e 6 é o angulo que a projegao (z,y,0) no plano x,y faz com o
eixo x positivo, como nas coordenadas polares.

Também é possivel calcular o laplaciano em coordenadas esfé-
ricas, pelo mesmo método usado nas polares. Mas para economizar
contas, serd abordada uma forma alternativa aqui.

Para tanto, sera utilizado o resultado obtido do laplaciano em
polares:

Pu 0*u  u 1 0%°u  10u

st a s =a5t 5 t oA
Ox? * oy2  Or2  r290%2 ror
Aplicado mais uma vez a z = pcos ¢ e r = psen ¢ = /2 + 32, tem-se

8%u @ 0%u 1 0%u 10u

st s =t 5yt
022 Or?2  0p? + p2 09 pdp
Somando 3271; A primeira expressao, chega-se a

0%u 827u 9%u  0*u  O%u 10%u 10u

02 o2 T o2 02 "o Tree T rar
E pela segunda igualdade,

0%u  0%u  %u  *u 1 0% 10u 10%u 10u

02 "o o2 T a2 T o T pop T o Trar

Como r = psen ¢, tem-se

Pu O Ou_Pu 10 100, 1 Ou,
0x2 Oy 022 0p2  p20¢:  pdp  p?sen¢p 062
10u

ror
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Falta apenas calcular %. Aqui ndo é mais possivel fugir das contas.

Comegando com a regra da cadeia,

du_0udp  dud  0uo
or  Opor  000or 0¢Or
Como aplicou-se coordenadas polares sobre z fazendo o papel de = e r,
de y, tem-se

p = /2 + 22
¢ = arctan (i)

z

e r é independente de #. Com isso, e usando as contas anteriores,

Ou  Our  Oucos¢

ar " dpp 90
10u  10u  1cos¢du
ror pdp v p 06

Substituindo » = psen ¢, tem-se

1ou_10u | cosg u_ 10 coton
rdr pdp pisenddp pOp  p? 0P

Por fim, a expressao do Laplaciano em coordenadas esféricas fica

Pu  Pu  0u  0*u 1 0% 10u 1 0%u
a2 " of 92 0 205  pdp | prsen?p 06
10u  cot¢ Ou
pdp ~ p? 99
ou
Au 0%u 1 0%u 1 8%u  20u Coté@ (C.3)

TR T Rog T Fsen?p 02 | p0p | 2 04
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