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Resumo

Neste trabalho, estudaremos um dos principais teoremas vistos nos cursos basicos de
Analise Funcional: o Teorema de Hahn-Banach. Veremos sua forma analitica e suas formas

geométricas, com pequenas aplicacoes.

Palavras-chave: Analise Funcional, Lema de Zorn, Teorema de Hahn-Banach.



Abstract

In this work, we will study one of the main theorems seen in the basic courses of Functional
Analysis: the Hahn-Banach Theorem. We shall see its analytical form as well as its

geometrical forms, with some small applications.

Keywords: Functional Analysis, Zorn’s Lemma, Hahn-Banach Theorem.
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1 Introducdo

Sabemos que a drea de Algebra Linear esté presente em muitas aplicacoes do nosso
cotidiano, como por exemplo o Google, que utiliza o algoritmo denominado PageRank,
utilizando autovetores para classificar as paginas que aparecem como resposta de uma
determinada busca. O leitor que quiser mais detalhes do como o algoritmo funciona, e sua

fundamentagao tedrica, veja [3].

O estudo de Algebra Linear estd presente em praticamente todos os cursos de
Matematica do mundo, sendo eles bacharelados ou licenciaturas, dada a sua tremenda
importancia para a formacao basica de um mateméatico. Era de se esperar entao, que
um curso que generalize a Algebra Linear, como a Analise Funcional, recebesse a mesma
atencao e fosse apresentado como disciplina obrigatoria para todos os futuros matematicos.
Infelizmente isto nao ocorre, e assim, uma das intengoes desse trabalho é apresentar de

modo claro e detalhado alguns dos principais resultados desta area.

Deste modo, o objetivo geral deste trabalho é apresentar os principais teoremas
de Analise Funcional com suas aplicagoes, visando a compreensao significativa desse
contetido para os alunos da graduacao. Para tanto, apresentaremos os principais conceitos
de Analise Funcional, vamos expor as definigoes e demonstracoes relacionadas com o
Teorema de Hahn-Banach e escreveremos breves analises entre as demonstragoes para

auxiliar o leitor/aluno.

A Analise Funcional consiste basicamente do estudo de espacos normados de
dimensao infinita (dai sua relacdo tio visivel com a Algebra Linear) e, mais especificamente,
lida com espacos de fungoes. Muitos acreditam que teve inicio com o matematico francés
Jean-Baptiste Joseph Fourier no século XVII, quando o mesmo deu inicio ao estudo da hoje
conhecida Transformada de Fourier. A Anélise Funcional tem papel fundamental no estudo
de equagoes diferenciais e de evolugao, sendo indispensavel seu profundo conhecimento

para o entendimento do comportamento de solugoes de tais equagoes.

Um dos principais, ou talvez o principal, teorema em Anélise Funcional é o Teorema
de Hahn-Banach, que é devido aos matematicos Hans Hahn, da Austria, e Stefan Banach,
da Polonia, que provaram o resultado de maneira independente no comego dos anos vinte.
Tal teorema nos permite estender funcionais lineares em espagos normados de dimensao
infinita (sua demonstracdo para o caso de dimensdo finita ¢ um exercicio simples de Algebra
Linear), e tem consequéncias importantes para o desenvolvimento da matematica. Uma
destas permitiu a criacao de toda a teoria do calculo operacional de operadores lineares
em espacos de dimensao finita, que é a responsével direta pela Teoria de Semigrupos,

que vém sendo estudada ha mais de sete décadas e possibilitou o estudo e entendimento
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de intimeras equagoes diferenciais. Outra versao desse teorema, conhecida como Versao
Geométrica do Teorema de Hahn-Banach ou também como Teorema de Mazur, tem muitos

usos na area de Geometria Convexa.

Nesse trabalho, desejamos enfatizar a importancia do estudo de Anélise Funcional
para todos os estudantes de matematica, que necessitam ter uma formacao completa nessa
area, uma vez que a mesma apresenta resultados complexos, mas igualmente importantes

e substanciais.

Sendo assim, cabe-nos apresentar os resultados de maneira clara, objetiva e deta-
lhada, mas ao mesmo tempo, de modo didaticamente interessante, para que os leitores

nao se sintam desencorajados ao tentar compreendé-los na sua total complexidade.

Por fim, decidimos dividir o trabalho da seguinte forma: Contexto histérico, en-
volvendo os matematicos Hans Hahn e Stefan Banach. No capitulo das preliminares, que
contém definicdes, teoremas e lemas basicos de Algebra Linear em dimenséo infinita. Na
sequéncia, apresentaremos conceitos basicos para o entendimento do Teorema de Hahn-
Banach, como o de prolongamentos de funcionais lineares e o Lema de Zorn. Por fim,
descreveremos o Teorema de Hahn-Banach na sua forma analitica e formas geométricas,

terminaremos o trabalho com as principais conclusoes obtidas.

Para este trabalho, seguimos o roteiro descrito em [4] para apresentar os Teoremas
de Hahn-Banach. Para mais detalhes, recomendamos a leitura de [2] e também a consulta

de [1,5-7], e para conceitos necessarios de Andlise Matemética, recomendamos [8].
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? Contexto histérico: Hanh e Banach

Para compreender a importancia do reconhecimento do Teorema de Hahn-Banach
é preciso compreender como ele foi constituido historicamente, o porqué ele foi estudado,
como era descrito e o seu enquadramento inicial. Para tanto, inicialmente sera necessaria a
apresentacao dos dois mateméticos que dao nome a esse teorema. Os dados trazidos aqui
neste contexto historico e na descrigao tedrica do Teorema de Hahn-Banach sao provenientes
de obras teoricas analisadas durante o processo de escrita do TCC e referenciadas nas

bibliografias.

O Teorema de Hahn-Banach recebeu este nome devido & jun¢ao de conhecimentos
de dois matematicos: o austriaco Hans Hahn e o polonés Stefan Banach. Embora nao
tivessem feito nenhum estudo juntos, e nao ha historico de que ao menos se conhecessem,
seus conhecimentos avangados para a época e seus estudos na area da Matemaética fizeram

com que fossem reconhecidos dentro de um mesmo teorema.

Hans Hahn foi um matemético austriaco nascido em 1879 (e falecido em 1934). Hans
estudou inicialmente em Estrasburgo, Munique e Gottingen e doutorou-se na Universidade
de Viena em 1902 com a tese Zur Theorie der Zweiten “Variagcao” Einfacher Integrale.
Interessado também por filosofia, ele integrou o Circulo de Viena. O Circulo de Viena
era formado por um grupo de filésofos e surgiu por uma necessidade de fundamentar a
ciéncia a partir das concepgoes da filosofia da ciéncia no século XIX. Até entao, a filosofia
era vinculada a Teoria do Conhecimento, mas, a partir de Hegel, este vinculo se desfez
e comeca-se a caracterizi-la como ciéncia. Esse Circulo era composto por cientistas de
diversas areas como fisica, economia, entre outras, em que objetivavam resolver problemas
de fundamento da ciéncia e refletiam acerca da importancia da logica, da linguagem,
da matematica e da fisica tedrica na construcao de teorias cientificas, vinculados a um
positivismo logico. As pesquisas desenvolvidas pelos estudiosos do Circulo eram divulgadas

na Revista Erkenntnis, fundada em 1930.

Depois de todos os estudos e argumentagoes feitas no Circulo de Viena, h& uma
nova concep¢ao de ciéncia no mundo, sendo também um marco historico para a filosofia

do século XX, em que um dos tedricos que se encontra citados nos documentos historicos
¢ Hans Hahn.

Em sua vida académica lecionou em algumas universidades de renome da Austria
e Romeénia, e desenvolveu estudos com outros colegas de docéncia, até sua ida para a
Primeira Guerra Mundial. Apos seu retorno da guerra, voltou a lecionar e recebeu o titulo
de professor extraordinario, tendo como alunos matematicos ilustres como: Karl Menger
em 1924, Witold Hurewicz em 1926, Kurt Godel em 1929 e Karl Popper em 1929.
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Dentre os estudos considerados importantes para o conhecimento matematico,
Hans contribuiu para o classico livro Célculo das Variagoes, sobre os espagos abstratos de

Fréchet, e reconheceu a funcao essencial das hipoteses nas ciéncias.

As obras publicadas de autoria de Hans versavam geralmente em torno da ma-
tematica e da filosofia, sendo de sua edi¢ao o livro Paradoxos sobre o Infinito; fazendo
também muitas contribuigoes para a analise funcional, topologia, teoria da ordem e teoria
dos conjuntos. Suas principais obras foram: Entidades Superfluentes e Logica, Matemética

e Conhecimento da Natureza. Todavia, seu reconhecimento mundial deu-se pelo Teorema
de Hahn-Banach.

O outro matematico que carrega o nome do teorema ¢ Stefan Banach. Banach
nasceu na Cracovia em 1892 (e faleceu em 1945). Frequentou o ensino bésico na Cracovia,
saindo de 14 em 1902 para ingressar na faculdade de engenharia na Universidade Técnica
da Lviv — Ucrania, graduando-se em 1914. Em 1916 ele conheceu Hugo Steinhaus, e
juntos fundaram a Sociedade Matemaética. Em 1918 Banach foi citado pela primeira vez
no boletim da Academia de Cracovia juntamente com seu parceiro de estudos Steinhaus,

ambos produziram trabalhos de importancia matematica.

Muitos dos feitos de Banach foram devidos a sua parceria com Steinhaus, princi-
palmente depois da fundacao da Sociedade Matematica na Cracovia. Em meados de 1920
a Sociedade Matemaética de Cracovia passou a ser chamada de Sociedade Matematica da
Polonia, e Banach passou a ser assistente de Antoni Tomnicki na Universidade Técnica
de Lviv, ministrando palestras de matematica, em decorréncia de seus estudos conseguiu
doutorar-se com a tese sobre Teoria da Medida, embora nao fosse matematico, lhe foi aberta
uma exce¢ao permitindo que ele apresentasse sobre operagoes de conjuntos abstratos e sua
aplicagao as equacgoes integrais. Durante a coleta de dados para esse processo historico,
alguns materiais citam que essa tese marca o nascimento da analise funcional. Logo apoés

seu doutoramento ele passou a integrar a catedra como professor titular.

Embora sendo um professor universitario conceituado no meio matemético, Ba-
nach escreveu livros didaticos de algebra, geometria e aritmética para o ensino médio,
contribuindo assim, para a divulgacao e a propagacao dos saberes da matematica. Em
1929 fundou o jornal Studia Mathematica ainda junto com parceiro de estudos Steinhaus,
ambos tornaram-se os editores iniciais do jornal, que tinha como foco o estudo da anélise
funcional e suas relagoes. Um dos feitos como editor foi uma nova série de  Monografias
de Matemética, sendo que o primeiro volume da série linéaires Théorie des opérations foi

escrito por Banach em 1932.

Desse modo, Banach iniciava os preceitos da analise funcional moderna, fazendo
contribuigoes a teoria dos espagos vetoriais topologicos; contribuindo, também, para teoria
de medida, a integragao, a teoria dos conjuntos e de séries ortogonais. Em sua dissertacao,

ele defendeu axiomaticamente o que hoje é conhecido como espaco de Banach, sendo esse
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um espaco real ou vetorial normado complexo que é completo como um espacgo métrico.

Devido a seus feitos na area logo lhe foi dada a presidéncia da Sociedade Matemética
da Polonia. Devido a Segunda Guerra Mundial alguns entraves na vida de Banach foram
sucessivamente ocorrendo, mas ele possuia alguns contatos importantes que contemporiza-
vam as situacgoes inesperadas. Mesmo com varios planos para a érea da matematica, sua

carreira foi interrompida devido a um céancer no pulmao.

Banach tem sua importancia matematica centrada no que foi desenvolvido por ele
na teoria sistematica da anélise funcional, em que antes havia apenas resultados isolados.
Banach provou uma série de resultados fundamentais em espagos lineares normados, sendo

que a ele se deve a fundacao da Escola Polonesa de Analise Funcional.

A partir desse contexto historico da vida e dos estudos dos dois matemaéticos que
deram o nome para o Teorema de Hahn-Banach foi possivel verificar o que eles estudavam

e como suas pesquisas conectaram-se de modo a formar tal teorema.

O Teorema de Hahn-Banach

A conexao dos conhecimentos matematicos de Hans Hahn e Stefan Banach originou
o Teorema de Hahn-Banach. Embora nao estudassem e nem pesquisassem juntos, ambos
os matematicos desenvolveram conceitos que iniciaram e conduziram o entendimento da
analise funcional. Sendo assim, esse teorema é um dos principais constituidores da analise
funcional (teorema de extensdo), ocupando-se da prorrogacao dos funcionais lineares

continuos ou de transformacoes lineares.

A primeira versao do Teorema que atualmente é chamado de Hahn-Banach, surgiu
nos trabalhos de Frigyes Riesz em 1911 e de Eduard Helly em 1922, onde obtiveram os
primeiros resultados de extensoes funcionais em espacos de fungoes; todavia s6 comegou
a ganhar a formatagao hoje propagada, devido aos estudos de Hans Hahn em 1927 com
resultados mais reais e, de forma mais geral em 1929 com Stefan Banach (o espago
normalizado é real em Hahn - 1927 e Banach - 1929). De acordo com estudos matematicos,
Hahn utilizou ordinais para demonstrar o teorema, enquanto Banach usou a boa-ordenagao
e a inducao transfinita como ferramenta para a demonstracao. O teorema em sua versao
complexa configurou-se em 1938 e foi publicada por Bohnenblust e Sobczyk (caso complexo
- Bohnenblust e Sobczyk — 1938).

Assim sendo, compreender o Teorema de Hahn-Banach é entrar em uma importante
area da matemaética que é a analise funcional, é perceber como ele se constituiu como ferra-
menta para os estudos baseados em transformacoes. A anéalise funcional obteve seu marco
no século XX em decorréncia de problemas envolvendo equacoes diferenciais e integrais

que requeriam o uso de espacos vetoriais de dimensao infinita. O seu desenvolvimento
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deve-se aos trabalhos de Banach (1892 - 1945), e de outros pesquisadores.

E interessante ressaltar que a analise funcional se propoe a estudar os espacos de
fungoes, assim, a palavra funcional é devido ao calculo de variagoes, que implicam uma
funcao em que o argumento é uma funcao. Dentre os teoremas de constituicao da analise
funcional estao: Teorema de Hahn-Banach, Teorema da Aplicacao Aberta, Teorema do
Ponto Fixo de Banach, Teorema do Ponto Fixo de Schauder e o Teorema de Banach-
Alaoglu. Em anélise funcional o teorema de extensao de Hahn-Banach é uma ferramenta
que garante a existéncia de funcionais lineares em um espago de Banach. O espago de
Banach é um espago vetorial normado e completo, é normado se ele possui uma norma,

uma norma é uma funcao, por exemplo: matrizes, polinomios sao todos espacos de Banach.

O Teorema de Hahn-Banach pode também ser formulado como teorema de separacao
e teorema de extensao. Sendo que em analise funcional pode-se aplica-lo nas seguintes
areas: dualidade, Teorema Integral de Cauchy e Critério de Helly. Em outras aplicacoes
para além da anélise funcional o teorema pode ser aplicavel em: prova da existéncia de
funcoes de Green, solucao de Banach, aplicacao de programacoes convexas, aplicagoes de
teoria de jogos, formulagoes da termodinamica, entre outras tantas areas que ainda nem

foram investigadas.

Representado a partir de resultados da analise funcional, o Teorema de Hahn-
Banach pode ter duas formas: analitica ou geométrica. A forma analitica relaciona-se
a estender um funcional linear continuo definido em um subspaco vetorial do espacgo
considerado e preservar a norma desse funcional. No que diz respeito a forma geométrica
o resultado provém da existéncia de um hiperplano fechado que separa certos tipos de

conjuntos convexos.

O cerne do teorema tem sua versao para espacos normados, em que funcionais
lineares continuos nao nulos sao definidos em um subespaco de um espago normado,
podendo ser compreendidos a todo o espaco, preservando linearidade, a continuidade e até

mesmo o valor da norma.

Foi por meio do resultado do Teorema de Hahn-Banach que se obtiveram diversas
aplicagoes para Analise Funcional, e consequentemente a sua importancia provém dos

resultados de sua aplicagao nas defini¢oes.
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3 Preliminares

Neste capitulo veremos defini¢oes e teoremas primordiais para o entendimento do
Teorema de Hahn-Banach. Para isto, comegaremos do basico, apenas relembrando algumas

das principais definicoes de Algebra Linear.

Lembremos ao leitor que um conjunto E nao-vazio, munido de duas operacgoes
binérias, soma +: E X E — E e multiplicacao por escalar -: R x E — FE, é dito um

espago vetorial sobre R se valem as seguintes propriedades:

Al) (u+v)+w=u+ (v+ w) para todos u,v,w € E;

A2) u+ v =v+ u para todos u,v € F;

A3) existe um elemento 0 € F tal que 0 + u = u para todo u € E;
A4) dado u € FE existe um elemento v € E tal que u + v = 0;
M1l) a-(f-u)=(a-p) -uparatodou € Ee a,f €R;

M2) 1-u = u para todo u € E;

Dl) a-(u+v) =a-u+ «a-v para todos u,v € E e a € R;

D2) (a+f)-u=a-u+ - -uparatodou € EFea,f €R.

Um niimero real aqui sera sempre chamado de escalar e os elementos de E serao
chamados de vetores. Notemos que esta defini¢ido pode ser (e é) usada num contexto mais
geral, no qual ao invés de considerarmos ntmeros reais, consideramos os escalares num
corpo qualquer, como por exemplo, o corpo C dos nimeros complexos. Entretanto, neste

trabalho s6 utilizaremos espagos vetoriais reais (isto ¢, sobre R).

Para facilitar a nossa “conversa”, lembremos dos nomes mais comuns das proprieda-

des acima:

A1) propriedade associativa da soma;
A2) propriedade comutativa da soma;
A3) propriedade do elemento neutro;
A4) propriedade do elemento oposto da soma;

M1) propriedade associativa da multiplicacao por escalar;
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M2) elemento neutro da multiplicagdo por escalar;
D1) distributiva da multiplicagdo por escalar com respeito a soma de vetores;

D2) distributiva da multiplica¢do por escalar com respeito & soma de escalares;
Recordemos ainda que estas propriedades nos dao muita informacao a respeito da

estrutura de um espaco vetorial. Por exemplo, num espaco vetorial, o elemento neutro 0

da soma € tnico, ja que se 0 e 0/ sao elementos neutros da soma entao
1 2
0Z20+0 %0,

onde em (1) utilizamos o fato de 0’ ser um elemento neutro da soma e em (2) utilizamos o

fato de 0 também ser elemento neutro da soma, e em ambas utilizamos (A3).

Da propriedade (A4) do elemento oposto, também podemos ver que ele é tnico,

pois se v, v’ sdo tais que u+v =0 e u+ v = 0 entao
v=v+0=v+(ut+v)=@wW+u)+v' =(u+v)+v =0+ =7,

onde utilizamos as propriedades (A1), (A2) e (A3). Sendo tnico, podemos denotar este tal

v por —u, e é possivel mostrar que —u = (—1) - u.

Ao invés de escrevermos « - u escreveremos simplesmente au, a fim de simplificar a

notacgao.

Alguns exemplos bésicos de espagos vetoriais sobre R s@o os seguintes:

Exemplo 3.1. O espa¢o Euclidiano R™ das n-uplas de nimeros reais (x1,- - ,,) com

x; € R para cada i =1,--- ,n, com a soma

(a:l’... J'Z‘n)—i_(yh”' ,yn>:(x1+y1,"‘ 7'Tn+yn);

e multiplicacao por escalar

a(xy, ) = (e, -+, amy).

Em particular, R é um espaco vetorial sobre si mesmo.

Exemplo 3.2. O conjuntos das matrizes quadradas de ordem M,(R) com entradas em R,
aq bl I a9 b2 . a; + as bl + bl
¢ dy ¢y dy e+ di+do ’

e multiplicacao por escalar
a; by aa;  ab;
Q = .
C1 d1 aCq (Idl

com a soma
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Exemplo 3.3. O conjuntos dos polindmios de uma varidvel com coeficientes reais de grau

menor ou igual a n P,(R), com a soma
(ap+arx+---+apz™)+ (bo+ bz +- - +b,2") = (ag+bo) + (a1 +by)x+ - - -+ (an, + by )",
e multiplicacao por escalar

alag + a1z + - -+ + a,2”™) = (aag) + (aar)x + - - + (aa,)z".

Note que este tltimo exemplo nao funcionaria se o conjunto fosse dos polinémios
de uma variavel com coeficientes reais de grau n, ja que a soma de dois polinémios de grau
n pode ser um polinémio de grau estritamente menor, e nao seria nesse caso um elemento

do conjunto.

Exemplo 3.4. O conjunto F formado por todas as funcgoes f: X — E, onde X é um

conjunto qualquer e E € um espago vetorial firado, com soma
(f+9)(x) = f(x)+ g(x) para todo x € X,
e multiplicacao por escalar

(af)(z) = af(x) para todo z € X.

Aqui vale observar que a soma e a multiplicacao por escalar que aparecem no lado

direito das equacoes sao as do espaco vetorial E.

Um exemplo importante que vamos usar mais a frente é o seguinte:

Exemplo 3.5. Se E e F' sao espacos vetoriais sobre R, entao o conjunto ' x F munido

das operacoes de soma
(ug,v1) + (ug,v2) = (ug + ug, v1 + v9) para u,us € E € vy, v9 € F,
e multiplicacao por escalar
a(u,v) = (au,av) parau € E ev € F,

também € um espaco vetorial sobre R.

Lembremos que se E é um espago vetorial sobre R entdo um conjunto {uy, -« , u,, }
de vetores em F é dito linearmente independente (ou simplesmente, LI) se dados
ay, -, a, € R tais que aqug + -+ - + agtty, = 0 entao devemos ter ap = -+ = o, = 0.
Em outras palavras, a tnica maneira de escrever o vetor 0 como combinagao linear dos

vetores {uq, - ,u,} é tomando todos os escalares nulos.
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Com este conceito definido, lembramos que o maior niimero de vetores LI possivel
num dado espago vetorial E é chamado de dimensao de E, e denotado por dim(FE).
Caso tal numero nao exista, diremos que E tem dimensao infinita, e denotaremos
dim(E) = oo. Claramente dim{0} = 0. Olhando nos exemplos acima, lembramos por
exemplo que dimR" = n, dimM, (R) = n?, dimP,(R) =n + 1 e dimF = co.

Num espaco vetorial de dimensao finita n, qualquer conjunto com n vetores
linearmente independentes recebe o nome de base!. Além disso, dada qualquer base
E ={xy, - ,x,} de um espaco vetorial E de dimensao n, é possivel escrever qualquer
vetor de F/ como combinagcao linear dos vetores de £ de maneira tnica, isto é, dado u € F,

existem tnicos aq, - -+, a, € R tais que

U=ao1xy + -+ a,x,.

Como ja dito, nosso estudo é sobre o Teorema de Hahn-Banach, e aqui vale ressaltar
que vamos tratar do caso de espacos de dimensao infinita, ja que para dimensao finita o
resultado é simples (e falaremos dele também mais a frente). Antes disso, continuaremos
a ver um pouco mais de conceitos preliminares necessarios para a total compreensao do

teorema.

Continuamos com a defini¢ao de subespaco vetorial. Tal conceito possui algumas
definigoes distintas em diferentes livros na literatura (todas equivalentes), e apresentaremos
o que acreditamos ser mais simples. Um subconjunto F' C F é dito ser um subespacgo
vetorial de F se 0 € F' e se dados v1,v9 € F'e a € R entao v; + avy € F.

O conjunto {(z,y): z + 3y = 0} ¢ um subespaco vetorial de R?. O conjunto
{A € M,(R): tr(A) = 0} é um subespago vetorial de M,,(R), onde tr(A) denota o trago

de A, isto é, a soma dos elementos da diagonal principal de A.

Outro exemplo de subespago vetorial é o conjunto C(R) C F das fungoes continuas
de R em R, onde F ¢é dado no Exemplo 3.4, considerando X = R.

Por outro lado, por exemplo, o conjunto das fungdes f: R — R tais que f(0) =1

nao é um subespaco vetorial de F, ja que a fungao nula nao esta neste conjunto.

Exemplo 3.6 (Soma de subespagos). Um exemplo importante também de subespago
vetorial € a soma de subespacos. Se E é um espaco vetorial sobre R e F,G C E sao

subespacos vetoriais, definimos a soma de F' com G por

F+G={u+v:ueF veG}.

Quando F NG = {0}, dizemos que a soma de F' e G € direta e denotamos a soma
por I G.

1

E possivel garantir que todo espago vetorial possui uma base, usando o Lema de Zorn, que veremos
mais para frente.
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Outro ponto que merece atengao aqui é o seguinte: se ¥ é um espaco vetorial
de dimensao finita n, F' é um subespago de FE com dimensao m (claramente m < n), e
F =A{xy, - ,z,} ¢ uma base de F, entdo existem vetores Z,, 41, -+ ,x, € E tais que
o conjunto & = {1, , Ty, Tint1, - ,Tn} ¢ uma base de E. Tal resultado é conhecido

como o Teorema do Completamento de Bases.

Note entao, que num espaco E de dimensao finita, dado um subespaco F', sempre
é possivel chegar em E por meio de uma soma finita de subespacos de dimensao um. Mas,
infelizmente, o mesmo nao é verdade para espacos de dimensao infinita. De fato, seja
P(R) o espago vetorial formado por todos os polindmios em uma variavel real. Seja n um
inteiro positivo e considere o subespago P, (R) de P(R) (veja o Exemplo 3.3). Entao nao é
possivel chegar em P(R) saindo de P, (R) por meio de uma quantidade finita de somas

com subespagos de dimensao um, ja que dim(P,(R)) =n + 1 e dim(P(R)) = oc.

Transformacdes e Operadores Lineares

Em praticamente todas as disciplinas de um curso de Matematica, nao demora
muito para entendermos que, mais importantes que os objetos que estao sendo estudados,
sao as fungoes entre estes objetos. Dedicamos entao esta se¢ao para uma breve revisao
das fungoes naturais entre espacos vetoriais, que preservam as propriedades de soma e de

multiplicagao por escalar destes espagos, e sao conhecidas como transformacoes lineares.

Definicao 3.7. Sejam E e F espacgos vetoriais sobre R. Dizemos que uma aplica¢ao

T: E— R ¢ uma transformacgao linear de E em F se:

(i) T(Mu) = AT (u), para todos u € E e X € R,

(ii) T(u+v) =T(u) + T (v) para todos u,v € E.
No caso particular onde F = E, chamamos T de operador linear.

Equivalentemente, pode-se ver que uma aplicacao T: £ — F' é uma transformacao
linear se T'(u + Av) = T'(u) + AT (v) para todos u,v € E e X € R.

Alguns exemplos classicos de transformagoes lineares sao os seguintes.
Exemplo 3.8. Seja E um espaco vetorial sobre R. A func¢ao

Ip: E—F

T

€ um operador linear, chamado de operador identidade de E. De fato,
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Condigao (i): Considere A € R e x € E quaisquer. Sabemos que Ig(Ax) = Ax. Como
x = Ig(z), temos Ip(A\x) = MEg(x).

Condicao (ii): Considere x1 e xo quaisquer em E. Sabemos que Ig(x; + x2) = x1 + Xo.

Como z1 = Ig(x1) e x9 = Ip(xs), temos Ig(xy + x2) = Ig(x1) + [p(x2).

Exemplo 3.9. Dados dois espagos vetoriais E e F' sobre o mesmo corpo de escalares,

definimos uma funcao 0 da sequinte forma

0: F - F

z+— 0

em que Op € o vetor nulo do espaco vetorial F'. A funcao 6 é chamada de tranformacgao

nula e € uma transformacgao linear. De fato
Condigao (i): Considere A € R e x € E quaisquer. Temos §(Ax) = 0p = N0p = A(z).

Condigao (ii): Considere x1 e xo quaisquer em E. Temos 0(xy + x9) = 0p = Op + 0p =

0(x1) + 0(x2).

Mais a frente veremos alguns outros exemplos de transformacoes lineares, mas

antes disso, lembremos alguns resultados importantes envolvendo transformacgoes lineares.

Proposicao 3.10. Uma transformagao linear T' € uma funcao injetora se, e somente se,
ker(T) = {x € E: T(x) =0} = {0}.

Demonstracao: Se T' ¢ injetora, entdo T'(x;) = T'(x2) se e s6 se x3 = xo. Assim, seja
x € ker(T). Como T'(xz) = 0 = T'(0) segue da injetividade de T' que = = 0, portanto
ker(T") = {0}.

Reciprocamente, assuma que ker(7) = {0} e sejam z1, 29 € E tais que T'(z1) =
T(z3). Da linearidade de T', temos

T<I1> = T(.CL’Q) = T(.’El) — T(ZL’Q) =0« T(l’l — l’g) = 0,

o que mostra que z; — x9 € ker(7') = {0} e portanto x; = x5, assim 7' é uma fungao

injetora. (]

Uma propriedade ttil ao se trabalhar com uma transformacgao linear T: £ —
F é que tanto ker(T') (chamado de niicleo de T) quanto R(T) = {v € F: T(u) =
v para algum v € F} (chamado de imagem de T') sao subespagos vetoriais de E e F,
respectivamente, e quando F tem dimensao finita, vale o Teorema do Niicleo e da

Imagem que nos diz que

dim(FE) = dim(ker(7)) + dim(R(T)).
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Uma das consequéncias mais importantes deste resultado é que se dim(E) =
dim(F') < oo ent@o T' é sobrejetora se, e somente se, 1" é injetora. Fato este facilmente
verificado usando a equagao acima, ja que se T é sobrejetora R(T) = F e obtemos
dim(ker(7")) = 0, o que nos da ker(7) = {0}. Reciprocamente, se T' é injetora, temos
dim(ker(7")) = 0 e assim dim(R(7T")) = dim(£) = dim(F’), mas como R(7T) C F é um
subespago vetorial, temos R(T') = F.

Funcionais lineares e sublineares

Nesta secao apresentamos um caso particular de transformagao linear, que sao os

funcionais lineares, que sao nada menos que transformagoes lineares cujo contra-dominio
é R.
Definicao 3.11. Seja E um espaco vetorial sobre R. Uma funcdo f: E — R € dita ser

um funcional linear se satisfaz:

(i) f(Au) = Af(u) para todos u € E e X\ € R,

(ii) f(u+v)= f(u)+ f(v) para todos u,v € E.

O exemplo mais simples de funcional é o funcional nulo, como vemos a seguir.

Um exemplo simples de funcional nao-linear é o funcional constante f.(u) = ¢
para todo u € E. Quando ¢ # 0, o funcional f. ndo é um funcional linear. Para verificar
isso, basta observar que para quaisquer x; e x3 em E, temos f.(x; + x3) = ¢, enquanto
fe(x1) + fe(xe) = ¢+ ¢ = 2¢c. Como ¢ # 0, temos ¢ # 2¢, e com isso concluimos que

fc(ffl + 'T2) 7é fc(xl) + fc(xQ)'

Além dos funcionais lineares, outras aplicacoes importantes que serao uteis mais a

frente sao os funcionais sublineares, definidos a seguir:

Definicao 3.12. Seja E um espago vetorial sobre R. Uma funcao f: E — R € dita ser

um funcional sublinear se satisfaz:

(i) f(Au) = Af(u) para todosu € E e A > 0,

(ii) f(u+v) < f(u)+ f(v), para todo u,v € E.

Note que existem duas diferencas entre os funcionais lineares e sublineares. A
primeira é o fato de (i) valer somente para escalares nao negativos, enquanto em (ii)
somente é valida a desigualdade. Observe aqui que todo funcional linear é em particular
um funcional sublinear. Entretanto, nem todo funcional sublinear é linear, como veremos

no exemplo a seguir.
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Exemplo 3.13. A funcao f dada por
ffR—R
0, <0

wr—>f(a:):{

z, x2=0.
Este um funcional sublinear que nao € um funcional linear. De fato:

Condigao (i): Considere A € R com A > 0 e x € E quaisquer. Se x < 0, entao A\x < 0.
Nesse caso, temos f(x) =0 e f(Ax) = 0. Assim, temos f(Ax) = \f(x).

Se x > 0, entdo Az > 0. Nesse caso, temos f(z) =z e f(A\x) = \x. Assim, temos
fx) = Af(x).
Condigao (ii): Considere x1 e x5 quaisquer em E.

Sexy <0 exy <0, entdo x1 + x9 < 0. Nesse caso, temos f(x1) =0, f(z2) =0 ¢
f(z1 + x2) = 0. Concluimos que f(xy + x2) < f(x1) + f(x2).

Sexy >0 exy >0, entao x1 + x9 > 0. Nesse caso, temos f(x1) = x1, f(x2) = 29
e f(x1 4+ x2) = x1 + x2. Logo, também temos f(xq + x2) < f(x1) + f(22).

Sex1 <0 exy >0, entao podemos ter x1 + x9 < 0 ou 1 + 22 > 0. No caso
1+ 9 <0, temos f(x1) =0, f(z2) =22 € f(x1 +22) = 0. Assim, temos f(x1 + x2) =
0<2y=0+422 = f(z1) + f(x2). Jd no caso x1 + x5 > 0, temos f(x1) =0, f(xs) =25 €
f(z1 + x) = 21 + x9. Assim, temos f(x1 + x2) = 21+ 22 < 29 = 0+ 29 = f(x1) + f(x2).

O caso em que temos x1 > 0 e x5 < 0 € andlogo ao caso em que x1 <0 e xo > 0.

O raciocinio pode ser repetido substituindo x1 por xo e xo por x7.

De qualquer forma, sempre ocorre f(x1 + x2) < f(x1) + f(x2) e concluimos que f

¢ um funcional sublinear.

Entretanto, f nao é um funcional linear. Observe que para rv = —1 e x9 = 1,

1
temos f(x1) =0, f(z2) =1 e f(z1+22) = f(0) = 0. Portanto, f(x1+x2) # f(x1)+ f(x2).

Uma importante consideragao a ser feita aqui é a seguinte: todo funcional linear
nao-nulo é sobrejetor. De fato, se f: F — R é nao-nulo, existe z € F tal que f(x) # 0.
Como f ¢ linear, claramente temos x # 0 (caso contrario f(x) = 0). Defina 5 = f(z), e

note que 5 # 0. Assim, se A € R é qualquer, defina u = % Temos claramente

AT

r =1 (%) =370 =30 =2

o que mostra que f é sobrejetor.

Assim, se E' é um espago vetorial de dimensao finita n e f é um funcional linear

nao nulo, o Teorema do Ntcleo e da Imagem nos da

n = dim(F) = dim(ker(f)) + R(f) = dim(ker(f)) + 1,
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e encontramos dim(ker(f)) =n — 1.

Mas note que nossa demonstracao da sobrejetividade de funcionais nao-nulos nao
utilizou a hipotese do espaco em questao ser de dimensao finita, e portanto é valida também
para o caso de dimensdo infinita. Em ambos os casos, dizemos que a codimensao de ker(f)

é 1, ou seja, existe um subespago vetorial F' de E' com dim(F) =1e F @ ker(f) = E.

De fato, usando a notagdo acima, basta definir F' = {ax: a € R}. Temos dim(F) =
1 edado u € E, seja A = % Defina v = u — Az. Assim f(v) = f(u) — Af(z) = 0 (ou
seja, v € ker(f)) e u = Ax + (u— Ax) € F +ker(f). Se f(Az) = Af(x) =0entdo A=0¢
Az =0, ou seja F'Nker(f) = {0}, e portanto F' & ker(f) = E.

Normas e distancias

Continuamos nossas preliminares com a definicao de norma em um espaco vetorial,
que coloca uma estrutura geométrica no espago, além da algébrica dada pelas operagoes

de soma e multiplicacao por escalar.

Definicao 3.14. Seja E um espaco vetorial sobre o corpo R, uma norma em E ¢ uma

fungao
B — R
wr— [lufl,
que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) ||u|| = 0 para todo u € E;
(ii) |lul]| =0 se e s6 se u =0;
(ii2) ||ou|| = |a| - ||u|| para todosu € E e a € R, e

(iv) ||u+v| < ||u|| + ||v]| para todos u,v € E.

A condicdo (iv) da defini¢do de norma é conhecida como desigualdade triangu-

lar.

Note que qualquer norma definida sobre um espaco vetorial £ nao nulo é um
funcional que é sublinear, mas nao é linear. Para verificar que nao é linear, considere um

escalar A < 0 e um vetor nao nulo z € E qualquer. Nesse caso, nao temos || A - z|| = Al|z]],

pois temos [|A - zf| = [A] - [|lz]| = —Allz]].
Definigao 3.15. Sejam E um espago vetorial qualquer e || - || uma norma definida em E.
Nesse caso, dizemos que o par ordenado (E.,||-||) constitui um espago vetorial normado.

Alguns exemplos classicos de espagos normados sao:
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Exemplo 3.16. Em R" temos as sequintes normas:

o ||lz||1 = |z1]| + - - + |zn|, conhecida como norma um.

o ||z||2 = /xi+ -+ 22, conhecida como norma euclidiana.

o ||zll, = /|x1|P + - - + |za|P, conhecida como norma p.
o ||z]|oo = max{|z1| + - + |z4|}, conhecida como norma do mdximo.

Exemplo 3.17. Seja B(R) o espago vetorial das fungées f: R — R limitadas, e defina

If1l = sup | f ()]
T€R

Entao f € uma norma. De fato, claramente ||f|| >0 e ||f|| =0 se e s se f = 0.
Além disso, se X € R temos ||\ f|| = supger |Af(2)| = ||| f|l. Finalmente, se f,g € B(R),

seque da desigualdade triangular para o modulo de um nimero real que
[f (@) +g(2)] < [f(2)] + |g(x)] < Slelﬂré!f(x)! +Sl€1IIR3\9(’£)! = £+ llgll;
e como isto € vdlido para todo x € R, temos || f + g|| < |If]l + llg]|-

Usando propriedades de fungoes continuas e da integral de Riemann, podemos

definir o seguinte espago normado:

Exemplo 3.18. Seja Cla,b] o conjunto das fungoes continuas f: [a,b] — R. Defina

b
1l = / ()

Entao (Cla,b], || - ||) € também um espago vetorial normado.

Sejam (E, | - ||) um espago vetorial normado e F' um subespago vetorial de F. Se a
norma || - || de E for restrita ao subespago F', note que ela ainda satisfaz todas as condigoes
da definigao de norma. Denotaremos || - || a norma restrita ao subespago F. Assim, o par
(F,] - ||r) também é um espago normado.

Num espaco vetorial normado (E, || -||), podemos definir uma fungao d: Ex F — R
por

d(z,y) = |l —yl|, (3.1)

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) d(z,y) =2 0ed(xz,y) =0seeso6sex=uy;

(ii) d(z,y) = d(y, v);
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(iii) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Uma funcao com estas propriedades é chamada de distdncia ou métrica, e o espago
(E,d) é chamado de espago métrico. Note que esta fungao satisfaz ainda duas propriedades

adicionais:

(iv) d(Az, Ay) = [Ald(z, y);

(v) d(z+ 2,y + 2) = d(x,y).

Uma curiosidade interessante aqui é a seguinte: se num espaco vetorial F, existe
uma métrica d que satisfaz (i)-(v) entdo E é na verdade normado, e a métrica é proveniente
desta norma, isto é, vale (3.1). De fato, se d é uma métrica satisfazendo (i)-(v), basta

definir ||z|| = d(x,0). Nao ¢é dificil entao verificar que de fato || - | ¢ uma norma e vale

(3.1).

Assim como funcionais lineares e sublineares, aqui apresentaremos um conceito um

pouco mais fraco que normas, chamado de seminorma.

Definicao 3.19. Seja E um espacgo vetorial sobre R. Chamamos de seminorma ou

pseudonorma uma funcgao p: E — R que satisfaz:

(i) p(x) =0 para todo x € R;
(it) p(A\z) = |A|p(z) para todos x € E e X € R;

(iii) p(z +vy) < p(x) + ply) para todos x,y € E.

A diferenga entre uma norma e uma seminorma é que nao necessariamente o
tinico vetor com ‘seminorma’ zero é o vetor nulo, o que nao acontece no caso de normas.
Destacamos que toda norma é também uma seminorma. Além disso, as seminormas

também sao exemplos de funcionais sublineares que nao sao lineares.

O funcional nulo pode ser visto como uma pseudonorma sobre o espa¢o F, chamada
de pseudonorma trivial. Entretanto, nao serd uma norma, pois dado x € E qualquer,

fo(z) = 0 nao implica z = 0.

Ja o funcional do Exemplo 3.13 é um exemplo de funcional sublinear que nao é

uma seminorma.
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Transformacdes Lineares Limitadas

Vamos relembrar um pouco mais as propriedades de transformagoes lineares, e
mais especificamente, das transformacoes lineares limitadas, que tém importante papel na

Algebra Linear.

Definigao 3.20. Sejam (E,|| - ||g), (F, | - ||r) espagos vetoriais normados sobre R. Uma

transformacao linear T: E — F € dita limitada se existe uma constante C' > 0 tal que

|Tu||r < C||lu||g para todo u € E. (3.2)

Quando T € limitada, definimos a norma de T por

1Tl = sup [T

|zl z=1

Note que claramente, dado C' > 0 satisfazendo (3.2), temos ||T|| < C. Pode-se

mostrar que quando 1" é limitada, sua norma pode também ser calculada por

T
7)) = sup 1T

= inf{C > 0: C satisfaz (3.2)}.
w20 |25

Seja E = R™ com a norma um (veja Exemplo 3.16) e F' um espago normado qualquer.
Considere a base candnica & = {e1, -+ ,e,} de R™, dada por ¢; = (0,---,0,1,0,---,0)

onde o 1 aparece na i-ésima posicao, para i =1,...,n.

Seja T': E'— F uma aplicagao linear. Defina C' = max;_; ... ,, || T¢;|| p. Assim para

u€R" u=(x1, - ,z,), temos

[Tullp = T (z1e1 + -+ + Znen) |r = [[21Te1 + -+ + 20 Tenl|F
< [alliTellr + -+ |zl Tenllr < Cllully,

ou seja, T': F — F' ¢ limitada.

Com um pouco mais de esfor¢o, pode-se mostrar que o mesmo ocorre para qualquer
espaco vetorial normado F de dimensao finita. Isto é, sempre que o dominio de uma
transformacao linear é um espaco vetorial de dimensao finita, ela ¢ limitada. E entéo
natural se perguntar se o mesmo ocorre com qualquer espago vetorial, mesmo os de
dimensao infinita. A resposta nesse caso infelizmente é ndo, como veremos no proximo

exemplo.

Considere E como sendo o conjunto das fungoes f: (0,1) — R limitadas, infinita-
mente diferenciaveis e com todas as derivadas limitadas. Defina a transformagao linear

T: F — E por
(Tf)(x) = %([E), isto é, a derivada de f.
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Afirmamos que 7" nao ¢é limitada, em nenhuma norma de E. De fato, considere uma
norma qualquer || - || em E. A funcao f(z) = e®* estd em E, para cada a € R, e sabemos
que Tf = af. Assim ||Tf|| = ||af|| = ||| f|l. Entéo se existisse C' > 0 satisfazendo (3.2),

deveriamos ter

lal[lf[f = 1Tfl < ClIf],
para todo a € R, o que é claramente um absurdo. Portanto, 7" nao pode ser limitada.

Outro fato interessante envolvendo transformacoes lineares limitadas é a sua estreita
relacao com a continuidade destas aplicagoes. Na verdade, estes conceitos sao equivalentes,
como veremos a seguir. Antes disso, lembremos que uma transformacao 7': £ — F entre
dois espagos vetoriais normados (F, | - ||g) e (F,] - ||r) ¢ dita continua em z € E se
dados € > 0 e z € E, existe 6 > 0 tal que se ||z — y||g < 0 entdo ||Tx — Ty||r < €. Dizemos

ainda que 7" ¢ continua em FE se T' é continua em todos os pontos de E.

Com isto temos o seguinte resultado:

Teorema 3.21. Sejam (E, ||-||g) e (F, ||-||r) dois espagos vetoriais normados e T': E — F

uma transformacao linear. Sao equivalentes:

(a) T é limitada;
(b) T é continua em x = 0;

(c) T é continua em E.

Demonstragao: (a) = (b) Seja T limitada. Entao existe C' > 0 tal que ||Tz||r < C||z| g,
para todo x € E (se C' = 0 entao claramente 7" = 0 e o resultado ¢ 6bvio). Como 7'(0) =0
entao dado € > 0 existe 6 = 5 tal que se [[z[[g < J entdo ||Tz||r < €, o que prova a

continuidade de T em z = 0.

(b) = (c) Assumimos que 7T seja continua em x = 0 e consideremos z, € E. Entao, dado
€ > 0, existe § > 0 tal que se ||z||g < § entao ||Tz||r < €. Resulta dai que se x € E ¢ tal
que ||z — zo||g < 6, entao, da linearidade de T" tem-se ||Tx — Tzo||r = | T(z — z0)||r <€,

o que prova a continuidade de 7" em todo o espaco F.

(c) = (a) Suponhamos que T seja continua em todo o espago E. Em particular, T' é
continua em x = 0 e portanto, existe 6 > 0 tal que se ||z||p < ¢ temos [|[Tz|p < 1

(continuidade em = = 0 usando € = 1). Assim se u € E é qualquer com u # 0, defina

du

xr =
2[ulle

. Temos ||z| gz = £ < 0 e portanto ||Tz||r < 1, mas daf

o= |7 (g, =

po 2l

[Tull e,
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o que nos dé |[Tullp < 2||ul|g para todo v € E com u # 0. Como para u = 0 vale
|T0]| 7 = 0 = 2[|0|| g, obtemos

2
| Tul||r < gHuHE para todo u € E,

o que mostra a limitagao de T, com C' = % > 0. n

Com isto vamos ao tltimo conceito desta secao, que é o conceito de isomorfismos.
Se FE e F' sao dois espacos vetoriais, dizemos que uma transformacao linear T: F — F
¢ um isomorfismo se T' é limitada, bijetora, e sua inversa T~ ': F' — E também é uma

transformacao linear.

Quando existe um isomorfismo entre E e F, dizemos que E e F' sao isomorfos, e
escrevemos I/ ~ F. Isto quer dizer, em outras palavras, que E e F nao diferem em nada

um do outro se olhados como espacos vetoriais.

Aqui listamos algumas das principais propriedades deste conceito, e também alguns
exemplos. Primeiro, é sempre bom lembrar que se T' é linear e bijetora, sua inversa sempre
seréd uma transformacao linear. De fato, suponha 7' linear e bijetora, e sejam vy, v € F e
a € R. Como T ¢ bijetora, existem tnicos uy, us € F tais que Tu; = vy e Tug = v9. Assim

T(uy + aug) = Tuy + aTug = v1 + avg, ou seja
T vy + avy) = uy + auy = T oy + o1 Huy,

e portanto T7': F — E é uma transformacao linear.

Assim, na definicdo de isomorfismo, pode-se retirar o pedido de T~! ser linear,
j& que isto é garantido. Ainda, note que se E é um espago vetorial de dimensao finita,

entao do Teorema do Nicleo e da Imagem, temos que T' é bijetora se, e somente se,
dim(FE) = dim(F).

Funcionais Lineares Limitados, Dual Topolégico e Dual Algébrico

Nesta secao, aplicaremos um pouco do que foi visto na se¢ao anterior para o caso

especifico de funcionais lineares, e definiremos o dual algébrico de um espacgo vetorial.

Seja (F,|| - ||g) um espago vetorial normado e f: £ — R um funcional linear

limitado, isto é, f é limitada como transformacao linear, ou seja, existe C' > 0 tal que

|f(z)| < Cllz||g para todo x € E.

Note que isto é equivalente a dizer que

sup |f(z)] < oo.
Jallp<1
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De fato, se f ¢ limitada entdo sup, <1 |f(z)] < C < oo, e reciprocamente, se

SUp| <1 | f(2)] = C < oo entdo |f(z)| < C||z||g para todo = € E, ou seja, f ¢ limitada.

Um fato curioso aqui é que, usando a linearidade da f, podemos mostrar que
sup |f(z)] = sup f(a),
lzllp<1 lzllp<1

isto é, nao precisamos do moédulo na definigao.

|NM={_ﬂm,ﬂ@>o

Assim, se x € E temos que | f(z)| = f(z) se f(z) = 0e|f(x)] = —f(x) se f(z) < 0.
Mas, pela linearidade de f temos —f(z) =

De fato, note que

f(—z) e portanto

@), f@)=0
V(”_{fvwx.ﬂ@<o

e, além disso, se ||z||g < 1, como ||z||g = || — z||g < 1 resulta que

sup [f(x)] = sup f(x).

)l p<1 2l p<1
Para funcionais lineares, segue diretamente do Teorema 3.21, o seguinte resultado:

Proposicao 3.22. Sejam E um espaco vetorial sobre E e f: E — R um funcional linear.

Sao equivalentes:

(a) f € limitada;
(b) f € continua no ponto x = 0;

(c) f € continua em E.

Introduziremos agora os conceitos de dual algébrico e dual topoldgico de um espaco

vetorial ' (normado para o caso do dual topologico).

Definicao 3.23. Seja E espaco vetorial, e considere E* o conjunto formado por todos os
funcionais lineares definidos em E, munido das operacoes de soma e multiplicacao por

escalar usuais do conjuntos das funcgées (veja Exemplo 3./).
Desta forma E* € um espaco vetorial e € chamado de dual algébrico de E.

Caso E seja normado, definimos ainda E' como sendo o conjunto de todos os
funcionais lineares limitados definidos em E, munidos das mesmas operac¢oes usuais de

soma e multiplicagao por escalar de fungoes.

Entao E' também é um espaco vetorial e € chamado de dual topolégico de E.
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Claramente E’ ¢ um subespaco vetorial de E*, e no caso onde E tem dimensao
finita, j& vimos que todos os funcionais sao limitados, o que mostra que £’ = E*. Mas esse
nem sempre é o caso em dimensao infinita, isto é, existem espacos F onde E' C E* se E

tem dimensao infinita.

Em alguns casos, podemos dar uma caracterizacao precisa do dual algébrico de um

espaco vetorial, e um dos casos mais simples é o caso de R*.

Exemplo 3.24. Seja o € R. Defina fo: R — R por fo(x) = ax, para todo z € R.
Claramente, f, € R*. Reciprocamente, se f € R*, seja a = f(1). Temos entao f(x) =
flz-1)=xf(1) = ax. Logo R* é composto por todas as aplicagoes f,, com a € R.

Note que definindo a aplicagio T: R — R* por T'(«) = f,, temos uma transforma-

¢ao linear bijetora de R em R*, isto €, R e R* sao isomorfos.

Outro conjunto que podemos caracterizar é o dual algébrico de produtos de espagos

vetoriais, isto ¢ £ x F, onde E e F' sao espagos vetoriais.

Proposicao 3.25. Se E e F sao espagos vetoriais temos (E x F)* ~ E* x F*. Se, além
disso, E e F sao normados, (E x F)' ~ E' x F'.

Demonstragao: Seja ¢ € (E x F)*, isto é, ¢: E x F'— R é um funcional linear. Defina
vp: E — R por pgr(u) = ¢(u,0) para todo u € F e pp: F — R por pp(v) = ¢(0,v) para
todo v € F. Da linearidade de ¢, segue que ¢ € E* e pr € F*. Note que, quaisquer que
sejam u € F e v € F, temos (u,v) = ¢g(u) + ¢r(v).

Defina T': (E x F')* — E* x F* por

T(p) = (¢E, ¢r) para toda ¢ € (E x F)*
Temos T linear. Além disso, se Tp = Opg«yp+ entao g = O« € prp = Op+, assim
o(u,v) = pp(u) + pr(v) = 0, e portanto ¢ = O(gx )+, 0 que mostra que 7" ¢ injetora.

Para a sobrejetividade, note que se f € E* e g € F*, definindo p(u,v) = f(u)+g(v),
temos ¢ € (E x F)* e T(¢) = (f,g). Portanto T' é¢ um isomorfismo e (£ x F')* ~ E* x ™.

A prova é anéloga (adicionando a propriedade de limita¢do) para os duais topologi-

COS. |

Observagao 3.26. Daqui para frente E' serd munido da norma dual, isto €,

[fller = sup |f(z)],

|zl <1

a menos que se faca mengao ao contrdrio. Quando nao houver ambiguidade na

interpretacao, designaremos || f||g simplesmente por || f||, bem como ||z||g por ||x||.
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4 Teoremas de Hahn-Banach

Como ja dissemos, o Teorema de Hahn-Banach trata de prolongamentos (ou
extensoes) de funcionais lineares, além de garantir que existem ‘muitos’ funcionais lineares
distintos definido num espacgo vetorial, e isto torna o estudo dos duais algébricos e
topologicos bastante interessante. Antes de partir diretamente para o teorema (nas suas

formas analitica e geométricas), vamos definir importantes conceitos que serao necessarios.

Prolongamento de uma Forma Linear

Como dissemos acima, o Teorema de Hahn-Banach garante que podemos pro-
longar um funcional, e agora definiremos matematicamente o que queremos dizer com

prolongamento.

Definicao 4.1. Sejam E um espaco vetorial, G um subespaco de E e g um funcional linear
definido em G, isto €, g € G*. Dizemos que um funcional linear h é um prolongamento
de g se existe um subespago H de E com G C H e um funcional h € H* tal que h(z) = g(x)
para todo x € G, isto €, hlg = g.

Escrevemos g < h.

Da defini¢ao acima resulta imediatamente que g € um prolongamento de si mesmo,
basta tomar H = G e h = g. Quando h é um prolongamento de g e G C H entao h ¢é dito
ser um prolongamento préprio de g. Se h é um prolongamento préprio de g escrevemos

g < h.

Aqui se torna evidente a necessidade do Teorema de Hahn-Banach para espacos
vetoriais de dimensao infinita. No caso de dimensao finita, o problema de prolongamento
de funcionais lineares pode ser resolvido de uma maneira relativamente simples. De fato,
suponha F um espaco vetorial sobre R de dimensao n finita, ' C E um subespago
vetorial, com dimensao m < n, e f: F' — R um funcional linear. Sabemos que existe uma
base & = {x1, -+ ,Tpm, - ,2n} de F com x; € F parai = 1,...,m (pelo Teorema do

Completamento de Base). Assim, tomando «;, j =m+1,...,n e definindo ¢g: E — R por

o) = {fm% 1<k

<m
ag, sem<k<n

Y

notamos que g é um prolongamento de f. Reciprocamente, nao é dificil ver que todo

prolongamento de f pode ser escrito nesta forma.
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Lema de Zorn

Esta secao do trabalho é dedicado ao resultado conhecido como Lema de Max
Zorn ou simplesmente Lema de Zorn, apesar de sua primeira formulacao ser devida ao
mateméatico polonés Kazimierz Kuratowski (1896-1980). Vale lembrar aqui que o Lema de
Zorn é equivalente ao Axioma da Escolha, que por sua vez garante que dada uma colecao

qualquer de conjuntos nao-vazios, é possivel escolher um elemento de cada conjunto.

Todas as defini¢coes necesséarias para a sua formulacao sao apresentadas aqui,
contendo também exemplos destas defini¢oes. Para nossa proposta é suficiente considerar

o Lema de Zorn como um axioma.

Definicao 4.2. Sejam X um conjunto e < uma relagao que satisfaz as sequintes proprie-
dades:

(i) sea € X, entdo a < a (reflexividade)
(ii) se a,b,c€ X, a<beb=<c, entio a < c (transitividade)

(iii) se a,be X, a<beb<a, entio a=">.

Entao X ¢ dito parcialmente ordenado sob a relagao <. Se além disso, dados
quaisquer dois elementos a,b de X e uma das relagoes a < b ou b < a acontece, entio X €

dito ser totalmente ordenado sob a relacao <.

Exibiremos dois exemplos classicos de conjuntos ordenados.

Exemplo 4.3. Seja X = R e < a relagao dada por a < b < a < b. Entio X € um

conjunto totalmente ordenado sob a relacao R, jd que

(i) a < a,

(ii) a<beb<c=a<c,
(i) a <beb<a=a=b.
e também dados a,b € R, entdo

oua=boub>a.

Exemplo 4.4. Sejam X um conjunto arbitrdrio e S qualquer colegao de subconjuntos de
X, isto é, S € um subconjunto do conjunto 2% das partes de X. Defina a relacio < em S

por A < B A C B, ou seja, a inclusao de conjuntos. Note que valem:

(i) Se A€ S temos A C A,
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(ii) Se A,B€ S, ACBeBCC entio AC C,

(iii) Se A,Be€ S, AC B e B Ca entio A= B.

Mas, se por exemplo, S possui dois conjuntos disjuntos, eles ndo sao compardveis
por meio da relagao <, e portanto S € parcialmente ordenado pela relagao <, mas nao é

totalmente ordenado

Se um conjunto X é parcialmente ordenado sob a relagao < é natural nos pergun-
tarmos o seguinte: dado um conjunto X, o que é necessario para se garantir a existéncia
de um “maior” elemento em X7 Dito de outra maneira, serd que existe alguma maneira de
garantir a existéncia de um elemento = € X tal que a < z para todo a € X? E exatamente

esta a pergunta que o Lema de Zorn responde.

Para isto, definimos os seguintes conceitos:

Definicao 4.5. Seja X um conjunto parcialmente ordenado sob a relagio < e consideremos
A um subconjunto de X. Um elemento y € X ¢é dito ser um limitante superior de A se
para todo a € A,

a <.

Note que o elemento y em questao acima (se existe) nao precisa estar em A, mas

ele é obrigatoriamente comparavel a todos os elementos de A.

Definicao 4.6. Seja X um conjunto parcialmente ordenado sob a relagao <. Um elemento

x € X € dito ser um elemento maximal de X se x <y implicar que y = x.

Dito de outra maneira, nao existem elementos em X que sejam “maiores” de que
x, segundo a relacao <. Note aqui a sutil diferenca entre limitante superior e elemento
maximal, pois o elemento maximal de um conjunto X obrigatoriamente pertence ao

conjunto X.

Defina, por exemplo, a relacdo < usada no Exemplo 4.4 em todo 2% e considere S

uma colegao qualquer de subconjuntos de X. Defina o elemento

B=|]JA

AeS

Veja que se A € S temos A < B e portanto B é um limitante superior para S.
Claramente, qualquer conjunto C' € 2¥ com B C C é um limitante superior para S.
Entretanto, como nao sabemos se B esta ou nao em .S, nao podemos garantir que B seja

um elemento maximal de S.

Com todas estas defini¢oes e consideragoes, podemos enunciar o Lema de Zorn.
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Lema 4.7 (Lema de Zorn). Seja X um conjunto nao-vazio parcialmente ordenado sob
uma relacao <. Se todo subconjunto totalmente ordenado Y de X possui um limitante

superior, entao X tem um elemento maximal.

Um fato interessante, que ja foi mencionado na secao de preliminares, é que o Lema
de Zorn pode ser utilizado, dentre outras coisas, para demonstrar que todo espago vetorial

possui uma base.

Forma Analitica do Teorema de Hahn-Banach

Vamos ver agora a versao analitica do Teorema de Hahn-Banach, que, dentre muitas,
tem aplicagoes importantes na teoria de Analise de Operadores, na Teoria Espectral de

Operadores Nao-Limitados e também na Teoria de Semigrupos.

Antes de comegar, vejamos uma definigao.

Definicao 4.8. Seja E um espago vetorial. Uma aplicagao p: E — R € dita

(i) positivamente homogénea se p(Ax) = A\p(z), para todo x € E e X > 0;

(it) subaditiva se p(x +y) < p(z) + p(y), para todo z,y € E.

Note que toda seminorma é um caso particular de fun¢ao positivamente homogénea
e subaditiva. Com essa defini¢ao podemos demonstrar um lema técnico fundamental para

a demonstracao do Teorema de Hahn-Banach.

Lema 4.9. Sejam E um espacgo vetorial sobre R, G um subespaco vetorial proprio de
E, p uma fungao positivamente homogénea e subaditiva, e g € G* tal que g(x) < p(x),
para todo x € G. Entao existe um prolongamento proprio h de g, com dominio H, tal que

h(z) < p(z) para todo x € H.

Demonstragao: Como G é um subespago proprio de E, existe zg € E tal que zg ¢ G.
Definimos H = G @ (xo), onde (z9) = {A\zo: A € R}. Note que a soma é direta pois se

Axg € G entao A = 0, pois se A # 0 terfamos zy € G, 0 que é um absurdo.

Assim, todo vetor x € H pode ser escrito como z = u+ Azg, onde u € G e X € R de
maneira tnica. De fato, se u; + A\xg = ugs + Aaxg entdo G 3 up — ug = (A2 — M)z € (x0),

e como G N (zg) = {0} temos u; = uy e A\ = As.

Claramente GG é um subespago proprio de H. Defina h: H — R por
h(u+ Axg) = g(u) + Ao para u € G e X € R,

onde a € R seré escolhido depois convenientemente.
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Provemos que h é linear. De fato, sejam x1 = u; + A\xg, T2 = us + Xoxg € H €
B € R. Temos,
h($1 + ZUQ) = h[(u1 + )\193()) + (UQ + )\2$0)] = h[(u1 + Ug) + ()\1 + )\2)1‘0]
g(ur +ug) + (A1 + A2)a = g(ur) + gluz) + Mo+ A
h(z1) + h(xs);

e também

h(Bz1) = h(Bur + (BA1)zo) = g(Bur) + (BA)a = Bg(ur) + f(Ma) = Bh(xy),
o que prova a linearidade de h. Assim, do que vimos acima, h € H*, G C H e h(z) = g(x)
para todo x € G (basta tomar A = 0); ou seja, h é um prolongamento proprio de g.
Agora nos resta escolher @« € R de maneira conveniente, para que tenhamos

h(xz) < p(x) para todo x € H. Para isso, sejam uy, us € G. Entao

g(ur) + g(uz) = g(ur +u2) < p(ur + uz)

=y
= p(uy — up + up + uz) < p(ur — up) + p(ug + ua),

o que implica que g(u1) — p(u; — ug) < p(up + ug) — g(uz), para todo uy, us € G. Logo,

5116%{9(%) = pur — o)} < inf {p(uo +uz) — g(uz)}.

Assim, escolhemos « tal que

sup {g(21) — p(z1 — x0)} < o < inf {p(wo +25) — g(2)}. (4.1)
z1€G T2€

Com esta escolha de «, vamos demonstrar que h(z) < p(x) para todo x € H, ou

equivalentemente, h(x + tzg) < p(z + tzg), ou ainda,

g(x) + ta < p(x + txg), paratodoz € Get € R. (4.2)
Seja t > 0. De (4.1) temos
x X .
g(x) +ta=t [g (;) + oz] <t {g <¥> + 1réfc{p(932 + z9) — g(xg)}}
z2
1) x x T x
<tlo(G) +r(Grm) = ()] =t (G +m) =pa+1a0)
onde em (1) utilizamos z, = 7 € G.

Seja t < 0. Defina 7 = —t > 0. Entao,

9@) +ta =719 () —a| <rlg (%) = sup{g(e1) — plar —x0)}

r1€G

(27[9 (;) +p<§—xo> —g(%)} :Tp<§_$0> = pl = T0) = plo + two),
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onde em (2) utilizamos ; = £ € G. Como (4.2) ¢é trivialmente satisfeita para t = 0, temos
(4.2) satisfeita para todo x € G e t € R. n

Com este lema e o Lema de Zorn, podemos enunciar e demonstrar a Forma Analitica

do Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 4.10 (Forma Analitica do Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espago
vetorial sobre R e p uma fungao positivamente homogénea e subaditiva definida em FE.
Se G é um subespago de E, g € G* e g(z) < p(z) para todo z € G, entdo existe um
prolongamento h de g a E tal que h(z) < p(z), para todo x € E.

Demonstracao: Se G = E entao nada temos a provar. Suponhamos entao que G é um
subespago proprio de E e defina P como a familia de todos os prolongamentos h: H — R

de g, tais que h(x) < p(z), para todo = € H. Temos P # & pois h € P.

Defina a relagao < em P por hy < hy se e s6 se hy < ho, isto é, se e s se hy é um

prolongamento de h;. Assim P é um conjunto parcialmente ordenado sob a relagao <.

Suponha agora que Q é um subconjunto de P totalmente ordenado sob a relagao <.
Mostremos que Q tem um limitante superior. Seja Q@ = {h;};cs, onde I é um conjunto de
indices e h;: H; — R. Defina H = U;c;H; e h: H — R da seguinte maneira: dado = € H,
existe i € I tal que z € H;, entdo defina h(z) = h;(x).

Nos resta mostrar que H é um subespago de E e que h esta bem definida. Primeiro,
se z,y € H e A € R entao existem 4,75 € I tais que x € H;, e y € H;,. Sendo Q
totalmente ordenado, devemos ter hy < hg ou hy < hy. Assim H;, C H;, ou H;, C H;, e
assim  + \y € H;, ou x + \y € H;,, e em qualquer caso temos = + \y € H.

Além disso x € H;, N H;, temos h;, (z) = h,(x), e portanto h estd bem definida.

Como cada h; é linear, temos h linear (seguindo a ideia do paragrafo anterior).

Como h; < p para todo i € I, resulta que h(z) < p(z). Portanto h € P é um
limitante superior de Q. Portanto P satisfaz as condigoes do Lema de Zorn, e assim P

possui um elemento maximal, que chamaremos de f.

Como f € P, temos f(z) < p(x) . Resta-nos verificar que F' = E (lembrando que
F é o dominio de f). Com efeito, suponhamos o contrario, ou seja, que F' é um subespago
proprio de E. Pelo Lema 4.9 concluimos que existe um prolongamento proprio h, de f (e
portanto de g), verificando h(z) > p(z), o que contradiz o fato de f ser elemento maximal

de P. Logo, F = F, o que finaliza a demonstracao. ]

A seguir, apresentaremos alguns resultados decorrentes do Teorema de Hahn-Banach
quando E é um espaco vetorial normado. Para isto, se £ é um espaco vetorial normado
e £’ o seu dual topologico, quando f € E' e x € E, escrevemos (f, z) em lugar de f(x).

Diremos que (-, -) é o produto escalar na dualidade E', E.
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Corolario 4.11. Sejam E um espago vetorial normado, G um subespaco de E e g € G'.

Entao existe um prolongamento f de g tal que f € E" e ||fller = ||9||c-

Demonstragao: Definindo p(z) = ||g||¢/||x||g para x € E, temos

9(z) < lg(@)] < llgllellzll e = p(x), para todo z € G.

Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um prolongamento f de g a todo E
tal que
f(z) < p(x), para todo x € E.

Mas, temos também
—f(z) = f(=2) <p(=2z) = llglle| = zlle = lgllellzlle = p(x), para todo z € E.

Com isso,

[f(2)] < p(z) = llglle ||| 2, para todo z € E

o que implica,
[fller = sup [f(z)| < llgller,

lzllz<1
ou seja,

1f1ler < llgller (4.3)

Por outro lado, como f(z) = g(z) para todo = € G. temos que

[fller="sup [f(z)[ = sup |g(z)]=llglc- (4.4)
z€E,||z||<1 z€G,||z||<1
De (4.3) e (4.4) temos || fllzr = ||gll¢- "
Corolario 4.12. Seja E um espago vetorial normado com norma || - ||. Entao, para cada
19 € E, existe um funcional fo € E' tal que || follz = ||zol| € (fo,z0) = ||7o]|?*

Demonstragao: Se zy = 0 basta tomar fy = 0. Seja entao z¢ # 0 e G = {tzg: t € R}.
Definimos g(tzg) = t||zo||* para todo ¢t € R. Assim

lg(tzo)| = [t[l|zol* = llzoll(I[tzoll),

e sabendo que g ¢ linear, obtemos g € G’ e ||g||cr = ||xo]|. Pelo Corolério 4.11 existe um
prolongamento fy de g a E tal que fy € E' e || foller = ||l9]ler = ||zo]|. Ainda, como zy € G,
temos (fo, 7o) = (g, o) = [|zo|*. m

De modo geral, sendo F um espaco normado, se designa para cada o € E o

conjunto

F(zo) = {fo € E': {fo,w0) = [lwo|I* = [l fol*},
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que é comumente chamado de conjunto dualidade de xy. O corolério acima nos garante

entdo que F(xg) # @ para cada zy € E.

Visto de uma maneira mais simples, o corolario acima garante que dado um ntimero

real positivo « é possivel encontrar um funcional fy em E’ e um vetor zy em X, tal que

(fo, o) = a.

Corolario 4.13. Seja E um espacgo vetorial normado. Entdo, para todo x € E se tem

z||= sup , )| = max , ).

] oS (f, )] femax | (f, )]
Demonstracao: Se x = 0, o resultado segue, visto que (f,z) = 0, para todo f € E'.
Assim, seja x # 0 e vamos considerar f € E’ tal que || f||z < 1. Entéo

[(fs o) < [ fllellzll < lell = sup  |[(f, 2)] < =] (4.5)
feE | fllst

Por outro lado, pelo Coroléario 4.12, existe um funcional linear fy € E’ tal que
|l foller = ||| e {f,z) = ||z||?, ou seja, fo € F(x). Definimos f; = H];_OH Entao, || fillzr =1e
(f1,x) = ||x||. Portanto,

sup —|(f,2)| = [(fr, 0)] = [l]]. (4.6)
feE | flist
De (4.5) e (4.6) temos
z[| = su ;)| = max , ).
] fEE,7|‘IJ3H<1!<f = cmax_ I(f2)
]

Notemos que no Corolario 4.13 estabelecemos que o supremo realmente é atingido

e consequentemente o supremo se transforma em méximo. De fato

sup  |(f,2)| = ||zl = (f1, ),

fEE|IfII<1

onde fy € E' e ||f1]| = 1.

Formas Geométricas do Teorema de Hahn-Banach

Nesta secao apresentaremos as formas geométricas do Teorema de Hahn-Banach,
também conhecidas como Teoremas de Separacao de Hahn-Banach, que dentre outras

coisas, sao utilizadas na teoria de Geometria Conveza.

Definigao 4.14. Seja E um espago vetorial. Dizemos que um conjunto C' C E é convexo
se, dados x,y € C, entao tx + (1 —t)y € C para todo t € [0, 1].
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Observacao 4.15. Note que seque claramente da defini¢ao que todo subespaco vetorial F

de E € convezxo.

A convexidade é como conhecemos: um conjunto é convexo de dados dois pontos
no conjunto, o “segmento de reta” que liga estes dois pontos esta inteiramente contido

neste conjunto.

Num espago vetorial E normado, todo conjunto da forma B,(z) ={y € E: ||y —

zl|lg<r}ouB.(z)={y € E: ||y — x| g <r} parar >0 é convexo.

J& o conjunto A = By((0,0)) U B;((5,0)) em R? com a norma || - ||, ndo é convexo,
pois o segmento de reta que liga os pontos (0,0) e (5,0) contém, por exemplo, o ponto

(3,0), que nao esta em A.

Lembremos algumas defini¢oes de conceitos topoldgicos, feitas especificamente para
0 caso que precisamos, que é o de espagos vetoriais normados (para mais detalhes sobre
estes conceitos em espagos métricos em geral, recomendamos que o leitor veja [8]). Para

isso fixemos E um espaco vetorial normado.

Aberto. um conjunto A C FE é dito aberto se dado a € A existe r > 0 tal que B,.(a) C A;

Fecho. dado A C E definimos o fecho de A, denotado por A, como sendo o conjuntos
dos pontos x € E tal que existe sequéncia {a,} C A tal que ||a, — x| — 0 quando

n — oo;
Fechado. um conjunto A é dito fechado se A = A;

Compacto. um conjunto B C E ¢é dito compacto se qualquer sequéncia {b,} C B possui
uma subsequéncia convergente para um vetor de B, isto é, existe {n;} subsequéncia

dos inteiros positivos e b € B tais que ||b,, — b|| = 0 quando k — .

Agora podemos continuar com a teoria geométrica de Hahn-Banach.

Definicao 4.16. Sejam E um espaco vetorial normado, C' C E um conjunto aberto e

convezo tal que 0 € C. Para cada x € E, definimos
) x
p(m)zlnf{a>0: —GC’}.
«
O funcional p: E — R é chamado de funcional de Minkowsk: para C.

Precisamos aqui discutir a boa definicao deste funcional. Dito de outra maneira,
. . X .~ .
precisamos ser capazes de afirmar que o conjunto P(z) = {a >0:—€eC } é nao-vazio,
a

para cada x € F, para que possamos tomar o seu infimo.
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Note que, se x = 0, entao por hipétese z € C'e Z = 0 € C para todo «, e assim
P(z) # @ (pois todo a > 0 estd em P(zx), e vemos neste caso que P(z) = 0). Agora,

suponha x # 0. Entao, como C é aberto e 0 € C, podemos escolher r > 0 tal que

B.(0) c C. (4.7)

Também, seja n inteiro positivo tal que Lol Assim, se a > n, temos lel
n «

lell r, e portanto £ € C, o que mostra que o € P(x) se a > n, e assim concluimos que
n (0%

P(z) # 2.

Para explicar melhor o funcional de Minkowski, tomemos por exemplo C' = B;(0),
isto é, a bola aberta centrada em 0 com raio 1 em E. Sabemos que p(0) = 0. Se = # 0,
entao seja B = ||z||. Se a > § entdo ”96” ”36” =1, e assim £ € C. Logo p(z) > 8. Além

disso, como ”;H =1 temos 3 ¢ C. Portanto p(:z:) =5 =|z|.

Notamos entao que o funcional de Minkowski mede o menor valor necessério de «

para que  esteja na fronteira de C'.

Proposicao 4.17. O funcional de Minkowsk: satisfaz:

1. p(Ax) = A\p(x), para todo A = 0 e para todo x € E;
2. p(x +y) < p(x) +p(y), para todo x,y € E;
3. Eziste M > 0 tal que p(x) < M||z||, para todo x € E;

4. C={z e E:plx) <1}

Demonstragao:

De 1: Se A = 0 temos A\x = 0, e sabemos que p(0) = 0 = Ap(z) e o resultado esté
demonstrado. Agora, suponha que A > 0. Note que

A
P(Ax):{oz>0: ExeC},
assim, se o € P(\z) temos § € P(r), e assim a € AP(x), e como A > 0 temos

p(Az) = inf P(Az) = inf[AP(z)] = Ainf P(z) = Ap(x).

De 2: Fixemos z,y € E. Para cada € > 0, segue da definicao do funcional de Minkowski e

da definicao de infimo, que existem «, 8 > 0 tais que

g,zGC com a<p(x)+§ e B<p(y)+§
Sejat =5 Entao 0 <t <leainda0<1—1= +B<1Com0—eﬂestéoem
C, segue da convex1dade de C' que
y o oz by oz y _x+y

x
ta—i_(l_t)E_a—l—ﬂoz a+ﬂﬁ_a+ﬁ+a+ﬁ_a+ﬁ’
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estd em C, ou seja, a + € P(z +y). Assim

plr+y) =inf P(z +y) <a+ B <p(x) +ply) +e,

ou seja p(x +vy) < p(z) + p(y) + €. Como € > 0 foi escolhido arbitrariamente, segue que
p(z+y) < p(x) +p(y).

De 3' Seja r > 0 satisfazendo (4.7) e fixe 0 < k < r. Assim, se z € E com = # 0, defina
Yy = lel Temos

“lal

e portanto y € B,(0) C C, assim ” € P( ), 0 que nos da

=k<n,

p(x) = inf P(z) < H H para cada r € F,

e o resultado segue, tomando M = 1/k.
De 4: Seja A = {z € E: p(x) < 1}. Para mostrar que C' C A, fixemos z € C.

Se x = 0 sabemos que P(x) =0 < 1, e assim € A. Suponhamos entao x # 0.
Como C' é aberto, existe r > 0 tal que B,(x) C C. Ainda, como ||z|| # 0 e r > 0, podemos
escolher n > 0 tal que n < ”’”7” Temos entao

1A +n)e =zl = llz +ne —zf| = nllz| < [l =7

|
qu

o que mostra que (1 +n)z € B,(x) C C. Definindo v = 11 < 1 temos

Lo (1+n)zeC,

Y

o que nos da v € P(z). Assim p(z) = inf P(z) < v < 1, e portanto z € A. Com isto
concluimos que C' C A.

Para a inclusao contréaria, seja x € A, isto é, x € F e p(x) < 1. Escolha € > 0 tal

que p(z) + € < 1. Entao, da definigdo de p(z), para este € > 0 existe a > 0 tal que

Tec e plr) <a<plz)+e<l.
o

Logo, para t = o € (0,1), como £ e 0 estdao em C, segue da convexidade de C' que

r=at+(1-a) 0=t +(1-1oeC,
(6% «

e portanto x € C, o que mostra que A C C' e conclui a demonstragao. ]

Definicao 4.18. Seja E um espago vetorial real. Um hiperplano afim de E ¢ um

conjunto da forma
H={z€E: fx)=a}=["(a),
onde o € R e f € E* tal que f nao é identicamente nula.

Neste caso, dizemos que H é um hiperplano de equagio [f = af.
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Exemplo 4.19. Se E = R?, sabemos que todo funcional linear f definido em R? pode
ser escrito na forma f(x,y) = ax + by para todo (x,y) € R?, para algum a,b € R. Se
a® + b # 0, os hiperplanos afins de R? sdo da forma

H = {(z,y) € R*: ax + by = a},

que nada mais sao do que retas no plano.

Para E = R3, analogamente, os hiperplanos sao da forma
H={(z,y,2) € R*: ax + by + cz = a},

onde a* + b* + ¢ # 0, que nada mais sao do que planos no espago.

Os hiperplanos afins sao também subespacos afins de E. Dito de outra maneira,
nao é sempre verdade que um hiperplano H é um subespago vetorial (pois 0 pode néo
estar em H), mas dado qualquer h € H, o conjunto G, = H —h={x —h: x € H} é um

subespaco vetorial de E. Enunciemos e provemos tal resultado.

Proposicao 4.20. Seja H = [f = «| um hiperplano afim de E. Entao, para qualquer
h € H, o conjunto Gy_j, € um subespago vetorial de E. Na verdade Gy, = ker(f), para
qualquer h € Gy,.

Demonstragao: Como sabemos que ker(f) é um subespaco vetorial de E, entao provando

que G, = ker(f) para cada h € H, segue que G}, é subespago vetorial de E.

De fato, seja h € H fixado e y € G},. Entao y = x — h para algum x € H. Assim

jaque f(z) = f(h) = apois z,h € H = [f,a]. Portanto f(y) = 0, o que nos da y € ker(f).

Reciprocamente, se y € ker(f), temos

fly+h)=fly)+f(h)=0+a=a,

ou seja, y + h € H, o que nos da y € G;. Portanto Gj, = ker(f), e concluimos que G}, é

um subespaco de E. ]
Corolario 4.21. Se h € H entdo dado o € E \ Gy, temos E = G, ® F, onde F =
{tzy: t € R}.

Demonstracao: Segue do que foi feito no paragrafo final da Secao 3.2. ]

Este ultimo resultado nos diz que todo espago vetorial pode ser escrito como a soma
direta de um hiperplano e uma reta (subespago de dimensao 1), isto é, todo hiperplano

tem codimensao 1.

Um resultado interessante a respeito de hiperplanos é o seguinte:
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Proposicao 4.22. O hiperplano H de equacdo [f = «] € fechado se, e somente se, f é

continua.

Demonstracao: Uma das implicacoes é mais simples. Suponha que f seja continua, isto
¢ f € F'. Entao, como H = [f = a] = f~!(«a), vemos que H é a imagem inversa de
um conjunto fechado em R (o conjunto unitario {«}) pela func¢ao continua f: £ — R, e

portanto é um subconjunto fechado de F.

A reciproca nao é tao simples. Antes de comecar, note que podemos supor, sem
perda de generalidade, que « > 0, pois se o < 0, notamos que H = [—f = —a], e —a > 0,

e —f é continua se e s6 se f é continua.

Assim assuma que H = [f = a] seja fechado, com « > 0. Do Corolario 4.21,
sabemos que H é um subespago afim proprio de E. Ainda F \ H ¢é aberto em F, uma
vez que H é fechado em E por hipotese. Assim, dado z¢p € E '\ H, existe r > 0 tal que
B, (x¢) C E\ H. Como zy € E'\ H segue que f(xg) # a.

Afirmagao 1: Podemos assumir, sem perda de generalidade, que f(zy) < .

De fato, suponha que f(zg) > o. Como a > 0 temos
f(=z0) = = f(z0) < —a < q,

e basta tomar —z( no lugar de x(, notando que —x¢ € E'\ H.
Afirmagao 2: f(x) < « para todo x € B,(x).

De fato, vamos assumir, por absurdo, que existe y € B,(xg) tal que f(y) > «.
Como B, (x() é um conjunto convexo temos ty + (1 — t)zo € B,(zo), para todo t € [0,1], e
pelo fato de B,(xy) C E'\ H decorre que

fty + (1 — t)xy) # « para todo ¢ € [0, 1]. (4.8)

Como f(y) > a, temos f(y — x0) = f(y) — f(x0) > @ — f(zo) > 0, 0 que nos dd

a — f(xo)

0<t=——"——<1

f(y — o)

Assim, temos
fty + (1 =t)xo) = f(t(y — x0) + o) = f(y — o) + f(20)
=a— f(zo) + f(x0) = o,
o que contradiz (4.8), e mostra que f(y) < a para todo y € B,(x).
Agora, se © € B,/2(x9) entao definindo z = 2(z — x) temos ||z| = 2||lz — zo < 1.

Reciprocamente, se ||z|| < 1 entdo x = o + 5z estd em B,/5(xo). Desta maneira, para
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|z]| <1, seja & =z + §z. Como B, 3(x0) C B,(x0), pela Afirmagao 2 temos f(z) < a e

f(zo) + gf(z) = f (m0+ £z> < a,

£() < 2~ f(xo)).

Como isto vale para todo z com ||z|| < 1, temos

sup £(2) < (o — f(zn)).

ll=ll<1 r
Logo f é limitada e, pelo Teorema 3.21, temos f continua. ]

Agora vamos definir os conceitos de separa¢do, que serao o ponto chave das formas

geométricas do Teorema de Hahn-Banach.

Definicao 4.23. Seja E um espago vetorial normado e consideremos A, B C E. Dizemos
que o hiperplano H da equacdo [f = o] separa A e B se f(x) < «, para todo x € A e
f(y) = «, para todo y € B.

Dizemos que o hiperplano H separa estritamente A e B se existe € > 0 tal que
f(z) < a—¢, para todo x € A e f(y) = a+ €, para todo y € B.

Exemplo 4.24. Considere E = R?, ¢ H o hiperplano [f = 0], onde f(z,y) = z. Entdo:

(a) H separa os conjuntos A = B1((1,0)) e B = By((—1,0), mas nao estritamente.

Y
H

Sy
s

(b) Para cada € > 0, H separa estritamente os conjuntos Ac = B1((1 +€,0)) e B, =
Bl((—l - 6,0).

<
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(c) H separa os conjuntos A ={(z,y) e R*: 2 <0} e B={(z,y) eR*:z>0ey>1},

mas nao estritamente.

Note que um hiperplano separador H = [f, «| divide o espago em dois pedagos, o
conjunto Ht* = {z € E: f(x) > a} e H ={z € E: f(x) < a}, que podem ser vistos

como o lado direito (ou de cima) e esquerdo (ou de baixo) do hiperplano H.

Vamos buscar agora condig¢oes sobre conjuntos para que possamos garantir separacao

(estrita ou nao).

Lema 4.25. Sejam E um espagco normado, C' C E um conjunto convexo, aberto e nao
vazio com xo € E tal que xo ¢ C. Entao existe f € E' tal que f(x) < f(xo), para todo
x € C. Em particular, o hiperplano de equacdo [f = f(xo)] separa {x¢} de C.

Demonstracao: Vamos dividir esta demonstracao em dois casos.
Caso 1: 0 € C.

Considere o funcional de Minkowski p para C' (veja Defini¢ao 4.16). Como C' =
{z € E: p(x) < 1}, pelo item (4) da Proposicao 4.17, se xg € E é tal que xy ¢ C' devemos
ter p(zg) > 1. Defina F' = {txy: t € R} e g: F — R por g(tzy) = t. Claramente g ¢ um

funcional linear de F', isto é, g € F*. Além disso, se t > 0, temos

(2)
g(tzo) =t < tp(xo) = p(two),

onde em (i) utilizamos que p(zg) > 1. Agora, para t < 0 temos
g(tzg) =t < 0 < p(tay),

o que mostra que g(tzg) < p(tzy) para todo t € R, isto é, g(z) < p(x) para todo = € F.

Dos itens (1) e (2) da Proposigao 4.17, sabemos que p é uma funcdo positivamente
homogéneoa e subaditiva definida em FE. Portanto, segue da Forma Analitica do Teorema
de Hahn-Banach (Teorema 4.10) que existe um prolongamento f de g a todo E tal que
f(z) < p(x), para todo x € E. Assim, do item (3) da Proposi¢ao 4.17, segue que

f(z) < p(x) < M||z|| para todo x € E
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e portanto f € E'. Ainda f(z) = g(xo) = 1, pois f é prolongamento de g (logo f|r = g)
e também se x € C temos f(z) < p(x) < 1 < p(xg), onde usamos novamente o item (4)

da Proposi¢ao 4.17. Portanto concluimos a demonstragao neste caso.
Caso 2: 0 ¢ C.

Neste caso, fixemos y € C, e definamos o conjunto C} = C —y ={z —y: z € C}.
Como C' é nao-vazio, aberto e convexo, C; claramente também é. Além disso 0 =y —y €
C —y = (1, e assim podemos usar o Caso 1 para o convexo (] e o ponto yg = x¢g — y.
Encontramos assim um funcional f € E' com f(yo) = 1 e f(z) < 1 para todo z € C}.

Desta maneira, se x € C', temos x —y € C] e

fl@) = fly) = flx —y) <1=f(y) = flwo —y) = f(x0) — [ (1),
o que nos da f(x) < f(zo), o que conclui a demonstragao. L
Teorema 4.26 (Primeira Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach). Sejam F um

espaco vetorial normado e A, B C F subconjuntos convexos, disjuntos e nao vazios. Se A

é aberto, entao existe um hiperplano fechado H = [f = a] que separa A e B.

Demonstracao: Como A, B sao ambos nao-vazios, podemos escolher ay € A e by € B.
Defina xqg = by — ag e C = A — B + xy. Claramente C' é nao-vazio. Vamos a seguir mostrar
que C' é aberto, convexo e que xo ¢ C, isto ¢, que estamos nas condigoes de aplicar o Lema
4.25.

Afirmagao 1: xq ¢ C.

De fato, se xg € C = A — B + x¢, deveriam existir a € A e b € B tais que
To = a—b+xg, 0 que nos di 0 = a—b e consequentemente a = b. Mas assim a,b € ANB = &,

o que nos da uma contradi¢ao com a hipotese de A e B serem disjuntos. Portanto zq ¢ C.
Afirmacao 2: C é aberto.

De fato, seja x € C', entao existem a € A e b € B tais que x = a — b+ z¢. Assim
x+b—x9=a€ A, ecomo A é aberto, existe r > 0 tal que B,(a) C A. Seja y € B,.(x).
Note que y; =y + b — xg é tal que

Iy = all = lly + b =20 = (z + b = zo)[| = ly — =[] <,

e portanto y; € B,(a) C A, isto é,y; € Aeassimy=y; —b+x0 € A—B+xy=0C, e
portanto B,(x) C C, o que mostra que C' ¢é aberto.

Afirmagao 3: C' & convexo.
De fato, sejam 21 = a1 — by + 29 € C, 29 = ag — by + 19 € C e t € [0, 1], onde
ai,as € Aeby,by € B. Temos
try + (1 — t)xe = tlag — by + zo] + (1 — t)[ag — bg + x¢]
= [ta; + (1 — t)ag] — [thy + (1 — t)ba] + xo.
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Como A ¢é convexo, temos ta; + (1 — t)ay € A. Analogamente, como B é convexo,
temos thy + (1 — t)bs] € B, e portanto

txl—l—(l—t):cQ:[ta1+(1—t)a2]—[tbl—l—(l—t)bQ]—l—xoEA—B—l—:cO:C,

o que prova a convexidade de C'.
Podemos entao aplicar o Lema 4.25 para xg e C. Assim obtemos [ € E’ tal que
f(z) < f(xo), para todo x € C, ou seja,

fla) = f(b) + f(xo) = fla— b+ x9) < f(xo) para todo a € A e para todo b € B,

o que implica que f(a) < f(b) para todos a € A e b € B. Deixando a € A fixo e tomando

o infimo para b € B, obtemos

f(a) < inf f(b),

beB

e agora tomando o supremo para a € A, temos

sup f(a) < inf ().

acA beB

Tome a € R tal que sup,c, f(z) < o <infyep f(y). Entdo, f(a) < a < f(b), para
todo a € A e para todo b € B. Como f € E’ segue da Proposicao 4.22 que o hiperplano
H = [f = a] é fechado e separa A e B. n

Antes de passar para o proximo resultado, faremos dois lemas com resultados
técnicos. Para isso, se A C E é um subconjunto nao-vazio de um espaco vetorial normado

e r > 0, definimos
A, =A+B.(0)={a+z:a€Ae|z]| <r}.

Lema 4.27. Temos as sequintes propriedades para A,:

(a) A, € aberto;

(b) se A é convexo, entao A, é convezo.

Demonstragao:
De (a): Seja z € A, entdo © = a+ 2z, com a € A e ||z| < r. Escolha n > 0 tal que
B,(z) C B,(0), o que ¢ possivel pois z € B,(0) e B,(0) & aberto.

Se y € F é tal que ||y — z|| < n entdo definindo 2y =y —a temos 21 —z =y —x e

portanto ||z; — z|| <7, 0o que nos da z; € B,(z) C B,(0) ey =a+ 2z € A+ B,(0) = A,.
Portanto B,(z) C A, e A, é aberto.
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De (b): Sejam z,y € A,, com x = a; + 21 € Yy = as + 22, onde ay, a9 € A e 21,29 € B,(0).
Se t € [0,1] temos

tr + (1 =ty =tlay + z1] + (1 — t)[ag + 2zo] = [tay + (1 — t)as] + [tz1 + (1 — t)2].

Da convexidade de A, temos ta; + (1 — t)as € A e da convexidade de B,.(0) temos
tz1 + (1 — t)z9 € B,(0). Portanto

tr+ (1 —t)y = [ta; + (1 — t)ag] + [tz1 + (1 — t)2z3] € A+ B,.(0) = A, para todo t € [0, 1];
e conclui a prova da convexidade de A,. ]

Lema 4.28. Sejam A, B subconjuntos nao-vazios e disjuntos de um espaco vetorial E. Se

A € fechado e B é compacto, entao existe r > 0 tal que A, e B, sao disjuntos.

Demonstracao: Suponha por absurdo, que a tese seja falsa, isto ¢, assuma que para todo

r > 0, existe z, € A, N B,. Assim, para cada n inteiro positivo, podemos encontrar

x, € Al/n N Bl/n-

Como x,, € By, para cada n, existem b, € B e z, € By/,(0) tais que z,, = b, + 2,,.
Como B ¢é compacto e {b,} C B, existe uma subsequéncia {n;} dos inteiros positivos e
um ponto b € B tais que ||b,, — b|]| — 0 quando k — oco. Ainda ||z, || < t — 0 quando

k — oo, e portanto

|z, — 0|l < ||bn, — bl + ||2n, || = 0 quando k& — oc.

Como z,,, € Ai/p,, existe ay € Ay, € wy € By, (0) tais que z,, = a; + wy para

cada k. Mas z,, — b e wy — 0 quando k£ — oo, assim

ay = T, —w, — b quando & — oo.

Como {ax} C A e A é fechado, segue que b € A. Assim b € AN B = &, e chegamos

em um absurdo. Portanto, deve existir » > 0 tal que A, N B, = &. ]

No resultado acima, é claro que se A, N B, = & entao A, N B, = @ para todo

0<s<r,jaque A, C A, e B, C B,.

Agora sim temos as ferramentas necessarias para demonstrar a Segunda Forma

Geométrica do Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 4.29 (Segunda Forma Geométrica do Teorema Hahn-Banach). Sejam E um
espago vetorial normado e A, B C F subconjuntos nao-vazios, convexos e disjuntos. Se A
é fechado e B é compacto, entao existe um hiperplano fechado H = [f = a] que separa

estritamente A e B.
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Demonstragao: Usando o Lema 4.28, existe r > 0 tal que A, N B, = &. Do Lema 4.27
sabemos que A,, B, sao abertos e convexos. Assim, podemos utilizar a Primeira Forma
Geométrica do Teorema de Hahn-Banach para A, e B,, e encontrar um hiperplano fechado

H = [f = a] que separa A, e B,, ou seja

fla+rz) <a< f(b+rw) para todosa € A, b€ Be z,w € By(0).

Assim, para todos a € A, b € B e z,w € B;(0) obtemos

fla) +7f(z) < a < f(b) +rf(w),

e em particular, tomando w = —z temos
fla) +rf(z) <a < f(b) —7rf(2)

Assim f(a)+rf(z) < aparatodoa € Ae z € By(0). Mantendo a fixado e tomando

o supremo para z € B1(0) obtemos

fla) +rl[flle < o

o que nos da
fla) < a—r||f|lg para todo a € A.

Analogamente obtemos
a+r||flle < f(b) para todo b € B,

o que mostra que o hiperplano H = [f = «a] separa estritamente A e B, e conclui a

demonstracao. n

Notemos que a hipotese de B ser compacto nao pode ser retirada. O item (c) do
Exemplo 4.24 nos fornece conjuntos A e B nao-vazios, convexos, fechados e disjuntos onde

nenhum hiperplano separa estritamente A de B.

Duas principais consequéncias da Segunda Forma Geométrica do Teorema de Hahn-
Banach podem ser vistas nos resultados abaixo, mas primeiro faremos um lema técnico de

Algebra Linear.

Lema 4.30. Sejam E um espago vetorial e F C E um subespaco vetorial. Entdo F

também € subespago vetorial de E.

Demonstracao: Como 0 € F e F C F entdao 0 € F. Sejam agora x1,72 € F e A € R.
Da definigao de F, existem {a, 1}, {an2} € F tal que ||a,1 — 21| = 0 e ||an2 — 22| — 0
quando n — 0o0. Assim ||(an1 + Aan2) — (1 + Aza)|| < |lans — z1|| + [M[|an2 — 2| —

0 quando n — oc.

Como {an1 + Aa, 2} C F, pois F' & subespago vetorial, segue que x; + Azg € F,o

que prova que F é subespag vetorial de E. ]
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Proposicao 4.31. Sejam E um espaco vetorial e F um subespaco vetorial de E tal
que F # E, isto é, o fecho de F ndo € todo o espaco E. Entdo existe f € E', f ndo

tdenticamente nula, tal que

(f,z) =0 para todo x € F.

Demonstragao: Como F C E e F # E, existe zy9 € E tal que 79 ¢ F. Segue do Lema
4.30 que F & subespaco vetorial de E, e da Observacio 4.15 sabemos que F é um conjunto

convexo.

Assim temos {z(} claramente convexo e compacto e I convexo e fechado, ambos
nio-vazios (lembre-se que 0 € F) e F'N {xy} = @. Estamos em condi¢des de aplicar a
Segunda Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach com A = {29} e B = F, e
obtemos um hiperplano fechado H = [f = a] que separa estritamente A de B, isto é,
f € E e existe € > 0 tal que

f(r) <a—eparatodoz € F e f(xg) > a+¢;

e em particular
f(z) < a < f(xy) para todo x € F. (4.9)

Mas entao, se g é a restri¢ao de f a F, temos g € F' e g(x) < a — ¢, para todo
x € F. Portanto g: ' — R é um funcional linear nao-sobrejetor, e do que vimos na Sec¢ao

3.2, obtemos que g é o funcional nulo, isto é, g(x) = 0 para todo = € R. Assim
(f,x) = f(z) = g(x) = 0 para todo = € F,
e usado (4.9) para um = € F fixado, temos
0= f(z) < a< f(x),

o que mostra que f(xg) # 0 e f nao é identicamente nulo, o que conclui a demonstracao. m

Lida de outra maneira, esta proposi¢ao nos da o seguinte resultado.

Corolario 4.32. Sejam E e F' como na Proposicao 4.531. Suponha que a sequinte condi¢ao

se verifique:

Se f € E" étal que (f,z) =0 para todo x € F entao temos f =0 (isto €, f €

identicamente nulo).

Entio F = E, o que quer dizer que F' é denso em E.
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Demonstragao: Se este nio fosse o caso, existiria o € £\ F, e a Proposicao 4.31 nos
daria um funcional f € E’ ndo identicamente nulo com (f,z) = 0 para todo = € F, o que

contraria a condicao da hipotese. ]

Este resultado é uma reciproca a um conhecido resultado de Analise, que diz que se
uma fungao continua é nula num conjunto denso, entao ela é nula em todo o espaco. Além
disso, este resultado poderia ser interpretado da seguinte maneira: se o tinico hiperplano
separador H = [f = 0] que contém o subespago F' for todo o espago E, entao F' deve ser

denso.

Tal corolario é de fundamental importancia em Analise Funcional, e na Teoria

Espectral de Operadores Nao-Limitados.
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5 Conclusio

Apresentamos neste trabalho um dos principais conceitos vistos em Analise Funcio-
nal, o Teorema de Hanh-Banach e suas aplicacoes, visando a compreensao significativa de

suas demonstragoes.

A Algebra Linear é importante para a formacao béasica de um mateméatico e a
generalizacao da mesma deveria ser inclusa nas mesmas condi¢oes. No entanto, a Analise
Funcional, nao recebe a mesma atencao na graduagao. Como os alunos de graduacao
geralmente nao sao apresentados aos estudos de Anélise Funcional na sua formacao inicial
uma das intengoes desse trabalho foi mostrar de modo claro e detalhado alguns dos

principais resultados desta area, entendendo a necessidade do estudo.

O Teorema de Hahn-Banach, como foi visto, é a juncao dos estudos de dois
matematicos, Hans Hahn e Stefan Banach que embora nao tivessem feito nenhum estudo
juntos, e nao ha historico de que ao menos se conhecessem, seus conhecimentos avancados
para a época e seus estudos na area da matemaética fizeram com que fossem reconhecidos
dentro de um mesmo teorema. Com estes estudos a Anélise Funcional obteve um avanco

significativo.

No decorrer do trabalho buscamos incluir um contexto historico visando situar
sua base inicial. Antes de enunciar os Teoremas de Hahn-Banach, forma analitica e
formas geométricas, apresentamos defini¢oes, exemplos, teoremas, lemas e demonstragoes
necessarias para uma melhor compreensao deste. Apos os Teoremas e suas demonstracoes,
fizemos aplicacoes e corolarios. Toda essa estrutura do trabalho auxiliou para a efetivacao

dos objetivos.

Por fim, percebemos a necessidade dos estudos de Anélise Funcional, mas também
entendemos sua complexidade para o nivel de graduagao, todavia tentamos apresentar
da maneira mais detalhada possivel e desejamos que seja um acervo de futuros estudos

matemaéticos.
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