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PREFACIO

Dicté por primera vez las conferencias «Areas y logarit-
mos» en el otorio 1951, en la Universidad de Mosci1, ante los
alumnos de clases superiores de las escuelas secundarias.
Se expone la teoria geométrica de los logaritmos en la que
os ultimos aparecen como ciertas areas. Todas las propieda-
des de Tos Togaritmos se deducen del analisis de las propieda-
des respectivas de las 4reas. Junto con esto la conferencia
proporciona las mas simples nociones y propiedades del

calculo integral.
n el presente folleto la conferencia ha sido un poco am-

pliada. No es forzosamente necesario que el lector sepa bien,
antes de empezar a leerlo, qué son logaritmos. Le necesita
tinicamente tener conocimientos primarios sobre las funciones
mas simples y su representacién gréfica, la progresion geo-
métrica y la nocién del limite. Los alumnos de los grados
superiores de la secundaria ya conocen todo esto.,

Si el lector desee obtener mas informacién sobre los loga-
ritmos, podria referirse a la obra «Nacimiento de logaritmos»
por I. Abelson y «Series» de A. Markushévich. En el altimo
capitulo de la obra <Series» 1a teoria de logaritmos se expone
de una manera distinta de la utilizada en este folleto.

Autor




1. Cuando tratamos de una «funcién dada», entendemos
que existe el méfodo por cuyo intermedio para cada valor
de x podemos encontrar el valor de y (valor de la funcion),
correspondiente al valor indicado de x. Con mayor Irecuencia
las funciones vienen expresadas por férmulas. Por ejemplo,
la férmula y=x* define y como funcién de x. En este caso el
valor de y, correspondiente a cualquier niimero de x (x=3,
por ejemplo), se obtiene elevando al cuadrado este niimero
(y=9).

La férmula yle define otra funcién. Aqui, para cada

valor de x, distinto de cero, el valor correspondiente de y
se determina como magnitud reciproca a x; si x=2, entonces
1 £ 1
Y= sl x=—, entonces y=—2.
Cuando tratamos de una funcién cualquiera (no importa
qué sea su tipo), escribimos: y=[(x). Esta anotacion signi-

fica que yes cierta funcion de x (puede ser que y=x2 6 y=§ d

o cualquier otra funcién). Este método de designacion de las
funciones es semejante al método de expresion de ntimeros
por medio de las letras. Se puede hablar, por ejemplo, de

7 1 fiss <A o
los ntimeros concretos 2, i V' 2, y también se puede indicar

un nimero a, sobreentendiendo bajo a el niimero 2, —1~2—,
/2 u otro nitmero cualquiera. Analogamente a la manera de
designar los niimeros por diferentes letras, las funciones tam-
bién pueden anotarse a la manera diferente. Ademas de la
anotacién y=f (x), se pueden usar otras anotaciones, como por
ejemplo: y=g(x), y=h(x), etc.
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Pues, si en un mismo problema, que ha de ser resuelto,
participan dos funciones, una de ellas se designa por y=f(x),

la otra por y=g(x), etc. _
La funcién y=f(x) puede ser representada de una manera
grafica. Se toman

perpendiculares, 1lamados ejes de coordenadas (fig. 1), Y,

eligiendo la unidad de medida (escala), se marcan en el eje Ox

los valores de x; sobre las perpendiculares al eje Ox (en el

X y
N
g
0| X
0 X
FIG. 1 FIG. 2

plano xOy) se marcan los valores correspondientes de la fun-
cién y=f(x). Se observa en este caso la regla de los signos:
los niimeros positivos estan representados por segmentos
que van a la derecha del punto O (origen de coordenadas) a lo
largo del eje Ox, o arriba (a partir del eje Ox). Los niimeros
negativos estan representados por los segmentos que van a la
izquierda o abajo. Recordemos que los segmentos dirigidos,
marcados en el eje Ox, se llaman abscisas, y los segmentos
perpendiculares al eje Ox, se denominan ordenadas.

Si para todos los valores de x existen los valores corres-
pondientes de y, entonces, uniendo con una linea los extre-
mos de ordenadas, obtendremos una curva plana que serad
la grafica de la funcién y=f(x); si una funcioén se expresa por
la_ecuacién y=x?, la grafica es una parabola, expuesta en
R TR

Elijamos en la grafica (fig. 1) dos puntos cualesquiera,
A y B, y bajemos las perpendiculares AC y BD al eje Ox.
Obtendremos una figura, ACDB, llamada trapecio curvilineo.

para ello dos rectas, Ox y Oy, mutuamente

9

Si, en un caso particular, el arco AB es el segmento de una

recta, no paralela al eje Ox, se obtiene un trapeci ang

1 ! ; trapecio rectangu-
lo comin. Si AB es el segmento de la recta, parajela al eje Ox
resultara un rectangulo. Asi pues, el trapecio recténgulc;

IQ <
!

o

(=]

y el rectangulo representan en si i
I gu un_caso_part -
pecio curvilineo. SRaCcler G0 0
orLaa g_rbafl(cia de la funcién expuesta en la fig. 1. se dispone
cI:)aso errrlx a ]el eje Ox. Tal disposicién es posible sélo en el
4 loque 1os valores de la }'uncién son nfimeros positivos.
e sdvz:l ores de Ia.func1on-fueran negativos, la grafica
asigna?orelnrclait g)or debaqu del eje Ox (fig. 3). Convengamos

k caso, al area del trapecio curvili i

) vilineo el sig
«meIlilos» y la consideraremos negativa. g
ah dizt?r?tsgslseéggggndque la fgncign tenga signos diferentes
e variaciéon de x. Entonces, un

e ) ! : a parte
de la grafica se dispone por arriba del eje Ox, y la otral,) por

2 17072
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debajo de éste, como se expone en la fig. 4. Al area del. tra-
pecio curvilineo A’C’'D’B’, la conviene considerar negativa
y la del trapecio A"C"D"B", positiva. Si elegimos en la gra-
fica los puntos A y B de la manera indicada en la figura
y trazamos perpendiculares AC y, BD al eje Ox, obtendremos
entre éstas el area rayada (véase la fig. 4). Esta figura es
también un trapecio _ curvilineo,
arco AKA'B'LA"B"B, dos ordenadas AC y BD y el seg-
mento CD del eje de abscisas. Su area se calcula como suma
de las areas de las figuras ACK, KA'B'L y. LA"B"BD. Con
esto, las areas de las figuras primera y tercera son positivas,
mientras que el 4rea de la segunda figura es negativa.

Es facil comprender que en este caso el 4rea de todo el
trapecio curvilineo ACDB puede resultar tanto positiva,
como negativa y, a veces, igual a cero. Por ejemplo, la gra-
gica de la funcion

y=ax(a>0)

es una recta; el area de la figura ACDB (fig. 5) sera positiva,
si 0D>0C, y negativa si 0OD<<OC. Por fin, el area sera nula,
si OD=0C.

» 2. Determinemos el area S de un tra ecio curyilineo. Con
la necesidad de calcular las areas nos tropezamos muy a me-
nudo, al solucionar diferentes problemas de las Matema-
ticas, Fisica y Mecanica; incluso existe una rama especial
de 1as Matematicas, llamada «Calculo integrai» que considera
los medios de resolucién de éstos problemas. Abordando la
tarea planteada, buscaremos su resolucion en dos etapas.
Primero determinemos valores aproximados del area, consi-
guiendo que el error de la aproximacion sea tan pequefia como
se quiera. En la segunda etapa de la resolucién pasaremos de
los valores aproximados del area al valor exacto.

En la primera parte de la resolucion sustituyamos el
trapecio curvilineo ACDB por una figura escalonada de la
forma indicada en la fig. 6 (figura rayada). El area de la
figura escalonada se calcula de una manera simple: ella es
igual a la suma de las 4reas de Tos rectangulos. Consideremos
esta suma como valor aproximado del area buscada S.

Sustituyendo S por el area de la figura escalonada, co-
metemos cierto error a que se compone de las areas de los
triangulos curvilineos pintados de negro. Para evaluar la
magnitud del error, tomemos el rectangulo mas ancho y lo

limitada por el
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imaginemos extendido hasta que su altura sea igua

maximo de la funcién (la que es BD en la fig. G)gxtso?il‘,t?:;;{
lademos todos los tridngulos curvilineos paralelamente al
eje Ox de un modo tal que todos ellos queden metidos dentro
del rectangulo mencionado, formando una figura dentada
parecida al filo de una sierra (fig. 7). Dado que esta figura;
se ubica toda en el rectangulo, el error «, que es igual a la
suma de areas de los dientes de la sierra !), debe ser menor

AN
ANNANRNNNANNNRN

)
S|
>x
f(a)
NN
INARANNN |

o

FIG. 5 FIG. 6

que el area del rectangulo. Si designamos la base del i
gulo con 8, obtendremos: |a|<<8-BD. De aqui se dedurceed(?:e
se puede hacer el error a tan pequeno como se quiera, si en la
fig. 6 tomamos los rectangulos tan estrechos que la base
del rectangulo més ancho sea magnitud suficientemente pe-
quena. Por ejemplo, si BD=20 y nuestro deseo es que el
area de la figura escalonada se diferencia de S a una magni-
tud menor a 0,001, sera suficiente poner §- BD=206 menor

g o . |
(pued)eLgcufrurl']cmn expuesta en las figs. 6 y 7 es siempre creciente
| i f:;l;zrgu?n sea umf(l)rmgmente decreciente). Si la grafica de
as complicada (véase, por ejempl i
25 ( o, la fig. 4, en
%gsqtt:_?éllq:;ufﬂ)r:clcczjr;vgi(ipenmenlta tatnto subidas como baja7das), egnto’nces
S ilineos, al ser trasladados en el mi 4
t ] ismo rectangulo
podrian resultar sobrepuestos uno 4
: al otro y gn este caso | :
Sgs _areas podria ser mayor qu 4 { it
1 e el drea del rectangulo. P d
aplicar nuestro razonamiento o mis complicado, toniie
plica a este caso mas complicado i
A conviene
ldllr;lll(:; dteo?jii 'lnaisnqugutra enl tfrozos de un modo tal qF:Je dentro de los
o trozo la funcién sea so6lo crecient i
i ! s e (o decre
haciendo céalculos para cada trozo por separado : C]ente)"
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que la magnitud 0,001, es decir 8<0,00005; entonces:
lee|<<6- BD<<0,001.

No obstante, por pequefia que se haga 8, cada vez habra
un error o, aunque sea muy pequefio. Lo tltimo se debe al
hecho de que el 4rea del trapecio curvilineo no es igual al
drea de la figura escalonada. Procediendo ahora con la se-
gunda (y la fltima) etapa de la resolucién del problema,
pasaremos al limite. Supéngase que se considera ni una y ni

Y
ot~ 1L,
| U
r- A4
|
A =
~a7 :
Ol Z
i 2%
O a| sUa 4 f
b

FIG. 7

dos figuras escalonadas, sino una infinidad de ellas. El ni-
mero de rectangulos se hace aumentar indefinidamente, y la
hase & del rectangulo més ancho se hace disminuir indefini-
damente, haciendo tenderla a cero. En este caso el error a,
que surge en el resulfado del cambio del area del trapecio
curvilineo por el drea de una figura escalonada, viene dis-

minuyendo y también tiende indefinidamente a cero. El

area buscada S se obtiene como limite de las éreas defi-
guras escalonadas.

. 3. EI procedimiento expuesto en el punto anterior, lo
aplicaremos para calcular el area de un frapecio curvilineo
en el caso muy importante, en el que la funcién y=/(x) es
una potencia, cuyo exponente es un nimero entero no nega-
tivo: y=x*. Para los exponentes k=0, 1, 2 obtendremos las
funciones: y=x=1, y=x'=x, y=x*. Las graficas de estas
funciones se construyen con facilidad, son: una recta paralela

13

a Ox, que pasa al nivel de la unidad por encima de Ox (fi

( : r x (fig. 8),
una E isectriz del angulo xOy (fig. 9) y una parabola Q(ig.g 103.
. )S(; toma:nos exgonentes méfs altos, obtendremos funciones

=Xx°, y=x*, y=x5, cuyas grafic A

AR yas gratlicas estan representadas en las
| En el casoen que k es un niimero impar. la Afi
simétricas con relacién al punto O (figs.pTT,’ 11,s %;i lgiiskszr;

N0 4 y 8/
(k=1)
\ A
i 45° §
0
0 a C D] %
iy g C D «x
b b
FIG. 8 FIG. 9

FIG. 10

4 ar’ 1 pf: . Ie . y .’ . .
_11_3_(_)7 lgigra Icas son simétricas con relacion al eje Oy (figs. 8,
Si k21, las graficas pasan por el 5

A punto 0. Obsérvese
cuanto _mayor es k, tanto mayor es la aproximacion deqll;es
graficas al eje Ox en la vecindad del punto 0, y al mismo tiempo
tanto mas aspera es su pendiente (hacia arriba o abajo) a me-
dld% qllje l?s graficas se apartan del punto 0.

n las figuras 8—13 vemos trapecios curvilin

Las éreas de éstos se calculan con facilidad, si keiSOr;yzi)i
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Demostremos que para k=2, el area ACDB es igual a
s T L ] 4 i gt
%; si k=3, entonces el area ACDB es igual a & 4” .
etc.

En el caso general, en que k es un niimero cualquiera no
negativo, demostremos que el area del trapecio curvilineo co-

% 7 (Il k+1__gk+1
rrespondiente sera representada por la expresion Ry

Es evidente que este resultado general es vélido para todos
los casos particulares, considerados arriba.

Con el fin de contribuir a la comprensién del problema,
al exponente % le daremos un valor numérico determinado,
por ejemplo, k=5. Supongamos ademds, que O0<<a<<h. Exa-
minemos. por consiguiente, la grafica de la funcién y=x3,
y siguiendo el procedimiento mencionado en el p. 2, probemos
que el area del trapecio curvilineo ACDB (fig. 14) es igual

b8 —at

6

* 4. Hemos de calcular la suma de areas de un gran niimero
de los rectangulos que componen la figura escalonada (fig. 14).
Para simplificar la tarea elijamos los rectangulos de tal modo
que sus areas constituyan una progresién geométrica. Con este
objeto tomemos los puntos E, F, G, H, ..., I en el eje Ox
de una manera tal que las longitudes OC=a, OE, OF, 0OG,
..., OI. OD=b hagan una progresién geométrica. Designe-
mos porn+-1 el numero de términos de esta progresion, y por g, .
su razon (puesto que b>>a, entonces g>1). Obtenemos ‘las
igualdades:

OC=a, OE =aq, OF =aq®, 0G=ag®, ..., Ol g R
OD=ag*=b.

En la fig. 14 estan dibujados 6 rectangulos v, por_tanto,
n+1=7: en lo sucesivo supondremos »n tan grande como se
desee. por ejemplo, n=1000, n=10 000, n=100 000, etc.

Las bases de los rectangulos forman una progresion geo-
méfrica de Ta misma razon g:

En el caso en que k=0, el area ACDB es igual a
CD-AC=(b—a):1=b—a; :
si k=1, el 4rea ACDB es igual a “TroPC 2o

C 4 BD atb_b*—a®
CD.:‘LE_‘2L_=(b—a) G =—g—

FI1G. 11

¢
PALBOLA (k=3)

\
Cu ™\ CA A

e

=)
)
o
=)
x

b CE=0E—0C=a(g—1), EF=0F—0E=agq(g—1).
FG=0G—OF =aq*(g—1), ..., ID=0D—0I =aq"-'(g—1)
(el nimero de términos de esta progresién y de las que si-
guen es igual a n, y no a n+1).

FIG. 13
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H 1 D X

FIG. 14

sngulos son las ordenadas CA, EE;,
LFy aGZS ;?l,tl.lfz.ls, d)ejll;ogar(;ag tlilrrllaltle ellas es igual a la qginta po-
tencia de la abscisa que le corresponde (nos convenimos que
y=x%). Por consiguiente,

GA=0C"=a’,
EE,=O0FE=a%¢®, FF,=O0F*=a%q",
GGI p— aﬁqlﬁ’
Lo B e DI gt B,

Advertimos que las alturas de los rectangulos también

et v e g
~ forman una progresién geométrica de la razon ¢ (=4".
Wttt e e S e et

17

"Como las bases de los rectangulos forman la progresion
de razén g, y las alturas, la progresion de razon g¢%(=g*), i
gntonces las areas de los rectangulos deben formar una
progresion de la razén gg*=q’(=g**1): i

CE-CA=a(g—1)a*=a’(g—1); b
EF-EE,=aq(q—1)a*¢> =a’q* (¢—1);
FG-FF,=aq*(¢—1)a*q** =a’q** (g —1);

......................

ID~[]1 =aqn—1 (q__ l) a“q"""‘”=a“q°"“”(q—1).

Eegeso, la suma de areas de los rectangulos que es equiva-

lente al area de la figura escalonada, es la suma de una pro-

gresion geométrica de razon ¢°, cuyo primer término es a®
(g—1) y el ultimo término es a®¢*”-V(g—1):

algt" -V (g—1)g°—a’(¢—1) g—1 5

q°—1 = [(ag")* —a’] P “

b6 —qb

R e

6
(hemos aprovechado que b=ag" y ZT_llzqﬁ—l—q‘—i—q"—i—qz-{—
+q+1).

« 5. Hagamos aumentar indefinidamente el niimero n de
los rectangulos. Puesto que las bases de los rectangulos consti-
fuyen una progresion geométrica creciente (g>1), la primera
de estas bases sera la menor en comparacién con las restantes.
Pero, la suma de longitudes de todas n bases es igual a b—a;

por eso a labase CE, le corresponde una magnitud menor que
b—;—g , es decir, aq—a<ll;—a; de donde:

b—a
na

g—iA <

Elsegundo miembro de la 1iltima desigualdad tiende a cero,
cuando n aumenta indefinidamente. Dado que el primer miem-
bro es positivo, debe también tender a cero, lo que significa
que ¢ tiende a 1.

De aqui se deduce que ¢2, ¢%, ¢* y ¢° también tienden a 1;
la suma ¢*+q*+4q*+q¢*+qg+1 tiende a 1+1+4+1+41+41+41=6,
Y, por lo tanto, toda el area de la figura escalonada, igual a

b8 — b

FFrT Pl

3 17072
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tiende al limite
bt —a®
6

El area buscada del trapecio curvilineo debe ser precisamente

igual a este limite:

b8 —qab
6

S=

Hemos obtenido el resultado mencionado para k=5. Si
realizaramos el mismo procedimiento para cualquier k natu-
ral, tendriamos:

bk+1_ak+l
$im et

De tal modo hemos comprobado que el area de un trapecio
curvilineo, comprendido entre dos ordenadas de.abscisas ay b
y limitado por arriba con un arco de la funcién y=x*, es

igual a

pk+1_gk+1
k41

6. El resultado del parrafo anterior, lo hemos obtenido
suponiendo que 0<<a<<h, es decir, para el trapecio situado
a la derecha del €je Oy. Si_a<<b<<0, la demostracién se lleva
a cabo del modo igual.” No_obstante, conservando la razén
g positiva y mayor que 1, tenemos que tomar el niimero b por el
primer término de la progresién,y el niimero a por el tltimo
término (teniendo en cuenta que |a|>|b]). Reiterando el
procedimiento, llegamos al mismo resultado:

pk+1_gk+1
= 1
Si k es un nimero impar, k41 serd par y, por consiguiente,
b¥¥1y g1 son nimeros positivos, siendo el primer niimero
menor que el segundo. Por eso, S serd, en este caso, negativa;
esto es logico, dado que para k impar el trapecio curvilineo
correspondiente se sittia por debajo del eje Ox (véanse las
partes izquierdas en las figuras 11 y 13).

Volvamos a considerar el caso de 0<<a<<b. Si_dejamos b
invariable y hacemos tender a cero a, el trapecio curvilineo
ita extendiendo a la izquierda y, al ser a=0, se transfor mara
en un tridngulo curvilineo ODB (fig. 19) (consideramos que
E=>1). Es evidente que, cuando a tiende a cero, el 4rea del

19

frapecio curvilineo tiende a la del triangulo curvilineo. En
efecto, la diferencia entre el 4rea segunda y primera es menor
que el area OCAL, la que tiende a cero. Por otra parte, cuando
a tiende a 0, el area del trapecio curvilineo tiende a la magni-

B eTETL T B2

tud RTT (lo que se infiere de la férmula, ya obtenida). Es
pobrk ffo que el area del tridngulo curvilineo ODB es igual
a Pl es decir, es k1 veces menor del drea del rectangulo

Y
e eiad S s o B
L—-——/A 3
7
-
0 a c |Dx
FIG. 15

ODBK, o, que es lo mismo, k+1 veces menor del producto
de los «catetos del tridngulo rectangular» ODB (ponemos
c.omlllas,_p'uesto que se trata de un triangulo no comfin,
sino curvilineo). Para k=1 obtenemos la funcién Y=Xx; la
grafica sera una recta (véase Ta fig. 9); el triangulo curvilfneo
se transforma en un tridngulo rectangular comfin v el area

i 1 l
de éste es T del producto de los catetos.

Elresultado analogo se obtiene para el caso en que
! na a<b<<0
(el trapecio curvilineo se dispone a la izquierdagdel eijj).

Dejando a invariabie, hacemos que b tienda a cero. En este
.. DR¥1_gk+1 k+
caso la ex —_— ti imi >
: ; presion ———— tiende al limite — =7 ¢l que
sera el area del trlarlgulo curvilineo correspondiente.
Un tridngulo curvglmeo puede considerarse como caso
particular de un trapecio curvilineo. De lo que hemos estable-

cido mas arriba se deduce que la férmula

S — bk+1_gk+1

E1
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rva su validez para un tridngulo curvilineo. Basta solo
;(())Irllii en ella a=0 (s?el triangulo se dispone a la derecha del
eje Oy) o b=D0 (si el triangulo se dispone a la izquierda de Oy).
« 7. Retornemos, ahora, al problema general del examen Qe
areas de los trapecios curvilineos. Sea ACDB un trapecio
curvilineo, limitado por el arco AB de la grafica de la funcion
y=f (x), dos ordenadas AC y BD bajadas de los extremos gel
arco a Ox, y el segmento CD encerrado entre las Q_rdena’ as
(fig. 16). Si OC=a y OD=b, siendo a<<b, entonces el area

ACDB se designa por:

b

{ (0 dr. *)

a

i6 i i i tido. Esta
En esta expresion cada signo tiene su propio sen
indicada en ella la funcién f(x), cuya grafica llmjlta por una

yi

-

N =
NN

Avﬁﬂ
7ca

N
AN
Q\\ O

"N
X
N
NN

.
R3]
:

FIG. 16

e un trapecio curvilineo; los niimeros ay b_ determinan
{):sr ;rozteras gel trapecio mencionado desde la 1qu’1erda y d’esctiie
la derecha. La expresién (*) nos recuerda también el metol o
de calcular el area ACDB. Este método, expugsto en los
pp. 2 y 3, consiste en el célculo de la’suma de areas de los
rectangulos que componen la figura escalonada y en el paso

posterior al limite. El signo S representala letra S (extendida

i latina summa.

or sus extremos), la primera letra de la palabra :
EI)‘al modo de escribir la letra S recuerda que el calculo del
4rea de un trapecio curvilineo no se limita con la composi-
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cién de la suma; hace falta, ademas, pasar al limite. A la
derecha del signo S, que se denomina signo de infegral (de

la_palabra latina integer), vemos un producto f(x)dx. Este
producto representa en si el area del rectangulo de altura
J(x) y base dx. La letra d que precede a x significa diferencia
(de la palabra Talina differentia; dx designa una diferencia
entre dos valores de x (véase fig. 16): dx—x'—x. Los nimeros
a y_ b se llaman, respectivamente, limite inferior y superior
de la integral (la palabra «limite» se usa en este caso en el
sentido de «fronteray).

Asi pues, la expresion (*) del 4rea de un trapecio curvilineo
nos da, en el primer lugar, todos los datos sobre la forma del
trapecio y su tamano (ntimeros'a y b y la propia funcién
[ (x)); en_el segundo lugar, el método de btisqueda del area
del trapecio el cual consiste en el calculo de las areas de rec-
tangulos cuyas alturas y bases son f(x) y dx, respectivamente,
composicién de las sumas de estas areas y paso posterior al
limite (el propio signo de la integral).

Reiteramos que la anotacién indicada arriba expresa el
area del trapecio curvilineo ACDB. Haciendo uso de la nueva

ignacién, podemos anotar los resultados obtenidos en el
P. 5 en la forma que sigue:

b

Sxkdxz

a

br+1_gk+1

B B

(donde % es un niimero entero no_negativo).

8. Examinemos algunas propiedades, mas simples, de las
integrales. Es evidente que el area ACDB, sumada al area
BDD’B' nos da el area ACD'B’ (fig. 17). Pero el 4rea ACDB

b
es igual a S f(x)dx, la del trapecio BDD’'B’ es igual a

a

b
Sf(x)dx y el area tercera (del trapecio ACD'B’) es igual
c

a S f(x) dx. Por consiguiente, tenemos:
a

¢ c

b
S f(x) dx—{—bg f(x) dx:gf(x)dx.

a
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Aqui, a<<b<<c. En el caso de que a<lc<<b (fig. 18) obtenemos:

c b b
Sf(x) dx—i—Sf(x)dx:Sf(x)dx,

teniendo en cuenta que el area ACD’B’, al sumarla al area
B'D’'DB nos da el area ACDB.

y A

%
AT
L/—

va

0]l _a Cb D DX
(4]
FI1G. 17
y AL
/ ,r"JB'
\BN/—
C
Oig l6h D" 1D, X
b
FIG. 18

b
Al introducir la nocién de la integral S f(x)dx enel p. 7,

considerabamos que a<<b, es decir, el limit';e infe:rior es menor

que el superior. Precisamente por esta razén el area BDD'B’,

donde OD=b, OD' =¢, siendo b<<c (fig. 17), pudo ser expre-
c

sada como Sf(x)dx. Si b fuera mayor que c (fig. 18), la
b
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b
expresion del area tendria la forma Sf(x)dx (cada vez el

4

B

limite inferior es menor del superior). En el primer caso

c

b
la diferencia de integrales Sf(x)dx—— V [(x)dx era igual a
a a

(4
S f(x)dx; en el segundo caso la diferencia lleva el signo me-
b

b
nos: —S f(x)dx (hemos aprovechado las igualdades de in<

¢
tegrales escritas mas arriba). Para conseguir que una misma
formula pueda ser aplicada en ambos casos nos convenimos B
escribir que, cuando b>c:

c

b
§f(x)dx=—gf(x)dx.

En otras palabras admitamos, ahora, también la integral,
cuyo limite inferior es mayor que el limite superior, consi-
deréndola como area de un trapecio curvilineo tomada con
el signo contrario. Entonces, en lugar de dos férmulas di-
ferentes \

c b C
Mumb{HnM=yWMx (b<c)

c b b
Sfwar—{fmdc=—(fydr >0

escribiremos en todo caso:

b (4

Sf@de—§fde={fwar (o).

b

Cuando b=c, el primer miembro se reduce al cero; por
b
eso es natural considerer la integral S f(x)dx, suponiéndola

b
igual a cero.

Asi pues, cualquiera que sea la correlacion entre los li-
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mites: b<<c, b>c 6 b=c, siempre se puede usar la férmula

¢ b o
Sf(x)dx—Sf(x)dx=§f(x)dx.

Esta férmula puede ser representada en la forma:
b f j
Sf(x>dx+b5i(x)dx=Sf(x)dx.

Proponemos que el mismo lector, haciendo uso de los
resultados obtenidos, se convenza de que la férmula

b

pr+1_qgk+1
k paSptaL T L

Sx dx = )

a

es valida para a y b cualesquiera (y no sélo para 0<<a<<b
0 a<<b<0).

* 9. Supongamos que f(x) es una suma o una diferencia de
dos funciones: f(x)=g(x)+h(x) 6 f(x)=g(x)—h(x) (por
ejemplo, f(x)=x—x%). En este caso la integral de f(x) puede
ser cambiada por la suma o diferericia de integrales de las
funciones g(x) y h(x):

b b b

Sf(x)dx=gg(x)dx—|—gh(x)dx

ab ab ab
<6Sf(x)dx=gg(x)dx—Sh(x)dx>_

Por ejemplo,
i b b b
S (x*—x%) dx = S i dx—g XR X!
¥ bd— gt boa_as
T T T St

Comprobemos esta propiedad de las integrales; limitando-
nos solo al caso de una suma. Asi, sea [ (x)=g (x)+h(x); las
graficas de tres funciones g(x), h(x) y ;f(x) estan expuestas

en la fig. 19.
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Es necesario demostrar que
b b b
§Feyde=Sg0dx+§nx)dx,

a a a

es decir, el area ACDB es igual a la suma de las areas

A,C\D,B; y A,C,D,B,. Dividamos el segmento del eje Ox

entre los pt_mtos x=a y x=b en dominios parciales y cons-

truyamos figuras escalonadas correspondientes para todos

los_tres trapecios curvilineos, representados en la fig. 19.

N 4 ymge0

7

cl Dy

héﬂr By
C,| §§% i D,

\
NN
™

x———i____
Y 9) " h(x)

FiG. 19

Es evidente, que el 4rea de cada rectangulo en la parte infe-
rior del dibujo es igual a la suma de élias de dosprecténgu-
los situados sobre el primero, en las partes media y superior
del_ dibujo. Por ello, el irea de la figura escalonada inferior
es igual a la suma de areas de dos figuras escalonadas, situa-

4 17072




26

das por arriba. Esta correlacién entre las areas no cambia,
sea cual fuera el modo de particién del segmento del eje Ox
entre los puntos x=a y x=b. Si el nlimero de dominios par-
ciales crece indefinidamente, entonces sus longitudesb tienden

a cero; el area inferior en este caso, tiende al limite S f(x)dx,

a
mientras que las dos areas, dispuestas arriba tienden a sus
propios limites:

b b
(gmax y (n@x)ar.
a a
Como el limite de la suma es igual a la suma de limites,
tenemos:

b b
Sf(X)dx=S[g(x)+h(x)]dx=
a a b \

b
=g de+ { h(x) dx,

lo que se tenia que demostrar.
Del mismo modo se demuestra que
b b b
§ e —h (N ds={g(x) de—{ h () dx.
a a a
Es facil ver que la propiedad establecida de integrales
es valida también para el caso en que f(x) es una suma de mayor
nimero de sumandos. Por ejemplo, si f(x)=g (x)—h (x)+k(x),
entonces:
b b b -
(le—nm)+rwlde={[g®—h () dr+ k() dr=
i b b b .
= (gmdr =S n)de +§ £ () dx.
a a a
*10. Aclaremos, qué correlacion existe entre las integrales
b

b
(rmae y (Cfedx,

a
donde C es un namero constante cualquiera.
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Por ejemplo, cual es la diferencia entre dos integrales:

b b
Sx“dx y S2x3dx.

Demostraremos que

b b
§cfydx=c § fx)dx;

por ejemplo,

b b

bd—gt  pt—g8
S2x3dx=2Sx3dx=2 ==
a a

Para simplificar la tarea, asignaremos a C algfin valor
numérico determinado. Por ejemplo, hacemos C=7'. Ahora,

tenemos que comparar las integrales

b ) b
1
fimar vy (5r@ar

a

En la fig. 20 estan representados los trapecios curvili-
neos cuyas areas se expresan mediante las integrales mencio-
nadas. Dividamos el segmento del eje Ox entre los puntos
x¥=a 'y x=b en dominios parciales y construyamos figuras
gscalonadas correspondientes. Es facil convencerse de que
el area de cada rectangulo de parte inferior del dibujo es
igual a la mitad del area del rectangulo situado por arriba
(de la parte superior del dibujo). Por eso.el area de la figura
escalonada inferior es dos veces menor que el rea de la fi-
gura escalonada superior. Pasando al limite (como en el p. 9),
observamos que toda el area del trapecio curvilineo inferior
es dos veces menor que el area del trapecio curvilineo superior:

b

farwae=4fewan

a

En nuestro caso el nimero C era positivo. En el caso de C

negativo, por ejemplo C=—%, la grafica tendra la forma
expuesta en la fig. 21.




Comparando ahora el area ACDB con el area A"C"D"B",
encontramos no s6lo el cambio de la magnitud absoluta del
area (se ha reducido dos veces) sino tambien el cambio de

y y=f(x)

signo. Por consiguiente,
b

b
S(—%)f(x)dx=—% f (x) dx.

Por supuesto, hemos elijido C=:i:% s6lo con el objeto

de mayor claridad de razonamiento. En el caso general,
para C cualquiera, es valida la igualdad

b b
{cfyax=c§ fx)ar.

Como ejemplo del uso de las propiedades de la integral,
demostradas en este parrafo y en el parrafo anterior, calcule-
1

mos la integral { (3x*—2x-+1)dx. Obtendremos:
0

1 1

1
S (3x?—2x+1) dx = S 3x’dx—g 2x dx +
0

0

&
I

1
=3(xwax—2(xdr 4 (xoax=
0
2

08 3 2 10 1
=3120_21;0 ITO=3'%“‘
| e Bt R
. 11. Examinemos la funcién
y=x_1=_::"

cuya grafica lleva el nombre de hipérbola equildtera y esta
expuesta en la fig. 22. :
Maés arriba obtuvimos una férmula para el trapecio curvi-
lineo en la que k=0:
b
Sx"dx=

a

bR+1__gk+1

k+1

Sila aplicamos al caso dado, entonces, observando que k+1=0
y bF+i=a*+1=] obtenemos en el segundo miembro una ex-

Lo 0 " : Rt :
presion —, que no tiene sentido. Por consiguiente, esta fér-

~mula no es valida para el caso en que k=1.

~La invalidez de la formula para calcular la integral

b
S x~1dx no es un obstaculo, sin embargo, para que estudiemos
a

algunas propiedades de esta integral.
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Demostremos que si aumentames los valores de a y b o los
disminuimos un mismo niimero de veces, es decir, si los multi-
plicamos por un mismo ¢=0; obtendremos un nuevo trapecio
curvilineo de la misma area. Esta claro que la propiedad memn-
cionada se comprueba bajo el supuesto de que la curva, cuyos
arcos limitan desde una parte los trapecios curvilineos, es

) y
A
B
ol |c P —
a X
b
FIG. 22

obligatoriamente una hipérbola equilatera. En otras palabras,
bqg b
S Xetdx— S b (1 h
aq a
sea cual fuera g(g=0). s
Para que la comprobacién sea mas fécil, asignaremos agq
un' valor numérico determinado, por ejemplo, g=3.
En la fig. 23 se exponen dos trapecios curvilineos corres-
pondientes, ACDB y A"C'D’B". El primero de ellos es es-
trecho pero mas aito. El segundo es mas ancho, pero bajo.

1
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Es necesario demostrar que el aumento de la anchura en el
segundo caso es compensado por la disminucién de la altura
de una manera tal que el drea queda invariable. Con este
objeto dividamos el primer trapecio en unos trapecios ele-
mentales, mas estrechos todavia, y cambiemos por un rectan-
gulo a cada uno de estos tiltimos (fig. 23). Si aumentamos tres
veces la abscisa de cada punto de la figura escalonada ACDB,

y
A A
SE“
YF_—‘G‘F-" —~=B'
b B P~ 8"
.|
0 CJaD 3 D' X
3
FIG. 23

dejando invariables las ordenadas, obtendremos la figura
A'C'D'B’ cuya éarea es tres veces mayor, puesto que cada
rectangulo se hizo tres veces mas ancho. Pero los extremos
ge ordenadas ya no se sitiian en nuestra hipérbola. En efecto,
esta hipérbola es una curva de la proporcionalidad inversa,

y=71 , y si deseamos que los puntos no se aparten de ella,

deberemos disminuir la ordenada tantas veces como hemos
aumentado la abscisa. Si disminuimos tres veces todas las
ordenadas de la figura A'C’'D’'B’, obtendremos la otra fi-
gura, A"C'D'B". Esta es un trapecio curvilineo, limitado

por arriba con un arco de la hipérbola y=-)1? , ¥ de los costados,

por ordenadas, construidas para x=3a y x=3b. Los rectan-
gulos correspondientes tienen bases tres veces mayores que
lasde los rectangulos originales, y alturas tres veces menores.




Por ello las areas de los rectangulos obtenidos son liguales a las
de los rectangulos originales. Por lo tanto, las areas de dos
figuras escalonadas son iguales como son sus limites, es/decir,
las areas de los trapecios curvilineos:

qb b
Sx'ldx=5x‘1dx.
qa a

Hemos demostrado la propiedad, suponiendo que a<<b.
No obstante, es valida también, cuando a=b y cuando a=>b.

En electo, si a=b, entonces ag=bg, y las dos integrales se
reducen a cero de modo que la igualdad sigue siendo valida.

Si_a>>b, entonces ag=>bgq; en este caso se verifica la igualdad

aq a
Sx‘ldx =Sx“dx
bg b

(ahora b<<a y por eso b y a cambian de lugares). Pero, segin
b

lo convenido en el p. 8, para el caso en que a>b, S f(x)dx
a

b
significa —S f(x)dx. Por consiguiente:
a
bg aq b a
(x1ax=— (xrar,  (x-1dx=—{x-1dx
aq b

bq a

y, como los segundos miembros de estas correlaciones son
iguales, deben ser iguales también los miembros primeros:

bg b
S oy — S Yrlidy,
ag a

Asi pues, la correlaciéon comprobada queda valida, cual-
gquiéra que sea la correlacion entre a y b: a<<b, a=b 6 a=b.

b
¢ 12. Hagamos a=1 y examinemos Sx'ldx. Si_b>1, la
: TR

integral indicada expresa el area del trapecio curvilineo
ACDB (iig. 24). Si b=1, la integral se reduce a cero. Por fin,
si es 0<<b<<l, entonces el limite inferior de la integral sera

menor que el superior y en este caso tenemos:
1

b
Sx“dx=—Sx‘1dx.
1

b
Esto significa que la integral se diferencia del area del tra-
pecio curvilineo B'D’CA s6lo por el signo (fig. 25). En_todo
caso posible, para cualquier niimero b positivo la integral

=
S ¥ 1dx uene valor bien determinado. Este valor es positivo,

cluando b>1, es nulo cuando b=1, y es negativo para b<l.
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b

* Es evidente que la integral S x~1dx es una funcion de b.
A

Esta funcién desempefia un papel muy importante en las

matematicas; la llaman logaritmo natural del nimero b

y designan asi: Inb. Las letras / y n significan [as primeras

letras de términos latinos «logarithmus» y naturalis». Asi:

b
{x-1dx=1no.

1

Indiquemos algunas propiedades del logaritmo natural.
Ante todo, tenemos:

Inb>0, si b>1;

In1=0; Inb<O, si b<1.

Obtengamos ahora, la propiedad fundamental del logaritmo:
logaritmo de un producto es igual a la suma de logaritmos de
los factores, por ejemplo: In6=In2-1n3. En el caso general:

In (bc)=Inb+Inc,

es decir,
be ? ¢
S i S X ldx - S %= Yidg

1 1 1

En efecto, segiin lo demostrado anteriormente:
2 yid
Sx‘ldx——— Sx"‘dx
1 q
para cualquier ¢>>0. Hagamos g=b, entonces tenemos:
be

§x“ dx — S Xitidy.
1

b

Por eso,
b ¢ b be
S xtdx+ S X dx— S X ldx-- S X
1

1 1 b

Segiin la propiedad sacada en el p. 8, la tiltima suma puede

ser sustituida por la integral Sx‘ldx, asi que
:
b be

[amrdes fr-rdem §mdr,
i i i :

que es lo que teniamos que demostrar.
- De_esta propiedad se pueden sacar algunos colorarios.
Sea b>0, entonces, segun lo demostrado, tenemos:

Inl=1In (b%)=lnb+ln%,

y, como Inl1=0, tenemos: lnb-i—ln—:,— =0, de donde:

1

In —=—1Inb.

Por ejemplo, ln% =—In2. Luego, si b>0 y ¢>0, entonces:

ln%=ln (c%—)=lnc+ln-;—=lnc—lnb;

en otras palabras el logaritmo de un cociente es igual a la di-
ferencia entre los logaritmos del dividiendo y divisor.

La propiedad fundamental del logaritmo se ha formulad
. para el producto de dos factores. Pero es también valida para

el producto de cualquier niimero de factores. Asi por ejemplo,
contando con tres factores, tenemos:

In (bed)=In [(bc)d]=In (bc)+Ind=(Inb+Inc)+Ind=Inb+4
+Inc+Ind.

Es evidente que el logaritmo de un producto es siempre igual
a la suma de logaritmos de los factores, sea cual fuera el
nimero de éstos.

Aplicaremos esta propiedad a un Jogaritmo de la potencia
.cuyo exponente 2 es un niumero positivo.

Encontramos:
lnb’*=“ln (bb...b) =Inb+4Inb+... +lnb;k Inb.
k veces k veces

Por ejemplo, Inl6=In2¢=41n2.
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Sea ¢= VE; entonces c*=b, y, por lo tanto
Inb=Inct=klInc=FklIny/b,
de donde
lh /6 = Inb.
Por ejemplo,
In /2 =+ In2.

Si c=b§, donde p y ¢ son niimeros enteros y positivos,
conforme a las propiedades demostradas tenemos:

In b%=ln%;=%lnb!’ =%-p1nb = Line.
Por consiguiente, la_propiedad
Inb*=~kInb
esvalida no sélo para k entero y positivo, sino también cuando

k es una fraccién del tipo £ .

Es -facil ver que la misma propiedad es vélida, cuando k
es negativo (enfero o Iraccionario). En efecto, si £&<<0, enton-
ces —k>0 y en este caso tenemos:

1nbk=lnb__l—k:_—lnb—k:—-(—klnb)=k1nb.

Y, por fin, esta propiedad es valida para k=0:
' Int®=In1=0=0-1nb.

Asi pues, para cualquier k racional (positivo, igual a
cero o negativo, enfero o fraccionario) se puede afirmar que

Inb*=FkInb.

Podriamos comprobar que esta correlacién es valida tam-
bién para k irracional; por ejemplo,

Inb¥2=)2Inb.

Aceptemos esta tultima afirmacion sin_dg_mostrarla y en lo
sucesivo hagamos uso de la propiedad siguiente: el logaritmo

37

natural de la potencia es igual al exponente de la potencia mul-
tiplicado por el logaritmo natural de la base de la potencia.
La propiedad conserva su validez para todos los valores
posibles del exponente k, tanto racionales como irracionales.

« 13. Ahora nos dediquemos al célculo de logaritmos. Su-

ongamos que es necesario calcular In2, es decir encontrar
el areadel trapecio curvilineo ACD B, expuesto en la fig. 26, a.

¥
L
A 'L’L
5L7L9
Fh B
0 / CK/K3K5K7K9'D X
2
a) b)

FI1G. 26

Dividamos el segmento CD en 10 partes iguales y tracemos
ordenadas correspondientes: K,L,, K,L,, ..., K,L,. Con el
objeto de hacer mas exacta la aproximacién de In2, cambie-
mos cada uno de los diez trapecios curvilineos estrechos por
los trapecios rectilineos comunes (no por rectangulos,
como hemos procedido antes). Con este fin unamos mediante
segmentos rectilineos los puntos A y L,, puntos L, y L,,
etc, ..., L, y B. Como la fig. 26, a no presta la posibilidad
de distinguir los trapecios curvilineos de los rectangulares,
la figura 26, b demuestra el trapecio en una escala aumentada.
El 4rea de cada trapecio es igual al producto de la semisuma
de las bases por Ia altura. En nuestro caso todas las alturas

son_iguales:
CK,=K,Ky=...=K,D=0,1.
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Por eso las dreas de los trapecios se expresaran asi:
AC+2K1L1 o 1<1L,42r1<,L2 S

KoLy+BD .0.1:
2 ’ : |

la suma de estas areas es igual a:

0,1 (AC+K1L1)+(K}L1+K22L2)+ ...+ (KyLy+ BD)

D(0,5. 40 4 KoL - K Lud L KL 0.5 BDY,

Nos queda por advertir que todas las bases de los trape-
cios representan en si ordenadas de la grafica de la funcién °

y=—xr-, correspondientes a las siguierttes abscisas:
LT 1 0 e B Lol T S T WE L SRl U i A
Por eso:

AC =2 = 1,000; K,L,=15=0,909; K,L,= '5=0,833;
K,L,=%=0,769; K4L.=ﬁ=0,714; K5L5=%=-0’667:

KiLy=15=0,625; KL =17=0,588; K,L,—15=0,556;
KoLy =15 =0,526; BD == 0,500.

Por consiguiente, la suma de &reas de los trapecios es
igual a:
0,1 (0,500+0,909+-0,8334-0,769-+0,714+0,667+0,625+
3 +0,588+-0,556-+0,5264-0,250)=0,6937.

Escrutinando con atencién la figura 26, sacamos la con-
clusién de que la suma de las dreas de los trapecios nos pro-
porciona una magnitud que es un poco mayor en comparacion
con el area del trapecio curvilineo. Esto significa que hemos
encontrado el valor aproximado de In2 por exceso, es decir,
In2 es un poco menor que 0,6937.

Mas abajo conoceremos otro método del calculo de loga-
ritmos que nos permitirda, en particular, obtener In 2 con
mayor grado de precision.
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*14. Si calculamos las abscisas a partir del punto C (no
del punto O, como antes) y designamos nuevas abscisas con la
letra ¢ (fig. 27), la correlacién entre las abscisas, la nueva
y la anterior, de un mismo punto se expresara asi:

x=1-41.

Esta correlacién serd valida para cualquier punto, si consi-
deramos t>0 cuando x>1, y /<0 cuando x<I. Al cambiar

x'por 14-¢, la funcion y=;l tomara la forma: y=—l. La

14-¢
¥ y
A
\ ;
[ —
0 ; C ¢ + D X
]
FIG. 27

grafica, sin embargo, no experimenta cambios. Todo lo nuevo
que se introduce junto con f se reduce solo al nuevo origen
de coordenadas (C en lugar de 0) y, por lo tanto, al nuevo
eje Cy (paraleloal eje Oy); la curva no cambia su forma. Queda
invariable, por supuesto, el drea ACDB. Pero, cuando el
valor de xservia de abscisa, esta 4rea se expresaba mediante

la_integral

1+B

{ x1dx=In(1+p)
(aqui_f=CD). :

Ahora, cuando por abscisa se toma el valor de ¢, l1a misma

‘ )
drea se expresa por la integral S(H—t)'ldt. Comparando
0




P e

————

estas integrales, obtenemos

3 ]
In(1+p)=§ A+ dl.
0
Indiquemos a la siguiente identidad:
1—¢2n

l—t+t2—ts+ R Sl T =—ﬁt— .

Se obtiene en seguida, si observamos que el primer miembro
es una progresién geométrica cuyo primer término, la razén
y el altimo término son la unidad, ¢y #2"~*, respectivamente.
De esta identidad se deduce que
1

Ll i2n
-l—t=1—-t+t2——ts+...—t2 1+1_—Ft—

> ; 2n ;
1n(l+b)=§ [l——t+t’——t’+...—t?"'l+m] dt. .

Bajo el signo de la integral el lugar de la magnitud
(14971, lo ocupa ahora la expresion mas complicada que
es una suma de muchos sumandos. Ya sabemos que la integral
de una suma o de una diferencia de funciones es igual a la
suma o diferencia de las integrales de estas funciones. 4

Por consiguiente, '

In(148) =
B il B B B
= {1ar— {rar + {oa—{rdy. . —fpmrar 4
0 0 0 h) 0 4
{2n
+ § Tt
Sabemos calcular cada integral en el segundo miembro de
la igualdad, salvo la fltima. A saber:

§ldt=ﬂ, §tw=ﬁT’, ftnit:%’-,
0 0 0

B g

ﬁl ot —ﬂﬂn
SisdtzT, §t’ ldt——2n.
0
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De ahi se proviene que

B
In(14p) = (5—-%-+§—%+...—%;—) + | .
0

La expresion entre paréntesis en el segundo miembro de la
‘igualdad es un polinomio de grado 2n, desarrollado segiin
crecientes potencias de B. Si el valor de p esta conocido y,
ademas, elegido el niimero n entero y positivo (puede ser
cualquiera), el valor del polinomio se calcula con facilidad.
La dnica dificultad consiste en el célculo de la integral

tﬂn

1+¢
0
Demostremos ahora, que en el caso en que —1<<p<l, se !
puede hacerla tan pequefia como se quiera, si tomamos n lo jisd
suficientemente grande. Entonces, calculando In(1+4-f), se ‘
puede despreciar la {ltima integral lo que resultara en un

error _insignificante. Por consiguiente, aproximadamente
tendremos:

ln(l+ﬁ)zﬁ—%+%——ﬁi+...

dt.

ﬁ2n

« 15. Con el fin de evaluar el error de esta igualdad apro-
ximada hace falta examinar la integral despreciada

tﬂn d
m t-
0
Supongamos al principio que 0<<f<l. En este caso ¢
es siempre positivo dentro de los limites de integracion vy,
por consiguiente,

0< _ﬂ_"_<tzn
l+-¢ )

n
Esto significa que la grafica de lafuncion y=lt+—_t se encuentra

plor debajo de la grafica de la funcién y=¢" (fig. 28); por eso
el area CBA, es menor que el area CBA, es decir,

f B
tan i _ﬁ2rl+1
§l+tdt<§t‘-’ dt =55
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Asi, el error que proviene de la igualdad aproximada es
2n

menor que g—n-_:—l dado que 0<<Pf<l, se puede hacer este

error tan pequefio como se quiera, cuando 7 es suficientemente

grande. Hagamos, por ejemplo, f=1. Entonces la férmula.

obtenida nos da:

1 1 1 1 1 y 1 l

con un error inferior a T Si deseamos utilizar este método
para calcular In2 con un error inferior a 0,001, deberemos

q
™
-]

i
hacer que sea -2—#<0,001, es decir, 2n-+1>1000; esta con-

dicién puede ser satisfecha, poniendo 2n=1000. Lo altimo
significa que en el primer miembro de la igualdad apareceran
1000 términos, cuya suma debe ser determinada. Es un tra-
bajo desmesurado y pronto veremos como se puede evitarlo,
haciendo uso de otra férmula para In2.

8
2n
«16. Volvamos a examinar la integral §1t+t dé, supo-
0

niendo, esta vez, que —1<<f<0.
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Ya sabemos que

B 0

i, SO I

OS 007 M 1+¢

. 2n
La integral t1_+qit' es igual al érea de la figura ABCK,
rayada en la fig. 29. La figur’a indicada esta situada por arriba
n

del eje Ct, dado que y=lt—+t>0, cuando £=>—1. Por eso,

0
el drea ABCK es positiva, es decir, la integral S%d—: es

. . . . . . 2"
una magnitud positiva que se diferencia de la integral %:Tt
0
sélo por el signo y, por consiguiente, sus médulos son equiva-
lentes:
0 p
endf S t2n dt
1+¢ |J) T+¢
B 0

Observemos luego, que para £ y f=>—1 se verifica la desi-

gualdad

14-t>14p>0,
por lo tanto,
1 1
g vl e
¥
{2n {2n
117 1+p

Esto significa que la grafica de la funcién y=% en el
segmento Pp<<#<<C0 pasa por debajo de la grafica de la funcion

y=lt—_:_'};(fig. 29). Por ello, el area ABCK es menor que ABCL:

o 2n df 012 dt
t’l n
<§ R

T+¢

B




El segundo miembro de la desigualdad se calcula con fa-
cilidad:

0 0
i 1 (o L gl
(rrptrdt =g "t = g~y
B B pans1
ERCTERVI(ER )

FIG. 29

(esta magnitud es un niimero positivo, dado que f**'<C0,
1+p>0 y 2n+1>0). Por consiguiente,

f2n
S E
2n (¢

i t
Por ello, despreciando el sumando e

0
12n dt
) T ST @enaTe -

l?,i.’n—l

en la expresion

para In(1+4-p), cometemos un error inferior, en su magnitud

n+1
—(—2,%%1'5(— 1<<p <0) El error

tiende a cero, cuando n va creciendo ilimitadamente.

absoluta, al ntiimero

o

Asi, en el intervalo —1<<f<<0 la férmula aproximada

YRR I L el R,

24 i T gl g
es valida con el error inferior a PTESTE R
Supongamos, por ejemplo, que ﬂ—*———é—. Entonces. el

error de la formula aproximada sera inferior a
R ol 1
gmrT [?(2"“)] =@y

|
Si tomamos n=4, la iltima fraccién seré igual a 128

9956
=——<2304 0,0005. Por consiguiente, con este grado de precision
podemos escribir:

Nes B e g I o s Gl
D 22.2 23.3 23.4 25.5
1 1 1
TR T A
Realicemos los calculos:
7=05000, 55=0,1250, 5==0,0417, z.—0,0156
1 1
255_00062 ﬂ_00026 2—=00011 —rs-=0,0005,
Obtenemos:

In ~ — 0,6927~ — 0,693

~

con error inferior a 0,001 (tomamos en cuenta que la propia
formula puede contener un error de hasta 0,0005 y, en adi-
cién, un error de hasta 0,00005 pudo surgir como resultado
de la reduccién de cada uno de ocho sumandos a una fraccion
decimal).

Dado que ln%=-—ln2, tenemos:

1n 2~0,693.
Si en la férmula aproximada para In(l+pB) ponemos
ﬂ=—% , podemos calcular del mismo modo ln—31, y por lo
tanto, 1n3=—ln—;-. En general, al tomar [3=—k—:_—l, obtene-




46

mos: ln(l——-k_’:_l)—ln 7 Y Por consiguiente, In (k-+1)=

i k+l
ritmos sigue siendo muy laborioso. Asi por ejemplo, si de-
searamos calcular In1l, entonces, tomando k+1=11, es

: 2 10
decir k=10, deberiamos poner ﬁ=—ﬁ. En este caso el error
de la férmula aproximada seria inferior a

(}_(%)zrwl :(2n+ 1)(1—%))=2_nl—1r_1 (:_(;))‘hu.-l.

Tenemos, pues:
=~ 0,91; (9)2 ~ 0,83; (B>‘ ~0,69; (17) ~0.48;

No obstante, este método de calculo de los loga-

11 T )t

(1) ~0.20: (f7)" =008 (F7)" ~0,006:

({—‘I’)“ ~ 0,005.

Por consiguiente, solo en el caso en que 2n+1=65 podemos
garantizar que el error de la formula aproximada para el

calculo de ln—ll—l sera inferior a é—é-0,00Sz0,00l.

Es evidente que los calculos de lnﬁ seran demasiado la-
boriosos, ya que debemos calcular la suma de 64 sumandos:

10 LATONS U1 A TONS 1 /10Y6
T T AT Ty “"'_61(11

*® 17. Las conclusiones relativas a la férmula aproximada para
In (14-B) nos hacen buscar otra férmula, que requereria la
menor cantidad de operaciones. Tal férmula existe. Para
encontrarla tomemos un niimero &, entero y positivo, v haga-

1 :
mos ﬁ—m. Entonces tendremos:
1 1 |

1“(1 +2k+l) N T IERFIE TI@RFIE
1 1 l
42k +1)4+ T @A) k1)1 2n 2kt )R

El error de esta igualdad aproximada es inferior a

(2n+1)(21k+l)2"+1‘ Tomemos ahora P negativo, igual a
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-—2————k:_]. Obtendremos otra igualdad aproximada:

I TR 1 1
I“(l 2k+l>~ PRF1 2@k 3@RFDE
] 1 1 1
T AL T @r—1) k- 1)r-1 2 2k 1)

que nos da el valor de In (1—— ) con el error inferior a:

2k+1
1 | 2RLY )
{2k +-1)eHaC [(2n+1)< 2k+1)]= %k " 3n1 @kDyEaelc

Sustrayendo, miembro a miembro, la segunda igualdad apro-
ximada de la primera, encontramos:

' 1
in (14 ge7) —n (1—ge7) =
L 2 2 2
~2k+1+3(2k+1)3+5(2k+l)5+ et eEr e

El error de esta igualdad aproximada no es superior, en
su magnitud absoluta, a la suma de errores que admiten las

5 1 1
formulas para In (l+2——k+l) y l"<1—_2k+1> . Por ello es
inferior a
1@ 1 2k+1 1 i :
2n-+1 (2k+1)2n+1+ 2k ‘In+1 (@kF1)ERF1
_ Akl 1 1 7SO P

% Wl @RI~ %k ImEl”

. 1 Wy 1
@12+ 17 k(2nF1) (2k+ )27
Transformemos la diferencia de logaritmos, observando

que ella debe coincidir con el Togaritmo del cociente. Obtene-
mos:

1
|4~ 57—
_1 A ] 1 . 2L
n(l+2k+l> 1“(1 2k+1>_1“1_ T
2k+1
2k-4-2 k+1
=i %2 B g e )—lne.




Asi,
) 2 2
ln(k+1)—Ink~ g +amrp tsgyyps
2

+EoyeEryT (*)

4 con el error inferior a -Ila— . —2—,:1_—1 . (2—1{4_}1_)27 .
Esta es la formula buscada. La férmula permite calcular
In (1), si se conoce Ink. Aprovechando la igualdad In1=0
y poniendo en ella R=T, encontraremos Iln2 con error in-

ferior a

1 1

2n41 3%7°

Tomemos n=>5. Se puede afirmar que el error sera inferior

Al l__ -0,000002. Por consiguiente:

11 3%~ 11-59049

O
In2-n2-nl ¥z +asztyg ity Top

con error inferior a 0,000002. Transformando todas las cinco
fracciones en las fracciones decimales con seis cifras después
de la coma (es decir, con error inferior a 0,0000005) y suman-
dolas, obtendremos el valor de In2 con error inferior a
0,000002--0,0000005 - 5<<0,000005:

In2~0,693146~0,69315.

Hagamos ahora en la férmula (*) k=2 y n=3. Resulta:

2 2 2
In3—In2 =~ §+ﬁ+—575>—5 ~ 0,40546

g . 1 1
con error inferior a =+ g5= T2 15695<0,000005. Por eso

In 3~1n 2+-0,40546~1,09861.

Luego, obtendremos In4=2In2~1,38630; tomando en la
formula (*) k=4 y n=3, encontramos:

e i 2
Inb—1n4 ~ o W+'5—9—5~0,223144 ~ 0,22314

con error inferior a

1 A 1
L L = s < 0,0000001.
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Por esto:
In5~In4-+0,22314~1,60944.

Ahora podemos encontrar, también, el valor de In10:

In 10=In 5+-1n 2~:2,30259

y, por fin, tomando en la férmula (*) k=10 y n=2, obtenemos:
2 2
(aqui, el error de la férmula aproximada es menor que

~0,0000001).

Por ello:
In11a1In 10+40,09531~2,39790.

No necesitamos mas ejemplos para comprender, como_se
puede construir la tabla de logaritmos naturales. Precisa-

mente a base de este método fue construida la siguiente tabla
de logaritmos naturales de los niimeros enteros, partiendo de
la unidad hasta 100, calculados con error inferior a 0,0005.
. 18. Hemos visto que el logaritmo de un producto se obtiene
mediante la operacion de adicion; ¢l de un cociente, mediante
la sustraccién, el logaritmo de una potencia se encuentra
mediante la multiplicacién (por el exponente de la potencia)
y el logaritmo de una raiz, mediante la divisién (por el expo-
nente de la raiz). Por_eso, disponiendo de una tabla en la
que al lado con los nimeros se encontrarian escritos los lo-
garitmos de éstos (tabla de logaritmos) se podria sustituir,
con ayuda de esta tabla, la operacion de multiplicacion por
la de adicién, la divisién por sustraccion, la elevacién a po-
tencia por multiplicacién, y la operacién de extraccion de
raiz por la de divisién, es decir, por las operaciones cada
vez mas simples. Los procedimientos corre i
exponen en los manuales de algebra. Aqui, nos limitemos
con un simple ejemplo.
Supongamos que es preciso calcular ¢= i’/ 2. Hagamos uso
del valor, anteriormente calculado, de In2~0,693; al divi-

dirlo por 5, obtendremos 1n€/§=%ln 2~0,139. Basta, ahora
encontrar el niimero §/ 2, seglin su logaritmo. Nuestra tabla

no es suficientemente conveniente para este objeto, dado que
contiene los logaritmos 0,000 (correspondiente a la unidad)
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Tabla de logaritmos naturales
(de la 1 hasta 100)

n in n n In n n In n n In n n in n
1{ 0,000 [[21| 3.045 |41| 3,714 |61 4,111 |81 4,394
2| 0,693 |[22]| 3.091 (42| 3,738 (62| 4,127 |[{82 | 4,407
3| 1,099 (23| 3,135 [43| 3,761 |63 4,143 |83 4,419
4| 1,386 (24| 3,178 |44| 3,784 |64 | 4,159 [{84 | 4,43l
5 1.609 (25| 3,219 |[45| 3,807 (65| 4,174 ||85 | 4,443
6] 1,792 [26| 3.258 ||46| 3,829 |66 | 4,190 |86 | 4,454
71 1,946 (27| 3.296 |47| 3,850 |67 | 4,205 {87 | 4,466
8| 2,079 |28] 3.332 |[48| 3,871 |68 4,220 [|88 4,477
9| 2.197 ||29| 3,367 [49| 3,892 |69 | 4,234 [I89 | 4,489

10 2.303 (30| 3,401 |50 3,912 (70 | 4,248 |90 | 4,500
11| 2,398 [|31| 3,434 [51| 3,932 |71 | 4,263 [|91 | 4,511
12| 2,485 (32| 3,466 [[52| 3,951 [[72 | 4,277 92 | 4,522
13| 12,565 (33| 3,497 (53| 3,970 [73 | 4,290 [{93 | 4,533
141 2,639 (34| 3,526 (54| 3,989 |74 | 4,304 [[94 | 4,543
15| 2,708 |35| 3,556 |55| 4,007 [75| 4.317 [|95| 4,554
16 2,773 |36 3,584 |56 4,025 |76 | 4,331 [|96 | 4,564
17| 2,833 (37| 3,611 ||57| 4,043 |77 | 4,344 |97 | 4,575
18{ 2,800 |38| 3,638 [58| 4,060 *|78 | 4,357 (|98 | 4,585
19| 2,944 |[39| 3,664 59| 4,078 (79| 4,369 (99 | 4,595
20| 2,996 [[40| 3.689 (60| 4,094 [80 | 4,382 (00| 4,605

y 0,693 (correspondiente a 2). El primero es demasiado pe-
queno, el segundo es excesivo. En virtud de lo enunciado
podemos decir sélo que 1<f/2<2. Pero, advertimos que
In (103/2)=In 10—1n}/2=2,303+0,139=2,442. El logaritmo
inferior mas proximo de la tabla es 2,398(=In 11), el loga-
ritmo superior mas vecino es 2,485 (=In 12). Por eso, tenemos:

11<10}/2<<12. Observando que el niimero 2,442 es préximo
al promedio artitmético de los nimeros Inll y Inl12, que es

igual a 2,441, podemos escribir 10}/2~11,5, es decir, 1/ 2~
~1,15. Para controlarnos observemos que

1n(1003/2) =1n 100+ In 3/ 2=4,605 40,139 = 4,744
y In115=1n5+1n23=1,609+3,135=4,744.
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- 19. Con el fin de construir la grafica de la funcién y=Inx
elijamos Jos ejes de coordenadas y una unidad de escala;

luego, en las perpendiculares al eje Ox, levantadas de los,

a)

puntos escogidos de x(x>0), marquemos los valores corres-
pondientes de Inx. Los extremos de las perpendiculares para
todos x le situaran en la curva que sera la grafica de unloga-
ritmo natural y que se expone en la fig. 30, a. Por_debajo, €
Ta fig. 30,b, vemos Inx, expresado por medio de un area.
"Los dos dibujos tienen una misma escala. Para un mismo valor
de x sera valida una afirmacién que-la cantidad de unidades
cuadradas, que componen el area del trapecio curvilineo

4'
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ACDB, es igual al nimero de unidades lineales que contiene
el segmento KL en la fig. 30,a.
Observemos, si 0<<x'<I, entonces resulta:

x1

es decir, Inx’ es un niimero negativo cuya magnitud ab
es igual al area del trapecio B'D'CA. Por ello, en este caso
Tnx" se expresara en la fig. 30, a mediante el segmento K'L’,
qirigido _hacia abajo con relacion al eje Ox.

Todas las propiedades de la grafica de la funcién y=Inx
se desprenden de la definicion y propiedades del logaritmo
natural. Por ejemplo, Inx es negativo para x<<l, se anula
para x=1y es positivo, siendo x>>1. Es por ello que la grafica
de lTogaritmo se dispone por debajo del eje Ox para los valores
de x<<1. Cuando x=1, la grafica corta al eje Ox. Para todos
x>1 Ta gralica se dispone por arriba del eje Ox. Luego, la
uncion y=Inx va creciendo a medida que aumenta x. Esta
propiedad es evidente cuando x>1 (véase fig. 30, b), pero es
justa también para x=x'<C1. En efecto, si x’ crece, quedando
siempre menor que la unidad, la magnitud absoluta del
area B'D'CA (fig. 30,b) va disminuyendo, lo que significa
que Inx, que se difiere de esta area sélo por el signo, va cre-
ciendo. ' ‘

La grafica nos sefiala que la propiedad de crecimiento del
iogaritmo se expresa por una curva en forma de la cuesta de una
colina, ascendente a Ia derecha. La curva indicada, abrupta
al principio, adquiere despucs una pendiente cada vez mas
suave. Asignaremos a la grafica de la curva el nombre de
una cuesta logaritmica.

Si trazamos una «senda» horizontal a lo largo del eje Ox
y vamos por ella a la derecha, partiendo del punto O, entonces,
mirando abajo, veremos, al principio, un abismo infinito
en cuya profundidad se pierde la cuesta logaritmica. Sin
embargo, basta hacer un paso de anchura igual a la unidad
de longitud para que el abismo se quede atras. Continuando
nuestro movimiento por la «senda», observamos que con cada
paso la cuesta se hace cada vez mas alta. Por ejemplo, hechos
dos pasos (x=2), la altura serd In2=0,693, después de tres
pasos, In3=1,099, etc. Al hacer m pasos, calculemos el in-
cremento de altura, correspondiente a un sélo paso mas.
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Teniendo en cuenta que la altura de cuesta, correspondiente
a m pasos realizados (cada paso equivale a la unidad de lon-
gitud) esigual a Inm, y la altura después de m--1 pasos sera
igual a—In (m1); llegamos a la conclusion que el incremento
de la altura, correspondiente a un paso, sera:

m

1n(m+1)—1nm=1n’"+'=1n(1+-‘m—> .

Cuanto mayor es el nimero de pasos, tanto menor sera la

cantidad _”_11_ , y tanto mas préximo a la unidad sera el valor de

H—l , con lo que In l+l tiende a cero. Esto significa que
m m

la subida de la cuesta resulta cada vez menos visible, a medida
que avanzamos a la derecha, es decir, la cuesta logaritmica
realmente adquiere una pendiente cada vez mas suave.

La cuesta, sin embargo, sube de la manera infinita, asi
que por grande que sea nuestro avance a lo largo de «la senda»,
la cuesta siempre sera por arriba. ~

Efectivamente, realizados 2” pasos, la altura de la cuesta
sera igual a

In22=mlin2=0,693 m.

Este tltimo nGimero para m suficientemente grande, sera
tan grande como se quiera.
Supongamos que en lugar de la «senda horizontal» traza-

. mos otra «senda» rectilinea, que tiene algiin coeficiente angu-
~ lar, aunque sea muy pequeiio (fig. 31,a). Avanzando a lo

largo de esta tultima senda, no sélo alcanzamos la cuesta
logaritmica sino que, continuando el movimiento, lo deja-
mos por debajo (fig. 31,0).

Con el objeto de comprobar esto demostremos el siguiente

lema: para m natural cualquiera es valida la desigualdad

4”‘
- =4

En efecto, cuando aumentamos m por una unidad, la

., 4m ]
fraccmn—”F crece, es decir,
4m 4m+1
m: > (m1)2°
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esto se deduce: de la: desigualdad

4mAL | gm O AmE ( 2m NE (mAm R
m'ﬁ—(m+1)z—<m+1) _<m+1> el

que es valida para m=>1. Es por eso que entre las fracciones:

4v 43 - 4m

Lnx:
o yxtge L

ay b)

FIG. 31

la primera tiene valor maximo,.es decir, siempre serd

41 4m
TS

que es lo que teniamos que demostrar.
Observemos ahora, que en cada punto de la «senda» recti-
linea inclinada se satisface la‘ correlacion

y=xtga

donde « es el 4ngulo de inclinacién de la recta (« es un angulo
agudo y, por- consiguiente, tgo=>0). Al tomar x=4", vemos
que la altura de la «<senda» en este punto x es igual a 4" tga,
mientras que la altura de la cuesta logaritmica sera In (4”)=
=m In4. La relacién de la primera altura a la segunda es

Amtoaq - 47 tgam
mlnd ~ m?ln4d "

it el i Gk
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r . m
Pero, segin lo demostrado anteriormente, ;%524. Por eso,

la relacién de la altura de la «senda» a la de la cuesta loga-
ritmica no sera menor que la cantidad 4—:54—“m, la que puede

ser tan grande como se quiera, si m crece indefinidamente.
Por consiguiente, cuando x=4™ y m es suficientemente grande,

FIG. 32

la cuesta logaritmica es considerablemente superada por la
senda rectilinea (véase fig. 31, b).

Fijémonos que la cuesta logaritmica esta representada por
una curva esierica que gira su convexidad hacia la parte
superior. En términos geométricos esto significa que cual-

quier arco de la grafica del Togaritmo se sitiia por arriba de la
cuerda de este arco (fig. 32). Designando por x; y X, las abs-
cisas de los extremos de un arco arbitrario L,L,, comprobemos

que para el valor medio de x="_"% el punto L del arco

se encuentra, real mente, por arriba del punto medio M, per-

teneciente a la cuerda.
Efectivamente,

NL —nXt*
] 2

NM = KiLy+ KoL,
2
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(como linea media del trapecio); es decir,
NM:‘“XH‘]“&
o T
Hemos de demostrar que

X1+%x  Inx;+1Inx,
In il 3 -

Pero

g dinG _ L in(nr) =V 7w,

Por eso hace falta demostrar que
1n’£1‘;_"2 < in ¥V %z,
Observemos que
(Ve —Vx) =2—2Vxx,+2,>0

(si x, y x, son nimeros positivos diferentes).
Por consiguiente,

xl+x3> 2VZ;;’

luego,
ath s Vg,
y, por fin,
InBF5 > InY g,
que es lo que teniamos que demostrar.

Asi pues, el punto de un arco, correspondiente al valor
medio aritmético de las abscisas de los extremos del arco,

R i AR e 0 R A T SR TR R e
i WIGT . §ii s = <IN Lt
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» 20. Muy a menudo tenemos que recurrir a_los logaritmps
naturales, resolviendo unos problemas matematicos y ﬁ-

supera al punto medio de la cuerda, sea cual fuese el arco de
la grafica de logaritmo. De ahi proviene que la grafica de
Togaritmo siempre gira su convexidad hacia la parte positiva
del eje de las y.

En caso contrario (fig. 33) se encontraria un arco, para
el cual la propiedad indicada pierde su validez (el punto me-
dio M de la cuerda se situaria por arriba del punto correspon-
diente L del arco).

Basandonos en las propiedades de logaritmo, podriamos
deducir ofras propiedades notables de la grafica de logaritmo.

Sin embargo, nos limitamos a las indicadas.

sicos (ale, a primera vista, no tiene e con las
areas de ftrapecios curvilineos limitados con arcos de hipér-

bola. He aqui un problema de esta indole que plantes

P. Chébishev, célebre matematico ruso: obtener una for-
mula, sencilla al maximo, que permitiria el célculo aproxi-
mado de la cantidad de todos los nimeros simples que no
superarian al nimero prefijado n cualquiera.

¢

FIG. 33

Si n no es grande, el problema de la cantidad buscada,
si(n), no tiene diiicultades (hemos de observar que aqui m
no_tiene ninguna relacion al nimero 3,14159...). Asi, por
ejemplo, si n—10, los nameros simples qué no superan al
niamero 10 son: 2, 3, 5, 7; su cantidad es igual a 4. Por consi-
guiente, m(10)=4. Si_n=100, entonces, empleando el pro-
cedimiento conocido de la criba de Heratdstenes, obtendremos
25 nameros simples: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,19, 23, 29, 31,
37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. Por con-
siguiente, m(100)=25. Sin embargo, cuando n es grande,
la solucion del problema se hace bastante dificil.¢ Cémo se
calcula m(n), aunque de manera aproximada, cuando n es
igual a un millén, mil millones, etc.?

Chébishev encontré que para el calculo aproximado de
n(n) es suliciente dividir n por el logaritmo natural de n:

n
n(n) =t
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el error relativo de esta igual

sin embargo éste tiende a cero, cuando » tiende a la infinidad.
La f6rmula aproximada de Chébishev es particularmente
cémoda para el caso en que n es una potencia del niimero 10
con exponente entero y positivo: n=10%*. En efecto, Inn=

In10#=Fk In10~2,303k, y, por lo tanto.

oA
7 (10%) =~ 535z -

Teniendo en cuenta que ~0,434, obtenemos la for-

1
2,303
mula, mas cémoda en calculos:

7 (10%) & 0,4341%

Asi pues, cuando k=1 y k=2, tenemos:

7 (10) ~0,434.10=4,34 (el resultado correcto es 4)

n(lOO)z0,434-l—(219z21,7 (el resultado correcto es 25).
Procediendo de esta manera, obtenemos:

7 (1000) ~ 0,434 ~!—(-)399z 145 (el resultado correcto es 168),

7t (10000) ~0,434 -1—02—00 ~ 1090 (el resultado correcto es 1229),

n(10°%) ~ 0,434 —1618 ~ 72300 (el resultado correcto es 78498).

El error relativo del ultimo resultado constituye
78498 — 72300
TR R

es decir, el 8 por ciento y es, por consiguiente, bastante grande.
Sin embargo, se puede demostrar con toda la rigurosidad que

el error relativo, obtenido segiin la férmula de Chébishev,

puede ser disminuido y hecho tan pequefio como se quiera
a condicion de que 10* es suficientemente grande. Llegara
el momento, cuando el error sera menor que el 1%, a conti-
nuacién menor que el 0,1%, menor que 0,001%, etc. En este
reside una gran importancia teérica de la féormula de Ché-
bishev.

P. Chébishev obtuvo, ademés, otra féormula para el cal-
culo aproximado de m(n), la que es un poco mas complicada
que la primera. No obstante, ella nos proporciona la aproxi-
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macién mucho mas exacta. He ahi esta formula:
T d
¢
n (fl) ~ ‘S‘ E-t i
2
Sin realizar calculos, indiquemos algunos resultados:
1000

S %zﬂ? (£ (1000) = 168);

2

10 000

S I~ 1245 (m(10000) =1229),
1000?)00

S 14 78627 ((1000000) —78498).
2 P

El error relativo de la igualdad aproximada
1000 000

dt
2 (1000 000) ~ S &,
2
es, por consiguiente:
| 78 498—78627 | _
e~ 0,0016,
es decir, el 0,16%.
.21. Hemos visto que

In2=0,69315<1 y 1n3=1,09861>>1.

Esto significa que el area ACDB (fig. 34) es menor que la uni-
dad, y el area. ACD,B, es superior a la unidad. Conviene es-

perar_que entre los puntos D y D, habra un punto D’ tal que
d. Tal punto D' realmente

el area ACD’ B’ sera igual a la unida mente
existe. Designando por e el segmento OD’ podemos afirmar
que 2<<p<<3. Haciendo uso de la tabla de logaritmos en la
pagina 50, se puede establecer que 2,7<<e<2,8.

En efecto,

In2,7=1n27—In 10~0,993 ~

A 1n2,8—=1n28—1In 10=1,029."

Existen varios procedimientos que permiten cal_cular e con
cualquier grado de precision. Haciendo caso omiso de ellos,




e e L e —
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indiquemos como resultado:
e~2,71828

(todas las cifras escritas son justas). En virtud de la definicién
Ine=1.

El niimero e se denomina base de logaritmos naturales, o el

nimero de Néper, en honor de Néper, matematico escocés que
publicé la primera tabla de logaritmos (en el afio 1614).

¥y
v-£
\ A
DD,
0 i C 1 ! 0, x
e
FIG. 34

Haciendo uso de l_as propiedades de logaritmo natural se
puede derpostrgr el siguiente teorema: el logaritmo nafural
de cualquier nitmero positivo b es igual al exponente de una

potencia a Ta cual se eleva el nimero e para obtener el ni-
mero b. En otras palabras; si Inb=a, entonces b=e%*. Por

ejemplo, de la igualdad In 2=0,69315 proviene que 2=z ¢9%15,
de la igualdad In 10~2,30259 proviene que 10~se?:325¢ etc.

Para efectuar la demostracion, haremos uso de la propiedad
del logaritmo de una potencia. Sea b=e*: entonces Inb=
=Ine*=x Ine. Pero, Ine=1, y, por _consiguiente:

Inb=%,

es decir, el logaritmo natural del niimero b es igual al expo-
nente x de la potencia.
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Asi pues, se puede determina i S

sin recurrir a las imagenes geométricas. Podriamos decir
desde el mismo principio que e] logaritmo natural de un ni-
mero b es el exponente de la pofencia a la cual se debe elevar
el nimero e~2,71828 para obtener el niimero b. Pero, en este
caso no seria claro, por qué razén nos interesan los exponentes
de un solo niimero bien determinado, como es el numero e.
Cuando los Togaritmos naturales se expresan a través de las
areas, su deferminacion se hace mas evidente y no provoca
ningunas dudas.
~— Nos basfa afiadir que al lado con los logaritmos naturales
existen otros logaritmos que tienen de base otro mimero,
diferente de e. Asi por ejemplo, el logaritmo decimal del ni-
mero b es nada mas que el exponente de la potencia en la que
se debe elevar el niimero 10 para obtener b. El logaritmo deci-
mal del niimero b se designa asi: lgb. Si_hacemos lgb=9,
entonces, segiin la definicién, {enemos: b=10P; es evidente
que In10=1. Los logaritmos decimales se consideran detalla-
damente en escuelas secundarias, cuando se emprende el
estudio del curso de algebra. Todas las propiedades de los
logaritmos decimales se obtienen en el curso indicado no por
medio geométrico, sino basandose en las propiedades conoci-
das de los exponentes de potencia.

Los logaritmos naturales y decimales estan entrelazados
de la manera siguiente. Sean: Inb=a y lgb=p. Esto signi-
fica que b—e* y b=10P, es decir, e*=10°. Por lo tanto,
Ine®*=In108, 6, alne=PInl0, es decir, a=p-2,30259.

Asi pues, Inb=2,302591gb, de donde:

1 ;
Ilgb= 3730950 Inb=0,43429 In'b.
Multiplicando cada logaritmo en la tabla de logaritmos natu-
rales por 0,43429, obtendremos la tabla de logaritmos deci-
males.
Asi, por ejemplo,

1g2=0,43429 1n2=0,43429-0,69315~0,30103.
Para lg10 obtenemos, evidentemente, la unidad:
1g 10=0,43429 1n 10~0,43429-2,30259=1.

Tomando el niimero 10 (que es la base del sistema decimal

de calculos) por base de logaritmos decimales, simplificamos

)
" |




1g20=1g2+1g 10—
= g2+1=l,30103
1g200=1g2+1g100=1g2+2=2,30163

i, conociendo
Sea

mos calcular In 20 v Iy 4
guientes operacion 90 tendremos que realizar [as gj-

€s:
In 20 =In2-+In 10=0
| = ,69315+2,30259=2
In 200=1n2+.ln100——aln 2+421n 10=0,693I’g‘(-){£—“74’
+4.60517=5,29832.

. Es por eso que en calj .
los se prefieren |45 tat?l:sjadi ;191 medio a

uxiliar de los c4]

: ! cu-
Ninguna man .o a5 (€ logaritmos decimale

turales, los c:;laesd ;sirrri’x:nuyz 1y ]lmportancia de IO;éfil?mqoL;en(;e
p_ll;oblemas de las mate para la solucién de los mas diversos
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