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INDICE INTRODUCCION

INTRODUCCION
En una ocasion, a principios de curso, oi casualmente una conver-

sacion de dos nifias. La mayor de ellas habia pasado al sexto grado

§ 1. (/Qué es una demostracién? 7 :
y la menor, al quinto. Las nifias hablaban de sus impresiones sobre las

§ 2. (Para qué hace falta la demostracién? 11 lecciones, los maestros, las amigas y las asignaturas nuevas. A la alum-
3. Ch ) na de sexto grado le sorprendian mucho las lecciones de geometria:
§ 3. /Como debe ser la demostracién? 18 “Figiirate— decia—, llega la maestra y dibuja en la pizarra dos trian-
oS, o i ¢ dica a demostrar-

A Onento > gulos iguales y despucs, durante toda la clase, se de 1
$4.Q % 1_3t(.>51c10:.1es dde la gec_zfneotr ia pueden nos que, efectivamente, son iguales. Yo no comprendo. /Para qué ha-
admitirse sin demostracion? 45 ce falta esto?”—";Y como vas a responder si te preguntan esd

leccién?"— le preguntd la mas pequeiia. “La estudiaré por el libro...
pero es tan dificil recordar donde hay que poner cada letra..”

Ese mismo dia por la tarde oi como esta muchacha, sentada junto
a la ventana, estudiaba la geometria: “Para demostrarlo superpone-
mosel tridngulo A’B'C’ al triangulo ABC... superponemos el triangulo
A’B'C’ al tridngulo ABC...” repetia varias veces. Siento no haber sabi-
do qué calificaciones obtendria esta nifia en geometria, pero pienso
que esta asignatura debia serle bastante dificil.

Varios dias después vino a verme mi vecino Tolia, que también es-
tudia en el sexto grado, para quejarse de la geometria. En clase les ha-
bian explicado, y después les sefialaron como tarea para casa, estudiar
el teorema acerca de que en el triangulo, todo angulo externo es mayor
que cualquier interno que no sea adyacente suyo. Tolia me ensefio
el dibujo del libro de geometria de Kiseliov (fig. 1) y me pregunto:
** (Para que hay que hacer una demostracion tan larga y dificil, cuando
IMERESO EN'IA ‘URSS. 1980 en este dibujo se ve claramente que el angulo exterior del triangulo es
obtuso y que los dngulos internos no adyacentes a €l son agudos? Sa-
biendo que el angulo obtuso es siempre mayor que el agudo —me ase-
guraba Tolia—, esto esta tan claro que no necesita demostracion.”
Y tuve que explicarle que esta proposicion no es totalmente evidente
y que es muy razonable exigir la demostracion del teorema acerca del
angulo externo del triangulo.

Por fin, recientemente un alumno de octavo grado me ensend su
trabajo de control, por el que “injustamente,” segun él, le habian reba-
jado la nota. En el problema propuesto se daba un trapecio isosceles,
cuyas bases tenian respectivamente 9 y 25 cm, los lados no paralelos,
17 cm, y se pedia hallar la altura del trapecio. Para resolver este pro-
blema, en el trapecio habia inscrito una circunferencia e indicaba que,
basandose en el teorema sobre el cuadrilatero circunscrito (segin el
cual las sumas de los lados opuestos del cuadrilatero circunscrito son

Ha ucnanckom azvike
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iguales), en dicho trapecio podia inscribirse una circunferencia (puesto
que 9+ 25 = 17 + 17). Después la altura la determinaba como el dia-
metro de la circunferencia inscrita en el trapecio isosceles, el cual era
igual a la media proporcional entre las bases del mismo (este teorema
habia sido demostrado por los alumnos en uno de los problemas re-

sueltos antes).

Inis |“bn.

FIG. 1

La resolucion parecia muy sencilla y convincente, pero el profesor
subrayo que la referencia al teorema sobre el cuadrilatero circunscrito
no era correcta. El alumno de octavo grado no podia comprender es-
to. “¢No es verdad, acaso, que en el cuadrildtero circunscrito las su-

mas de los lados opuestos son iguales entre si? Pues en nuestro trape-

cio la suma de las bases es igual a la suma de los lados no paralelos,
por lo tanto, en este trapecio puede inscribirse una circunferencia.
¢Donde esta entonces el error?”—me preguntaba.

Hechos como estos que acabo de mencionar pueden citarse mu-
chos. Los escolares no suelen comprender para qué hace falta demos-
trar una verdad que sin demostracion pareece suficientemente clara,
ademas de que las demostraciones parecen a veces demasiado compli-
cadas y voluminosas. Y se dan casos en que una demostracion aparen-
temente clara y convincente resulta ser incorrecta si se examina
detenidamente.

El objeto de este librito es ayudar a los alumnos a comprender las
cuestiones siguientes:

1) {Qué es una demostracion?

2) ¢;Para qué hace falta la demostracion?
3) ¢Coémo debe ser la demostracién?
4) (Qué puede admitirse en geometria sin demostracion?

# §1. (QUE ES UNA DEMOSTRACION?

1. Asi, pues, nos preguntamos, /qué es una demostracion? Figure-
se que quiere convencer a su interlocutor de que la Tierra tiene la for-
ma de una esfera. Le hablara de como el horizonte se ensancha a medi-
da que el observador se eleva sobre la superficie de la tierra, de los
viajes alrededor del mundo, de que la sombra que proyecta la Tierra
sobre la Luna durante los eclipses de esta ultima es redonda, etc.

Cada uno de estos testimonios con ayuda de los cuales puede con-
vencer a su interlocutor, se llama argumento de la demostracion, y el
conjunto de todos los argumentos, argumentacion. (En que se funda la
fuerza o persuacion de un argumento? Consideremos, por ejemplo, €l
tltimo de los argumentos antes citados. En €l se afirma que la Tierra
debe ser redonda, puesto que su sombra es redonda. Esta afirmacion
se funda en que todo el mundo sabe por experiencia propia que todo
cuerpo esférico da una sombra redonda, y viceversa, la forma redonda
de la sombra, para posiciones diversas de los cuerpos, se obtiene de
cuerpos cuya forma es esférica. Por consiguiente, en este caso nos
apoyamos ante todo en LOSHECHOS, en nuestra experiencia directa de la
vida, que evidencia las propiedades de los cuerpos del mundo que nos
rodea. Después recurrimos a LA DEDUCCION, que en el caso dado se
hace, aproximadamente, en el siguiente orden,

“Todos los cuerpos que en diversas posiciones proyectan una som-
bra redonda, tienen forma de esfera”. “La Tierra, durante los eclipses
de Luna, aunque ocupa posiciones distintas con respecto a ésta, siem-
pre proyecta sobre ella una sombra redonda”. Deduccion : “Por consi-
guiente, la Tierra tiene forma de esfera”™

Veamos un ejemplo de fisica. En los afios sesenta del siglo pasado,
el fisico inglés Maxwell establecio que las oscilaciones electromagnéti-
cas se propagan en el espacio con la misma velocidad con que se pro-
paga la luz. Esta circunstancia le indujo a hacer la proposicion (hip6-
tesis) de que la luz también tiene cardcter de oscilaciones
magnéticas. Para demostrar que esta proposicion era justa ha-
bia que establecer que la semejanza de las ondas luminosas y elecro-
magnéticas no se limitaba inicamente a la igualdad de sus velocidades
de propagacion, habia que aportarargumentos suficientemente solidos
que demostraran que la naturaleza de ambos fenomenos es la misma.
Estos argumentos fueron los resultados de los experimentos en los
cuales se puso de manifiesto la indudable influencia de los campos
magnético y eléctrico en el caracter de la radiacion de la luz por focos
diversos. Se descubrio también una serie de otros hechos que demos-
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traron con toda evidencia que las oscilaciones luminosas y las electro-
magnéticas tienen una_misma naturaleza.

~ Pondremos otro ejemplo de aritmética. Tomemos varios nimeros
impares cualesquiera, elevemos cada uno de ellos al cuadrado y a cada
uno de los cuadrados obtenidos restémosle una unidad. Por ejemplo:

y asi sucesivamente. Examinando los numeros obtenidos vemos que
tienen una propiedad comin: cada uno de ellos es divisible por 8. Ha-
ciendo varias pruebas mds con otros numeros impares y llegando al
mismo resultado, expresamos la siguiente hipotesis : “El cuadrado de

cualquier nimero impar, disminuido en una unidad, da un numero
multiplo de 8", .

Como ahora nos referimos a cuaLQUIER nimero impar, para hacer
la demqstracién tenemos que aportar argumentos validos para cUAL-
QUIER nuimero impar. Teniendo esto en cuenta, recordamos que todo
nimero impar tiene laforma 2n — 1, donde n es un nimero natural
cualquiera. El cuadrado de un nimero impar, disminuido en una uni-
dad, puede escribirse en forma de la expresion (2n — 1)*> — 1. Abriendo
el paréntesis obtenemos: (2n—1)2 —1=4n* —4n+1—1 =47 —
—d4n=4dn(n— 1).

La expresion obtenida es miltiplo de 8 cualquiera que sea el nii-
mero natural n. En efecto, el factor cuatro indica que el numero 4n(i —
— 1) es multiplo de cuatro. Ademas, n — 1 y n son dos nimeros natu-
rales sucesivos, de los cuales uno tiene que ser necesariamente par;
por lo tanto, nuestra expresién también contiene necesariamente un
factor 2.

Asi pues, el niimero 4n(n—1) es siempre multiplo de 8, que es lo
que habia que demostrar.

En estos ejemplos pueden verse claramente los caminos principa-
les.quc Se siguen para conocer el mundo que nos rodea, asi como sus
OhJCIOS,'fcnomcnos y leyes. El primero de estos caminos consiste en
gue téasandonos €n un gran numero de observaciones y experiencias
cg:x?u ::Sa ?E:lb? con los obje‘lns y fepéme‘nos descubrimos en ellos leyes

- £n los ejemplos antes citados pudimos ver que basindose
en observaciones se establecio la dependencia entre la forma del cuer-
POy su sombra; numerosas observaciones y experimentos confirma-
ron que la naturaleza de la luz es electromagnética; finalmente, las

pruebas que hicimos con los cuadrados de los nimeros impares nos
ayudaron a establecer la propiedad de dichos cuadrados, disminuidos
en una unidad. Esta via de obtencion de conclusiones generales por
observacion de numerosos casos particulares, se llama l'ﬂ@_f_t‘_i'iﬂ_‘(dc la
palabra latina inductio, razonamiento que parte de los conocimientos
o verdades particulares para obtener mediante ellos una verdad mas
general o que observa varios fendmenos para inferir la ley que los
explica).

Seguimos otro camino cuando, conociendo ya algunas leyes gene-
rales, aplicamos estos conocimientos a casos particulares. Este camino
recibe el nombre de deduccion (de la palabra latina deductio). Asi, en el
altimo ejemplo aplicamos las leyes generales de la aritmética a un ca-
so particular, a la demostracion de que existe cierta propiedad de todo

nimero impar.

Este ejemplo nos muestra que la induccion y la deduccion no pue-
den separarse Ja una de 1a otra. La unidad de la induccion y la deduc-
cién es un rasgo caracteristico del pensamiento cientifico.

No es dificil advertir que en el proceso de cualquier demostracion
empleamos estos dos caminos. Cuando buscamos argumentos para
demostrar una proposicion cualquiera recurrimos a la experiencia,
a las observaciones, a los hechos o a otras proposiciones ya demostra-
das. Sobre la base de los datos obtenidos deducimos la veracidad

o falsedad de la proposicion que se demuestra.

» 2. Pero volvamos a la geometria. La %emdiakm}%ie-
dades espaciales del mundo material. Llamamos 'e‘s%ei:l,a_es aquellas
propicdades por las cuales s¢ determinan la forma, la magnitud y la
posicion mutua de los objetos. Esté claro que la necesidad de conocer
estas propiedades se debe a exigencias prdcticas: para construir maqui-
nas, hacer edificios, trazar carreteras, canales, etc. hay que medir lon-
gitudes, areas y volimenes. Como es natural, los primeros conoci-
mientos geométricos fueron adquiridos por via inductiva, de un gran
numero de observaciones y experimentos. Pero a medida que se fue-
ron acumulando verdades geométricas se descubrié que muchas de
ellas pueden obtenerse de otras verdades por medio de razonamientos,
es decir, por deduccion, sin recurrir a una experiencia especial.

' Asi, porejemplo, numerosas observaciones y experimentos nos con-
vencen de que “por dos puntos puede trazarse una, y solamente una,
linea recta.”. Basandonos en esta verdad podemos afirmar, sin necesi-
dad de ninguna experiencia, que “dos rectas diferentes no pueden te-
ner nada mas que un punto comiin™ Esta nueva verdad se ohtiene me-
diante un razonamiento muy sencillo. En efecto. si admitimos que dos
reclas distintas pueden tener dos puntos comunes, de esto se deducira

2-407
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que por dos puntos pueden pasar dos rectas diferentes,
dice la verdad antes establecida.

La actividad practica del hombre conduj
numero muy grande de verdades geométri
nocimientos acerca de las formas espacial
tudio atento de estas verdades ha demos
den obtenerse, por medio de deducci
sugirio la idea de destacar entre todas
parte de las mas simples y generales, que pueden admitirse sin demos-
tracion, y las demas propiedades ¥ dependencias geométricas deduci;--
las de dichas verdades fundamentales.

Esta idea la concibieron ya los geometras de |
cuales empezaron a sistematizar las verd
conocian, deduciéndolas de un nimero
proposiciones fundamentales. 300 anos ant
tra griego Euclides de Alejandria dio |
trico mas perfecta de su tiempo. En e
Proposiciones que se admitian sin de
axiomas (la palabra griega agiol s
mo justo). Las demas Proposicion

lo cual contra-

0 al descubrimiento de un
cas que reflejan nuestros ¢o-
es del mundo material, E| es-
trado que unas de ellas pue-
ones logicas, de otras. Esto
las verdades geométricas una

a Grecia antigua, los
ades geométricas que ellos
relativamente pequefio de
es de nuestra era, el gedme-
a exposicion del sistema geome-
Sta exposicion se destacaban las
mostracion, es decir, los llamados
gnifica lo que parece o se estima co-

¢ ¢S, cuya veracidad se pone de mani-
fiesto por medio de demost_racmncs. comenzaron a llamarse teoremas
(del griego 9eopso, examinar o reflexionar).

El sistema .de la geometria de Euclides se conservé durante mu-
chos siglos y ain en nuestros dias la exposicion de muchas partes de la

geometria en la escuela moderna refleja la influencia de Euclides. De
este modo, en el sistema de la geometria tenemos un nimero relativa-
-nente pequeno de verdades fundamentales o axiomas, obtenidos por
induccion y aceptados sin demostracion, mientras que las demas ver-
dades de la geometria se infieren de los axia

e infieren axiomas por medio de la de-
g:ﬁfllcolil Por esto Ta geometria es fundamentalmente una ciencia
va.

el trabajo de muchos geometras se orienta a po-
ner de manifiesto todos los axis &

ey : > AXIMas necesarios para construir el siste-
a de geometria ¥ a reducir su nimero todo lo posible. El trabajo en
este sentido se inici6 el siglo pasado ¥ aunque es mucho lo que ya se
ha hecho, ain no puede considerarse que esté acabado por completo.

Rmsummnd_o 1o dicho en este parrafo podemos responder ya a la
pregunta: jqué es una demostracion en geometria? Como hemos vis-
{0, una demostracion es un sistema de razonamientos por medio de
los Cuales la veracidad de la Proposicion que se demuestra se deduce
de axiomas y de verdades antes demostradas.

Nos queda por responder otra pregunta: ¢qué garantiza la verdad

ir.-—-h- *%-"-—-——*—“""'"*“'"-“
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de las proposiciones obtenidas por deduccion? La veracidad de la de-
duccidn esta determinada por que en ella aplicamos ciertas leyes gene-
rales a casos particulares, siendo evidente que todo lo que es justo en
general y siempre, también debe serlo para cada caso aislado.

Si yo digo, por ejemplo, que la suma de los angulos de cualquier
tridngulo es igual a 180° y que la figura 4BC es un triangulo, no cabe
la menor duda de que L A4 + £ B+ £ C = 180", Estudiando atenta-
mente la geometria no es dificil convencerse de que es asi precisamen-
te como razonamos en cada deduccion.

v § 2. (PARA QUE HACE FALTA
LA DEMOSTRACION?

1. Ahora procuraremos responder a la segunda pregunta: ;para
que hace falta la demostracion?

La necesidad de la demostracion es consecuencia de una de las leyes
fundamentales de Ia Iogica (Ciencia que estudia las leyes del razona-
miento correcto), el principio de la razon suficiente. Este principio exi-
ge que toda afirmacion que hagamos tenga fundamento, es decir, que
vaya acompanada de argumentos suficientemente solidos que confir-
men su veracidad, su concordancia con los hechos y con la realidad. Es-
tos argumentos pueden ser tanto indicaciones acerca de la posibilidad
de comprobacion mediante observaciones y experiencias, como tam-
bién un razonamiento correctamente estructurado que contenga un
sistema de deducciones.
~ En matematicas nos encontramos principalmente con argumentos
del ultimo tipo.

La demostracion de una proposicion geométrica tiene por objeto
el establecimiento de su certeza por medio de la deduccién logica de
verdades ya demostradas o conocidas.

A pesar de todo se nos plantea la pregunta: jvale la pena hacer
una demostracion cuando la proposicién que se quiere demostrar es
por si suficientemente clara y evidente?

Este era aproximadamente el punto de vista que mantenian los
matematicos hindes en la edad media. Muchas de las proposiciones
geométricas no las demostraban, sino que las acomparaban de un di-
bujo suficientemente expresivo y escribian sobre él una sola palabra
“imira!™. Asi, por ejemplo, en el libro “Lilavati” del matematico indio
] id, el teorema de Pitdgoras se representa asi (fig. 2).
=De estos dos dibujos el lector debe “percibir™ que la suma de las areas
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delos quadrados construidos sobre los catetos del triz :
lo, ‘?S igual al_érea del cuadrado construido sobrenlg UI](:_rectangu.
nolﬂsrj’];?(::cctigms? que en este caso no hay demostraci()ﬁ? .']Cpi:)atre R
g 6[ r mira simplemente el dibujo, sin razonar es et
able que pueda llegar a una conclusiéon determinada E Sl
autor supone que el lector no sélo mira, sino que tarn-b”n s
lector debe comprender que ante si tiene dibujados d:)esnc};l:g:saﬂ
0s

FIG. 2

iguales que tienen también areas i :

guales. El primero de estos cuadra-
g::d?:of]:ﬁi’:" por cuatro tridngulos rectangulos iguales y el cua-
de cuatro tria;: Opebrella hipotenusa, y el segundo cuadrado consta
cuadrados co s%u.lc_)s rectangulos, iguales a los anteriores, y de los dos
dEdesana '1n udrm'dos sobre los catetos. Sélo queda imaginarse que s
se quita ung:x i es iguales (las 4rcas de los cuadrados grandes iguales)
gulos), nos qued:;; magnitud (el 4rea de los cuatro tridngulos rectdn-
dradO,COﬁstmjd Lgos superficies iguales: en el primer caso, el cua-
dos constmido: Mbrg la hipotenusa, y en el segundo, los dos cuadra-
totalmente insuﬁcisobrf’ los catetos. Como puede verse, aqui s
sar y razonay ot Sl @poyarse solo en la evidencia, hay que PeT

istan tales teoremas de geometria, tan evi-
innecesaria toda clase de razonamientos?

Aqui hay que indicar ante todo, que en una ciencia exacta es impo-

sible apoyarse sistematicamente en la evidencia, porque el concepto
de “evidente” es muy difuso e inestable: lo que a uno le parece comple-
tamente evidente, a otro puede parecerle muy dudoso. Basta recordar
como cualquier suceso es contado de distinto modo por los testigos

presenciales del mismo y como a veces €s dificil restablecer la verdad
a base de las llamadas “declaraciones de los testigos”.

Puede ponerse un interesante ejemplo geométrico de como puede
engafiarnos una aparente evidencia. Este ejemplo consiste en o si-
guiente : cojo una hoja de papel y trazo en ella una linea continua ce-
rrada ; después tomo unas tijeras y hago un corte siguiendo esta linea.
/Qué ocurrira con la hoja de papel cuando los extremos del corte se
cierren? La mayoria de los preguntados responderd seguramente y sin
pensar, que la hoja se dividira en dos trozos independientes. Sin em-
bargo esta respuesta puede ser erronea. Para demostrarlo hagamos la

Pero, /puede ser que ex
dentes en realidad, que sea

=
N

FIG. 3

siguiente experiencia: cojamos una cinta de papel y hagamos con ella
un anillo, pegando sus extremos después de darle la vuelta a uno de
ellos. Comp resultado obtendremos la llamada “banda de Mdobius™
(fig. 3). (Mobius, matematico alemin que estudio las superficies de és«
te tipo). Si cortamos ahora esta banda siguiendo una linea cerrada a lo
largq de la cinta y haciendo el corte a distancias aproximadamente
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iguales de los bordes del papel. la banda xo sepivibikAen dos

paradas, sino que seguiremos teniendo en la mano UM}W“?-S 2
Hechos como el que acabamos de describir obligan a pc‘n :-mﬁ.umu.'
medida puede confiarse en los razonamientos bas: dm.r ST
“evidencia”. i o el
. 2. Examinemos mas atentamente esta cuestion, Sirva de pri
ejemplo el caso antes referido de la alumna de sexto grado. A ?rlmcr
chacha le parecid extraio que la profesora dibujara dos trid s
1guales y _después demostrara el hecho. aparentemente evic? ung1u]os
que eran 1gua}les. En realidad. el problema se planteaba de uf:nk‘ ¥
totalmente distinto: LA PROFESORA NO DIBUIABA DOS TRIANGULOS mm‘(:(:i'

[

FIG. 4

sino que después de dibujar un tridn . :
i B ! gulo ABC (fig. 4), dijo que otro tri-
;niua!o-:-{f'(,: estaba construido de manera que A’B’={{§, BC'=BC
y LC_I l: yauese desconocia si serian iguales Z A"y £ A, 26
truyb.;: ?lsnl;aads?nd C'y AC (ya que los angulos 4" y €' no los cons-
al lado SAQ gulos A y Cy el lado A'C’ no lo habia tomado igual
acpi';?;‘“f;" este caso, partiendo de las condiciones A'B’ = 4B,
los. es deciry] B’ = £ B, debemos pepucir la igualdad de los Lriangu-

,la igualdad de todos sus elementos restantes, lo que indu-

=S (S

dablemente exige ciertos razonamientos, o sea, demostraciones. Tam-
bién es fcil de demostrar que la igualdad de los triangulos obtenida
basandose en la igualdad de tres pares de sus elementos correspon-
dientes, dista mucho de ser tan sevidente” como parece a primera vis-
ta. Variemos un poco la condicion del primer teorema sobre la igual-
dad de los triangulos: supongamos que dos lados de un triangulo son
iguales respectivamente a dos lados de otro y que también son iguales
los angulos, pero no los comprendidos entre estos lados, sino los que
se encuentran frente a uno de los lados iguales, por ejemplo, BC
y B'C'. Escribamos esta condicién: en AABC y AA'B'C', A'B'= AB,
BC =BCy LA = LA (Que podemos decir de estos triangulos?

FIG. §

Por analogia con el primer caso de igualdad de triingulos podriamos
esperar que también ahora fueran iguales los tridngulos, pero la fig. 5
nos convence sin lugar a dudas de que los triangulos aqui dibujados
ABC y A'B'C’, aunque cumplen las condiciones A'B' = AB, B'C' = BC
y LA =LA, no son iguales.

Ejemplos de este tipo nos obligan a tencr mucho cuidado en nues-
tros razonamientos y demuestran con suficiente claridad que s6lo una
demostracion correctamente estructurada puede garantizar la veraci-
dad de las proposiciones que se establecen.

3. Veamos ahora el segundo teorema, sobre el angulo externo del
triangulo, que dejo perplejo a mi vecino Tolia. En efecto, en el dibujo



16

que se da en el libro de texto oficial, el 4
: , el angulo

gii%:;ocsolnn};gill?gar‘;o 'adyacen'tes a el son aggudg)s‘,t ?Lng:': ng:jso ioe

e e sin necesidad de hacer mediciones, es deci ey

indudablementzc}l; que este teorema no necesita dem’oslraciérr’lg ]c:_}o.

B e i v

s I i

lo, %t;yir i:orma puede ser muy distirl:ta d?'}fr:;i: c;gné.:' Uéﬁaé??%gu-

o~ E ectemc:lnfs, por ejemplo, que el punto A4 se aleja, siguiend!oriu
a, del punto C. Obtenemos entonces un triangulo ABg

e\,

c

FIG. 6

(fig. 6) en cl cu_al el angulo en el punto B sera también obtuso. Si ¢l
tp;l.:‘n;o ’:l se aleja del C aproximadamente 10 metros, en un triangulo
eﬂtl'cgctll ao g ltrqnsp ortador escolar ya no puede descubrir 1a diferencia
to G ha [ngu ointerno By el externo. Y si el punto A se aleja del pun-
mos d;_.i: ::33 distancia 'S_“a] a la que separa |a Tierra del Sol, podria-
e 0;1 toda segundaq que ninguno de los instrumentos mas
e y ernos para medir 4ngulos seria capaz de descubrir la di-
teOre:maa t:mmrl;c estos angulos. Dc esto se deduce que con respecto a este
cidn rigu poco se puede decir que sea “evidente”. Pero la demostra-
del tnﬁ'; rolsa que se da a este teorema NO DEPENDE de la forma casual
bre el énguulo representado en el dibujo y muestra qie el teorema SO-
pende sm:dextemo es valido para CUALESQUIERA triangulos y no de-
B o o alguno de la longi'ud relativa de sus lados. Por esto,
& ooyl ext:r?; aquellos casos en gue la diferencia entre el dngulo interno
it 5’&6@:11‘1,,0: tan pequefia que no la perciben nuestros instrumentos
. que mds’tmg:;:lw-mdo seguros de que la diferencia EXISTE, PO
0 del tridngul S siempre, y en todos los ca-os, el dngulo exter-
fR IR0 e mATOr qUe cada uno de los internos no adyacentes

' restar atencion al papel Qu¢

cion de un teorema geométrico:
\nte UNMEDIO AUXILIAK P4
UN EJEMPLO, UN CASO

mucha importancia

Por esto tiene
erales y constantes

cual se demuestra dicho teorema. c
| dibujo dado las propledadcs gen onst:

de la figura de 1as o,en el dibujo pa-
del triangulo que s¢

saber separar €ne S
r ejempl

ra demostrar el teorema 1

da en el libro de texto oficial, es cas ) ho de queel angulo exter-

no sea obtusoy el interno, agudo. Es evidente que €0 ¢

suales no puede apoyarse la demostracion de una cualidad general pa-

ra todos los triangulos.

' uy importante racion geométrica,

de la demost
que por medio de

idad. es la de

yque determina en !
ella se establecen las propiedades Les de las figuras espaciales.

Sila demostracion estd bien hecha y se apoyd en proposiciones iniciales
correctas, esto nos da la seguridad indudable en la veracidad de la
proposicion demostrada. Por esto precisamente estamos convencidos
de que cualquier teorema geométrico, por ejemplo, el teorema de Pita-
goras, es justo pard triangulos de cualesquiera dimensiones, tanto si
sus lados tienen varios milimetros de longitud, como si tienen millo-
nes de kilometros.

4. Finalmente, existe 0
tante, que condiciona la neces

tra razon mas, extraordinariamente impor-
idad de la demostracion. Se trata de que
la geometria no es unad coleccion casual de verdades que definen las
propiedades espaciales de los cuerpos, Sino UN SISTEMA CIENTIFICO CONS-
truido de acuerdo con leyes rigurosas. En este sistema cada teorema
esta relacionado organicamente con un conjunto de proposiciones an-
tes establecidas y esta relacion se pone de manifiesto por medio de la

demostracion. Por ejemplo, ¢l conocido teorema acerca de que la su-
ma de los dngulos internos de un triangulo es igual a 180°, se demues-
tra basandose en las propiedades de las rectas paralelas, lo que indica
la relacion directa que existe entre la teoria de las rectas paralelas y las
propiedades de las sumas de los dngulos internos de los poligonos.
Del mismo modo, en las propiedades de las rectas paralelas se apoya

toda la teoria de la semejanza de las figuras.
De esta forma, cada teorema geométrico esta relacionado por todo
mas antes demostrados, estos ul-

un sistema de deducciones con teorc
timos, con teoremas demostrados con mayor anterioridad y asi suce-

sivamente, al'a'rgindosc las cadenas de estas deducciones hasta llegar
a las proposiciones fpndamenlnles y los axiomas que constituyen la
base de todo'cl edificio de la geometria. Este sistema de relaciones s
facil de seguir tomando cualquier teorema geométrico y analizando
todas aquellas proposiciones en que éste s¢ apoya.

Resumiendo todo lo expuesto sobre la necesidad de la demostra-

cibn, podemos decir lo siguicnte:

3407
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_‘_*-‘_-——-—-___.__‘—.
Sin demostracion up Pequerio
1:x|nnms. Todas las demag Vcr’}-“-
n hnm_mlusc €N estos axiomag ;ncd'f b;
. A veracidad de Jog Propios axiomas l-ln}-
anto ellos mismos como los tearemag L{l:?:d:t.cjld
5C de-

¢ en ellos han si ,

Sy larga uxpcric:}atii:: s pca b fa et
b) La demostracion se reg )

de las leyes fundamentales de

razon suficiente, que

nuestras afirmacione

1) En geometria s6lo se udmite
mero de verdades fundamentales o
des —teoremas— se demuestran
te una serie de deducciones, |
parantizada porque
muestran apoyandos
observacione

\liza en virtud del requerimiento
Nuestro pensamiento, el principio de |
.c.'i-lul?lcqc la necesidad de que 1 veracidad d::

s dcn“w"'l:i(:.hu‘:’_rllgurnuumcnlc fundamentada,

o il o h bien estructurada sélo puede apoyarse en
posiciones antes demostradas, siendo madmisible toda alegaci

a la evidencin'!, \ Al
d ) La demostracion es necesaria también para fundamentar la ge-

neralidad .dc h_l proposicion que se demuestra, s decir, la posibilidad

de su aplicacion a todos casos particulares, . '

de una

¢) Finalmente, por medio de las demostraciones, las ferdades Beo-

meétricas se reducen a un sistema armonioso de conocimientos cientifi-
cos en el cual se ponen de manifiesto todas las relaciones internas que
existen entre las diversas propiedades de las formas espaciales,

. 3. («COMO DEBE SER LA DEMOSTRACION?

p

1. Pasemos ahora a la siguiente cuestion: (;C[I:Ié condiciones debe
gatisfacer una demostracion para que pueda gons:dcrarse correctd, €s
decir, que garantiza la veracidad de la deduccion hecha de p;opgnmo-
nes verdaderas? Ante todo hay que prestar atencion al hee c: fquc
cada demostracion consta de una serie d_q deducciones, plcr es ?c :c irzot;
rrecion o incorreccion de la demostracion dcpgndc dcl nel-:l:::r
o incorreccion de las deducciones que m'tcrwcgcfg zt]ivo - apl-

B o temos vuto 2700 y razon:liml:::‘::-tg'u;, lll’am nn.cnmctcr

eral a un caso particular dado.'ara no = e
g dlzrsu:i:gu%f:?ones hay que conocer ulsl:lnv-‘i Cbtlul-]n‘-f‘hu:g:“
u,&rme"l;: cuales se representan las correlaciones entre cualesq
. P

ienci nsideraban
il stulados de la ciencin gue se cO!
. P Muﬁ‘;;mm, resultaron ser falsos con ¢l ncn?p::;.;::
”&d’l proposicion debe ser demostrada rig

B
-
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métricos, Demostraremos esto con un

y 22 . 1) En
cemplo. Supongams e se 1L ples REF R
os los rectingulos las di: /
::?Jctlsdrndos son rgclﬁngulos. 3) l?cduccnén: en todos los cuadrados las
i son iguales entre 8. 4

dms{,(gg!:c:cncmof en este caso”? La primerd propo:smlbln cstabél;cc?r u::-
ley general en Ja cual s¢ afirma que todos los rcftan%u 08, ifcnccc 10,
A LA cLasE de figuras geométricas Il_amadas rectangu o?, ch‘ o7
clase de cuadriliteros que tienen iguales las diagonales. L4 bt gdc 5
proposicion afirma que toda la clase de los cuad[ados cslpar T’ i
clase de los rectangulos, De esto podemos deducir con p c’no ‘;m 8
mento que toda la clase de los cuad_rados es parte de la clase de 108
cuadrilateros que tienen iguales las diagonales. Exprcscr;los este razo-
pamiento de una forma general. Designemos la clase mas extensa (de
los cuadrilateros que tienen iguales las diagonales) con la letra P, la
clase intermedia (de los rectangulos), con la letra M, y la _clasc menor
(de los cuadrados), con la letra S. En este caso el razonamiento en for-
ma esquematica tendrd la forma siguiente:

conceptos, incluidos los geo

1) Todo M es P.
2) Todo S es M.
3) Conclusion: todo S es P.

Esta relacion es facil de representar graficamente. La clase mayor P la
representaremos por una circunferencia grande (fig. 7). La clase M,
por una circunferencia menor que se encuentra totalmente dentro de
la primera. Finalmente, la clase S la representaremos por otra circun-
ferencia ain menor situada dentro de la segunda. Es indudable que si
las circunferencias estan dispuestas de este modo, la circunferencia
§ se halla totalmente dentro de la circunferencia P.

Esta representacion de la correlacion entre los conceptos fue pro-
puesta por ¢l gran matemético Leonhard Euler, miembro de la Acade-
mia de Cieqcias_ de S. Petersburgo (1707—1783). ;
~ Por medio de un esquema semejante pueden representarse otras
formas de razonamiento. Examinemos un razonamiento que contenga

~una conclusion negativa:

1) Todos los cuadrilateros en los cuales la suma de
opuestos no es igual a 180°, no pueden
circunferencia.

2) En el paralelogramo oblicuan
opuestos no es igual a 1807,

L los angulos
inscribirse en una

gulo la suma de los angulos
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3) Conclusion: el paralelogramo oblicuan -y
" u: g par gra gulo no puede inscribjr.
Designemos la clase de los cuadrilateros que no pueden inscribir.
en una circunferencia con la letra P, la clase de los cuadrilateros 3
que la suma de los dngulos opuestos no es igual a 180", con la letra Ae;

P

r——

FIG. 7

g;anc;:s:o g:el:; pr::ic;t:!gmmos oblicuangulos, con la letra S. Enton-
St c € que nuestro razonamiento se estructura se-
1) Ninglin M es P.
2) Todo S es M.
3) Conclusion: Ningin S es P.

Esta correlacion también puec i
A d puede representarse graficamente por medio
de ll.a:"s cucmlferenc:asﬁ:e Euler (fig. 8). s > :
La inmensa mayoria de los razonamientos deductivos se desa-
rrollan en geometria de acuerdo con el esquema primero o con el

siones entre los conceptos
er bien la estructurd de
ror en las conclusiones

e

K
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1) En todos los cuadrilateros circunscritos las sumas de los lados
opuestos son iguales entre si.
2) En el trapecio dado las sumas de los lados opuestos son iguales

entre si.
3) Conclusion: el trapecio

circunferencia.

dado puede ser circunscrito en una

FIG. 8

FIG. 9

Designando la clase de los cuadrilateros circunscritos por P, la cla-
se de los cuadrilateros en los cuales son iguales las sumas de los lados
opuestos, por M,y la clase de los trapecios en los cuales la suma de las
bases es igual a la suma de los lados no paralelos, por S, reducimos el
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razonamiento al esquema siguiente:
1) Todo P es M.
2) Todo S es M.
3) Conclusion: todo S es P, lo cual es un ERROR,

ya que representando las correlaciones entre las clas i
e i 3 d§ Clases por medio d
s circunferencias de Euler (fig. 9) i
= . - 9), vemos que P y S se encuentrs
entro de M, pero no podemos sacar ni i6 e
Ehse ninguna conclusion sobre la de-
pendencia entre S y P.
Para co i g ic
il NVENCernos aun mas de que la deduccion hecha es errdnea
p e 0s como n?Jcmplo un razonamiento completamente analogo:
) Todos los angulos adyacentes suman 180° :
2) Dos : 1 e ‘
;: = s angulos dados suman 180",
: }-% onclusaq{lz por consiguiente, los angulos dados son adyacen-
es. Esta deduccion es, naturalmente, errénea, puesto que los angulos
dados pueden sumar 180° sin ser adyacentes (por ejemplo, los angulos
oplueztos de’un cu?adn!atero inscrito). ;/Por qué se obtienen estos re-
surta os erroneos? Porque el que emplea semejante razonamiento se
refiere al teorema DIRECTO, €N Vez de referirse al Reciproco. En el ejem-
plo del cuadrilatero circunscrito se toma como base el teorema que di-
ce que en todo cuadrilatero circunscrito las sumas de los lados opues-
tos son iguales entre si. El teorema reciproco, acerca de que en todo
cuadrilatero en el cual las sumas de los lados opuestos sean iguales en-
tre si se puede inscribir una circunferencia, no se demuestra en el libro
de texto oficial, aunque puede demostrarse, como haremos mas
adelante.
Si este teorema hubiera sido demostrado, el razonamiento correc-
to podria haberse estructurado de esta forma :
1) En todo cuadrilatero en el cual las sumas de los lados opuestos
sean iguales entre si, puede inscribirse una circunferencia.
2) En el trapecio dado la suma de las bases es igual a la suma de

los lados no paralelos..

3) Conclusion: por consiguiente,
birse una circunferencia. Esta deduccio
puesto que esta construida segun el esquem

1) Todo M es P.
2) Todo S es M.
3) Conclusion: todo S es 2

> de octavo grado consistia en que ¢l. para
PN

en el trapecio dado puede inscri-
n es completamente correcta,
a que ilustra la fig. 6.
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hacer su demostracion, s¢ apoyaba en el teorema directo, cuando te-
€ciproco.

2 que haberse apoyado en el r ‘
n1a3(.; Demostrcmor; Zste importante teorema reciproco. ‘
TEOREMA. En todo cuadrildtero en que las sumas de los !gdas opuestos
son iguales entre si, puede inscr:'bir.ye una circuqfqencm. b :
En primer lugar advertimos que si en un quadnlatero_ puede ci nscri-
birse una circunferencia, el centro de esta (:'lrcunfercnma equidistara
de todos sus lados. Como la bisectriz de un angulo es el lugar geomccl:—
trico de los puntos situados a igual distancia d:? sus [ados, el cer}tro e
la circunferencia inscrita se encontrara en la bisectriz (;lc ca.da dngu]o
interno. Por lo tanto, el centro de la circ_:unferencla' inscrita serd el
punto de interseccion de las cuatro bisectrices de los angulos internos

del cuadrilatero.

Si por lo menos tres de las bisectri ‘
un mismo punto, por este mismo punto pasara t
triz y este punto se encontrara a distancia; |gt|ftles de los cuatro lados
y sera el centro de la circunferencia inscrita. Esto puede demostrarse
por medio de los mismos razonamientos que se dan cuapdg se de-
muestra el teorema sobre 1a existencia de una circunferencia inscribi-

ble en el tridngulo y, por esto, dejamos al lector que haga por su cuen-

ta esta demostracion. ‘
Pasamos a la parte principal de la demostracion. Supongamos que

existe un cuadrilatero ABCD (fig. 10) en el cual se cumple la
correlacion

ces del cuadrilatero se cortan €n
ambién la cuarta bisec-

AB + CD = BC + AD. (1)

Ante todo excluimos el caso en que el cuadrilatero dado es un rombo,
porque en el rombo las diagonales son las bisectrices de los angulos
internos y, por lo tanto, su punto de interseccion es el centro de la cir-
cunferencia inscribible, es decir, en un rombo siempre se puede ineri-
bir una circunferencia. Supongamos por esto que nuestro cuadrilate-
ro tiene dos lados contiguos desiguales. Sea, por ejemplo, AB > BC.
Entonces, en virtud de la igualdad (1) tendremos que CD < AD. To-
mando sobre 4B un segmento BE = BC, obtenemos el tridngulo isos-
celes BCE, y tomando sobre AD un segmento DF = CD, obtenemos el
triangulo isosceles CDF. Vamos a demostrar que el AAEF también es
isosceles. En efecto, pasando en la igualdad (1) BC al segundo miem-
bro y CD al primero, obtenemos: AB — BC = AD — CD, pero AB —
—BC=AEy AD — CD = AF. Por lo tanto AE = AF y el AAEF es
1sf>sccles. En los tres tridngulos isosceles obtenidos trazamos las bisec-
trices de los dngulos en los vertices, es decir, las bisectrices del £ B,
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LDy LA E
J tas tre bi '
CFyEF 814s tres bisectrice
EF y las divid § 501 perpendi
t]-‘:'t:;ln:licularcs levan::d;'; dszzparltcs iguales, pol:-:u c:,a;;?;,las bases CE
ngulo CEF re los punt onsiguiente, son per.
. Y 08 med per-
se infiere que trespg;s:z:f_‘i deben cortarse en ¢f m;g:...: ¢ 108 lados’ el
mismo punto, of s’ oIS de Nuestro cuadrildtero g couen, 21!
rian en un

i al, com
CIr . ] s]
cunferencia que se in rii:%demomé antes, ser4 el centro de |
el L a

FIG. 10

4. Con bastante frecuencia nos encontramos con el siguiente error
enla demostracion: en vez de referirse al teorema reciproco se refieren
al directo. Hay que prestar mucha atencién para no caer en esic error.
Por e._]emplo, si a los alumnos se les propone determinar la forma de
un triangulo cuyos lados tienen respectivamente 3, 4 y 5 unidades de
, loﬂ,g!tud, suelen responder que este tridngulo es rectangulo, porque la
suma de los cuadrados de dos de sus Jados, 3% + 4%, s igual al cuadra-

o del tercer lado, 5%, y hacen referencia al teorema de Pitdgoras, aun-
eferirse a su teorema reciproco. Este altimo afirma que
los cuadrados de dos lados de un triangulo es igual zfl

rcer lado, este triangulo €s rectangulo. Aunque en ¢l li-
- uestra este teorema, €s frecuente no conce
lo Jcnal suele ser causa del error antes

tablecer las condiciones con las cua-
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les son verdaderos simultdnemente los teoremas directo y reciproco.
Ya conocemos ejemplos en los que los teoremas directo y reciproco
son ciertos al mismo tiempo, pero pueden ponerse no menos c_pmplos
en los que el teorema directo €5 verdad y el reciproco no. Por ejemplo,
un teorema directo afirma correctamente que los ang los ogucstos
por el vé'tice son iguales entre si, mientras que ¢l teorema reciproco,
que debe afirmar que todos los angulos iguales entre si 50N angulos
opuestos por ¢l vértice, es falso, naturalmente. .

Para comprender claramente la relacion que existe entre el teore-
ma directo y el reciproco hay que volver a recurrir a la representacion
esquemitica de esta relacion, Si el teorema directo contiene la afirma-
cibn: “Todo § es P” (“Todos los pares de 4ngulos opuestos por el vér-
tice son pares de angulos iguales entre si”), ¢l teorema reciproco debe
contener la afirmacion ; “Todo P es 87 (*Todos los pares de angulos
iguales entre si son pares de angulos opuestos por el vértice™). Repre-
sentando la correlacion entre los conceptos en ¢l teorema primero por
medio de las circunferencias de Euler (fig. 11), nos convencemos de

.‘. 4 P:
R

que fa clase  es una parte e la clase Py, en general, podemos afirmar |

e

ue “Algiin P es 87, es decir, “algunos iguales entr
“Alglin P s 7, es decir, “al pares de 4n entre
on. pares de angulos opuestos por el vbnioc'?lb' o
I ng condi % ciones deben existir para que simultincamente sean
sn?dam& = a]propoﬁmén."l’o_do Ses Py la proposicibn “Todo P es
SIEE yn;p _'::‘mte evidente que esto puede ocurrir si y s6lo si las
st o5 1DENTICAS (S = P). En este caso la circunferencia que
e ; _coincide con la circunferencia que reprmt:
£ 't"& ). Por ejemplo, para el teorema “Todos los triangulos iso: :
ienen iguales los angulos adyacentes a la base” tambig: :: :'aorx

4-407
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ta la afirmacion reciproca : “Todos los tridngu i i

lo; angulos adyacentes a la base son triﬁngulgsiioszgglca:‘l'?tgsrtl; gs::agif
plica porque lodz_a la clase de tridngulos isdsceles y la clase de los trian-
gulos que tlencn_l‘guales los &ngulos adyacentes a la base son una mis-
ma clase. También coinciden exactamente la clase de los triangulos
rectangulos y la clase de los triangulos en los cuales el cuadrado de

FIG. 12

uno de sus lados es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos
lados. Nuestro alumno de octavo grado “tuvo suerte”, ya que resolvio
el problema a pesar de que se apoyo en el teorema directo en vez de
hacerlo en el reciproco.

Pero esto solo fue posible porque la clase de los cuadrilateros en
los cuales puede inscribirse una circunferencia coincide con la clase de
los cuadrilateros en los cuales las sumas de los lados opuestos son
iguales entre si. (En este caso resulto ser verdad que “Todo P es M”
y que “Todo M es P”, véase el esquema de la deduccion en la pag. 22).

Este analisis muestra al mismo tiempo que el teorema reciproco, si
es correcto, no €s una consecuencia evidente del directo, sino que
siempre requiere una demostracion especial.

% 5. A veces puede parecer que los teoremas directo y reciproco no
encajan en el esquema “Todo S es P”y “Todo Pes 5™ Esto ocurre en
aquellos casos en que dichos teoremas se expresan €n la forma llama-
da “razonamiento condicional”, que esquemdticamente se puede es-
cribir de la forma siguiente : “Si 4 es B, C es D”. Por ejemplo: “Si un
cuadrilatero esta circunscrito a una circunferencia, las sumas de sus
lados opuestos son iguales entre si”. La primera parte de esta propost-
cion —"Si A es B"— sc llama condicion del teorema, y I2 segunda
—*“Ces D" se llama conclusion. El teorema reciproco se obtienc del
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directo de modo que la conclusion pasa a ser condicion y la condicion,
conclusion, En muchos casos la expresion del teorema en forma de ra-
zonamiento condicional es mas habitual que en la forma “Todo § es
P", que s llama “categorica”. Sin embargo, no cs dificil convencerse
de que esta diferencia no es esencial y de que todo razonamiento con-
dicional puede transformarse ficilmente en categobrico y todo catego-
rico en condicional. Por ejemplo, el teorema expresado en forma con-
dicional : “Si dos rectas paralelas se cortan por una tercera, los
angulos alternos internos son iguales entre si”, puede expresarse €n
forma categorica asi: “Las rectas paralelas, cuando se cortan por una

tercera recta, forman angulos alternos internos iguales”. De este modo

nuestros razonamientos siguen también en vigor para los teoremas ex-
dad simultdnea del

presados en forma condicional. En ellos la veraci
teorema directo y del reciproco también estd condicionada por la coin-
cidencia de las clases de los conceptos correspondientes. Asi, en el
ejemplo que acabamos de examinar son justos al mismo tiempo los
teoremas directo y reciproco, ya que la clase de las “rectas paralelas”
es idéntica a la clase de las “rectas que cuando se cortan por una ter-
cera forman angulos alternos internos iguales”.

6. Pasamos ahora a estudiar otras incorrecciones de las demostra-
ciones. Es bastante frecuente que el error en la demostracion tenga
por causa el que ésta se apoye en casos particulares, sin tener en cuen-
ta que la figura dada tiene otras propiedades. Este error fue precisa-
mente el cometido por mi vecino Tolia, que quiso demostrar el teore-
ma general del angulo externo de cualquier triangulo, limitandose
a considerar tinicamente el triangulo acutangulo, en el cual, efectiva-
mente, todos los Angulos externos son obtusos y todos los internos,
agudos.

Pondremos otro ejemplo de este tipo de error en una demostra-
cion, siendo aquél mucho menos apreciable en este caso. Antes pusi-
mos el ejemplo de dos triangulos pesiGuaLEs(véase la fig. 4)en los cua-
les, no obstante, son respectivamente iguales dos lados y el angulo
opuesto a uno de ellos. Ahora vamos a dar un ejemplo de “demostra-
cién” que, a pesar del hecho establecido, afirma que los triangulos que
satisfacen las condiciones antes indicadas seran iguales necesariamen-
te. Esta demostracion es interesante también porque se parece mucho
ala del tercer criterio de igualdad de tridngulos que se da en el libro de
texto oficial.

Supongamos que en el AABC y el AA'B'C' (fig- 13) se da que
AB=A'B.AC=AC'y L C= LC.Parahacerla demostracion apli-
camos el AA'B'C’ al AABC de tal forma que el lado A'B’ coincida con

4
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el ABy el punto C’ ocupe la posicion C”. Unimos los puntos C y C”
y suponemos que el segmento CC” corta al lado 4B entre los puntos
A y B (fig. 13,a). Por la condicion inicial, el AACC” es isdsceles
(AC = AC") y, por lo tanto, L ACC" = L. AC"C, y como £LC= LC"
restando de unos angulos iguales los otros también iguales obtene-
mos que /£ BCC" = £ BC"C'y, por consiguiente, el ACBC" también es

b)

-

isésceles. Por esto BC = BC"y AABC = AABC" por tener (res lados

i . =AABC.
iguales. Asi, pues, AAB €y fuera del segmento AB, el

i to CC” corta a la recta AB ] ,
e (fig. 13, b). En efecto, el AACC tamb?,t}

teorema sigue siendo justo 5 e

en este caso es isosceles y L ACC" = LAC (@pero eoma £ 6 olvemos

restando estos angulos de los dos de la ecuacion p:ecc(_ieptc,l BC =

a obtener que L BCC"= LBC"C, que el AB Cloits ls?c?gz’ngulos,

: y otra vez llegamos al tercer criterio de igualdad de

de nuevo AABC=AA'BC. e

ue hemos dado una demostracion sull

h do todos los casos posibles. Pelr; gr[f:;:?,
i bién posible en que €

TR AB. Enla fig. 14

n este caso

ntemente com-
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licables y que los triangulos pueden
muestra en la .ﬁg. 14.
dor de errores de esté mismo tipo son

risma oblicuo y 1a cquivalenc:'ia
s ] libro de texto oficial

namientos son inap

nuestros razo 5 S¢
mente distintos, como se

ser completa 1
Otro ejemplo muy alecrl:lona
1 tera

los teoremas sobre el area la
de los prismas rectoy oblicuo, que figuran en €

S
c

FIG. 14

de A.P. Kiseliov y en el curso de geometria elemental de N.A. Gl_a—
goley. El primero de estos teoremas afirma : “El area lateral d_'e un pris-
ma es igual al producto del perimetro de la seccion perpendicular por
la arista lateral” (a p. KiseLiov, Geometria, 11 parte, pédg. 38, en ruso).
El segundo teorema dice : “Todo prisma es equivalentea un prisma rec-
to que tenga por base la seccion perpendicular del prisma oblicuo
y por altura su arista lateral” (N.A. GLAGOLEY, Geometria, I parte,
pag. 89, en ruso). Sin embargo, es facil convencerse de que uno y otro
teorema so6lo se han demostrado para un caso particular, concreta-
mente, para cuando las aristas del prisma son tan largas que puede
trazarse en él una seccién perpendicular. Pero existe toda una clase de
prismas en los cuales ESIMPOSIBLE TRAZAR UNA SECCION PERPENDICULAR QUE
CORTE TODAS LAS ARISTAS LATERALES. Esta clase es la de los prismas obli-
cuos de altura muy pequena (fig. 15). En un prisma de este tipo la sec-
cion perpendicular a una de las aristas laterales no corta las demas
aristas, y todos los razonamientos que se dan en la demostracion de
estas proposiciones resultan inaplicables. En este caso se debe el error
a la costumbre arraigada que tenemos de figurarnos el prisma en for-



30

ma de barra con altura bastante
Jos, en forma de tabla, casi nunca
cuadernos y libros de texto. Este

grande, mientras que los prismas ba-
S¢ representan en la pizarra, ni en los

u. ejemplo muestra. ié
s ejen a-también la -
que debemos tener con el dibujo que se emplea para ilugff:f lIla

demostracié
5 pait;c:]cmnd Cuando b’acemos una construccion cualquiera necesa
na demostracion, debemos preguntarnos siempre: “;Puede

hacerse esta construccion en todos los casos?” De haberse formulado
esta pregunta al hacer la demostracion de las proposiciones antes in-
dicadas acerca del prisma oblicuo, no hubiera sido dificil hallar un

ejemplo de prisma en el cual habria sido imposible trazar una seccion
perpendicular.

7 En los dos tltimos ejemplos lo esencial del error consiste en
que no se demuestra la proposicion que hay que demostrar, sino tinica-
mente cierto caso particular, ligado a las peculiaridades de la figura
con respecto a la cual se hizo la demostracion. Puede ponerse otro
¢jemplo de error de este tipo, aunque mas profundo y que salta menos

a la vista. . '

Nos referimos a la demostracion de la existencia de segmentos 11~
expone generalmente €1 el curso de geometria
modo resumido 12 marcha
‘ n. Primero s€

conmensurables, que se
clemental de la escuela. Recordemos de un o7
general de los razonamientos al hacer esta demostraclo S iables
da la definicion de la medida comun a dos scg'menlos y s P
que esta medida comun estar4 contenida un nuMero elljti,roo se da e
en la suma y en la diferencia de Jos segmentos dados. ‘:ilog 7
método para buscar la medida comun, que ya gaogs to
des. Este procedimiento consiste en que, sobre ¢l segmen toma sobre
toma el menor tantas veces como quepa, el primer Lesio.se sf sucesiva-
el segmento menor, el segundo resto, sobre el primero 52 s en el res-
mente. El resto que esté contenido un niimero entero de Vecetos dados.
to anterior serd la mayor medida comun de los segmen omun $€
Después se dice que los segmentos que tienen una ppaics f:comrmeﬂ-
llaman conmensurables y los que carecen de medida comun, "

r. b On—
surables. Pero el mismo hecho de la existencia de los segmentos s

31

i d
bles debe demostrarse teéqcamcnte me S
ﬁic:stu;?ie un par, por lo menos, de dlCh(iS (s;t;gmentlos.e Ffu?grzjdf:lgg
in bilidad de la diagona
suele ponerse 12 inconmensurabilid natdclons 2o
i tracion se hace aplicando € m
g e diagonal del cuadrado el lado, s0-

i decir, tomando sobre la
E:acgg?éf;rime; resto y asi suces'iva_mente. Al hacer CStOl ?cdpo:ee lc’!;
manifiesto que la diferencia entre la diagonal y el ladoese ad‘o :
nuevo cuadrado, que a su VEZ hay que tomar sobre la nueva iagonal,
etc., por lo que este proceso no terminard nunca y la medida comun

méxima de la diagonal del cuadrado y de su lado serd ir_nposible' de
hallar. Después de esto se sacad la conclusion: por consiguiente, €5 1M~
posible hallar la medida comun del lado del cuadrado y de su diago-

nal y de aqui se infiere que estos segmentos son inconmensurab}es.
(En qué consiste el error de esta demostracion? El error cqnsmtc
en este caso €n que de LAIM POSIBILIDAD DE HALLAR LA MEDIDA COMUN !’OR
EL METODO DE EUCLIDES N0 s¢ deduce en modo alguno que dicha med}da
comin no exista. Porque si no podemos hallar un objeto cualquiera
valiéndonos de un procedimiento determinado de busqueda, esto no
quiere decir que dicho objeto no exista, ya que €s posible que pueda
encontrarse por otros procedimientos. Por ejemplo, no podriamos es-
tar conformes con un razonamiento como este:“Los electrones, no
pueden verse con ningan microscopio, por lo tauto, los electrones no
existen”. Est4 claro que a este razonamiento puede objetarse facilmen-
te que: “Ademas del microscopio existen otros medios y procedimien-
tos con lgs cuales podemos convencernos de la existencia de los
electrones”.
rabl};:rze guzcl::n cri)tl’.;l:sltlracxon de:i que existen segmentos inconmensu-
& ay que demostrar previamente la siguiente
proposicion. guent
Si el proceso de busqueda de la medida comun méaxima de dos seg-

- mentos puede prolongarse indefinidamente, estos segmentos son

inconmensurables.

Demostremos esta importante proposicion. Sean @ y b los seg-
mentos dados (design_aremos con letras con una raya encima los seg-
n::.ntcl)iiy con letras sin raya, los niimeros), siendo a > b. Supongamgs
go ;rae = e\;ar sucesivamente el segmento b sobre el g, el primer resto 7
p , etc., se obtlel_ze una serie ilimitada de restos: 7, 7, F- si :

o cada resto anterior mayor que el que le sigue. ‘.:\s‘f,’ t;u;i.;em::-'

a>b>F >F>r> ...

Su h
pongamos ahora que los segmentos @'y b tienen una medida coman

3 .
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p.lacxal de acmerdo com kas propeedades de b medada coman, deberz
esitar comprensinds o mEmcro de vecesea 4 ¢a 5 ¥ en cada uno de los
EROS T, 7o, Py, .. Seposgamos goe csia medida esti compreadida en
dmveces ez Fmveces en 7, &, veces, ca 7y, veces, .. a7, &, veces
¥ 2% secespvamente Los semcsos m, », n,, 5, _ SOR enteros y po-
m;uwﬂhbmmhwm
las desigmaidades respectivas entre los némeros

M>RES>ES>B,>E> ...

Como sspesimos goe [a seric de los segmentos se prolonga mfinita-
mente, Ia sene de los pémeros m. B, 1, B, 75, ... tambefn deberz pro-
mn‘:.mausmuquhmm

iz saccsivameste de los mameros cateros positivos nDo puede ser
mima |2 contradiccidn obtenida nos obliga 2 renunciar 2 Iz supos:-
con de gue cxisic vma medida comim de los dos segmentos considera-
dos, es decr, 2 reconocer gee sos inconmensurables. El ggempio deld
ceadrado nos convence de Lz existencia de segmentos en los coales ¢l
proceso mdicado so puede terminar punca, lo que significa que Ia dia-
goual del ceadvado ¢s mconmensurable con su lado.

Sin est2 proposicion adicional k2 demostracion de que exisien scg-
mentos inconmensurabies po logra su fin, poesto goe lo demostrado
s totalmente distinto de ba proposicion que teniamos goe demostrar.
“« 8. Lasdemostracionss incurren con mucha frecuencia en otro tipo
de errores gue consiste en goe [2 demostracion se apoya en una propo-
sicion 26 no demosirada. Y, aunque es menos corriente, sucle ocurtir
también que ¢l demostrante recurre precisamente 2 k2 proposicion que
esta demostrando. Asi, por ejemplo, puede oirse a veces el sigmiente
dailogo entre el profesor ¥ el alumno. El profesor pregunta: “Por qué
son perpendiculares estas rectas”” El alumno responde: “Porque el
angulo que bay entre cllas es recto™. — Y por qué s recto el angu-
loT —Porgue las rectas son

Este emvor sc llama r:tomoaladcmommon ¥ 0o es corriente
encontrario de unza forma tan clara. Lo mds frecuente es hallarlo en-
—mdo.mmq:b,amahnmokpusetmdproblems-

I
!

L
Lad

= BM. Despeés consideramos ¢ A4CM y el ABCN, que soa
gn.ln,ﬂqn:-ﬂ! BN ¥ los angulos adyacentes a estos lados son
respectivamente igezles. Por esto ON =CM y, por comsiguicaie,
AN + NC=BM + CM, es decir, AC = BC, que &s lo que habia que
demostrar .

iy

A 8

FIG. 16

El error de esta demostracion consiste en que sc cita la igualdad de
los angulos adyacentes a la base del tridngulo. Pero Iz igualdad de es-
loséngu]oscsdcqucdmangnlosmisosoaﬂycstaes
precisamente la proposicion que hay que demostrar.

También son frecuentes los casos en que, para hacer la demostra-
cion, se toman como base proposiciones no demosiradas, consideran-
dolas como evidentes, aungue dichas proposiciones no estén inclmdas

_entre los axiomas. Veamos dos ejemplos. Al estudizar el problema de la

Pposicion mutua de la recta y Ia circunferencia se consideran Lres casos:
1) Ia distancia del centro de 1a circunferencia a la recta es mayor que el
radio, es decir, la recta pasa por fuera de la circunferencia;; 2) Ia distan-
cia del centro de la circunferencia a la recta es ignal al radio, o sea. Ia
Tecta tiene un punto comin, y solamente uno, con la circunferencia
(tangente); 3) Iz distancia del centro a la recta es menor gue el radio,
¥ la recta tiene dos ; comunes con la circunferencia (secante).

Llamamos Ia atencion sobre el hecho de que las dos primeras pro-

‘mxm&dﬂmﬁﬂnﬂnﬁmmmntmsque

en el tercer caso suele decirse: “La recta pasa por un punto situado

P S
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dentro de la circunferencia y, en ¢ste ¢aso, ES EVIDENTEQue corta a la
Gircunferencia”. Sin embargo, se ve facilmente que, en este razond-
miento, bajo la palabra “evidente” se oculta una proposm«?n geomé-
trica muy importante: “Toda recta que pasa por un punto mterna de
Ja circunferencia, corta a ésta”, Es cierto que esta proppsmbn es bas-
tante evidente, pero ya hemos dicho antes lo vago ¢ mde_tc_rmmado
que es ¢l concepto de evidencia. Por lo tanto, esta proposicion debe
incluirse entre los axiomas o demostrarse apoyindose en otras
proposiciones. =
Como segundo ejemplo citaremos la demostracion del teorema rc-
ciproco al del cuadrilitero circunscrito, que se da en _:\lgunos cursos
de geometria elemental. Hay que demostrar que si en un ('}‘{""”‘
ldtero las sumas de los lados opuestos son iguales, en este cuadrildtero
puede inscribirse una circunferencia.

c

FIG. 17

3

Citamos literalmente esta demostracion: “Se da AB+CD=

= BC + AD (fig. 17). Trazamos una circunferencia tangente a los la-
dos AB, BC y CD. Demostremos que también sera tangente al lado
AD. Supongamos que no lo fuera. Trazando desde el punto A la tan-
gente AD, obtenemos el cuadrilatero circunscrito ABCD,, en e!. en
virtud del teorema directo, AB + CD; = BC + AD,. Restando miem-
bro a miembro esta igualdad de la dada, obtenemos que: CD—
—CD, = AD, — AD, 0 que DD = AD, — AD, lo cual es un‘posﬂt?lc1

(porque la diferencia de dos lados del AADD, no puede ser igual a

-
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tercer lado). Por consiguiente, la circunferencia tangente a los lados
AB, BC y CD tambi¢n es tangente al lado AD.”

Elerror de esta demostracion consiste en que se apoya en el cono-
cimiento, aun no demostrado, de la posicion del punto A: hay que de-
mostrar primeramente que el punto de tangencia de la circunferencia se
halla entre los puntos A y B. Si los puntos 4 y D ocupan la posicion
que se indica en la figura 18, con respecto a ellos no podrin hacerse

'(.' 8.

FIG. 18

los razonamientos que se dan en la demostracion. Que los puntos de
tangencia deben encontrarse entre 4 y B y entre C y D se puede de-
mostrar, pero esto conduce a razonamientos bastante largos, por lo
que es preferible utilizar la demostracion que antes indicamos (véase
la pag. 23).

De este modo, a nuestra pregunta acerca de qué condiciones debe
satisfacer una demostracioén para ser correcta, es decir, para poder ga-
rantizar la veracidad de la proposicion, debemos responder asi:

a) La demostracion debe apoyarse iinicamente en proposiciones
verdaderas, es decir, en los axiomas y en los teoremas ya demostrados.

b) Todas las conclusiones de que conste la demostracion deben es-
tar bien construidas.

c) Hay que tener siempre en cuenta el objeto de la demostracion,
es decir, el establecimiento de la veracidad de la proposicion que se
demuestra, y no sustituir esta proposicion por cualquiera otra ),

!) Como ocurrié en el ejemplo en la pag. 30.
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9, En relacion con ln necesidad de cumplir estos requisitos es niu-
tural que se plantee la pregunta: jpero cOmo encontrar la demostra-
cion correcta?

Vamos a dar varios ejemplos para resolver este problema. En pri-
mer lugar, cuando recibimos una proposicion geométrica pira de-
mostrarla, hay que destacar bien claramente LA IDFA FRINCIPAL Que debe
ser objeto de la demostracion, Es frecuente que esta idea no enlé exs
presada con suficiente claridad. Por ejemplo, tenemos In siguiente
proposicion: “Demostrar que uniendo sucesivamente los puntos me-
dios de los lados de un cuadrilitero se obtiene un paralelogramo”
(Con qué podemos demostrar que, en efecto, se obtiene un paralelo-
gramo? Para responder a esta pregunta recordaremos LA pErINIcION de
paralelogramo como un cuadrilitero en el cunl los lados opuestos son
paralelos dos a dos. Por lo tanto hay que demostrar ¢l puralelismo de
los segmentos obtenidos,

Después de destacar lia proposicion que debemun demostrar, del
texto del teorema dado hay que separar aquellas condiciones que
se dun en ¢l mismo y que necesitamos para la demostracion, En
nuestro ejemplo s¢ dice que UNimos 105 PUNTOS MEDIOS de los lados
del cuadrilitero, lo que quiere decir que en los lados del cuadrilatero
e toman los puntos que dividen cada lado en dos partes iguales.

Todo esto lo formalizaremos de acuerdo con li escritura simbolica
que se emplea generalmente en la prictica escolar y que s incluye ba-
jo las rabricas “Se da” y "Hay que demostrar”, Asi, en nuestro ejem-
plo, si tenemos el cuadrilitero ABCD (fig. 19) y M, N, P, Q son los
puntos medios de sus lados, nuestro teorema puede escribirse asi:

st oAt en ¢l cuadrildtero ABCD MA = MB, NB = NC, PC= PD

Q0D = QA.

HAY QUE pEmosTrAR: MN|PQ y MQ|NP.

Lna vez que esto se ha escrito, comienza la demostracion del teo-
rema. Para hacerla hay que utilizar los axiomas y teoremas yi estable-
cidos y a la vez ( y esto debe recordarse perfectamente) las correlacio-
nes esenciales que se indican en las condiciones del teorema,

10. Pero, ;como hallar el orden de los razonamientos que debe
enlazar la proposicion que se demuestra con las verdades antes esta-
blecidas y con las condiciones del teorema? (Como elegir, entre ¢l
gran nimero de proposiciones distintas, precisamente aquellas que
pueden servirmnos para demostrar nuestro teorema?

Lo mis razonable en nuestra biisqueda es partir de Ja proposicion
que hay que demostrar y plantearse ¢l problema asi: (como consc-
wuencia de qué pr puede obtenerse la proposicion gue de-

087 $i hallamos dicha proposicion y ésta es consecuencia de

i
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lns condiciones y de teoremas demostrados ya, nuestro problema esta-
rh resuelto, 81 no es asi, volveremos a plantearnos ln misma pregunta
Pcm yil CON respecto i esta nueva proposicion y asi ulwcnivuuwnu:.'
intn via del pensamiento recibe en la ciencin el nombre de anddisly.

FIG, 19

=

En el ejemplo del cuadrilitero que nos ocupa ha
c : d
paralelismo de ciertos segmentos, Al miln‘:: li:rg::: ::T::éz;;l
gulls CIIOl‘ segmentos unen entre si los puntos medios de los lados
cie cuadrilitero, Establecido esto, nos preguntamos: ente las proposi-
or:;tI::"amcs demostradas, /no hay alguna en que se hable del
| ‘I:Fdon dlmo de los segmentos que unen los puntos medios de los
e e S e Fropotienes o o lsoricne
_ une los puntos medios d.:"fé'."i ﬁ dcw R kY
igs _ : | trid
lﬁie mrdoer lado ¢ igual a la mitad de é‘;?ulgn cl'n "5;7:?5
et st eramos no hay tales tridngulos. Pero no es dificil cons-
i-‘la l,_d mdm por ejemplo, la diagonal BD. Entonces oblenemos
Bt 1\;;& 08 éﬂﬁn;ulm,--dﬂﬂ.y BCD, en los cuales los segmentos M(Q
b MnQ grliqm meqlqulL.MQ_ BD y NP||BD; por consiguien-
; I -faznndo_ll gunda diagonal demostrariamos de un

|5
5
¥
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modo analogo que también MN||PQ. Sin embargo, esta segunda cons-
truccion no es necesaria, ya que del primer par de tridngulos tene-

1 1
mos que MQ = EBD yNP= EBD: por lo tanto, MQ = NP, es decir,

que los lados opuestos MQ y N P del cuadrilatero MN PQ no solo son
paralelos, sino iguales entre si, de donde se deduce directamente que
este cuadrilatero es un paralelogramo.

Como segundo ejemplo tomaremos el conocido teorema de la su-
ma de los angulos internos del tridngulo. En este caso en el texto del
teorema no se incluyen ningunas condiciones especiales y por esto de-
be escribirse inicamente aquello que hay que demostrar: en el AABC
(fig. 20) o+ B+ 7y = 180"

e

/7
B v;u;\____f

4 B

FIG. 20

n que s¢ demuestra vemos que hay

los tres angulos internos del triangulo. Esta suma conviene
g:zes;:l :1: la misma ggura. Construyamos en_el vémur: B qcl anglu{g
B el angulo ' = y. Entonces el lado BD del angulo y’ sera par.:] ea_
a AC, en virtud de la igualdad de los angulos alternos internos :«1t yB
centes a la secante BC. Prolongando el lado AB r:nés alla del pun olos‘
obtenemos el £ CBE, que designaremos por o. of = 0o por ser arll':gt:1
correspondientes formados por las mismas paralelas y la _secans conS:
Asi, tenemos que o’ + B+ 7' = 180°, ya que estos angulos Junlto e
tituyen un angulo llano. De aqui, en virtud de la igualdad de los ang

L it
los o =, ¥ =7, obtenemos la relacion que necesitabam

a+B+'Y=180n.

En los ejemplos que hemos puesto se encuentran bas

Del contenido de la proposicio

tante pronw
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|as relaciones necesarias. Pero hay casos en los cuales esta relacion se
establece por medio de toda una serie de proposiciones auxiliares. En-
tonces el andlisis se hace mas largo y dificil.

» 11. Pondremos un ejemplo de analisis mas complejo. Hay que de-
mostrar la siguiente proposicion (A.P. KISELIOV, Geometria, parte I,
pag. 80, problema 13, ed. en ruso): Si a un tridngulo se circunscribe una
circunferencia y desde un punto cualquiera de ella se bajan perpendicula-
res a los lados del tridngulo, sus bases descansan en una recta (recta de
Simpson ).

Hagamos el analisis, Sea ABC el triangulo dado (fig. 21), M, el
punto de la circunferencia circunscrita, y N, P, O, las proyecciones res-
pectivas de dicho punto sobre los lados BC, CA y AB del tridngulo

FIG. 21

dad

r:c ::. gag s‘(:;t'x;_demostrar que N, Py Q se encuentran en una misma

= cu.e 2 ri ]lr la proposicion que hay que demostrar puede teners:

g r:c?:e a c‘:on]dmén de que los puntos N, P Q pertenecen a un;
uiva 1 PQ .

e eq e a decir que el angulo NPQ es llano. Asi, pues,

Se da: MN | BC, MP1CA, MQ1 AB;

a la circunferencia circunscrita al A4BC

el punto M perteneciente
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Hay que demostrar: £ NPQ = 180°.

Observando el angulo NPQ vemos que esta formado por
L MPN =38, ./ MPA=90"y L APQ =u. La proposicion quedaria
demostrada si consiguiéramos demostrar que ZNPQ=35+90"+
+ o= 180°. Para esto basta demostrar que o+ & =90". Considere-
mos £ CPN =ao'. Como £ MPC = 90°, tenemos que o + 8 =90". Si
logramos demostrar que o = o, el teorema estara demostrado. La
igualdad buscada intentaremos establecerla examinando los nuevos
angulos, para lo cual aprovecharemos las condiciones del teorema.
Los angulos rectos APM y AQM se apoyan en el segmento AM, por
esto la circunferencia construida sobre AM como didmetro, pasa por
los puntos P y Q. En virtud de las propiedades de los angulos inscri-
tos, L AMQ = L APQ = o. De un modo semejante, construyendo so-
bre MC como diametro una circunferencia, vemos que pasa por I y
N y por la propiedad de los angulos inscritos. £ CMN = L CPN =d..
Intentemos ahora demostrar,que £ AMQ = / CMN. Para esto pres-
tamos atencion a que el cuadrilitero ABCM es inscrito y que, por lo
tanto. la suma de sus angulos opuestos es igual a 180°:

L AMC + L B= 180,

o bien T

L AMO + LOMC + LB= 180°.
N los angulos en los puntos

_en el cuadrilatero BOM !
et dos angulos es igual

Q y N son rectos, por lo que la suma de sus otros
a 180°:
L OMN + LB= 180°,

o bien

L OMC + L CMN+ LB= 180°.
btenemos:

I lando las igualdades (1) ¥ (2), o
g 0+ LOMC+ LB,

/. QMC + LCMN + LB=LAM

de donde
/. CMN = LAMO,

0_’:
se deduce que & + 8 =90", a+8+90
180°.

es decir, o' = »
De aqui, como ya vimos,
=180° y, finalmente, el /[ NPQ=
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Si tuviéramos que expresar de una manera consecutiva l_a m_archa
bligados a seguir el camino inver-

de la demostracion, nos veriamos o I
so: primeramente demostrariamos que Z AMQ = . CMN, después

estableceriamos las igualdades
LAMQ=LMQN y LCMN=LCPN.

Finalmente, de que £ CPA = L CPN + L MPN + 90° = 180° ob-
tendriamos que £ NPQ = L MPN +90° + L APQ = 180", es decir,
que los puntos N, Py Q estan en una misma recta.

Este caso, inverso al analisis, de exposicion de la demostracion,
que es el que se emplea de ordinario en los libros de texto y en clase al
demostrar los teoremas, se llama sinTesis. Exponer la demostracion de
los teoremas por el método sintético es més facil y natural, pero no de-
be olvidarse que para Buscar la demostracion tenemos que hacer uso
inevitablemente del analisis.

Asi, el analisis y la sintesis son dos estados, inseparablemente liga-
dos entre si, de un mismo proceso, la estructuracion de la demostra-
cion del teorema dado. El analisis es el método para buscar la demos-
Lracién: la sintesis, el método para exponer la demostracion.

Esta .{:laro que cuando se busca la demostracion de una
proposicion cualquiera no siempre es facil hallar la sucesion necesaria
de conclusiones. No se consigue siempre emprender de inmediato el
camino correcto, y a veces hay que desechar el procedimiento fijado
¥ pasar a otro.

Pondremos un ejemplo. Supongamos

1dremos u nplo. que hay que demostrar la
proposicion siguiente: “Si dos medianas de un triangulo son iguales
entre si, este tridngulo es isosceles”. Se da el A4ABC en el cual las me-
dianas AM y BN son iguales entre si. Al principio puede parecer co
venient id id o
: € considerar los tridngulos ABM y ABN y demostrar que son
1guales. Pero no es dificil ver que para esta demostracion nos faltan
datos: sélo sabemos que AM = BN .
e ) ¥y que el lado 4B es comun en es-
niangulos. No se da la igualdad de los dngulos ni de |
i 1 S I ni de los terceros
S que renunciar a este camino. Del mismo
> OS convencemos también de que carece d i i
los trifngulos ACM y BCN e sentido considerar
demostrar su iguald:d. o e {enemos pocos datos para poder
% na vez desechada la consideracion de estos

=PM,PA=PBy / APN -
°A = PN = £ BPM co érti
Por consiguiente, AANP — ABMP y Al:’n =o B?R}ms;'ozo?:; :it\;esrt;:ge.

Bus



'L “_-7,

bre el hecho de que todo teorema
mientos: directo e indirecto.

Con LA DEMOSTRACION DIRECTA NIOS convencemos de la veracidad de
la proposicion demostrada estableciendo una relacion directa entre
ella y las demostradas con anterioridad.

Con LA DEMOSTRACION INDIRECTA establecemos que, poniendo en du-
da la veracidad de la proposicion que se demuestra y tomandola por
falsa, llegamos a una contradiccion con las condiciones o con una pro-
posicion ya demostrada. Por esto la demostracion indirecta se llama
también demostracién por REDUCCION AL ABSURDO.

Hasta aqui hemos empleado preferentemente en nuestra exposi-
cion la demostracion directa. Veamos ahora algunos ejemplos de de-
mostracion por reduccion al absurdo.

CO"!U !H 1mer ele]“l] remo l 1 ( el tercer Cl"ltf-‘ﬂlo
j demOSll'aClon 3
i 10 da mos la :

5 ue nada
qqr nvcjﬂlente, )’3 q i
N osicion no s co a1:-ando el méto
terio por Superp 5 o utilizan D
e e C;:i de lapigualdad de los angulosf:‘;iostrarsc este criterio
sabcmos(;i Ceric'm al absurdo también puede de
do de reducc

rposicion. "
por:;p:e;)n ABCy A'B'C' los triangul
_,fl A:___CrAfy iy
o -l?egu’)sc el AA/BC al ABC, domaneta A8,
gerggn el AB. Como nada sabemos acerca
a ’

ales
2)en o8 e
os dados (fig. dzerz.lostramon i

AB=A'B". Para hacer la1 e B coirIC|:
ad delos angl
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o podemos afirmar que el punto C’ cmpql'da con el e
ls‘ijsﬁol;gar%os por esto que dicho punto ocupa la posicion C”. Ugamos
los puntos C y C”. El AACC” es isosceles (por [_a _cj'ondlmon e 51133
AC" = AC), el ABCC” también lo es (por la cond'}cxon de que BC" =
= BC). La altura AM del triAngulo iséscele§ ACC" pasa por M, punto
medio del lado CC” (porque en el triangulo isosceles la altur% comc!(:.le
con la mediana). La altura BM del triangulo isésceles BCC” también
pasa por el punto medio M del lado CC”. Asi obtenemos que por el
punto M pueden trazarse dos perpendiculares, AM y BM, a _la recta
CC". Estas perpendiculares no pueden coincidir, ya que esto significa-
ria que los puntos A, By M pertenecen a una misma recta, lg cual es
imposible en virtud de que los puntos C y C” (y, por consiguiente, to-
do el segmento) se encuentran a un mismo lado de la recta AB.

Asi, hemos llegado a la conclusion de que si se admite que los pun-
tos C 'y C’ no coinciden, resulta que por un mismo punto M pueden
trazarse a la recta CC"” dos perpendiculares distintas. Pero esto con-
tradice las propiedades de la perpendicular establecidas con anterio-
ridad. Por lo tanto, al superponer los tridngulos, el punto C’ debe coin-
cidir con el C obreniéndose que AABC = AA'B'C".

_ Como segundo ejemplo tomaremos la demostracion de la proposi-
cion antes citada de que si dos bisectrices de un triangulo son iguales,
el tridngulo es isosceles.

Supongase que tenemos el AA4BC Y que sus bisectrices son AM
y BN (fig. 23).

Escribimos el teorema.

_BS;DAIGIIEI AABC L CAM = LBAM; £ CBN = LABN y AM =

HAY QUE DEMOSTRAR: AC = B(C.

La demostracion la hacemos por el
do. Supongam

bién mayor, es decir ra un lado tam-

Séemento ND, igual aralel " Eoora por el punto N el
iA;DN Seri un paraialp raelo a AM. Entonces el cuadrilatero

ogr S
2oV Unicads s cong amo y, por consiguiente, Mp — AN y

OSCELES,

Of otra parte, en | ABDM el lado
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MD = AN. pero AN > BM y, por lo tanto, MD > BM, de donde tam-
bién es L7 > 6. Al mismo tiempo /4> L5,yaque L5= /2=
= /1,y /L4=(3,pero L3> L. Sisesuma la desigualdad obteni-
da £7> L6y L4> L5, obtenemos: L4+ LT> L5+ L6, es de-
cir. /. BDN> .LDBN. Hemos obtenido, pués, que los angulos

adyacentes a la base del tridngulo 1sosceLes BDN no son iguales. Esta
contradiccién hace que renunciemos a la suposicion de que Aq > Bf:‘.
De un modo analogo podriamos refutar que BC > AC. Asi, pués,
AC=BC. , '

Estos ejemplos esclarecen suficientemente _cl caracter de las de-
mostraciones por reduccion al absurdo. A este tipo de demostraciones
suele recurrirse cuando al buscar argumentos se desc_:ubre que la de-
mostracion directa es dificil y, a veces, 1mposnplc de hallar.

En este caso se toma una proposicion que contradiga aquella que
hay que demostrar y, por medio del analisis, se procura hallar un or-
den de conclusiones que conduzca a una proposicion que se encuentre
en clara contradiccién con cualquiera de las ya establecidas. A propo-
siciones claramente contradictorias hemos llegado en los dos ultimos
ejemplos: en el primero llegamos a la conclusion de que por un plét:)-
to pueden trazarse dos perpendiculares a una_,recta, yen el segun 1;
a que los angulos adyacentes a la base de un triangulo isosceles no so

iguales entre si.
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§ 4. (QUE PROPOSICIONES
DE LA GEOMETRIA PUEDEN ADMITIRSE
SIN DEMOSTRACION?

1. Respondamos ahora a la tltima pregunta planteada en la intro-
duccion: jqueé proposiciones de la geometria pueden admitirse sin
demostracion?

A primera vista esta pregunta parece muy facil. Cada cual puede
decir que sin demostracion pueden admitirse los axiomas y como tales
pueden tomarse las proposiciones cuya veracidad ha sido demostrada
muchas veces y no ofrecen duda alguna. Pero cuando queremos elegir
practicamente las proposiciones correspondientes, nos encontramos
con que hacer esto no es tan facil

En la actualidad se conoce un numero muy grande de proposicio-
nes geometricas que fueron sometidas a comprobacién practica tantas
veces, que es poco probable que alguien pueda poner en duda su vera-
cidad. Pero de esto no se deduce, naturalmente, que todas estas pro-
posiciones tengan que ser admitidas como axiomas. Para nosotros es
indudable, por ejemplo, que por dos puntos no puede trazarse nada
mads que una recta; que por un punto dado puede trazarse a una recta
una, y solamente una, perpendicular; que la suma de dos lados de un
tridngulo es mayor que el tercer lado; que dos segmentos iguales a un
mismo tercer segmento, son iguales entre si; que la distancia entre dos
lineas paralelas es igual en todas partes, etc. Esta claro que el nimero
de estas proposiciones podria aumentarse en muchas veces. ;Por qué
todas estas proposiciones no se admiten como axiomas? De hacer asi
se simplificaria mucho la exposicién de la geometria, muchas demos-
traciones serian innecesarias, etc.

Pero el desarrollo de la geometria no ha seguido este camino; al
contrario, los geémetras han procurado reducir al minimo el nimero
de axiomas y todo el restante contenido de la geometria se infiere, por
via deductiva, de este pequeiio niimero de verdades fundamentales.

¢Por qué se eligi6 precisamente este camino, méas dificil y complejo
al parecer, para construir el sistema de conocimientos geométricos?

La tendencia a construir la geometria a partir del menor nimero
posible de axiomas se debe a toda una serie de causas. En primer lu-
gar, al disminuir el niimero de axiomas aumenta, naturalmente, la im-
portancia de cada uno de ellos por separado, ya que no puede olvidar-
S€ que estos axiomas deben encerrar en si toda la futura geometria,
que debe deducirse de ellos. Por esto, cuanto menor sea el niimero de
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axiomas, tanto mas generales, profundas e importantes seran las pro-
piedades de las formas espaciales que ponga de manifiesto cada axio-
ma de por si

Otra causa importante, que obliga a reducir en lo posible el niime-
ro de axiomas, es la circunstancia de que cuanto menor sea dicho nt-
mero, tanto mas facil sera comprobar su veracidad y seguir el cumpli-
miento de aquellas condiciones que se imponen al conjunto de los
axiomas (de ellas hablaremos mas adelante),

2. Asi, pues, se nos plantea el problema de elegir el nimero menor
posible de proposiciones fundamentales, mas generales e importantes,
de la geometria que admitiremos como axiomas. ;Qué debe servirnos
de guia en esta eleccion? En primer lugar debemos tener en cuenta
que esta seleccion no puede hacerse por orden, analizando un axioma
tras otro, sin relacionarlos con otros axiomas. Debemos admitir no un
axioma aislado, sino todo un sistema de axiomas ,ya que solo este siste-
ma puede reflejar correctamente las propiedades realmente existentes
y la relacién mutua de las principales formas espaciales del mundo
material,

Es natural que en este sistema pueden incluirse solamente verda-
des comprobadas muchas veces que reflejen las leyes mas generales
y basicas de las formas espaciales.

Una vez aceptado el sistema de axiomas, debemos prcstar atcn'-
ci6n a que no entren en ¢l proposiqioncs que se contradigan entre sl,
ya que estas proposiciones no podran ser verdaderas al m:smo‘tlcmpo.
No puede permitirse, por ejemplo, que en el sistema figuren a la vez
los axiomas siguientes: “Por un punto no perlcnecuz?te“a una recltla:l tsg
puede trazar una, ysolamente una, paralelaalarecta”™y Porunp
exterior a una recta dada no se le puede trazar a J]a recta ninguna
par?blgl:més, los axiomas no s6lo no dcpcn contadecirse unos ?)c oll;los;
sino que también entre las consecuencias de ellos nod(jc%c harin:: ip?t l
proposiciones que se contradigan entre si. Esta con lcil '[-lio'[?: s
que se impone al sistema de axiomas S¢ llama condic
contradiccion. w

Pero a la vez que a la condicion d
s¢ atencion a que en nuestro sistema )
proposicion q?:c pueda ser demostrada apoyandose en Ioscgf::él:
axiomas. Esta exigencia se comprendera perref:tgmcnle siser et
que queremos hacer que nuestro sistema sca minimo, es decir, qturgciéfl
tenga ¢l nimero menor posible de proposiciones Sin demos olros;
Si una proposicion dada puede demostrarse apoyandose €n e
‘axiomas, ya no serd un axioma, sino un teorema, y no habra necesi

¢ no contradiccion debe prestar-
de axiomas no figure ningund

47

de incluirla en el sistema de axiomas, La exigencia de que el axioma
sea indemostrable por medio de otros axiomas se llama condicion de
independencia.

Sin embargo, cuando tendemos a hacer nuestro sistema de axio-
mas lo menor posible, no debemos caer en extremismos y eliminar de
él aquellas proposiciones en las cuales tengamos que apoyarnos nece-
sariamente al exponer la geometria. :

En esto consiste la tercera condicion que debe satisfacer el sistema
de axiomas, es decir, la condicion de que el sistema'sea completo. Mas
exactamente esta condicion se puede enunciar asi: si el sistema es in-
completo, siempre se le podra anadir una nueva proposicion (que con-
tenga, claro estd, los mismos conceptos fundamentales que los demas
axiomas) que no dependerd del resto de los teoremas y que no los con-
tradecird. Pero si el sistema es completo, toda nueva proposicion ana-
dida a él y que contenga los mismos conceptos a que se refieren los
axiomas, sera consecuencia de estos axiomas o los contradecira.

3. Para que sea mas facil figurarse las condiciones de integridad,
independencia y no contradiceion que debe reunir el sistema de axio-
mas, puede ponerse un ejemplo sencillo, que, aunque no es reflejo exac-
to de las relaciones geométricas, tiene una buena analogia con ellas.

Sea un sistema de ecuaciones de primer grado con tres incognitas.
A cada una de las incognitas del sistema vamos a considerarla como
un “concepto” determinado que requiere ser definido, y a cada ecua-
cién, como una especie de “axioma” por medio del cual se establecen
relaciones entre estos “conceptos”.

Supongamos, pues, que tenemos el sistema

2x—y—2z=3,

: X+ y+4z=06.
Con este sistema, ¢pueden determinarse las incognitas x, y, z? No,
porque el niimero de ecuaciones es menor que el nimero de incogni-

tas. El sistema no satisface la condicion de ser completo.
Hacemos la prueba de corregirlo afiadiéndole una ecuacién mas:

2x— y— 2z=3,
X+ y+4z=6,
Ix+3y+ 12z = 18.

Obgervando atentamente el sistema obtenido nos convencemos de
que la introduccion de la ecuacion nueva no ha cambiado las cosas,
porque la tercera ecuacion es una simple consecuencia de la segunda
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v no reporta ninguna relacion nueva. El sistema no cumple la condi-
cion de independencia.
‘ (Tumblcmus ahora la tercera ecuacion y examinemos el sistema
siguiente:

2xX— y— 2z=3,

x4+ y+ 4z=6,

Ix+3y+12z2=15.

Volvemos a convencernos de que este sistema tampoco sirve para
determinar las incégnitas.
En efecto, dividiendo por 3 los dos miembros de la ultima ecua-
cion, obtenemos:
x+y+4z=3.

La segunda ecuacién nos da:
x+y+4z=
ones puede creerse? Esta claro que se tra-

(Cual de estas dos ecuaci r
del cual no pueden deducirse tampoco

ta de un sistema contradictorio,
las incOgnitas. :
Si, finalmente, examinamos
2x—y—2z=3,
x+y+4z=6,
2x +y+52=8,
ma tiene una solucion ﬁniqa (x=35
stema no contradictor1o, mdepgn-

fiade una cuarta ecuacion,
a de las tres

el sistema

es facil convencerse de que el sister
y=13yz= — 3), es decir, cslt:n si 82
iente y completo. Si a este sistema S¢ ! r
g::: relicioncpentrc si x, y, z, esta l.'ll.ti{::na sera consecuencl
iones dadas o las contradecira. )
ecu:m]:;lc aqui puede verse que la eleccion de los axnom;irg:liz C)l(ezflg
constituir la base de la geometria dista mucho de ser ar lblecer i
esta sometida a exigencias muy serias. El trabajo para esta i
tema necesario de axiomas de geometria se comenzo y}z]t alos relE
siglo pasado y, aunque en esta direccion han pecho muc ob e
cos, todavia no puede decirse que esté definitivamente aca aa O i
50 es que, sometiendo el sistema de axiomas existente a un s
sistematica, los cientificos descubren de vez en cuando que €0 e8¢ ©
tema sobran axiomas, es decir, hay axiomas “dependientes q e
consecuencia de otros mas simples y generales, por esto las plt'l dl;cio'
~ ciones complejas que contienen un nimero considerable de cg‘ciones
~ nes, se sustituyen por axiomas con un nimero menor de cond!

axiomas los empleamos frecuentemen
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y asi sucesivamente. Todas estas investigaciones tienen gran interés
para la ciencia, ya que estan orientadas a esclarecer qué propiedades
mas generales, profundas e importantes de las figuras espaciales de-
terminan todo el contenido de la geometria.

Para dar cierta idea del sistema de axiomas de la geometria mo-
derna nos referiremos primeramente a la exposicion de la geometria
que se hace en la escuela y veremos sobre qué axiomas se estructura
y qué axiomas le faltan. Al hacer esto nos limitaremos a los axiomas
de la planimetria.

La exposicion del curso de geometria empieza en la escuela por la
explicacion de los primeros conceptos: cuerpo, superficie, linea y pun-
to. Después, de entre todas las lineas se destaca la recta, y de entre to-
das las superficies, el plano. Los primeros axiomas del curso escolar
establecen las relaciones entre el punto, la recta y el plano. Estos axio-
mas pertenecen al grupo de los axiomas de combinacion, que es el pri-
mer grupo del sistema completo de axiomas de la geometria.

Los axiomas de este grupo establecen como se “combinan” entre
si las principales imdgenes geométricas : por cuantos puntos se de-
terminan la recta y el plano, qué condiciones son necesarias para
que una recta pertenezca a un plano, etc.

Del grupo de los axiomas de combinacion, en el curso escolar solo

se mencionan dos:

1) Por dos puntos puede trazarse und, y solamente una, recia.

2) Si dos puntos de una recta pertenecen a un plano, toda la recta
pertenece también al plano.

Al mismo tiempo, consciente o inconscientemente, solemos em-
plear también otros axiomas de combinacion, de los cuales son nece-
sarios para fundamentar la planimetria los siguientes:

3) En cada recta hay por lo menos dos puntos. Este axioma, como
puede verse, contiene una exigencia muy limitada. Sin embargo, mas
adelante podra demostrarse, valiéndose de los axiomas de orden, la
existencia de una cantidad innumerable de puntos en la recta.

4) En un plano existen por lo menos tres puntos que no se encuentran
en una misma linea recta. Este axioma también contiene una exigencia
minima, basandose en la cual podra demostrarse luego que existe una
cantidad innumerable de puntos en el plano.

5. Pasamos al segundo grupo de axiomas, totalmente ausente en
el curso escolar, aunque a cada paso hay que emplearlos. Los axiomas
de este grupo se llaman axiomas de orden. En estos axiomas se descri-
ben las leyes a que se subordina la posicion mutua de los puntos en la

recta y la posicién mutua de los puntos y las rectas en el plano. Estos
te aunque de forma no clara. Si,

v
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S ‘ . prplonw un segmento, lo hacemos, porque
A mqucm“n - ato siempre se puede prolongar en uno y otro

. Si unimos dos puntos que se encuentran a distintos lados de una
recia, estamos seguros de que el segmento obtenido cortara a dicha rec-
ta. En esto nos apoyamos, por ejemplo, al demostrar el teorema de la

g ad de los triangulos si tienen iglales dos de sus lados y el

~ angulo que se encuentra enfrente de uno de estos lados (véase la
fig 12). Otro ejemplo : esIAMOS SCEUTOS de que la bisectriz del dn-
gulo interno de un tridngulo corta necesariamente ¢l lado opuesto.

b Es indiscutible que en todos estos casos nos encontramos con he-

~ chos muy evidentes, pero precisamente ellos nos indican que existen

 ciertas propi fundamentales de las figuras geométricas, que uti- ‘
~ lizamos constantemente y que por lo tanto hay que dar a conocer co-
~ mo axiomas.

e Los axiomas que definen la posicion de los puntosen la recta estan

~ ligados a los conceplos fundamentales de “anteceder™ y “suceder” y se
~ enuncian asi:

- 1) De dos puntos que se encuentran en una misma recta, cualquiera

de ellos puede tomarse como antecedente, entonces el segundo serd

consecuente
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neas. Tomemos, por ejemplo, una circunferencia (fig. 24) y siguiéndola
en la direccion del movimiento de las agujas del reloj, pongamos suce-
sivamente los puntos A, B, C; entonces nos convencemos de que en la
circunferencia el punto A antecede al B, el punto B antecede alC,yel
punto C antecede al A. Con la disposicién antes indicada de los pun-
tos A, By C en la recta, decimos que B se encuentra entre A y C (fig.

25).

FIG. 25

3) Entre cada dos puntos de una recta existe siempre otro punto de
la misma recta.

Aplicando sucesivamente este axioma a dos puntos de una recta
(que existen en virtud del segundo axioma de combinacion), después
a cada uno de los intervalos obtenidos y asi sucesivamente, obtenemos
que entre cada dos puntos de una recta existe una cantidad innumera-
ble de puntos de esta misma recta.

La parte de recta a la cual pertenecen dos puntos y todos los pun-
tos intermedios entre ellos, se llama segmento.

4) Para cada punto de una recta existe tanto un punto precedente
como un punto consecuente.

De este axioma se infiere la posibilidad de prolongar un segmento
de recta en uno y otro sentido. De aqui se deduce también que en una
recta no hay punto que preceda a todos sus demas puntos o siga a to-
dos los puntos restantes, es decir, que la recta no tiene extremos.

La parte de una recta que contiene un punto dado y todos los que
le anteceden o un punto dado y todos los que le siguen, se

- llama rayo o semirecta.

~ por el siguiente axioma, llamado

mmplm:Oquempaseparestospunwsyquecone

La posicién mutua de los puntos y rectas en el plano se determina
“axjoma de Pasch”, en recuerdo del

matematico aleméan que lo enuncid por vez primera:

5) Dados tres puntos que no estén en una misma rectda, toda recta del
uno de los seg-

ntos determinados por ellos, cortard ademas a uno, y solamente

de los otros segmentos (fig. 26).
liéndose de este axioma se demuestra ¢l teorema de la division
no por la recta en dos semiplanos. Damos la demostracion de
a como ejemplo de demostracion rigurosa, apoyada sola-

]

£ iy

it cie BT TR
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mente en un axioma y en propqsidones ya demostradas. El teorema lo
enunciaremos del modo siguiente.

Toda recta que pase por un plano divide todos los puntos del plano,
no pertenecientes a ella, en dos clases, de tal modo, que dos puntos de ung
misma clase determinan un segmento que no corta a la recta, y dos pun-
tos de clases distintas determinan un segmento que corta a la recta.

FIG. 26

Al hacer esta demostracion emplearemos, para simplciiﬁcar la escri-
tura, ciertos signos especiales que es necesario recordar.

Elsigno < i?gniﬁca pertenencia: A < a, “el punto A pcrten;ce :rE
recta a”. El x significa interseccion: AB x a, “el segmento A lccic'm
a la recta a”. Una raya trazada horizontalmente sobre una cor:e ac s
significa su negacion: A < a, “el punto A no pertenece ala rectz:) aa;sa-
signo .- significa conclusion, “por lo tanto ...". _Establecldt_) es 2ntos
mos a demostrar el teorema. Ante todo advertimos que st Ires P g
estdn en una misma recta, para ellos se cumple una proposicion aa:gs e
al axioma de Pasch: una recta que corte a uno de los tres segn;lzﬂum o
terminados por estos puntos, cortard ademds_a uno, y solamen é,n;:lo-
los otros segmentos. Esta proposicién es facil de demostrar a;;oy e
- sc en el axioma de la distribucion de los puntos en s} i
: En efecto, si los puntos A, B, C estan en una misma recta ¥ B
B se encuentra entre A y C, todos los puntos de los segment AC (ex-
C pertenecen al segmento AC, y cada punto del scgmentouc 52
ido B) pertenecen a AB o a BC. Por lo tanto, una recta qecta s
cortara también necesariamente a AC, y una f

cortard también a AB o a BC.
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Supongamos ahora que en un plano tenemos una recta /. Hay que
demostrar lo siguiente:

1) Valiéndose de la recta /, los puntos del plano no pertenecientes
a esta recta pueden dividirse en clases.

2) Las clases pueden ser dos y solamente dos.
3) Las clases poseen las propiedades que se indican en el teorema.

FIG. 27

R —

Para establecer esto, fuera de la recta | tomamos un punto A4 (fig.
- 27) y admitimos las siguientes condiciones:
a) el punto A pertenece a la primera clase (que designaremos por
1/)s

b) un punto no perteneciente a ! sera de la primera clase, si dicho
punto determina con el punto 4 un segmento que no corte a I;
. ©) un punto no pertencciente a I sera de la segunda clase (que de-
:;Snagemos por K, ), st determina con el punto 4 un segmento que cor-

al

Es facil convencerse de que existen puntos de una y otra clase. Pa-

& Ia esto tomamos en la recta [ el punto P y trazamos la recta PA. El
Tayo con vértice en P, que contiene al punto A, sélo contiene puntos
¢ 1a primera clase, ya que el punto de interseccion P se encuentra fue-
Ta de los segmentos determinados por el punto A y los demas puntos
 delrayo. El rayo opuesto con el mismo vértice solo contiene puntos de
Segunda clase, porque el punto de interseccion P esta dentro de to-




54

s determinados por el punto A y por los puntos de es-

do A con cualquier punto de la recta | obtenemos una
te r?‘)((jo-d L;E:ﬁrmerable de rectas que contienen puntos de la primera
cantida

clase. 5
dcc;lrs::f;):iauede haber dos, ya que con respecto a cualquier seg-

punto no perteneciente a | podemos hacer so-

dos los segmento

a A conun
;ne; w;rl:)i)‘;[sliciones" ¢l segmento corta a |, 0 no la corta, una tercera
o dos '
es |mp051bI=- e = 7 aticfac 28 CON-
Demostremos finalmente que las clases K | y K, satisfacen las con

- iones del teorema. Veamos los sig'uienlcs casos :
dlcl(j,)n?ﬂ\mb os puntos pertenecen a la primera clase: B < IF, Y Gk
Como Bc K, AB X I,y como C< K, AC % I. .. basandose en el
ioma de Pasch, BC X [t
£ 2) Ambos puntos pertenecen a la segunda clase: D = K ,YEc K,
Como D < K,, AD x 1, y como Ec K,, AE x . ... basandose en el
axioma de Pasch DE x L f
3) Los puntos pertenecen & clases distintas: B K, y D<= K,.
Como Bc K,, AB x [, y como Dec K, ADXL - basandose en el
axioma de Pasch, BD x L.
El teorema queda demostrado.
La parte de un plano que contiene to

clase se llama semiplano. X :
Advertimos que la demostracion de este teorema podia haberse

hecho sin utilizar en absoluto el dibujo. Este ultimo sélo ayt_lda a se-
guir la marcha de los razonamientos y a retener en la memoria las co-
rrelaciones obtenidas. Por otra parte, esta advertencia puede referirse
a cualquier demostracion suficientemente rigurosa.

6. El siguiente, tercer grupo de axiomas de la geometria esta rel_a-
cionado con el concepto de igualdad. En el curso escolar de geometria,
la igualdad de las figuras en el plano se establece por medio de la su-
perposicion de una figura a otra. O s

El libro de texto oficial de geometria, acerca de esta cuestion, dice
lo siguiente : “Las figuras geométricas pueden trasladarse en el espacio
sin sufrir ninguna variacion. Dos figuras geomeétricas se llaman 1gua-
les, si trasladada una de ellas en el espacio puede hacerse coincidir con
la segunda de tal modo, que ambas figuras coincidan en todas sus

partes”,

A primera vista esta definicion de igualdad parece totalmente com-
prensible, pero si se analiza atentamente no es dificil descubrir en ella
un circulo vicioso. En efecto, para determinar la igualdad de las II-

guras tenemos que hacerlas coincidir una con otra, y para hacerlas

coincidi ) ey
oincidir tenemos que trasladar una figura en el espacio, permanccien

dos los puntos de una misma
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do ésta invariable durante el proceso del traslado. Pero, jqué significa
“permanecer invariable” ? Esto quiere decir que la figura, durante to-
do el tiempo, sigue siendo igual a cierta imagen inicial suya. Asi resul-
ta que el concepto de “igualdad’’ lo determinamos por medio del tras-
lado de una “‘figura invariable”, y el concepto de “figura invariable”,
por medio del concepto de “igualdad”.

Por esto es mucho mas racional basar la igualdad de las figuras en
un grupo de axiomas referentes a la igualdad de los segmentos, ngu-
los y triangulos.

Los axiomas que establecen las propiedades de la igualdad de los
segmentos son los siguientes:

1) En una recta dada, en un sentido dado y a partir de un punto tam-
bién dado puede tomarse un segmento, y solamente uno, igual a un seg-
mento dado.

2) Cada segmento es igual a si mismo. Si el primer segmento es igual
al segundo, el segundo es igual al primero. Dos segmentos iguales a un
mismo tercer segmento son también iguales entre si.

3) Si A, By C estdn en una mismarecta, A", B" y C' también estdn en
una misma recta y si AB= A'B, BC = B'C’, serd también AC = A'C".

En otras palabras, si a segmentos iguales se afiaden otros segmen-
tos iguales, las sumas también seran iguales.

Axiomas totalmente iguales se cumplen en los angulos.

4) Sobre un rayo dado, en un semiplano también dado, puede cons-
truirse un dngulo, y solamente uno, igual al dado.

5) Cada dngulo es igual a si mismo. Si el primer dngulo es igual al se-
gundo, el sequndo es igual al primero. Si dos dngulos son iguales a un
mismo tercero, son también iguales entre Si.

6) Sia, b, ¢ son unos rayos con vértice comun, a', b', ¢ son otros ra-
Yos con vértice comin y Lab= La'b’ y Lbc= LDb'c, sera tambien
Lgc=lat.

En otras palabras, si a angulos iguales se afiaden angulos iguales,
las sumas también seran iguales.

Finalmente, para fundamentar la igualdad de triangulos se intro-
duce un axioma mas al tercer grupo.

7_) Si dos lados y el dngulo comprendido entre ellos de un triangulo
Son iguales respectivamente a dos lados y al dngulo comprendido entre
:_a"aslde otro triangulo, en estos tridngulos también son respectivamente
guales los otros dngulos. Por ejemplo, si tenemos AABC y AA'B'C
yenellos AB=A'B, AC=A'C'y L A= LA, seran también LB =
BBy C=i/C.

o ]?3Sal{d0§e en estos siete axiomas.se demuestran primero los prin-
Pales criterios de igualdad de los triangulos y después todos los teo-
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i llos se fundan. Con est
remas la igualdad de las figuras que en ellos se | S
yano hs::?r:ue ugt\ijl?lmr en ninguna parte el procedimiento de superpo-

£ ue es innecesario. 1 i
s'm(",n;amp%it;o? ejemplo, como se demuestra el primer criterio de la
: triangulos. =
:guasl::s Ad;BC y guA'B‘ ¢’ (fig. 28) los tridngulos dados, en los cuales

AB=AB AC=ACy LA= / A’. Hay que demostrar que todos

B 8

i

FIG. 28

bién iguales. Por el

demas elementos de estos triangulos son tam :
los ¢ gu i

axioma 7 obtenemos inmediatamente que £ B=
Nos queda por demostrar que también BC = B'C’. Supongamos que
BC + B'C’. Entonces, sobre ¢l lado BC'y a partir del punto’ B t'fmllia-
mos el segmento B'C” = BC. Consideremos AABC y AA'BC". ;1
ellos AB= A'B’, BC=B'C" y L B= L B'. Entonces, por el axioma /;
también £ B'A'C" = L A. Pero dos angulos iguales a un mismo E?—;‘;e:
ro son también iguales entre si, por lo tanto L B'A'C” = LBAC. 5 ‘;
mos obtenido que sobre el rayo A'B’, en un mismo semiplano, s& ?.:e
construido dos Angulos diferentes iguales a un mismo angulo A, lOB C}C,
contradice al axioma 4. Asi, renunciando a la proposicion BC#BC>
obtenemos que BC = B'C'. i
De un modo semejante se demuestran los demas teoremas SODT
igualdad de las figuras. o
7. Mas adelante la exposicion de la geometria elemental se
cuentra con la necesidad de tener que introducir un grupgleﬁss &

axiomas, el de los llamados axiomas de continuidad. Los PrO de
rsecclon

- interseceion de una recta con una circunferencia y de inte 9o
~ circunferencias entre si estan relacionados intimamente con este grv
- deaxiomas. Todas las construcciones geométricas hechas

con com)]

 yregla s apoyan precisamente en estos problemas. Este hecho mues”
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tra la importancia extraordinariamente grande de los axiomas de con-
tinuidad. Ademas, sobre estos axiomas se ha construido toda la teo-
ria de la medicién de las magnitudes geométricas.

El grupo de axiomas de continuidad contiene los siguientes
axiomas:

1) AXIOMA DE ARQUIMEDES. Si se dan dos segmentos de los cuales el
primero es mayor que el sequndo, repitiendo el segmento menor como su-
mando un ntimero de veces suficientemente grande, siempre podenios ob-
tener una suma que supere al segmento mayor. Resumiendo, sia y b son
dos segmentosy a > b, existe un numero entero n que hace que nb>a.

El axioma de Arquimedes figura en el libro de texto oficial en el
capitulo dedicado a la medicion de segmentos. El procedimiento para
buscar la medida comn de dos segmentos por trazados sucesivos del
menor, que mencionamos antes, se apoya en el axioma de Arquime-
des. En efecto, por este procedimiento el segmento menor se lieva so-
bre el mayor y el axioma de Arquimedes nos da la seguridad de que
haciendo trazados sucesivos de aquél, la suma de los segmentos meno-
res acabara superando al segmento mayor.

Directamente del axioma de Arquimedes llegamos a la conclusion
de que si el segmento a es mayor que el segmento b, siempre existe un

niimero entero n que hace que #f <b.

El segundo axioma de continuidad se llama AXIOMA DE CANTOR
O AXIOMA DE ENCAJE, cuyo enunciado es:

2) Si se tiene un sistema de segmentos en el cual cada consecuente
estd dentro del que le antecede y si en este sistema siempre puede encon-
Irarse un segmento menor que cualquier segmento dado, existe un punto
unico que se halla dentro de todos estos segmentos.

4o A A B B By
M

FIG. 29

Para hacer una demostracion de como se aplica el axioma de Can-

tor veamos el siguiente ejemplo. Tomamos el segmento 4B, (fig. 29)

C€Uy0 punto medio llamaremos B, y hallamos el punto medio del seg-

‘Mento 4B, que llamaremos A,. Después tomamos el punto medio

di’eiAlBl, al cual le [lamaremos B, y hallamos el punto medio del seg-



y ‘_-_'__-——-
menio A, B,, que deu.gnaremos por A,. Luego tomamos el punto
dio de A,B,, que designaremos por B, y buscaremos el punto med;.
de A,B,, al cual le llamaremos A, Después tomaremos el punto muo
dio de A, B, y asi sucesivamente ''. Los segmentos A,B,, A, B, 4 Be-
A4B,, .. etc, son un sistema de segmentos encajados. En clfec‘t;) .::adJ .
segmento consecuente se halla dentro del que le antecede y es if‘;ualz

1 3
- de éste. Por Jo tanto, la longitud del segmento A, B, es igual 4 Ll:_

’ 1 |
AgBy, la longitud de 4,8, = AoBo. A3By = AoBo, ... ¥ en ge-

w‘l A-B- - A:-BO n

Del axioma de Arquimedes se deduce que la longitud obtenida

A:.Bo . cuando n es suficientemente grande, puede llegar a ser menor

que cualquier segmento dado, De este modo, todas las condiciones del
axioma se cumplen y existe un punto {inico que se encuentra dentro de
todo el sistema dado de segmentos. Este punto no es dificil de sefialar.

1
En efecto, si se toma el punto M a 3 del segmento Ay B,, es decir, de

modo que AM = -;— Ay B,, este punto serd ¢l buscado. Efectivamente,

si el punto A, se toma como origen de referencia del eje numérico y el
segmento A, B, se acepta como unidad, a los puntos A;, 4. A3, - 4
respectivamente los valores numéricos
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i R TR TR
Wy Ry R e

+

1

e

t

4"

, » de estos quebrados es menor 4

de 33105 quebrado

=

1

21

64

—

ssele

|

r i -1
! 1 ”,

LR TN RS —g

L !

59

e |
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resta una unidad, el quebrado aumenta y se hace igual a l
precisamcnle: :

Crd+ 2+ .. +4! 1+44+424+ .. 441

T@-D+a+4+ . raY

3

Por otra parte, a los puntos B, B, B,
respectivamente los valores numéricos

.., B, corresponde |

R 1 1,1
g =g 2 B 3 2
1 i | 1
A R Ly YL
K El valor numérico correspondiente al punto B ibi
B - 12 forms: punto B, puede escribirse tam-
= I 1
wl (l 1 1 1 1 1
RS ) -~~~ 557~
7 4% '8 16 32 i (2"‘ 21"“)_
e : ol AU 1 1 1
ey R T

~ Si se suman estos nimeros obtenemos :

DM dIn=14029-2 @ 93402 9.4

L
21u+1

0 es dificil obtener que cada uno de los valores numéricos,

ndientes a los puntos B,, B, ..., B,, es mayor que -l—- Aume:"l-
, 3




quebrado y obtenemos:
~224+22-2+1

22-__22a-l+22u-1_
22+ 1 4| =

e _2J+22—2+1 1

211._22n—1+22n-2_

= (2+l)(22u_22n—1+22n—-2_

Asi, todos los valores numeéricos correspondientes a los puntos By, B,,

1
Bs, ....B,, .., SON mayores que 3 De esto se deduce que el punto M, al

1
cual corresponde el valor numérico 3 se halla dentro de cada uno de

A,B,, ... AB,, .. Por lo tanto este es el Gnico

punto determinado por la sucesion de estos segmentos.
Pasemos ahora a la demostracion del teorema fundamental de la
interseccion de una recta con una circunferencia.
Recordaremos que una circunferencia se determina por su centro
y su radio. Los puntos del plano que se encuentran a una distancia
del centro menor que el radio, s llaman internos con respecto a la
circunferencia, y los que s¢ hallan a una distancia del centro mayor
que el radio, se llaman externos con respecto a la circunferencia. El
teorema fundamental se enuncia asi: ‘
Un segmento que una un punio interno, con respecto d la cir-
cunferencia, con otro externo, tendra con la circunferencia un punto co-
min, y solamente uno. ]
Supongamos que s¢ nos da una circunfere
r. A es el punto interno (0A < 7).y Bes el
(fig. 30). Demostraremos ante todo que si en nto.
cuya distancia respecto de O €s igual al radio, este punto scra unico.
En efecto, si el punto M existe, existira también el punto M’, smeli‘;’
al M con respecto a la perpendicular bajada desde O a la recta £ ,
siendo M'0 = MO = r. Por la propiedad de las oblicuas trazadas des”
de un punto a la recta AB, todos los puntos internos del Segmﬂ:;‘;
M’M seran también puntos internos de la circunferencia, y los pluﬂcir-
~ externos del segmento M'M seran también puntos externos de antos
" cunferencia. Por esto el punto 4 debera estar siempre entre 10S P:) :
e M’y M, y en el segmento AB podra haber solamente un pul
i,
: C . D
_ D En este caso utilizamos Ja formula
IR E =(a+bxa1l_a.‘b- ip +a2a— Zb-'l =

los segmentos A, B,,

ncia con centro 0 Y radio
punto externo (OB>T1)
AB existe un punto M,

s
[

abz; =1L bz’)
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Una vez establecido esto, dividimos el segmento AB por la mitad
y comparamos con el radio la distancia desde el punto obtenido hasta
¢l centro. Si esta distancia resulta ser igual al radio, el teorema e !l A
demostrado. Si dicha distancia es menor que el radio, el punto serszﬁra
terno y le llamaremos A ;. Si la distancia es mayor qu:a el radio, el ‘-:2-
to sera externo y le llamaremos B,. r o

F F

M Ij 7]

i "

|
i
I
]
I
|
I
|
I
I
b

0
FIG. 30

Des i
B il it i pociies o s s i
& K e cua [amoien sco posibles tres casos: la distancia
i e sigual a ra(_:ho, y entonces el teorema estara
? e A’ t; se 1mtfnor que el radio, y entonces designaremos este
i e e i r:; el niimero correspom'ilente como subindice, o sera
e lt(;, €n cuyo caso lo designaremos por B con el niime-
e obten:gl como sulgmdwe._Prosiguicndo ilimitadamente este
2 esto.v: o s:rsé que o bien la_ distancia desde el centro hasta uno
e b i1gual al radio, y_entonoes el teorema estara de-
p rol seré.;l L n todos los puntos designados por las letras 4,, 4, ...,
: Tl lt;ruos v los dt;mgn&dos por las letras By, B, ..., B, ... se-
; 6s‘que sa t:sr;! en este ultmqo' caso obtenemos un sistema de seg-
gz coa;.:::n las condiciones del axioma de Cantor, ya que
et cad:('meme se encuentra dentro del que le antecede
T Pocclmsecuente es dos veces menor que la longitud
s Seg.mc llrt o ténto, existe un punto Unico situado dentro
s 0s. Como este punto se encuentra entre todos
€rnos y todos los externos del segmento, no podra ser ni

externo; igui i
* CXICno; por consiguiente serd un punto de la circunfe-
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De este teorema se deduce en particular que si la distancia desde ¢]
centro de la circunferencia a una recta es menor que el radio, esta rec-
ta tiene con la circunferencia dos, y solamente dos, puntos comunes,
En efecto, sea O el centro y r el radio de la circunferencia (fig. 31). La
distancia O P desde el centro hasta la recta | es menor que el radio; por

FIG. 31

consiguiente,
del punto P, el segmento P’Q =1

Como en el triangulo rectangu
que el cateto PQ =r, tenemos que
punto externo. Por el teorema antes
ne con la circunferencia un unico pu
comun A’ es simétrico al A con respecto a lla
todos los puntos internos del segmento AA' s
nos de la circunferencia y todos los puntos €X
respecto a la misma, la recta I no tiene otros

circunferencia. _ o

Proposiciones analogas a los axiomas de Argm;r;e:iiecii
pueden demostrarse para arcos de circunferencia,
mostrarse que:

1) Repitiendo un arco da
cientemente grande, podemos 0
dado previamente.

2) Si se tiene un sistema :

i i i i enc
halla dentro del anterior y si en dicho sistema puecieunw 4
un arco menor que cualguier arco dado, existe un P

de todos estos arcos.

do como sumando un numero
btener un arco mayor que ¢

0 €O
n el cual cada arc
de arcos e o

ue estd

P es un punto interno. Tomemos sobre la recta [, a partir

lo OPQ la hipotenusa OQ es mayor
0Q >ry, por lo tanto, Q es un
demostrado, el segmento PQ tie-
nto comun A. El segundo punto
perpendicular OP. Como
on también puntos inter-
ternos son externos con
puntos comunes con ia

de Cantor
puede de-

de veces sufi-
ualquier arc?

nsecueme se
rse siempré
Adentro
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Apoyandose en estas proposiciones es facil demostar el teorema
fundamental de la interseccion de las cirqunferencias: :

Si A es un punto interno y B un punto externo con respecto @ una cir-
cunferencia dada, el arco de cualguier otra circunferencia que una Ay
B tendrd con la circunferencia dada un punto comun, y so!mi‘;enre Unos

La demostracion de este teorema es completamente analoga a la
del teorema de la interseccion de la circunferencia con el segmento.

8. El quinto y ultimo grupo de axiomas de la geometria esta rela-
cionado con el concepto de paralelismo y consta de un solo axioma:

Por un punto no perteneciente a una recta dada se puede trazar a es-
ta recta una, y solamente una, recta paralela.

Las proposiciones que se apoyan en este axioma son de todos co-
nocidas y no vamos a detenernos en ellas.

El sistema de axiomas que hemos examinado da una idea suficien-
te del conjunto de las proposiciones sin demostracion que pueden
servir de base a la geometria. Conviene, sin embargo, advertir que al
tender a simplificar en lo posible la exposicion, no hemos tratado de
hacer minimo por su cantidad este sistema. El niimero de estos axio-
mas podria disminuirse aun mas. Por ejemplo, los dos axiomas de
Arquimedes y de Cantor se podrian sustituir por uno, llamado axioma
de Dedekind. Podrian hacerse menos rigurosas las exigencias conteni-
das en los axiomas. Por ejemplo, en el axioma de Pasch podria no exi-
girse que la recta que corta uno de los lados del triangulo cortara un
lado mas, y solamente uno. Resulta que puede conservarse unicamente
la exigencia de que la recta que corta uno de los lados del tridngulo
s i 1o et et ad e slametc un,pucedencs

. tar mismo, en el enunciado del axioma de Cantor
puede 10 exigirse que el punto determinado por el sistema de segmen-
tos encajados sea inico. La singularidad d ié
demostrarse. Sin emb 2 ¢ este punto también puede
exposicién, 4rgo, todo esto complicaria y alargaria Ia

Resumamos lo.dicho en este librito:

1) Hemos definido la geometria como |
paciales del mundo material,

2) Los conocimientos iniciales de 1a
paciales los obtuvimos i T
ciones y experiencias i

3) Las propiedadesrzgera"h}s. .

Paciales mas profundas Y generales de las

Cosas ]aS CJIUIICIBIIIOS en iOIll’la de SlStelllaS de pIOpOSlClDIIES il.lllda-

4

a ciencia de las formas es-

propiedades de las formas es-
decir, por medio de observa-

Un sist i 0 1
ema de axiomas sélo refleja correclamente las propieda









