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RESUMO

Esbogar e compreender curvas sdo atividades que perpassam diversas
acOes e areas da vida humana. Tais atividades permitem a representacéo
de fendmenos e situacBes cotidianas, estando presentes, em ambito
escolar, no ensino fundamental, médio e superior, em diferentes
disciplinas. Contudo, o cenario educacional e pesquisas na area de
Educacdo Matematica apontam dificuldades no esbogo de curvas e na
compreensao do fendmeno que uma curva representa, de estudantes em
todos os niveis de ensino. Visando problematizar o eshoco de curvas de
algumas fungdes no ensino médio, apresentamos um caminho
alternativo e analisamos suas possibilidades e limitacdes relacionadas ao
ensino e a aprendizagem a luz da abordagem de interpretacdo global das
propriedades figurais da teoria dos registros de representacdo semidtica,
preconizada por Raymond Duval. A abordagem de interpretacdo global
é resultado de estudos realizados pelo referido autor com a fungéo
linear/afim, no sentido de analisar a congruéncia entre 0s registros
algébrico e gréfico que perpassa a discriminagdo das unidades
significativas proprias a cada registro e as transformagdes implicitas
exigidas para a mudanca de registro. Duval realizou suas analises
levando em conta os pardmetros do registro algébrico da funcdo afim e
os efeitos da variagdo destes, no registro grafico. No caso de funces
polinomiais de segundo e terceiro graus, analisar as variacfes de
parametros torna-se impraticavel por conta da quantidade de
possibilidades de varia¢fes. Por isso, visando manter 0 compromisso
com a interpretagdo global, utilizamos como recurso as taxas de
variacdo da funcdo compreendidas a partir da nocdo de infinitésimo,
sem a formalizacdo e o rigor requeridos no trabalho com conceito de
limites. Trilhamos este caminho alternativo de esbogo de curvas em sala
de aula com estudantes do terceiro ano do ensino médio, a partir da
elaboracdo e desenvolvimento de uma sequéncia didatica, organizada de
acordo com elementos da Engenharia Didatica. As reflexdes suscitadas
nos permitiram concluir que o trabalho nesta perspectiva possibilita o
reconhecimento de unidades basicas simbdlicas, relativas a variabilidade
e de unidades bésicas gréficas e, mais do que isso, as conversdes entre
elas, sem a necessidade de obtencdo da expressdo algébrica da funcéo.
Compreendemaos, a partir da aplicacdo da sequéncia didatica e da analise
dos didlogos e resolugdes dos estudantes quanto as fungdes do discurso
mobilizadas, o processo de apropriagdo do conhecimento pelos



estudantes e os gestos intelectuais mobilizados no caminho alternativo
que possibilitaram a compreensdo ampla do conceito de fung¢des no que
se refere a sua variabilidade. Em relagcdo ao ensino, evidenciamos
limitacBGes provenientes de um ensino de esboco de curvas unicamente
permeado de uma abordagem ponto a ponto, a qual restringe o olhar do
estudante quanto ao movimento, a transformagdo e ao dinamismo
presentes no conceito de fungdes, ndo proporcionando a tomada de
consciéncia das conversdes entre registros de representagdo semioticas
necessarias, tampouco dos tratamentos. Sinalizamos, desta forma, que se
promova, no contexto do ensino médio, um ensino de funcdes e esboco
de curvas em sintonia com as possibilidades de aprendizagem dos
estudantes, permitindo olhares diferenciados a uma curva e ao que ela
representa e, mais do que isso, um ensino que estimule a comunicagéo
escrita e oral das conclusdes na resolucéo de problemas matematicos.

Palavras chave: Interpretacdo global. Esboco de curvas. Registros de
representacBes semidticas. No¢do de infinitésimo.



ABSTRACT

Sketching and understanding curves are activities that permeate several
actions and areas of human life. Such activities allow the representation
of everyday facts and situations, being present in elementary, middle
and higher education, in different subjects. However, the educational
scenario and research in Mathematics show the difficulties students,
from all levels of education, have in delineating curves and in
understanding the phenomenon that a curve represents. In order to
problematize the understanding of curves of some functions in
secondary education, we introduce an alternative path and analyze its
possibilities and limitations, related to teaching and learning, in light of
the global interpretation approach of the figurative properties of the
semiotic registers of representation theory, recommended by Raymond
Duval. The global interpretation approach is a result of studies carried
out by the author with the linear/affine function, in order to analyze the
congruence between the algebraic and graphical registers that permeate
the discrimination of the significant units of each record and the implicit
transformations required for the change of record. Duval performed his
analyzes taking into account the parameters of the algebraic register of
the affine function and the effects of their variation, in the graphic
record. In the case of second and third degrees polynomial functions,
analyzing the parameters variations becomes impracticable due to the
amount of possible variation. Therefore, in order to maintain the
commitment to the global interpretation, we use as a resource, the
variation rates of the function comprised from the notion of
infinitesimal, without the formalization and accuracy required in the
work with limits concept. We traced this alternative path of sketching
curves in the classroom with third year of high school students, from the
elaboration and development of a didactic sequence, organized
according to elements of Didactic Engineering. The reflections have
allowed us to conclude that the work in this perspective allows the
recognition of basic symbolic units, related to variability and basic
graphic units and, more than that, the circulation between them, without
the need to obtain the algebraic expression of the function. We
understand, from the application of the didactic sequence and the
analysis of the dialogues as well as the students resolutions regarding
the organized functions of the speech, the process of knowledge
appropriation by the students and the intellectual gestures mobilized in



the alternative way that made possible the wide comprehension of the
concept of functions in terms of their variability. In relation to teaching,
we show limitations from teaching curves drawing permeated by a
point-to-point approach, which limits the students' observation on the
movement, transformation and dynamism present in the concept of
functions, not providing the consciousness of the conversions among
necessary semiotic registers, nor of the treatments. In this context, we
suggest that, in secondary education, the teaching of functions and the
sketching of curves should be promoted in harmony with the students'
learning possibilities, allowing a differentiated look at a curve and what
it represents and, more than that, a teaching that stimulates the written
and oral communication of the conclusions in the resolution of
mathematical problems.

Keywords: Global interpretation. Curves sketching. Semiotic
representation record. Notion of infinitesimal.
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INTRODUCAO

A Educacdo Matematica, enquanto movimento que objetiva
impulsionar e sistematizar discussdes sobre o ensino e aprendizagem da
Matematica, tornou-se um campo de estudos e pesquisas, em ambito
internacional, na primeira metade do século XX. Atualmente, as
dimens6es filosofica, epistemoldgica, histdrica e cultural permeiam as
diversas pesquisas desenvolvidas e em desenvolvimento no Brasil neste
campo. Mais recentemente, questdes relacionadas a Educacdo
Matematica passaram a ter maior evidéncia no cenario escolar e
académico devido a crescente demanda por cidaddos com habilidades e
conhecimentos cientificos que lhes permitam acompanhar o
desenvolvimento tecnolégico e lidar com situacdes complexas diarias
(DUVAL, 2003). O ser humano estd vivendo em uma sociedade,
chamada por Pozo (2002) de sociedade da aprendizagem, cuja cultura é
definida, entre outras coisas, pela demanda por aprendizagens continuas
e massivas. Capacidades como interpretagdo, argumentacdo, reflexdo,
resolugéo de problemas da realidade, utilizagdo de modelos matematicos
em situacBes diversas, e conhecimentos sobre diferentes tecnologias
estdo sendo cada vez mais exigidos dos cidaddos desta sociedade
(POZO, 2002).

Neste cenario, a Matematica é imprescindivel uma vez que
estrutura inimeras acOes relacionadas a processos e fendmenos fisicos
das ciéncias naturais e humanas. A compreensdo da Matematica e da sua
relacdo com os objetos do universo material possibilitam a construcéo,
demonstracédo, exploracéo e verificacdo de teorias cientificas, bem como
a descricdo e o entendimento de processos que fazem parte do mundo
fisico cotidiano, permitindo, assim, o estudo de solugdes vidveis do
ponto de vista técnico-cientifico. O rigor e a precisdo da linguagem
matematica e sua gramatica consistente e estruturada, construidas ao
longo de séculos de ciéncia, fazem dela a base sobre a qual se originam
objetos matematicos abstratos, sendo a maior parte destes objetos nédo
acessivel perceptivamente ou instrumentalmente como por microscopio,
telescépio, aparelhos de medida (DUVAL, 2003).

Em virtude da impossibilidade de acesso perceptivel e
instrumental a um objeto matematico, sua apreensdo ocorre por meio de
suas distintas representagdes. Por isso, foi criada, ao longo da histéria
humana, uma variedade significativa de formas de representé-los.
Contudo, uma representacdo ndo é o objeto e torna-se essencial, para a
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compreensdo de um objeto matematico, jamais confundi-lo com suas
representacGes (DUVAL, 2003). Estas caracteristicas tornam o ensino e
a aprendizagem matematica peculiares e distintos de outras areas da
ciéncia.

Por outro lado, mesmo com a urgéncia devido a demanda
crescente no que tange aos conhecimentos relativos a Matematica, o
contexto escolar é permeado por diversos problemas relacionados a
aprendizagem dos estudantes, desafiando professores e pesquisadores.
No ambito da educacdo bésica, os desafios podem ser percebidos nos
resultados de diversos processos de avaliagbes nacionais e
internacionais, bem como de pesquisas que apontam que, apesar dos
esforcos na area da pesquisa e investimentos em politicas publicas, os
problemas decorrentes do processo de ensino e aprendizagem ainda séo
vistos na pratica da sala de aula.

Neste contexto de demandas, dificuldades e peculiaridades, as
representacfes graficas, enquanto formas de comunicacdo com
capacidade de facilitar a compreensdo de fendmenos ou de situagdes
cotidianas, sdo cada vez mais utilizadas, tanto diariamente, em jornais e
revistas, como em pesquisas cientificas nas diversas e distintas areas do
conhecimento. Por isso, no &mbito escolar, o ensino e a aprendizagem
das formas de representacdo grafica sdo primordiais. Dentre essas
diversas formas, 0 esboco de curvas, enquanto imagem geométrica de
uma funcdo real de variavel real é o cerne das reflexdes aqui suscitadas.

De acordo com a teoria cognitiva de Raymond Duval, base
tedrica desta tese, a compreensdo de um objeto matematico esta
vinculada a articulacdo de diferentes registros de representacdo
semiotica deste objeto. Nesta perspectiva, compreender as dificuldades
gue grande parte dos estudantes demonstra na percep¢do de um mesmo
objeto sob diferentes formas de representacdo, nos instiga a pensar o
ensino e a aprendizagem da Matematica de forma a valorizar as
representacdes semioticas e, mais do que isso, as conversdes entre elas.

Especificamente para o esboco de curvas, pesquisas enfatizam
que as dificuldades de aprendizagem se originam de um enfoque,
praticamente Unico, dado no ensino, a construcdo de graficos a partir da
abordagem “ponto a ponto”, a qual ndo permite a compreensdo da
operacdo cognitiva de conversdo entre representacdes semioticas da
fungdo, caracteristica esta fundamental para a aprendizagem de acordo
com a teoria de Raymond Duval. Este autor (201la) propde
especificamente para o ensino da funcdo afim e esbogo do seu gréafico, a
abordagem de interpretacdo global das propriedades figurais como
forma de compreensdo integral deste objeto. Esta abordagem perpassa a
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andlise da congruéncia entre registro algébrico e grafico com base nas
unidades significativas de cada representacao, a partir dos parametros do
registro algébrico e a relacdo destes com unidades significativas
graficas.

Assim, diante das dificuldades que os estudantes apresentam na
interpretacdo e no esbogo de curvas e tendo como escopo a compreensdo
a partir da interpretacdo global de uma curva, a proposta desta tese €
problematizar o ensino e a aprendizagem do esbo¢co de curvas de
funcbes polinomiais do segundo (y =ax?+bx+c) e terceiro
(y = ax® + bx? 4+ cx + d) graus, no ensino médio (EM). Contudo,
diante da impossibilidade de realizar reflexGes a partir da anélise dos
parametros do registro algébrico, principalmente da funcdo polinomial
do terceiro grau, ocasionada pela grande quantidade de parédmetros, o
compromisso com a interpretagdo global, ficou, nas discussdes desta
tese, por conta do calculo e analise das taxas de variacdo das fungdes.

As taxas de variagdo, ainda que vastamente utilizadas no EM, sdo
somente trabalhadas com profundidade no ensino superior, mais
especificamente em disciplinas de Célculo Diferencial e Integral (CDI),
e com rigor e formalizacdo inapropriados para o trabalho no EM. Assim,
a fim de proporcionar a interpretacdo global a partir de unidades visuais
significativas e possibilitar ao estudante deste nivel de ensino a
compreensao de variabilidade necessaria ndo s6 para esboco de curvas,
mas para a compreensdo de fendmenos e andlises de situagdes,
utilizamos a nocao de infinitésimos no calculo das taxas de variagéo.

Algumas consideracdes iniciais com relacdo a escrita desta tese
sdo essenciais. Primeiramente, ela esta escrita, quase na sua totalidade,
na primeira pessoa do plural, se referindo assim, a mim, Bérbara, e a
meu orientador, quem me autoriza e respalda. E um plural simples que
representa a relacdo que se estabelece entre orientador e orientanda e as
decisBes tomadas por ambos no dmbito da pesquisa. Na secdo que
apresenta as transcri¢es do trabalho em sala de aula, contudo, o plural
se refere a mim e aos estudantes. Em outras, estdo na primeira pessoa do
singular por expor parte da minha trajetoria profissional que culminou
na escolha do tema do doutorado.

Outra consideracdo importante é com relacdo ao uso (abundante)
do italico, o qual é feito com distintas fun¢des: realcar uma palavra ou
frase, identificar a fala dos estudantes nos dados da pesquisa empirica e
identificar palavras em latim.

Elucidadas essas questdes, vamos para a organizacdo da tese. A
tese estd organizada em seis capitulos, além da introducéo, referéncias e
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apéndices. No capitulo primeiro, contextualizamos o problema de
pesquisa e a pesquisa, pontuando as questdes que a envolvem,
delimitando seus objetivos, enfatizando a relevancia e explicitando os
caminhos metodoldgicos trilhados.

No capitulo segundo, apresentamos 0s aspectos tedricos que
ancoram o caminho alternativo para o trabalho de eshogo de curvas de
funcBes polinomiais do segundo e terceiro graus, caracterizando pontos
importantes da teoria dos registros de representacéo semiotica (TRRS)
e da abordagem de interpretacdo global das propriedades figurais,
ambos de Raymond Duval.

No capitulo terceiro, abordamos questdes relacionadas as fungdes
e ao Calculo. No ambito cientifico, pontuamos sobre a evolucéo
historica destes conceitos, chegando as suas formas atuais, ressaltando o
papel da nocdo de infinitésimo e das diferentes representagdes
semidticas na construgdo do conhecimento. No &mbito pedagdgico,
refletimos sobre o ensino atual de funcbes, mais especificamente da
representacdo grafica de funces; e sobre o ensino de Calculo, o qual
perpassa a compreensdao das dificuldades de aprendizagem dos
estudantes.

No capitulo quarto, apresentamos o caminho alternativo para
esbogar curvas no EM partindo da compreensdo de variabilidade.
Inicialmente, destacamos trechos e ideias que emergem de alguns
documentos balizadores da Educacdo quanto as questdes que abrangem
a pesquisa. Na sequéncia, explicitamos pesquisas sobre o esbogo de
curvas que se ancoram na abordagem de interpretacdo global das
propriedades figurais de Raymond Duval. Por fim, elucidamos o calculo
e andlise das taxas de variagdo das fungdes polinomiais do segundo e
terceiro graus que culminam no esbhogo da curva.

O capitulo quinto é dedicado ao esclarecimento da metodologia
de coleta dos dados empiricos, norteada por elementos da Engenharia
Didéatica (ED), necessarios para analisar e discutir sobre o caminho
alternativo sugerido no ambito pedagdgico. Neste capitulo, explicitamos
0 cenario de pesquisa e a sequéncia didatica elaborada para aplicacdo
em sala de aula, construimos analises a priori de varidveis fundamentais
gue interagem na e emergem da pratica de esbogar curvas na
perspectiva deste trabalho, detalhamos a aplicacdo da sequéncia
didatica, bem como apresentamos as analises a posteriori das variaveis
evidenciadas na andlise a priori.

As discussdes e interpretagcdes a nivel cognitivo, matematico e
pedag6gico sdo apresentadas no capitulo sexto, baseadas nas anélises a
posteriori. Neste capitulo também apresentamos perspectivas futuras de
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trabalhos sobre o caminho alternativo de esbogo de curvas em termos
pedagdgicos e de pesquisa.

Esquema da tese

Capitulo 1: Elucidagao do problema, dos caminhos percorridos e da relevancia da
pesquisa - Visdo geral do trabalho: delimitacéo do problema, questdo de pesquisa, objetivos,
aspectos metodoldgicos, relevancia da pesquisa.

Capitulo 3: Fungdes e Calculo:
ambito cientifico e pedagdgico -
Historia da construcéo do conceito
de Funco e de suas formas de
representagéo. Desafios e
possibilidades do atual ensino de
Funcdes.
Historia da construcédo do Calculo a
partir dos infinitésimos. Desafios e
possibilidades do seu atual ensino.

Capitulo 2: A teoria dos Registros de
Representagdo Semidtica (TRRS) - Esbogo de
curvas — Aspectos importantes da semiética de

Peirce, Saussure e Frege que constituem a TRRS, de
Duval. Apresentagdo da TRRS como pressuposto
tedrico que embasa a pesquisa. O eshogo de curvas a
partir da abordagem de interpretagao global das
unidades figurais. As fungdes discursivas de uma
lingua na resolucéo de problemas matematicos:
possibilidades para anélise dos dados.

Capitulo 4: A nocéo de infinitésimo no estudo de fungdes polinomiais do 2° e 3° graus — O
que abordam os documentos (PCN, PCNEM, NCTM) sobre elementos da TRRS, a
aprendizagem e a variagao de fungdes. Pesquisas sobre o esboco de curvas com base na
abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais. Discussdes sobre o calculo de
taxas de variagéo instantanea (TVI(x)) de uma curva, calculadas a partir da nogéo de
infinitésimo. Discussdes sobre o esboco de curvas de fungdes, tendo como recurso a taxa de
variacdo instantanea de primeira ordem (TV I, (x)) e a de segunda ordem (TVI,(x)).

i

Capitulo 5: Pesquisa empirica: atividades em sala de aula — Justificativa e aspectos da
pesquisa empirica. Elementos da ED que nortearam a pesquisa empirica. Constitui¢do do
material de analise (coleta de dados). Analises preliminares. Analises a priori de variaveis que
serdo analisadas na pesquisa levando em conta aspectos mateméticos e cognitivos. Descri¢do
das atividades desenvolvidas com discussdes iniciais. Andlises a posteriori.

!

Capitulo 6: Discussdes finais e perspectivas futuras - Reflexdes sobre o caminho alternativo
a partir da analise dos dados coletados, discussdes finais e perspectivas futuras.
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1 ELUCIDAGCAO DO PROBLEMA, DOS CAMINHOS
PERCORRIDOS E DA RELEVANCIA DA PESQUISA

Neste capitulo apresento® consideracdes sobre a minha trajetoria
profissional e académica que culminou na delimitacdo do tema da tese,
bem como os caminhos percorridos até seu formato final. Este percorrer
demonstra a fluidez, 0 movimento da pesquisa, tomando novos rumos a
cada experiéncia e/ou leitura. Também apresentamos? aspectos relativos
ao objeto de estudo esbog¢o de curvas, os quais ressaltam a relevancia da
pesquisa no ambito educacional. Neste percurso, revela-se a questdo
diretriz, os objetivos da pesquisa e a base teorica escolhida, a partir dos
guais apontamos encaminhamentos e um desenho da metodologia
utilizada.

1.1 INQUIETACAO E BUSCA

Os aspectos fundamentais relacionados a pesquisa originaram-se
de duvidas emergentes da minha propria pratica pedagdgica diante das
dificuldades apresentadas pelos estudantes de EM e superior. Apds a
formacdo inicial em Licenciatura em Matematica e o trabalho como
bolsista de iniciacdo cientifica em projeto de Matemética Aplicada a
Engenharia Quimica, mais especificamente com a secagem de grdos e
folhas, ingressei no Mestrado em Matematica Aplicada da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul - UFRGS. Ao findar o mestrado, iniciei a
carreira docente, ministrando aulas para diversos cursos superiores e
Matematica para 0 EM. Foi no inicio da carreira docente que as questdes
relacionadas a esta pesquisa comecaram a ser desenhadas. As
dificuldades na pratica pedagdgica, na compreensdo das dificuldades
dos estudantes, nas formas de avaliacdo, na psicologia necessaria para as
relacbes professor e estudantes e para a apreensdo dos conceitos,
marcaram o inicio da trajetéria com, inicialmente frustragdes e
sentimentos de incapacidade e, ao passar dos anos, com inquietacdes
impulsionadoras.

! Parte deste capitulo esté escrito na primeira pessoa do singular, pois aborda a
trajetoria profissional da autora da tese.

2 Em primeira pessoa do plural por ser uma construgdo conjunta orientanda e
orientador.
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Questdes como: Por que, mesmo com explicagfes tdo claras,
aplicacdo de diferentes metodologias nas aulas, momentos de trabalhos
de resolugdes de problemas, utilizagdo das tecnologias, investigacfes
matematicas, entre outros, ainda assim, as avaliagbes demonstram o
fracasso do processo? Sera que 0s processos de apreensdo cognitivos
sdo iguais em todas as disciplinas? Por que é sempre em Matematica
gue os estudantes ficam em recuperacao e necessitam cada vez mais de
reforgos?

Seguramente, estas perguntas e o desejo de buscar embasamento
tedrico para elas fazem parte da rotina de muitos professores de
Matematica em qualquer nivel de ensino e comigo ndo foi diferente.
Com o passar do tempo, mesmo com anos de pratica, envolvida com
muitas aulas e cursos distintos, o desconforto gerado pelas questdes
supracitadas ainda era sentido. A possibilidade de aprofundar o estudo
sobre estas questdes surgiu somente quando, trabalhando em uma
universidade federal, com uma carga horaria de sala de aula reduzida,
foi possivel dedicar tempo e receber incentivo para realizar o doutorado,
gue, sem duvidas, teria como pano de fundo o ensino e aprendizagem da
Matematica.

Nesta busca, disciplinas optativas foram cursadas em diferentes
programas de pds-graduacdo oportunizando leituras e estudos de
diversas teorias de aprendizagem. Contudo, foi a partir do contato com a
teoria cognitiva de Raymond Duval, em disciplina optativa com o
professor orientador desta tese, Méricles Thadeu Moretti, sobre os
processos de apreensdo de objetos matematicos e 0s registros de
representacdo semidtica, que algumas questdes relacionadas a
aprendizagem matematica puderam ser clarificadas, fazendo-me
repensar, no &mbito do ensino, as praticas e avaliagbes desenvolvidas
até entdo, e, no ambito da pesquisa, as ideias que culminaram nesta tese.

Esta tese é, portanto, o resultado do meu desejo de vincular a
experiéncia docente no EM a experiéncia no ensino superior,
trabalhando um assunto abrangente nos dois niveis de ensino (funcdes) e
embasando os estudos na teoria de aprendizagem de Raymond Duval, a
qual responde a diversos questionamentos meus enquanto educadora.
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1.2 OBJETO DE ESTUDO, ASPECTOS BALIZADORES E
RELEVANCIA DA PESQUISA

Na perspectiva da TRRS, de Raymond Duval, a qual é esmiucada
no capitulo posterior, o objeto matematico, cujo ensino e aprendizagem
sdo problematizados nesta tese, é 0 eshogco de curvas. Primeiramente,
pois este objeto matematico, fundamental em diversas atividades
humanas, estd presente, do ponto de vista escolar, no ensino
fundamental, médio e superior. Além disso, pois a atividade envolvida
no eshogo de curvas é considerada de suma importancia nos tempos
atuais, “por tornar possivel a representacdo de diversos fendmenos e
situagdes” (CORREA; MORETTI, 2014, p. 39). E ainda, pois, apesar da
importancia e abrangéncia, “muitos estudos apontam dificuldades de
leitura e de interpretacdo das representacdes graficas cartesianas”
(DUVAL, 2011a, p. 97).

No ambito escolar, o que se verifica em livros didaticos, apostilas
e no ensino de modo geral é um trabalho com o esboco de curvas de
fungdes a partir do seguinte processo: substituicdo de valores na lei da
funcdo representada na expressdo algébrica, organizacdo de uma tabela
de pares ordenados de nameros reais, localizacdo no plano cartesiano
dos pontos oriundos destes pares ordenados e, por fim, tracado do
gréafico, unindo os pontos no plano cartesiano. Este procedimento, além
de mecénico e repetitivo, por ser comumente utilizado, pode gerar a
crenga de que esta é a Ginica maneira possivel para obtengdo do gréfico a
partir da lei da fungdo ou expressdo algébrica. Ademais, este
procedimento pode ndo possibilitar a compreensdo da relacdo entre a
expressao algébrica e o eshoco da curva, como se ndo houvesse ligacéo
entre algebra e geometria. E, para além do esbogo da curva, este
procedimento ndo permite uma compreensdo em termos de variabilidade
do fendmeno que esta sendo representado.

Segundo a TRRS de Duval (2004), a aprendizagem matematica
esta relacionada a diversidade dos registros de representacdo semiética
de um objeto matematico e, além disso, exige do sujeito aprendente, a
coordenacdo de ao menos dois registros de representacdo semidtica.
Ainda, segundo este autor, especificamente em relagdo ao ensino e a
aprendizagem de gréaficos, somente uma abordagem de interpretacéo
global de propriedades figurais possibilita a compreenséo integral da
curva e do que ela representa (DUVAL, 2011a). Nesta perspectiva, a
compreensdo de um grafico ndo se limita no fazer um desenho ou
imagem geométrica de uma sentenga algébrica que representa uma
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funcdo, mais do que isso, a abordagem baseada na interpretacdo global
das propriedades figurais, “possibilitara reconhecer quais modificagcdes
na expressdo algébrica refletem em modificagcfes na expressdo grafica
da curva e vice-versa, o que contribuira para uma melhor aprendizagem”
(CORREA; MORETTI, 2014, p.44). Desta forma, faz-se necessario
identificar, em uma funcdo, variaveis visuais, pertinentes ao registro de
representacdo grafico e unidades simbdlicas significativas, pertinentes
ao registro de representacdo algébrico (simbdlico), e coordena-las.

Para que o estudo sobre o tracado de curvas promova ou se
aproxime da interpretacdo global de propriedades figurais é necessario
realizar uma analise das propriedades peculiares de partes constituintes
da curva (MORETTI, FERRAZ, FERREIRA, 2008). Duval (2011a)
realiza este tipo de andlise para o caso especifico da funcdo polinomial
do primeiro grau (y = ax + b) ressaltando a importancia da anélise
gualitativa no sentido de perceber no coeficiente angular a, o sentido da
inclinacdo da reta, por exemplo. Isto significa que, para que haja uma
compreensdo integral do esboco de uma curva segundo este autor, é
necessario conhecer regras de correspondéncia semiética entre o registro
da representacdo grafica e o registro de representacdo algébrica, e que a
falta deste conhecimento é que pode gerar as dificuldades de
aprendizagem (DUVAL, 2011a).

A partir deste estudo de Duval (2011a), a abordagem de
interpretacdo global de propriedades figurais vem inspirando
pesquisadores (Correa e Moretti (2014); Luiz (2010); Moretti (2003);
Moretti e Luiz (2010); Moretti, Ferraz e Ferreira (2008); Silva (2008))
na busca por recursos e/ou elementos que permitam esta associagdo
entre variaveis visuais e unidades significativas algébricas. Moretti
(2003), por exemplo, reflete sobre como manter a relagdo entre varidvel
visual de representacdo e unidade significativa da escrita algébrica da
funcdo quadratica, usando o recurso da translacdo. Silva (2008) e
Corréa e Moretti (2014) estudam o esbogo de curvas de funcgdes
trigonométricas, exponenciais e logaritmicas, utilizando como recursos a
translacéo e a simetria em paralelo com as unidades significantes da
expressdo algébrica (CORREA; MORETTI, 2014).

Para funcdes do ensino superior, supostamente mais complexas,
os cursos de CDI propdem como fundamental para o estudo de
conversdes entre representacfes de fungdes de uma varidvel real, o uso
de limites e derivadas, principalmente quando a relacdo entre expresséo
analitica da funcdo e o seu grafico ndo sdo prontamente percebidas.
Assim, Moretti, Ferraz e Ferreira (2008) apoiam-se em um conjunto de
elementos do Calculo para orientar a conversdo entre o registro
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algébrico e grafico destes tipos de fungbes. Enquanto Moretti e Luiz
(2010) utilizam o procedimento informatico aliado ao uso de elementos
do Calculo a fim de refletir sobre o esboco dessas fungdes a partir da
interpretacdo global. Estes trabalhos que se ancoram na abordagem de
interpretacdo global s&o detalhados na se¢do 4.2 do capitulo quarto.

Desta excursdo pelos trabalhos que utilizam a abordagem de
interpretacdo global, vislumbramos a possibilidade de tragar um
caminho alternativo para o ensino e a aprendizagem de fungbes
polinomiais do segundo e terceiro graus, mais especificamente o esboco
de curvas destas fungdes, no EM, com o compromisso da interpretacdo
global. Porém, uma anélise dos parametros como a realizada por Duval
(2011a), a fim de compreender a correspondéncia semidtica entre o
registro da representacdo grafica e o registro da expressdo algébrica, se
torna impraticavel para estas fun¢@es devido a quantidade de pardmetros
e de possibilidades. Por isso, a ideia que empregamos se aproxima da
ideia de Moretti, Ferraz e Ferreira (2008), no sentido de utilizar
elementos do Calculo como orientadores de conversdo, identificando,
assim, unidades bésicas graficas e simbdlicas que possibilitem
intermediar as conversbes, mas que possam ser calculadas e
compreendidas no &mbito do EM, sem o rigor e formalizacdo de limites
e derivadas.

Com base nisso, as taxas de variacao da funcdo foram escolhidas
como recurso mediador da andlise. Primeiramente, por serem elementos
que carregam informagdes valiosas para o esbogo e a compreensdo da
curva de uma funcdo. Além disso, pelo fato de a compreensdo do
conceito de taxa de variacdo, bem como dos objetos matematicos
envolvidos nele e a sua relagdo com o0s objetos do universo material,
perpassarem o entendimento de diversos fenémenos fisicos, quimicos,
bioldgicos, econdmicos, matematicos, etc., permitindo estudar, explicar
e predizer o comportamento destes fendmenos, obtendo conclusfes
acerca destes. Ademais, a compreensdo de taxas de variacdo possibilita
dar significado ao estudo das funcBes no EM, o que é reconhecido pelos
documentos balizadores da educacdo basica de Matematica como os
Principios e Normas para a Matematica Escolar (NCTM, 2008) e os
Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio — PCNEM
(BRASIL, 2000a, 2000b).

Todavia, as taxas de variacdo de fungdes e sua relagdo com a
compreensdo e 0 eshoco de curvas, sdo somente trabalhadas de forma
mais aprofundada no ensino superior, especificamente nos cursos de
CDI. A proposito, atualmente, estes cursos sdo foco de indmeras
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pesquisas (Barufi (1999), Cavasotto (2010), Cury (2007), Oliveira e
Raad (2012), Rezende (2003), Sarubbi e Soares (2009)) devido aos altos
indices de reprovacfes e dificuldades no ensino e aprendizagem, as
quais sdo causadas, de acordo com diversos autores (André (2008),
Avila (1991, 2006), De Souza et al. (2013), Duclos (1992), Oliveira
(2010), Pereira (2009), Rezende (2003)), pela auséncia do estudo e
compreensao de nogdes do Calculo no EM.

A partir dessas compreensfes, o caminho alternativo apresentado
e discutido nesta tese consiste em esbocar curvas no EM, numa
perspectiva de interpretacdo global, a partir das taxas de variacdo da
funcdo sem recorrer a formalizacdo das nogdes de limite e derivada.
Apbs a leitura de diversos trabalhos, alguns dos quais anteriormente
referenciados, encontramos na no¢do de infinitésimo uma possibilidade
de trabalho neste sentido e uma maneira de abordar a variabilidade de
funcBes neste nivel de ensino. A nogdo de infinitésimo foi entdo
utilizada de forma intuitiva para o calculo e compreensdo da variagdo
instantanea de fungbes polinomiais do segundo e terceiro graus. Esta
nocdo se mostra um recurso interessante e frutifero no contexto deste
trabalho devido, entre outros fatores, ao fato de ela proporcionar uma
compreensao intuitiva sobre a variabilidade de fungbes, favoravel ao
entendimento de fendmenos no EM e ao aprendizado de CDI em nivel
superior. Alias, pesquisas como Cornu (1983); Giraldo (2004); Giraldo e
Carvalho (2002); Tall (1980, 1982); Tall e Vinner (1981) sinalizam que
0 estudante, mesmo do ensino superior, tem dificuldade para entender a
derivada, definida a partir do conceito de limite.

A escolha pela nocdo de infinitésimo vai ao encontro da ideia de
Cabral e Baldino (2006), quando defendem o uso de infinitésimos para a
construgdo das nogBes iniciais de CDI para ndo matematicos
profissionais. Apesar de o foco de suas pesquisas serem estudantes do
ensino superior, os autores afirmam que os infinitésimos fazem parte das
concepcdes espontaneas destes e referem-se as concepgbes provisdrias
ou temporarias construidas pelos estudantes sobre a ideia de infinitésimo
como, “mesmo que matematicamente instaveis, sdo necessarias para o
aluno passar das concepgbes espontaneas para as definigdes
matematicas” (CABRAL, BALDINO, 2006, p. 13). Neste sentido, 0 uso
de infinitésimos apresenta-se como um recurso interessante de ensino na
compreensao de taxas de variagdo de fungdes no EM.

Em suma, levando em conta a importancia da compreensdo do
esboco de curvas no EM numa perspectiva de interpretagdo global; a
importancia e abrangéncia da compreensdo de taxas de variacdo de
funcbes no EM e a necessidade de abordar neste nivel de ensino nogdes
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do CDI que colaborem com a compreensdo de fungfes num sentido
mais amplo, relacionado & variabilidade; é essencial pensar o ensino do
objeto matematico esbogo de curvas a partir de um caminho alternativo.
Assim suscitamos reflexdes a nivel cognitivo e pedagégico sobre as
possibilidades e as limitacGes do esbogo de curvas de algumas funcgdes
do EM, numa perspectiva de interpretacdo global de propriedades
figurais, a partir da andlise da taxa de variacdo, calculada e
compreendida a partir da nocéo de infinitésimos.

Para atingir tal objetivo, algumas investigacdes foram
necessarias, com relagéo:

- ao desenvolvimento do conceito e das distintas formas de
representacdo de funcéo ao longo da histéria, bem como dos processos
de ensino e aprendizagem, em particular, relacionados ao calculo de
taxas de variacdo e esboco de curvas;

- a0 desenvolvimento do CDI e o papel das nogdes infinitesimais
ao longo da histéria, bem como dos atuais processos de ensino e
aprendizagem relacionados;

- & forma como o esboco de curvas é atualmente abordado no EM
e as possibilidades alternativas, evidenciando a abordagem de
interpretacdo global de propriedades figurais, preconizada por Raymond
Duval;

- as ideias de Raymond Duval no que tange a aprendizagem
matematica e ao eshoco de curvas, mais especificamente com relagéo as
unidades basicas graficas e simbdlicas baseadas nas taxas de variagdo
enquanto elementos que intermediam as conversdes entre representacées
graficas e algébricas de funcdes polinomiais do segundo e terceiro
graus.

As referidas investigagdes nos inspiraram a construir um caminho
alternativo enquanto um trabalho diferenciado para o esboco de curvas
de funcdes polinomiais de segundo e terceiro graus, o qual foi
desenvolvido em formato de uma sequéncia didatica baseada em
elementos da ED e aplicado a estudantes do EM. Nesta sequéncia
didatica trabalhamos o eshogo de curvas por meio das taxas de variacdo
das retas tangentes as fungdes, calculadas a partir da nogdo de
infinitésimo.

Os trabalhos de investigacdo, a construcdo do caminho
alternativo e o posterior desenvolvimento em sala de aula
proporcionaram reflexdes sobre o ensino do esboco de curvas na
abordagem utilizada na sequéncia didatica e, além disso, sobre a
aprendizagem dos estudantes & luz da TRRS de Raymond Duval. Estas
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reflexGes perpassaram a elucidacdo das possibilidades cognitivas e
pedagdgicas que este caminho viabiliza, bem como, de suas limitacdes.

Considerando que, em se tratando de fun¢des polinomiais de grau
n, 0 calculo da taxa de variacdo instantanea resulta em uma fungéo
polinomial de grau n — 1, problematizamos as fun¢des polinomiais do
segundo e do terceiro graus somente, e sinalizamos um possivel futuro
trabalho com as fungdes seno e cosseno. Isto, pois, ao encontrar uma
expressdo para a taxa de variacdo instantanea, é necessério analisar o
sinal desta, e dificuldades podem surgir no calculo das raizes de fungbes
gue representam as taxas de variagdo. Além do que, ndo é intencdo
investigar, de forma exaustiva, o esboco de todas as func@es tratadas no
EM, mas sim, de refletir sobre o “gesto intelectual” (DUVAL, 2011b, p.
41) envolvido e necessario para 0 esboco de curvas, baseado numa
analise qualitativa que leva em conta sua variabilidade.

1.3 ASPECTOS METODOLOGICOS: PROCEDIMENTOS E
DESCRICAO DAS ATIVIDADES DESENVOLVIDAS

As investigacdes realizadas, bem como todas as a¢fes que fazem
parte da tese foram embasadas em uma perspectiva qualitativa de
pesquisa. A op¢do pela pesquisa qualitativa se justificou por privilegiar
andlises de resolucgéo de problemas, descricdo de experiéncias, relatos de
compreensdes, entrevistas com sujeitos e relatos de observaces que
possibilitam analises de dados sensiveis, de concepcles, de estados
mentais e de acontecimentos (BICUDO, 2010). Na pesquisa qualitativa,
conforme evidencia Alves (1991),

[...] ndo se pode, no processo de investigacao,
deixar de valorizar a imersdo do pesquisador no
contexto, em interacdo com o0s participantes,
procurando apreender o significado por eles
atribuido aos fenémenos estudados. E também
compreensivel que o foco do estudo va sendo
progressivamente ajustado durante a investigagdo
e que os dados dela resultante sejam
predominantemente  descritivos e  expressos
através de palavras (ALVES, 1991, p. 55).

Partindo da premissa apontada na citacdo, a elaboracédo da tese foi
dividida em cinco momentos dindmicos e ndo lineares.
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O primeiro momento foi caracterizado por uma profunda
investigacdo bibliografica em teses, dissertacdes e periddicos da area,
dos aspectos relacionados a pesquisa: construcdo historica do conceito
de funcdo e de elementos do Calculo, ensino e aprendizagem do esbogo
de curvas e do conceito de taxas de variagdo no EM, TRRS de Raymond
Duval e de nogdes infinitesimais no ensino. Nesta investigagdo
buscamos em teses, dissertacdes e artigos dos periédicos Bolema,
Zetetike, Alexandria, Revemat e Revista Educacdo Matematica
Pesquisa, sobre a tematica do projeto, assim como em anais do Encontro
Nacional de Educagdo Matematica (ENEM), do Congresso
Internacional de Educacdo Matematica (CIEM) e do Seminério
Internacional de pesquisa em Educacdo Matemética (SIPEM). A escolha
por estas fontes se deu pela abrangéncia e importancia destas para a area
de Educacdo Matemdtica, porém, a leitura destas nos levou
continuamente a outras fontes relacionadas ao trabalho.

O aprofundamento destes aspectos, nesta etapa inicial, foi
fundamental para refletir e determinar as etapas seguintes, contudo, é
importante enfatizar que esta foi uma etapa que permeou todas as outras
pelo fato de a pesquisa estar constantemente em construcao.

No segundo momento realizamos uma pesquisa exploratoria
sobre as ideias relacionadas a tese em documentos (Parametros
Curriculares Nacionais, Diretrizes Curriculares Nacionais, Principios e
Normas para a Matematica Escolar, Leis de Diretrizes e Bases) sobre as
propostas de organizacdo dos processos relacionados ao ensino e
aprendizagem dos objetos matemaéticos envolvidos no esbogo de curvas
no EM. Esta exploracdo também avancou no ambito das outras etapas
uma vez que esta perpassou a compreensao de quem sdo os sujeitos da
pesquisa empirica, no caso 0s estudantes, e o contexto educacional
destes. Este reconhecimento ocorreu a partir de observacdes realizadas
antes e durante a aplicacdo da sequéncia didatica. Segundo Alves
(1991), a fase exploratéria tem como objetivo principal “proporcionar,
através da imersdo do pesquisador no contexto, uma visdo geral e ndo
enviesada do problema considerado, e contribuir para a focalizacdo das
questdes e a identificacdo de informantes e outras fontes de dados” (p.
58).

A partir da revisdo bibliografica de aspectos teoricos e
metodoldgicos relacionados ao tema e da explora¢do dos documentos,
ocorridas nas duas primeiras fases, foram elencados aspectos
relacionados ao esbo¢o de curvas de acordo com a perspectiva de
interesse de abordagem. A seguir, na figura 1, apresentamos o0s aspectos
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que foram referéncias da investigacdo. Além disso, estes primeiros
momentos permitiram elaborar um inventario de conhecimentos e
compreensBes sobre as questBes evidenciadas, o que influenciou a
organizagdo do terceiro momento da pesquisa.

Figura 1 - Aspectos relevantes relacionados ao eshbocgo de curvas.

Abordagens no Aprendizagem -
. Ensino Atividades
Funcdes / Cognitivas
Requeridas

\

Nogdo de ~ — Taxasde
Infinitésimo Variagdo

Esboco de Curvas no EM

T

Documentos Balizadores da
Educacdo

Elementos do
Caélculo

Fonte: Os autores.

De acordo com a figura 1, o esbogo de curvas no EM foi
problematizado quanto as atividades cognitivas requeridas e as taxas de
variagdo, tendo por base os documentos balizadores da educagdo e a
abordagem de interpretacdo global das propriedades figurais. As taxas
de variacdo, por sua vez, sdo intrinsecas as funcdes e ao Calculo e, no
caso desta tese, discutida na perspectiva dos infinitésimos.

Tendo por base esses estudos, no terceiro momento construimos
e detalhamos o caminho alternativo para esbocgar curvas no EM que
utiliza como recurso para a interpretacdo global de propriedades
figurais, as taxas de variacdo da funcdo, calculadas a partir da nocéo de
infinitésimos. A pesquisa empirica que deu subsidios para as reflexdes
acerca das possibilidades e limitacGes desta abordagem foi baseada em
elementos da ED de Michéle Artigue (1996), detalhada no capitulo
quinto e por meio da qual foi elaborada e aplicada uma sequéncia
didatica, cujo ensino foi organizado sob a perspectiva de Duval no que
se refere a TRRS.

Os sujeitos envolvidos na pesquisa empirica foram estudantes do
terceiro ano do EM de uma escola estadual de Erechim/RS, cuja
sequéncia didatica foi aplicada em 2016; e um estudante, também do
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terceiro ano do EM, de Barra do Rio Azul/RS, participante do Programa
Mentores do Programa de Iniciacdo Cientifica - PIC da Olimpiada
Brasileira de Matematica da Escola Publica — OBMEP, aplicada em
2017. A opcdo pelo terceiro ano se deu devido ao fato de, neste ano, 0s
estudantes ja terem estudado alguns conceitos que envolvem taxa de
variacdo, calculo de raizes e estudo do sinal de fungdes, inequagdes,
bem como o estudo de fungdes polinomiais. Além disso, optou-se por
uma escola de Erechim, RS, devido ao contexto de atuacdo profissional
da pesquisadora. Os detalhes e motivos da escolha dos sujeitos, sdo
apresentados no capitulo quinto.

Ainda neste terceiro momento da pesquisa foram realizadas
analises a priori de variaveis (objetos matematicos) que supostamente
interferem no e/ou emergem do esboco de curvas como: estudo do sinal
das fungdes afim e quadrética, taxa média de variagdo, taxa de varia¢do
instantdnea de primeira ordem (TVI;(x)) e de segunda ordem
(TVI,(x)), variagdo de fungdes, pontos maximos e minimos, pontos de
inflexdo, concavidade. Nestas andlises a priori especificamos as
situacGes-problema em que ocorrerdo a apreensdo dos conceitos, 0s
conceitos envolvidos e as propriedades, procedimentos e argumentos
necessarios para a compreensao de cada variavel. Para a elaboracdo de
andlises a posteriori, durante a aplicacdo da sequéncia didatica foram
coletados os dados empiricos da pesquisa constituidos essencialmente
das resolucdes dos estudantes e de audios dos encontros.

Os dados emergentes da sequéncia didatica foram analisados no
guarto momento da pesquisa sob a luz da TRRS de Duval (2011a) no
gue tange a conversdo entre registro algébrico e grafico, e evidenciados
aspectos das funcgdes do discurso de Duval (2004) e Brandt, Moretti e
Bassoi (2014), e confrontados com as analises a priori.

Por fim, o quinto momento foi dedicado as conclusdes com base
na interpretacdo e analise dos dados, bem como a promocéo de reflexdes
a respeito das praticas desenvolvidas e do aprendizado dos conceitos
trabalhados apontando as possiblidades e limites desta abordagem.

A partir desse breve esclarecimento sobre aspectos fundamentais
da pesquisa, apresentamos, no capitulo a seguir, a TRRS com objetivo
de consolidar as referéncias desta tese.
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2 A TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO
SEMIOTICA - ESBOCO DE CURVAS

As ideias relacionadas a pesquisa apresentadas no capitulo
anterior se justificam pela importancia de compreender o esbo¢o de uma
curva; pelas dificuldades que os estudantes de todos os niveis de ensino
enfrentam nesta atividade e na compreensdo dos fenémenos
representados; pelas reflexdes acerca das abordagens utilizadas no
ensino deste objeto matematico; bem como, pela peculiaridade do
acesso aos objetos matematicos. Com relagdo a esta Ultima justificativa,
neste capitulo explicitamos a teoria base assumida na pesquisa: a teoria
dos registros de representacao semidtica (TRRS).

De acordo com Raymond Duval, filésofo e psicologo interessado
nas questdes que envolvem a Matematica, as dificuldades relacionadas a
aprendizagem matematica ndo sdo encontradas em outras areas do
conhecimento, sendo a questdo primordial relativa a aprendizagem ou as
dificuldades desta, de ordem epistemolédgica e cognitiva (DUVAL,
2011b) e ndo estdo somente relacionadas & organizacdo pedagdgica e
didatica. Isto, pois 0s objetos matematicos ndo sdo acessiveis
perceptivelmente ou instrumentalmente e sua apreensdo ndo pode ser
mais do que conceitual.

Nas outras areas do conhecimento, 0s objetos sdo acessiveis pela
percepcdo, diretamente (relativo ao meio ambiente) ou indiretamente
(com uso de instrumentos como telescépio, microscopio e aparelhos de
medida) (DUVAL, 2011b). No caso da Matemética, na perspectiva da
TRRS, 0 acesso aos objetos matematicos ocorre necessariamente a partir
de suas representacBes (figuras, gréaficos, escrituras simbdlicas, lingua
natural). Para este autor (2003, p. 21) “[...] isso explica por que a
evolugdo dos conhecimentos matematicos conduziu ao desenvolvimento
e a diversidade de registros de representacdo”. As representacdes
semioticas, além de cumprirem o papel de estarem no lugar dos objetos
matematicos e de evoca-los, sem com isso “0 serem”, sdo a Unica forma
de acessa-los. Elas ndo sdo producdes feitas naturalmente apenas pela
percepcao e pertencem a sistemas semiéticos que, por sua vez, sdo “[...]
um conjunto de signos que possui convengdes e regras proprias de
formagio” (CORREA; MORETTI, 2014, p. 41).

Neste sentido, ndo é s6 importante considerar a natureza dos
objetos matematicos, como também a forma como 0s objetos nos sdo
apresentados e como temos acesso a eles. Para este autor, 0 ponto
crucial da aprendizagem matematica estd no fato de considerar ou néo a
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semidsis no processo. De acordo com esta teoria, 0s registros de
representacdo semidtica dos objetos matematicos tem papel fundamental
na aprendizagem.

Mas, o que sdo representagdes semidticas? E o que elas
representam na atividade matematica?

Para responder a essas questfes e compreender minimamente a
ideia de semidtica a fim de localizar as representacdes semidticas em
meio as teorias semidticas que surgiram mais sistematicamente a partir
do fim do século X1X, voltemos um pouco na historia.

As teorias consideradas modelos de analise dos signos que
fundamentam a semidtica e apareceram quase a0 mesmo tempo, de
maneira independente sdo os modelos de: Peirce, entre os anos 1890-
1910, nos Estados Unidos; Saussure, publicado em 1916 na antiga
Unido Soviética e Frege, entre os anos de 1892 e 1894, na Europa
Ocidental. Segundo Duval (2011b), todos os trabalhos posteriores tém
como base estes trés autores e, mesmo que esses modelos apresentem
diferencas entre si, foi neles que Raymond Duval buscou inspiracéo para
a criacdo da TRRS.

2.1 UM POUCO DA SEMIOTICA DE PEIRCE, SAUSSURE E
FREGE

A semiotica é considerada por Santaella (2012), a “ciéncia dos
signos” ou a “ciéncia de todas as linguagens” e ndo &, de forma alguma,
trivial. Uma das grandes dificuldades na conceituacdo da semiética
consiste nas semelhancas e oposicGes entre o conceito de linguagem, a
distingdo entre lingua e linguagem e linguagem verbal e ndo verbal.

Nossa comunicagdo e orientacdo ocorrem por meios distintos
como pela lingua, imagens, gréficos, sinais, setas, nimeros, luzes,
objetos, sons musicais, gestos, expressdes, cheiro, tato, através do olhar,
do sentir e do apalpar (SANTAELLA, 2012). Contudo, a consciéncia
dessa diversidade de formas de comunicacdo é prejudicada pela
dominancia da lingua. De acordo com esta autora, existe uma iluséo
relacionada a unicidade e exclusividade da lingua como forma de
linguagem, que faz com que acreditemos que “as Unicas formas de
conhecimento, de saber e de interpretacdo do mundo sdo aquelas
veiculadas pela lingua, na sua manifestagdo como linguagem verbal oral
ou escrita” (SANTAELLA, 2012, p. 15).
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Assim como existe a linguagem verbal, de sons, articulada ao
sistema fonador e que recebeu uma traducdo visual alfabética, chamada
de linguagem verbal, também existe uma enorme variedade de outras
linguagens que se constituem em sistemas sociais e histdricos de
representacdo do mundo. A linguagem esta relacionada uma vasta e
intrincada rede de formas sociais de comunicacdo e de significacdo que
inclui a linguagem verbal articulada e tantos outros sistemas de
producdo de sentido propiciados e difundidos pelo desenvolvimento dos
meios de reproducéo de linguagem.

Diante desta vastiddo de linguagens, Santaella (2012) define
Semidtica como a “ciéncia que tem por objeto de investigacdo todas as
linguagens possiveis, ou seja, que tem por objetivo o exame dos modos
de constituicdo de todo e qualquer fendmeno como fenémeno de
producdo de significacdo e de sentido” (p. 18). Enquanto que, para N&th
(2008), mesmo considerando as variadas definicdes, Semiética € a
“ciéncia dos signos e dos processos significativos (semiose) na natureza
e na cultura” (p. 17).

N&o é de interesse nesse trabalho detalhar a historia da Semiotica,
mas sim destacar algumas ideias relacionadas a proliferacdo das
linguagens e meios de comunicacdo da pés Revolucdo Industrial, que
permearam a construcdo da teoria de Duval. Cabe ressaltar que os
estudos sobre os signos ndo sdo recentes e o que nos é relevante da
historia da semidtica, teve como base uma construcdo anterior, que
inicia no periodo grego-romano antigo, com filésofos como Platdo (427-
347) e Avristoteles (384-322), perpassa a ldade Média, 0 Renascimento,
os séculos XVII e XVIII, a qual se desenvolveu no ambiente do
racionalismo, do empirismo e iluminismo, até o século XIX.

No século XX, a Semidtica teve trés origens quase simultaneas
no tempo, mas distintas no espago e na paternidade. Este surgimento
sincrono se deve a proliferacdo das linguagens e meios de reproducéo e
difusdo de informagGes pds Revolugdo Industrial. Este cenario
possibilitou o surgimento do que Santaella (2012) chamou de
“consciéncia semiotica”.

Um dos precursores destas ideias, o norte-americano Charles
Sanders Peirce (1839-1914) teve uma formagéo bastante diversificada e
é tido como o mais importante fundador da moderna semictica geral
(NOTH, 2008). Peirce era cientista e seu maior interesse estava ligado a
compreensdo da Logica das Ciéncias e dos métodos de raciocinio
empreendidos na construcdo das ciéncias e ao exercicio de encontrar
pontos em comuns entre eles.
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Durante sessenta anos Peirce lutou pela consideracdo da Légica
como uma ciéncia, concebendo-a como fazendo parte de uma teoria
geral de todos os tipos possiveis de signos, em que as “cogni¢des, as
ideias e até o homem sdo entidades semidticas” (NOTH, 2008, p. 61). A
visdo pansemidtica do universo evidencia o carater universal do signo
para este autor. Por outro lado, apesar da abrangéncia deste carater,
Peirce desenvolveu uma fenomenologia de apenas trés categorias para
os signos: primeiridade, secundidade e terceiridade (NOTH, 2008).

A primeiridade é a categoria do sentimento e percepcao
imediatos presentes nas coisas, sem reflexdo e que ndo tem relacdo com
outros fendémenos (NOTH, 2008). A secundidade inicia quando um
fendmeno primeiro é relacionado a um segundo qualquer, levando a
uma comparagdo, uma dependéncia ou efeito. A terceiridade, por sua
vez, é a categoria que relaciona um fenémeno segundo a um terceiro,
considerada a categoria da mediacdo, da continuidade, da sintese, da
representagdo, da semiose, dos signos (NOTH, 2008).

A partir da divisdo das partes que interagem na constituicdo do
signo, Peirce estabeleceu classificacBes triadicas dos tipos possiveis de
signo, resultando em dez tricotomias que resultam em 64 classes de
signos. Dentre todas essas tricotomias, ha trés mais gerais: tomando-se a
relacdo do signo consigo mesmo; a relagdo do signo com seu objeto e a
relacdo do signo com seu interpretante. No caso desta tese,
apresentamos apenas uma dessas classes, a que relaciona o signo ao seu
objeto, a qual foi esquematizada por Moretti e Thiel (2012), a seguir.

Figura 2 - Esquema triadico da representacdo de signo para Peirce.

Interpretante

Signo (Representamen) Objeto

Fonte: Moretti e Thiel (2012), a partir de Peirce (2005).

Segundo este esquema, 0 signo funciona como mediador entre o
objeto e o interpretante. O signo ndo é uma classe de objetos, mas a
funcdo do objeto no processo da semiose (NOTH, 2008). Segundo
Peirce (2005),
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signo, ou representamen, é aquilo que, sob certo
aspecto ou modo, representa algo para alguém.
Dirige-se a alguém, isto é, cria na mente da
pessoa, um signo equivalente, ou talvez um signo
mais desenvolvido. Ao signo assim criado
denomino interpretante do primeiro signo. O
signo representa alguma coisa, 0 seu objeto.
Representa esse objeto ndo em todos 0s seus
aspectos, mas com um tipo de ideia que eu, por
vezes, denominei fundamento do representamen

(p. 46).

Peirce classifica os tipos de signo em trés elementos, de acordo
com a relagdo entre representamen e objeto: o icone, o indice e o
simbolo. O icone é um signo que se baseia na semelhanca entre objeto e
representamen. Essa semelhanga ndo necessariamente esta vinculada a
aparéncia dos objetos, mas pode consistir apenas das relagdes entre suas
partes. Como exemplos de icones, tém-se as pinturas abstratas, os
retratos, as figuras, diagramas, graficos logicos e formulas algébricas.

O indice é um signo que estabelece relagdes diddicas entre objeto
e representdmen, ou seja, 0 indice é um signo que como tal funciona
porque indica outra coisa com a qual ele esta atualmente ligado
(SANTAELLA, 2012). Estas relagbes podem ser de causalidade,
espacialidade e temporalidade. Sdo exemplos: o girassol, uma fita
métrica, uma fotografia, um dedo apontando em uma dire¢do, um grito
de socorro, entre outros (NOTH, 2008).

O simbolo, por sua vez, € o signo que ndo tem semelhanca
alguma com o objeto. Alguns exemplos de simbolos sdo as palavras,
uma insignia, uma senha, um credo religioso etc. Um mesmo signo pode
ser considerado sob varios aspectos e pertencer a mais de uma categoria,
exemplo disso sdo as palavras que ora assumem o papel de simbolos
pelos aspectos de arbitrariedade e convencionalismo, ora sdo indices,
como é o caso dos pronomes, uma vez que se referem a individuos
particulares. Segundo Moretti e Thiel (2012), a aprendizagem
matematica, em geral, trata de simbolos, como exemplos, o conceito de
fungdo e um problema formulado na lingua natural.

Devido a formagdo generalizada de Peirce e sua semidtica
concebida como légica, este autor se dedicou a “configurar conceitos
signicos tdo gerais que pudessem servir de alicerce a qualquer ciéncia
aplicada” (SANTAELLA, 2012, p.84), se posicionando, portanto, a
favor de uma teoria geral de todas as possiveis espécies de signo.
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Uma vantagem da definicdo de signo em Peirce que é apontada
por Dionisio e Brandt (2012), é que a representacdo pode ser distinguida
do objeto representado, sendo a fungdo do signo apenas representar o
objeto, produzindo na mente do intérprete alguma coisa, que seria outro
signo, que também se relaciona com o objeto, mas com a diferenca de
ser mediada pelo signo. Todavia, com relacdo a representacdo triadica
de Peirce, Duval (1999), pontua que, em razdo da generalidade, ela ndo
faz diferenca entre o que é mental (por exemplo, lembrar-se de...) e 0
gue é material (fotografias tomadas com ajuda de autofoco), valendo
para ambas.

Segundo Duval (2011b), “a novidade do modelo de andlise de
Peirce é a classificacdo de todos os tipos de representacdo podendo
preencher uma fungdo cognitiva” (p. 32), contudo, a particdo
tricotbmica (icone, indice e simbolo) das representacGes em funcdo de
sua relacdo com o objeto que elas evocam, é pouco discriminatéria. O
conhecimento sobre a presenca de similaridade entre objeto e signo
serve somente para distinguir, muito genericamente, entre linguagem e
imagem, e isso, na Matematica, pode ser problematico uma vez que ndo
podemos confundir os enunciados em lingua natural com as expressdes
simbdlicas, como equacgfes, férmulas ou linguagem formal (DUVAL,
2011b). Além disso, corre-se o risco de considerar as palavras de uma
lingua, os sinais das operacdes, as letras de uma equacéo, os algarismos
na escrita de um ndmero, por exemplo, surgindo do mesmo tipo de
representacao.

Sumarizando, para Duval (2011b), a defini¢do de signo em Peirce
tem um carater pouco discriminante que, segundo ele, se “limita a
propriedade comum as representagdes e aos signos (‘se colocar no lugar
de...”), e ela ignora a propriedade especifica dos signos (sua relagdo com
0 objeto é uma relagdo de referéncia e ndo de efeito e causa)” (p. 34).
Ademais, seu esquema triadico de analise sugere a prioridade cognitiva
e epistemoldgica do objeto sobre a representacdo, o que reflete uma
visdo pragmatica do que é o conhecimento. A Matematica, no entanto, é
uma area do conhecimento em que quase sempre existe prioridade das
representaces sobre 0 objeto, sendo a distingdo entre o objeto e suas
diversas representacbes, uma das principais dificuldades de
compreensao na aprendizagem (DUVAL, 2011b).

Outro nome importante para a semiética € Ferdinand de Saussure
(1857-1913), considerado o fundador da linguistica moderna. Iniciou
suas investigacdes desenvolvendo ideias sobre a teoria geral da
linguagem e dos sistemas signicos, mais precisamente conceitos tedricos
capazes de descrever e analisar as leis articulatérias da lingua. A
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linguistica de Saussure, de acordo com Santaella (2012), é uma “teoria
gue tem por objeto os mecanismos linguisticos gerais, isto é, o conjunto
das regras e dos principios de funcionamento que sdo comuns a todas as
linguas” (p. 119). A partir deste olhar, a lingua s6 existe e adquire seu
valor e fungdo por oposicdo a todos os outros, e, diante disto, Saussure
se dedicou a distinguir lingua e fala, mas levando em conta que estas sdo
inseparaveis. Esta preocupacdo demonstrou que o objetivo dele ndo era
formular conceitos gerais que servissem de base para outras areas além
da linguistica, mas sim fundar uma ciéncia da linguagem verbal
(SANTAELLA, 2012).

O modelo signico elaborado por Saussure, portanto, tinha apenas
a finalidade de analisar a natureza do signo linguistico que também foi
transferido para o ndo linguistico (NOTH, 2005). Segundo N&th (2005),
os aspectos fundamentais desta teoria do signo sdo a “estrutura bilateral,
sua concepcdo mentalista, a exclusdo da referéncia e a concepcédo
estrutural da significagdo” (p. 28) e, diferentemente das estruturas
triadicas de Peirce, a maioria dos modelos de Saussure sdo baseados em
diades, na qual ha a exclusdo do objeto de referéncia.

Saussure define o signo como uma “entidade inseparavel diadica
gue pBde em oposicdo o significado (um conceito, uma imagem mental)
do significante (imagem acustica)” (MORETTI; THIEL, 2012, p.382).
Para melhor entender esta estrutura, Saussure afirma que

a lingua é também comparavel a uma folha de
papel: 0 pensamento € 0 anverso e 0 SOom 0 Verso;
ndo se pode cortar um sem cortar, a0 mesmo
tempo, 0 outro; assim tampouco, na lingua, se
poderia isolar o som do pensamento, ou 0
pensamento do som (2008, p. 382).

A definicdo de signo de Saussure enfatiza a ideia comum de
evocacdo de alguma coisa, mas também e principalmente no ambito
deste trabalho, a substituicdo da nocdo de sistema semidtico pela de
signo (DUVAL, 2011b). Segundo este autor, a verdadeira contribui¢éo
de Saussure para a TRRS, se encontra na ideia de que

0s signos s6 podem ser reconhecidos como signos
por meio das relacBes de oposi¢do que eles tém
com outros signos no interior de um sistema:
Saussure os denomina ‘valores de oposi¢ao’ e sdo
eles que constituem o sentido do signo. Em outros
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termos, 0 signo e Seu ‘sentido’ sdo uma tinica e
mesma coisa. O que leva a afirmar que é apenas
no interior de um sistema semiético que alguma
coisa pode funcionar (DUVAL, 2011b, p. 30,
grifo do autor).

Duval (2011b) também ressalta a questdo presente na teoria de
Saussure de ndo confundir signo e sua ocorréncia, e um signo e o objeto
ao qual ele se refere. A primeira distingdo, segundo este autor, é
importante ndo s6 em linguistica, como em algebra, por exemplo, e
“aponta para o fato de que ndo é o signo que é material, mas sua
ocorréncia” (DUVAL, 2011b, p. 31, grifo do autor). A segunda, tao
importante quanto, esta relacionada com o fato de que o “sentido de um
signo esta associado ao sistema no qual ele funciona como signo. Ao
contrario, a referéncia a um objeto depende de uma operagéo
intencional de designacédo” (DUVAL, 2011b, p. 31, grifo do autor). Para
Duval (2011b), o limite da teoria de Saussure se encontra na eliminagao
da diversidade de enunciados que a lingua permite produzir, assim
como, as operagdes discursivas que isto requer.

Outro importante nome da semidtica foi Friedrich Ludwig
Gottlob Frege (1848 - 1925). Alemdo, matematico, légico e filésofo,
Frege trabalhou na fronteira entre a Filosofia e a Matematica e é
considerado um dos principais criadores da Idgica matematica moderna.
Diferentemente de Peirce e Saussure, ndo prop6s a definigdo de signo,
mas se interessou diretamente pela producdo semidtica com valor de
prova e de descoberta em Matematica, o que o fez primeiramente,
escrever uma ideografia conceitual (DUVAL, 2011b).

Frege introduz a diferenca entre sentido de uma expressdo e a
referéncia dessa expressdo. Distin¢do esta que reflete as duas faces da
significacdo e a diferenca entre significante e significado. Como
exemplo desta diferenciacdo, podemos tomar as expressdes: (2 + 4),

(3 x 2), (%), entre outras que tem sentidos diferentes, mas representam

0 mesmo objeto.

Esta distincdo entre sentido e referéncia se mostra importante
para a Matematica uma vez que a relagdo entre conceito e ideias ocorre
a partir da manipulacdo de signos, simbolos ou expressdes. Conforme
assinala Duval (2012a), esta ideia de Frege “induziu a separar com
clareza a significacdo, que depende do registro de descricdo escolhido,
da referéncia que depende dos objetos expressos ou representados” (p.
99). Ademais, é esta distin¢do entre sentido e referéncia que fundamenta
0 processo de substituicdo, essencial em procedimentos de célculo e
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demonstragBes, em que duas expressdes com mesma referéncia podem
ser trocadas uma pela outra, sem que com isso, mude o valor verdade
(DUVAL, 2012a). Por exemplo, as maneiras distintas de realizar a

~ 3 1 ~ .
operagao _ + -, ou trabalhando com soma de fragéo, em que se mantém

0 sistema semiotico de representacdo, ou com soma de decimais, em que
h& uma mudanca no sistema de representacéo. Nestes casos, é mantida a
referéncia. De acordo com Duval (2011b), o limite da contribuicdo de
Saussure se deu por considerar apenas as escritas simbdlicas utilizadas
em &lgebra e andlise, ndo dando importdncia aos outros sistemas
semiéticos da Matematica.

22 0S ’TRES MODELOS SEMIOTICOS E A ATIVIDADE
MATEMATICA

Embora a existéncia de uma consciéncia semiética evidenciada
nos trés modelos de analise brevemente apresentados, relacionados com
trés origens distintas, Duval (2011b) é enfatico ao afirmar que eles nao
tém nada em comum, nem a definicdo de signo, nem os critérios de
andlise e nem mesmo a descri¢do do funcionamento cognitivo os quais
possibilitam. Enquanto para Peirce, os dominios de referéncia para
andlise dos signos se baseiam nas ciéncias em geral e na légica, para
Saussure se baseia na linguistica, e, para Frege, na Matematica, mais
precisamente na analise e aritmética.

Cada um destes trés modelos de analise dos signos considerou
uma ideia essencial para poder analisar o papel deles e das
representacBes no conhecimento em geral, sendo a nocdo de signo
diferenciada em cada uma destas teorias. Alids, com relacdo ao
funcionamento da atividade matemética e seu aprendizado, Duval
(2011b) afirma que nenhum deles é apropriado para pensar uma
abordagem semidtica de analise. E a partir da comparacio dos trés
modelos que se torna possivel, de acordo com este autor (2011b), extrair
a nocdo de representacéo semiética com a peculiaridade essencial de néo
reduzir o papel dos signos no funcionamento cognitivo do pensamento a
uma simples codificacdo de informacao ou de conceitos.

Assim sendo, Duval (2011b) propde reformulagdes nas questbes
diretrizes dos trés modelos (Peirce, Sassure e Frege) a fim de descrever
processos de compreensao e causas das dificuldades especificamente da
atividade matematica. A reformulagdo da questdo de Peirce ficaria: “Em
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funcdo de quais critérios podemos classificar todos os tipos de
representacdo utilizaveis em matematica e no ensino de matematica?”
(p. 36, grifo do autor); da questdao de Saussure: “Quais processos de
discriminacé@o permitem RECONHECER AS UNIDADES DE SENTIDO
MATEMATICAMENTE PERTINENTES em uma expressdo ou em uma
representacao semidtica?” (p. 36, grifo do autor) e, por fim, de Frege:
“Quais sdo o0s mecanismos de substituicdo ou de transformacéo
proprios a cada tipo de representacdo utilizada em matematica?” (p.
36, grifo do autor).

A partir desses apontamentos, é possivel retornar as questfes:
Mas, 0 que sdo representacdes semidticas? E o que elas representam na
atividade matematica?

2.3 AS REPRESENTAGCOES SEMIOTICAS

As questdes reformuladas por Duval (2011b) sdo algumas que
formam a base da TRRS, preconizada por este autor. Outras distin¢des
sdo importantes para situarmos as representacdes semioticas em relagdo
as teorias signicas ja vistas. Uma delas é entre representacdes e signos.
Apesar de, na atividade de conhecimento, as duas cumprirem a funcéo
comum de “se colocar no lugar de” e surgirem da mesma exigé€ncia
fundamental de jamais serem confundidas com o objeto, a distin¢do
entre elas se encontra na natureza da relacdo com o prdprio objeto. A
relacdo entre signo e objeto ndo contém interacdo, ou seja, é apenas uma
relacdo de referéncia que depende do sistema semidtico utilizado, como
uma lingua ou um sistema de numeracdo (DUVAL, 2011b).

As representagBes semidticas apresentam duas caracteristicas que
ndo sdo encontradas nas defini¢fes de signos. Uma destas caracteristicas
é que a organizacao interna é diferente de uma representacdo semiética
para outra, como exemplos podemos tomar a organizacdo de uma frase
que é diferente da organizacdo de uma equacdo e a organizagdo de um
grafico é diferente da organizacdo de uma figura geométrica. A outra
caracteristica ¢ que nas representagdes semilticas “existem sempre
maneiras de distinguir as unidades de sentido ou 0s niveis de
organizagdo” (DUVAL, 2011b, p. 38). Isto quer dizer que as
representacGes semidticas podem ser exemplificadas com as frases na
lingua natural, equac@es, figuras, esquemas e graficos, enquanto 0s
signos sao as palavras, algarismos, letras, pontos e tragos.
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Além da distincdo entre representacao e signo, outra fundamental
para a TRRS é com relacdo as representacdes semidticas e as ndo
semidticas. Segundo Duval (2011b), a primeira é o resultado de uma
producdo intencional a partir da mobilizacdo de um sistema semioético,
enquanto a segunda resulta de uma produgdo automatica, ndo
intencional, ou seja, efeito do objeto agindo diretamente nos sistemas
receptores.

De modo geral, para este autor (2011b), a ideia de “evocar o que
esta ausente” e a de “comunicar” um pensamento que realmente importa
sobre 0 objeto € o potencial que as representacdes semidticas possuem.
Segundo ele, a necessidade de representacdes semioticas na atividade
matematica, reside em duas caracteristicas fundamentais: a de referéncia
a um objeto e a de transformacao em outras representacdes semidticas.
A primeira, relacionada a questdo epistemolégica de acesso aos objetos
matematicos e a segunda, a questdo cognitiva e metodoldgica da
natureza da atividade matematica e funcionamento do pensamento.
Metodoldgica, pois a maneira de trabalhar ou os “gestos intelectuais”
(DUVAL, 2011b, p. 41) exigidos sdo descritos e analisados em termos
de transformacdes de representacdes semioticas.

Na andlise da questdo epistemolégica, Duval (2011b) afirma que,
guando o acesso a um objeto é direto e imediato, acontece uma
justaposicdo do objeto as suas representacGes. Por outro lado, em néo
sendo imediato, como no caso dos nimeros naturais, a apreensdo “passa
obrigatoriamente por representaces semidticas extremamente variadas,
gue vao das denominagdes verbais mais rudimentares aos sistemas de
numerag¢do mais complexos” (DUVAL, 2011b, p. 46). Isto torna o
acesso aos objetos matematicos, semidtico e ndo empirico o que leva a
consequéncias cruciais nos processos de ensino e aprendizagem. Outro
ponto fundamental é a exigéncia epistemoldgica de jamais confundir o
objeto representado com as suas representacdes. Esta exigéncia
evidencia o fato, possivel fonte de dificuldades, que duas representacoes
diferentes ndo representam a mesma “coisa” do objeto que representam.
Quando o objeto é acessivel de forma empirica, essa dificuldade é
ultrapassada de forma simples uma vez que o objeto é acessivel fora das
suas representacoes.

Diferentemente, na Matematica, onde 0s objetos sé sdo acessiveis
pelas suas representaces, a justaposicdo somente pode ocorrer entre as
suas representacdes, jamais entre um objeto e sua representacdo. Desta
forma, é preciso sempre dispor de, no minimo, duas representacdes de
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contetidos distintos para que ndo ocorra a confusdo de um objeto com
sua representacdo, como pontuado anteriormente.

Perante isso, Moretti e Thiel (2012) propdem um esquema
triadico que se baseia nas ideias de Peirce e Saussure e leva em conta os
polos constitutivos de toda a representacdo concebida por Duval
(2011b).

Figura 3 - Esquema constitutivo dos polos de representacéo.

Conteudo

— OBJETO
(Referéncia)

- ¢9

REGISTRO
Fonte: Moretti e Thiel (2012, p. 383).

Neste esquema, ¢ possivel observar que o signo “se reveste de
uma entidade que possui um contetido préprio (um conceito), que ndo é
o mesmo do objeto representado” (MORETTI; THIEL, 2012, p. 383),
como nha concepgao de Saussure (2008), e de uma forma que leva em
conta o sistema no qual ele foi produzido. Ou seja, a representacéo
triadica utiliza-se da analogia da folha de papel de Saussure, que
congrega de forma inseparavel, de um lado, o conteldo da representacéo
e, do outro lado, a forma da representacdo; e referencia Peirce com
relacdo ao fato de o objeto representado ndo ser 0 mesmo do contetido
do registro (MORETTI; THIEL, 2012).

No esquema da figura 3, Moretti e Thiel (2012) também
evidenciam a nocdo de referéncia em Frege relacionada ao fato de que,
para um mesmo objeto, a mudanca de forma de uma representagdo
implica na mudanca de contelido da representacdo, ndo necessariamente
na mudanga de registro. Ou seja, a informacdo imediata do objeto que o
registro apresenta esta relacionada & sua forma e é o contetido explicito
(MORETTI, THIEL, 2012).

A nocdo de representacdo semidtica, entdo, perpassa a
consideracdo de sistemas semidticos distintos e de uma operacdo
cognitiva de “mudanca de forma”, mais precisamente, uma conversao
das representacGes de um sistema semidtico para outro. Os trabalhos
atuais que evocam as representagdes semidticas, contudo, ndo
evidenciam o papel fundamental destas nas atividades cognitivas
(DUVAL, 2009). Primeiro, pois esses trabalhos somente apontam a
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funcdo de comunicacgdo das representaces semioticas, deixando de lado
as funcgdes de tratamento e de objetivacdo. Segundo, pois 0 emprego das
representacbes semidticas fica reduzido a funcdo de expressdo,
subordinado ao funcionamento das representa¢cdes mentais, isso &, as
representacBes semidticas sdo vistas como um suporte para as
representacBes mentais, sendo possivel passar, espontaneamente, da
forma do representante ao contelido representado. Esta Ultima ideia pode
ser facilmente desconstruida quando observamos as dificuldades dos
estudantes quando solicitados a mudar a forma de uma representacéo, ou
seja, ao realizar conversdes. Essa dificuldade aponta para a questdo
geral da semidse no funcionamento do pensamento e também para a
questdo das condi¢bes de diferenciacdo entre representante e
representado, conforme pontua Duval (2009):

O fendmeno importante para compreender o papel
da semidésis no modo como funciona o
pensamento e na maneira como se desenvolvem
os conhecimentos ndo é o emprego deste ou
daquele tipo de signos, mas a variedade dos tipos
de signos que podem ser utilizados. A semiosis é
inseparavel de uma diversidade inicial de tipos de
signos disponiveis (p.35).

A importancia deste fendmeno foi reconhecida por Peirce em
seus estudos sobre icones, indices e simbolos, contudo, as ideias de
Peirce sdo muito gerais e ndo evidenciam as relacBes possiveis entre
sistemas semidticos e a possibilidade de converter uma representacédo
formada dentro de um sistema em uma representacdo de outro sistema
(DUVAL, 2009).

A partir destas compreensbes e com base nelas, a seguir
evidenciamos outros aspectos fundamentais da TRRS.

2.4 A HIPOTESE FUNDAMENTAL DA APRENDIZAGEM

Dentre os diversos tipos de sistemas semiéticos, tém-se 0s que
sdo, segundo Duval (2009), sistemas semidticos de representagdo por
cumprirem as trés atividades cognitivas inerentes a toda representagéo.
Séo elas:
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Primeiramente, constituir um trago ou um
ajuntamento de tragos perceptiveis que sejam
identificaveis como uma representagdo de alguma
coisa em um sistema determinado. Em seguida,
transformar as representacdes apenas pelas regras
préprias ao sistema, de modo a obter outras
representacdes que possam constituir uma relagdo
de  conhecimento em  comparagdo  as
representacdes iniciais. Enfim, converter as
representacdes produzidas em um sistema em
representaces de um outro sistema, de tal
maneira que estas Ultimas permitam explicar
outras  significacbes relativas ao que ¢€
representado (p. 36-37).

A citacdo se refere as atividades cognitivas fundamentais que um
registro® de um sistema semictico deve permitir além da funcdo de
comunicacdo: a formagdo de uma representagdo, o tratamento e a
conversdo. Neste caso, a linguagem natural, as linguagens simbolicas, as
representacGes graficas e as figuras geométricas sdo exemplos de
sistemas semi6ticos que cumprem a fungdo de representacéo.

Ao se referir as representacfes semidticas, Duval (2009) enfatiza
trés atividades cognitivas as quais elas devem permitir. A primeira esta
relacionada com a formagdo de uma representacdo em um sistema
determinado. A segunda, denominada de tratamento, consiste em
transformar as representacdes apenas pelas regras proprias ao sistema,
ou seja, é uma transformacdo que se efetua no interior de um mesmo
registro. Para exemplificar as operacGes de tratamento, podemos citar a
resolucdo de uma equacao, a resolucdo de uma expressao numérica sem
mudar a forma de representacdo dos nimeros, modificacBes na equacédo
de uma parabola usando a técnica de completar quadrados e na lei de
uma fungdo utilizando propriedades de potencia¢do ou do fator comum
em evidéncia.

A conversdo, por sua vez, baseia-se em converter as
representagbes de um sistema em representaces de outro sistema, ou,
como Duval (2003) afirma: “séo transformagdes de representagdes que
consistem em mudar de registro conservando 0s mesmos objetos
denotados: por exemplo, passar da escrita algébrica de uma equacéo a
sua representacdo grafica” (p.16). Neste caso ha mudanga de registro,

* Duval (2003, p.14) usa o termo “registro” de representacdio, para designar
diferentes tipos de representagfes semidticas utilizadas em matematica.
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pois cada uma das formas de representacdo (escrita algébrica e
representacao grafica) possui regras préprias de transformacéo, internas
ao sistema semiético, conservando, contudo, o objeto, mesmo havendo a
mudanca de registro. A todos os sistemas que possibilitam essas trés
atividades, Duval (2009) nomeou de registros de representacdo
semidtica, sendo que, a relagdo entre semidsis e noésis, so é valida para
€sses registros.

Em sintese, para Duval (2009) toda a analise de aquisicdo e
construcdo de conhecimentos matematicos perpassa trés fendémenos
estreitamente ligados: a diversificacdo dos registros de representacédo
semidtica, a diferenciacéo entre representante e representado ou entre
forma e conteldo de uma representagdo semiética e a coordenagao
entre os diferentes registros de representacédo semiética. Neste Gltimo
fendmeno, a coordenacdo ndo depende apenas do conhecimento de
regras de correspondéncia entre os sistemas semioticos, mas também, e
é justamente a maior fonte de dificuldades, dos fendbmenos de ndo
congruéncia entre representagdes produzidas.

Na aprendizagem matemdtica, as atividades cognitivas de
conceitualizacdo, raciocinio, resolucdo de problemas e compreensao de
textos requerem, além da linguagem natural ou das imagens, outros
sistemas de expressao e representacdo, como por exemplo, os distintos
sistemas de escrituras para os numeros, notacdes simbolicas para os
objetos, escrituras algébrica, figuras geométricas, representacdes em
perspectiva, graficos cartesianos, redes, diagramas, esquemas, entre
tantos outros (DUVAL, 2009).

De fato, para este autor, as representacfes semidticas ndo sao
somente indispensaveis para fins de comunicacdo, mas tem papel
fundamental na atividade matemaética. Por isso, a distin¢do do objeto de
suas representacdes, a ideia errbnea que as representacdes semidticas
sdo0 somente 0 meio que o individuo utiliza para exteriorizar suas
representacdes mentais e as variagbes de congruéncia semantica entre
registros de representacdo semidticas distintos, enquanto fenémenos que
se manifestam mais intensamente nas operagdes de conversdo sdo 0s
principais aspectos causadores das dificuldades na aprendizagem
matematica.

O entendimento das variacbes de congruéncia semantica é
fundamental para a compreensdo da aprendizagem, pois, a partir dele
pode-se concluir a respeito do custo cognitivo de uma conversdo. Ao
observar dois registros de representacdo em que houve uma conversao,
duas situagdes podem ocorrer: “oU a representagdo terminal transparece
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na representacdo de saida e a conversao esta proxima de uma situagéo
de simples codificacdo — diz-se entdo que ha congruéncia —, ou ela nao
transparece absolutamente e se dird que ocorre a ndo-congruéncia”
(DUVAL, 2003, p.19). Ou seja, existira congruéncia quando dois
registros de representacdo semiotica distintos representam, ao menos
parcialmente, 0 mesmo objeto, ou ainda, quando obedecerem a trés
critérios de congruéncia:

(1°) Possibilidade de wuma correspondéncia
“semantica” entre os elementos significantes: a
cada unidade significante simples de uma das
representacdes, pode-se associar uma unidade
significante elementar.

(2°) Univocidade seméantica terminal: a cada
unidade significante elementar da representagéo
de partida, corresponde uma Unica unidade
significante  elementar no  registro  de
representacdo de chegada.

(3°) Organizacdo das unidades significantes: As
organizagdes respectivas das unidades
significantes das duas representagdes comparadas
conduzem a apreender nelas as unidades em
correspondéncia semantica segundo a mesma
ordem nas duas representagdes (DUVAL, 2009, p.
69-70).

S&o as varia¢Oes da congruéncia seméntica, analisadas com base
nos critérios supracitados, que possibilitam entender as dificuldades dos
estudantes na atividade cognitiva de conversdo. Diante destas
consideragdes, a aprendizagem matemdtica na perspectiva da TRRS
reside na seguinte hipotese: “a compreensao (integral) de um contetido
conceitual repousa sobre a coordenagdo de ao menos dois registros de
representacdo e esta coordenagdo manifesta-se pela rapidez e
espontaneidade da atividade cognitiva de conversdo” (DUVAL, 2012b,
p. 282). Ademais, cada registro de representacdo utilizado para
representar um objeto matematico evidencia alguma caracteristica ou
propriedade deste objeto que ndo estara tdo evidente em outro registro.
Conforme Moretti (2002), “de um ponto de vista cognitivo uma
representacdo € parcial em relagdo aquilo que ela quer representar, de
um registro a outro ndo sdo 0s mesmos contetidos de uma situacdo que
sdo representados” (p. 347), por isso a necessidade de varias
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representacles para a compreensdo de um objeto. A figura 4 a seguir
representa a hipotese fundamental de aprendizagem para Duval (2012b).

Figura 4 - Hip6tese Fundamental da Aprendizagem: estrutura da representacéo
em funcéo de conceitualizagdo.

Conceito, objeto cognitivo
representado

I’ C N\

Representante no S Representante no
registro A ‘3—— registro B
[ ]|
Tratamento em Tratamento em

Fonte: Duval (2012b, p. 282)

Na figura 4, as flechas 1 e 2 correspondem as transformacoes
internas a um registro, os tratamentos, e as flechas 3 e 4 as
transformacfes externas, ou seja, as mudangas de registro por
conversoes, as quais sdo imediatas ou ndo, dependendo das variacdes de
congruéncia semantica. A flecha C representa a compreensdo integral de
uma representacdo supondo uma coordenacdo de dois registros. As
flechas pontilhadas demonstram a distingdo entre representante e
representado.

Com base nas ideias fundamentais apresentadas da TRRS, Duval
(2011a) se dedicou a exploracdo do objeto de estudo deste trabalho: o
esbogo de curvas. A seguir, apresentamos aspectos importantes desta
exploracéo.

2.5 0 ESBOCO DE CURVAS NA PERSPECTIVA DA TRRS

De acordo com elementos da TRRS de Raymond Duval,
brevemente exposta anteriormente, a aprendizagem matematica esta
relacionada, entre outras coisas, a coordenagdo de pelo menos dois
registros de representacdo semidtica. Esta coordenacdo (conversdo)
pode ser fonte das dificuldades de compreensdo devido aos aspectos
vinculados as questBes de ndo congruéncia entre os registros de
representacdo semidtica. Estas dificuldades estdo presentes em certa
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medida em todas as areas da Matematica e aparecem de forma
abundante no esboco de curvas.

Sobre este objeto matematico especificamente, Duval (2011a)
credita as dificuldades dos estudantes a articulagdo entre 0s registros
gréfico e algébrico. Se esta atividade de conversdo, do registro algéebrico
para o grafico, for realizada somente associando pares ordenados de
nUmeros a pontos no plano cartesiano, ela sera uma simples codificacdo
e possibilitard apenas uma leitura pontual da representacdo gréfica,
gerando uma apreensdo superficial e dificuldades de compreensdo do
objeto. Mesmo identificando indmeros pontos de uma mesma curva no
plano cartesiano a partir da associacdo de pares de numeros, Silva
(2008) enfatiza que “o procedimento ndo é suficiente para garantir o
traco continuo que representa a curva graficamente e muito menos a
compreensdo deste processo” (p.30). lIsto, pois o conceito de
continuidade, o qual poderia dar essa garantia, ndo é trabalhado no EM.

Uma apreensdo global e qualitativa do esbo¢co de curvas, no
entanto, torna-se possivel desde que, nesta atividade de conversdo, se
consiga levar em conta tanto os valores escalares das equacOes
(coeficientes) enquanto registros de saida, quanto as varidveis visuais
préprias da representacdo grafica (inclinacdo, concavidade, interseccédo
com 0s eixos) enquanto registro de chegada. Isto, pois, segundo Duval
(2003), para passar de uma equacdo a um grafico cartesiano, é
fundamental a articulagcdo entre as varidveis cognitivas que séo
particulares do funcionamento de cada um dos dois registros e que
determinam quais as unidades de significado pertinentes em cada um
dos dois registros.

Levando em conta a necessidade que ocorra a conversao entre
registros, e que a abordagem comumente utilizada no ensino e nos livros
didaticos atualmente ndo possibilita esta atividade®, mas somente a
passagem da expressdo algébrica para a grafica, entdo, de acordo com
Duval (2011a), as dificuldades no eshoco de curvas se encontram na
“falta de conhecimento das regras de correspondéncia semiotica entre o
registro de representacdo grafica e o registro da expressao algébrica” (p.
97, grifo nosso). Esta falta, por sua vez, pode ser provocada por um
ensino que se atém a passagem do registro algébrico para o gréfico
através de uma abordagem ponto a ponto, 0 que, segundo este autor
(2011a), constitui um obstaculo para a aprendizagem. Duval (2009)

* No terceiro capitulo sdo apresentadas pesquisas que afirmam que um ensino
cujo esboco de curvas pautado unicamente na abordagem ponto a ponto, ndo
possibilita a conversdo entre registros.
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ressalta que, se a conversdo ocorre no sentido escrita algébrica de uma
equacdo — gréfico, nenhuma dificuldade especifica parece surgir,
contudo, quando o sentido é inverso, os estudantes apresentam mais
dificuldades. Isto ocorre, pois as unidades significativas de um gréfico
ndo sdo determinadas em relacdo aos pontos encontrados e sim por
valores visuais do grafico, destacado pelos dois eixos orientados.
Unidades significativas da expressdo algébrica correspondem a
variaveis visuais gréficas e, “o aluno que néo as discrimine é como cego
para a conversdo inversa da que é classicamente ensinada. Isso quer
dizer que ele tem poucas chances de fazer uma “leitura correta” dos
graficos” (DUVAL, 2009, p. 79).

No ensino de representacbes graficas sdo possiveis abordagens
distintas, as quais ndo consideram os mesmos dados visuais. S&o elas:

- abordagem ponto a ponto: consiste em, tendo como referéncia
0s eixos graduados, encontrar alguns pontos particulares (pares de
nimeros) e marca-los no plano referencial. Esta é a abordagem mais
utilizada, sendo a Unica, no ensino tradicional. Ela pode favorecer o
tracado da fungdo afim ou de intervalos de outras funcdes.

- abordagem de extensdo do tragado: corresponde as atividades
de interpolacdo e extrapolacdo de representacBes graficas. De acordo
com Duval (2011b), essa abordagem se mantém puramente mental e se
apoia em um conjunto infinito de pontos e, como a anterior, nao
considera as varidveis visuais pertinentes da representacdo grafica, se
mantendo na busca por pontos particulares ndo relacionando com a
expressao algébrica.

- abordagem de interpretacédo global de propriedades figurais:
sendo 0 objeto representado pela imagem formada no conjunto
tragado/eixos e também por uma expressao algébrica, esta abordagem
consiste em perceber as modificagfes que a mudanca do grafico gera na
expressdo algébrica e vice e versa e identificar as varidveis visuais
pertinentes relacionadas as modificagBes. Ou seja, é a identificacdo das
variaveis visuais pertinentes que permite a articulagdo entre registros, o
gue é essencial para a compreensdo. Para tanto, a analise da congruéncia
entre os registros faz-se necessario.

Com a abordagem de interpretacdo global de propriedades
figurais, “ndo estamos mais na presenca da associagdo “um ponto - um
par de numeros”, mas na presenga da associacdo “varidvel visual de
representacdo - unidade significativa da expressdo algébrica™”
(DUVAL, 2011b, p. 99, grifo do autor). Isto significa que “a curva ndo
¢ vista apenas como a ligacdo de alguns pontos previamente
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determinados” (CORREA; MORETTI, 2014, p. 44), no se limitando no
fazer um desenho ou imagem geométrica que representa uma equacao.
Mais do que isso, a abordagem que permite a interpretacdo global das
propriedades figurais, possibilita a identificacdo de quais modificacdes
na expressdo algébrica refletem em modificacGes na expressao grafica
da curva, e vice e versa, contribuindo para uma melhor aprendizagem
(CORREA; MORETTI, 2014). Ou seja, € necessario um
reconhecimento de variaveis visuais, pertinentes ao registro de
representacdo grafico, e de unidades simbdlicas significativas,
pertinentes ao registro de representagdo algébrico (simbdlico). Contudo,
ndo basta apenas conhecer as variaveis visuais e as unidades simbdlicas
significativas, faz-se necessario coordené-las.

A abordagem de interpretacdo global preconizada por Duval é
base tedrica de algumas pesquisas na area de Educagdo Matemaética,
principalmente relacionadas ao estudo de funcGes. Essas pesquisas serdo
apresentadas no quarto capitulo devido a relevancia de seus resultados
na construgdo deste trabalho.

A secdo a seguir apresenta aspectos da teoria de Duval
relacionados as funcbes e operagdes que um discurso pode ou deve
assumir na resolucéo de problemas matematicos.

26 AS FUNCOES DO DISCURSO NA RESOLUGAO DE
PROBLEMAS MATEMATICOS

Além das questbes anteriormente referenciadas, Duval (2004) se
dedicou a estudar as diferentes fungfes e operacdes do discurso e uso de
uma lingua no funcionamento do pensamento. Segundo ele, os
diferentes simbolos cientificos criados, o desenvolvimento de linguas
formais e a divergéncia entre os distintos empregos da lingua natural
tém despertado grande interesse sobre o papel de uma lingua no
funcionamento do pensamento e sobre a aprendizagem em sala de aula.
Uma lingua permite um discurso e a “pratica de um discurso ¢
inseparavel de um certo funcionamento cognitivo” (DUVAL, 2004, p.
86).

Assim, as fungdes que um discurso assume sao variadas e podem
ser classificadas em duas: as fungfes meta-discursivas e as discursivas.
Um esquema das fungdes de um discurso proposto por Brandt, Moretti e
Bassoi (2014), com base em Duval (2004), esta apresentado na figura a
seguir.
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Figura 5: Fungdes metadiscusivas e discursivas no uso de uma lingua.

Fungoes (1) Comunicagao
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Fonte: Brandt, Moretti e Bassoi (2014, p. 480) com base em Duval (2004, p.
89).

As fungdes metadiscursivas sdo comuns a todos os registros de
representacdo linguisticos, simbdlicos e figurativos, e permitem
comunicar uma informagdo. Sao elas: a comunicacéo, o tratamento e a
objetivacdo. A comunicacdo € a funglo necesséria a qualquer sistema
semidtico de representacdo. O tratamento é a funcdo de transformacéo
que ocorre internamente a um registro. Esta transformacdo possibilita
extrair do registro outras informagdes, ou melhor, o discurso ndo
somente comunica uma informacao, mas também permite transforma-
las. A objetivacdo, por sua vez, estd relacionada com o tomar
consciéncia de algo antes que um trabalho de exteriorizagdo com fins de
organizacdo ocorra. Este tipo de exteriorizacdo pode acontecer nédo
apenas na lingua, mas por outros meios, como por exemplo, por um
simples desenho (BRANDT, MORETTI, BASSOI, 2014). Contudo, a
influéncia das fungGes metadiscursivas sobre a organizacdo de um
discurso é indireta e dependera das funcdes discursivas que predominam
e da utilizagdo de algumas operacdes.

As fungdes discursivas sdo as fungbes cognitivas que um sistema
semiético deve cumprir para que um discurso seja possivel. Sdo quatro
as funcdes discursivas e estdo relacionadas com: designar objetos
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(funcéo referencial), dizer alguma coisa sobre os objetos designados a
partir de uma proposicdo enunciada (funcdo apoféantica), vincular a
proposicdo enunciada com outras de forma coerente (funcdo de
expansdo discursiva) e marcar o valor, 0 modo e o estatus para uma
expressdo (funco de reflexividade). A cada uma dessas funcOes
discursivas, operagfes estdo relacionadas. Sobre isso, Duval (2004)
afirma que um discurso ndo pode ser analisado somente com base nas
suas formas linguisticas de expressdo, mas que € necessario levar em
consideracdo as funcdes discursivas que este discurso cumpre e as
operacdes mobilizadas para cumpri-las. Assim, a analise de um discurso
se embasa na andlise funcional das operacfes que permitem cumprir as
quatro func¢des discursivas.

No caso da funcdo referencial, conforme o esquema da figura 5,
tem-se:

- Designacéo pura: consiste na identificacdo de um objeto.

- Categorizacdo simples: identificacdo de um objeto por uma de
suas caracteristicas.

- Determinacg&o: torna preciso o campo de aplicacdo da operagéo
de categorizagéo.

- Descricdo: consiste em identificar um objeto pelo cruzamento
de diversas operagdes de categorizagdo; € uma operacdo de
categorizagdo mais complexa, por meio da qual se pode nomear
qualquer objeto, uma vez da impossibilidade de cada objeto ou classe de
objeto ter um nome — limitag&o lexical.

As operacOes de categorizacdo simples e de descricdo ndo sdo
suficientes por si so para designar um objeto, por isso, para tanto, elas
devem estar combinadas com a operacdo de determinagdo. Esta
combinagdo ocorre a partir de um conjunto de elementos (signos,
palavras ou simbolos), chamados léxicos. Para a funcdo de designacéo,
um léxico pode ser de natureza associativa, sistematica e de extensdo
semantica.

Por exemplo, seja AB o segmento de reta; seja AB
o lado do triangulo ABC. Nesses casos, 0 Iéxico
AB é associado ao segmento de reta e tambhém ao
lado do triangulo. O sistema posicional decimal de
numeracdo é um exemplo claro de Iéxico
sistematico, uma vez que qualquer numero ¢é
designado a partir da posi¢do e da combinacdo de
dez signos iniciais. J& o procedimento por
extensdo semantica permite que novos objetos
sejam criados por metonimia, metafora, sinédoque
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etc (BRANDT, MORETTI, BASSOI, 2014, p.
482).

Os exemplos da citacdo clarificam a funcdo dos léxicos da funcédo
referencial. A designacdo de objetos, contudo, ndo é suficiente para
permitir uma atividade discursiva. Quando uma lingua ou um sistema de
signos cumprirem apenas esta funcdo, ela ou ele se reduz a um caodigo.
Uma lingua deve permitir dizer algo, em forma de proposicao, sobre os
objetos que designa, ou seja, uma lingua deve permitir a funcdo
apofantica. Sdo duas as operacfes que podem ser efetuadas de forma
isolada ou em conjunto: predicacdo e elocucdo. A predicacdo consiste
em vincular uma propriedade, relacdo ou agcdo, com uma expressao que
designe objetos. Isto implica o recurso a expressdes referenciais e 0
enunciado formado a partir disso pode ter um valor epistémico e um
valor l6gico ou um dos dois. A elocucdo estd relacionada com o
engajamento do locutor aquilo que ele quer dizer, consiste em conferir
ao enunciado produzido um valor social que compromete o locutor ou 0
destinatario. Assim, é o ato de elocucdo que permite a uma expressao
que provém de uma operacdo de predicacdo, seu valor de assercdo,
declaragdo, pergunta ou de ordem, etc.

Uma unidade apofantica depende, entdo, de um ato de elocugéo
ou predicacdo, ou de elocucdo e predicacdo ao mesmo tempo. Este
enunciado pode ter um valor social, epistémico ou légico, em geral ndo
explicito. No caso em que o valor l6gico sobressai sobre os demais,
como no discurso cientifico, a funcdo de comunicacdo estd presente,
mas também, mesmo implicita, estd a funcdo de tratamento, que é
fundamental para a expansdo discursiva.

Ademais, uma lingua ndo deve somente permitir expressar
enunciados completos (fungdo apofantica), mas também deve permitir
vincular estes enunciados a inferéncias, possibilitando assim relatos,
descricBes, explicacbes, argumentacdes, entre outros. E a funcdo de
expansdo discursiva que permite “ao interlocutor fazer inferéncias,
tornando explicito o que, no discurso, esta implicito” (BRANDT;
MORETTI; BASSOI, 2014, P.483). A expansdo do discurso ocorre por
meio das operagOes discursivas as quais sdo caracterizadas pelo modo
como ocorre a progressdo do discurso: logico ou natural. Para um
discurso caracterizado pela expansdo logica, Brandt, Moretti e Bassoi
(2014) apresentam o seguinte exemplo: “se AABC é isosceles com
A = B, ADEF é isosceles com E = F e se A = E, entdo os triangulos
ABC e DEF sdo semelhantes” (p. 483). Para um discurso com expansao
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do tipo natural, os autores utilizam o exemplo: “a soma de dois ntimeros
impares ¢ um nimero par” (BRANDT; MORETTI; BASSOI, 2014, p.
483).

As formas de operacdo da funcdo de expansdo discursiva sdo: por
substituicdo ou acumulacdo. Quando se observa que a progressdo do
discurso ocorre pela substituicdo das preposicdes pelo resultado das
novas inferéncias, ou seja, quando, ao se fazer uma substituicdo de uma
preposi¢do por uma inferéncia, esta preposicdo pode ser esquecida sem
prejuizo para o desenvolvimento posterior do discurso, temos a
expansdo discursiva por substituicdo, como em um célculo (DUVAL,
2004), por exemplo. Para o autor, as inferéncias de um discurso
desenvolvido nesse modelo requerem que se note cada vez mais a
aplicacdo da regra utilizada, a qual pode ser explicita ou implicita ao
discurso. Contudo, na maioria das vezes, em um relato, uma descri¢do
ou explicacdo, por exemplo, a progressdo do discurso ndo ocorre desta
forma. Ela ocorre através da acumulacdo de informacBes e recursos
novos. A compreensdo deste tipo de discurso ocorre a partir da
apreensdo abrangente de todas as frases e as relagbes que existem entre
elas.

As operacgles da funcdo de expansdo discursiva dependem das
unidades apoféanticas (proposi¢do ou frase) que as compdem. Essas
unidades apofanticas podem ser consideradas de acordo com seu
conteldo ou seu estatuto. A expansdo discursiva por substituicdo
depende do estatuto dos respectivos enunciados, que podem estar prévia
e explicitamente fixados desde o comecgo, de acordo com o marco
tedrico e com as hipoteses que fundamentam o enunciado; ou apenas no
momento em que ele aparece, durante o discurso. Assim, esse estatuto
faz parte do sentido do enunciado (DUVAL, 2004). Quando a expansao
discursiva acontece por acumulacdo, a evolucdo do enunciado depende
do conteldo expresso. O estatuto é quase sempre esquecido, pois se
imagina que as informacOes expressadas tém o mesmo valor epistémico
e estdo relacionadas ao mesmo assunto.

Duval (2004) e Brandt, Moretti e Bassoi (2014) salientam as
quatro formas que possibilitam o reconhecimento do propdsito que ha
na unidade de uma série de frases: a expansdo lexical, a expanséo
formal, a expansdo natural e expansdo cognitiva. A utilizacdo do
discurso pode ser feita por meio de uma dessas formas ou por mais de
uma, combinadas em um texto, contanto que sejam “respeitadas as
regras de coeréncia e a gramatica textual” (BRANDT; MORETTI,
BASSOI, 2014, p. 484). Assim, para pensar a aprendizagem da
producdo escrita dos estudantes, bem como a compreensdo de texto, é
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preciso considerar as capacidades de distingdo dessas quatro formas de
expansdo discursiva.

A expansdo lexical é a recuperacdo dos distintos sentidos do que
aparece com a mesma unidade lexical, por exemplo: o pelo do cachorro
é preto; vou pelo lado de dentro (BRANDT, MORETTI, BASSOI,
2014, p. 484). A expansdo formal € a aplicacdo de regras de substituicdo
gue se baseiam em simbolos que representam variaveis e proposicdes,
por exemplo: Vxey € R, se x>y e y>z— x>z (BRANDT,
MORETTI, BASSOI, 2014, p. 484). A expansdo cognitiva se
caracteriza pelo emprego especializado da lingua natural, por exemplo:
Um ndmero impar excede um ndmero par em uma unidade, logo, a
soma de dois impares resulta num nimero par (BRANDT, MORETTI,
BASSOI, 2014, p. 485). De acordo com estes autores, esse vocabulario
utilizado neste tipo de expansao,

vai expressar significagOes estabelecidas pelas
definicOes, pelos enunciados das demonstragoes,
por observacOes, experiéncias etc. Sao associados
a essa expansdao discursiva as descrigdes, as
explicacOes técnicas e teoricas, além de algumas
demonstracBes. Em relagdo as demonstragdes, o
que as difere da forma de expansédo formal esta no
fato de que as regras de substituicdo, baseadas
apenas na forma do simbolo, j& ndo sdo relevantes
(BRANDT, MORETTI, BASSOI, 2014, p. 485).

E, por fim, a expansdo natural se caracteriza pelo emprego
comum da lingua, utilizando a rede seméntica natural e o0s
conhecimentos pragmaticos préprios do meio sociocultural dos
locutores (DUVAL, 2004).

A funcdo de expanséo discursiva esté ligada as diferentes formas
pelas quais uma unidade apofantica pode transformar-se em
continuidade discursiva a partir de outra unidade apofantica. A relagdo
de continuidade de duas unidades apofanticas se baseia na existéncia de
similaridade entre elas (DUVAL, 2004) (similaridades semiéticas e
semanticas ou similaridades internas ou externas). Segundo Brandt,
Moretti e Bassoi (2014),

quando ha uma repeticio dos mesmos
significantes de um enunciado a outro, temos uma
similaridade semi6tica. Por exemplo, a palavra
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“razdo” (significante) pode ser empregada em
duas expressdes referenciais ndo equivalentes: “a
razdo entre duas grandezas €...” ou “ele tem razdo
ao afirmar que...”. Se expressoes referenciais
equivalentes sdo empregadas em enunciados
diferentes,  provocando uma invariancia
referencial, enquanto que a diferenca de sentido
entre elas permite que a segunda tenha um
progresso discursivo em relagdo a primeira, entdo
estamos falando de uma similaridade semantica.
Por exemplo, “o produto de dois numeros ¢

positivo” ou “x.y > 07 (p. 485).

Os exemplos da citagdo deixam claro o significado de
similaridades semioéticas e semanticas. A funcdo de reflexividade, por
sua vez, estd relacionada com o dever de uma lingua para com a
explicitagdo no enunciado da maneira como o locutor emprega a lingua
para dizer o que quer. Ou melhor, esta relacionada ao vinculo entre o ato
intencional de produgdo de um enunciado e suas condi¢des de
interpretacdo, também chamado de enunciacdo. Esta funcdo requer a
possibilidade de fazer aparecer no enunciado, marcas da sua enunciagao.
Estas marcas, ndo sdo somente importantes para situacbes de
comunicacdo social, mas também sdo para as formas de discurso com
fins cientificos. Quando Duval (2004) explicita a fungdo de
reflexividade, ao invés de uma funcéo elocutdria, chama a atencéo para
a diferenga entre o ato de fala realizado e a explicitacdo linguistica do
ato de fala realizado. Devido ao fato de um enunciado depender de um
ato de predicacdo ou de elocucgdo, este tem um valor social, epistémico
ou l6gico ndo explicito. Explicitar o valor de um enunciado é integrar
este enunciado em um novo enunciado que declara este valor,
possibilitando assim, a modificacdo do valor de um enunciado inicial e,
assim, modificar o sentido do enunciado (DUVAL, 2004).

A partir da compreensdo das ideias expostas sobre as fungdes
discursivas e as operagdes as quais cumprem, realizamos reflexdes
analiticas da resolucdo dos estudantes de determinadas atividades no
plano do discurso. As analises e reflexfes perpassaram a abordagem de
interpretacdo global de propriedades figurais, a qual pressupbe as
operacbes de tratamento e conversdo e, além disso, as formas
discursivas utilizadas (narragdo, descricdo explicacdo e raciocinio), as
quais possibilitaram ao estudante fazer inferéncias ou explicitacdes,
tendo em vista as funcGes de expansdo discursiva, referencial e
apofantica.
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O capitulo a seguir é o resultado de uma revisdo bibliogréfica que
aborda quest@es historicas e de ensino relativas ao Calculo, a nocdo de
infinitésimos na construcdo do Calculo e as fungdes. Como as reflexdes
gue permeiam este trabalho se baseiam no desenvolvimento da nocéo de
infinitésimo no &mbito do EM de forma intuitiva, é relevante o
entendimento das questdes histdricas da construcdo destes conceitos e
das abordagens atuais no ensino.
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3 FUNCOES E CALCULO: AMBITO CIENTIFICO E
PEDAGOGICO

O conceito de funcdo e suas distintas representaces percorreram
um longo caminho, por diversos anos, para chegarem ao que consta
atualmente nos livros didaticos. Sua origem é baseada nas ideias de
relagdo e variacdo entre grandezas e seu conceito é considerado um dos
mais importantes na Matematica por ser o alicerce da Andlise
Matematica e por constituir o objeto a partir do qual é possivel
compreender fendmenos diversos, em todas as areas da ciéncia e vida
humana.

A nocéo de infinitésimo, por sua vez, considerada inconsistente
durante muito tempo aos olhos dos matematicos, permeou o
desenvolvimento, ao longo de séculos de pesquisas na area, das ideias
relacionadas ao entendimento do movimento e da variagdo de fungdes,
ou seja, dos conceitos do Calculo Diferencial e Integral (CDI).

Por isso, dentre as questbes relacionadas a construcdo de um
caminho alternativo para esbocar curvas de fun¢Ges na perspectiva deste
trabalho, torna-se importante aprofundar as compreensfes sobre: as
funcgdes e suas distintas representacfes; a nocao de infinitésimo e seu
papel na construgdo do pensamento variacional e as concepgdes atuais
de ensino. Este aprofundamento se deu em relacdo & histéria da
construcdo dos conceitos e ao atual ensino, a partir de uma revisao em
trabalhos de revistas, eventos, teses e dissertacdes da area.

3.1 FUNCOES

3.1.1 Construcao Historica

O conceito de funcdo é considerado um dos mais importantes da
Matematica por constituir o fundamento da Anélise Matematica, a qual
é teoria base do desenvolvimento da mesma. A seguir, sdo expostas duas
definicbes de funcdes de livros didaticos muito utilizados em salas de
aula, citados por Fonseca, Santos e Nunes (2013, p. 2), sob a forma de
uma sentenga que relaciona grandezas.
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Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, uma
relacdo f de A em B recebe o nome de aplicagdo
de A em B ou funcéo definida em A com imagens
em B se, e somente se, para todo x € A existe um
s6y € B tal que (x,y) € f (IEZZI, 2004, p.81)°.

Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma
funcdo de A em B é uma regra que indica como
associar cada elemento x €4 a um Unico
elemento y € B (DANTE, 2007, p.59)°.

Estas defini¢des, em tal estado de formalismo matematico, foram
construidas ao longo de varios séculos. A compreensdo dos caminhos
historicos pelos quais esta construcdo percorreu é fundamental neste
trabalho uma vez que esta compreensdo perpassa inevitavelmente a
questdo da dependéncia entre grandezas e a variabilidade. A elaboracéo
do conceito de funcdo teve como pilar o estudo das variagdes
guantitativas presentes nos fendmenos naturais (REZENDE, 2010) e o
seu desenvolvimento ocorreu em trés etapas até a metade do século
XIX: a Antiguidade, a Idade Média e o Periodo Moderno.

3.1.1.1 Antiguidade

De acordo com Fonseca, Santos e Nunes (2013), nocoes
primitivas de fungBes podem ser encontradas em relatos de povos
antigos relacionados a contagem, enquanto correspondéncia entre um
conjunto de objetos e uma sequéncia de nimeros naturais, e as quatro
operagdes aritméticas elementares. Em registros de um dos povos mais
antigos, os Babildnios, é possivel encontrar sinais de que este povo teria
uma ideia, ainda que muito primitiva, sobre funcdo, por volta de 2000
a.C. As tabuas sexagesimais de quadrados, de cubos e de raizes
guadradas utilizadas por esse povo, na antiguidade, revelam a ideia de
correspondéncia funcional (FONSECA, SANTOS, NUNES, 2013).

Os povos Egipcios, cujo campo de pesquisas histdricas
matematicas é considerado o mais rico entre 0s povos antigos, também
por volta de 2000 a.C., deixaram muitos registros em papiros de
problemas do cotidiano os quais podiam ser resolvidos por equagdes de

® |IEZZI, G. e MURAKAMI, C. Fundamentos de Matematica Elementar:
Conjunto e Fungdes. Ed. S&o Paulo-SP: Atual, 2004.

® DANTE, L. R. Matematica Contexto & Aplicacdes. Rio de Janeiro — RJ.
Editora Atica, 2007.



75

primeiro grau. A forma como este povo resolvia as equagfes, pelo
Método da Falsa Posicdo’, demonstra o dominio da ideia de relacéo
funcional entre duas grandezas.

3.1.1.2 Idade Média

O estudo e a tipificacdo dos movimentos dos corpos, realizados
pelos filésofos no século XIV, representam um marco histdrico no
processo de constru¢do do conceito de funcdo. Um dos exemplos e
contribuicBes mais notdveis no desenvolvimento da representacdo
gréfica da nocdo de funcdo foi dado pelo Bispo Nicolau de Oresme
(1323-1382), o qual desenvolveu uma teoria geométrica das latitudes e
longitudes das formas, que apresentam diferentes graus de intensidade e
extensdo (FONSECA, SANTOS, NUNES, 2013). Nesta teoria,
considerada como precursora na representacdo grafica de uma funcéo,
Oresme percebeu que poderia trabalhar com duas variagdes ao mesmo
tempo, desenvolvendo algumas ideias gerais sobre a variavel
dependente e independente de certas quantidades. Para tanto, ele
apresentou uma representacdo grafica da velocidade em relagdo ao
tempo de um movel que se move com aceleracdo constante.
Representou por um ponto cada instante de tempo (longitude) numa reta
e, a cada instante de tempo, tragou um segmento vertical (latitude) cujo
comprimento representava a velocidade nesse instante (FONSECA,
SANTOS, NUNES, 2013), conforme consta na figura 6.

Figura 6 - Representacéo grafica descrita por Oresme.

Latimde
(velocidade)

.||II|||I|I|||||“|“H|‘
t

Fonte: Fonseca, Santos e Nunes (2013, p. 6).

Longitude
(tempo)

"Ver MEDEIROS, A. e MEDEIROS C. O método da falsa posicdo na historia e
na educacdo matematica. Ciéncia & Educagdo, v. 10, n. 3, p. 545-557, 2004.
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As extremidades dos segmentos da figura 6 estdo alinhadas e
formam um segmento de reta que representa a velocidade em funcdo do
tempo. Esta representacdo, de acordo com Rezende (2010),

é duplamente significativa: por um lado, mostra
duas grandezas relacionadas entre si e, por outro
lado, ilustra a variagdo entre elas por meio de um
gréfico. O conceito de funcdo se estabelece,
implicitamente, por meio da curva (uma reta) que
ilustra que a taxa com que uma grandeza varia em
relagdo a outra é constante. Surge entdo uma nova
forma de se fazer ciéncia (p. 2).

Oresme é considerado o primeiro a utilizar coordenadas para
representar a velocidade em funcdo do tempo. Segundo Boyer (1992),
ao realizar as conexfes entre as extremidades das perpendiculares,
Oresme obtinha uma representacdo da variacdo funcional da velocidade
com relagdo ao tempo, 0 que pode ser considerado um dos mais antigos
exemplos na histéria da Matematica, do grafico de uma funcéo.

3.1.1.3 Periodo Moderno

A ideia de funcdo esta presente, mesmo que implicitamente, em
todas as teorias relacionadas ao desenvolvimento do célculo algébrico.
A partir do final do século XVII é que ocorreu um desenvolvimento
mais intenso, com o progresso da nocdo de expressdo algébrica e
seguindo com a da nocdo de correspondéncia entre variaveis
dependentes e independentes, aproximando da formalizacdo que
conhecemos atualmente.

Considerado o maior matemético francés do século XVI,
Francois Viéte (1540-1603) apresentou notaveis contribuicbes ao
desenvolvimento da no¢do de fungdo estabelecendo o uso de vogais para
representar incégnitas e de consoantes, para representar constantes.
Contudo, mesmo que a notagdo proposta por Viete tenha possibilitado a
representacdo de uma equacdo algébrica e de expressdes envolvendo
nimeros desconhecidos, em termos de avango do conceito de funcao,
essa descoberta foi pouco utilizada. Porém, foi o seu conceito de
variavel que Descartes (1596-1650) e Fermat (1601-1665), e depois
Newton (1643-1727) e Leibniz (1646-1716), iriam utilizar no estudo de
curvas.

O primeiro a utilizar as primeiras letras do alfabeto para
representar constantes e as Ultimas para representar incégnitas, foi



77

Descartes (1596-1650), em 1637. Filésofo e matematico, Descartes
também prop6s a utilizagcdo de um sistema de eixos para a localizacéo
de pontos e representacdo grafica de equagfes. Foi em um de seus
trabalhos que afirmou que uma equagdo em duas variaveis (x e y)
geometricamente representa uma curva e indica a dependéncia entre
guantidades variaveis. Apesar de ter 0 mesmo objetivo de Viéte, o de
resolver problemas de construcdo geométrica, Descartes foi mais longe,
propondo ferramentas algébricas inovadoras com um simbolismo
equivalente ao usado atualmente.

Newton (1642-1727) também contribuiu muito para o estudo de
funcbes ao desenvolver a analise matematica. Em seu trabalho
publicado em 1736, Method of fluxions, os termos fluente e fluxo de
fluente sdo os que hoje chamamos de varidveis dependentes e taxas de
variacdo, respectivamente. Mesmo ndo usando o termo fungdo, Newton
ja considerava a existéncia de uma relagdo entre varidvel dependente e
variavel independente. Segundo Eves (2004), em Method of fluxions,
Newton considerou uma curva como sendo gerada pelo movimento
continuo de um ponto, sendo a abscissa € a ordenada deste ponto,
guantidades variaveis.

Foi Leibniz quem usou primeiro o termo func¢do, praticamente no
mesmo sentido em que é usada atualmente em 1673. Porém nao é ele o
responsdvel pela moderna notagdo para funcdo (BOYER, 2010). O
termo foi utilizado para designar um segmento de reta cujo
comprimento depende da posi¢do que ocupa um certo ponto sobre uma
curva dada. Outros termos que foram introduzidos por Leibniz e até hoje
sdo muito utilizados sdo constante, variavel e parametro (FONSECA,
SANTOS, NUNES, 2013).

Tanto o emprego do termo fungdo em sentido mais préximo do
atual, como também a definicdo das funcBes de uma grandeza variavel,
sdo creditados a Johann Bernoulli (1667-1748). A definicdo de funcéo
no sentido de expressdo analitica foi publicada em 1718 nas Acta
Eruditorum Lipsiae, em que Johann Bernoulli define funcdo de uma
grandeza variavel, de acordo com Youschkevitch (1981° apud
FONSECA, SANTOS, NUNES, 2013, p. 9) como “as quantidades
compostas dessa grandeza varidvel e de constantes”.

8 YOUSCHKEVITCH, A. P. Le concept de fonction jusqu’au milieu du XIXe
siecle. In:Fragments d’historie des Mathématiques. Brochure A.P.M. E. P. n.
41, p.7- 67, 1981.
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Outro nome que contribuiu para o desenvolvimento do conceito
de funcdo foi Leonhard Euler (1707-1783). No trabalho Introductio in
analysin infinitorum, publicado em 1748, Euler definiu uma fungéo de
uma quantidade variavel como sendo “qualquer expressdo analitica
composta formada de alguma maneira por essa quantidade variavel e
com numeros ou quantidades constantes” (BOYER, 1992, p.24). Em
outros escritos, Euler também apresenta a distingdo entre as funcdes
explicitas das implicitas, as algébricas das transcendentes.

Enquanto Euler, em seus trabalhos, se preocupou com detalhes e
liberdade de intuigdo, Joseph Louis Lagrange (1736-1813) se preocupou
com o rigor matematico. Apesar de ndo ter alcancado seu objetivo por
cometer erros em nado atentar para a convergéncia e divergéncia, que se
baseiam na ideia de limite, suas ideias produziram a “primeira teoria de
fungdes de variavel real” (FONSECA, SANTOS, NUNES, 2013, p. 10).
Em suas obras é possivel encontrar a proposta de representacdo de uma
funcdo f(x) por uma série de Taylor, bem como a notacdo f'(x),
(), ... f™(x) para derivadas de 12, 22, ..., n-ésima ordem, muito
utilizada atualmente. Ou seja, foi com os trabalhos de Euler (1707-83) e
Lagrange (1736-1813) que o conceito de funcdo tornou-se o elemento
central do campo semantico do Calculo.

Na busca por uma definicdo mais abrangente e rigorosa do
conceito de funcéo, Lejeune Dirichilet (1805-1859) chegou & seguinte:

Uma variavel é um simbolo que representa um
qualquer dos elementos de um conjunto de
nimeros; se duas variaveis x e y estdo
relacionadas de maneira que, sempre que se
atribui um valor a x, corresponde
automaticamente, por alguma lei ou regra, um
valor a y, entdo se diz que y € uma funcédo
(univoca) de x. A varidvel x, & qual se atribuem
valores a vontade, é chamada varidvel
independente e a varidvel y, cujos valores
dependem dos valores de x, é chamada variavel
dependente. Os valores possiveis que x pode
assumir constituem o campo de definicdo da
funcdo e os valores assumidos por y constituem o
campo dos valores da funcdo (EVES, 2004, p.
661, grifo do autor).

Esta citacdo revela que a definicdo de Dirichilet era muito
préxima das atuais. Porém, foi somente a partir dos estudos de Georg
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Cantor (1845-1918), sobre um conjunto de pontos e apds, com 0
desenvolvimento da teoria de conjuntos, que se tornou possivel definir
uma funcdo em termos de pares ordenados de elementos, néo
necessariamente numéricos (FONSECA, SANTOS, NUNES, 2013).

3.1.2 Func0es: interdependéncia e fluéncia

O desejo do homem de dominar a natureza o levou a observar 0s
fendmenos, suas causas e encadeamento (CARACA, 1951). Os
resultados destas observacgdes formam o que chamamos hoje de Ciéncia
e consiste na formacdo de quadros ordenados e explicativos dos
fendmenos naturais’. Porém, este autor afirma que a realidade que o
homem tenta, hd muito tempo, compreender apresenta duas
caracteristicas que tornam o processo de compreensdo bem dificil. Sdo
elas: a interdependéncia entre todas as coisas, onde 0s compartimentos
da realidade sdo vivos e se comunicam entre si e a fluéncia das coisas,
caracterizada pela permanente evolugdo de todas elas, permitindo que, a
todo 0 momento, se transformem.

Estas duas caracteristicas da realidade trazem para o estudo de
fendmenos naturais uma complexidade que pode ser contornada
mediante a tomada de algumas decisGes com relagdo ao fenébmeno em
estudo. Uma delas é que, sendo impossivel levar em conta todas as
relacdes existentes num fendmeno, é necessario realizar recortes na
realidade, o que Caraca (1951) chama de isolado. Assim, “explicar um
fendmeno, ¢ explicar um isolado” (CARACA, 1951, p. 119).

Diante disso, ao estudar uma variacdo de quantidade, por
exemplo, faz-se necessério, primeiramente definir um evento isolado e,
a partir disso, procurar uma regularidade do fendmeno, chamada de lei
guantitativa. Esta lei, por sua vez, é a forma como a correspondéncia
entre duas ou mais variaveis se realiza. O conceito de funcdo entdo, no
campo da Matematica, surge como instrumento para o estudo das leis
guantitativas. De acordo com Caraca (1951), a definicdo analitica de
funcdo é:

% Caraca (1951, p. 119) traz exemplos de fenémenos naturais: 0 movimento dos
corpos, a vaporizagao da agua sob a acdo do calor, a passagem de uma corrente
elétrica por um condutor, a germinagdo de uma semente, entre outros.
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Sejam x e y duas varidveis representativas de
conjuntos de nimeros; diz-se que y é funcéo de x
e escreve-se y = f(x) se, entre as duas variaveis
existe uma correspondéncia univoca®™ no sentido
x = y. A x chama-se variavel independente, a y,
variavel dependente (p. 129).

Além da definicdo analitica de uma funcéo, este autor aborda a
definicdo geométrica, exposta na figura 7.

Figura 7 - Definigdo geométrica de funcéo.

Wi cvmemmrmma
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Fonte: Caraca (1951, p. 134).

Assim, sendo um sistema de referéncia cartesiano e uma curva
(€) (figura 7) que ndo seja cortada em mais de um ponto por uma
paralela ao eixo Oy, essa curva permite definir uma funcdo y(x) da
seguinte maneira:

Seja P um ponto qualquer da curva e tiremos, por
ele, perpendiculares aos eixos, as quais 0s
encontram nos pontos A e B; sejam a € b 0s
nUmeros reais (relativos) iguais, respectivamente,
as medidas algébricas de 0A e OB. Suponhamos
feita uma construcdo analoga para cada ponto da
curva e facamos corresponder a cada nimero a o
nimero b obtido pela construgdo indicada. Fica
assim definida uma correspondéncia do conjunto
dos aa - variavel x — ao conjunto dos bb —
variavel y — fica, portanto, definida uma funcéo
y(x) (CARACA, 1951, p. 133).

10 Correspondéncia entre dois conjuntos, na qual a cada elemento do primeiro
corresponde um s6 elemento do segundo.
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As ideias de Caraca sobre funcbes clarificam o que Duval
enfatiza em seus estudos, pontuado anteriormente, no capitulo segundo:
a definicdo analitica e a definicdo geométrica ndo sdo excludentes, pelo
contrario, elas se complementam e sdo fundamentais para a
compreensdo de funcgBes e 0 esbogo de curvas. Porém, assim como no
Calculo a nivel superior, o ensino de fungdes no EM e superior, passa
por dificuldades. Estas dificuldades estdo relacionadas com a falta de
uma compreensdo ampla, profunda e significativa do conceito de
funcdo. Apresentamos na préxima segdo pesquisas que abordam
reflexBes, em ambito escolar, sobre o ensino de funcdes.

3.1.3 Pesquisas sobre o ensino de fungbes e o esboco de curvas

A teoria que norteia este trabalho enfatiza que as perspectivas
analitica e geométrica devem ser consideradas no trabalho com funcgoes
também no ambito escolar. Contudo, pesquisas expdem e mobilizam
discussdes a respeito das dificuldades dos estudantes na compreenséo de
funces e de suas representacdes.

Em pesquisa apresentada por Matos Filho e Menezes (2010), por
exemplo, cujo objetivo era identificar os procedimentos utilizados pelos
estudantes do primeiro ano do EM na construcdo e na interpretacdo de
graficos das funcbes polinomiais de primeiro e segundo graus, foi
observado que os estudantes apresentam dificuldades para localizar
pontos no plano cartesiano. Estas dificuldades, de acordo com os
autores, podem refletir nas questdes ligadas a construcdo e a
interpretacdo gréafica e pode ter consequéncias na compreensao de outros
conceitos ligados ao estudo das fungdes, como por exemplo, no estudo
dos zeros da fungdo (MATOS FILHO, MENEZES, 2010).

Neste mesmo trabalho, questdes relacionadas a identificacdo de
variaveis dependentes e independentes de uma funcéo a partir da leitura
grafica, evidenciaram que a observacdo grafica ndo é a estratégia mais
utilizada pelos alunos na resolucdo de questdes. Os autores observaram
gue boa parte do grupo pesquisado procurava justificar a resposta dada a
guestdo atraves de um calculo, necessitando de justificativas algébricas
ou aritméticas na resolucdo dos problemas. Ademais, o esbogo dos
graficos se deu a partir de pontos obtidos em tabelas, o que, segundo
estes autores, na grande maioria das vezes, impede que os alunos
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percebam a transformacdo, 0 movimento e o dinamismo existente nesse
conceito.

Para Rezende (2003, 2007), as dificuldades da aprendizagem de
CDI no ensino superior sdo o reflexo de uma falta de compreenséo de
fungdes e outros elementos no EM. Em sua tese de doutorado
(REZENDE, 2003) o autor afirma que existe um unico lugar-matriz das
dificuldades de aprendizagem de natureza epistemoldgica do ensino de
Calculo: o escondimento ou evitacdo das ideias do Calculo no ensino de
Matematica em sentido amplo, principalmente no que diz respeito ao
ensino bésico.

Diante dessas ideias, Botelho (2005) e Rezende (2007) realizaram
um mapeamento do ensino de funcdes reais no EM, por meio da andlise
de livros didaticos cuja escolha foi feita com base nos critérios:
popularidade; atualidade e qualidade. A pergunta norteadora do
mapeamento foi: “Como os livros didaticos abordam cada um dos
problemas construtores do calculo, isto é, como os livros didaticos
abordam o ensino das funges reais tendo como pano de fundo as ideias
e conceitos inerentes do célculo (variabilidade e processos infinitos e/ou
infinitesimais)?”".

Este mapeamento muito nos interessa, uma vez que, a partir dele
podemos ter uma ideia de como os livros didaticos estdo abordando
fungdes e, mais do que isso, a variabilidade delas. Assim, para 0
mapeamento do problema da variabilidade de funcgdes, foram
consideradas as fungdes polinomiais do primeiro e do segundo graus e
as funcbes exponenciais e logaritmicas, com base em quatro livros do
ensino fundamental (82 série) e seis livros do EM (12 série)™.

Para um entendimento efetivo dos mapas, € importante ressaltar
gue, em cada mapa, 0s tépicos usados para o ensino das fungdes estdo
representados no interior de retangulos coloridos, que estdo interligados
a outros através de linhas ou setas. As setas indicam o caminho utilizado
pelo autor do livro para desenvolver os tdpicos ou introduzir algum
conceito. Associado a isso estd a escolha da escala no sentido que, em
uma escala maior, por exemplo, um topico poderia estar relacionado
com todos 0s outros através de setas, mas como o0 objetivo, no caso
especifico das funcbes reais, € observar se a funcdo foi (e como foi)
caracterizada a partir do seu comportamento variacional, algumas setas
sdo insignificantes. Além disso, outro recurso utilizado foram as
distintas cores (amarelo (&lgebra), rosa (geometria) e azul (célculo)) as
guais auxiliaram na caracterizacdo do tipo de abordagem (se ela é mais

' Os livros utilizados se encontram em Rezende (2007, p. 7).
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algébrica, mais geométrica ou caracteristica do Célculo) predominante
no desenvolvimento de cada topico. Nas figuras 8 e 9, sdo apresentados
mapas da funcdo afim e na figura 10, da funcéo quadratica.

Figura 8 - Mapa da Fungdo Afim (a).
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Fonte: Botelho (2005, p. 31), adaptado por Rezende (2007, p. 8).

Figura 9 - Mapa da Funcédo Afim (b).
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Fonte: Botelho (2005, p. 29), adaptado por Rezende (2007, p. 8).
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Figura 10 - Mapa da Fungdo Quadrética.
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Fonte: Botelho (2005, p. 39), adaptado por Rezende (2007, p. 8).

O mapa da figura 8 apresenta 0 que consta na maioria dos textos
pesquisados em relagdo ao tdpico fungdo afim. Esta funcdo € definida e
caracterizada algebricamente, ap6s sdo estudados os elementos e as
propriedades algébricas da funcdo afim: dominio, imagem, zeros, sinal
da funcdo, injetividade e sobrejetividade e, por fim, o gréfico da funcdo
é eshocado mediante uma tabela de valores e sua representacdo &
caracterizada intuitivamente como uma reta. Apenas dois dos textos
pesquisados fazem referéncia a taxa de variacdo da funcéo afim (veja
mapa de um dos textos na figura 9).

A figura 10 descreve o mapa da funcdo quadratica e representa o
procedimento da quase totalidade dos textos com relagcdo ao tema.
Apenas um dos textos analisados foge a regra e comenta a respeito da
taxa de variacdo deste tipo de funcdo. O assunto é desenvolvido
predominantemente, como no caso da funcdo afim, no &mbito algébrico.
Estudam-se os elementos e as propriedades algébricas e o grafico da
funcdo é elaborado mediante uma tabela de valores. A curva que
descreve o trago do grafico é caracterizada de forma indutiva como uma
paréabola.

Com base nos mapas construidos™ e apresentados em Rezende
(2007) é possivel constatar:

12 Foram apresentados os mapas das funcdes Afim e Quadratica, 0s das fungdes
Exponenciais e Logaritmicas podem ser vistos em: SOUZA SA, S.L. Um
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- a predominancia da abordagem algébrica e estatica do conceito
de funcéo;

- ndo é abordado o crescimento ou decrescimento da funcéo, ou
melhor, o quanto e como cresce/decresce o valor de uma funcdo em
relagdo a sua variavel independente;

- 0s zeros das fungdes sdo encontrados, mas ndo se discute sobre
0s pontos criticos;

- uma funcéo é estabelecida em termos de uma correspondéncia
estatica entre 0s valores das variaveis “x” e “y” e ndo no contexto da
variabilidade;

- 0 gréfico da funcdo é, em geral, esbocado a partir de uma tabela
de valores notaveis;

- a curvatura das curvas que compdem o grafico da funcéo ¢, em
geral, induzida pelo acréscimo de mais pontos;

- a Nogéo de “taxa de variacdo” so foi considerada em dois textos
e, mesmo assim, no caso das funcdes polinomiais;

- a associacdo do estudo de funcBes reais com o estudo de
sequéncias (PA e PG) raramente é feita e, quando é realizada, restringe-
se apenas a resolucéo de situagdes problemas em particular;

- 0s exercicios resolvidos ou sugeridos nos textos ja apresentam a
expressao da funcdo que modelam o problema, ou seja, a fungio “é dada
pronta”, sem 0 aluno ser instigado a descobrir qual é a relagéo funcional
gue modela o problema a partir de dados que quantifiqguem a variacdo de
uma grandeza em relagdo a outra.

Estas constata¢Oes evidenciam, nos livros didaticos, a auséncia de
topicos que analisam o comportamento das funcBes sob o ponto de vista
da variabilidade, levando a crer que o objetivo principal do estudo de
fungdes reais é a aprendizagem de técnicas algébricas de resolucdo de
equac0es e inequacdes polinomiais e exponenciais.

De acordo com Rezende (2007), o cendrio exposto em sua
pesquisa representa, efetivamente, um desvio e uma limitacdo de
natureza epistemolégica do conceito de funcdo. Este autor enfatiza o que
ja nos referimos anteriormente, que se, de acordo com Caraga (1951), o
conceito de funcdo se estabelece como uma ferramenta da Matematica
gue ajuda o homem a entender os processos de fluéncia e de
interdependéncia que sdo intrinsecos as coisas e aos seres do Nosso
Universo, entéo,

Mapeamento do Ensino das Fungdes Exponencial e Logaritmica na Educagéo
Béasica. Monografia de Pds-graducdo. Niter6i: UFF, 2005.
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saber que a variacdo de uma grandeza depende da
variacdo da outra € um aspecto importante no
estudo do conceito de funcdo, mas que se torna
incompleto do ponto de vista epistemoldgico, se
ndo estudamos como ocorre esta variagao, isto &,
se ndo conseguimos dar qualidade e quantificar
este processo de variagdo (REZENDE, 2007, p.
12).

O trecho citado revela a importancia do entendimento de como e
guanto uma funcdo varia. Os trabalhos e ideias apresentados validam as
justificativas desta tese quando reconhecem a importancia de identificar
0 que varia e em funcdo do que varia como primeiro passo para a
compreensdo de fungdes e, no caso deste trabalho, para o esbo¢o de
curvas.

Para os estudantes do EM, aqueles que provavelmente jamais
estudardo derivadas e integrais, a importancia em se desenvolver um
estudo qualitativo e quantitativo da variabilidade das fungdes reais se
encontra nos problemas do cotidiano ou em problemas das ciéncias que
abordam quantidades varidveis, como o tempo, o lucro, a temperatura, o
peso, a populagdo, o preco ou qualquer outra grandeza. Rezende (2007)
também reforca a ideia que, no exercicio da cidadania, ndo adianta
apenas ter conhecimento que “o prego da gasolina vai subir” ou que “as
taxas de juros no varejo cairam” (p.13). Este exercicio envolve também
compreender como e 0 quanto variam as grandezas presentes em
problemas cotidianos. Além disso, este autor complementa que “resgatar
0 estudo da variabilidade das funcfes reais no ensino basico &,
sobretudo, um compromisso com o verdadeiro sentido do conceito de
fungdo” (REZENDE, 2010, p. 6-7).

Nesta perspectiva, como um caminho natural para o estudo das
fungdes reais na educacdo béasica, é preciso estabelecer uma verdadeira
conexdo do conceito de funcdo e sua origem histérica, a partir da
caracterizacdo das fungdes conforme a “maneira que variam”. A seguir,
trazemos citagdes de outros autores que enfatizam a importancia da
compreensdo das taxas de variagao.

Identificar quando a representacdo grafica de uma
funcdo cresce, decresce ou é constante deve ser
uma tarefa trivial para qualquer cidaddo que tenha
concluido a Educacdo Bésica, entretanto, para
perceber o qudo rapido essa representacdo grafica
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cresce ou decresce, ou seja, qualificar seu
crescimento e decrescimento é necessario um
conhecimento minimo da nogdo de taxa de
variagdo (SILVA, 2012, p.3).

No mundo de hoje, ndo basta perceber o
crescimento/decrescimento de uma fungdo, mas
determinar precisamente 0 quanto esta esta
crescendo/decrescendo. [...]. Isso mesmo, com 0
desenvolvimento das relagBes econdmicas e
sociais, tornando-se estas cada vez mais
complexas, faz-se necessario e urgente uma
revisdo e ampliagdo das metas da ‘formagdo
basica para o exercicio pleno da cidadania’
(REZENDE, 2003, p. 33).

A mais fundamental concepg¢do de funcéo é a de
uma relacdo entre magnitudes varidveis. Se isto
ndo é desenvolvido, representacdes com equagdes
e graficos perdem seu significado e se tornam
isoladas umas das outras. [...] Introduzir funcdes
para jovens estudantes pela sua definicdo moderna
elaborada é um erro didatico - uma inverséo anti-
didatica (SIERPINSKA (1988)* apud GIRALDO,
(2004, p. 20)).

Os trabalhos e citacfes apresentados reforcam a relevancia de
refletir sobre o esbogo de curvas no EM partindo da compreensdo das
taxas de variacdo de uma fungdo. Isso, com o objetivo principal de
proporcionar aos estudantes do EM uma efetiva compreensdo de
graficos em qualquer area do conhecimento e uma maior significagdo do
conceito de fungéo.

3.2 DAS NOCOES INFINITESIMAIS AO CALCULO DIFERENCIAL
E INTEGRAL

Afinal, por que incluir o Calculo na discussdo deste trabalho?

B3 SIERPINSKA, A. Epistemological remarks on functions. Proceedings of the
12" Annual Conference of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education, Vesprem, Hungary, 568-575, 1988.
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Primeiramente, porque esta tese suscita reflexdes sobre o calculo
de taxas de variacdo instantaneas de uma funcéo para o esboco de uma
curva a partir da nocdo de infinitésimo, a qual é alicerce da construcéo
do Calculo. Além disso, porque o estudo de funcbes e o esbogo de
curvas perpassam a compreensdo de elementos do Célculo, ndo sendo
possivel desvincular a compreensdo de funcdes da compreensdo de
variabilidade. Essa desvinculagdo, que normalmente ocorre no EM e
superior, é causadora de diversos problemas de compreensdo no ambito
dos dois niveis de ensino.

Nesta secdo, apresentamos um panorama da construcdo histérica
de conceitos do Célculo, no sentido de compreender os percal¢os na
caminhada pelo entendimento do movimento, proporcionando maior
compreensdo do desenvolvimento do pensamento infinitesimal.

3.2.1 Um pouco da historia da ciéncia

O final do século XVII é considerado o marco de invencdo do
CDI com os resultados de pesquisas de Isaac Newton e Gottfried
Wilhem Leibniz. Porém, as sementes destas descobertas foram lancadas
muito antes, ainda na Grécia do século V a.C.. A invencdo do Calculo
foi tdo significativa para a Matematica que a possibilitou, de acordo com
Eves (2004) passar para “um plano superior e a histéria da matematica
elementar essencialmente terminou” (p. 417).

A ordem do desenvolvimento histérico do Calculo, porém, é
contréria a dos textos e cursos basicos sobre o assunto. Primeiro surgiu a
ideia de integracdo, originada de processos somatorios relacionados ao
célculo de areas, volumes e comprimentos e muito tempo depois é que o
calculo diferencial foi inventado como resultado de problemas de retas
tangentes a curvas e de maximos e minimos. Somente mais tarde ainda é
que a integracdo e a diferenciacdo foram relacionadas como operacfes
inversas. Nesse processo de construgdo, muitos foram os percalgos.

As atividades humanas exigem conhecimentos completos de tudo
gue as envolve, por isso, além de conhecer os fendmenos, €
imprescindivel compreendé-los de todas as formas possiveis, suas
razdes e ligagbes com outros fendmenos. Corroborando Caraga (1951),
“a inteligibilidade do universo, considerando o termo universo no seu
significado mais geral — mundo césmico e mundo social — é, por
consequéncia, uma condigdo necessaria da vida humana” (p. 64). Desta
forma, desde ha muito tempo, 0 homem realiza esforcos neste sentido.
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A teoria da ciéncia se dedica a inteligibilidade do universo ha
milénios e os esbocos cientificos sobre isto surgiram a partir de
observagOes da natureza e esforgos de reflexdo por parte do homem em
momentos especificos, cujas condigdes possibilitaram ao homem viver e
pensar sobre as coisas. Estes momentos sé apareceram pela primeira vez
na histéria humana nas coldnias gregas entre os séculos VIl e VI a.C.,
com o surgimento do comércio e da necessidade de viajar e ter contatos
com outros povos. Duas foram as questfes fundamentais como ponto de
partida para a producdo cientifica de um modo geral e, mais
especificamente, do Célculo:

12 - A natureza apresenta-nos diversidade,
pluralidade: de aspectos, formas, propriedades,
etc. Existe, no entanto, para além dessa
diversidade aparente, um principio Unico, ao qual
tudo se reduza?

28 — Qual é a estrutura do Universo? Como foi
criado? Como se movem 0s astros e por qué?
(CARACA, 1951, p. 65)

Para a primeira pergunta, varias foram as tentativas de respostas
de distintos povos e, dentre elas, a da escola pitagdrica, fundada por
Pitdgoras de Samos, fildsofo que viveu entre 580 e 504 a.C., creditou o
motivo essencial da explicacdo racional das coisas no nimero e na
harmonia. Segundo esta escola, “todas as coisas tém um ntamero e nada
se pode compreender sem ele” (CARACA, 1951, p. 69). Para os
filésofos desta escola, a compreensdo do universo consistia no
estabelecimento de relagdes entre ndmeros, de leis matematicas —
ordenacdo matematica do Cosmos, as quais traduzem a harmonia
universal. Para legitimar sua teoria, 0s pitagdricos apresentaram diversas
justificativas, entre elas, o conhecido teorema de Pitdgoras da
Geometria.

Contudo, da afirmacdo da existéncia de uma ordenacdo
matematica do Cosmos fez-se outra afirmacdo, grave e dificil de
verificar: as coisas sdo numeros, e, para comprovar essa ideia, 0s
pitagéricos procuraram uma estrutura da matéria idéntica & estrutura
numeérica, o que resultou na afirmacdo de que:

a matéria era formada por corpusculos césmicos,
de extensdo ndo nula, embora pequena, 0s quais,
reunidos em certa quantidade e ordem, produziam
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0s corpos; cada um de tais corpisculos — ménadas
— era assimilado a unidade numérica e, assim, 0s
corpos se formavam por quantidade e arranjo de
mdnadas como o0s numeros se formavam por
quantidade e arranjo de unidades (CARACA,
1951, p. 72-73, grifos do autor).

A afirmacdo da citacdo, baseada numa noc¢do primitiva de
infinitésimos, porém, foi considerada a esséncia do lado negativo das
ideias pitagdricas uma vez que, quando a realidade ndo se mostrava de
acordo com as propriedades numéricas, eram realizadas tor¢des
forcadas. Ou seja, o lado negativo das respostas pitagéricas é formado
por tudo que se atribui aos numeros fora da sua propriedade
fundamental de traduzir relagdes de quantidade (CARACA, 1951).

Além disso, o lado positivo das ideias desta escola, representado
pelo teorema de Pitagoras, foi utilizado por alguns pensadores para
desmentir as conjecturas desta mesma escola. Através de tentativas de
encontrar a razdo dos comprimentos de dois segmentos de retas, mais
precisamente da hipotenusa e de um cateto do tridngulo retangulo, se
comprovou a incomensurabilidade de segmentos™ e, assim, colocou-se
por terra a teoria das ménadas. Isto, pois, uma vez que,

a ser ela verdadeira, a recta, como toda a figura
geomeétrica, seria formada por mdnadas postas ao
lado umas das outras e, entdo, ao procurar a parte
aliquota comum a dois segmentos, ela encontrar-
se-ia sempre, quanto mais ndo fosse quando se
chegasse, por subdivisBes sucessivas, as
dimensdes da ménada — se um segmento tivesse
m, outro n vezes o comprimento da mdénada, a
razdo dos comprimentos seria m/n. (CARACA,
1951, p. 74)

Nesse periodo histérico, questdes relacionadas com a divisdo de
grandezas impulsionaram a criacdo de escolas preocupadas com o
seguinte raciocinio: “E valido admitir-se que uma grandeza pode ser
subdividida indefinidamente ou que é formada de um nimero muito
grande de partes atdmicas indivisiveis?” (EVES, 2004, p. 417).

Para tentar responder a esta questdo e fugir de impasses, uma
possibilidade foi considerar o ndmero de modnadas que formam o

' Para aprofundar a compreensao, ver Caraca (1951), capitulo I11.
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segmento de reta como infinito (considerado primeiramente como um
nimero muito grande e ndo como o infinito moderno). Além desta,
outras conjecturas vindas da escola eleatica, apontaram problemas
importantes para a histéria da filosofia e da ciéncia. Em 450 a.C., o
filésofo Zendo de Eléia, um dos mais criticos das ideias pitagoricas
relacionadas as moénadas, evidenciou dificuldades I6gicas contidas nesta
questio através de seus paradoxos”, 0s quais tiveram grande
importdncia no desenvolvimento da Matemética por evidenciar a
primeira grande crise da Historia da Matemética no século V a.C.. Sua
critica tinha como objetivo principal “mostrar que a teoria pitagérica das
monadas, que aspirava ser a matriz duma interpretacdo geral do universo
era inadequada a tal fim e era uma fonte de incapacidades e
contradi¢des” (CARACA, 1951, p. 213).

Todas essas ideias e contradicbes de alguma forma estavam
relacionadas com o entendimento do movimento e, sobre isto, Zendo era
enfatico ao afirmar que “ndo se trata de saber se ha ou ndo ha
movimento no mundo, mas de saber se ele é compreensivel, isto &,
compativel com a explicagdo racional que damos do Universo”
(CARACA, 1951, p. 78). Os argumentos utilizados por Zendo
proporcionaram uma analise sobre as dificuldades do fendmeno da
incomensurabilidade que envolve o infinito e os infinitésimos
(movimento) e provaram primeiro que a afirmagdo da Escola Pitagérica
de que todas as coisas tem um nimero (organizacdo matematica do
Cosmos), era inconsistente em face da teoria das mdnadas e que esta ndo
fornecia base suficiente para a compreensdo do movimento.

Desses argumentos, resulta que, sendo 0 movimento, uma
sucessdo de estados de um movel, ele também era incompreensivel,
sendo esta sucessdo finita ou infinita. E, assim, Zendo ficou marcado na
histéria da Ciéncia, a0 mostrar que 0 movimento ndo pode ser
compreendido como uma sucessao de estados particulares, uma vez que,
ao ser considerado desta forma, equivale aborda-lo pelo método estatico,
0 que é incompreensivel e paradoxal. Ou seja, no cenario cientifico
construido até entdo, as ideias relacionadas aos infinitésimos, as quais,
mesmo que de forma implicita, estavam relacionadas a ideia de
“continuo” nos problemas sobre o movimento, foram colocadas por
terra pela escola eleatica, a partir dos argumentos de Zendo.

> Um maior entendimento dos paradoxos de Zen&o se encontra em Eves (2004,
p. 418) e Caraca (1951, p.78-79).
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Nesse momento da histéria da ciéncia e da crise da compreensao
do movimento, ou se renunciava a compreensdo do movimento, ou se
procurava obter uma teoria quantitativa, da qual resultassem métodos de
calculo que permitissem fazer previsdes (CARACA, 1951). Vérias
foram as tentativas neste sentido.

Em 370 a.C., em uma destas tentativas de resposta aos paradoxos
de Zendo, os infinitésimos ressurgiram no método da exaustdo,
creditado a Eudoxo, como forma de resolver questdes relacionadas ao
célculo de area, volume e comprimento de arcos. Este método

admite que uma grandeza possa ser subdividida
indefinidamente e sua base é a proposicéo: Se de
uma grandeza qualquer subtrai-se uma parte ndo
menor que sua metade, do restante subtrai-se
também uma parte ndo menor que sua metade, e
assim por diante, se chegara por fim a uma
grandeza  menor  que  qualquer  outra
predeterminada da mesma espécie (EVES, 2004,
p. 419, grifo do autor).

O método apresentado na citagdo foi muito utilizado por
Arquimedes, um século depois de Eudoxo, em sua obra O método,
considerado uma antecipacdo das ideias de limites, diferenciais e
integrais, que seriam desenvolvidas no final do século XVII
(CARVALHO, D’OTTAVIANO, 2006).

Contudo, apo6s tantas criticas e tentativas de resolver os impasses
relacionados ao movimento e, devido a aspectos relacionados as novas
atividades do homem da Grécia Antiga, em que o foco do pensamento
se voltou aos interesses do imperialismo de Atenas, os problemas
anteriormente levantados continuaram a ser debatidos, porém, ndo
foram solucionados e, neste aspecto, ocorreu uma hibernagéo por longos
anos das ideias relacionadas ao movimento, devido as incoeréncias da
noc¢do de infinitésimo. Durante este tempo, ocorreu uma cristalizacdo de
ideias relacionadas & critica de Zendo: a incapacidade numérica para
resolver os problemas da incomensurabilidade, a exclusdo do conceito
guantitativo de infinito e o abandono das concep¢des dindmicas
(movimento).

3.2.1.1 Séculos XVI1 e XVII

Apos a crise sobre a compreensdo do movimento, a “mentalidade
grega encerrou-se numa atitude finitista” (CARACA, 1951, p. 216),
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numa concep¢do de universo “finito, geocéntrico, formado por uma
sucessdo de esferas centradas na Terra, esferas nas quais todos 0s astros
se deslocavam em movimentos circulares” (CARACA, 1951, p. 216), a
qual perdurou por longo tempo. O ano de 1453 é considerado o inicio da
ciéncia moderna pela obra de Copérnico (1473-1543) sobre o
movimento dos corpos celestes. Porém, suas ideias heliocéntricas de
universo ndo foram consideradas de imediato, sendo levadas a sério
somente no século seguinte com as descobertas de Galileu. Esta
desconsideracdo ocorreu devido ao fato de que o sistema geocéntrico
parece, inclusive ainda hoje, mais natural para explicar as observacdes
gue fazemos do nascer e do por do sol diariamente.

Como cada época tem seus problemas dominantes, a partir do
século XVI, um dos problemas que tornou necessario pensar na criagdo
de uma teoria quantitativa para 0 movimento, esta relacionado com o
estudo dos movimentos dos astros, com fins de navegacéo. Problemas
relacionados ao movimento foram, entdo, retomados.

Foi Johannes Kepler quem comprovou, contrariamente a essa
ideia geocéntrica de mundo, em 1609, a sua 12 Lei, na qual afirma que
as Orbitas planetarias sdo elipses das quais o Sol ocupa um dos focos.
Assim, o circulo deixa de fazer parte da concepcdo de universo e
diversas dividas voltam a assolar os pensadores da época,
principalmente relacionadas a causa fisica do movimento.

Para refletir sobre essas duvidas, tiveram que ser deixados de
lado diversos preconceitos que pudessem supor a explicacdo da natureza
intima do movimento dentro de quadros racionais prefixados
(CARACA, 1951). Assim, ainda como forma de resolver a questdo
levantada por Zendo séculos antes, sobre a natureza do movimento, foi
necessario compreender que ndo € possivel tomar cada ponto isolado
dos outros. O entendimento do que se passa em cada instante perpassa a
“interdependéncia com o que se passa em instantes e pontos que o
precedem e seguem” (CARACA, 1951, p. 218), sendo que entre dois
pontos ha uma infinidade de possibilidades que fazem parte da
interdependéncia. Ou seja, existe uma infinidade de estados possiveis
entre dois estados quaisquer.

A partir deste entendimento, para desenvolver um raciocinio que
permitisse a compreensdo do movimento, nao era possivel trabalhar com
nimeros, mas deveria ser possivel representar qualquer dos nimeros,
surgindo assim, o instrumento matematico: varidvel (CARACA, 1951).
Esta variavel deveria ter no seu dominio nimeros arbitrariamente
pequenos em modulo. Assim surgiu, de forma explicita, o conceito de
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infinitésimo. A ideia de infinitésimo, como uma grandeza muito préxima
de zero, de forma que as vezes pode ser desprezada; mas a0 mesmo
tempo, diferente de zero, de forma que podemos dividir por ela mesma
qguando for conveniente, era a grande contradicdo relacionada a este
conceito e que s6 foi solucionada um século e meio depois, com o
surgimento do conceito de limite.

Um dos primeiros europeus a desenvolver ideias relativas aos
infinitésimos foi Johannes Kepler, com objetivo de calcular &reas
envolvidas em sua segunda lei do movimento planetario e volumes
envolvidos em seu trabalho sobre a capacidade de barris de vinho
(EVES, 2004). Contudo, estes nimeros indefinidamente pequenos, os
infinitésimos'®, continuaram sendo foco de questdes conflitantes dos
dominios da Matematica, da Fisica, da Logica e da Filosofia, devido as
aparentes inconsisténcias e contradi¢des da concepcdo de magnitudes
infinitesimais e de  magnitudes infinitas (CARVALHO,
D’OTTAVIANO, 2006).

Ainda assim, os infinitésimos integraram a Matematica mais
efetivamente nos trabalhos de Kepler (1571-1630), Galileu Galilei
(1564-1642) e Evangelista Torricelli (1608-1647), os quais aplicaram o
método infinitesimal & Fisica e & Matematica. Galileu utilizou as
propriedades dos infinitésimos no estudo de problemas da mecéanica e da
dinamica, sugerindo a “existéncia de objetos compostos por particulas
mindsculas de dimensGes infinitesimais, unidas entre si por uma
infinidade de pequenos vazios” (CARVALHO, D’OTTAVIANO, 2006,
p. 17, grifo dos autores). Galileu também foi o pioneiro na utilizacéo do
termo indivisivel, que mais tarde foi usado por Cavalieri (1598-1647).
Este, por sua vez, utilizou o método da exaustdo mesclado com o
método infinitesimal de Kepler para o célculo geométrico de areas e
volumes. Sua obra foi esclarecida, tempos depois, por Torricelli que, em
1644, apresentou o0s conceitos de derivada e integral (CARVALHO,
D’OTTAVIANO, 2006).

A diferenciacdo teve origem em problemas de retas tangentes e
de maximos e minimos de fungdes. Os primeiros sinais do método
diferencial se encontram nas ideias de Fermat, em 1629, o qual utilizou
a ideia de Kepler sobre os incrementos infinitesimais nas vizinhangas de
um ponto de maximo ou de minimo (EVES, 2004).

Até esse momento da histdria, o desenvolvimento do Célculo j&
havia avancado de forma considervel e ainda era embasado na nocéo,
mesmo que inconsistente, de infinitésimos. Muitas integraces tinham

'® Uma definigdo mais detalhada pode ser encontrada em Caraga (1951, p. 219).
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sido feitas e o processo de diferenciacdo havia aflorado, possibilitando a
construcdo de inimeras retas tangentes. Além disso, a ideia de limite
também ja havia sido concebida. O que faltava era a “criagdo de um
simbolismo geral com um conjunto sistematico de regras analiticas
formais” (EVES, 2004, p. 435). E foi neste aspecto que Newton e
Leibniz, trabalhando independentes, deram sua contribuig&o.

3.2.1.2 Newton (1642-1726)

Isaac Newton nasceu na regido leste da Inglaterra e seus estudos
se apoiaram em obras de Euclides, Kepler, Viéete, Wallis, Galileu,
Fermat, Huygens, entre outros. Suas primeiras descobertas, em 1665,
estavam relacionadas a representar fungdes por meio de séries infinitas e
ao calculo de taxas de variacdo (fluxo) de quantidades variaveis
continuamente (fluentes). Combinando esses dois problemas, Newton
criou seu Célculo - Método dos Fluxos (BOYER, 2010).

Entre os anos de 1665 e 1666, Newton fez suas principais
descobertas: o teorema binomial, o Calculo (método dos fluxos), a lei da
gravitacdo e a natureza das cores (BOYER, 2010). Porém, ataques as
primeiras publicacBes de Newton sobre a teoria das cores fizeram com
gue suas descobertas no campo do Calculo fossem divulgadas somente
muito mais tarde. Este fato teve desdobramentos importantes na histdria
da Matemaética, principalmente com relacdo & polémica que envolveria
Leibniz, tempos mais tarde, sobre a prioridade de criagdo do Calculo
(EVES, 2004).

Uma das publicacdes de Newton, o Method of Fluxions'’
(Método dos Fluxos), escrito em 1671 e publicado somente em 1736,
baseava-se na ideia de que uma curva era gerada pelo movimento
continuo de um ponto. Nela, Newton demonstrava preocupagdo com
dois aspectos relacionados a fluentes e fluxos: um envolvendo
diferenciacdo, ao estabelecer relagcdes envolvendo os fluentes e seus
fluxos a partir de uma relagdo entre fluentes e outro relacionado a
encontrar uma relagdo entre os fluentes conhecendo uma relagéo entre
alguns fluentes e seus fluxos, ou seja, 0 problema inverso que equivale a
resolver uma equacdo diferencial.

Neste trabalho, Newton utilizou as quantidades infinitesimais
trabalhadas cinematicamente de “tal modo que as variacdes
infinitesimais da varidvel tempo tornam-se parte do processo que gera
magnitudes geométricas” (CARVALHO, D’OTTAVIANO, 2006, p.

" Detalhes do Método dos Fluxos em Eves (2004, p. 439).
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19). Ou seja, Newton tentou dar consisténcia logica e formal ao seu
calculo infinitesimal a partir de intuicbes geométricas conjugadas com
elementos algébricos e com o objetivo de possibilitar um suporte
matematico a construcdo de um sistema natural baseado em leis naturais
universais (CARVALHO, D’OTTAVIANO, 2006). Para tanto utilizou e
aperfeicoou o conceito cinematico de infinitésimos desenvolvido por
Barrow e Fermat, chamado de momentary increments (momentos).
Porém, por se tratarem de quantidades ao mesmo tempo ndo finitas e
ndo nulas, ndo conseguiu evitar as inconsisténcias, o que confirmam
Carvalho e D’Ottaviano (2006) quando afirmam que

é possivel que Newton tenha tido a intuicdo
incompleta das propriedades da moderna teoria de
limites, suficientes, porém, de seu ponto de vista,
para permitir que operasse com a divisdo por
“momentos”, desconsiderando-0s na sequéncia
dos célculos, como se fossem nulos. Tendo assim
procedido sem maiores explicacdes, sujeitou-se as
criticas daqueles que consideraram ter ocorrido,
nos referidos calculos, de alguma forma, a divisdo
por zero (p. 18-19).

3.2.1.3 Leibniz — (1646-1716)

Considerado o grande rival de Newton na invencdo do Célculo,
Gottfried Leibniz nasceu na Alemanha e iniciou seus estudos ainda
muito jovem sendo que com 12 anos de idade ja dominava todo o
conhecimento da época sobre Matematica, Filosofia, Teologia e Leis.
Alias, foi o aprofundamento deste Ultimo que permitiu que Leibniz se
engajasse no servico diplomatico, o qual Ihe proporcionou tempo para se
dedicar aos seus estudos prediletos, relacionados a Matematica. Em
1672, em missdo diplomatica em Paris, Leibniz conheceu Huygens, com
guem teve aulas de Matematica. Em 1673, em uma missdo politica a
Londres, tornou-se membro da Royal Society, mesmo ainda iniciando
seu aprofundamento na Matematica. Segundo Boyer (2010) foi entre
esta e a visita a Londres, em 1676, que seu calculo diferencial tomou
forma. Foi nesta época que Leibniz descobrira o teorema fundamental
do célculo, chegando a mesma conclusdo que Newton chegara varios
anos antes: como sendo um método importante pela sua generalidade.
Além disso, desenvolveu notagdes sobre o assunto e estabeleceu muitas
férmulas de diferenciacdo (EVES, 2004), sempre com uma percepcao
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acentuada da importancia das notagBes como ajuda ao pensamento
(BOYER, 2010).

Leibniz, assim como Newton, tentou encontrar um modo de
quantificar fenbmenos que variam uniformemente com o tempo, porém
seus objetivos eram outros. A posicdo de Leibniz sobre a composicao do
continuum geométrico, ou da reta, era a mesma de Aristoteles. Segundo
Carvalho e D’Ottaviano (2006) 0 continuum geométrico para Leibniz,

Trata-se de uma entidade que ndo pode ser
resultante da composicdo de pontos, meros
constituintes das extremidades de segmentos. E
como extensdo possivel de segmentos, ndo pode
ser, ela propria, considerada uma “u-nidade”.
Mais que isso, 0 continuum geométrico €
considerado por Leibniz uma entidade “ideal”, em
razdo de suas propriedades aparentemente
contraditérias ou inconsistentes. [...] lgualmente
caracterizadas por propriedades “inconsistentes”,
do ponto de vista da logica cléassica, sdo as
magnitudes infinitesimais associadas ao espago e
ao tempo. Leibniz atribui a matéria, em
contrapartida, um carater “discreto”, e define suas
unidades constituintes como as ménadas — 0s
atomos da matematica (p. 20-21).

Sua primeira exposi¢do foi a publicacdo do trabalho intitulado
Nova methodus pro maximus et minimis, itemque tangentibus, quae nec
fractas nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis
calculi genus em 1684, onde Leibniz formaliza o calculo diferencial e
expde as formulas para produtos, quocientes e poténcias com aplicagdes
geométricas. Nesta obra, Leibniz utiliza os infinitésimos como
“instrumentos uteis”, embora “ficcionais” e introduz, sob a notagdo dx,
a nogdo de diferencial para designar uma “quantidade infinitamente
pequena” de uma variavel x. Além disso, as diferenciais sdo tratadas
como segmentos, dos quais sdo obtidos os quocientes diferenciais Z—z,
sendo a nomenclatura utilizada distinta da de Newton, mas com

conceitos correspondentes (CARVALHO; D’OTTAVIANO, 2006).

Em outro trabalho de Leibniz, intitulado Nova methodus, sdo
obtidas e apresentadas férmulas como d(xy) = xdy + ydx e d (i) =
ydxy;zxdy, utilizadas atualmente. Nessas obtengdes, “o0S termos como
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dxdy sdo “negligenciados” por serem infinitesimais — uma falta de rigor
da qual Leibniz ndo seria poupado, mesmo ndo interferindo na correcdo
do resultado final” (CARVALHO; D’OTTAVIANO, 2006, p.21).
Leibniz foi o primeiro a utilizar o [ alongado como simbolo da integral
indicando uma soma de indivisiveis, em 1675. A partir dai, escreveu
simbolos de diferenciais e derivadas que utilizamos até hoje em livros
sobre 0 assunto.

3.2.1.4 O fim temporario dos infinitésimos na Matematica

As concepgBes de infinitésimos que Newton e Leibniz
introduziram sdo distintas. Para Leibniz estdo fortemente associados
com a ldgica e a metafisica, enquanto que para Newton sdo fortemente
motivadas pela fisica e fenbmenos naturais (CARVALHO;
D’OTTAVIANO, 2006). Desde as descobertas destes dois
pesquisadores, o Calculo vem se constituindo pela luta entre
justificacdes diferentes: “uma justificagdo no campo semantico continuo
geométrico, centrada na nocdo de infinitésimo, e outra no campo
semantico discreto-numérico, centrada na nogéo de limite” (BALDINO,
1995, p. 8). Na época de Leibniz era a ideia de infinitésimos que
predominava. Sendo dx um acréscimo infinitesimal a x do qual resulta
um acréscimo infinitesimal, dy, a y. O quociente desses infinitésimos,
era a taxa de variagdo instantanea de y.

Contudo, ainda faltava uma explicagdo sdlida e consistente do
conceito de infinitésimos. Sem isso, suas inconsisténcias fizeram com
que, em fins do século passado, a concepcdo discreta-numérica
comegasse a levar vantagem no debate matematico, ocasionando, a
utilizacdo da construcdo rigorosa e formal, via limites, para a
compreensdo do calculo. A formalizacdo dos infinitésimos viria muito
tempo depois.

Um dos criticos mais notérios do calculo infinitesimal foi George
Berkeley (1685-1753). Em The analyst, de 1734, ele concentra
discussbes profundas sobre as inconsisténcias do método infinitesimal.
Contudo, assim como vérias foram as criticas, varios também foram os
divulgadores do céalculo infinitesimal. Entre eles, os irmdos Jacques
Bernoulli (1654-1705) e Jean Bernoulli (1667-1748) e o Marqués
Guillaume F. A. de I’Hospital (1661-1704). Este Gltimo publicou, em
1696, seu primeiro livro sobre o calculo infinitesimal onde, segundo
Carvalho ¢ D’Ottaviano (2006) ¢ “dado o melhor tratamento, até entéo,
ao carater inconsistente das quantidades infinitesimais™ (p. 23). Alguns
postulados contidos na obra e citadas por estes autores (2006, p. 23) sdo:
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* Pode-se tomar, indiferentemente, qualquer uma de duas
guantidades que diferem entre si por uma quantidade infinitamente
pequena.

« Uma linha curva pode ser considerada como uma colecdo de
infinitos segmentos, todos de comprimento infinitesimal, ou seja, pode
ser aproximada por uma linha poligonal com quantidade infinita de
lados, todos de comprimento infinitesimal.

Contudo, nem todo esfor¢co de Newton e Leibniz no tratamento
formal dos infinitésimos e os avan¢os obtidos com a obra de L’Hospital
foram suficientes para garantir a adequagéo dos infinitésimos como base
segura para a construcdo do Célculo. Diversas foram as discussdes que
vieram posteriormente e 0s debates se estenderam até 1706, terminando
apenas apds uma acdo conciliatéria de uma comissdo, especialmente
criada pela Academia de Paris para tal fim. Nesta acdo, considerou-se
gue ndo fora apresentada uma justificativa rigorosa para existéncia dos
infinitésimos (CARVALHO; D’OTTAVIANO, 2006).

Foi neste cenario, com a teoria de limites despontando no
horizonte e os infinitésimos sendo banidos da Matematica que Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857) fez uma das Gltimas tentativas para legitimar
0 Célculo via infinitésimos, considerando-os ndo mais como varidveis
tendendo a um limite, mas como quantidades fixas. No entanto, esta foi
mais uma tentativa infrutifera e Cauchy passou a focar seus trabalhos no
desenvolvimento da teoria de limites, introduzindo resultados que,
segundo Carvalho e D’Ottaviano (2006), o tornaram um dos mais
importantes precursores do CDI moderno.

Além de Cauchy, Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-
1897) também deu sua contribuicdo na definicdo de contornos do CDI,
sanando problemas remanescentes dos trabalhos de Cauchy. A
definicdo rigorosa de limite através dos épsilons e deltas, e as
correspondentes defini¢des de continuidade, diferenciabilidade e outras
nogdes afins sdo creditadas a Weierstrass.

A partir deste periodo, os infinitésimos foram banidos das
producdes matematicas, permanecendo nos ftrabalhos de fisicos,
engenheiros, matematicos aplicados e cientistas tecnoldgicos, nos quais
0 rigor matemético era irrelevante. Foi e é ainda importante ferramenta
para a criacdo e o estudo de novos modelos matematicos, onde o rigor
matematico € bem menos necessério e importante (fisicos e
engenheiros) (REZENDE, 2003). Na Matemdtica, porém, a
compreensdo do Calculo ficou embasada apenas no rigor e formalizacdo
via limites.
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3.2.1.5 O retorno dos infinitésimos na Matematica

O retorno dos infinitésimos na Matematica acontece com a
apresentacdo de uma nova teoria para a analise matematica por Abraham
Robinson (1918-1974), baseada nos infinitésimos e com o uso da teoria
de modelos. Um esboco desta teoria foi apresentado em 1960 em um
semindrio realizado na Universidade de Princeton, Estados Unidos, e
depois, em janeiro de 1961, no encontro anual da Association for
Symbolic Logic, quando €, entdo, publicada nos Proceedings of the
Royal Academy of Sciences of Amsterdam (ver Robinson (1961)), sob o
titulo Non-Standard Analysis. Apds, em 1966, esta publicacdo foi
editada como livro e sua segunda edic¢do revisada por Robinson langada
em 1974, versdo que é reeditada em 1996 (ver Robinson (1996)). De
acordo com Carvalho e D’Ottaviano (2006), o tratamento dispensado
neste trabalho por Robinson as quantidades infinitesimais reflete de
forma precisa, segundo Stroyan e Luxemburg (1976), as ideias originais
de Leibniz. Neste trabalho, Robinson

estabelece um modelo ndo-standard de ordem
superior para a aritmética e um modelo nao-
standard para a analise, 0s quais preservam suas
operagdes e propriedades usuais. O primeiro
baseia-se numa extensdo nao standard do conjunto
N dos nimeros naturais, denotada por *N, cujos
elementos, que incluem ndmeros naturais
infinitos, sdo chamados nimeros hipernaturais. O
segundo baseia-se numa extensdo do conjunto R
dos nameros reais, denotada por *R, que inclui
ndmeros reais infinitos e infinitésimos,
denominados nimeros hiper-reais (CARVALHO,
D’OTTAVIANO, 20086, p. 24-25).

Na perspectiva desta nova teoria'®, o célculo infinitesimal
pressupde, como estrutura basica, os nimeros hiper-reais, *R, 0s quais
sdo constituidos pelos reais, R, acrescido dos infinitésimos (e € *RR,
cujo médulo é menor que todos os reais positivos), dos infinitos
(2 €*R, cujo mddulo é maior que todos os reais positivos) e das
ménadas. Sendo que a “ménada de um x € R é constituida por todos os

'8 Aprofundamento sobre esta teoria pode ser encontrado em Keisler (1986) e
Pinto (2000).



101

y € *R que estdo infinitamente proximos de x, ou seja, pelos y tais que
y — x ¢ infinitésimo” (BALDINO, 1995, p.11).

O panorama histdrico a respeito da nocdo de infinitésimo
demonstra o carater ndo linear da ciéncia, enquanto construcdo humana
permeada de percalcos e retrocessos. O pensamento infinitesimal fez
parte de todo o processo de construcdo de conceitos do Calculo, mas as
inconsisténcias relacionadas a ele fizeram com que fosse criada a
estrutura via limites, formal e rigorosa. Atualmente, na Matematica, os
infinitésimos sdo legitimados pela Andlise Ndo-Standard, a qual Ihe d&
consisténcia, possibilitando assim, enquanto noc¢do intuitiva, tirar
conclusdes importantes sobre a variabilidade de fung¢bes no ambito do
EM.

Além destes apontamentos sobre o panorama historico, é
importante observar como estdo acontecendo o ensino e a aprendizagem
da disciplina de CDI, que atualmente ocorre somente em cursos
superiores. Estas observacdes ddo suporte e evidenciam elementos
importantes para construcdo do trabalho desta tese.

3.2.2 Ensino e aprendizagem de CDI: dificuldades e possibilidades

O estudo das taxas de variacdo de funcdes é realizado
profundamente e amplamente no ensino superior, nas disciplinas de
CDI, presentes em diversos cursos. O CDI enquanto disciplina, se
dedica, entre outras coisas, ao estudo de taxas de variacdo de grandezas
(inclinacdo de uma reta) e de acumulagdo de quantidades (area debaixo
de uma curva ou ovolumede um solido). Estas compreensdes
permeiam diversas areas da atividade humana.

Contudo, os processos de ensino e aprendizagem destas
disciplinas passam por dificuldades. A quantidade de reprovacdes é
preocupante e as desisténcias e evasfes sdo as consequéncias imediatas.
Este cenario faz parte da rotina dos professores desta disciplina e é
estudado por Rezende (2003) e Barufi (1999), que, em suas teses de
doutorado, revelam dados alarmantes com relacdo aos indices de
reprovacao nas disciplinas de CDI na Universidade de S&o Paulo e na
Universidade Federal Fluminense. Na Universidade Federal da Fronteira
Sul - UFFS™, campus Erechim, RS, os dados se assemelham aos

9 Universidade em que a autora trabalha hé sete anos e ministra disciplinas de
CDI nos cursos de Agronomia e Engenharia Ambiental e Sanitéaria.
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evidenciados nos trabalhos de Rezende (2003) e Barufi (1999). As
tabelas 1 e 2 apresentam esta situacdo para os cursos de Engenharia
ambiental e Sanitaria e de Agronomia da UFFS, campus de Erechim, de
2011 a 2016.

Tabela 1 - Matriculas e reprovaces em CDI1 - Engenharia Ambiental e
Sanitéria.

Ano/Semestre | Matriculas | Reprovacdes | Reprovacdo

(%)
2011/1 30 14 46,7
2012/1 41 13 31,7
2013/1 41 20 48,8
2014/1 51 28 54,9
2015/1 53 8 15,1
2016/1 33 12 36,4
2016/2 39 15 38,5

Fonte: Secretaria académica da UFFS, campus de Erechim, RS (Jul/2017).

Tabela 2 - Matriculas e reprovagdes em CDI1 - Agronomia.

Ano/Semestre | Matriculas | Reprovagdes | Reprovacdo

(%)
2011/1 27 12 44,4
2011/2 33 17 51,5
2012/2 37 16 43,2
2013/2 52 27 51,9
2014/2 44 16 36,4
2015/2 51 35 68,6
2015/2* 46 20 43,5
2016/2 48 22 45,8

*Turma especial de Célculo 1.
Fonte: Secretaria académica da UFFS, campus de Erechim, RS (Jul/2017).

No curso de Engenharia Ambiental e Sanitaria da UFFS de
Erechim, de 2011 a 2016, a média de reprovagdes foi de 38,9% e no
curso de Agronomia de 48,2%. Infelizmente, este cenario de
reprovacgdes reflete as dificuldades pelas quais passa 0 ensino e a
aprendizagem desta disciplina, sendo motivo de frustracbes para
estudantes e professores e causa de elevada evasao, apesar das inimeras
pesquisas e acles realizadas nas universidades com o propoésito de
melhorias no ensino e aprendizagem.

3.2.2.1 Quais os motivos de tantas dificuldades de aprendizagem em
CDI?

As razdes pelas quais o ensino e a aprendizagem de Calculo estdo
passando por dificuldades séo diversas e distintas, e justificam inimeros
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trabalhos de pesquisa. Cavasotto (2010); Cury e Cassol (2004); Irias et
al (2011); Oliveira e Raad (2012) e Sarubbi e Soares (2009) apontam na
direcdo de lacunas na aprendizagem de tépicos de Matematica do ensino
fundamental e médio, como a algebra, aritmética, geometria, funcdes e
interpretacdo de dados. Especificamente o trabalho de Cury e Cassol
(2004) revela que os estudantes ndo tém dominio de conteddos como
algebra e geometria do ensino fundamental e trigonometria e geometria
espacial, no EM. De acordo com os autores (2004), a falta de dominio
destes conteldos, aliada as dificuldades de abstracdo e generalizacéo,
ocasionam as reprovacdes e evasfes. O distanciamento metodolégico
gue ocorre na transicdo do EM para o ensino superior também ¢é
elencado como uma das causas e discutida por De Souza et al. (2013) e
evidenciada por Nascimento (2001).

Outro ponto de vista com relacdo as causas das dificuldades nas
disciplinas de Calculo ¢é apontado por Barufi (1999) e Cabral e Baldino
(2006) como sendo a predominadncia da sequéncia de organizagdo
didatica de “Cauchy-Weierstrass”. Esta forma de organizagdo consiste
em fundamentar os conceitos basicos do CDI nas ideias de limite e
numero real, trabalhando os conceitos, predominantemente, de acordo
com a sequéncia: limites, continuidade, derivadas e integrais, ou seja, na
direcdo oposta a construcdo histérica dos conhecimentos. Sobre a
sequéncia comumente trabalhada, Cabral e Baldino (2006) afirmam que
esta é o resultado da suposicdo de que se esta ensinando Matematica a
partir de um ponto matematicamente elementar para alcangar pontos
mais elaborados, como se isso fosse garantia de compreensdo. Esta
necessidade de certezas que permeia a Matematica é refletida nos livros
didaticos quando os autores buscam tornar acessivel aos estudantes
iniciantes o rigor matematico.

De acordo com Rezende (1994), as dificuldades de aprendizagem
relacionadas especificamente a operacdo de limite estdo associadas mais
as suas dificuldades de manipulacéo algébrica do que a sua interpretacdo
analitica. Isto, principalmente, pois no ensino de CDI, ocorre a
prevaléncia da técnica sobre o significado, a partir de uma exacerbada
algebrizacdo dos conceitos com demonstragdes, a fim de convencer o
estudante da verdade, como se o significado do resultado estivesse,
assim garantido, o que enfatiza a priorizacdo do significado légico dos
resultados em relacéo aos seus sentidos.

A partir da leitura e trabalhos e nos limites dos trabalhos
encontrados com esta tematica, concluimos que muitas dificuldades de
aprendizagem de Célculo se relacionam & falta de conhecimentos
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matematicos basicos, advindos do ensino fundamental e médio. Assim,
buscamos compreensfes, nestes mesmos trabalhos e em outros, de como
estdo sendo pensadas possiveis solucbes para tal problema nos processos
de ensino e aprendizagem de CDI.

3.2.2.2 Quais sdo as solucdes evidenciadas para as dificuldades de
aprendizagem de CDI?

Primeiramente, € importante ressaltar que o problema de
aprendizagem do Calculo ndo estd necessariamente associado ao
problema cultural e sécio econdmico da sociedade brasileira. Conforme
Rezende (2003) ressalta, nas sociedades “desenvolvidas™ a situagdo ndo
é muito diferente e também merece atencéo.

Pesquisadores como David Tall, por exemplo, em trabalhos como
Tall e Vinner (1981) e Tall (1980, 1982) tem sido um dos principais
articuladores da area de pesquisa pensamento matemético avancgado,
cujas questdes norteadoras giram em torno das dificuldades encontradas
na aprendizagem dos conceitos basicos de Calculo. David Tall embasa
seus estudos na psicologia cognitiva, procurando compreender como 0s
estudantes concebem as operagdes do Célculo. Para este pesquisador, o
aprendizado é um processo de realizar sucessivas aproximacoes, a partir
dos conceitos-imagem dos estudantes com relacdo ao objeto
matematico, até chegar aos conceitos-cientificos. Nesta caminhada, Tall
e Vinner (1981) identificam um enorme distanciamento entre os
conceitos-imagem dos estudantes, dos conceitos-cientificos.

Outro exemplo internacional desta preocupacdo com o ensino do
Célculo foi o movimento denominado Calculus Reform, iniciado na
década de 80, cujo objetivo era deflagrar uma reforma no ensino destas
disciplinas. Este movimento teve como caracteristicas: o incentivo ao
uso das tecnologias (softwares e calculadoras graficas); incentivo a um
ensino em que todos os tdpicos e problemas devem ser trabalhados com
foco numérico, geométrico e analitico; preocupacdo em mostrar a
aplicabilidade do Calculo e pouca exigéncia da competéncia algébrica
por parte dos estudantes.

Nas universidades brasileiras, os reflexos deste movimento
podem ser percebidos pelo grande nimero de trabalhos de pesquisa com
este foco. Ao refletir sobre este cenario de ensino, Cabral e Baldino
(2006), elencam algumas formas de resolver tal situacéo relacionadas a
reorganizacdo da estrutura académica; as modifica¢cbes no modo de o
professor apresentar os objetos matematicos e também ao uso, em sala
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de aula, de instrumentos mais atrativos, que possam motivar o aluno a
aprender.

De um modo geral, as leituras realizadas apontam como solugdes
para o problema exposto, acbes relacionadas:

- a resolucdo de listas de exercicios;

- a utilizacdo de computadores e tecnologias nas atividades de
ensino;

- @ mudanca na ordem da sequéncia dos conteldos;

- a um ensino baseado em praticas que evitam o aprofundamento
e as manipulacGes algébricas exacerbadas;

- a promoc¢do de cursos ou disciplinas que antecedem ou sdo
concomitantes ao estudo de Calculo como forma de superar a “falta de
base” dos estudantes e preencher lacunas na aprendizagem de
Matematica basica, minimizando as dificuldades na transicdo do EM
para o ensino superior.

Porém, De Souza et al. (2013) e Rezende (2003) atentam para o
fato de que propor cursos preparatérios ndo basta, eles nao resolvem o
problema do Célculo pelo fato de “o campo seméntico das nogdes
basicas de calculo ter muito mais a ver com conceito de ‘infinito’,
‘infinitésimos’ e ‘variaveis’, do que com ‘fatoracdo de polinémios’,
‘relagdes trigonométricas’ e ‘calculos algébricos’” (REZENDE, 2003,
p.18). Com relacéo a isso, De Souza et al. (2013) afirmam que

parte dos problemas do Célculo depende de uma
representacdo visual adequada, como 0s
problemas tipicos de “maximos e minimos”, de
“taxas relacionadas” e de “area entre curvas”. Em
geral, a dificuldade dos alunos nesses problemas
ndo é na aplicagdo do conceito de derivada ou de
integral, mas na sua representa¢do geomeétrica e na
identificacdo de relagbes entre as grandezas
envolvidas no problema ou os elementos da figura
(p. 5).

Nesta perspectiva, Rezende (2003) atribui os obstaculos
epistemoldgicos® que surgem no ensino superior de Calculo, & auséncia

%% Rezende (2003) realizou um mapeamento das dificuldades de aprendizagem
de natureza epistemolégica do ensino de calculo, a partir do entrelagamento dos
fatos histdricos e pedagogicos, elaborou o que o referido autor definiu como
macro-espagos de natureza epistemoldgica.
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das ideias e problemas essenciais ao Calculo no ensino basico de
Matemética, o que, além das implicacbes pedagdgicas, € um
contrassenso do ponto de vista da evolugdo histérica do conhecimento
matematico. Para ele, fazer emergir o conhecimento do Calculo no
ensino basico é, sem duvida, “o primeiro grande passo para resolvermos
efetivamente os problemas de aprendizagem no ensino superior”
(p.402). E ainda, enfatiza que

0 mapeamento dos problemas construtores do
Calculo que se encontram camuflados no ensino
basico de matematica foi concebido segundo trés
linhas diretrizes, a saber: o problema da
variabilidade (funcbes reais); o problema
geométrico da medida (areas e volumes de
corpos redondos); e o problema aritmético da
medida (ndmero real). Todos estes sdo,
efetivamente, problemas fundamentais do Célculo
que tém raizes no ensino basico de matematica
(REZENDE, 2007, p.4, grifo do autor).

Essas ideias possibilitam justificar a proposta de pesquisa aqui
exposta e refletir sobre os contetdos trabalhados no EM e em como os
estudantes estdo ingressando no ensino superior. Corroboramos Rezende
(2003) quando defende que as dificuldades em Calculo sdo de natureza
epistemoldgica, requerendo uma preparacdo anterior ao inicio dos
estudos de Calculo e sugere que um trabalho no EM, sobre a
variabilidade de fungdes, pode facilitar a aprendizagem desta disciplina.
Nas palavras de De Souza et al. (2013), “é necessario desenvolver acdes
gue gerem a prontiddo para o estudo de calculo ao longo do Ensino
Médio” (p. 15).

Apesar da necessidade de trabalho com nog¢des do Calculo no EM
devido as dificuldades de aprendizagem relacionadas a esta disciplina no
ensino superior, esta ndo é a justificativa predominante para o trabalho
na perspectiva apresentada nesta tese. A elaboracdo de um caminho
alternativo para esbocar curvas por meio da variabilidade da funcéo,
partindo da compreensdo das taxas de variacdo de fungbes num sentido
mais amplo no EM, se apoia na importancia destas ideias neste nivel de
ensino. As taxas de variacdo aparecem amplamente e de diferentes
formas no &mbito escolar nas distintas disciplinas e estdo relacionadas a
diversos conceitos como: inclinacdo de uma reta, razdo de uma
progressdo geométrica, velocidade de um movel, crescimento
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populacional ou epidémico, velocidade de uma rea¢do quimica, entre
outros.

A seguir, sdo apresentadas ideias de distintos autores, citadas por
André (2008, p.3), as quais revelam a preocupacdo com o entendimento
da variacdo de fungdes no EM.

O desejo de inserir o ensino de conceitos de
calculo no Ensino Basico, também, pode ser
observado nos fragmentos de textos abaixo
relacionados por:

1. Seria muito mais proveitoso que todo o
tempo que hoje se gasta, no 2° grau, ensinando
formalismo e longa terminologia sobre fungdes,
que todo esse tempo fosse utilizado com o ensino
das nogdes basicas do Célculo e suas aplicacfes
(AVILA, 1991, p.8). [..]

3. A capacidade de analisar e interpretar
gréficos € muito importante em qualquer dominio
cientifico. E, portanto, necessario levar 0s
estudantes a compreensdo desse tema. Esta foi
uma das conclusdes do grupo que discutiu o
ensino de Matematica para as Biociéncias
(Medicina e Biologia, incluindo Fisica e Quimica)
na 12 reunido de Didatica da matematica do Cone
Sul, realizada em Montevidéu, em abril de 1992.
Nessa ocasido, os professores do 2° grau presentes
reivindicaram de seus colegas, professores
universitarios, material didatico adequado as
aplicagdes da Matematica as outras ciéncias. Estes
sdo analisados com énfase na identificacdo e
interpretacdo dos pontos criticos. Seu contetdo
pode ser explorado no 2° grau com o auxilio das
nogdes intuitivas de evolucdo  continua,
velocidade e aceleracdo, que fazem parte do
cotidiano do aluno (CARNEIRO, 1992, p. 32)*.

4. Queria saber por que os alunos aprendem
ou ndo aprendem funcbes, como desenvolvem o
pensamento  variacional, quando e como
constroem conceitos como: variavel, dependéncia,
taxa de variacgdo e limite; queria investigar de que
maneira situacdes do cotidiano contribuem para a

L CARNEIRO, V.C. A Matemética aponta pontos criticos de outras ciéncias.
Revista do Professor de Matematica, n° 22, p. 32. 1992.
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construgdo da concepgdo de funcdo. Observava
que os estudantes universitarios que ja estudaram
fungdes no Ensino Médio ndo possuem uma boa
concepgdo de fungdo. Esta deficiéncia ndo Ihes
permite entender as relagbes entre varidveis,
interpretar graficos e integrais e usar a matematica
como ferramenta (SCHREINER, 2004)%.

5. Resolugdo de problemas de juros ou de
crescimento de populacdo (ou do aumento do
custo de vida, da divida externa etc.), calculos de
velocidades ou de taxas de variagBes de outras
grandezas, interpretacfes de graficos de funces
reais, resolucdo de problemas de otimizacdo (de
areas, de orcamentos domésticos etc.) sdo
habilidades cada vez mais requisitadas para o
exercicio pleno da cidadania em uma sociedade de
crescente complexidade (REZENDE, 2003 p.37).

3.2.2.3 Abordagem de ensino com base nos infinitésimos

Na perspectiva das consideracGes anteriores, no que tange a
compreensdo e ao esbogco de curvas no EM, torna-se significativo
considerar e refletir sobre o potencial didatico dos infinitésimos, ndo no
sentido de seu rigor e formalizacdo, mas no de possibilitar o
entendimento de variagdo, fundamental no eshoco de curvas. As
informac0es e resultados apresentados a seguir se referem ao trabalho
com os infinitésimos no ensino superior ndo tendo investigacGes em
ambito de EM.

De acordo com Carvalho e D’Ottaviano (2006), o uso dos
infinitésimos no ensino de Calculo, “em diversos aspectos, ¢ bem mais
natural e instigante” (p. 34). Dentre as vantagens para 0 estudante de
trabalhar com infinitésimos neste nivel de ensino, Keisler (1986% apud
CARVALHO; D’OTTAVIANO, 2006, p. 34) da Universidade de
Wisconsin, afirma que uma delas é sua maior afinidade com aspectos
intuitivos que conduziram & criagdo do CDI e também a possibilidade de
tornar mais facil a compreensao dos conceitos de derivada e integral.

2 SCHREINER, 1.V. Construcdo do conceito de funcdo: o pensamento
variacional e a alfabetizacdo funcional. Anais do VIII Encontro Nacional de
Educacdo Matematica, vol. eletrdnico, UFP, Recife, Brasil. 2004.

B KEISLER, H. J. Elementary Calculus: an infinitesimal approach. 2nd ed.
Boston: Prindle, Weber & Schmidt, 1986.
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Admitindo que as inconsisténcias matematicas relacionadas a
nocdo de infinitésimos estdo superadas e que a abordagem via limites,
Unica utilizada no ensino atual, ocasiona dificuldades de aprendizagem
ja elencadas neste trabalho, alguns pesquisadores apostam no ensino de
Calculo via infinitésimos ou utilizando limites e infinitésimos, como
Baldino (1998) e Oliveira (1993).

Grande defensor de concepgOes infinitesimais no ensino de
Caélculo, principalmente para ndo matematicos, Roberto Baldino tem
diversos trabalhos publicados em que questiona principalmente a
demasiada énfase dada as demonstragGes e rigor no ensino de Célculo.
O referido autor afirma que o que importa

em um curso de célculo, é desenvolver o
pensamento diferencial que pode ser conceituado
nos seguintes termos: é a preferéncia por justificar
a avaliacdo das grandezas através da integracdo de
uma decomposicdo infinitesimal. E a ideia
originada com  Cavalieri e  explorada
sistematicamente por Leibniz, ideia que os fisicos
nunca abandonaram. (BALDINO, 2000, p. 74)

O que acontece, segundo Cabral e Baldino (2006), é que os
professores sabem das dificuldades dos estudantes e, na tentativa de
tornar o contetido acessivel dedicam mais tempo das aulas a teoria e as
abstracdes. Contudo, de acordo com a teoria de David Tall, a falta de
dominio do pensamento matematico avancado, justifica a dificuldade do
estudante em abstrair os conceitos matematicos. Desta forma, torna-se
necessario trazer os conceitos de forma mais intuitiva para o aluno e
modificar o enfoque dado a disciplina. Cabral e Baldino (2006)
mostraram, por meio de uma andlise critica do ensino de Calculo
ministrando aulas em cursos de Engenharia, que os infinitésimos fazem
parte das concepgdes espontaneas dos alunos e que o ensino via limite
cria dificuldades e exclusdo. Segundo eles, a forma como 0s conceitos
do Calculo sdo trabalhados, a partir da sequéncia de Cauchy-
Weierstrass, encontrada nos livros normalmente adotados, foca
demasiadamente na teoria e nas abstracdes, como forma de torna-las
acessiveis. Porém, essa abordagem ndo tem como referéncia o estudante
e seu processo de aprendizagem, gerando obstaculos de ordem
pedagégica (CABRAL, BALDINO, 2006).

Como ja pontuado anteriormente, por consequéncia da aspiraco
por modelos expositivos e rigorosos, o0s infinitésimos perderam
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legitimidade na Matematica e também no seu ensino. No entanto, 0s
infinitesimais permaneceram em disciplinas na Engenharia e na Fisica,
especialmente em areas como mecanica e eletricidade, nas quais sempre
foram usados, sendo comum fazer referéncia aos elementos
infinitesimais de tempo, dt, de deslocamento, ds, referidos como
“elementos” de uma grandeza. De acordo com Cabral e Baldino (2006),
ja no primeiro ano de um curso de engenharia, 0s alunos tém contato
com infinitésimos, mesmo os professores de matematica os evitando e
privilegiando o ensino via limites.

E importante salientar que Cabral e Baldino (2006) n&o
consideram que os raciocinios pela via dos infinitésimos devam excluir
a nocdo de limite. A luta destes autores é, no que tange as praticas em
salas de aula de Calculo, que o professor, valendo-se de sua margem de
liberdade, tente assegurar ao aluno a validade de suas concepcdes
espontaneas sobre infinitésimos e os estimule em seu relacionamento
com o objeto de ensino. Sobre isso, Milani (2004) afirma que a ideia de
trabalhar com limite e infinitésimos juntos tem validade para cursos de
Calculo cujo objetivo é trabalhar com o0s conceitos a partir das
concepcdes espontaneas dos alunos visando a aplicacdo desses conceitos
nas diversas areas e ndo sua formalizacdo. Ideias que

misturam infinitésimos com o0 processo de
aproximar, relacionado ao conceito de limite, séo
concepgdes que funcionam em um curso de
Célculo com tal objetivo. Se os conceitos de
limite e infinitésimo apareceram misturados néo
ha& problemas, pois formalizar tais concepcles é
uma tarefa dos cursos de Analise, sejam Standard
ou ndo. (MILANI, 2004, p.10-11)

De acordo com estas ideias, deixando as formaliza¢Ges no &mbito
do ensino superior, mais precisamente nos cursos de Analise, torna-se
possivel utilizar as reflexdes apresentadas sobre a nocdo de infinitésimo
para compreender fendmenos e esbocar graficos, no ambito do EM.
Pensando um EM que promova a formagdo cidada, desenvolvendo
compreensfes sobre a realidade em que o estudante estd inserido, e
assim, possibilitando a acdo sobre ela, modificando-a, e ainda,
construindo uma base de pensamento variacional, possibilitando
compreensfes de conceitos em diversas areas e, além disso, projetando
um bom aprendizado no ensino superior, na decisdo de dar continuidade
aos estudos, questionamos: por que ndo pensar no calculo de taxas de



111

variacdo de fungdes no EM, a partir de nogdes intuitivas infinitesimais?
Quais seriam as possibilidades e as limitacdes de um trabalho nesta
perspectiva?
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4 A NOCAO DE INFINITESIMO NO ESTUDO DE FUNCOES
POLINOMIAIS DO SEGUNDO E TERCEIRO GRAUS

Este capitulo é destinado a exploracdo de elementos especificos
do caminho alternativo para esbogar curvas que nos propomos a
pesquisar e refletir. Inicialmente apresentamos resultados da
investigagdo realizada em documentos balizadores da Educacdo a fim
de, perante eles, fundamentar nossas ideias. Na sequéncia, sdo expostas
pesquisas especificamente sobre 0 esbo¢o de curvas na perspectiva da
abordagem de interpretacdo global das propriedades figurais, das quais
sdo extraidos elementos para construcdo do caminho sugerido nesta tese.
Por fim, detalhamos o caminho alternativo de esbogo de curvas no EM
gue perpassa o calculo das taxas de variacdo da funcao.

41 DOCUMENTOS BALISADORES DA EDUCACAO E
ASPECTOS RELACIONADOS A TESE

O mundo atual vive tempos de mudangas marcantes e rapidas.
Novas ideias, conhecimentos, ferramentas, formas de procedimentos e
comunicacdo da Matematica vem emergindo e evoluindo
continuamente. A necessidade de compreender e de utilizar a
Matematica na vida cotidiana nunca foi tdo presente e tende a crescer.
Neste cenario de mudancas, “aqueles que compreendem e sdo capazes
de fazer matematica terdo oportunidades e opcdes significativamente
maiores para construir os seus futuros” (NCTM, 2008, p.5).

Os Principios e Normas para a Matematica Escolar ¢ um
documento extenso que abrange toda a escolarizacdo, da pré-escola ao
12° ano. Foi elaborado pelo National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM), organizacdo profissional internacional
empenhada na exceléncia do ensino e aprendizagem da Matematica para
todos os estudantes. Este documento é um recurso orientador para todos
0s responsaveis pelas decisdes que afetam a Educacdo Matematica,
permeado pela importancia da compreensdo na aprendizagem e baseado
na ideia de que todos os estudantes devem apreender conceitos e
processos matematicos relevantes para a compreensdo. Este documento
evidencia a relevancia dos aspectos apresentados nesta tese,
relacionados ao trabalho com fungbes, com as taxas de variagdo e, no
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gue tange ao ensino e a aprendizagem, com a importancia das
representacGes matematicas.

S80 seis 0s Principios que descrevem caracteristicas de uma
Educacdo Matematica de elevada qualidade: equidade, curriculo, ensino,
aprendizagem, avaliacdo e tecnologia. Enquanto sdo dez as Normas que
constituem uma perspectiva orientadora aos educadores: nimeros e
operacdes, algebra, geometria, medida, andlise de dados e
probabilidades, resolucdo de problemas, raciocinio e demonstracéo,
comunicacao, conexdes e representacao.

Questbes relativas ao ensino sdo abordadas no Principio do
Ensino. Este orienta, entre outras coisas, que para um ensino eficaz, 0s
professores necessitam de diversos tipos de conhecimentos
matematicos: conhecimentos gerais, conhecimento profundo e flexivel
dos objetivos curriculares, conhecimento dos desafios que os alunos
podem encontrar no percurso da aprendizagem, conhecimento das
formas como as ideias matematicas podem ser representadas e ainda,
conhecimentos acerca do modo como os alunos podem ser avaliados
(NCTM, 2008). Segundo as orientacdes, os professores precisam
compreender as diferentes representacdes de uma ideia matematica, as
forcas e fraquezas relativas de cada uma e a forma como se relacionam
umas com as outras, bem como reconhecer quais sao as no¢des em que
os alunos sentem, frequentemente, mais dificuldades e possam auxilia-
los a superar algumas destas incompreensoes.

Tais atividades nada triviais para o professor estdo estreitamente
relacionadas ao que Duval considera em sua teoria, exposta no segundo
capitulo. Um trabalhno em sala de aula na perspectiva da TRRS
possibilita uma tomada de consciéncia, por parte do professor, da
importancia de reconhecer os diferentes registros de representagéo
semidtica de um objeto matematico, de compreender as questbes de
congruéncia e ndo congruéncia entre estes registros, o que influencia
diretamente no custo cognitivo de aprendizagem de conceitos e, a partir
disto, reconhecer onde se encontram as dificuldades dos estudantes.

No Principio da Aprendizagem é apresentada a visdo da
matematica escolar, baseada na aprendizagem matematica com
compreensdo e capacidade de aplicar procedimentos, conceitos e
processos para, assim, construir novos conhecimentos a partir da
experiéncia e de conhecimentos prévios (NCTM, 2008). Na perspectiva
da TRRS esta compreensdo é obtida a partir de conversdes entre
registros de representacdo semidtica distintos de um mesmo objeto
matematico e da énfase necessaria dada no ensino aos diversos pontos
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de vista (cognitivo, matematico, pedagdgico e psicolégico) a serem
considerados no trabalho com a Matemética (DUVAL, 2012c).

As Normas pontuadas no documento sdo descri¢des daquilo que
0 ensino de Matemética deve habilitar os alunos “a saber” e “a fazer”, os
niveis de compreensdo, o conhecimento e as capacidades que estes
deverdo adquirir durante todo o trajeto escolar. Relacionadas ao nosso
interesse de pesquisa, as normas de Algebra dao énfase a importancia de
trabalhar as relacdes entre quantidades, incluindo as funcdes; as formas
de representar relagdes matematicas e a analise da variagdo de funcdes.
De acordo com este documento e, remetendo novamente a elementos da
TRRS, é necessario que os alunos compreendam o0s conceitos
algébricos, as estruturas e os principios que regem a manipulagdo
simbdlica e 0 modo como os simbolos podem ser utilizados para
registrar ideias e tirar conclusfes face as diversas situacbes (NCTM,
2008).

A necessidade de ampliacdo do repertério de fungdes e a
aprendizagem de suas diversas caracteristicas, especificamente para os
estudantes do 9° ao 12° anos, € aspecto presente neste documento. Nesta
necessidade, repousa a ideia de os alunos serem capazes de compreender
as relagdes entre tabelas, graficos e simbolos, bem como de avaliar as
vantagens e desvantagens de cada forma de representacdo de fungdes,
incluindo numéricas, graficas e simbolicas, possibilitando “desenvolver
um conhecimento mais compreensivo das fungdes” (NCTM, 2008, p.
40).

Aliés, sobre funces, dois aspectos sdo fortemente enfatizados: a
importancia de o estudante ser capaz de usar modelos matematicos para
representar e compreender relagcbes quantitativas, e de analisar a
variacao em diversos contextos. Esta andlise objetiva a compreenséao de
fungdes de um modo geral e também de situacdes relacionadas ao
cotidiano em revistas e jornais. Ademais, é salientado que se as nogoes
de variacdo forem priorizadas jA nos primeiros anos de escolaridade,
talvez os alunos ingressem no ensino superior, nos cursos de Calculo,
com bases mais sélidas que possibilitem a compreensdo dos conceitos
neste nivel.

A Norma Representagcdo, por sua vez, orienta que as
representacOes utilizadas em Matematica, resultantes de um processo de
aperfeicoamento cultural ocorrido ao longo de vérios anos, séo
essenciais & aprendizagem e a producdo de Matemaética, auxiliando os
estudantes a organizarem seu raciocinio e aumentando
significativamente a capacidade de pensar matematicamente. De acordo
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com a TRRS, as representagdes essenciais para a compreensdo
matematica sdo as semidticas, as quais permitem as operagdes
cognitivas de tratamento e conversdo. O tratamento € a transformacéo
gue ocorre intrarregistro, praticamente a Unica evidenciada no ensino
atualmente. O Principios e Normas para a Matematica Escolar (NCTM,
2008) também atenta para isto quando afirma que as distintas formas de
representacdo como diagramas, graficos e expressdes simbolicas, tém
sido ensinadas e aprendidas como finalidades, em si mesmas, e ndo
como elementos essenciais no apoio a compreensdo de conceitos e a
comunicacao, na identificacdo de conexdes entre conceitos matematicos
inter-relacionados, e na aplicacio da Matematica a problemas
cotidianos.

Sobre isto, Duval (2012b) afirma que a grande maioria dos
estudantes, em todos o0s niveis de ensino, ndo reconhece 0 mesmo objeto
nas representacfes que sdo dadas em sistemas semidéticos diferentes. O
que ocorre ¢ um “isolamento de registros de representagdo” (DUVAL,
2012b, p. 283), o qual “subsiste, mesmo apos um ensino de contetidos
matematicos que tenha tido estes diferentes registros amplamente
utilizados” (DUVAL, 2012b, p. 283). Segundo este autor, a auséncia de
coordenacdo entre representacdes de objetos matematicos pode
possibilitar uma compreensdo parcial, porém,

esta compreensdo, limitada ao contexto semiético
de um registro apenas, ndo favorece em nada as
transferéncias e as aprendizagens ulteriores: torna
0s conhecimentos adquiridos pouco ou ndo
utilizveis em outras situaces aonde deveriam
realmente ser utilizados. Em definitivo, esta
compreensdo mono registro conduz a um trabalho
as cegas, sem possibilidade de controle do
“sentido” daquilo que ¢ feito (p. 283).

Sumarizando, as preocupacfes sinalizadas no Principios e
Normas vem ao encontro de questdes fundamentais da TRRS, mesmo
ndo referenciando-a. O documento destaca que representacGes distintas
focam, geralmente, aspectos diferentes de relagbes ou conceitos
complexos. Isto faz com que os alunos necessitem de uma diversidade
de representacdes que suportem a sua compreensdo (NCTM, 2008),
orientando sobre a importancia da utilizacdo de mdltiplas representaces
ao longo da trajetéria escolar. Esta ideia novamente nos remete a Duval
(2012b), quando sinaliza para a importancia de diversas representacdes
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para a compreensdo e afirma que “toda representacao ¢ cognitivamente
parcial em relacdo ao que ela representa, e que de um registro a outro
ndo estdo 0s mesmos aspectos do conteldo de uma situacdo que estdo
representados” (p. 280).

As caracteristicas evidenciadas sdo abordadas no documento
como fundamentais em todos os niveis de ensino, com diferengas de
profundidade e abordagem entre eles. Especificamente para os alunos do
EM, é destacada a importancia de o aluno ser capaz de analisar a
variacdo em diversos contextos no sentido de aproximar e interpretar
taxas de variacdo com base em dados graficos e numéricos.

No Brasil, recentemente, o ensino da Matematica vem tomando
novos rumos. Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), em 2000,
apresentaram novos objetivos de abordagem do estudo da Matematica
com base na Lei de Diretrizes e Bases (LDB 9.394/96 (BRASIL,
2000a)) e na Resolucdo do Conselho Nacional de Educacdo (CNE) de
1998, que organizou as areas de conhecimento. Ao instituir as diretrizes
curriculares nacionais para 0 EM, os PCN, “apontam de que forma o
aprendizado de Ciéncias e Matemdtica, j& iniciado no Ensino
Fundamental, deve encontrar complementacdo e aprofundamento no
Ensino Médio” (BRASIL, 2000b, p. 6).

Os Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio -
PCNEM, bem como as Diretrizes Curriculares Nacionais do Ensino
Médio (BRASIL, 2000a), evidenciam como objetivos do ensino: a) o
aprofundamento dos saberes disciplinares, com procedimentos
cientificos pertinentes aos seus objetos de estudo, com metas formativas
particulares, até mesmo com tratamentos didaticos especificos; b) a
articulagdo interdisciplinar destes saberes, propiciada por Vvérias
circunstancias, dentre as quais se destacam os contetdos tecnoldgicos e
praticos a serem tratados desde uma perspectiva integradora (BRASIL,
2000b).

Na esteira dessas mudancas curriculares, o conhecimento escolar
ficou dividido em trés grandes areas: Linguagens, Cddigos e suas
Tecnologias; Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias;
Ciéncias Humanas e suas Tecnologias. A partir disso, o curriculo de
Matemaética foi revisto e sistematizado em trés eixos ou temas
estruturadores que podem ser desenvolvidos, simultaneamente, nas trés
séries do EM. De acordo com as orientagbes educacionais
complementares aos Parametros Curriculares Nacionais - PCN+
(BRASIL, 2002, p. 120), estes eixos estruturadores correspondem a “um
conjunto de temas que possibilitam o desenvolvimento das
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competéncias almejadas com relevancia cientifica e cultural e com uma
articulacdo logica das ideias e conteldos matematicos”. S&0 eles:
Algebra - Nimeros e Funcdes; Geometria e Medidas; Anélise de Dados.
Para o desenvolvimento do tema “Algebra: Nimeros ¢ Fungdes” sdo
propostas duas unidades temadticas: variagdo de grandezas e
trigonometria.

Os PCN+ destacam que as fungdes constituem um conceito
fundamental a ser estudado na disciplina de Matemética do EM e
enfatizam a necessidade de aquisicdo da linguagem algébrica, necessaria
para expressar relacGes entre grandezas, resolver problemas, modelar
situacOes e fenémenos. Segundo o documento, “a énfase do estudo das
diferentes funcbGes deve estar no conceito de funcdo e em suas
propriedades em relacdo as operacgdes, na interpretacdo de seus graficos
e nas aplicagGes dessas fungdes” (BRASIL, 2002, p.121). Inclusive, s&o
sinalizados caminhos para o trabalho pedagégico com fungdes também
sdo sinalizados: as atividades de descri¢do de situaces de dependéncia
entre duas grandezas; situacGes contextualizadas, descritas algébrica e
graficamente; problemas de aplicacdo e exemplos do cotidiano, das
formas graficas que a midia e outras areas do conhecimento utilizam
para descrever fendmenos de dependéncia entre grandezas.

Em suma, é possivel identificar nestes documentos a preocupacao
e indicacdo de se trabalhar de forma interdisciplinar com variagdo de
grandezas. Com relacdo ao trabalho pedagdgico, além da selecdo de
temas e conteldos, os documentos orientam que a forma de trata-los, a
organizagdo das atividades em sala de aula, os materiais didaticos
apropriados e a metodologia de ensino sdo decisivos para um trabalho
simultaneo dos contetidos e competéncias (BRASIL, 2002).

Na perspectiva de nossa pesquisa, a forma de tratar o conteido
matematico, mais especificamente o esboco de curvas, perpassa suas
representacBes semidticas, sendo necessario compreender suas
interligacbes e ainda, de que maneira modificacbes em uma dessas
formas, podem implicar em modificacGes na outra. Esta ideia também &
contemplada nos Parametros Curriculares Nacionais da area de Ciéncias
da Natureza - Matemética e suas Tecnologias, quando apontam para a
necessidade deste tipo de compreensdo, tendo em vista que uma das
competéncias que se espera ser adquirida pelos estudantes de nivel
médio, é: “Ler, articular e interpretar simbolos e codigos em diferentes
linguagens e representac@es: sentengas, equagdes, esquemas, diagramas,
tabelas, graficos e representagdes geométricas” (BRASIL, 2002, p.114).

Apesar de considerar a forma de tratar os temas e contetdos
como decisivos, os PCN ndo fazem referéncia a quais metodologias
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podem ou devem ser utilizadas pelo professor para alcancar as
competéncias indicadas. Porém, corroboramos Silva (2008) ao afirmar
que a indicacdo presente no documento de transformacédo de linguagens,
implicitamente sinaliza a necessidade do uso de diversas representacdes
como condicdo para a aprendizagem matematica, conforme sugere
Duval (2003).

Diante das ideias apontadas nos documentos e das pesquisas e
resultados expostos no capitulo terceiro, fundamentamos o caminho
alternativo de esboco de curvas com relagéo:

- a importancia do trabalho com as diferentes formas de
representacdo de fungdes, mais precisamente do esboco de curvas;

- a0 recurso utilizado para pensar este objeto - taxas de variacao
da fungéo;

- & base teorica utilizada: TRRS.

Na préxima se¢do apresentamos detalhadamente pesquisas que se
ancoram na abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais,
das quais sdo destacados elementos que, juntamente com o que ja foi
evidenciado, norteiam a sugestéo de trabalho com o esbogo de curvas.

42 ABORDAGEM DE INTERPRETACAO GLOBAL DE
PROPRIEDADES FIGURAIS EM PESQUISAS

Os resultados das pesquisas expostas no capitulo terceiro,
relativos as dificuldades de compreensdes de fungdes e de Calculo,
legitimam propostas de ensino destes conceitos a partir de abordagens
distintas da usualmente utilizada pelos livros didaticos. Tendo como
referéncia o0 exposto na se¢do 2.5 do capitulo segundo, sobre a
abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais de Duval
(2011a), explicitamos resultados de trabalhos que foram citados nesta
secdo e que mobilizam discussBes sobre o esbogo de curvas de fungbes
nesta perspectiva, a partir de distintos recursos e elementos.

4.2.1 Funcdo polinomial do primeiro grau

Em artigo publicado em 1988 em francés e posteriormente
traduzido para o portugués em 2011, intitulado Gréficos e Equac0es: a
articulagdo de dois registros, Duval (2011a) sugere o estudo do eshogo
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do gréfico especificamente da funcdo polinomial do primeiro grau a
partir da abordagem de interpretacdo global das propriedades figurais.
Segundo este autor (2011a), as dificuldades relacionadas ao eshogo de
graficos destas funcdes especificamente, se encontram “na falta de
conhecimento das regras de correspondéncia semidtica entre o registro
da representagdo grafica e o registro da expresséo algébrica” (p. 97).

De acordo com este estudo, a analise da congruéncia entre 0s
registros algébrico e grafico perpassa a discriminacdo das unidades
significativas proprias a cada registro e as transformacdes implicitas
exigidas para a mudanca de registro. Nas expressdes algébricas, as
unidades significativas sdo todos os simbolos explicitos e implicitos, por
exemplo, na expressdo y = —5x, estdo explicitos o sinal “=” e o
coeficiente “5”, o que ndo ¢ o caso da fungdo y = x, em que o sinal “+”
e o coeficiente “1” estdo implicitos. Na tabela 3 constam dados
discutidos por Duval.

Tabela 3 - Varidveis visuais e unidades simbdlicas para y=ax+b.

Variaveis Valores Unidades simbdlicas correspondentes
visuais
Sentido da | Ascendente Coeficiente > 0 Auséncia de sinal
inclinagdo Descendente Coeficiente < 0 Presenca do sinal -
Angulos  com | Particdo simétrica | Coef. Varidvel = 1 Coef. ndo escrito
0S €eixos

Angulo menor

Coef. Variavel < 1

Coef. Escrito

Posigao sobre o
eixo

Angulo maior Coef. Variavel > 1 Coef. Escrito
Corta acima Acrescenta constante Sinal +
Corta abaixo Subtrai constante Sinal -

Corta na origem

Sem correcdo aditiva

Auséncia de sinal

Fonte: Duval (2011a, p. 101)

Na representacdo grafica de uma reta, Duval (2011a) destaca as
variaveis visuais como sendo: o sentido da inclinacdo (podendo assumir
dois valores), os &ngulos do tracado com os eixos (podendo assumir trés
valores) e a posicdo do tracado em relacdo a origem do eixo vertical
(podendo assumir trés valores). Uma breve leitura da tabela 3 deixa
claro que cada um dos oito valores das varidveis visuais do grafico
corresponde a uma unidade significativa na expresséo algébrica da reta.
A partir da tabela e tendo clareza das relagbes existentes entre as
unidades significativas de cada registro, diversas analises podem ser
feitas. Todavia, no ensino tradicional atual, esta abordagem de
articulacdo e andlises ndo é estimulada e a discriminacdo das variaveis
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visuais e sua vinculagdo com as unidades simbolicas correspondentes,
comumente sdo ignoradas. Sobre isso, Duval (2011a) pontua,

Ndo pode haver utilizacdo correta das
representacdes graficas cartesianas sem a
discriminacdo explicita das varidveis visuais
pertinentes e sem uma correspondéncia
sistematicamente estabelecida entre os valores
dessas variaveis e as unidades significativas da
expressao algébrica. Ignorando a especificidade e
a importancia da abordagem de interpretagdo
global, o professor ndo consegue atingir o objetivo
de uma utilizagdo correta dos graficos cartesianos
para a maioria dos alunos do primeiro ano do
ensino médio (15 a 16 anos) (p. 104).

A citacéo revela a importancia desta abordagem para o trabalho
com estudantes de EM. A partir deste estudo de Duval, a abordagem de
interpretacdo global para aprendizagem de esbogo de curvas vem
inspirando outros pesquisadores, como Luiz (2010), Moretti (2003),
Moretti, Ferraz e Ferreira (2008), Moretti e Luiz (2010) e Silva (2008) a
investigar recursos e/ou elementos que permitam a associacdo entre
variaveis visuais graficas e unidades significativas do sistema algébrico.

4.2.2 Funcdo polinomial do segundo grau

A parébola ¢ estudada no EM, em dois momentos:

- como uma curva obtida pelo lugar geométrico dos pontos
equidistantes de um ponto F, chamado de foco, e de uma reta diretriz, d,
onde as parabolas sdo apresentadas por meio destes elementos (vértices,
foco e reta diretriz);

- como uma curva obtida por meio das func¢Bes polinomiais do
segundo grau, onde ela é genericamente vista como y = ax? + bx + c.

Os livros didaticos, porém, pouco relacionam estes dois
momentos, 0 que pode fazer com que os estudantes tenham dificuldades
de associa-los e identifica-los como sendo 0 mesmo objeto, podendo
gerar dificuldades no eshoco do gréfico.

Diante destas questdes, Moretti (2003) analisa a possibilidade de
manter a relacdo entre variavel visual de representacdo e unidade
significativa da escrita algébrica da funcdo quadratica, usando como
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recurso a translacdo. Assim, sendo uma pardbola posicionada com
vértice na origem do plano cartesiano, com foco em (0,p/2) e reta
diretriz de equacdo y = —p/2, com p # 0 e p sendo o parametro da
parabola ou a distancia entre o foco e a reta diretriz, obtém-se a equagéo:

1
y—sz

R 1 ; .
Relacionando y = o x% e y = ax?, é possivel perceber que o

2

. . ~ 1 -
sinal de a depende do sinal da razdo 7 Este caso, com vértice na

origem, pode ser relativamente facil para os estudantes reconhecerem as
relagdes entre unidades significativas da expressdo algébrica e unidades
simbdlicas graficas. As andlises dificultam quando se tem parabolas
com equagdes gerais y = ax? + bx + ¢, com a # 0, b e ¢ constantes
reais. Isto, pois os registros algébricos e graficos ndo possuem
congruéncia.

Se a parabola®

y =2x%2—-8x—10 (1)
for escrita na forma

y +18 = 2(x — 2)? (2)
ou ainda

y — (—18) = 2(x — (+2))?, (€))

fica claro que (3) foi obtida por dois movimentos de translacdo de
y = 2x?: horizontal a direita em duas unidades e vertical para baixo em
dezoito unidades. Desta forma, o vértice passa da origem para (2,0) e,
em seguida, para (2,—18) (MORETTI, 2003). Este mesmo
procedimento é feito para obtencdo do foco e da reta diretriz.

De acordo com Moretti (2003) a expressao (3) tem um maior
grau de congruéncia seméntica com as translacbes descritas a nivel
grafico. Essa congruéncia é nos dois sentidos, por exemplo, a parabola
de vértices (—2,—3) pode ser representada pela sentenca algébrica
y + 3 = (x + 2)2 Isto significa que, para conversdes entre registro
algébrico e grafico de funcdes polinomiais do segundo grau, a
transformacdo por translacdo pode minimizar os problemas de ndo

A transformacdo da sentenca (1) para (3) pode ser obtida por tratamento no
interior do registro algébrico com utilizacdo do método de completar quadrados:
y = 20%— 4x + 4- 4-5)>y = 2(x- 2) - 185y + 18 = 2 (x- 2)".
Os valores —18 e +2 correspondem ao y, (y do Vvértice) e x,, (x do vértice) ou
aos sentidos e valores dos modulos dos vetores que realizam a translagdo na
horizontal e na vertical de qualquer ponto da parabola.
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congruéncia. O maior custo cognitivo talvez seja o tratamento que leva a
equacdo (1) a (3), chamado de complementacéo de quadrados. Contudo,
este tratamento € exigido em outras situagbes matematicas € 0 seu uso
no EM pode trazer diversos beneficios como fornecer as raizes reais de
uma equacéo.

O eshoco de pardbolas utilizando a translagdo pode contribuir
para que o aluno perceba o conjunto tracado/eixo como uma imagem
que representa um objeto descrito por uma expressdo algébrica na
perspectiva discutida por Duval (2011a), ou seja, percebendo as
implicacdes de variacGes do registro algébrico no registro grafico e vice-
versa.

4.2.3 Funcdes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas

O esboco de curvas de fungdes trigonométricas, exponenciais e
logaritmicas é estudado profundamente na dissertacdo de mestrado de
Silva (2008) e alguns resultados sdo publicados em Corréa e Moretti
(2014). Nestes estudos, é discutida a proposta de esbogar curvas destas
fungdes, utilizando variaveis visuais como a amplitude e o periodo, e
recursos como a translacdo e a simetria em paralelo com as unidades
significantes da expresséo algébrica (CORREA; MORETTI, 2014).

A proposta de Corréa e Moretti (2014) se baseia na aplica¢do da
operacdo cognitiva de tratamento nos registros algébrico e figural de
maneira separada e paralela de uma curva base, por exemplo, no caso
das senoides, y = senx, com 0 objetivo de, desta forma, chegar aos
registros figural e algébrico da curva a ser esbocada. Este procedimento
resulta na conversdo de uma representacdo a outra,

evidenciando caracteristicas do objeto matematico
gue transparecem e mantém uma relacdo das duas
representacGes entre si, as quais, embora
pertencentes a sistemas semidticos diferentes,
fazem referéncia a um mesmo objeto (CORREA,
MORETTI, 2014, p. 45).

Nesta perspectiva, é preciso perceber quais modificagdes nos
coeficientes da expressao algébrica da curva refletem modificagcdes no
grafico. Assim, tomando como exemplo as senoides, cuja equacédo
algébrica genérica ¢ definida por y = t+a + b sen(kx + ¢), é necessario
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analisar primeiramente a funcdo y =senx, de dominio real. Esta
funcéo é periddica com periodo de 2, representada na figura 11.

Figura 11- Eshogo da curva da fungéo y=sen x.

f(x) = sen(x)

Fonte: Silva (2008, p. 86)

A partir deste esboco e reconhecendo as propriedades figurais, é
possivel eshocar diversas curvas com coeficientes distintos como

y = sen i y =senZ, y = 3 + sen, entre outras. Na tabela 4 consta o

estudo da relacdo entre unidades significantes da escrita algébrica e
variaveis visuais da curva da fungdo y = senx, o qual é utilizado para
eshocar a curva da fungdo y = ta + bsen(kx * ¢), apresentado na
tabela 5.

Tabela 4 - Caracteristicas da curva base y=sen x.
Coeficiente | Unidades Curva (variaveis visuais)
algébricas
b=1 O coeficiente | Amplitude 2, intervalo de imagem [—1,1]
n&o aparece

O coeficiente | Periodo (comprimento do intervalo de repeti¢do da curva)
ndo aparece igual a 2
Os coeficientes | Ndo hé translacbes. O ponto (0,0) pertence a curva. A
0 ndo aparecem |curva é simétrica em relagdo a origem do sistema
cartesiano.

=
Il
-

a e
I
o
@D

Fonte: Silva (2008, p.109)
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Tabela 5 - Caracteristicas das curvas senoides de expressdo y=+a-+h.sen(kx+c).
Coeficiente[Expressdo  (unidades  de[Curva (variaveis visuais)

escrita algébrica)
b Positivo: IAmplitude 2b, intervalo imagem [—b, b].
IAuséncia do sinal +;

Presenga do valor numérico
desde que seja diferente de 1.
Negativo: lAmplitude |2b|, intervalo imagem [—b, b], curva
Presenca do sinal —; simétrica em relacdo ao eixo x aquela que
Presenca do valor numéricoapresenta coeficiente b positivo.

desde que seja diferente de 1.
k Positivo: Periodo (comprimento do intervalo de repeticéo da
IAuséncia do sinal +; curva) igual a 2.

Presenga do valor numérico k
desde que seja diferente de 1.
Negativo: Periodo (comprimento do intervalo de repeti¢do da
Presenca do sinal —; curva) igual a 2,

Presenca do valor numérico K . . X
desde que seja diferente de 1, (CUTVA Simétrica em relagao ao eixo x aquela que

lapresenta coeficiente k positivo.
a Positivo: "a (presenca do[Translagdo do eixo y de a unidades para cima em
coeficiente com sinal +) relacdo a senoide onde a = 0. Modificagbes do
intervalo imagem para [-b +a,b+a] seb > 0 ou
para[b+a,—b+a]se b <0.
Negativo: “a (presenca do[Translagéo do eixo y de a unidades para baixo em
coeficiente com sinal —) relacdo a senoide onde a = 0. Modificagbes do
intervalo imagem para [-b —a,b —a]seb > 0ou
para[b—a,—b—a]se b <0.
¢ Positivo: “c  (presenca  doranslagzo no eixo x de |5| unidades para a direita
coeficiente com sinal +) A s . K
lem relacéo a senoides onde ¢ = 0.
Negativo: “c (presenca dOTranslagdo no eixo x de || unidades para a
coeficiente com sinal —) X a .
lesquerda em relagdo a senoides onde ¢ = 0.
Fonte: Silva (2008, p. 109).

Este tipo de analise favorece a conversao no sentido inverso, a
gual se mostra mais dificil para os estudantes quando utilizada a
abordagem ponto a ponto, e, desta forma, possibilita uma leitura correta
do grafico (CORREA; MORETTI, 2014). Esta mesma anélise pode ser
realizada para as outras fungfes trigonométricas, lembrando que a curva
base, em se tratando de EM, pode ser construida facilmente utilizando a
abordagem ponto a ponto, e, a partir dela, tirar as conclusdes. No estudo
das funcdes exponenciais e logaritmicas, também é possivel aplicar as
propriedades figurais de simetria e translacdo com o objetivo de reforcar
a relacdo entre o esboco grafico e sua expressdo algébrica e nédo
simplesmente entre curva e alguns pontos.
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4.2.3 Funcdes do ensino universitario

No ambito do ensino universitario, observacdes nos parametros
da expressdo algébrica da funcdo ndo sdo suficientes para descrever
caracteristicas da curva correspondente no plano cartesiano, devido a
complexidade das fungBes trabalhadas. Diversos tratamentos
matematicos precisam ser realizados e aplicados na forma simbdlica,
como derivadas, limites, resolucdo de equacBes e inequagles, entre
outros. Assim sendo, 0 numero de varidveis visuais aumenta
significativamente e sem correspondéncia Unica com uma variavel
simbdlica (MORETTI; FERRAZ; FERREIRA, 2008). Diante da
dificuldade de trabalhar nesta perspectiva, 0s autores Moretti, Ferraz e
Ferreira (2008) elaboraram um conjunto de elementos, semelhantes ao
que Duval (2011a) apresentou para o caso da funcdo afim, como meio
de orientar a conversdo entre registro algebrico e grafico das funcbes
trabalhadas no ensino universitario, na perspectiva de interpretacdo
global. Estes elementos orientadores sdo unidades significativas das
representacdes da funcdo: unidades bésicas graficas e unidades bésicas
simbdlicas.

Sob esta ética, sdo definidos de antemao elementos basicos com
uso de tratamentos do Calculo. Alguns destes elementos sdo: a
variabilidade e concavidade, retas assintéticas e pontos importantes
como extremos relativos, pontos de inflexdo e continuidade. De acordo
com Moretti, Ferraz e Ferreira (2008), sem o recurso do Calculo, seria
impossivel o estudo da conversdo de diversas fungbes no ensino
universitario com tratamento global. Na tabela 6, consta um exemplo de
unidade bésica.

Tabela 6 - Unidades graficas, linguisticas e simboélicas de um ponto critico de

uma funcéo.
Unidade basica Unidade basica Unidade basica simbélica
gréfica linguistica
Minimo relativo em x.
Derivada primeira de y y'(x%) =0
muda de sinal negativo Y (%) < 0,x € V(%)
para positivo na Y'(x) > 0,x € V*+(x,)

A vizinhanca de x,.
Fonte: Moretti, Ferraz e Ferreira (2008, p. 106).

A tabela 6 apresenta uma unidade basica referente a um ponto
critico de uma fungdo, mais especificamente um ponto de minimo
relativo. A unidade bésica grafica visualizada no esboco da curva de
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uma fungdo € relacionada com a unidade basica simbdlica
correspondente, a qual é caracterizada pela derivada primeira da funcéao
igual a zero e a mudanca de sinal de negativo para positivo na
vizinhanca de x, (V™ (x,) ou V*(xp)).

De acordo com Moretti, Ferraz e Ferreira (2008), a representacdo
simbdlica da funcdo produz caracteristicas algébricas, denominadas de
unidades bésicas simbdlicas cujos elementos se relacionam aos
elementos de caracteristicas graficas denominadas unidades bésicas
gréficas. Assim, as conversdes entre as representacfes de uma funcéo,
tanto em um sentido como em outro, tem a intermediagdo de unidades
basicas. A figura 12, a seguir, apresenta uma descricdo dos tipos de
conversdes possiveis na proposta destes autores.

Figura 12 - Tipos de associagdo entre a fungdo registrada na forma simbdlica
(1) e o seu registro na forma gréfica] (2) a partir de elementos do Calculo.

Fungao
(representagio simbdlica)
Tratamentos do
cilculo

Unidades basicas
simbolicas

Fungio
(representagiio grafica)

Fonte: Moretti, Ferraz e Ferreira (2008, p. 110).

A conversao direta no sentido 1—2, associada a conversdo 2—1,
ocorre para um grupo restrito de fungdes, como as estudadas em Duval
(2011a), Moretti (2003) e Silva (2008). Em alguns casos, a conversdo no
sentido 1—>2 pode até ser agilizada e facilitada quando utilizada a
abordagem ponto a ponto ou programas informaticos para esboco da
curva. Contudo, na maioria das func@es, a associacdo simultanea entre
representacdo simbdlica e gréfica néo é possivel, tornando obrigatdria a
passagem pelas unidades basicas simbolicas e graficas, conforme
preconizam Moretti; Ferraz e Ferreira (2008).

Também pensando nas fungBes trabalhadas do ensino
universitario, Luiz (2010) e Moretti e Luiz (2010, 2014), propdem o
procedimento informatico de interpretacdo global, que alia a abordagem
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de interpretacdo global de propriedades figurais de Duval (2011a) ao
procedimento de esbo¢o da forma grafica com o uso de programas
computacionais. Nesta perspectiva, é imprescindivel o uso de elementos
do Caélculo, os quais irdo dar as formas bésicas da curva, denominadas
de unidades basicas graficas. O procedimento informatico de
interpretacdo global, apoiado em softwares, possibilita algumas
vantagens relacionadas a rapidez de visualizagdo da curva e de mudancga
de escalas e parametros. Ao esquema da figura 12 é acrescentado o
modo informatico, como visto na figura 13, a seguir.

Figura 13 - Esquema do Procedimento Informatico de Interpretacdo Global.
1

Fungdo
(representagdo simbdlica)
Tratamentos do
calculo

Unidades basicas
graficas

Unidades bésicas
simbolicas
Modo

informatico

Fungdo
(representagdo grafica)

Fonte: Moretti e Luiz (2010, p. 531).

No esquema da figura 13, levando em conta a complexidade das
fungdes no ensino universitario, a conversao no sentido 1—4, associada
a conversdo 4—1, ocorre para um grupo limitado de funcdes e pretender
um procedimento de conversdo que permite acompanhar modificagdes
simultaneas entre as representacdes simbolica e grafica é praticamente
impossivel. Isto justifica a utilizacdo do modo informatico para a
conversdo no sentido de 1—4 ¢ a volta, partindo do esbogo grafico,
levando em conta as unidades basicas simbdlicas, sem preocupacio
primordial com a forma algébrica em si, mas com as caracteristicas
desta forma, ou seja, no sentido 4—32«1.

Resumindo, tanto Moretti, Ferraz e Ferreira (2008) como Luiz
(2010) e Moretti e Luiz (2010, 2014) tratam das unidades basicas das
funcbes, ora percebidas globalmente na curva, ora destacadas e
relacionadas com a expressdo algébrica. Mesmo ndo sendo possivel
visualizar a relacdo direta entre as representacdes grafica e simbolica de
fungdes no ensino universitéario, é possivel estudar a relagdo entre as



129

unidades bésicas graficas e simbélicas (MORETT]I; LUIZ, 2010) como
forma de compreender o eshboco de curvas e o fenbmeno a qual
representa, de acordo com as prerrogativas de Raymond Duval.

Diante do exposto, a seguir, esclarecemos elementos de um
caminho alternativo de esboco de curvas, cuja premissa se aproxima da
de Moretti, Ferraz e Ferreira (2008), porém em ambito de EM.

4.3 TAXAS DE VARIACAO DE FUNCOES NO ENSINO MEDIO

Os documentos balizadores da educacdo brasileira bem como os
Principios e Normas, propostos pelo NCTM, apontam para a
importancia do ensino e da aprendizagem de varia¢do de grandezas. Por
outro lado, pesquisas sinalizam para as dificuldades apresentadas pelos
estudantes na compreensdo deste conceito, 0 que impossibilita significar
de forma ampliada a nocdo de fun¢do, tdo importante em todas as areas
do conhecimento.

Assumindo que as taxas de variacdo sdo, na maioria das vezes,
expressas como numeros racionais, alguns autores como Catto (2000),
Merlini (2005), Teixeira (2008), Santos (2005) e Romanatto (1997),
associam as dificuldades de compreensdo neste conceito aos diversos
significados que o numero racional pode assumir e as suas diferentes
representacdes semioticas. Os significados a eles associados sdo: medida
(parte-todo); quociente; razdo; operador multiplicativo; probabilidade;
nimero na reta numérica e, acrescentado por Gomes (2010),
porcentagem. A taxa de variacdo, enquanto relagdo de comparacdo
multiplicativa entre duas quantidades de grandezas diferentes, mas
dependendo uma da outra, por exemplo, a velocidade de um movel
(relagdo entre distdncia e tempo) (SILVA, SANTIAGO, SANTOS,
2013), pertence ao significado razéo.

De todo o modo, existe a necessidade de uma compreensdo
efetiva do conceito “taxa de varia¢do de fungdes” e é desafiador e ndo é
novidade refletir sobre a possibilidade de estudar elementos do Calculo,
mais precisamente a variabilidade de funcdes, no EM, conforme Avila
(1991), Duclos (1992), Rezende (2003, 2007) e Silva, Andrade e
Azevedo (2013) sinalizam. Contudo, os trabalhos existentes nesta
perspectiva abordam a derivada de funcbes e muitos utilizam a
tecnologia para possibilitar essa construcdo. A nossa ideia, porém,
perpassa a compreensdo de taxas de variacdo, calculadas e analisadas a
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partir da nocdo intuitiva de infinitésimos a fim de discutir sobre o
esboco das curvas de fungdes do EM.

4.3.1 A nogao de infinitésimo

A nocdo de infinitésimo, como mencionado na secdo 3.2 do
capitulo terceiro, mesmo com suas inconsisténcias tedricas e diferentes
concepcgOes, permeou a construcdo do Calculo ao longo da historia.
Nesta se¢do, apresentamos algumas destas concepc¢des e precisamos a
que serd utilizada no calculo das taxas de variacdo para 0s objetivos
deste trabalho.

Um dos pioneiros a tratar e estudar as retas tangentes a uma curva
foi Fermat (1601-1665), na primeira metade do século XVII. Suas ideias
sdo consideradas embrides do conceito de derivadas, surgidas no
contexto dos problemas concretos tratados na época, abordados no
terceiro capitulo, secdo 3.2.1.

De acordo com Avila (2003), em seus estudos, Fermat considerou
dois pontos da curva da funcdo y = f(x), infinitamente proximos um do
outro, (x, f(x)) e (x + e, f(x + e)), de acordo com a figura a seguir.

Figura 14 - Reta tangente de Fermat a partir da semelhanca de tridngulos.
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Fonte: Avila (2003, p. 88).

A ideia de infinitamente préximos significa que a grandeza e é
um nlmero muito préximo de zero, de forma que as vezes pode ser
desprezado; mas, a0 mesmo tempo, diferente de zero, de forma que
podemos dividir por ele mesmo quando isso for conveniente. Assim,
para e infinitamente préximo de zero, podemos dizer que os triangulos
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OAC e OBD da figura 14 sdo semelhantes, de forma que podemos

escrever:
fx+e) _f(x)

st+e N
Resolvendo a igualdade em s, obtemos:
e.f(x)
fx+e)—f(x)
f(x)
[f(x+e)—f(x)]/e

Através da ideia de limite, para saber o valor de s, fariamos

e — 0 e obteriamos s = % Contudo, Fermat e seus contemporaneos
procediam concretamente, caso a caso, substituindo funcdes. Por
x? x?

x o, L _
exemplo, para a fungdo f(x) = x*, era feito: s = oy le — 2xre

Fermat, simplesmente considerava e insignificante, fazendo e = 0 e,
assim, determinava s = % Com este valor, podia-se determinar o ponto

0 e, com ele, a tangente OC.

No livro Calculus Made Easy, Thompson (1914) aborda o
Calculo ignorando o uso rigoroso de limites e utilizando o método
infinitesimal de aproximacdo, semelhante ao que Leibniz utilizou em
suas descobertas. Neste livro, sdo realizadas reflexdes a respeito dos
diferentes graus de “pequenez” de grandezas, ou seja, de valores
pequenos de diferentes ordens. De acordo com o autor, ao fixarmos uma
fracdo numérica como proporcdo de alguma quantidade relativamente
pequena (infinitésimo), podemos facilmente encontrar outras fracdes de
“um grau maior de pequenez” (THOMPSON, 1914, p. 3). Por exemplo,
se por alguma razdo tomamos um por cento (1/100) como uma fragédo
pequena, entdo um por cento de um por cento (1/10000) é chamada por
este autor de uma fracdo pequena de 2% ordem e 1/1000000, fracdo
pequena de 32 ordem e assim por diante. A reflexdo deste autor é que,
sendo uma quantidade que em si ja é pequena, a quantidade pequena de
2% ordem (ou 37, 428..) referente a ela, torna-se insignificante e em
muitos calculos é possivel excluir estas quantidades pequenas de ordem
superior. Ou seja, o calculo infinitesimal de Thompson estd baseado na
ideia de desprezar somente infinitésimos de ordem superior a um.

A diferenca dos procedimentos envolvendo o infinitésimo de
Thompson (1914) e de Fermat, abordada por Avila (2003), é que
Thompson exclui os infinitésimos de ordem superior, atentando para o
fato de que pequenas quantidades multiplicadas por algum fator, em
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alguma expressdo, ndo podem ser excluidos caso o fator seja um nimero
“grande”. Isto quer dizer que, por exemplo, sendo x uma quantidade e
Ax um pequeno incremento adicionado a ela, entdo o quadrado de
x + Ax, é x? + 2x. Ax + (Ax)? e nesta expressdo, o terceiro termo pode
ser excluido por ser insignificante devido ao “grau de pequenez”.
Porém, o segundo termo, por Ax estar multiplicado por uma quantidade
gue ndo é pequena (ou ndo se conhece), ndo deve ser excluido.
Geometricamente, isto significa que quando um quadrado de lado x tem
seus lados aumentados Ax, a area aumenta dois retangulos de area x. Ax
e um pequeno quadrado de éarea (4x)?. Supondo Ax ainda menor,
claramente (4x)? ¢ insignificante e somente é considerado o
incremento Ax (THOMPSON, 1914).

Assim, no célculo infinitesimal de Thompson (1914) s6 podem
ser excluidos os infinitésimos de ordem superior a um, diferentemente
do procedimento de Fermat. Provavelmente Thompson trabalhou desta
forma, pois, no ano de 1914, ndo tendo ainda uma teoria que embasasse
os infinitésimos, prevaleciam os paradoxos a eles relacionados e, assim,
a “divisdo por zero” era evitada. Fato este, com o qual Fermat e varios
matematicos antigos ndo se preocuparam inicialmente, mas sofreram
grandes criticas ao longo da histdria. Atualmente, os infinitésimos sdo
embasados rigorosamente na Analise Nao-Standard, que surgiu somente
na década de 60 do século XX, com estudos de Abraham Robinson.

Na tese de Régo (2000), o autor defende o uso dos infinitésimos
no ensino de Calculo, argumentando que a construcdo dos conceitos
centrais é mais intuitiva do que a obtida utilizando limites. Isto, pois os
infinitésimos utilizam uma simbologia mais simples, ndo recorrendo a
processos infinitos, evitando muitas dificuldades de aprendizagem. Para
saber o comportamento de uma fungdo préximo a um ponto este autor se
ancora no conjunto dos nimeros hiper-reais, calculando a aproximagdo
infinitesimal de uma funcdo numa vizinhanca infinitesimal deste ponto,
ou seja: toma um infinitésimo Ax, obtendo um ndmero infinitamente
préximo a x, x + Ax; calcula f(x + 4x) e toma o real mais préximo do
nimero hiper-real obtido. Tomar o real mais proximo significa
desconsiderar Ax, ja que, nesta perspectiva, s6 os valores reais
interessam, o que equivale a fazer Ax = 0.

A fim de exemplificar o procedimento de Régo (2000), pode-se
tomar a fungdo f(x) = x?2 e verificar o que ocorre com ela para valores
préximos de x = 3, fazendo:

f(3+4x) = (3+4x)? = 9 + 64x + (4x)>
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O real mais proximo desse niumero (fazendo 4x = 0) é 9. Entéo,
para valores de x proximos a 3, f(x) se aproxima de 9.

O interesse deste trabalho ndo é aprofundar a teoria da Analise
Né&o-Standard, nem o conjunto dos Numeros Hiper-Reais, do qual os
infinitésimos fazem parte. As discussBes suscitadas ndo se alicergam na
formalizag&o e rigor dos infinitesimais, mas na nocao intuitiva. Portanto,
os calculos expostos na sequéncia sdo embasados na nogdo de
infinitésimo e v8o ao encontro da ideia de Fermat, no sentido intuitivo,
desconsiderando o incremento Ax, j& que ele é tdo pequeno quanto
necessario, e da ideia de Régo (2000), na medida em que embasa essa
exclusdo na Analise Ndo Standard.

Em Avila (2003) o incremento de x é identificado como e, outras
obras utilizam hou Ax. Nas discussdes deste trabalho utilizamos Ax
como a notacdo para representar um incremento infinitesimal e calcular
as taxas de variacdo. No decorrer da aplicacdo da sequéncia didatica
concluimos que esta notacdo nao foi a melhor escolha para o trabalho
com o EM devido a semelhanca de 4x com x, o que, nos calculos dos
estudantes, acarretou inimeros erros.

4.3.2 Taxa média de variacao e taxa de variagdo instantanea

As taxas médias de variacdo (TMV) sdo utilizadas nas diversas
areas do conhecimento sob diferentes formas. Como exemplos, tem-se a
velocidade média, que é a distancia percorrida dividida pelo tempo gasto
para percorré-la, podendo ser expressa em km por hora; as taxas de
crescimento de populagfes, expressas normalmente em percentagem
por ano e a precipitacio mensal média de chuva, expressa em
centimetros por més. Nestes exemplos, a “taxa média de variacdo de
uma quantidade, no decorrer de um certo periodo, é a variacdo sofrida
pela quantidade, dividida pelo tempo em que tal variacdo levou para
processar” (THOMAS Jr; FINNEY, 1988, p. 67).

No livro Calculo com Geometria Analitica, de Thomas Jr. e
Finney (1988), sdo apresentadas explicacGes iniciais intuitivas sobre
taxas de variagdo instantanea e problemas resolvidos a partir do calculo
das taxas médias de variagdo, sem a formalizacdo e rigor matematico
presentes na ideia de limites. Este trabalho é feito a partir da ideia de
retas secantes infinitamente proximas a reta tangente. O grafico da
figura 15 apresenta o crescimento de uma populagéo de moscas, em um
laboratério em condicdes controladas em um periodo de 50 dias.
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Figura 15 - Crescimento do nimero de moscas durante um periodo de 50 dias.
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Fonte: Lotka (1956 apud THOMAS Jr. e FINNEY, 1988, p. 67).

O gréfico revela que no 23° dia havia 150 moscas e no 45°, 340

moscas. 1sso corresponde a um aumento de 190 moscas em 22 dias.

Portanto, a TMV da populagdo, do 23° ao 45° dia foi de: TMV = &p

p =
340-150 190 At
=— = 9moscas/dia.
45-23 22 ) . )
Uma reta que intersecta uma curva em dois pontos é chamada de
reta secante e a TMV calculada a partir destes pontos é a declividade ou

coeficiente angular da reta secante.

Figura 16 - Esbogo da curva e de retas secantes a curva no ponto P e Q.
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Fonte: Lotka (1956 apud THOMAS Jr.; FINNEY, 1988, p. 67).

% LOTKA, A.J. Elements of Mathematical Biology. Dover, New York, 1956.
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No caso da figura 16, a reta que passa pelos pontos P e Q é uma
reta secante. Outros periodos podem ser analisados para calcular a TMV.
No gréfico da figura 16 constam quatro intervalos: do 23° ao 45°, do 23°
ao 40° dia, do 23° ao 35° dia e do 23° ao 30° dia, bem como as quatro
retas secantes a curva, passando pelo ponto P e, na sequéncia, a tabela 7
com as declividades destas retas.

Tabela 7 - Declividade das gquatro retas secantes.

Q TMV de PQ = declividade da reta secante
acurvaemPe@Q
(45,340) (340-150)/(45-23) ~ 9
(40,330) (330-150)/(40-23) = 13
(35,310) (310-150)/(35-23) = 15
(30,265) (265-150)/(30-23) = 16,4

Fonte: Lotka (1956 apud THOMAS Jr.; FINNEY, 1988, p. 67).

Sendo P o ponto (23, 150), as TMV deste ponto ao ponto @, ou as
declividades das retas secantes que passam por P e Q, expressas na
tabela 7, se aproximam da declividade da reta tangente a curva no ponto
P. O trabalho nesta perspectiva possibilita a compreensdo de que a
variagcdo média de uma funcéo, em um intervalo, é a declividade da reta
secante a curva nos pontos extremos do intervalo. Assim, no caso de
calcular a velocidade de crescimento exatamente no 23° dia, podemos
determina-la analisando a declividade da reta secante PQ, quando Q
retroceder, ao longo da curva, até P, ou melhor, quando P e Q forem
infinitamente préximos. O grafico da figura 16 mostra este retrocesso
para quatro pontos Q.

Geometricamente, quando Q se aproxima de P, ao longo da
curva, temos: a secante PQ se aproxima da reta tangente AB,
determinada visualmente em P. Isto significa que as declividades das
secantes tendem a declividade da tangente, calculada a partir das
coordenadas A(17,0) e B(35,350), determinadas pelo problema. Sendo

- . 350-0
a declividade da reta tangente a curva em P, m = 3517
dia.

= 17 moscas/

Com relacdo a variacdo da populacdo de moscas, quando Q se
aproxima de P (isso significa que P e Q sdo pontos cuja distancia é
infinitesimal) temos: as taxas médias de crescimento, durante o0s
intervalos de tempo, tendem a taxa de variacdo instantanea em P, ou
melhor, a declividade da reta tangente a curva, no ponto P, que €
17 moscas/dia. A declividade da reta tangente é, portanto, a taxa
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segundo a qual a populagdo de moscas varia no dia t = 23 (THOMAS
Jr., FINNEY, 1988).

E desta forma que os autores discutem as relagdes entre a TMV,
taxa de variacdo instantanea (TVI), declividade da reta secante e
declividade da reta tangente, a partir da nogdo de pontos infinitamente
proximos. Estas ideias sdo muito frutiferas para a visualizacdo
geométrica da variabilidade de fun¢Ges no EM e compreenséo da TV1I.

A semelhanca de triangulos, utilizada por Fermat (AVILA,
2003), e a ideia de reta secante infinitamente proxima a reta tangente, de
Thomas e Finney (1988), se baseiam na mesma concepcdo de
infinitésimo. Contudo, a apresentacdo de Thomas e Finney (1988), por
parecer ser mais intuitiva para o estudante, é a que utilizamos para
abordar as taxas de variagdo instantaneas na construgdo de um caminho
alternativo de esboco de curvas, lembrando que serdo tratadas apenas
fungdes continuas polinomiais de segundo e terceiro graus.

Assim, por exemplo, seja a funcdo cuja representacao algébrica é
f(x) = 2x — 3. ATMV da funcéo para valores de x € [0,2], é:
gy oY _f@-FO _1-(=3)

Ax 2-0

Isto significa que, para o referido intervalo, a fungdo f(x) =
2x — 3 tem uma TMV de duas unidades. Para o célculo da TVI em um
ponto especifico, dar um acréscimo infinitesimal 4x a x na funcéo e
calcular a TMV neste intervalo. Assim, para encontrar a variabilidade da
fungdo f(x) =2x—3 em x =75, calculamos a TMV para x €
[5,5 + Ax] e tomamos Ax = 0.
x=5-> f(x)=2x—3 > f(5) =7
x=5+4x - f(5+4x)=10+24x—-3 =7+ 24x

™MV =A_y=f(5+Ax) f(5) _ (7 + 2Ax) 7= )
Ax Ax Ax
Em x = 5, a funcdo tem uma variacdo de 2 unidades (TVI(5) =
2). No caso da funcdo afim, a variabilidade é constante para qualquer
valor de x.
O gréfico a sequir apresenta elementos geométricos da TMV de
uma funcdo em um intervalo de x € [x, x + Ax].
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Figura 17 - Elementos geométricos da taxa média de variagdo de uma fungo.

f (x+ 4x)

}Ay = flx+4x) = f(x)

fx)
1 Ax

v
>

X x + Ax

Fonte: Os autores.

A partir da figura 17, obtém-se que a taxa média de varia¢do no

referido intervalo é:
TMY = & = fe+A0-F()
Ax Ax
Para o caso da funcdo quadratica f(x) = x2, ao calcular a TMV

para x € [0,1], x € [0,3] e x € [—3,0], encontra-se as declividades
(coeficiente angular) das retas secantes que passam pelos pontos (0,0) e
(1,1); (0,0) e (3,9); (—3,9) e (0,0). Assim, tem-se:

-x€[0,1] » TMV =1

-x €[0,3] » TMV =3

-x € [-3,0] » TMV = -3

Estes valores revelam que a TMV da funcdo quadratica em
questdo é diferente em intervalos distintos. Esta informacéo é relevante
para ter ideia da representacdo grafica desta funcdo. Ou seja, no
intervalo x € [0,3], a fungdo f(x) = x? tem uma taxa de crescimento
maior (declividade da reta secante) que no intervalo x € [0,1]. E ainda,
no intervalo de x € [—3,0], a funcdo decresce com a velocidade que
cresce no intervalo de x € [0,3].

Em precisando saber a TMV da fungdo f(x) = x? em x = 2, ou
seja, a TVI(2), faz-se:
x=2- f(x)=x2 > f(2) =4
x=2+ Ax - f(2+ Ax) =4+ 44x + (4x)?
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Ay fQR4+AMx)—f(2) 4+4Mx+ (Ax)2—4
TMV = — = =
Ax Ax Ax
40x + (Ax)?  Ax(4 + Ax)

= = =4+ Ax

Ax Ax

Sendo Ax um infinitésimo, a taxa de variacdo média proxima a
x =2 é em torno de 4, sendo este, portanto, o valor que serad
considerado como a TVI em x = 2 (TVI(2) = 4) Alguns autores como
Milani (2002, 2004) utilizam a notagdo ~ para expressar o
“aproximadamente” ou o “proximo de”. Neste trabalho, contudo, a fim
de ndo tornar estas palavras repetitivas, sera utilizado simplesmente a
igualdade TVI(2) = 4, mesmo por que, é assim que sera representado
no ensino superior, no caso de o estudante optar por cursos da area.

Voltando ao exemplo anterior, é possivel encontrar a TVI(x)
genérica da fungdo f(x) = x2 para um valor qualquer de x. Assim,
sendo Ax um infinitésimo e f(x + 4x) = (x + 4x)? - f(x +
Ax) = x? + 2xAx + (4x)?, entdo:

gy <Y _fG ) — f() _ x* + 2x08x + (Ax)* — x”

Ax Ax Ax
2xAx + (Ax)?  Ax(2x + Ax)
= = = 2x + Ax
Ax Ax
TVI(x) = 2x

Esta expressdo torna possivel o calculo das TVI(x) da referida
funcdo em qualquer ponto de seu dominio, bem como a localizacdo de
pontos em que a funcdo tem taxa de variagdo igual a zero, o que
significa reta tangente constante.

Para fungBes polinomiais do 3° grau, por exemplo,
y = x3 —3x + 3, 0 calculo da TVI(x) genérica é:

TVM = [(x+Ax)3-3(x+Ax)+3]-[x3—3x+3]

Ax
3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)3® — 3Ax
TVM =

Ax
Ax(3x? + 3xAx + (Ax)? — 3)

TVM =

Ax
TVM = 3x? — 3 + 3xAx + (Ax)?
TVI(x) =3x? -3
Esta mesma ideia pode ser utilizada para o calculo da TVI(x)
genérica de todas as funcdes polinomiais no EM. Contudo, para funcbes
polinomiais de grau n, a forma genérica da TVI(x) é uma funcdo
polinomial de grau n — 1 e por isso, para fungdes polinomiais de grau
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maior que 3, e dificuldades no calculo das raizes de TVI(x) = 0 podem
aparecer neste nivel de ensino. Além disso, para funcdes logaritmicas e
exponenciais, 0s contratempos ocorrerdo no calculo da prdpria taxa de
variagdo instantanea.

O nosso interesse nao € validar esta ideia para todas as funcgdes
trabalhadas no EM, mas sim, discutir possibilidades a partir da
variabilidade e da interdependéncia entre as variaveis para aquelas
funcbes que ndo exigem muito além do que o estudante trabalha neste
nivel de ensino. O interesse estd, portanto, na andlise qualitativa da
perspectiva supracitada, no sentido de refletir sobre os “gestos
intelectuais” (DUVAL, 2011b, p. 41) que constituem o trabalho com o
esbogo de curvas.

Para fins de organizacdo de nomenclatura, utilizou-se TVI(x) ou
TVI,(x) como a taxa de variacdo instantanea de primeira ordem de uma
funcéo. O indice “1” se faz necessario quando se acrescenta as analises a
ideia de variacdo da taxa de variacdo instanténea, a qual serad
representada por TVI,(x), ou, taxa de variacdo instantanea de segunda
ordem da funcéo, relacionada & concavidade de uma curva. A opcdo por
esta nomenclatura se deu por ela ndo contradizer aquela que é usada no
ensino superior.

4.4 ESBOCO DE CURVAS A PARTIR DAS TAXAS DE VARIACAO

O que as taxas de variacdo instantaneas informam a respeito da
curva de uma funcéo?

Thomas Jr. e Finney (1988) sugerem o esbo¢o de curvas a partir
de uma envoltéria formada pelas retas tangentes a curva, como a seguir
explicitado:

No tracado de graficos, as vezes recorremos a
formula que fornece a declividade da curva a fim
de tracarmos algumas de suas tangentes, antes de
construirmos a curva propriamente dita. Com este
procedimento, obtemos uma “envoltoria” dentro
da qual a curva ficara contida e que nos indica o
formato desta Gltima, depois de marcados alguns
de seus pontos (p. 73).
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O procedimento de esbogo de uma curva apresentado na citacao,
a partir da envoltéria, apesar de importante no sentido que utiliza
diversos conhecimentos matematicos relacionados com esta tese, pode
exigir um esforgo demasiado no tragado de retas tangentes, impedindo a
interpretacdo global. Por isso, o caminho sugerido neste trabalho
permite 0 esho¢o de uma curva a partir da analise (estudo do sinal) da
TVI(x) da funcdo e da utilizacdo de unidades basicas ja elaboradas e
utilizadas em Duval (2011a) e Moretti, Ferraz e Ferreira (2008). De
acordo com estes trabalhos, 0s elementos orientadores para o esboco de
uma curva sdo as unidades basicas graficas e as unidades bdsicas
simbdlicas, as quais funcionam como unidades significativas das
representacdes da funcao.

No estudo de uma funcdo polinomial do 1° grau, realizado por
Duval (2011a), as varidveis visuais sdo: o sentido da inclinacao
(podendo assumir dois valores), os angulos do tracado com o0s eixos
(podendo assumir trés valores) e a posicdo do tracado em relacédo a
origem do eixo vertical (podendo assumir trés valores), mostradas na
tabela 3. Neste trabalho, Duval (2011a) deixa claro que cada variavel
visual do grafico corresponde a uma unidade significativa na expressao
algébrica da reta e diversas analises podem ser feitas quando se tem
clareza das relagdes existentes entre as unidades significativas de cada
registro.

Reflexdes sobre a variabilidade da funcéo polinomial do 2° grau,
conforme mostrado anteriormente em alguns exemplos, demonstram
que a TVI(x) genérica destas fungdes é uma funcéo polinomial do 1°
grau (TVI(x) = ax + b). Assim, com relagdo a variavel visual sentido
da inclinacdo e apoiada na tabela 3, a tabela 8 apresenta dados das
varidveis visuais da reta tangente a curva da fungo polinomial.

Tabela 8 - Relagdo entre as varidveis visuais da reta tangente a uma curva e
suas unidades simbodlicas.

Variaveis visuais Valores Unidades simbdlicas
correspondentes
Sentido da declividade da Ascendente TVI(x) > 0
reta tangente Descendente TVI(x) < 0
Constante TVI(x) = 0

Fonte: Duval (20114, p. 101), modificada pelos autores.

Nas tabelas a seguir Moretti, Ferraz e Ferreira (2008) apresentam
outras unidades basicas que foram modificadas por nés para o trabalho
com o EM.
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Tabela 9 - Variaveis visuais e simbélicas de um minimo relativo.

Unidade bésica Unidade bésica Unidade bésica simbdlica
gréfica linguistica

Minimo relativo em x,.

¥ Taxa de variagdo TVI(xy) =0

U instantanea de y muda de TVI(x,) < 0,x € V™ (x,)
sinal  negativo  para TVI(xp) > 0,x € V*(xg)
X, positivo na vizinhanga de

Xg.

Fonte: Moretti, Ferraz e Ferreira (2008, p. 106), modificada pelos autores.

Tabela 10 - Variaveis visuais e simbélicas de um méximo relativo.

Unidade bésica Unidade bésica Unidade bésica simbdlica
grafica linguistica

Maximo relativo em x,.

oA Taxa de variagdo TVI(xy) =0
instantdnea de y muda de | { TVI(x,) > 0,x € V™ (x,)
sinal  positivo  para| (Tyr(x,) < 0,x € V*(x,)

5 negativo na vizinhanca de
o Xo-

Fonte: Moretti, Ferraz e Ferreira (2008, p. 106), modificada pelos autores.

Na tabela 9 consta uma unidade basica referente a um extremo
relativo de uma funcdo, neste caso um ponto de minimo. A unidade
basica grafica visualizada no esboco da curva de uma funcdo é
relacionada com a unidade bésica simbdlica correspondente, a qual
denota a taxa de variag8o instantanea ou declividade da reta tangente da
funcdo igual a zero e a mudanca de sinal de negativo para positivo para
valores muito préximos de x,. Na tabela 10, verifica-se um ponto de
méaximo relativo.

Nas pesquisas de Luiz (2010) e Moretti e Luiz (2010, 2014), o
procedimento de interpretacdo global de propriedades figurais de Duval
(2011a) envolve a utilizacdo de elementos do Célculo aliada ao
procedimento de esbogco da forma grafica com o uso de programas
computacionais. No esquema apresentado na figura 13, a conversao de
1—4, associada a conversdo de 4—1, ocorre para algumas fungdes
simples. A interpretacdo global ocorre a partir da utilizacdo do modo
informatico para a conversdo no sentido de 1—4 ¢ a volta levando em
conta as unidades bésicas simbdlicas, sem preocupacdo primordial com
a forma algébrica em si, mas dando énfase as caracteristicas desta
forma, ou seja, no sentido 4—3-2«1.

No caso deste trabalho, a sugestdo vai ao encontro das ideias
desses autores uma vez que O oObjetivo € criar um esquema que
possibilite a compreensdo e o esbo¢o de curvas de fungdes no EM, a
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partir do estudo da relagdo entre as unidades bésicas graficas e
simbdlicas da funcdo, sem a preocupagdo exclusiva com a forma
algébrica, mas a partir da compreensdo da variabilidade da fungdo. O
esquema a seguir apresenta a ideia.

Figura 18- Esquema do caminho alternativo para o esboco de curvas.

Fungio

(representagio simbolica) Taxa de varlacao Instantanea

Fungio
(representagio grifica)

Fonte: Os autores, a partir de Moretti e Luiz (2010, p. 531).

Neste esquema, baseado na abordagem de interpretacdo global
das propriedades figurais, ndo € nosso interesse acompanhar
modificacdes simultaneas entre as representacdes simbolica e grafica.
Nossa atengéo esté voltada para reflexdes sobre a conversdo no sentido
de 1—2<3«4 por meio do estudo das taxas de variacdo da funcao.

A fim de elucidar o caminho alternativo, apresentamos alguns
exemplos de esbogo de curvas de fungbes polinomiais do segundo e
terceiro graus, fundamentados nas ideias anteriormente expostas.

Exemplo 1 - Seja a fungdo y = —x% + 4x — 3. O eshogo da
curva da funcdo inicia com o calculo da TV, (x) em um ponto genérico
a partir da nocao de infinitésimos.

By fx+A0) - f(x)

TMV
Ax Ax
_ —x? = 2xAx — (Ax)® + 4x + 4Ax — 3 — (—x? + 4x — 3)
B Ax
Ax(—2x —Ax + 4)
= =—-2x+4—-Ax

Ax
TVl = -2x+ 4
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A declividade das retas tangentes a curva da fungdo
y = —x? + 4x — 3 em um valor de x genérico se comporta de acordo
com a funcéo afim TVI,(x) = —2x + 4. A partir do estudo do sinal®
desta fungdo e das tabelas 8 e 10, obtemos a tabela a seguir que
apresenta o esboco da curva desta funcéo.

Tabela 11 - Esbogo da curva da funcdo y=-x’+4x-3 com base no estudo da

TVI(x).
Unidades bésicas simbdlicas Unidades Bésicas gréaficas
Valores de x Sinal da Reta Esbogo da Ponto critico
TVI (x) tangente curva
x <2 >0 Crescente Méximo absoluto
x=2 =0 Constante em (2,1)
x>2 <0 Decrescente

Fonte: Os autores.

Quando a variagdo for nula, ou seja, TVI;(x) =0, a curva
apresenta um ponto critico, neste caso é o ponto maximo da curva e é
(2,1). Portanto, y <1 s@o os valores que a fungdo assume em seu
dominio. A identificacdo dos pontos minimos ou maximos e
classificacdo em absolutos e/ou relativos é também um trabalho
importante tanto para 0 EM quanto para o ensino superior. No caso de
uma funcdo quadrética, o ponto critico sera absoluto, pois, efetivamente,
para todo o dominio da funcéo, aquele serd o valor maximo ou o valor
minimo, o que ndo ocorre nas fungbes polinomiais de grau maior, como
serd abordado mais adiante.

Outra analise importante para o eshoco de curvas é da
concavidade de uma curva, principalmente para fun¢bes polinomiais de
terceiro grau. Para tal analise, tomemos 0 exemplo que consta em Weir,
Hass e Giordano (2009), em que o autor utiliza a o gréafico da figura 19
para a compreensdo da ideia de concavidade.

?® Estudar o sinal de uma funcéo significa determinar para que valores de x do
dominio da funcdo, a imagem f(x) ser4 positiva (f(x) > 0), negativa

(f(x) < 0)ounula (f(x) = 0).
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Figura 19 - Comportamento das retas tangentes a curva da fungéo y=x".

TVI cresce

-2

TVI decresce

Fonte: Weir, Hass e Giordano (2009, p. 292).

Conforme a figura 19, a curva y = x> é crescente em todo seu
dominio, contudo, ela se curva de maneira diferente nos intervalos
(—0,0) e (0,0). Ao percorrer a curva, a partir da esquerda, na direcdo
da origem, percebemos que ela se volta para a nossa direita e suas
tangentes ficam todas acima dela. Neste caso, os coeficientes angulares
das retas tangentes sdo decrescentes no intervalo (—co,0). Ao continuar
percorrendo a curva para a direita, ela se volta para esquerda e suas
tangentes estdo abaixo da curva. Os coeficientes angulares das retas
tangentes, no intervalo (0, ), sdo crescentes. Ao comportamento de
inclinacdo das retas tangentes a uma curva, chamamos de concavidade
da curva (WEIR, HASS, GIORDANO, 2009).

Assim, a concavidade para cima e a concavidade para baixo estéo
relacionadas com o crescimento ou o decrescimento dos coeficientes
angulares das retas tangentes, ou seja, das TV, (x)(taxas de variacdo
instantanea de primeira ordem da funcdo). Em Weir, Hass e Giordano
(2009, p. 293) encontramos algumas definicGes que foram modificadas
por nés para adaptacdo ao trabalho:

A funcéo tem concavidade para cima em um intervalo aberto I,
se a TV, (x) é crescente neste intervalo.
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A funcéo tem concavidade para baixo em um intervalo aberto I,
se a TV1;(x) é decrescente neste intervalo.

Diante do exposto, a analise da concavidade se da por meio da
andlise da variacdo da TVI,(x), a qual serd denominada de taxa de
variagdo instantanea de segunda ordem da fungéo, ou TV, (x). Entdo:

a) A TVI (x) é crescente, se a TVI,(x) > 0, no intervalo, e,
sendo assim, a concavidade da curva é para cima.

b) A TVI, (x) é decrescente, se a TVI,(x) < 0, no intervalo, e,
sendo assim, a concavidade da curva é para baixo.

O ponto onde a TVI,(x) é nula, chamado de ponto de inflexdo, é
onde ocorre a mudanca de concavidade. A tabela a seguir, apresenta as
unidades bésicas graficas e suas respectivas unidades simbolicas
referentes a concavidade de uma curva, relacionado a inclinagdo da reta
tangente, ao crescimento ou decrescimento da funcéo.

Tabela 12 - Unidades basicas graficas e simbélicas da concavidade da curva de
uma funcéo.
Unidade Basica Gréfica

Unidade Basica Unidade Basica Simbolica

Linguistica

t é uma tangente

t:y=ax+b,a>0

Funcdo crescente TV >0
A Concavidade negativa TVI, <0
t é uma tangente tty=ax+ba>0
/ t Funcdo crescente TV >0
Concavidade positiva TVI, >0
t t é uma tangente tty=ax+ba<0
\ Funcdo decrescente TV <0
Concavidade negativa TV, <0

t é uma tangente

t:y=ax+ba<0

Funcdo decrescente

TVI, <0

Concavidade positiva

TVI, >0

Fonte: Moretti, Ferraz e Ferreira (2008, p. 115) modificada pelos autores.

Sintetizando, tomando uma funcdo polinomial do 2°

grau

genérica na forma y =ax?+bx+c,a+0, a taxa de variacdo
instantdnea de primeira ordem em um valor qualquer de x serd
TVI(x) = 2ax + b. Utilizando 0 mesmo processo, encontramos a taxa
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de variacdo instantanea de segunda ordem TVI,(x) = 2a, Ou Seja, a
concavidade de uma paradbola depende do sinal do pardmetro a da
funcéo.

Utilizando a taxa de variagdo de uma funcdo quadratica,
calculada a partir da nogdo de infinitésimo, sdo analisadas diversas
variaveis importantes a respeito da funcdo. Genericamente,
apresentamos na tabela 13, dados sobre as variaveis visuais graficas e as
unidades simbdlicas da funcdo quadratica tendo por base a TVI;(x), a
TVI,(x) e as tabelas 8, 9, 10 e 12, que culminam no esboco da curva.

Tabela 13 - Unidades simbolicas e graficas de uma fungdo polinomial do
segundo grau.

Unidades basicas simbélicas Unidades basicas graficas
TVI, |Valor | TVI, |Valor de x Reta Concavidade |Ponto critico Esboco
dea Tangente (TVI,) curva

<0 x < —b/2a |Decrescente |Para cima Minimo absoluto em
a>0| =0 x = —b/2a _|Constante (positiva) x=-b/2a \/

>0 x > —b/2a |Crescente

2ax +b

<0 x > —b/2a |Crescente Para baixo Méximo absoluto em
a<0| =0 x = —b/2a_|Constante (negativa) x=-b/2a
>0 x < —b/2a |Decrescente

Fonte: Os autores.

Na reflexdo propiciada pela tabela 13, ndo interessa, como ja
mencionado anteriormente, a conversao direta da representacdo grafica
para algébrica, mas sim, a conversdo que permita uma compreensdo
global de propriedades fundamentais relacionadas a variabilidade:
crescimento, decrescimento, valor maximo e minimo, concavidade. Este
olhar diferenciado para o esboco de curvas proporciona uma
aprendizagem de funcgdes condizente com os objetivos atuais do ensino.

Exemplo 2 — Seja a funcdo y = —x3—-3x2+9x+6. O
procedimento de esbogo desta curva consiste em primeiro descobrir uma
expressdo para as declividades das retas secantes e, a partir disso,
determinar a declividade das tangentes (TVI;(x)) e a variagdo da
declividade das retas tangentes (TVI,(x)), pela nocdo de infinitésimos.
Assim, temos que TVI;(x) = —3x?2 —6x+9 e TVI,(x) = —6x — 6.
Neste caso, os valores de x que anulama TVI;(x) sdo x = —3 e x = 1.

A tabela 14 a seguir apresenta o esboco da curva da funcdo
y =—x3—3x%2+9x+ 6 com base no estudo do sinal da TVI,(x),
indicando os pontos criticos da curva, obtidos a partir da TV, (x).
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Tabela 14 - Esbogo da curva da fungio y=-x>-3x’+9x+6 a partir da anélise da
TVI(X).

Unidades bésicas Unidades bésicas gréaficas
simbélicas
Valoresde x | TVI;(x) Reta Esbogo da curva Pontos criticos
Tangente

x <=3 <0 Decrescente

x=-3 =0 Constante Minimo relativo em (-3,-21).
-3<x<1 >0 Crescente

x=1 =0 Constante Méaximo relativo em (1,11).

x>1 <0 Decrescente

Fonte: Os autores

A concavidade, analisada a partir do estudo da
TVI,(x) = —6x — 6, é voltada para cima em x < —1 e para baixo em
x > —1. Os pontos criticos ocorrem em x = —3, um minimo relativo
igualay = —21 e, emx = 1, um maximo relativo, igualay = 11.

Exemplo 3 — Seja a fungdo y = —x3 — 3x2 — 3x + 2, a fim de
esbocar sua curva, encontramos a TVI;(x) = —-3x2—6x—3 e a
TVI,(x) = —6x — 6. Nesta funcdo, a TVI;(x) é negativa, exceto em
x = —1. Isto quer dizer que a declividade da reta tangente é decrescente
para todos os valores do dominio diferentes de —1. Assim, a curva da
fungdo ndo possui ponto maximo ou minimo e sim um ponto onde
ocorre a mudanga de concavidade, o ponto de inflexdo. Para valores de
x < —1, a concavidade é para cima e para valores x > —1, a
concavidade é para baixo, conforme a tabela 15 apresenta.

Tabela 15 - Eshogo da curva da fungéo y=-x>-3x*-3x+2 a partir da TVI;(x) e da
TVI,(X).

Unidades basicas simbdlicas Unidades basicas gréaficas
Valores |TVI;(x) | TVI,(x) Reta Concavidade | Esbogo da curva
de x Tangente
x<-1 <0 >0 | Decrescente | Paracima |
x=-1 =0 =0 Constante Ponto \
Inflexdo \
T \
x>-1 <0 <0 Decrescente | Para baixo \
~—
\
A

Fonte: Os autores.
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Antes de realizar uma andlise genérica para as funges
polinomiais do terceiro grau, abordamos mais um exemplo, o qual
justifica a importancia de trabalhar coma TV L,.

Exemplo 4 - Seja a fungdo y = x® + 3x + 5, cujas taxas de
variacdo instantanea de primeira e de segunda ordem genéricas em x sdo
TVI(x) = 3x% + 3 e TVI,(x) = 6x. Neste caso, a TVI;(x) ndo possui
raizes reais, sendo ela sempre positiva e, portanto, a concavidade é a
Unica caracteristica que promove a compreensao da curva e seu eshoco.
A partir disto, analisemos o eshogo da curva a partir do estudo da
concavidade, expressos na tabela a seguir.

Tabela 16 - Eshoco da curva da fungdo y=x*+3x+5 a partir da analise da

TVI5(X).
Unidades bésicas simbélicas Unidade bésica gréafica
TVI(x) | TVI,(x) | Valor de x Concavidade Esbogo do gréfico

>0 >0 Positiva — para cima .
=0 =0 Mudangca de

>0 concavidade — ponto de

inflexdo

<0 <0 Negativa — para baixo

Fonte: Os autores.

Generalizando, sendo a funcéo polinomial
y = ax3 + bx? + cx + d, as taxas de variagdo instantaneas de primeira
e de segunda ordem, calculadas a partir da no¢do de infinitésimo, séo
TVI,(x) = 3ax? + 2bx + c e TVI,(x) = 6ax + 2b. O eshoco da curva,
a partir da TV, (x) da funcdo é analisado na tabela 17 a seguir.
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Tabela 17 - Esbogo de curvas de fungdes polinomiais de 3° grau a partir da
andlise da TVI(x).

Unidades bésicas simbélicas Unidades bésicas gréficas
TVI, | Coef.a | NR* | TVI, Valores de x RT** | Esboco curva [ Pontos criticos
<0 —b—vVb?-3ac_ _-b+Vb?-3ac |Decres Méx. e min.
— 3a —— Const relativos
2 =0 v M ons (TVI,(x) = 0).
= Ponto Inflexdo
>0 x < ZhovbE-sac “::‘W e Cresc (TVI,(x) = 0)
-b+Vb?=3ac
x>——
>0 =0 = Const Ponto inflexdo
1 3a (TVI,(x) = 0)
>0 x<Zex>2 Cresc
3a 3a
0 >0 xX€ER Cresc Ponto inflexéo
(TVIz(x) = 0)
Esbogo a partir da analise da
o TVI,(x) - tabela 18.
+
R <0 X< —b—VbZ=3ac e Decres Max_. e min.
o~ 3a_ relativos
¥ 2 x > Zbbi-3ac V3‘"3“ (TVI,(x) = 0).
S 4 Ponto inflex&o
g ;) b b2 —3ac__|Const
& x= 2EY (TVL,(x) = 0)
a
<0 >0 —b—\/b2—3ac<x<—b+‘/b2—3ac Cresc
3a 3a
1 = —b Const Ponto inflexdo
xX=—
3a (TVI;(x) = 0)
<0 Decres
x<Zlex>2
a a
0 <0 X€ER Decres Ponto inflexao
(TVL,(x) = 0)
Eshoco a partir da andlise da
TVI,(x) - tabela 18.

*NR = Numero de Raizes
**RT = Reta Tangente
Fonte: Os autores.

A tabela 17 exp0e a relacdo entre as unidades basicas simbdlicas,
referentes a variabilidade da funcdo, mais especificamente a TV, (x), e
as unidades basicas simbolicas, referentes a reta tangente, aos pontos
criticos e ao esbogo da curva. A proxima tabela apresenta ao eshoco da
curva a partir da analise da concavidade - TV I, (x).
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Tabela 18 - Anélise da concavidade de curvas de fungdes polinomiais do 3°
grau.

Unidades bésicas simbélicas Unidades bésicas gréaficas
TVI, |Coef.a| Sinalda | Valor de x | Concavidade | Possiveis esbocos da curva
TVI,

<0 x < —b/3a |Negativa — para

baixo
a>0 =0 x = —b/3a_|Local de Inflexdo
>0 x> —b/3a |Positiva - para
cima

6ax + 2b

>0 x < —b/3a |Positiva - para
cima
a<o0 =0 x = —b/3a_|Local de Inflexdo \/\
<0 x> —b/3a |Negativa — para

baixo

Fonte: Os autores.

As tabelas 13, 17 e 18 se constituem em uma referéncia do
caminho alternativo para fungBes polinomiais do segundo e terceiro
graus, apontando elementos essenciais para 0 esbo¢o na perspectiva
deste trabalho.

4.5 POSSIBILIDADES PARA O ESBOGCO DA CURVA DAS
FUNCOES SENO E COSSENO

A fim de eshogar as curvas das func¢Ges dos tipos senoide e
cossenoide na perspectiva da abordagem de interpretacdo global, Silva
(2008) considerou propriedades figurais das curvas associando as
varidveis visuais, como amplitude, periodo e simetria, aos coeficientes
das expressOes algébricas, evidenciando as alteragbes na curva
provocadas por variagdes nos coeficientes de suas expressdes. Para isso,
utilizou informagGes como paridade das fungdes, translagdo e uma curva
base, por exemplo, y=senx para 0 eshoco das funcdes
y — ta = b.sen(kx — *c¢).

No caso da curva base das senoides, f:[—2m, 2n] - R,
y = sen x, Silva (2008) a esboca a partir de uma tabela de pontos para o
intervalo [0,27t] e simetria em relacdo a origem do sistema cartesiano
para conhecé-la em [—2m, 0] obtendo-a em todo o intervalo [—2, 27].
As tabelas 4 e 5 expdem as caracteristicas da funcdo base e das
senoides, respectivamente. A explicacdo detalhada pode ser obtida em
Silva (2008, p. 109).

No limite deste trabalho, algumas discussdes sobre o esboco da
curva das fungBes y = sen x e y = cos x sdo fomentadas na perspectiva
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da compreensdo da variabilidade destas. Salientamos que a ideia ndo €é
generalizar para todas senoides e cossenoides, apenas vislumbrar
possibilidades futuras.

Exemplo 5 - Seja a funcdo y = sen x, a TMV para um intervalo
[x,x + Ax] é
sen(x + Ax) — senx
TMV =
. L Ax
Utilizando o seno da adicdo de dois arcos:
sen(x + Ax) = sen x.cos Ax + sen Ax.cos x,

tem-se
sen x.cos Ax + sen Ax.cos x — sen x
TMV = :
J& B ,Ax- 7
A analise de cos Ax e sen Ax é feita levando em conta que Ax é
um infinitésimo e utilizando a ideia geométrica a partir do triangulo
retangulo

Catetooposto [~ ——r

Cateto adjacente

cat.oposto cat.adjacente
sen Ax = ———— e cos Ax = ———
hipotenusa hipotenusa

cat.adjacente

conclui-se que cos Ax = — =1 pois o cateto adjacente e a
hipotenusa

hipotenusa tem tamanhos infinitamente préximos.
R t. t A
Para analisar 0 sen Ax = —— sendo 0 angulo Ax um
hipotenusa

infinitésimo, o cateto oposto também serd um infinitésimo que, dividido

pela hipotenusa, resulta em um infinitésimo, assim,

cat.oposto
— = Ax.
hipotenusa

Voltando para o célculo da TVI,, tem-se
senx.1+ Ax.cos x — sen x
TV =
A Ax
aaz L AN TVI, = cos x

sen Ax =

TVI, =
A tabela a seguir apresenta o esbogo da curva da fungdo

y = sen x com base no estudo do sinal da taxa de variacdo instantanea
de primeira ordem, TV, (x) = cos x.
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Tabela 19 - Esbocgo da curva da fun¢do y=sen X no dominio de [0,27].

Unidades basicas Unidades basicas graficas
simbolicas
TVI,(x) |Valor de x Reta tangente |Ponto critico Esboco da curva
>0 0<x< m/2 |Crescente Minimo absoluto em

3n/2<x<2m (3m/2,-1)
=0 x=m/2e Constante Méximo absoluto em |+~ -
x =3m/2 (m/2,1)

<0 |m/2<x < 3m/2 |Decrescente

Fonte: Os autores.

Exemplo 6 - No caso da fun¢do y = cosx, o célculo da
TVI,(x) é andlogo ao da funcdo y = sen x: encontra-se a TMV para um

intervalo [x, x + Ax], TMV = SSHAD=C0SX ¢ - ilizando o cosseno da

soma de dois arcos: cos(x + Ax) = cos x.cos Ax — sen x.sen Ax,

tem-se TMV = X000 e MC%Y  Sendo cosAx=1 e

sen Ax = Ax, entdo a funcdo y = cos x possui TVI;(x) = —senx e 0
eshoco esta apresentado na tabela 20.

Tabela 20 - Esbogo da fungdo y=cos x no dominio de [0,27].

Unidades basicas Unidades bésicas gréaficas
simbdlicas
TVI (x) |Valor de x |Reta tangente |Ponto critico Esboco da curva
>0 |m<x<2m |Crescente Minimo absoluto em :
=0 x=0e |Constante &[é;%)o absoluto em ‘
X =T 0 13 T2
<0 0 <x <m |Decrescente O.1)e(2m1) \/

Fonte: Os autores.

As tabelas 19 e 20 ndo abordam a taxa de variacdo instantanea de
segunda ordem (TVI,(x)) por ela ndo ser necessaria no esboco das
referidas curvas. Porém, o célculo e andlise da TVI,(x) sdo analogos
aos realizados para encontrar a TVI;(x). Ressaltamos que as fungfes
seno e cosseno nao sdo foco de discussdo desta tese e, por isso, ndo
foram trabalhadas com os estudantes na sequéncia didatica.

No capitulo quinto, apresentamos aspectos da pesquisa empirica e
andlises iniciais sobre o ensino e a aprendizagem do esboco de curvas de
funcGes polinomiais do segundo e terceiro graus por meio do caminho
alternativo apresentado neste capitulo.
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5 PESQUISA EMPIRICA: ATIVIDADES EM SALA DE AULA

O caminho alternativo para esbocar curvas foi trilhado em sala de
aula com estudantes do EM de escolas estaduais por meio da aplicacdo
de uma sequéncia didatica. O proposito desta aplicacdo foi refletir sobre
as potencialidades e limitagdes do trabalho na perspectiva exposta, bem
como sinalizar um roteiro de trabalho pedagdgico. Neste capitulo,
apresentamos aspectos relacionados a organizacdo metodoldgica da
pesquisa empirica, as etapas para o planejamento e realizacdo da
sequéncia didatica, a constituicdlo do material de analise, aos
procedimentos de coleta e andlise de dados, e, por fim, algumas
discuss0es iniciais.

5.1 METODOLOGIA DA PESQUISA EMPIRICA: ORGANIZACAO
E APLICACAO

A pesquisa é de natureza qualitativa e interpretativa que analisa, a
luz da literatura, dados produzidos a partir de interacfes entre 0s sujeitos
envolvidos e o objeto matematico. Trata-se de uma pesquisa que
envolve o contato do pesquisador no ambiente e na situacdo que esta
sendo investigada, participando dos espacos interativos em que 0S
sujeitos se manifestam acerca do objeto em estudo (LUDKE; ANDRE,
1986), como professor e também como pesquisador. Nesta perspectiva,
durante a pesquisa empirica a pesquisadora assumiu duas fungdes
distintas: professora, ao organizar 0 ensino, propor atividades e avaliar a
aprendizagem dos estudantes; e pesquisadora no sentido de organizar o
ensino frente ao quadro tedrico base e inferir a respeito deste ensino e de
sua viabilidade, compreendendo as relacdes que se estabelecerdo entre
as unidades visuais graficas e simbdlicas ou dificuldade apresentadas
pelos alunos para o estabelecimento dessas relacdes. Ou seja, enquanto
pesquisadora, a énfase das analises esteve na aprendizagem do objeto
matematico a partir da proposta de ensino apresentada no que diz
respeito as operacdes cognitivas de conversao e as dificuldades oriundas
do fenémeno de ndo congruéncia semantica.

A coleta do material de analise da pesquisa empirica ocorreu a
partir de situacdes de ensino e resolucdo de problemas desenvolvidos
em uma sequéncia didatica, organizada a partir da ED, de Michéle
Artigue. As reflexdes a respeito do trabalho desenvolvido com o eshogo
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de curvas no EM e da aprendizagem dos estudantes, estdo alicercadas na
hipétese fundamental de apreensdo de um objeto matematico, baseada
nas fungdes cognitivas de tratamento e conversdo e que exige a
coordenacdo de no minimo dois registros de representacdo (figura 4); e
na abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais, centrada
na operagdo cognitiva de conversdo ao identificar as unidades basicas
simbdlicas e graficas dos dois registros de representagdo e na variagdo
das unidades de um registro para identificacdo da variacdo no outro
registro (figura 18), abordadas nos capitulos segundo e quarto,
respectivamente. Além disso, nas discussfes serdo levadas em conta as
funcbes do discurso de Duval (2004, p. 81-124) e Brandt, Morettti e
Bassoi (2014), expostas na secdo 2.6 do capitulo 2. Iniciamos
apresentando ideias fundamentais da ED.

5.1.1 Engenharia Didatica — ED

A Engenharia Didatica - ED teve inicio na década de 1980,
proposta primeiramente por Yves Chevallard e Guy Brousseau, depois,
em 1989, por Michele Artigue. Segundo Saddo e Silva (2013), a ED “foi
apresentada como uma metodologia de pesquisa suscetivel de fazer
aparecer fendmenos didaticos em condicBes mais proximas possiveis do
funcionamento de uma sala de aula classica” (p. 26). A ED evoluiu
desde sua criacdo e atualmente ela é utilizada por alguns pesquisadores
como metodologia de pesquisa cientifica, por outros como metodologia
envolvendo diversos processos e procedimentos para a formacgédo
profissional e/ou a elaboragdo de objetos de aprendizagem (SADDO;
SILVA, 2013).

O nome Engenharia Didatica é uma analogia entre o trabalho do
pesquisador em didatica e o trabalho do engenheiro em relacdo a
concepcdo, planejamento e execucdo de um projeto. Esta analogia
remete ao entendimento que o trabalho de pesquisa em didatica
necessita de uma visao geral que envolve a criagdo inicial de ideias, bem
Como sua execucdo pratica em sala de aula (PAIS, 2011). Pais (2011)
reforca a necessidade de que, além de um suporte referencial teérico,

a realizacdo pratica da pesquisa seja submetida a
um controle sistematico, visando a preservar as
condicbes de confiabilidade da atividade
cientifica, o que, segundo nosso entendimento,
torna possivel somente através da aplicagéo de um
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certo método, fundamentado em uma clara
concepgdo mais de mundo (2011, p. 100).

De acordo com a citacdo e segundo a pesquisadora matematica
francesa, Michéle Artigue (1996), a ED representa a “possibilidade de
uma acdo racional sobre o sistema baseado em conhecimentos didaticos
pré-estabelecidos” (p. 195) e, por outro lado, a possibilidade de
“realizacdo didatica na sala de aula como pratica de investigacdo”
(p.195). A autora (1996) também afirma, mais especificamente, que a
ED “caracteriza-se antes de mais por um esquema experimental baseado
em «realizagBes didaticas» na sala de aula, isto é, na concepcdo, na
realizag@o, na observagdo e na analise de sequéncias de ensino” (p. 196).

Nesta tese, foram utilizados elementos da ED como uma forma
de organizar os procedimentos metodoldgicos da pesquisa empirica que
contempla a dimensdo tedrica e experimental, possibilitando uma
analise mais criteriosa do caminho alternativo. O objetivo, ao conduzir a
pesquisa didatica por este caminho, é, conforme refletido por Pais
(2011), sistematizar metodologicamente a pratica da pesquisa e
interligar o plano tedrico, da racionalidade, ao experimental, da pratica
educativa.

Sdo quatro as fases de execugdo de uma investigacdo quando se
opta pela ED como metodologia: analises preliminares; concepcdo e
andlises a priori; aplicacdo de uma sequéncia didatica e, por fim,
analises a posteriori e avaliagdo.

A analise preliminar é constituida do referencial tedrico utilizado
para pesquisa e consiste em levantamento de constatacBes empiricas,
das concepgdes dos sujeitos envolvidos, bem como na compreensao da
realidade sobre a qual a pesquisa serd realizada. Nesta etapa ocorre a
descricdo das dimensdes (epistemoldgica, cognitiva, pedagogica etc.)
que definem o fendbmeno a ser estudado (PAIS, 2011).

A concepcdo e analise a priori ¢ a etapa em que ocorre a
definicdo e caracterizacdo das varidveis do sistema de ensino que
supostamente interferem no fendmeno, ou seja, das variaveis sobre as
guais se pode exercer algum controle ao relacionar o contetido estudado
com as atividades que serdo desenvolvidas para a apreensdo dos
conceitos em questdo. De acordo com Artigue, o objetivo desta fase é

determinar de que forma permitem as escolhas
efectuadas controlar 0s comportamentos dos
alunos e o sentido desses comportamentos. Para
isso, funda-se em hipéteses; serd a validacdo
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dessas hipbteses que estar4, em principio,
indirectamente em jogo no confronto, operado na
quarta fase, entre a andlise a priori e a analise a
posteriori (1996, p. 205).

Assim, os levantamentos realizados na analise a priori serdo
confrontados com dados da analise a posteriori. Realizadas as duas
etapas anteriores, parte-se para a aplicacdo da sequéncia didéatica, a
partir da qual é possivel fazer a aproximacdo dos resultados praticos da
analise tedrica realizada. Segundo Pais (2011), uma sequéncia didatica é
“formada por um certo numero de aulas planejadas e analisadas
previamente com a finalidade de observar situagdes de aprendizagem”
(p. 102). As atividades elaboradas para a sequéncia didatica séo
apresentadas na se¢éo 5.2.3.

Por fim, na andlise a posteriori ocorre o tratamento dos dados e
informacdes obtidos na sequéncia didatica. E uma analise da producéo
dos estudantes que busca desvelar os procedimentos de raciocinio. A
validagdo dos resultados, a fim de garantir o carater cientifico da
pesquisa, ocorre na confrontagdo dos dados obtidos na anélise a priori e
a posteriori.

As andlises a posteriori dos dados coletados e as reflexGes a
respeito das potencialidades, possibilidades e limitagdes do caminho
alternativo para o eshoco de curvas, no que diz respeito a aprendizagem
dos estudantes, serdo realizadas a partir dos dados coletados na
sequéncia didatica, com base nos critérios da TRRS. Estes critérios
estdo relacionados a hipdtese fundamental da aprendizagem (figura 4), a
abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais (figura 18) e
as fungdes discursivas empregadas nas resolugdes, preconizadas por
Duval (2004) e apresentadas na se¢do 2.6 do capitulo 2.

Na secdo seguinte, explicitamos particularidades do material de
andlise da pesquisa empirica: pontos de vista levados em conta, de
acordo com Duval (2012c); composi¢do do material coletado para
andlise e detalhamento da metodologia, destacando as variaveis
conceituais relevantes no esbogo de curvas que serdo posteriormente
analisadas.
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5.1.2 Constituicdo do material de analise

As pesquisas que envolvem o ensino da Matematica, de acordo
com Duval (2012c), sdo muito fragmentadas devido a fatores como:
heterogeneidade dos grupos de alunos; diversidade de areas distintas
entre si como 0s nimeros, a geometria, a analise, algebra, entre outros;
necessidade de renovagdo dos métodos e instrumentos didaticos; bem
como, a constante evolucdo das expectativas sociais com relagdo a
formag&o dos individuos, o que atinge diretamente o ensino, justificando
reformas educacionais. Além desta fragmentacdo, Duval (2012c)
enfatiza a complexidade destas pesquisas, causada pelos diversos e
divergentes pontos de vista que as permeiam: matematico,
epistemoldgico, cognitivo, dos alunos, dos professores, da instituicao,
entre outros.

Alguns pormenores destes distintos pontos de vista que permeiam
a atividade matematica sdo essenciais, por isso detalhamos trés deles
gue terdo atengdo nesta tese:

- ponto de vista matemético: a compreensdo comega com uma
explicacdo que se baseia na utilizacdo de propriedades matematicas,
sendo a finalidade do ensino, portanto, transmitir o conhecimento destas
propriedades. Duval (2012c) afirma que, sob este ponto de vista, “a
compreensao deve responder a exigéncia epistemolégica de prova que é
comum a todo conhecimento cientifico” (p. 309), no sentido de ser
necessario, ao menos, “explicitar as propriedades utilizadas que
“explicam” como se chega a solugdo de um problema e por que “isto da
certo”, ou por que outras solugcdes “ndo podem dar certo”, mesmo
quando elas séo aparentemente evidentes” (p. 309).

- ponto de vista cognitivo: a compreensao € relacionada ao acesso
aos objetos matematicos, passando pela producdo de representacfes
semidticas que ndo devem jamais ser confundidas com os objetos que
elas representam, ou seja, “do ponto de vista cognitivo, compreender em
Matematica €, antes de tudo, reconhecer os objetos matematicos
representados” (DUVAL, 2012¢, p. 310). Neste ponto de vista, alguns
paradoxos cognitivos podem surgir ocasionados pela falta de
compreensao na Matematica e geradas pelas questdes:

como reconhecer que duas representacoes
semidticas diferentes sdo representagbes do
mesmo objeto, se ndo se tem um acesso ndo
semidtico aquilo que é  representado?
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Inversamente, como reconhecer que duas
representacbes  semilticas  diferentes  cujos
contelidos sdo quase equivalentes representam ou
ndo representam dois objetos diferentes, se
somente se dispde destas representacOes?
(DUVAL, 2012c, p. 310)

Isto quer dizer que, do ponto de vista cognitivo, a atividade
matematica exige “atitudes intelectuais” ndo estdo necessariamente
relacionadas a um contetdo especifico e que ndo sdo necessarias em
outras disciplinas (DUVAL, 2012c).

- ponto de vista psicoldgico: relacionado ao tempo de reacdo ou
resposta dos estudantes, ou seja, a espontaneidade de resposta e a
possibilidade de transferéncia e aplicagcdo a outros contextos distintos
dos que aquele no qual se fez o aprendizado. Sob este ponto de vista, a
compreensao esta vinculada a capacidade de “aprender a aprender” € a
capacidade de ter iniciativa e controle diante situacbes novas para o
sujeito, que ocorre, por exemplo, na resolucdo de problemas (DUVAL,
2012c).

A leitura e compreensdo dos diversos pontos de vista
relacionados a atividade matemética demonstram a complexidade de um
trabalho que os levem em conta de forma efetiva. Neste trabalho,
priorizamos discussdes sobre o ponto de vista cognitivo ao possibilitar
reflexdes pontuais para os objetivos propostos. Isto ndo significa o
abandono dos outros pontos de vista, pelo contrario, a autonomia
necessaria nas atividades e a espontaneidade de resposta dos estudantes
(ponto de vista psicoldgico) fardo parte das analises e estardo implicitas
nas atividades, com foco nos processos matematicos com implicacdes
cognitivas.

Além disso, Duval (2012c) afirma que os trabalhos dos
estudantes podem fornecer dados que permitem extrair as variaveis
cognitivas e as condi¢bes que devem ser consideradas para verificar se
houve aprendizado da matemética. Para a pesquisa empirica, portanto,
os trabalhos dos estudantes foram coletados a partir da aplicagdo de uma
sequéncia didatica, a qual foi elaborada levando em conta os aspectos
relacionados:

- a0 eshoco de curvas por meio da andlise das taxas de variagcdo
da funcéo;

- as atividades cognitivas fundamentais para a compreensdo em
uma abordagem de interpretacdo global (ponto de vista cognitivo);



159

- ao0s conceitos, argumentos e procedimentos necessarios para
realizacdo das atividades (ponto de vista matematico).

O material de analise foi composto pelos trabalhos e resolucdes
dos estudantes nas atividades propostas e audios das aulas dialogadas
(professora/pesquisadora e estudantes) feitos com um gravador de voz
digital. Inicialmente, 0 objetivo era utilizar audios e fotos das resoluctes
das atividades em duplas feitos pelos estudantes com smartphones e 0
aplicativo de mensagens instantdneas WhatsApp a fim de serem
enviados para colegas e professora/pesquisadora como forma de
compreender mais precisamente os caminhos utilizados pelos estudantes
durante as resolucdes. Contudo, na pratica, ndo foi possivel a
operacionalizagdo devido as dificuldades com internet na escola e o fato
de muitos estudantes ndo possuirem smartphones.

Com relacéo ao material de andlise e de interesse de estudo desta
tese, a andlise dos dados coletados foi realizada considerando o valor de
prova de natureza epistémica relacionada aos conceitos e, de natureza
I6gica, ao valor de verdade; os gestos intelectuais relacionados aos
argumentos e procedimentos necessdrios para a realizacdo das
atividades; bem como a compreensdo em que 0s sucessos se manifestam
e as fontes de incompreensao.

O critério de andlise da compreensdo do sucesso em uma
perspectiva de aprendizado serd alicercado no critério cognitivo, cujo
objetivo é identificar se os “alunos reconhecem um mesmo objeto
matematico através das representagdes diferentes que podem ser dadas e
se eles podem reconhecer aquilo que é matematicamente diferente
quando se modifica alguma coisa no conteido de uma representagdo”
(DUVAL, 2012c, p.317). No caso, a tarefa que permite estudar o
reconhecimento dos objetos representados é a tarefa de conversao de
registros de representacéo semiotica.

A préxima secdo é dedicada a apresentacdo das etapas iniciais da
ED: andlise preliminar e andlise a priori. A andlise preliminar, etapa
fundamental da ED conforme pontuado na se¢do 5.1.1, é formada pelo
inventario tedrico exposto nos capitulos segundo e terceiro, do qual foi
possivel esquematizar o caminho alternativo de eshogo de curvas,
apresentado no capitulo quarto.

Nas analises a priori, estdo explicitados aspectos fundamentais
dos objetos matematicos que culminam no esbogo de curvas. Para tanto,
as andlises estdo organizadas de forma que expdem as situagdes-
problema propostas, as definicdes e propriedades mobilizadas, os
argumentos e os procedimentos necessarios.



160

As varidveis conceituais que foram analisadas a priori sdo:

- estudo do sinal das fun¢es afim e quadrética;

- TMV (x) de uma funcdo em um intervalo determinado;

- TVI(x) e TVI,(x) de fungBes polinomiais do segundo e do
terceiro graus, a partir da nocdo de infinitésimos;

- variagdo de fungdes;

- pontos maximos e minimos, relativos ou absolutos;

- concavidade e ponto de inflexéo;

- esboco da curva.

As atividades da sequéncia didatica foram organizadas em seis
Momentos que constam na se¢éo 5.2.3.

52 CQNFIGURACOES DO CENARIO DE PESQUISA E DE
VARIAVEIS CONCEITUAIS FUNDAMENTAIS

5.2.1 Analises preliminares

O referencial tedrico utilizado para esta pesquisa, no que se refere
a aprendizagem matematica dos estudantes, é a TRRS de Raymond
Duval, apresentada no segundo capitulo e aprofundada, com relacdo ao
esbogo de curvas, na secdo 4.2 do quarto capitulo. Na perspectiva desta
teoria, 0 acesso aos objetos matematicos sé é possivel a partir de suas
representacGes semidticas, e, mais do isto, a partir da conversdo de
registros de representacdo semidtica. As conversdes nem sempre sao
espontaneas e diretas, dependendo do grau de congruéncia semantica
entre 0s registros, elas podem se tornar bastantes dificeis para os
estudantes.

No que tange ao esbogo de curvas, sob a luz desta teoria, Duval
(2011a) sugere pensar o ensino e a aprendizagem deste objeto
matematico a partir de uma abordagem de interpretacdo global das
propriedades figurais, a qual consiste na identificacdo das variaveis
visuais pertinentes que permitem a articulacéo entre registros grafico e
algébrico. Entretanto, no ensino atual, de acordo com Duval (2012b) e
as pesquisas expostas no terceiro capitulo, a maior énfase é dada a
atividade cognitiva de tratamento, a qual é fundamental na atividade
matematica, porém, nao é suficiente para uma compreensao integral dos
objetos matematicos. Estas pesquisas evidenciam que as conversdes sdo
pouco valorizadas no ensino, consideradas muitas vezes como atividade



161

lateral e evidente. Ademais, o eshogo de curvas é trabalhado em sala de
aula a partir de uma abordagem repetitiva e mecénica, chamada por
Duval (2011a) de “abordagem ponto a ponto”, a qual ndo permite uma
interpretacdo global da curva e do que ela representa.

A fim de refletir a respeito do esboco do grafico de determinadas
fungGes com o compromisso da interpretacdo global de propriedades
figurais, investigacGes foram desenvolvidas utilizando como recursos:
0s pardmetros da expressdo algébrica, a translacdo, a simetria, 0s
elementos do Calculo e o procedimento informatico. Estas pesquisas,
apresentadas na se¢do 4.2 do quarto capitulo, inspiraram e, sobretudo,
fundamentaram a construcdo do caminho alternativo para esbocar
curvas, o qual é apresentado nas secbes 4.3, 4.4 e 4.5 do mesmo
capitulo.

O referido caminho sugere o esbog¢o de curvas de funcdes
polinomiais do segundo e do terceiro graus, no EM, utilizando como
recurso para a interpretacdo global de propriedades figurais, o estudo
das taxas de variacdo instantaneas da funcdo, calculadas a partir da
nogado intuitiva de infinitésimos. Um trabalho nesta perspectiva, para
além do eshoco de curvas, permite uma compreensao do comportamento
variacional das funcGes, possibilitando dar amplo sentido ao estudo
destas neste nivel de ensino, o que vai ao encontro do que O0S
documentos balizadores da educacdo, relacionados a Matematica,
preconizam, apresentado na secdo 4.1 do capitulo quarto.

Para além do EM, esta forma de compreensdo de curvas é
respaldada pelas inimeras pesquisas que demonstram as dificuldades
dos estudantes do ensino superior relacionadas a aprendizagem de CDI.
Os conceitos relacionados ao Calculo sdo apoiados no entendimento da
variabilidade de funcGes e na nogéo intuitiva de grandezas infinitamente
préximas — os infinitésimos, abordados no capitulo terceiro, secdo 3.2, e
capitulo quarto, se¢do 4.3.

A hipétese de que um ensino na perspectiva sugerida possibilita
uma compreensdo abrangente do esbogo de curvas, ¢ discutida com base
na aplicacdo de uma sequéncia didatica a um grupo de estudantes do
terceiro ano do EM de uma escola estadual de Erechim, RS, e a um
estudante do Programa Mentores da Olimpiada Brasileira de
Matematica da Escola Pablica - OBMEP; elaborada a partir das analises
preliminares e a priori. A cidade, Erechim, foi escolhida em funcéo de
ser onde reside e trabalha a pesquisadora; a escola, por ter possibilitado
um dialogo frutifero entre pesquisadora e a professora regente da turma.
A escolha pelo terceiro ano se deve ao fato de os estudantes ja terem
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desenvolvido e, supostamente aprendido, conceitos basicos para tal
trabalho, como € o caso de declividade de retas, fun¢do afim, estudo do
sinal de funcdes afim e quadratica, resolucdo de equacgdes e inequacdes,
entre outros; ndo que isso seja condicdo necessaria. Ademais, a
professora regente de Matematica do terceiro ano se mostrou, nos
primeiros contatos, aberta e empenhada para que o processo fluisse.

Além do trabalho com a turma, o qual ocorreu do ano de 2016, a
sequéncia didatica foi também trabalhada de forma individual em 2017
com um estudante do terceiro ano no EM de uma escola publica de
Barra do Rio Azul, RS. Este estudante participou do Programa Mentores
do Programa de Iniciacdo Cientifica - PIC da Olimpiada Brasileira da
Escola Publica — OBMEP no ano de 2017, cujo detalhamento consta na
secdo 5.2.2. Optou-se por desenvolver essa sequéncia didatica na
perspectiva deste trabalho devido a possibilidade do Programa
Mentores, aos anseios do estudante e da professora mentora, no caso, a
autora desta tese e também a fim de trazer mais elementos de discussdo
sobre o caminho alternativo.

As etapas e procedimentos realizados da pesquisa empirica
foram:

- Elaboracdo de analises preliminares baseadas na teoria e no
trabalho com eshogco de curvas sugerido. Estas analises foram
complementadas durante 0s momentos seguintes, com o conhecimento
do perfil e contexto dos estudantes e foram fundamentais para
organizagdo da sequéncia didatica.

- Elaboragdo de anélises a priori das varidveis que emergem e
intervém do esboco de curvas, construidas a partir da elaboracdo da
sequéncia didatica.

- Contato com a direcdo da escola e com a professora regente de
Matematica do terceiro ano, realizado em junho de 2016, para convite e
encaminhamento relativo a acdo em parceria colaborativa, que
proporcionou o espago para 0 desenvolvimento do processo de ensino,
envolvendo estudantes do 3° ano do EM, em contraturno.

- Contato com a 152 Coordenadoria Regional de Educacdo para
apresentacdo do projeto e solicitagdo de ciéncia e autorizacdo para
execucdo, realizado em junho de 2016 (Apéndice I).

- Observacdes das aulas de Matematica e aplicacdo de
guestionario aos estudantes (Apéndice Il) a fim de conhecer o perfil dos
mesmos e o0 contexto de realizacdo da sequéncia didatica, os contelidos
que os estudantes estdo trabalhando e, a partir disto, tracar discussdes
coerentes com as aulas em execucdo. Estas agdes foram realizadas em
outubro de 2016.
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- Contato em contexto escolar para negociacles e
encaminhamentos relativos aos registros (gravacdo de audio) das
interacdes dos sujeitos e ao termo de consentimento livre e esclarecido,
exposto no Apéndice Ill. Ac¢do realizada no primeiro encontro da
aplicacdo da sequéncia didatica com a turma, em 19 de outubro de 2016
e com o estudante do PM, em 13 de maio de 2017.

- Realizagdo dos encontros previstos na sequéncia didatica com
0s estudantes da turma, ministrados pela pesquisadora que assumiu
também o papel de professora. Os seis Momentos previstos foram
trabalhados em 8 encontros, um por semana, de aproximadamente 1
hora e 20 minutos cada. Todos 0s encontros aconteceram no contraturno
escolar, ou seja, a tarde. O horario e dia variaram, mas a maioria ocorreu
as 17 horas nas quartas-feiras, com inicio dia 19 de outubro de 2016 e
término em 12 de dezembro do mesmo ano.

- Realizacdo dos encontros previstos na sequéncia didatica com o
estudante participante do Programa Mentores de maio a setembro de
2017, um encontro por més, de duracdo entre duas horas e trinta minutos
a trés horas, nas dependéncias da Universidade Federal da Fronteira Sul
— UFFS. O horério e dia variaram, o inicio foi dia 13 de maio de 2017 e
término em 27 de setembro do mesmo ano.

- Andlises a posteriori dos dados coletados a partir do confronto
com as analises a priori das variaveis conceituais que emergiram e
interviram na atividade de esbogar curvas.

5.2.2 Uma breve descri¢do do cenario da pesquisa

Alguns dados sobre a escola

A escola estadual onde ocorreu a aplicacdo da sequéncia didatica
esta localizada no municipio de Erechim, RS, bairro Centro e, no turno
diurno, possui aproximadamente 1300 estudantes matriculados na
educacdo basica. Regionalmente é uma escola consolidada, reconhecida
pela seriedade, comprometimento e aprofundamento cientifico. Um
perfil socioecondmico e cultural dos estudantes, elaborado pela escola
em 2013 e presente no Projeto Politico Pedagégico (PPP), vigéncia
2014-2015, revela algumas particularidades:

- aproximadamente 45% dos pais dos estudantes possuem ensino
fundamental incompleto enquanto apenas 4% possui terceiro grau
completo;

- 85% dos estudantes moram em casa prépria;
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- 44% dos estudantes possui um irmao apenas;

- a renda familiar da maioria, 79%, varia de 3 a 5 salarios
minimos.

De acordo com este levantamento, a comunidade, representada
pelas familias dos estudantes, considera a escola organizada e
comprometida com a funcdo pedagogica; engajada com o bem estar e
seguranca da comunidade escolar e com boa infraestrutura, oferecendo
qualidade para a préatica educacional com diversidade de material
didatico. Além disso, as familias consideram a direcdo, os setores
internos, professores e funcionarios integrados com a comunidade
escolar, sempre primando pelo dilogo.

A escola tem como filosofia “0 compromisso de uma educagao de
formacdo integral, continua e democratica baseada nos principios de
fraternidade, solidariedade e respeito a individualidade, visando a uma
préatica consciente, responsavel ¢ transformadora da sociedade” (PPP,
2014, p. 7). O EM, no ano da aplicacdo da sequéncia didatica, era
permeado pela Proposta Pedagdgica para o Ensino Médio Politécnico,
em curso desde 2011 no Rio Grande do Sul. Esta proposta foi
implantada com base no Plano de Governo do Rio Grande do Sul para o
periodo 2011/2014, na Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional
(LDB/96) e na Resolucéo sobre Diretrizes Curriculares para Educacdo
Basica emitida pelo Conselho Nacional de  Educagio
(CNE/CEBN°5/2012).

O ensino politécnico no RS teve como principal objetivo criar
uma identidade de EM consistente e, assim, reverter os altos indices de
evasdo escolar e reprovacdes, além de favorecer a “construcdo de
projetos de vida pessoais e coletivos, a insercdo social e a cidadania”
(MAIA; TOMAZETTI, 2014, p. 6). De acordo com a Proposta
Pedagdgica para o Ensino Médio Politécnico, 2011-2014 (PEM/RS), a
educacdo politécnica buscou resgatar 0 pensamento critico sobre a
posicdo do estudante no mundo, no trabalho e em suas relagBes, com
potencial para ressignificar estes mesmos aspectos, estabelecendo uma
educacéo horizontal, emancipatéria e democratica.

O EM Politécnico tinha como eixo orientador o Trabalho como
Principio Educativo e a relag8o teoria e préatica era trabalhada a partir da
interdisciplinaridade, a qual é considerada, na proposta de reestruturacao
do EM galcho, um meio eficiente e eficaz de articular o estudo da
realidade e a producdo de conhecimento. Neste cenario, surgiram 0s
Seminarios Integrados enquanto espacos de interdisciplinaridade, cujo
objetivo era o enfoque critico investigativo a fim de garantir ensino e
aprendizagem contextualizados e interdisciplinares, propiciando a
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“articulacdo das areas do conhecimento, a partir de experiéncias e
vivéncias” (RIO GRANDE DO SUL, 2011, p. 25). Os Seminérios
Integrados foram pensados como espacos planejados, de comunicagéo,
socializagdo, planejamento e avaliacdo de vivéncias e préticas;
integrados por professores e estudantes. Foi considerado também um
meio de superar as dificuldades dos estudantes e uma oportunidade para
o professor refletir sobre suas praticas (MAIA; TOMAZETTI, 2014).

O EM politécnico da escola do qual fazem parte os estudantes
participantes da sequéncia, tem como finalidades, de acordo com o PPP
(2014):

- a consolidacdo e aprofundamento dos conhecimentos adquiridos
no ensino fundamental;

- a preparacdo basica para o trabalho e a cidadania do educando a
fim de continuar aprendendo;

- 0 aprimoramento do educando enquanto pessoa humana,
formacdo ética e desenvolvimento da autonomia intelectual e
pensamento critico;

- a compreensdo dos fundamentos cientificos e tecnolégicos dos
processos produtivos, relacionando teoria com a pratica.

No ano de 2017 o EM Politécnico foi extinto das escolas galchas
e um novo EM estd sendo discutido. Algumas particularidades e
caracteristicas dos estudantes do terceiro ano, convidados a participar da
pesquisa, sdo apresentadas a seguir.

Os estudantes do terceiro ano do EM diurno

Os estudantes que participaram da sequéncia didatica cursavam o
terceiro ano de EM diurno, politécnico. Os objetivos deste ensino, como
pontuado anteriormente, estavam embasados na LDB, Art. 35 e 36, as
quais indicam que, atendida a formacgdo geral do educando, o EM
podera prepara-lo para o exercicio de profissdes técnicas.

Para conhecer um pouco mais sobre os sujeitos da pesquisa, suas
concepcdes quanto a escola, a disciplina de Matematica, aos objetivos
profissionais, num sentido de compreender a realidade na qual a
pesquisa iria se realizar, foi aplicado um questionario semiestruturado a
maioria dos estudantes das trés turmas, apresentado no Apéndice Il. S6
ndo responderam ao questiondrio os estudantes que ndo estavam
presentes na aula em que o mesmo foi aplicado.

De acordo com os dados coletados, os estudantes sdo todos
moradores de Erechim, em diferentes bairros da cidade, com maior
concentracdo no Centro, Bela Vista, Linho e na zona rural. A maioria
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deles, 90%, tinham idade entre 17 e 18 anos, 65% trabalhavam no turno
da tarde, de 4 a 6 horas por dia, e 70% moravam com os pais. Dentre as
profissbes dos pais e/ou responsaveis estdo: vendedor, mestre de obras,
operador de maquinas, professor, metallrgico, agricultor, empregada
domestica, assistente social e comerciante.

Os motivos pelos quais estudavam na referida escola séo
relacionados a qualidade da educagdo, por ser “6timo o ensino”, de
qualidade, reconhecido na regido como uma das melhores escolas
publicas da cidade, com bons e dedicados professores, por mostrar
diversos caminhos para o futuro; e, relacionados a localizagdo, por ser
perto de suas casas.

A maioria dos estudantes pretendia ingressar na universidade e 0s
cursos escolhidos variavam muito, mas 0s mais cogitados eram
medicina, direito, arquitetura e nutricdo. Além da escola, a maioria
estava se preparando para os vestibulares por meio de cursinhos
particulares, aulas particulares e estudos em casa com video aulas e em
grupos. Dos 46 estudantes que responderam o questionario, 41
afirmaram ter dificuldades para aprender Matematica por variados
motivos, porém, alguns recorrentes relacionados a dificuldades na
interpretacdo dos problemas, nos calculos basicos, devido as lacunas no
ensino fundamental, na falta de concentracdo e na complexidade da
disciplina que requer raciocinio légico. As observagdes realizadas antes
e durante a aplicacdo da sequéncia didatica confirmaram as dificuldades
relacionadas a Matematica, entretanto, possibilitaram também perceber
caracteristicas destes estudantes que auxiliaram no trabalho em sala de
aula, como o comprometimento, dedicacéo e motivagéo.

Os estudantes participantes da sequéncia didatica

Os estudantes do terceiro ano do EM politécnico diurno tinham
aulas no turno da manhd e a tarde participavam dos seminarios
integrados. Considerou-se, portanto, desenvolver a sequéncia didatica
no contraturno a fim de ndo interferir no programa e cronograma da
disciplina de Matematica. No contraturno, porém, muitos estudantes
trabalhavam, e assim, a formacé&o do grupo de trabalho se deu a partir de
um convite aos estudantes que tivessem disponibilidade. A professora de
Matematica da turma, entdo, organizou o dia e horario que contemplasse
a maioria dos estudantes que desejava participar, o qual foi na quarta-
feira, das 17 horas as 18 horas e 20 minutos, € repassou a pesquisadora
0s contatos dos estudantes a fim de uma comunicagdo mais direta.

O incentivo aos estudantes para que participassem das atividades,
para além da possibilidade do aprender, foi baseado no fato de que,
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como o objetivo da sequéncia era trabalhar com esbogo de gréficos e
diversos conceitos a isto relacionados, a sequéncia didatica permitiria a
revisdo de diversos conteldos para 0 ENEM e para os vestibulares. Ou
seja, a propria proposta de trabalho fez com que muitos estudantes se
interessassem e participassem dos encontros.

O primeiro encontro, realizado em 19 de outubro de 2016, em
uma sala de aula da escola equipada com projetor e computador, contou
com a presenca de 12 (doze) estudantes. Apesar de termos acordado
com os estudantes com relagdo ao comprometimento de iniciar o
trabalho e seguir até o fim, esse nimero oscilou durante a sequéncia
didatica.

O estudante do Programa Mentores

Durante o ano de 2017, 1 (um) estudante do terceiro ano do EM
de uma escola publica de Barra do Rio Azul, RS, participou do
Programa Mentores do Programa de Iniciacdo Cientifica (PIC) da
Olimpiada Brasileira de Matematica da Escola Publica (OBMEP), do
gual a pesquisadora foi tutora. O Programa Mentores é destinado aos
estudantes do terceiro ano do EM medalhistas da OBMEP e que ja
foram medalhistas nos anos anteriores. Nele, o estudante trabalha sob a
orientagdo de um professor universitario na pesquisa de algum assunto
avancado de interesse de ambos. Diante desta oportunidade, optou-se
pelo trabalho com fungbes e esboco de curvas, com vistas a expandir o
pensamento variacional do estudante, estudar contelidos para 0 Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM) e também complementar as
reflexGes desta tese. Assim, de maio a setembro de 2017, a sequéncia
didatica foi trabalhada com este estudante em encontros mensais com
duracdo entre 2 horas e 30 minutos a 3 horas, ocorridos nas
dependéncias da Universidade Federal da Fronteira Sul.

5.2.3 Analises a priori das variaveis que intervém no esbogo de
curvas de funcdes polinomiais de 2° e 3° graus

A andlise a priori é a fase da pesquisa em que ocorre a defini¢do
das variaveis do sistema de ensino que supostamente interferem no
esboco de curvas, ou seja, das variaveis sobre as quais é possivel exercer
algum controle ao relacionar o eshoco de curvas de fungdes polinomiais
do segundo e terceiro graus, com as atividades que serdo desenvolvidas
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para a apreensdo dos conceitos em questdo. A andlise a priori das
varidveis fundamentais para o esboco de curvas na perspectiva da
interpretacdo global, foi organizada partindo de situagdes-problema que
permitem promover a articulagdo de conceitos, argumentos e
propriedades de modo a enfatizar aspectos cognitivos.

Assim, na andlise a priori, 0s objetos matematicos relevantes
para 0 esbogco de curvas que interagem e emergem deste processo,
nomeados por nds de varidveis, foram pensados a partir de situacGes-
problema que permitam atingir os objetivos de compreensdo de tal
objeto. Nestas situagdes foram destacados os conceitos relacionados, 0s
quais tornaram possivel elencar propriedades que se associam e
possibilitam procedimentos e argumentos que legitimam as atividades
inerentes ao eshogo de curvas e dao conta do ponto de vista matematico.
As variaveis analisadas a priori foram: estudo do sinal de fungdes, taxa
média de variagdo, taxa de variacdo instantnea de primeira ordem,
pontos criticos, variacdo de funcdes, taxa de variacdo instantanea de
segunda ordem e esbogo de curvas.

Estudo do sinal de fun¢tes

Inicialmente, supds-se que os estudantes do terceiro ano do EM ja
tivessem trabalhado e apreendido como analisar o sinal de fungdes,
contudo, ainda assim, 0 Momento 1 foi planejado para retomar ideias
sobre o estudo do sinal, uma vez que este entendimento € essencial para
a analise das taxas de variacdo instantaneas. O estudo do sinal da fungéo
afim e quadratica esteve presente em varias atividades da sequéncia. O
objetivo de trabalhar com este objeto é que os estudantes reconhegam o
sinal de uma func¢&o associado aos valores de x do dominio. Para atingir
tal objetivo, utilizamos como situa¢fes-problema as tarefas de, a partir
de representacGes graficas e algébricas de funcbes afim e quadratica,
estudar o sinal das funcdes.

A seguir, as atividades organizadas para trabalhar o estudo do
sinal de funcdes afim e quadratica.

Momento 1

Atividade 1- A partir da observagdo do grafico a seguir, o qual representa
uma funcdo continua de dominio R, responda as questdes que seguem:

a) O que é a imagem de uma fungao? Qual é a imagem desta fungao?
b)Em que ponto(s) a curva intercepta (corta) o eixo x?

¢) Em que ponto(s) a curva intercepta (corta) o eixo y?

d)Esta fungdo possui um valor maximo? O que significa um valor
maximo? Quais sdo os valores maximos (relativos ou absolutos) que a
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fungdo assume? Explicar o que significa “valor relativo” e “valor

absoluto”.

e)Esta fungdo possui um valor minimo? O que significa um valor
minimo? Quais sdo os valores minimos (relativos ou absolutos) que a
funcéo assume?

f) O que é dominio de uma funcéo? Para quais intervalos do dominio a
funcéo é positiva?

g)Para quais intervalos do dominio a fungéo é negativa?

h)Analise o sinal da fungdo.
i) Conjecture sobre o crescimento e o decrescimento da fungéo.

A |
1 |

Atividadeyz — A partir do grafico, analise o sinal da funcéo.

L | -
]\VX
3

Atividade 3 — Estude o sinal das fungbes y = 3x e y = —3x.
Atividade 4 — Estude o sinal das fungbes y = 2x —6ey = —2x — 6.
Atividade 5 — A partir do grafico, analise o sinal da funcéo.

Atividade 6 — Estude o sinal da fungdo y = —x?% + 3x. OBS: utilize a

fatoracédo do polinémio quando possivel.
Atividade 7 — Estude o sinal da fungdo y = x2 — 2x — 3. OBS: utilize a

fatoracéo do polindmio quando possivel.
Atividade 8 — Estude o sinal da fungdo y = —x2 + 6x — 9. OBS: utilize a

fatoracdo do polinémio quando possivel.

Para a compreensdo do estudo do sinal sdo necessarios alguns
conceitos como o conhecimento do plano cartesiano, das raizes de
fungdes, o esbogo, crescimento e decrescimento de retas e a fatoragdo de
polinbmio de grau dois, os quais permitem a explicitagdo de
propriedades basicas fundamentais, apresentadas tabela 21.
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Tabela 21 - Propriedades para o estudo do sinal da func¢do afim y=ax+b.

Valores de a Esboco Estudo

a>0 x=-=b/a - f(x)=0
+ x<-b/a - f(x)<0
/ > x>-b/a > f(x)>0
a<0 N\ x=-b/a - f(x)=0
— > x<—bja = f(x)>0
y B x>—-b/a - f(x) <0

-b/a

Fonte: Os autores.

Ao relacionar as propriedades apresentadas na tabela 21, emerge
0 procedimento de encontrar os pontos do dominio da funcdo cuja
imagem y = f(x) é nula, positiva e negativa, 0 que necessita do
argumento de que, para a funcdo afim, ela é nula para valores de
x = —b/a e ser positiva ou negativa, dependera se a reta cresce ou
decresce.

Para o estudo da funcdo quadratica foi proposta a fatorago do
polindmio e o trabalho com a analise do produto de dois bindmios.
Neste caso, havia necessidade de fatorar polindmios de grau dois e
estudar o sinal dos fatores separadamente para, em seguida, multiplicar
o sinal e concluir a respeito da funcdo quadratica.

A tabela a seguir apresenta as ideias enfatizadas anteriormente de
forma sucinta. As analises a priori das outras variaveis serao
apresentadas somente no formato de tabela.

Tabela 22 - Anélise a priori do estudo do sinal de fungdes afim e quadratica.

Objetivo Reconhecer o sinal de uma fungdo associado a valores de x.

Situagdes-problema A partir de representacOes graficas e expressdes algébricas
de fungdes afim e quadratica, analisar o sinal (ver atividades
de 1 a8 do Momento 1).

Conceitos Plano cartesiano; raizes de fungdes; esbogo, crescimento e
decrescimento de retas; fatoragéo de polindémio de grau 2.
Propriedades | Funcéo Tabela 21.
Afim
Funcéo Tabela 21 e multiplicagéo de sinais.
Quadratica
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Procedimento | Funcéo
Afim

Encontrar pontos do dominio em que a imagem é nula,
positiva e negativa.

Funcéao
Quadratica

Encontrar pontos do dominio em que a imagem é nula,
positiva e negativa partir da fatoragdo da funcdo quadratica,
cada fator é analisado como fungdo afim e o resultado do
sinal da funcéo quadrética serd o produto do sinal de seus
fatores.

Argumentos | Funcao
Afim

A imagem é nula parax = —b/a.

Se a>0, f(x)>0 para x>—b/a e f(x)<O0 para
x < =b/a.

Se a<0, f(x)<0 para x>—b/a e f(x)>0 para
x < =b/a.

Funcéo
Quadratica

A imagem é nula para os valores de x que anulam os fatores.
Se o resultado do produto do sinal dos fatores for positivo, a
f(x) > 0.

Se o resultado do produto do sinal dos fatores for negativo, a

£(x) <0.

Fonte: Os autores.

Como a intencdo ndo era esgotar as discussdes sobre fatora¢do de
polindbmios de grau dois, o trabalho foi realizado somente com
polindmios que pudessem ser fatorados com agilidade, sem aprofundar

neste sentido.

Taxa média de variagéo

A taxa média de variacdo (TMV) de uma funcdo em um
determinado intervalo real também é um conceito que provavelmente ja
foi estudado, mas, devido a sua importancia para a compreensdo das
taxas de variacdo instantaneas (TVI), este objeto foi planejado para ser
trabalhado no Momento 2, cujas atividades estdo apresentadas a seguir.

Momento 2

Atividade 1- A partir da observacao do gréafico a seguir, o qual representa
uma funcdo continua de dominio R, responda as questdes que seguem:

a) Explique, com suas préprias palavras, a variabilidade da funcéo, ou seja,
0 crescimento e o decrescimento.

b)Em que pontos acontecem as mudangas de variagdo, ou seja, onde a
curva esta crescendo e passa a decrescer e vice e versa?

c)Escreva com linguagem matematica os intervalos de crescimento e
decrescimento da funcéo.

d)Como fazemos para calcular a taxa de variagdo média da fungdo nos
seguintes intervalos de x: [-8, 7], [-2,0], [2,3] e [—6, —4]?
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Atividade 2 — Calcule a TMV da funcdo y = —2x + 3 nos intervalos
solicitados e explique com suas palavras o resultado encontrado:

a) [0,5]
b) [-3,1]

¢) [5.6]
d) encontre uma formula para a taxa média de variagdo da fungdo em um

intervalo genérico [x, x + 4x], sendo Ax, um acréscimo de x qualquer.
Atividade 3 — Calcular a TMV da fungdo y = x2—8x+ 16 nos
intervalos solicitados e explique o resultado encontrado:

a) [0,2]

b) [-2,0]
) [—2,2]
d) [5,6]

e) [-5,-3]
f) encontre uma férmula para a taxa média de variagdo da funcdo em um

intervalo genérico [x, x + 4x], sendo Ax, um acréscimo de x qualquer.
Atividade 4 — Calcular a TMV da fungdo y = 2x3 —x2%+ 16 nos
intervalos solicitados e explique o resultado encontrado:

a)[1.3]

b)[-2,0]
c)encontre uma férmula para a taxa média de variagdo da fungdo em um

intervalo genérico [x, x + 4x], sendo Ax, um acréscimo de x qualquer.
Atividade 5 — A partir do grafico, a seguir, responda:

A

v

a) Explique, com suas préprias palavras, a variabilidade da fungdo, ou seja,
0 crescimento e o decrescimento.
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b)Em que pontos acontecem as mudancgas de variagdo, ou seja, onde a
curva esté crescendo e passa a decrescer e vice e versa?

c)Escreva com linguagem matematica os intervalos de crescimento e
decrescimento da funcéo.

d)Calcular a taxa de variacdo média aproximada da funcéo nos seguintes
intervalos de x: [0, 9], [5, 15], [-5, 0] e [12, 17].

Atividade 6 — Calcule a TMV da funcdo y = 3x — 2 nos intervalos
solicitados e explique o resultado encontrado:

a) [0,5]

b) [-3,1]

o) [5,6]

d) encontre uma férmula para a taxa média de variagdo da funcdo em um
intervalo genérico [x, x + Ax], sendo Ax, um acréscimo de x qualquer.
Atividade 7 — Calcular a TMV da fungdo y = —x?2 + 2x nos intervalos
solicitados e explicar o resultado encontrado:

a) [0,2]

b) [_2'0]
0) [-2,2]
d) [5.6]
€) [-5,-3]

f) encontre uma férmula para a taxa média de variagdo da funcédo em um
intervalo genérico [x, x+A4x], sendo Ax, um acréscimo de x qualquer.

As propriedades para o trabalho com a TMV de fungdes em
intervalos reais foram organizadas na tabela 23.

Tabela 23 - Propriedades da TMV de uma fun¢éo em um intervalo.

Valores da Comportamento da funcéo Reta Secante
T™MV TMV = coeficiente
angular
T™V >0 Crescimento médio Crescente
TMV <0 Decrescimento médio Decrescente
TMV =0 Valores da fung&o nos extremos Constante
do intervalo séo iguais.

Fonte: Os autores.

Na tabela 24, organizamos 0s objetivos de se trabalhar com esta
varidvel, as situagBes-problema a fim de cumprir com estes objetivos,
bem como os conceitos, procedimentos e argumentos Necessarios.

Tabela 24 - Anélise a priori da TMV de uma fungéo em um intervalo real.
Objetivo - Calcular a TMV de uma fungdo em determinado intervalo real,

enquanto razdo entre grandezas relacionadas que informa a

variabilidade média.

- Relacionar a TMV ao coeficiente angular de uma reta secante a curva

da funcéo.
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Situagdes- A partir somente do gréfico ou somente da representagdo algébrica de
problema fungbes ou de ambas, que apresentam (ou ndo) alguma situagéo
cotidiana, calcular a TMV em um intervalo definido e interpreta-la
algebricamente e geometricamente.

Conceitos Intervalos reais; valor da fungdo nos extremos de um intervalo real;
razdo entre a variacdo da funcdo e variagcdo de x (4y/Ax); média
aritmética; reta secante a uma curva; coeficiente angular de retas
secantes.

Propriedades A razdo das variagdes de y e x, num determinado intervalo da funcéo e,
geometricamente, a declividade da reta secante & fungdo nos pontos
extremos do intervalo - Tabela 21.

Procedimento Calcular e interpretar a TMV de uma funcéo em diferentes intervalos.

Argumentos O sinal da TMV estéa relacionado com o crescimento ou decrescimento
da funcéo; o valor da TMV, com a variacdo média da funcéo e todos
eles relacionados a declividade de retas secantes.

Fonte: Os autores.

Taxa de variacdo instantanea de primeira ordem

O Momento 3 foi organizado para o trabalho com a taxa de
variacdo instantanea de primeira ordem (TVI,(x)) de uma funcdo. A
seguir, as atividades previstas.

Momento 3

Atividade 1 -

- Levantamento das ideias pesquisadas pelos estudantes sobre
infinitésimos. Investigagdo inicial sobre a ideia que os alunos tém de
infinitésimos.

- Questionamento: 0,99999... _ 1. Menor? Igual?

- Interpretacdo da definicdo: Infinitésimo & um ndmero menor que
qualquer namero real positivo. Falar dos nimeros hiper-reais.

Atividade 2 — Seja a fungdo y = x% — 2.

a)Calcule a TMV da fungdo para os intervalos [2, 3], [2; 2,1], [2; 2,01],
[2; 2,001], [2; 2,0001].

b)O que estd acontecendo com os intervalos do item a?

c) Conjecture a respeito dos valores da TMV da funcéo nestes intervalos.
d)Encontre uma férmula para a TMV em um intervalo infinitesimal
[x, x + Ax].

e) Encontre a TVI genérica.

f) Calcule a TVI para valores de x iguais a -3, -1, 0, 1, 3 e 5. Explique os
resultados encontrados.

Atividade 3- (SILVA, ANDRADE E AZEVEDO, 2013, p. 8 - Adaptada)

A fungdo y = %xz, com dominio x € [0,0[, estd descrita no grafico a
seguir.
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Sabendo que os pontos (0;0), (1; 0,5) e (2;2) pertencem ao gréafico
acima, analisemos o intervalo 0 < t < 3.

a) Determine a TMV da fungéo v(t) nos intervalos: [1,3], [1,2], [1,3/2]
e[1,9/8].

b)Trace no grafico acima, as retas que passam pelos extremos dos
intervalos do item a, nomeando as retas.

c) Determine o coeficiente angular das retas.

d) Compare os resultados obtidos nos itens a e c.

e) A diferenca entre os extremos dos intervalos do item a se aproxima de
qual valor? Se tomarmos valores mais proximos, por exemplo, [1,17/16]
e [1,33/32], o que ocorre com a taxa média de variagdo para valores de x
proximos a x = 1?

f) Encontre uma férmula para a TMV em um intervalo infinitesimal
[1,1 + Ax]. O que esta TMV representa?

g)Encontre uma férmula para a TMV em um intervalo infinitesimal
[x, x + Ax].

h)Conjecture a respeito da taxa de variagdo instantanea e calcule-a para
x=1,x=2,x=3.

Atividade 4 — Seja a fungdo y = x% — 4x — 5:

a)Calcule a taxa média de variacdo nos intervalos: [3,4], [3; 3,5],
[3; 3,1],[3; 3,01] e [3; 3,001] e analise o que esté& acontecendo.

b) Calcule a taxa média de variacdo nos intervalos: [2,3], [2; 2,5],
[2; 2,1],[2; 2,01] e [2; 2,001] e analise o que esté& acontecendo.
c)Calcule a taxa média de variacdo para um intervalo genérico [x,x +
Ax].

d)Sendo Ax um acréscimo infinitesimal, calcule a taxa de variagdo
instantanea genérica da funcéo.

e)Calcule a TVI da funcgdoem x =—-1, x =0, x =2, x =4 e x =5.
Explique o que a TV representa em cada valor de x.

f) A partir da taxa de variagdo instantanea genérica da funcédo, analise a
variagdo (crescimento e decrescimento) da funcéo com base no resultado
encontrado.

Atividade 5 — Seja a fung&o polinomial do 2° grau, y = x? — 3x + 3.

a) Encontre uma férmula genérica para a taxa de variagdo instantanea —

TVI.
b)Calcule a taxa de variagdo instantanea em x = -2, x = —1, x =0,
x=1lex=2.

c)Conjecture a respeito do crescimento e decrescimento da fungdo com
base nos célculo do item b.

Na tabela a seguir, expomos os objetivos do trabalho com esta
variavel e as situacfes-problema que possibilitardo a compreensédo de
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conceitos, propriedades e argumentos necessarios para a compreensao
da TV I, (x) de uma funcéo.

Tabela 25 - Anélise a priori da varidvel TVI,(x) de uma funcéo polinomial.
Objetivos - Introduzir a nogdo intuitiva de infinitésimos, baseado em um

intervalo Ax, muito préximo de zero.

- Introduzir a ideia de TV a partir da TMV, calculada em um intervalo

infinitamente pequeno (4x).

- Relacionar a TVIda fungdo em um ponto a declividade da reta

tangente a curva neste ponto.

- Compreender a relagdo entre TVI da fungdo e a variabilidade desta

(crescimento e decrescimento).

Situagdes- - A partir de uma situacdo que envolve espaco e tempo, calcular a

problema velocidade média de um mdvel em diferentes intervalos de tempo.

- Encontrar a TVI de fungdes a partir da sua expressao algébrica, em

diferentes intervalos.

Conceitos TMV em um intervalo genérico [x, xt+Ax]; no¢do de infinitésimo;
coeficiente angular de uma reta; eshogo de retas; retas secantes e retas
tangentes.

Propriedades - Ax é um infinitésimo, logo, é uma grandeza muito préxima de zero,

podendo ser divisora e tomada como 4Ax = 0, quando necessario.

- A TMV de uma fungdo em um intervalo [x,x + Ax] é, a partir da
nocéo de infinitésimos, a TVI em x.

- A reta secante a uma curva em pontos infinitamente préximos como
(x,f(x)) e (x+ Ax, f(x + Ax)) é a reta tangente a curva no ponto
(x, £ ().

- A TVI da funcdo em um ponto é o coeficiente angular da reta
tangente a curva neste ponto.

- A TVI de uma fungdo em um ponto estd relacionada com a
variabilidade da funcio naquele ponto.

- TVI(x) >0 — reta tangente crescente — a curva da fungdo ¢
crescente em x (conforme tabela 8).

- TVI(x) <0 — reta tangente crescente — a curva da fungdo ¢
decrescente em x (conforme tabela 8).

- TVI(x) = 0 — reta tangente constante — a curva tem variagdo nula
em x (conforme tabela 8).

Procedimentos | - Geometricamente: tracar retas secantes e retas tangentes a uma curva
e observar o crescimento, decrescimento e invariabilidade das funces.
- Algebricamente: calcular a TMV para diversos intervalos reais
préximos, até um intervalo infinitamente pequeno e genérico [x,x +
Ax].

Argumentos - A TVI(x) pode ser calculada a partir da TMV (x) em um intervalo
[x, x + Ax].

- A reta secante a uma curva em pontos infinitamente préximos
(x, f(x)) e (x+ Ax, f(x + Ax)) é a reta tangente no ponto (x, f (x)).
- ATMV (x) é o coeficiente angular da reta secante enquanto a TVI(x)
é o coeficiente angular da reta tangente.

- ATVI(x) é a variagdo da fungdo em um ponto especifico.

Fonte: Os autores.
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Pontos criticos

A conceituacdo de pontos criticos perpassa a identificacdo dos
pontos do dominio da funcdo em que a TVI;(x) e TVI,(x) se anulam.
Para atingir tal compreensdo, utilizou-se como situagdes-problema
representacdes graficas e algébricas de fungdes polinomiais do segundo
e terceiro graus, para, a partir delas, associar, inicialmente, o
comportamento das retas tangentes ao valor da TV, (x) da fungéo.

Os pontos criticos, principalmente 0s maximos e minimos
relativos e/ou absolutos, foram organizados para serem trabalhados em
todos os momentos da sequéncia didatica: nas atividades 1, 5, 6, 7 e 8 do
Momento 1; nas atividades 1, 3, 4, 5 e 7 do Momento 2, e em todas as
atividades dos Momentos 3, 4,5 e 6.

Para a compreensdo dos pontos de inflexdo de uma funcdo é
necessario que o estudante tenha ideia de variacdo de funcGes e de
concavidade, por isso, 0s pontos criticos permearam toda a sequéncia
didatica em menor ou maior profundidade, dependendo do que era
necessario em cada momento. Os pontos de maximo e minimo foram,
no planejamento da sequéncia didatica, desde o primeiro encontro,
bastante evidenciados, enquanto os pontos de inflexdo, somente a partir
do esbogo de funcgbes polinomiais do terceiro grau, em que a
concavidade se fez necessaria.

Tabela 26 - Andlise a priori da variavel Pontos Criticos de uma funcéo.
Objetivo - Identificar os pontos do dominio da fungdo em que a TVI,(x) e a

TVI,(x) se anulam.

- Reconhecer que estes pontos séo candidatos a maximos ou minimos,

relativos ou absolutos da fungdo; ou ainda, no caso da TV I,(x), pontos

de inflex&o.
- Compreender a relagdo entre a TVI;(x) ser nula e reta tangente
horizontal.
Situagdes- A partir de representacOes graficas e algébricas de funcbes polinomiais
problema do segundo e terceiro graus, associar o comportamento das retas
tangentes ao valor da TV, (x) e da TV, (x) da funcéo.
Conceitos Valor da funcéo, maximo/minimo relativo e absoluto, reta tangente,
reta constante, coeficiente angular, concavidade, TV, (x) e TVI,(x).
Propriedades Maximos e minimos:

- Se a reta tangente a curva de uma funcdo é constante, o ponto da
curva pelo qual ela passa é um ponto critico (méximo ou minimo) desta
funcéo.

- O coeficiente angular da reta tangente, neste ponto, é zero.

- ATVI, (x) da fungdo neste ponto é zero - Tabelas 9 e 10.

Pontos de inflexdo

- Se as retas tangentes a curva sdo crescentes e passam a decrescer,
neste ponto ocorre a inversdo da concavidade.

- ATV, (x) da funcdo neste ponto é zero.
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Procedimento

Méximos e Minimos

1°) Resolver a equagdo TVI,(x) =0, a qual fornece os pontos do
dominio da fungéo candidatos a maximos e minimos.

2°) Estudar o sinal da TVI,;(x) para classificar os pontos em maximos
ou minimos, absolutos ou relativos.

Pontos de inflexdo

Resolver a equagdo TVI,(x) = 0, a qual fornece os pontos do dominio
nos quais a funcéo inverte a concavidade.

Argumentos

Os pontos em que a TVI;(x) da funcdo se anula séo candidatos a
extremos (méaximo relativo ou absoluto e minimo relativo ou absoluto).
Os pontos em que a TV, (x) da fungéo se anula séo pontos de inflexdo.

Fonte: Os autores.

Variacdo de Funcdes

As atividades relacionadas com esta variavel foram previstas em
todos 0s momentos, mais especificamente no Momento 4, a seguir
exposto, e Momento 5 da sequéncia didatica.

Momento 4

Atividade 1 - Seja a fungdo y = —3x + 4.

a) Calcule a TVI a partir da TMV em um intervalo genérico [x, x + Ax].
b)A TVI varia?

Atividade 2 - Sejaa fungdo y = —x2 + 4x — 3.

a) Calcule a TV, a partir da TMV em um intervalo genérico [x, x + Ax].
b)Analise a variabilidade da fungdo a partir do estudo do sinal da TVI,.
Ela pode ser zero? O que isso significa?

C)A TVI, varia? Calcular a TVI,. O que essa variacdo informa sobre o

gréfico?

d)Elabore conjecturas sobre o esbogo da curva com base nas taxas
encontradas.

Atividade 3 - Sejaa fungdo y = —x3 — 3x2? + 9x — 3.

a) Calcule a TV, a partir da TMV em um intervalo genérico [x, x + Ax].
b)Analise a variabilidade da fungdo a partir do estudo do sinal da TV I, .
C)A TVI, varia? Calcular a TVI,. O que essa variacdo informa sobre o

grafico?

d)Elabore conjecturas sobre o esbogo da curva com base nas taxas
encontradas.

A tabela 27 expde a analise a priori da variacdo de funcdes.

Tabela 27 - Anélise a priori da variavel Variagdo de funges.

Objetivo Relacionar o sinal da TVI;(x) da funcdo a variabilidade desta e,
consequentemente, com o gréfico da funcéo.

Situagdes- Partindo de representacdes gréfica e algébrica de funcdes polinomiais

problema de 2° e 3° graus, identificar os intervalos de crescimento e

decrescimento de uma fungdo a partir da observacdo do gréfico, da
analise da TVI(x) e da inclinagdo das retas tangentes.
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Conceitos

Estudo do sinal de fungdes afim e quadrética; calculo da TV, (x) de
uma funcéo; reta crescente, decrescente e constante.

Propriedades

- A funcdo é crescente num intervalo, o que significa que os
coeficientes angulares das retas tangentes, neste intervalo, séo
positivos, ou seja, a TV, (x) da fungéo neste intervalo é positiva.

- A funcdo é decrescente num intervalo, o que significa que os
coeficientes angulares das retas tangentes, neste intervalo, séo
negativos, ou seja, que a TV I, (x) da funcdo neste intervalo é negativa.

Procedimento

Encontrar a TVI; de fungdes e estudar o sinal e, assim, relacionar ao
crescimento e decrescimento.

Argumentos

- Intervalos em que TV I, (x) > 0, a funcdo é crescente.

- Intervalos em que TV I, (x) < 0, a funcéo é decrescente.

- Valores em que a TVI;(x) = 0, a funcdo possui um ponto critico
(maximo ou minimo).

Fonte: Os autores.

Taxa de variacgdo instantanea de segunda ordem
A anélise da concavidade é importante para o esboco de funges
polinomiais do terceiro grau, cujas TV, (x) sdo fun¢des quadraticas sem
raizes reais. Nestes casos, a concavidade € a Unica informacdo que
possibilita esbogar o grafico. O trabalho com a concavidade inicia no
Momento 4, apresentado anteriormente, e aprofunda no Momento 5.

Momento 5

Atividade 1- Seja a fungdio y = x> — 3x + 3.

a)Calcule a TV I, e analise o sinal.

b)Calcule a TV1,, o que isso significa?

¢) A fungdo possui maximos e/ou minimos relativos e/ou absolutos?
d)Esboce a curva com base nos resultados dos itens anteriores.
Atividade 2- Sejaa fungio y = —x3 — 3x? + 9x + 6.

a)Calcule a TV I, e analise o sinal.

b)Calcule a TV1,, o que isso significa?

c) A fungdo possui méximos e/ou minimos relativos e/ou absolutos?
d)Esboce a curva com base nos resultados dos itens anteriores.
Atividade 3- Sejaa fungio y = —x3 — 3x2 — 3x + 2:

a)Calcule a TV I, e analise o sinal.

b)Calcule a TV1,, o que isso significa?

¢) A fungdo possui maximos e/ou minimos relativos e/ou absolutos?
d)Esboce a curva com base nos resultados dos itens anteriores.
Atividade 4- Seja a fungdo y = x3 + 3x + 5:

a)Calcule a TV I, e analise o sinal.

b)Calcule a TV1,, 0 que isso significa?

¢) A fungdo possui maximos e/ou minimos relativos e/ou absolutos?
d)Esboce a curva com base nos resultados dos itens anteriores.
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A TVI,(x) da funcdo quadraticay = ax? + bx + x é TVI, = 2a,
ou seja, esta diretamente ligada ao sinal do coeficiente a. No caso da
funcdo polinomial do terceiro grau, f(x) = ax3+ bx?+cx+d, as
propriedades estdo apresentadas na tabela 28 e as analises a priori, na
tabela 29, a seguir.

Tabela 28 - Propriedades da concavidade de uma fungdo polinomial do 3° grau.

TVI,(x) | Coeficiente a Sinal da TVI,(x) Concavidade
<0 Negativa — para baixo
S a>0 =0 Local de Inflex&o
+ >0 Positiva — para cima
] >0 Positiva — para cima
© a<0 =0 Local de Inflexdo
<0 Negativa — para baixo

Fonte: Os autores.

Tabela 29 - Andlise a priori da variavel Concavidade da curva de uma funcéo.

Objetivo Compreender a concavidade de uma curva como o comportamento dos
coeficientes angulares das retas tangentes, ou seja, 0 comportamento da
variagdo de uma fungdo. Compreender a taxa de variagao instantanea de
primeira e segunda ordem (unidades bésicas simbdlicas) e, com base
nisto, a compreender o crescimento, decrescimento, pontos criticos
(méaximos e minimos) e concavidade da curva (unidades basicas

gréficas).
Situagdes- Questionamentos sobre a inclinagdo das retas tangentes a uma curva: O
problema que esta acontecendo com os coeficientes angulares das retas tangentes

para pontos em que os valores de x estdo em ordem crescente? Como
calcular a variagéo da taxa de variagdo? O que isso pode informar sobre
o grafico? Além do levantamento destas questdes, foi proposto o céalculo
da TV1,(x) para algumas fungoes.

Conceitos Estudo do sinal de funcdes afim e quadratica; calculo da TVI,(x) de
uma fungéo; resolucéo de equagbes do 1° e 2° graus; reta crescente,
decrescente e constante e calculo da TV I, (x) de uma funcdo.
Propriedades - Para a funcéo quadratica - Tabelas 12 e 13.

- Para a fungo polinomial do 3° grau - Tabelas 12 e 18.
Geometricamente, a concavidade para cima e a concavidade para baixo
estdo relacionadas com o crescimento e o decrescimento dos
coeficientes angulares das retas tangentes, respectivamente.

- Analiticamente, uma fungdo tem concavidade para cima em um
intervalo aberto I, se a TVI (x) é crescente, isso quer dizer que a
TVI,(x) > 0 no intervalo; e concavidade para baixo se a TVI;(x) é
decrescente, isso quer dizer que a TVI,(x) < 0, no intervalo.

- A concavidade muda de sentido no ponto onde a TVI,(x) é zero,
chamado de ponto de inflex&o.

- A anélise da concavidade da funcdo quadratica esta diretamente ligada
ao sinal do coeficiente a. Assim, sendo a > 0, a concavidade é para
cima, a < 0, concavidade para baixo.

- A andlise da concavidade da fungéo polinomial do 3° grau, f(x) =
ax® + bx? + cx + d, as propriedades estdo apresentadas na tabela 21.
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Procedimento | - Encontrar a TV, (x) a partir da nogdo de infinitésimos e, na sequéncia,
encontrar a TVI,(x) também via infinitésimos.

- Estudar o sinal da TV I, (x).

Argumentos - TVI,(x) > 0 — Concavidade da curva para cima.

- TVI,(x) = 0 — Mudanga de concavidade — ponto de inflexao.

- TVI,(x) < 0 — Concavidade da curva para baixo.

Fonte: Os autores.

Esbogo de curvas

Os esbogos das curvas de fungdes polinomiais do segundo e
terceiro graus ocorrem por intermédio do calculo e compreensdo das
varidveis anteriores. As propriedades, conceitos, argumentos e
procedimentos necessarios para a situagéo-problema de esbogar curvas
na perspectiva deste trabalho encontram-se nas tabelas 13, para
polinomiais do segundo grau, e 17 e 18 para polinomiais do terceiro
grau.

O Momento 6 foi organizado para trabalhar especificamente o
esbogo de curvas com base em todas as varidveis anteriormente
expostas.

Momento 6

Atividade — Esboce o gréafico das seguintes fun¢bes polinomiais a partir
da analise da variabilidade:

a)y=2x2—4x+3

b)y = —2x%2 + 18

Q)y=—-x*+2x—-1

dy=x*—2x+4

e)y =x3—5x2+7x—3

ly=x3+3x

9y =—-x3+6x2—12x-3

A seguir, apresentamos as etapas do caminho alternativo para
esbogo de curvas.

Funcéo Polinomial do 2° grau

1°) encontrar a TMV (x) da funcdo para um intervalo genérico
[x,x + Ax];

2°) utilizando a ideia de infinitésimo, encontrar a TVI;(x)
genérica;

3°) estudar o sinal da TVI,(x), ou seja, encontrar o valor de x
onde a TV I, (x) se anula e analisa-la para valores maiores e menores que
este;
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4% relacionar o sinal da TVI;(x) a variacdo da funcéo, ou seja,
TVI, (x) <0, a funcdo decresce; TVI;(x) > 0, a funcdo cresce e em
TVI,(x) = 0, ponto de maximo absoluto ou minimo absoluto;

59 tracar 0 esboco da curva.

Funcdes polinomiais do 3° grau cuja TVI possui duas raizes reais e
distintas

1°) encontrar a TMV (x) da funcdo para um intervalo genérico
[x,x + Ax];

2°) utilizando a ideia de infinitésimo, encontrar a TVI,(x)
genérica;

3°) a partir da fatoragdo da TV, (x), estudar seu sinal, ou seja,
encontrar os valores de x, neste caso distintos, onde a TV, (x) se anula
e analisa-la para valores menores, maiores e interpostos;

49 relacionar o sinal da TVI;(x) & variacdo da funcéo, ou seja,
TVI;(x) <0, a funcdo decresce; TVI,(x) > 0, a fungdo cresce e em
TVI,(x) = 0, pontos de maximo relativo ou minimo relativo;

5°) tracar o eshogo da curva.

Funcdes polinomiais do 3° grau cuja TVI possui duas raizes reais e
iguais

1°) encontrar a TMV (x) da funcdo para um intervalo genérico
[x,x + Ax];

2°) utilizando a ideia de infinitésimo, encontrar a TVI;(x)
genérica;

3°) a partir da fatoragdo da TV, (x), estudar seu sinal, ou seja,
encontrar o valor de x, onde a TV, (x) se anula e analisa-la para valores
menores e maiores;

4% neste caso, com exce¢do do ponto onde TVI(x) =0, a
funcdo vai ser sempre crescente ou decrescente, ndo possuindo maximos
e minimos.

5°) o ponto onde TV 1, (x) é chamado ponto de inflexdo e é onde a
curva inverte sua concavidade;

6°) tracar o eshoco da curva, ndo sendo fundamental a analise da
concavidade para esbogo do grafico.

Funcdes polinomiais do 3° grau cuja TVI ndo possui raizes reais
1°) encontrar a TMV (x) da funcdo para um intervalo genérico
[x, x + Ax];
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2°) utilizando a ideia de infinitésimo, encontrar a TVI,(x)
genérica;

3°) a TVI,(x) ndo possui raizes reais, entdo, encontra-se e
TVI,(x) para ter informacdes sobre o eshoco;

49) estudar o sinal da TVI,(x), ou seja, encontrar o valor de x,
onde a TVI,(x) se anula e analisa-la para valores menores e maiores;

5°) relacionar o sinal da TVI,(x) com a concavidade: TVI,(x) >
0, concavidade voltada para cima; TVI,(x) < 0, concavidade voltada
para baixo;

6°) neste caso, a funcdo também & sempre crescente ou
decrescente e ndo possui maximos e minimos.

7°) o ponto onde TVI,(x) = 0 é chamado ponto de inflexdo e é
onde a curva inverte sua concavidade;

8°) tracar 0 esboco da curva.

As analises a priori detalhadas foram confrontadas com as
andlises a posteriori, elaboradas apds a aplicagdo das sequéncias
didaticas e apresentadas no capitulo sexto. A tabela 30 apresenta 0s
Momentos e as variaveis planejadas.

Tabela 30 - Momentos planejados e variaveis matematicas envolvidas.

Momento |Atividade |Enunciado Variaveis matematicas

M1 1,2e5 A partir da observacdo de graficos, revisar|- Estudo do sinal.
elementos de uma fungdo: dominio, imagem,|- Variagdo de fungdes.
interceptacdo  com os eixos  coordenados, |- Esbogo de curvas.
crescimento, decrescimento e estudar o sinal.
3,4,6,7e8 |A partir da expressdo algébrica de fung@es, revisar |- Estudo do sinal.
elementos de uma funcdo: dominio, imagem,|- Variacéo de fungdes.
interceptagdo com os eixos  coordenados, |- Esbogo de curvas.
crescimento, decrescimento e estudar o sinal.
M2 le5 A partir da observagdo do grafico, explicar a|-TMV.

variabilidade da funcdo, os intervalos de|- Variagdo da funcdo.
crescimento e decrescimento, o0s locais de|- Pontos criticos.
mudangas de variagéo e o calculo de taxas médias
de variagéo.

2,3, 4,6 e 7|A partir da expressao algébrica de fungdes, calcular|- TMV .
a taxa média de variagdo em intervalos numéricos
solicitados e em um intervalo genérico [x, x + 4x],
sendo Ax um acréscimo de x.
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Momento |Atividade |Enunciado Varidveis matematicas
M3 1 Ideias dos estudantes sobre infinitésimos, defini¢do. |-  Variagdo  instantanea
(nocéo de infinitésimo).
2,4e5 Calcular e analisar a TMV em diferentes intervalos, |- Estudo do sinal da funcéo
infinitamente pequenos, préximos de um valor|afim e quadratica.
especifico de x. -TMV.
- TVI; a partir da nocéo de
Encontrar a TMV genérica para um intervalo |infinitésimos genérica e em
[x, x + Ax], sendo Ax um acréscimo infinitesimal {pontos especificos.
de x e, a partir disso, discutir sobre a TVI em x. - Pontos criticos.
- Variacéo da fungao.
Calcular a TVI para diferentes valores de x e|- Esbogo de curvas.
conjecturar sobre o eshogo da curva.
3 Relacionar TMV com o coeficiente angular da reta|- TMV.
secante a funcéo. - TVI; a partir da nogédo de
infinitésimos genérica e em
Relacionar a TVI; com o coeficiente angular da reta|pontos especificos.
tangente a fungéo - Pontos criticos.
- Variacéo da fungdo.
- Esboco de curvas.
M4 1,2e3 Encontrar a TVI genérica da funcdo e analisar a|- Estudo do sinal da funcéo
variacdo desta. afim e quadrética.
- TMV no intervalo [x,x +
Ax].
- TVI; a partir da nocéo de
infinitésimo.
- Pontos criticos.
- Variacéo da fungdo.
- Esboco de curvas.
2e3 Analisar a TVI das fungdes quadratica e polinomial |- Estudo do sinal da fungéo
do 3° grau e relacionar com a concavidade, |afim e quadrética.
enquanto variagdo da TVI ou variagdo de ordem 2|- TMV no intervalo [x,x +
da funcéo (TV1). Ax].
- TVI; a partir da nocéo de
Encontrar pontos criticos e pontos de inflexdo. infinitésimo.
- Pontos criticos.
Analisar os sinais da TVI; e da TV, e conjecturar a|- Variagéo da fungao.
respeito do eshoco dos gréficos. - TV1, (concavidade).
- Eshoco de curvas.
M5 1,2,3e4 |Combase naTVI, e TVI,, encontrar pontos criticos|- Estudo do sinal de funcdes
e pontos de inflexdo e eshocar os graficos das|quadraticas.
fungdes polinomiais do 3° grau. - TMV no intervalo [x,x +
Ax].
- TVI; a partir da nocéo de
infinitésimo.
- Pontos criticos e de
inflexdo.
- Variacéo de fungoes.
- TV, (concavidade).
- Esboco de curvas.
M6 1 Esbocar o grafico de fungBes quadréticas e|Todas.
polinomiais do 3° grau analisando a variabilidade e
a concavidade, quando necessario.

Fonte: Os autores.

Algumas atividades destes Momentos, que apresentamos nesta
secdo, serdo expostas novamente nas discussdes da se¢ao a seguir.
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53 DAESCRIC;AO’ DAS ATIVIDADES DESENVOLVIDAS NA
SEQUENCIA DIDATICA

As atividades planejadas, apresentadas na sec¢do 5.2.3 e,
resumidamente, na tabela 30, foram trabalhadas com os estudantes do
terceiro ano do EM de uma escola estadual de Erechim, RS, do dia 19
de outubro de 2016 até 11 de dezembro de 2016, em encontros semanais
(um encontro por semana). A mesma sequéncia didatica foi
desenvolvida com o estudante do Programa Mentores (PM) do PIC, da
OBMEP, em 2017, em encontros que ocorreram de maio a setembro de
2017, um encontro por més. Nesta secdo, detalhamos os encontros com
a turma e com o estudante do PM e apresentamos alguns dialogos
significativos, transcritos dos audios feitos.

Foram planejados seis Momentos, os quais podem ser localizados
na Lista de Momentos. O detalhamento dos encontros em que 0s
Momentos foram desenvolvidos se deu por varidvel considerada na
analise a priori, na secdo 5.2.3. Antes disso, entretanto, faz-se
necessario esclarecer alguns encaminhamentos relativos ao modo como
os dados estdo apresentados. Nas transcricBes, a pesquisadora esta
identificada como professora/pesquisadora - PP, enquanto os estudantes
da turma foram codificados como E1, E2, E3,..., e EPM, nos dialogos
com o estudante do PM; preservando, assim, suas identidades. Além
disso, como as variaveis foram trabalhadas em dois ou trés encontros,
organizamos a apresentacdo da seguinte forma: Nome da variavel
trabalhada — N° do encontro e identificacdo dos sujeitos. A
identificacdo dos sujeitos se refere a turma de terceiro ano e/ou ao
estudante do Programa Mentores (EPM).

5.3.1 Estudo do sinal de fungdes

Estudo do sinal de fung¢des: 1° encontro com a turma

O primeiro encontro da sequéncia didatica aconteceu dia 19 de
outubro de 2016 em uma sala de aula da escola equipada com
computador e projetor. Inicialmente, foi explicado minuciosamente aos
estudantes sobre a metodologia de trabalho e sobre o termo de
consentimento livre e esclarecido (Apéndice I11), o qual os estudantes
levaram para casa e trouxeram assinado pelos pais e/ou responsaveis no
encontro seguinte.
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Ap0s os comentarios de cunho metodolégico, foi discorrido sobre
aspectos relacionados a aprendizagem matematica: a importancia das
representacles; exemplos de representacGes algébricas, graficas e
linguisticas; as funcBes afim e quadratica e suas representagdes,
finalizando com uma ideia geral sobre a TRRS de Raymond Duval.

Na sequéncia, os estudantes foram convidados a refletirem a
respeito da atividade 1 do Momento 1, mostrada a seguir, a qual tinha
como objetivo revisar alguns conceitos como dominio e imagem de uma
funcdo, raiz de uma funcéo, intervalos reais e o estudo do sinal de uma
funcéo a partir do eshoco de seu grafico. As transcricfes expostas sdo de
momentos importantes relacionados com as varidveis em questéo,

conforme apresentadas anteriormente.
Atividade 1- A partir da observacéo do gréafico a seguir, o qual representa
uma fungdo continua de dominio R, responda as questdes que seguem:

A |
1 |

| T hY

|
a) O que é a imagem de uma funcéo? Qual é a imagem desta fun¢éo?

b)Em que ponto(s) a curva intercepta (corta) 0 eixo x?

¢) Em que ponto(s) a curva intercepta (corta) o eixo y?

d)Esta fungdo possui um valor maximo? O que significa um valor
maximo? Quais sdo os valores maximos (relativos ou absolutos) que a
fungdo assume? Explicar o que significa “valor relativo” e “valor
absoluto”.

e)Esta fungdo possui um valor minimo? O que significa um valor
minimo? Quais sdo os valores minimos (relativos ou absolutos) que a
fungdo assume?

f) O que é dominio de uma fungéo? Para quais intervalos do dominio a
funcdo é positiva?

g)Para quais intervalos do dominio a fungdo é negativa?

h) Analise o sinal da fungéo.
i) Conjecture sobre o crescimento e o decrescimento da fung&o.

O objetivo desta atividade era que os estudantes respondessem as
questbes apenas observando o grafico e utilizando valores e pontos
aproximados. Iniciou-se o trabalho questionando e esperando respostas

dos estudantes.
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PP: O que é o dominio de uma fungéo?

El:Eox.

PP: Ok... os valores que x pode assumir... e a imagem, o que é?

El: E a ordenada!

PP: Isso... os valores de y que a fungdo assume, entdo, neste grafico,
quais os valores de y?

E1: O y pode ser qualquer valor positivo ou negativo!

PP: Isso, pois existe grafico para qualquer valor de y.

Neste momento, uma pardbola voltada para cima com valor
minimo igual a 2 é esbogada e questiona-se a fim de identificar a
imagem.

PP: Quais os valores que y assume, sendo o dominio desta fungéo os R?
E1: Reais positivos maiores que zero.

E2: S0 os positivos maiores que zero.

PP: Mas tem gréaficoem y = 0?

E1: Positivos maiores que zero.

E2: Maior ou igual a 2.

PP: Concordam?

Diante da resposta positiva dos estudantes, é feito o esbogo da
curva a fim de confirmar a resposta de E2.

PP: Isso, y assume valores maiores ou iguais a 2. Assim, o dominio é R,
mas a imagem é [2, +0). E neste caso (fazendo referéncia ao gréfico da
atividade 1), quais os valores que y assume?

E1: Tanto positivos como negativos.

PP: Qualquer valor de y? Qual é a imagem? Todos os reais?

Todos o0s estudantes concordam e a partir disso seguiram
discussOes sobre como escrever intervalos reais. Alias, isso teve que ser
retomado indmeras vezes durante o0s encontros devido as dificuldades
demonstradas pelos estudantes.

PP: Em quais pontos a curva intercepta o eixo x?

Como o gréfico ndo especifica os valores foi necessario utilizar
aproximages. Os estudantes auxiliaram na indica¢do dos pontos e foi
enfatizado que nestes pontos o y = 0.

PP: Esses valores onde a curva corta o eixo x sdo também chamados
como?

E1: Par ordenado?

PP: Nao...



188

E1: Raiz da funcéo!

PP: Isso... Ou zero da fungéo... E a mesma coisa. Entéo, agora, onde a
funcdo intercepta eixo y?

E2: No 6,2.

PP: Muito bem, concordam? Revisadas as ideias iniciais, vamos |4, essa
fungdo, s6 a partir da observagdo do gréafico, possui algum valor
maximo?

Estudantes: Nao!

Neste momento, questionou-se e discutiu-se sobre o significado
de valor maximo de uma funcéo e abordou-se a diferenca entre maximo
absoluto e relativo. Os estudantes demonstraram ddvidas ao observar o
grafico devido a dificuldade para perceber a continuidade deste. Por
isso, a explicacdo com outros graficos de funcdes fez-se necesséaria.
Voltando a fazer referéncia ao grafico da atividade 1, os estudantes
foram convidados a refletirem sobre quais sdo 0s maximos e se sao
relativos ou absolutos.

E1:9,9¢€ 6,2, relativos.

PP: Concordam? Passando o dedo pelo gréfico, iniciando da esquerda
para a direita, 0 que esti acontecendo com o grafico?

E1: T4 crescendo!

PP: Muito bem... Cresce, cresce... E ...

E1: Comega a decrescer.

PP: Muito bem, entdo tem alguns pontos que apontam para a mudanca de
variabilidade...

A ideia, neste momento, era fazer com que o0s estudantes
refletissem sobre a variabilidade da funcdo. Para tanto foram utilizados
exemplos de func¢des, diante do que um estudante perguntou.

E1: Como eu sei na quadratica quando ela cresce e quando decresce?

A fim de responder a questdo, foi utilizado um exemplo com este
tipo de funcdo e os estudantes concluiram que a fungdo quadrética tem
crescimento e decrescimento. E discutido também sobre a concavidade e
a taxa de crescimento e decrescimento das parabolas. A partir destas
compreensdes, o0 dominio de uma funcdo é retomado e, como o interesse
foi trabalhar com o estudo do sinal da funcdo esbocada, questionou-se.

PP: Para quais intervalos do dominio a fungdo é positiva? (Ap6s um
tempo e espera sem respostas). A fungdo ser positiva significa quem ser
positivo?

E1: Oy, maior que 2.

Utilizando caneta com outra cor para evidenciar a parte do grafico acima
do eixo x, perguntou-se novamente para quais valores de x a fungéo é
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positiva. Varios estudantes falam ao mesmo tempo, mas a resposta a
seguir se sobressai.

E2: Do -8,2 até 0 3.

PP: -8,2<x<3, mais algum intervalo?

E1: 5,1 até 0 6.

E2: Até o infinito...

Apbs a confirmagdo da resposta, mostrou-se as diferentes
maneiras de escrever o intervalo real [5,8; 4+).

PP: E agora, quais os intervalos onde a fungéo é negativa?
E1: Para baixo do eixo x.
E3: Do 3 até 0 8...

Apo0s deixar os estudantes refletirem, questionou-se sobre a letra
h da atividade.

PP: Analise o sinal da fungdo! Analisar o sinal da funcéo é entdo analisar
o sinal de y. Entdo, para que valores de x, y = 0, y < 0 e y > 0? Vamos
la, para que valores de x, y = 0?

Estudantes: —8,2; 3 e 5,8.

PP: y > 0 para que valores de x?

E2: De —8,2 até 3 e de 5,8 até +co.

PP: E agora, y < 0 para qué valores de x?

E1 (apontando para o quadro): de —co até —8,2.

PP: Agora, conjecturem a respeito do crescimento e decrescimento deste
grafico.

E1: Sempre levando em conta os valores de x?

PP: Sim, vocé vai utilizar os intervalos de x para especificar onde a
funcao cresce e decresce.

O primeiro encontro finalizou com os estudantes falando suas
hipoteses e auxiliando na construcéo de suas conjecturas. Alguns pontos
gue se sobressairam neste encontro estdo relacionados as dificuldades
dos estudantes com os simbolos matematicos, conceitos bésicos
envolvendo funcBes e a participagdo de apenas alguns estudantes. A
turma, apesar de demonstrar compromisso, quase ndo participou dos
guestionamentos e discussGes, 0 que demonstra a fragilidade da
educacdo no sentido de instigar e desafiar o estudante enquanto
protagonista de seu aprendizado.

Algumas questbes pontuais sobre o trabalho deste encontro:

- Estudantes sabem o que é e identificam o dominio e a imagem
de uma funcéo, porém, ndo fazem uso da linguagem formal, utilizando,
por exemplo, “€¢ 0 x” e “é 0 ¥ quando questionados sobre o dominio e
imagem, respectivamente.
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- Na identificagdo da imagem da funcdo a partir do esbogo do
grafico, muitas davidas decorrentes da dificuldade de visualizar o
grafico em todo o seu dominio.

- Dificuldades com a escrita e leitura de intervalos reais.

- Em questionamento sobre valores m&ximos e minimos, as
duvidas oriundas da dificuldade de visualizacdo da continuidade da
funcdo aparecem novamente, sendo necessaria a explicacdo a partir do
esboco de outras fungoes.

- A fim de refletir sobre a variabilidade da funcéo foi questionado
sobre os intervalos de crescimento e decrescimento da fungéo esbogada
na atividade 1 e de outros tipos de funcdes. Para refletir sobre a
variabilidade da fungdo quadrética utilizou-se exemplos deste tipo de
funcdo para esclarecer que as fungdes quadraticas possuem variagdo
positiva para algum intervalo de x e variacdo negativa, para outro
intervalo. Além disso, foi discutido sobre a concavidade e as distintas
taxas de variacdo da parabola.

- A ideia de dominio de uma funcdo foi retomada e, como o
interesse era trabalhar com o estudo do sinal da funcéo esbocada, foi
questionado sobre os intervalos do dominio em que a funcéo € positiva.
Diante da reacdo silenciosa dos estudantes, demonstrando que néo
sabem ou ndo entenderam a pergunta, uma caneta com outra cor foi
utilizada para evidenciar a parte do grafico acima do eixo x e novamente
perguntado para que valores de x a funcdo é positiva. Mesmo os
estudantes terem respondido corretamente apds esta agdo, a ideia de
intervalos reais foi retomada.

O ultimo dialogo do encontro, sobre os intervalos onde a funcéo é
negativa, positiva e uma analise completa do sinal da funcdo, demonstra
gue, apesar da dindmica realizada e de ja terem estudado, ainda a andlise
do sinal ndo é tarefa compreendida ou realizada com espontaneidade.
Alguns pontos que se sobressairam neste encontro estao relacionados as
dificuldades dos estudantes com os simbolos mateméticos e com
conceitos basicos envolvendo funcBes e a pouca participacdo dos
estudantes nos questionamentos. A turma, apesar de demonstrar
compromisso, quase ndo participa dos questionamentos e discussdes. De
acordo com Lorenzato (2006), a presenca dos porqués e das perguntas
na pratica pedagogica é fundamental, pois revela as dificuldades de
aprendizagem dos estudantes. Contudo, “o fazer perguntas ¢ uma
habilidade a ser permitida, desejada, estimulada e cultivada pelo
professor” (p. 97).

Neste sentido, constata-se a fragilidade do ensino no sentido de
instigar e desafiar o estudante enquanto protagonista de seu
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aprendizado. Outro ponto importante a ser destacado é o pequeno rol de
representacGes semidticas de conhecimento dos estudantes. Para ocorrer
a conversdo, é necessario que se conhegcam as distintas representacdes
semidticas de um objeto matematico, e, mais do que isso, as formas de
tratamento de tais representacdes. Neste primeiro encontro ficou visivel
0 pouco conhecimento de simbolos matematicos e de representacdes
semioticas.

Estudo do sinal de fung¢es: 2° encontro com a turma

O segundo encontro com a turma ocorreu dia 28 de outubro de
2016 e foi breve devido a compromissos de formatura dos estudantes.
Ele baseou-se na resolucdo das atividades sobre estudo do sinal de
funces, continuacdo do Momento 1. Mais uma vez pode-se evidenciar
a dificuldade com os simbolos matematicos relacionados aos intervalos
reais e com a leitura de um grafico.

Estudo do sinal de fungdes: 1° encontro com EPM

Com o estudante do PM, um encontro especifico sobre estudo do
sinal foi realizado dia 13 de maio de 2017. Nele, foram conferidas as
atividades do Momento 1, realizadas pelo EPM em casa. Este encontro
nao foi gravado.

5.3.2 Taxa Média de Variacéo

Taxa Média de Variagdo: 3° encontro com a turma

O terceiro encontro com a turma ocorreu no dia 04 de novembro
de 2016 e nele foram trabalhadas as atividades do Momento 2
relacionadas as taxas médias de variacdo de funcgdes a partir do gréfico
ou da expressdo algébrica. O encontro iniciou com a retomada de
aspectos do Ultimo encontro, questionando a respeito da variabilidade da
funcéo em distintos intervalos da curva da atividade 1 do Momento 2, a
seguir exposta. Para tanto, algumas ideias e simbolos de intervalos reais
e pares ordenados foram revisados, e, na sequéncia, questionado sobre o
guanto a funcéo varia, ou seja, as taxas de variagao.

Atividade 1- A partir da observagdo do grafico a seguir, o qual representa
uma fungdo continua de dominio R, responda as questdes que seguem:

a) Explique, com suas préprias palavras, a variabilidade da fungdo, ou seja,
0 crescimento e o decrescimento.
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b)Em que pontos acontecem as mudangas de variacdo, ou seja, onde a
curva esté crescendo e passa a decrescer e vice e versa?
c)Escreva com linguagem matematica os intervalos de crescimento e

decrescimento da funcéo.
d)Como fazemos para calcular a taxa de variagdo média da fungdo nos

seguintes intervalos de x: [-8,-7], [-2,0], [2,3] e [-6,-4]?
A |
1 [

A partir da analise do esboco da funcgéo, foi questionado se a taxa
média de variacdo é constante para algum tipo de func¢do. Diante do
siléncio dos estudantes, optou-se por deixar a pergunta para mais a
diante, quando, em determinado momento, um estudante se pronuncia
com relacdo a pergunta anterior e o seguinte trecho explicita o didlogo.

E1: Entdo na fungdo do primeiro grau a taxa de variagdo é nula!
PP: Serd? Vamos pegar o exemplo da funcdo y=2x+3, serd que a
variacdo desta fungdo é nula? Variagdo nula significa ndo variar... Sera

que ela ndo varia?

E4: A variagao serd sempre a mesma!
PP: Isso mesmo! A cada x que aumenta uma unidade, a fungdo aumenta

quanto?

E4: 2.

Parece que este estudante se deu por conta da caracteristica da
funcdo afim com relacdo a sua variacdo. Foi explicado entdo sobre a
fungdo constante, a qual ndo varia e confirmei que a funcdo afim é a
funcdo cuja variacdo é constante. A aula continua com discussdes e
reflexdes a respeito do crescimento e decrescimento.

PP: Bem, entendido que o grafico (da atividade 1) tem crescimento e
decrescimento, mas e se eu quiser calcular uma variagdo média?

Com a ajuda dos estudantes, definimos alguns intervalos, ainda
para a atividade 1 do Momento 2, com valores aproximados, localizou-
se 0s pontos no gréafico e realizou-se o calculo da taxa média de variacédo
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para tais intervalos. A seguir, trechos que marcaram o inicio do trabalho
com as TMV de uma funcéo.

PP: S6 pela observacdo do gréfico, a taxa média de variagdo (TMV)
neste intervalo (apontando para intervalo [—8,—7]) é positiva ou
negativa?

E2: Positiva por que esta crescendo.

PP: Isso mesmo! O resultado da TMV sera positivo, pois neste intervalo a
fungéo cresce.

E1: Avariacdo é analisada em x ou em y?

PP: Pois é... Estamos falando de variagéo da fungéo, entdo é a variagdo
de y!

E1: Entdo a variagdo sera 3! Cresce uma unidade em x, a variagdo de
yserd 3.

PP: Muito bem! Isso mesmo! A TMV é o quanto o y varia quando x
aumenta 1 unidade! Neste caso, o intervalo em x aumenta 1 unidade, mas
e quando n&o for, por exemplo, calcular para o intervalo [-2,0]?

Para este intervalo, sdo definidos os pontos extremos,
aproximadamente (—2,4) e (0; 6,2) e questionado sobre como calcular
aTMV.

E2: Essa variaco ela vai dar o resultado para cada 1 unidade de x?

PP: Isso ai!

E2: Ent&o vou ver quanto varia o y e divido por 2, entdo 2,2 divido por 2,
que da 1,1.

PP: Isso! O y aumentou 2,2 enquanto 0 x aumentou 2, entdo a TMV sera
aAdy/Ax, ou seja, 1,1.

Esta férmula foi relacionada & velocidade média de um movel
(v, = 4s/At) e utilizou-se um exemplo para mostrar que a velocidade
média é a taxa média de variacdo do espaco em funcdo do tempo.

PP: O préximo intervalo tem extremos (2,4) e (3,0), entdo, sem calculo, o
x foi do 2 para o 3, aumentou 1 unidade, o que aconteceu com o y?

E3: Diminuiu 4.

PP: Entao, nem preciso de férmula para concluir que a TMV = —4 neste
intervalo. Mas, em querendo utilizar a formula?

Estudantes ficam em siléncio, talvez pensando em qual férmula
utilizar ou deduzindo uma generalizagdo. A partir disso, a ideia de
velocidade média foi retomada e utilizada para encontrar a TMV = —4.

PP: O que significaa TMV ser —47?
E2: Que decresceu.
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PP: Que no intervalo que vai de x =2 att x =3 a funcdo esta
decrescendo em média...

E3: 4 unidades.

PP: Isso ai! A TMV é —4 ou a fungdo estd decrescendo em média 4
unidades no referido intervalo!

E1: Nao d& para falar que esta decrescendo -4, né?

Apos essas discussdes, os estudantes calcularam a TMV para o
Gltimo intervalo da atividade 1 e conferiram seus resultados. Falou-se
brevemente da relacdo entre velocidade média e instantanea,
introduzindo a possibilidade de se conhecer a taxa de variagcdo em algum
ponto especifico da curva.

Na sequéncia, os estudantes foram convidados a responderem a
atividade 2 do Momento 2, somente a partir de calculos mentais.

Atividade 2 — Calcule a TMV da funcdo y = —2x + 3 nos intervalos
solicitados e explique com suas palavras o resultado encontrado:

a) [0,5]

b) [_3,1]

o) [5,6]

d) encontre uma férmula para a taxa média de variacdo da fun¢do em um
intervalo genérico [x, x + 4x], sendo Ax , um acréscimo de x qualquer.

Os estudantes resolvem a primeira questdo da atividade e
solicitam confirmacéo de seus resultados.

E3: -2?
PP: Como calculou?
E3: Fiz um eshogo do gréfico e conclui.

Este estudante partiu do esboco da reta para verificar a
variabilidade, outros resolveram pela férmula, mas todos chegaram ao
resultado correto, TMV = —2. Perguntou-se entdo da necessidade de
fazer o calculo para todas as letras, uma vez que é funcdo afim. Porém,
diante da incerteza dos estudantes, a forma reduzida genérica da
equacao da reta (y = ax + b) foi utilizada e esclarecida a relagéo entre o
coeficiente angular (coeficiente a) e a taxa de variacdo, ideias ja
trabalhadas nos encontros anteriores.

Para introduzir a ideia da letra d, intervalos reais foram revisados.

PP: Quando se tem um intervalo, por exemplo, [0,5], 0 2° elemento
(extremo a direita) é o0 1° (extremo a esquerda) mais um acréscimo, neste
caso o acréscimo é 5 unidades. No caso do intervalo [-3,1], o 2°
elemento (extremo a direita) é 0 1° (extremo a esquerda) mais 4 unidades,
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logo o acréscimo é 4. No caso de [5,6], 0 extremo a direita é o extremo a
esquerda mais um acréscimo de 1 unidade.

Estas ideias serviram para que 0s estudantes compreendessem
que [x,x + Ax] é um intervalo genérico e, assim, para a fungdo da
atividade 2, letra d, a resposta também € -2.

Em seguida passou-se a resolucdo da atividade 3 do Momento 2,
a seguir exposta.

Atividade 3 — Calcular a TMV da fungdo y = x2—8x+ 16 nos
intervalos solicitados e explique o resultado encontrado:

a) [0,2]

b) [-2,0]
) [—2,2]
d) [5,6]
e) [-5,—3]

f) encontre uma férmula para a taxa média de variagdo da funcdo em um
intervalo genérico [x, x + 4x], sendo Ax, um acréscimo de x qualquer.

As letras a, b, c, d, e e desta atividade foram resolvidas pelos
estudantes em duplas e realizada a conferéncia com as respostas dos
colegas. A letra f, contudo, foi feita no quadro, juntamente com os
estudantes, a fim de enfatizar a ideia de TMV genérica.

PP: Entdo a taxa de variagdo genérica dessa fungéo é TMV (x) = 2x —
8 + Ax, e ai? Para qué serve? Em querendo saber a TMV (x) para o
intervalo, por exemplo, [6,8]? Como faco utilizando a formula genérica?
Quanto vale Ax?

E1: 2.

PP: Isso ai! Entdo a TMV (6) = 2.6 — 8 + 2, que d& 6. E se quisermos
saber a variagao especificamente em x = 6? Ndo mais num intervalo, mas
em x = 6? Nao poderiamos pegar um Ax muito préximo de zero?

Sem respostas a esses questionamentos, foi comentado, sem
aprofundar, sobre a TMV e a taxa de varia¢do instantanea (TVI(x)),
apenas indicando uma ideia para o proximo encontro, encerrando o
encontro com a turma da escola.

Taxa Média de Variagdo: 4° encontro com a turma

O 49° encontro ocorreu dia 09 de novembro de 2016 e, devido a
pouca quantidade de estudantes presentes, nele foi retomada a TMV e
discutidas as atividades 5, 6 e 7 do Momento 2, a fim de revisar e fixar,
bem como a atividade 3 do Momento 3, sem aprofundar a TVI(x).
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Como tarefa de casa, foi solicitado que os estudantes fizessem as
atividades 2 e 4 do Momento 3, com o objetivo de aprofunda-las no
encontro de 16 de novembro. Lembrando que todas as atividades
indicadas neste paragrafo estdo expostas na se¢do 5.2.3 e possuem uma
lista de referéncia.

Taxa Média de Variagdo: 2° Encontro com 0 EPM

O Momento 2 foi trabalhado no dia 14 de junho de 2017, nas
dependéncias da Universidade Federal da Fronteira Sul — UFFS, campus
Erechim, RS. Em encontro anterior foi solicitado ao estudante que
tentasse resolver as atividades em casa para que as resolucdes fossem
discutidas neste dia.

Conforme evidenciado anteriormente, o Momento 2 é um
trabalho que visa compreender a TMV de funcBes, porém, com este
estudante, foi possivel ir além e trabalhar brevemente a nocdo de
infinitésimos e de TVI(x). A seguir, sdo apresentados trechos
significativos dos didlogos iniciando com a discussdo da atividade 1 do
Momento 2.

PP: Bem, variabilidade de uma funcéo esta relacionada a qué?

EPM: Crescimento e decrescimento.

PP: Entdo, como vocé respondeu a letra a da atividade 1?

EPM: Taxa de variabilidade é o quociente obtido da diferenca entre as
ordenadas de dois pontos quaisquer pela diferenca das abscissas destes
dois pontos. E igual ao coeficiente angular. Se a taxa é positiva, a funcéo
é crescente, se é negativa, é decrescente.

PP: Ok! Isso ai! Entdo quando eu falar em variabilidade estou falando em
decrescimento e crescimento! Vamos para a letra b: em que pontos
ocorrem mudancgas de variacao?

EPM: Fui vendo pelo gréfico, nos pontos (—7,10), (—3; 3,6), (0,6) e
(4, alguma coisa; —4).

PP: Agora, escreva em linguagem matematica os intervalos de
crescimento e decrescimento.

Ao escrever em linguagem matematica os intervalos de
crescimento e decrescimento, o estudante se confundiu e deu a resposta
com intervalos de y. Assim, corrigimos a atividade, sendo necessario
revisar a ideia de intervalos reais. A TMV foi exemplificada por meio da
velocidade média de um mdvel, que é a variagdo do espaco dividido
pela variagdo do tempo e, por meio desta compreensdo, 0 estudante
revisou seus calculos da letra d. A sequir, o dialogo sobre o calculo de
alguns intervalos.
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EPM: Eu olhei no gréafico e achei os y s relacionados, quando x = —8, 0
y é4equandox = —7,0y € 10, entdo eu usei 0 (—7,10) como primeiro
ponto e (—8,4)... Nao sei se inverti e o sinal vai ficar trocado... Eu peguei
o valor final menos o inicial.

PP: Né&o importa qual ponto pegaste primeiro, o importante é que tanto as
ordenadas como as abscissas devem estar na mesma ordem. Outra forma
de pensar € assim: do ponto (—8,4) ao ponto (—7,10) 0 que aconteceu
como x?

EPM: Aumentou.

PP: Quanto?

EPM: Uma unidade.

PP: Certo... E 0 que aconteceu com o y?

EPM: Cresceu 6 unidades.

PP: Isso ai! Entdo o y cresce 6 unidades para cada unidade de x. Isso é a
taxa média de variagdo, a variacao do y dividida pela variacdo do x. Ou
seja, a TMV informa o quanto a funcdo varia em média em um intervalo
para cada unidade que aumenta de x. Neste intervalo (apontando para
[—8, —=7]) a func&o tem um crescimento médio de 6 unidades.

Na conferéncia da resolu¢do do estudante, sdo encontrados
equivocos de sinal que causaram erros nas respostas finais. No trabalho
com a atividade 2 do Momento 2, o estudante expressa seu raciocinio.

EPM: Eu fiz todas (se referindo ao calculo da TMV para os intervalos das
letras a, b, ¢ e d), mas era evidente que iam dar todas igual a -2 por que é
uma fungéo afim.

PP: O que significa esse -2?

EPM: Que a cada unidade de x que aumenta, 0 y decresce 2.

PP: Entéo, resumindo, a taxa de variacao de uma funcéo afim é...

EPM: Constante.

PP: Independente do intervalo! E a letra d?

A letra d desta atividade solicita uma formula para a TMV da
fungdo em um intervalo genérico [x,x + Ax]. Antes que o estudante
expusesse seu raciocinio, foi explicado que [x,x + 4x] é um intervalo
genérico, pois qualquer intervalo real tem a seguinte caracteristica: o
elemento & direita € o elemento a esquerda mais um acréscimo,
designado de Ax.

Para encontrar a TMV genérica, 0 estudante achou confuso
utilizar o Ax e optou, por conta prépria, por utilizar a letra k (nos
encontros seguintes o EPM utilizou h), o que nédo influenciou no
resultado. Ficou evidente a compreensdo do estudante com relacdo ao
fato de que para esta fungdo, independente do valor de Ax, a variagao
média serd sempre -2 devido ao imediatismo e espontaneidade com que
este chega a tal conclusdo. Ao se expressar sobre isso, EPM fala:
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EPM: Por que é uma fungéo afim. Por que é uma reta. Mais a frente tem
uma funcéo do 2° grau daf ja ndo é constante!

Ao conferir a atividade 3 do Momento 2, resolvida pelo EPM,
foram realcadas as distintas TMV obtidas nos intervalos diferentes.

PP: Entdo o que percebemos é que na fungdo quadrética, em alguns
intervalos ela tem decrescimento alto (apontando para a resposta da letra b
(TMV = —10)), em outros tem decrescimento menor (apontando para a
resposta da letra a (TMV = —6)), em outros ela cresce, ou seja, 0 grafico
é crescente em alguns “lugares ” e decrescente em outros.

EPM: Interessante... Se aqui é decrescente (apontando para o intervalo
[—2,2]) e aqui ela é crescente (apontando para o intervalo [5,6]), entdo no
meio deste intervalo tem o vértice?!

PP: Isso ai! E no vértice, a fungéo cresce ou decresce?

EPM: Ela ndo faz nada (demonstrando duvida)... Depende... Se tu pega
um ponto antes ou um ponto depois para calcular a TMV... (continua
demonstrando davida).

Neste momento, foi importante a introducdo da ideia de retas
tangentes e da relacdo entre elas e a variabilidade da funcédo. Para tanto,
um gréafico foi esbocado como exemplo e também diversas retas
tangentes a este grafico, sempre questionando o estudante sobre suas
inclinacdes. Diante disso, 0 EPM concluiu que quando a funcdo esta
crescendo, as inclinages das retas tangentes também sdo crescentes e
guando a funclo decresce, as inclinagdes das retas tangentes sdo
decrescentes.

PP: Entdo, neste ponto (apontando para o vértice), qual é a inclinagao da
reta tangente?

EPM: Ela é horizontal... E zero! Entdo da pra dizer que a taxa de
variacao no ponto é zero?

PP: Isso mesmo... Dai ndo estamos mais falando de TMV... Agora
estamos falando de taxa de variacdo instantanea! Enquanto estamos
analisando a variabilidade em um intervalo, temos a TMV, mas eu posso
analisar a fungdo exatamente em um ponto.

Estas atividades e percepcdes do estudante clarificam a atividade
cognitiva de conversdo, uma vez que foi necesséario, para tal
compreensao, realizar as analises das variacGes tanto no registro grafico
como no algébrico, conjecturar e estabelecer hipoteses. Como exemplo,
novamente as ideias de velocidade média e instantanea de um movel
foram abordadas. Na sequéncia, a resolucdo da letra f foi verificada, cuja
resposta estava correta: TMV = 2x — 8 + k. A partir desta formula, sdo
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calculadas as TMV para os intervalos [5,6] e [—2,2], cujas respostas
sdo, respectivamente, 3 e —8.

Neste encontro, a partir dos dialogos construidos, percebeu-se
que podiamos ir além e foi proposto entdo que o estudante calculasse a
TMV da referida funcdo para os intervalos [1;2], [1; 1,1], [1; 1,01],
[1; 1,001] e [1; 1,0001], ou seja, para intervalos cada vez menores e
valores extremos a direita proximos de 1, para 0s quais 0 estudante
encontra como resultado, respectivamente, os valores: —5, —5,9, —5,99,
—5,999.

PP: Nestes intervalos reais, cada vez mais 0 nimero a direita se aproxima
de?

EPM: De 1.

PP: Entdo, cada vez mais esse intervalo diminui e o valor da direita se
aproxima de 1... Conforme o x se aproxima de 1, a TMV se aproxima de
quanto?

A partir deste questionamento, as discussfes giraram em torno de
compreender que, conforme o intervalo diminui, o valor a direita se
aproxima de 1 e a TMV se aproxima de —6. Foi explicado entdo que
este tipo de abordagem permite concluir a respeito da taxa de variacdo
instantanea (T'VI) no ponto onde x = 1.

PP: Entdo, conforme eu “pego” intervalos em que os valores de x se
aproximam, a variacéo de x (me referindo a Ax) € quanto?

EPM: Cada vez mais a variagdo de x se aproxima de zero!

PP: Isso! O Ax esta se aproximando de zero. Entdo, para eu conhecer a
TVI em um ponto especifico, eu posso utilizar a TMV genérica para um
intervalo [x, x + Ax], s6 que com Ax igual a?

EPM: Zero!

PP: Entdo, isto significa que, em x = 1, a funcdo tende a decrescer 6
unidades.

EPM: E dai esse —6 é o coeficiente angular de uma reta que tangencia a
funcdo naquele ponto (apontando para x = 1)!?

PP: Muito bem! Isso mesmo!

Na sequéncia, a atividade 4 do Momento 2 foi conferida.

Atividade 4 — Calcular a TMV da fungdo y = 2x®—x2+ 16 nos
intervalos solicitados e explique o resultado encontrado:

a)[1,3]

b)[-2,0]

c)Encontre uma férmula para a taxa média de variagdo da funcédo em um
intervalo genérico [x, x + Ax], sendo Ax, um acréscimo de x qualquer.
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Na resolucdo foram encontrados equivocos de sinal nos calculos
das letras a e b. Na letra ¢, a qual solicitava a TMV para um intervalo
genérico [x,x+A4x], o EPM encontra a resposta correta
TMV = 6x? — 2x + k.

PP: E se eu quiser calcular a TVI eu uso essa formula (apontando para
TMV = 6x2 — 2x + k), mas 0 k vai ser 0 qué?

EPM: A diferenca de x, para x; (se referindo genericamente aos
extremos de um intervalo).

PP: Mas se eu quiser calcular a TVI em um ponto especifico?

EPM: Tuusa k = 0!

PP: A TMV é 6x% —2x + k! Se eu quero saber a TVI em um ponto
especifico?

EPM: Tu usa como intervalo a variagéo de x igual a zero. Entdo k = 0.
PP: O k pode ser tdo pequeno quanto se deseja, ndo € zero, mas tende a
zero! Ele é um infinitésimo! Os infinitésimos sd8o muito Uteis para a
compreensdo de alguns conceitos matematicos.

EPM: O nome infinitésimo é so por que ele é um nimero grandéo?

PP: N&o! Ao contrario! Por que é pequeno!

EPM: Sim... Quis dizer que tem muitas casas decimais, mas pequeno em
valor!

A atividade 6 do Momento 2 foi realizada plenamente pelo
estudante e na resolugdo da atividade 7 deste mesmo momento foram
encontrados erros no calculo da TMV genérica.

5.3.3 Taxa de variagdo instantanea de primeira ordem, Pontos
criticos, Variacao de funces

Nesta secdo, reunimos as varidveis Taxa de Variacdo Instantanea,
Pontos Criticos e Variacdo de Funcles, pois elas estdo fortemente
relacionadas e foram trabalhadas, em maior ou menor profundidade e
formalismo, simultaneamente.

Taxa de variagdo instantanea de primeira ordem, Pontos
criticos, Variacao de funges: 5° encontro com a turma

O encontro com a turma em que a TV, foi estudada ocorreu no
dia 16 de novembro de 2016. Os estudantes tinham que entregar as
resolucbes das atividades 2 e 4 do Momento 3, porém, como muitos
faltaram no encontro anterior, ocorrido em 09 de novembro, optou-se
por revisar a TMV a partir do grafico e da expressdo algébrica. Para
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tanto, foram construidos graficos de uma funcéo afim e de uma funcéo
quadratica pela abordagem ponto a ponto e analisada a variacdo das
funcGes. Foi esclarecido sobre as diferentes maneiras de esbocar curvas,
enfatizando o objetivo da sequéncia didatica, que é a partir da
compreensdo da variacdo da funcéo.

Como os estudantes demonstraram ddvidas e inseguranca para
entregar a atividade 4 do Momento 3, a seguir exposta, resolvemos
juntos ela no quadro. Neste momento, fez-se necessario revisar
novamente intervalos reais.

Atividade 4 — Seja a fungdo y = x% — 4x — 5:

a)Calcule a taxa média de variacdo nos intervalos: [3,4], [3; 3,5],
[3; 3,1],[3; 3,01] e [3; 3,001] e analise o que esté& acontecendo.
b)Calcule a taxa média de variagcdo nos intervalos: [2,3], [2; 2,5],
[2; 2,1],[2; 2,01] e [2; 2,001] e analise 0 que esté& acontecendo.

c) Calcule a taxa média de varia¢do para um intervalo genérico [x,x +
Ax].

d)Sendo Ax um acréscimo infinitesimal, calcule a taxa de variagdo
instantanea genérica da funcéo.

e)Calcule a TVI da fungioem x =—-1, x =0, x =2, x =4 e x = 5.
Explique o que a TVI representa em cada valor de x.

Para a letra a desta atividade foi encontrada uma TMV = 3, para
o intervalo [3,4].

PP: O que significa “esse 3"?

E2: Que neste intervalo a variagdo da funcéo é 3 unidades!

PP: Isso, significa que a fungdo y = x2 — 4x — 5, no intervalo [3,4]
cresce em média 3 unidades!

Resolvem entdo para os outros intervalos encontrando:

-[3; 3,5] » TMV = 2,5

-[3; 31] » TMV = 2,1

-[3; 3,01] = TMV = 2,01

- [3; 3,001] » TMV = 2,001

Os valores dos intervalos foram localizados na reta real e foi
questionado:

PP: O que esté& acontecendo com os intervalos?

E2: Diminuindo.

PP: Qual é a variacao de cada intervalo?

E2: Do primeiro é 1, do segundo é 0,5; 0,1; 0,01 e 0,001...

PP: Ou seja, os intervalos estdo diminuindo... O valor a direita esta se
aproximando de 3 (do a esquerda) e a taxa média de variagao?
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E2: Se aproximando de 2.

Apos, o gréafico foi construido e a TMV foi analisada cada
intervalo, evidenciando que conforme o valor da direita do intervalo se
aproxima de 3, a variacao do intervalo se aproxima de 0 e a TMV de 2.
Assim, e utilizando o exemplo de velocidade média e instantanea, foi
introduzida a ideia de TVI(x) e de sua importancia para o esboco e
compreensdo de graficos. A seguir, apresentamos o didlogo sobre a
resolucéo da letra b.

PP: Olhando para os intervalos [2,3], [2; 2,5], [2; 2,1], [2; 2,01] e
[2; 2,001], percebe-se que o valor maior se aproxima de quanto?

E2: De 2.

PP: Isso, o valor maior do intervalo esta tendendo a 2. Fazendo isso eu
chego a qual concluséo?

E2: Que a taxa de variagdo é 2.

PP: Serd? Nao seria a taxa de variagdo em x = 2? Fazendo isso eu tenho
uma ideia de como a funcdo esta se comportando em x = 2. Sendo, entédo
uma taxa instantanea.

Este equivoco do estudante fez com que as TMV fossem
calculadas no quadro para todos os intervalos solicitados e refletiu-se
sobre o fato de os intervalos estarem diminuindo, 0 extremo maior se
aproximando de 2 e a TMV se aproximando de zero!

-[2,3] > TMV =1

-[2; 2,5] > TMV = 0,5

-[2; 2,11 > TMV = 0,1

-[2; 2,01] = TMV = 0,01

- [2; 2,001] » TMV = 0,001

Concluindo assim que, em x = 2, afungdo y = x% — 4x — 5 tem
variacdo nula. Uma andlise do grafico da parabola construida a partir da
abordagem conhecida dos estudantes, encontrando alguns pontos
especificos, também foi realizada, questionando-se sobre a varia¢do
instantnea em diversos pontos da curva ao que o0s estudantes
respondem corretamente, inclusive no vértice.

PP: Entdo, em x = 2 ja sabemos que € o vértice da parabola, pois é onde
a variagdo é nula. Assim, para os diversos tipos de graficos de funcoes
expostos a variagdo é zero nos pontos maximos e minimos.

Este comentario ndo é aprofundado e continuamos com as
atividades. A letra c solicitava a TMV genérica para o intervalo
[x,x + Ax] e foi resolvida no quadro com a ajuda dos estudantes os
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quais demonstraram bastantes dificuldades no quadrado da soma e nos
sinais. O dialogo a seguir se refere a TVI(x).

PP: Bem, a TVI é o que estd acontecendo com a fungdo em um ponto
especifico, assim, como é 0 Ax?

E2: Numero pequeno, proximo de zero!

PP: Ax tem que ser um infinitésimo, é tdo pequeno quanto se quer, ndo é
zero, mas depois de ter a férmula genérica para a TMV, posso ignora-lo
para compreensdo da TVI. Assim, para x = 2 encontramos TVI = 0.

E2: Entéo ai é o vértice!

PP: Isso ai! E o vértice da parébola!

Na letra e da atividade 4 do Momento 3, os estudantes
precisavam encontrar os valores da TVI(x) parax =—1,x=0,x =4
ex =05.

PP: Para valores menores que 2, 0 que esta acontecendo com a fungao?
Estudantes: Decrescendo.

PP: Entdo, “antes do 2 (se referindo a x < 2) a fungéo tem TVI < 0, ou
seja, decresce. Assim, aqui em x = 2 ela tem um ponto de?

E2: Minimo.

PP: Isso, e “depois do x = 2" (se referindo a x > 2)?

E2: Ela decresce!

A partir disso, fez-se um eshoco da pardbola no quadro sem
utilizar valores, apenas o estudo do sinal da TVI(x) e, na sequéncia, 0s
estudantes foram solicitados a resolver a atividade 2 do Momento 4, a
seguir exposta.

Atividade 2 - Sejaa fungdo y = —x? + 4x — 3.

a) Calcule a TV, a partir da TMV em um intervalo genérico [x, x + Ax],
b)Analise a variabilidade da fungdo a partir do estudo do sinal da TVI,.
Ela pode ser zero? O que isso significa?

C)A TVI; varia? Calcular a TVI,. O que essa variacdo informa sobre o
grafico?

d)Elabore conjecturas sobre o esbogo da curva com base nas taxas
encontradas.

A resposta da letra a foi exposta no quadro e os estudantes
verificaram suas respostas e muitos se pronunciaram dizendo que
erraram sinal. Para fechamento do encontro e retomada do que foi
trabalhado, a TMV genérica encontrada na letra a, foi verificada e foi



204

questionado sobre como os estudantes encontraram a TVI, 0os quais
responderam que fizeram Ax = 0. Apo0s, estudaram o sinal:

-parax = 2,aTVI = 0 (vértice);

-parax < 2,aTVI > 0 (cresce);

-parax > 2,aTVI < 0 (decresce);
e esbocaram a curva, concluindo que o vértice é também o ponto de
maximo absoluto da fungdo. As taxas de variagdo instantaneas de ordem
um (TVI;(x)) e de ordem dois (TVI,(x)) ndo foram abordadas neste
encontro.

Taxa de variacdo instantdnea de primeira ordem, Pontos
criticos, Variacao de fungdes: 6° encontro com a turma

Este encontro ocorreu no dia 23 de novembro de 2016 e teve
como objetivo aprofundar as ideias sobre as TVI, por isso, foram
retomados aspectos importantes que envolveram a atividade 2 do
Momento 4: a TVI(x) de uma funcdo quadratica a partir da TMV em um
intervalo [x, x + Ax] e elaboragdo de conjecturas a respeito do gréafico
da referida funcéo com base na TVI(x).

A atividade 3 do Momento 4, exposta e discutida profundamente
no encontro seguinte, foi brevemente abordada e questionado a respeito
da TVI(x) de uma funcdo polinomial do terceiro grau a partir da TMV
em um intervalo [x,x + Ax] e elaboragdo de conjecturas a respeito do
grafico da referida fungcdo com base na TVI(x).

O encontro foi curto devido a compromissos dos estudantes e
com pouca participagdo destes.

Taxa de variacdo instantinea de primeira ordem, Pontos
criticos, Variacao de funges: 3° encontro com EPM

Com o EPM, o Momento 3 foi trabalhado no encontro de 08 de
julho de 2017 a partir da discussdo das atividades por ele resolvidas
como tarefa em casa. Na atividade 3 do Momento 3, a seguir exposta,
trabalhamos com o célculo das TMV para os intervalos [1,3], [1,2],
[1,3/2] e [1,9/8].

Atividade 3- (SILVA, ANDRADE E AZEVEDO, 2013, p. 8 - Adaptada)
A funglo y = %xz, com dominio x € [0,00[, estd descrita no grafico a
seguir.
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Sabendo que os pontos (0;0), (1; 0,5) e (2;2) pertencem ao gréfico
acima, analisemos o intervalo 0 < t < 3.

a) Determine a TMV da fungdo v(t) nos intervalos: [1,3], [1,2], [1,3/2] e
[1,9/8].

b)Trace no grafico acima, as retas que passam pelos extremos dos
intervalos do item a, nomeando as retas.

c) Determine o coeficiente angular das retas.

d) Compare os resultados obtidos nos itens a e c.

e) A diferenca entre os extremos dos intervalos do item a se aproxima de
qual valor? Se tomarmos valores mais proximos, por exemplo, [1,17/16]
e [1,33/32], o que ocorre com a taxa média de variagdo para valores de x
proximos a x = 1?

f) Encontre uma férmula para a TMV em um intervalo infinitesimal
[1,1 + Ax]. O que esta TMV representa?

g)Encontre uma férmula para a TMV em um intervalo infinitesimal
[x, x + Ax].

h)Conjecture a respeito da taxa de variagdo instantanea e calcule-a para
x=1,x=2,x=3.

O objetivo com esta atividade era reforcar o que foi trabalhado no

encontro anterior, aprofundando a nogdo de TVI. Os resultados obtidos

foram, para:
-x €[1,3] » TMV =2,
-x €[1,2] » TMV = 1,5,
-x €[1,3/2] » TMV = 1,25,

T™MV

-x €[1,9/8] - TMV = 1,0625.
Diante disso, foi solicitado que o estudante refletisse sobre a
guando x tende a 1 por valores a direita, concluindo, sem

obstaculos, que a TMV tende a 1.

Na letra b, era necessario eshocar retas que passassem pelos

pontos extremos dos intervalos da letra a, porém, o estudante interpretou
que era para construir as retas tangentes nos pontos onde x = 3,2,3/2 e
9/8. Inclusive a letra c foi resolvida com base na ideia da reta tangente.
Por isso, essas letras foram resolvidas novamente neste encontro.

PP: Qual é o coeficiente angular de uma reta secante?
EPM: E a TMV do intervalo.
PP: Entdo o coeficiente angular é a Ay/Ax?
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O estudante, desde as primeiras atividades calculou a TMV
genérica no inicio das atividades e depois usou a formula resultante para
resolver as outras questfes. Assim, a TMV encontrada por ele em um

intervalo genérico foi TMV = x + %x e esta foi utilizada para encontrar

as taxas médias para as outras questdes da atividade. O estudante
elaborou conjecturas a respeito da TVI(x), solicitada na letra h, a qual
foi lida por ele.

EPM: A TVI é igual & TMV de um ponto até ele mesmo! Isso ficou
estranho... Ou melhor, quando Ax =0. A TVI em um ponto é o
coeficiente angular da reta tangente a parabola, a curva, naquele ponto.
Se calcula pela genérica (apontando para a TMV) e substitui os valores de
X.

Falou-se sobre a variacdo infinitesimal Ax, enfatizando que para
saber o0 que acontece em um ponto especifico da curva, é necessario
pensar na variagao de x da formula genérica da TMV, tendendo a zero.
Os infinitesimais sao definidos como nimeros menores do que qualquer
nlmero, muito préximos de zero, porém, ndo sendo zero. Essas ideias
foram abordadas a partir da formula da TMV genérica, em que, sendo 0
Ax igual a zero, teriamos problema na divisdo, uma vez que a divisao
por zero é indeterminada. Assim, para o calculo da TMV o Ax nédo é
tomado como zero, ele é um infinitesimal, mas quando é analisada a
TMV no sentido de encontrar a TVI(x) em um ponto especifico, é
possivel assim desconsidera-lo.

Voltando a dialogar sobre a letra h da atividade, falamos dos
valores encontrados para as TVI(x) e as retas tangentes, relacionando
com o crescimento e decrescimento e com o sinal dos coeficientes
angulares.

Para resolver a atividade 4 do Momento 3, exposta anteriormente,
0 EPM calculou a TMV genérica para o intervalo [x,x + Ax] e apds
calculou as TMV nos intervalos solicitados na letra a concluindo
corretamente que quando o extremo direito se aproxima do esquerdo,
que é 3, a TMV tende a 2. Da mesma forma, na letra b, quando o
extremo direito do intervalo se aproxima de 2, a TMV se aproxima de
zero.

PP: Entdo, j& posso concluir que a TVI desta funcdo em x =3 é 2 e em
x =2 € zero! Ou seja, calculamos varias TMV para intervalos
infinitamente préximos para concluir sobre a TVI.
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Com a intencdo de refletir sobre o significado de TVI(x) = 0,
encontramos os zeros da fungdo y=x?>—-4x-5, (5 e —1),
localizamo-los no plano cartesiano e fizemos um esbogo da parabola.
Isso, para que o estudante refletisse sobre as retas tangentes e 0s valores
da TVI(x) encontrados anteriormente. Assim, em x = 3 a TVI(x) é 2,
ou seja, a reta tangente a curva neste ponto é crescente e a taxa de
crescimento é 2. Eem x = 2 a TVI(x) é zero.

PP: O que significa a TVI ser zero?

EPM: Que a reta tangente é horizontal, é o vértice...

PP: Entéo, em qualquer outro ponto n&o sera zero? Sera zero aonde?
EPM: No vértice!

A fim de ampliar o entendimento para outras fungdes, o gréafico
de uma funcdo polinomial de grau superior a dois foi esbocado e
questionado sobre a TVI(x) em diversos pontos da curva ao que o
estudante respondeu sem dificuldades que, em pontos onde a funcéo esta
crescendo, a TVI(x) é positiva, onde esta decrescendo, ela é negativa e
nos pontos maximos e minimos, ela é zero. Diante disso, maximos e
minimos absolutos e relativos foram revisados. Retomando a atividade,
a letra f solicitava para, a partir da TVI(x), analisar a variacdo da
funcdo. O dialogo a seguir expde o raciocinio utilizado pelo estudante.

EPM: Ent&o, eu calculei para quando a TVI é zero.

PP: Por qué?

EPM: Para analisar o que acontece com a fungdo... Se ela cresce ou
decresce, em valores maiores e menores que 0 encontrado.

PP: Mas por que zero?

EPM: Por que a TVI é zero no Vvértice, onde a reta tangente é horizontal,
constante. E ai encontrei que a TVI é zero para x = 2, para x < 2 ela é
decrescente e para x > 2, ela é crescente.

PP: Entao, para analisar o crescimento e o decrescimento de uma funcao
somente a partir da expressao algébrica, sem o gréafico, eu posso utilizar
essas ideias?

EPM: Mas tu tem que achar o vértice.

PP: E como se encontra o vértice?

EPM: Tu encontra a TMV para um intervalo e faz Ax tender a zero.

Apos estas discussdes, passamos a conferéncia da atividade 5 do
Momento 3, a seguir exposta.

Atividade 5 — Seja a fungéo polinomial do 3° grau, y = x3 — 3x + 3.
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a) Encontre uma férmula genérica para a taxa de variagdo instantanea —
TVI.

b)Calcule a taxa de variagdo instantdnea em x = -2, x = —1, x =0,
x=1lex=2.

c¢)Conjecture a respeito do crescimento e decrescimento da fungdo com
base nos célculo do item b.

Novamente o estudante primeiro encontrou a TMV genérica para
[x,x + Ax] e depois considerou Ax = 0 para encontrar as TVI(x). Foi
reforcado que em qualquer ponto da curva desta fungéo a TVI(x) é dada
por 3x2 — 3, ou seja, se comporta de acordo com esta funcdo. Entdo, no
caso de saber a variabilidade em x = 0 ou x =5 ou x = 10, é possivel
utilizar esta férmula.

O restante da atividade foi conferido e os didlogos giraram em
torno do crescimento e decrescimento em pontos distintos da funcéo.
Antes de iniciar o trabalho com o Momento 4, o estudante interveio
guestionando:

EPM: Me bateu umas ideias... E possivel saber a lei da funcdo tendo
como informacdo o gréfico ou a TVI? Por que assim, olhando nos
exercicios, a TVI tem alguma coisa a ver com a fungdo, mas nao consegui
encontrar uma relagdo... Algo me diz que tem, mas ndo cheguei a lugar
nenhum.

PP: Vou te responder em partes... Sim... Tem como encontrar a lei da
funcdo conhecendo a TV1I.

EPM: Sem o gréfico?

PP: Sim, s6 com a TV é possivel!

EPM: E verdade que o grau da lei da funcfo define quantos sdo os
intervalos de crescimento e decrescimento?

Nesta pergunta, o que o estudante quis dizer é que o grau da
funcéo esta relacionado com a quantidade de intervalos em que a funcéo
cresce e decresce.

EPM: Por que eu cologuei no GeoGebra algumas fungdes de graus 2, 3 e
5 e a de grau 3 deu dois pontos, um minimo relativo e um maximo
relativo, com duas subidas (se referindo ao crescimento) e uma descida
(se referindo ao decrescimento).

Falou-se sobre a importancia destas conclus@es e foram utilizados
exemplos de funcbes afim e quadratica com o objetivo de concluir que,
para essas fungoes, a ideia do EPM se confirma; de fungdes polinomiais
do terceiro grau em que isso também se verifica e outras, também de
terceiro grau, em que isso ndo se verifica. O EPM também questionou
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sobre o termo independente da expressdo algébrica, concluindo sozinho
que este termo informa a altura do grafico. Melhoramos a ideia a partir
de exemplos das fungdes y = x2, y = x2 + 1, y = x? + 2. A “altura do
grafico” se refere a translagdo da fun¢do y = x? no eixo das ordenadas
e o0s termos independentes se referem ao ponto de interseccdo da
parabola com o eixo das ordenadas e é também o vértice da parabola se
considerarmos o formato y — 1 = x?ouy — 2 = x2.

Apls estas discussdes, neste mesmo encontro, iniciamos o
trabalho com a atividade 1 do Momento 4, a seguir exposta, cujo
objetivo era introduzir a ideia de taxa de variagdo instantanea de
segunda ordem (TV I, (x)).

Atividade 1 - Sejaa funco y = —3x + 4.
a) Calcule a TVI a partir da TMV em um intervalo genérico [x, x + Ax].
b)A TVI varia?

EPM: Bem, na letra a, a TMV ... Isso é uma funcdo afim, entdo a TMV vai
ser constante para qualquer intervalo. De cara d& para saber que, como a
fungéo é afim, a TMV é —3, por que € retal! Eu fiz toda a conta, mas nem
precisava! T4, entdo a TVI vai ser também —3 por que nem tem Ax (se
referindo a férmula da TMV do intervalo [x,x + Ax]). Entdo, pensando
bem, tu tem a reta (y = —3x + 4) e pega um ponto dela, a reta tangente a
ela neste ponto tem coeficiente angular igual a essa TVI (apontando para
0 —3) e vai ser uma reta que passa sobre a fungéo. Entéo é —3!

PP: E esse —3 est& associado a que na expressao algébrica da funcao?
EPM: Ao coeficiente angular.

Com base neste didlogo, foi enfatizado que o coeficiente angular
esta explicito na equacdo reduzida da reta (y = ax + b) e que quando a
equacdo ndo estiver nesta forma, é preciso tomar cuidado. Com relagédo
a TVI(x), o estudante conclui que ela é —3 para qualquer ponto da
funcdo, ou seja, a TVI(x) é constante e a fungdo, por isso, ndo possui
maximos e minimos.

A atividade 2 do Momento 4, anteriormente exposta, introduz a
ideia de TVI,(x). Os diélogos iniciaram com o estudante questionando
sobre o “unzinho” que aparece na TVI;(x). Diante disso, explicou-se
que, para algumas funcgdes sera necessario diferenciar as duas taxas de
variagao que serdo calculadas: a taxa de variagdo instantanea de primeira
ordem, que é a que foi calculada até entdo, e a taxa de variacdo
instantanea de segunda ordem. O estudante resolve a letra a,
encontrando TV I, (x) = —2x + 4. Os didlogos a seguir se relacionam a
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TVI,(x) e sua relagdo com o crescimento e decrescimento da funcéo e a
compreensao inicial da TV I, (x).

PP: Na letra b est& pedindo para estudar o sinal da TV, como se estuda
o sinal?

EPM: Tu diz para que valores de x a fungdo é positiva, negativa e zero.
PP: Entdo... Eu preciso fazer essa anélise para a TVI;. O que isso me
informa sobre a fungdo, ou melhor, sobre a curva da fungao?

PP: Tu encontrou uma fungdo que representa a TVI... A TVI € positiva
quando a funcéo...

EPM: Ela cresce.

PP: E negativa...

EPM: Decresce.

PP: E ela é zero?

EPM: No vértice.

PP: Isso, em pontos onde a reta tangente é constante! O que a andlise da
TVI, me permite concluir sobre essa fungdo (apontando para TVI, =
—2x +4)?

EPM: Analisando isso aqui (apontando para a TVI;) a gente consegue
saber para que valores de x a fungdo cresce, decresce e onde é zero!

PP: Isso ai! Agora (questionando sobre a letra c), a TVI; que vocé acabou
de encontrar, varia?

EPM: N&o... Depende... Se for para fungdes afim, ndo...

PP: Estou perguntando desta fung&o (apontando para a TVI; da fungéo da
atividade 2).

EPM: A formula genérica da TV I, ndo varia, mas as TVI pontuais sim.
PP: Entdo, para x = 1 a TVI é um certo valor, para x = 2 € outro, para
x =3 é outro... Entdo, para valores de x distintos, a TVI é diferente,
entdo, qual é a resposta para a pergunta da letra c?

EPM: Sim!

PP: Calcule, entdo, a TVI de ordem 2, ou seja, se a TV, varia, encontre
avariagdo dela, que é a TV I,.

EPM: -2!

PP: Muito bem!

EPM: Pois é... Entdo, 0 que essa variagdo informa sobre a funcdo? O
grafico é uma paréabola...

Diante do siléncio do estudante, esbogou-se a pardbola,
encontrando as intersec¢Bes com oS eixos x e .

PP: Bem, essa TV I, é como esta se comportando a TVI;. A TV, informa
sobre o coeficiente angular...

EPM: Da reta tangente.

PP: Entdo...

Esbocando varias retas tangentes a parabola, foi questionado
sobre 0 que esta ocorrendo com as retas, se estdo crescendo ou
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decrescendo e o quanto. A ideia era fazer com que o estudante
concluisse que as retas tangentes tém coeficientes angulares que estdo
diminuindo conforme x aumenta. Portanto, outro exemplo de parabola é
utilizado, mas com a concavidade voltada para cima de modo que o
estudante percebesse que para coeficientes angulares crescentes, a
TVI,(x) >0 e a concavidade é voltada para cima; coeficientes
angulares decrescentes, a TVI,(x) < 0 e a concavidade voltada para
baixo.

PP: Entdo, para esta funcdo (apontando para o exemplo de concavidade
para cima) o que esta acontecendo com os coeficientes angulares das
retas tangentes?

EPM: Estdo aumentando.

PP: Entdo a TVI, é positiva! E aqui (apontando para o exemplo de
concavidade para baixo — atividade 2 do Momento 4)?

EPM: Diminuindo.

PP: A que taxa?

EPM: —2.

PP: Muito bem! O que isso tem a ver com o gréfico da funcéo?

EPM: Concavidade! Concavidade voltada para baixo, os coeficientes das
retas tangentes diminuem; para cima, aumentam... E isso tem a ver com o
sinal da TV I,.

PP: Entdo, na letra d, elabore conjecturas, ou seja, se tu tivesses que
esbocar a curva combase na TVI, e TVI,...

EPM: Tu tendo a fungéo, tu calcula a TVI de 12 ordem, com isso, tu vai
saber como varia a funcdo, para quais valores de x ela é constante. Ta, a
partir dai, tu pode saber, pela TVI de 2% ordem se ela tem concavidade
para cima ou para baixo.

PP: Entdo, para esbogar o grafico de uma funcdo quadratica, saber a
concavidade é essencial?

EPM: Nao, tu sabendo a TV, ja...

O encontro foi encerrado com o estudante elaborando suas
conjecturas sobre o eshoco da curva desta atividade. A ideia de
concavidade foi retomada e aprofundada no encontro seguinte.

5.3.4 Taxa de variacdo instantanea de segunda ordem

Taxa de variagdo instantanea de segunda ordem: 6° Encontro
com a turma

O encontro em que foi trabalhada a ideia de variacdo da taxa de
variagao instantanea, ou taxa de variagdo de segunda ordem, relacionada
a concavidade da curva, ocorreu no dia 07 de dezembro de 2016.
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Iniciamos retomando a atividade 2 do Momento 4, anteriormente
exposta.

PP: Bem, calculamos no encontro anterior a TMV para um intervalo
[x,x + Ax] que deu TMV = —2x + 4 + Ax. Para encontrar a TVI em um
ponto especifico assumimos Ax = 0. Assim, para a fungdo y = —x2 +
4x — 3, obtivemos TVI = —2x + 4. A TVI informa como a fungéo esta
variando, por isso se estuda o sinal da TVI, para saber onde ela é
positiva, crescente, ou negativa, decrescente.

Com estas informagdes, analisamos novamente o estudo do sinal
e eshocamos a curva. Sobre a letra c desta atividade, a qual problematiza
sobre a variacdo da TVI(x), 0 “unzinho” que aparece junto a TVI;(x)
foi relacionado com a ideia de velocidade instantdnea de um movel e a
aceleracdo.

PP: O que é a aceleragdo de um mével?

E2: E a variag8o da velocidade.

PP: Isso mesmo! A velocidade é a variacdo do espago com relagdo ao
tempo; a aceleracdo € a variacdo da velocidade, ou seja, a variagdo da
variacdo do espaco. Entdo, a TV, é a variacao de ordem dois, que é a
variagdo da variagao instantanea.

A partir destas questdes, foi discorrido sobre as retas tangentes a
uma curva, esbocando um grafico qualquer e tracando vérias tangentes a
fim de que os estudantes visualizassem as inclinagfes. No gréfico
construido, as inclinagfes das retas tangentes decrescem para valores
menores de um determinado x, ocasionando uma concavidade voltada
para baixo e, para valores maiores, crescem, ocasionando uma
concavidade voltada para cima.

PP: Entdo, se eu preciso analisar a concavidade de uma curva, é
necessario analisar a variagdo da TVI, e, para esta fun¢do (apontando
paray = —x% + 4x — 3) qual éa TVI,?

E2: -2, pois a TVI da fungdo é TVI = —2x + 4 e a variagao desta é -2,
sempre negativa, concavidade voltada pra baixo!

A tarefa de casa era que os estudantes terminassem de resolver a
atividade 3 do Momento 4, a seguir, para a conferéncia e discussao neste
encontro.

Atividade 3 - Sejaa fungdo y = —x3 — 3x% + 9x — 3.
a) Calcule a TV, a partir da TMV em um intervalo genérico [x, x + Ax].
b) Analise a variabilidade da fungdo a partir do estudo do sinal da TV I, .
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c)A TVI; varia? Calcular a TVI,. O que essa variagdo informa sobre o
grafico?

d) Elabore conjecturas sobre o esbogo da curva com base nas taxas
encontradas.

Os estudantes entdo conferem seus resultados para a
TVM = —3x? —6x + 9 + (Ax)?, e TVI = —3x% — 6x + 9.

PP: A primeira coisa a ser feita é analisar onde a TVI é zero, para isso, é
preciso resolver a equagdo —3x2—6x +9 =0, a qual tem solugdes
x = =3 e x = 1. O que ocorre entdo nestes pontos?

Estudantes ficam em siléncio demonstrando ddvida, mas uma
estudante responde.

E2: Maximo e minimo?
PP: Por qué?
E2: N&o sei... Falei no chute.

Diante da resposta do estudante, a ideia de TVI(x) foi retomada a
partir de um gréfico exemplo, tracando retas tangentes, concluindo que
nos pontos maximos e minimos a TVI(x) = 0, e analisado o sinal da
TVI(x) a partir do eshogo de seu grafico. E importante enfatizar que a
ideia inicial era estudar o sinal de funcBes quadraticas a partir da
fatoracdo, contudo, diante das dificuldades demonstradas pelos
estudantes na fatoracdo, foi optado por encontrar os zeros da funcéo e
fazer o estudo a partir do eshoco da parabola.

Esbocada a curva da fungio y = —x3—3x%+9x— 3,
guestionou-se.

PP: Para esta funcdo, com o esbogo pronto, eu posso concluir sobre a
concavidade?

E3: Sim.

PP: Entdo para essa funcao eu néo preciso calcular a TV I,.

Como exemplo, foi utilizada a funcdo que possui como taxa de
variagdo TVI(x) = x2 + 1, sempre positiva, mas seu crescimento ndo é
constante.

E2: Ela vai crescer variando!

Diante da resposta correta do estudante, foi solicitado que os
mesmos fizessem a atividade 2 do Momento 5, a seguir exposta.
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Atividade 2- Sejaa fungio y = —x3 — 3x2 + 9x + 6:

a)Calcule a TV I, e analise o sinal.

b)Calcule a TVI,, o que isso significa?

¢) A fungdo possui méaximos e/ou minimos relativos e/ou absolutos?
d)Esboce a curva com base nos resultados dos itens anteriores.

Durante o tempo em que resolveram, os estudantes discutiram
bastante a respeito do desenvolvimento algébrico, procuraram entender
0 porqué de seus resultados distintos, encontraram seus erros, corrigiram
e uma estudante questionou.

E3: Profe, ndés ndo vamos chegar numa Bhaskara! Como a gente chega
numa Bhaskara? Eu cheguei até aqui, mas daqui, como chego na
Bhaskara?

Ao analisar o célculo do estudante E3, foi possivel perceber que
este tinha parado na TMV para intervalo genérico e ndo havia tomado
Ax como um infinitésimo. Percebendo a dificuldade dos estudantes, no
quadro, o sinal da TVI(x) foi analisado, construindo um eshogo da
parébola que a representa, novamente ndo optando pela fatoragdo do
polindémio.

PP: Essa funcao (apontando para a TVI) representa a variagao da fungéo
e ela é zero para x = —1 e para qualquer outro valor de x ela é negativa.
Como ela nunca é positiva, entdo em momento algum ela cresce. Assim,
essa funcdo (apontando para y = —x3 —3x2? + 9x + 6) € decrescente
para R — {—1}. Assim, em x = —1 temos um ponto critico que, como a
funcao é sempre decrescente, ele ndo é nem de maximo nem de minimo.

Este encontro terminou com a discussao das ideias anteriormente
transcritas sobre pontos criticos e de tarefa de casa ficou a atividade 1 do
Momento 5, bem como a letra b da atividade 3.

Taxa de variacdo instanténea de segunda ordem: 4° encontro
com o EPM

O encontro com o0 EPM ocorreu dia 05 de agosto de 2017 e foram
trabalhados os Momentos 4 e 5. Iniciamos com a conferéncia das
respostas do estudante da atividade 3 do Momento 4, anteriormente
exposta. A TVI (x) foi encontrada corretamente,
TVI(x) = —-3x?—6x+9, porém o estudante afirmou nao ter
compreendido a Ultima parte da pergunta ¢ relacionada a TVI,(x). A
fim de retomar essas ideias, as atividades 1 e 2 do Momento 4,
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anteriormente expostas, foram revistas e juntos concluimos que a
TVI,(x) informa a variacdo da TVI;(x), ou seja, a concavidade da
curva. Para responder a letra b da atividade 3 do Momento 4, o
estudante explicou como se organizou.

EPM: Eu achei os zeros da TVI; e dai eu fui testando, valores um
pouquinho abaixo e pouquinho acima disso. Eu achei onde ela inverte,
onde ela tem um ponto de maximo e peguei um ponto abaixo para ver se
ela crescia ou decrescia e depois um acima, 0 que ndo era preciso por que
se 0 ponto a baixo crescia, 0 & cima ia inverter e dai, mais ou menos eu
cheguei a isso aqui.

A figura 20 a seguir apresenta a resolucdo do EPM e a forma
como este organizou seu raciocinio a fim de explicar seu procedimento,
revelando o movimento do pensamento do estudante transitando entre o
registro grafico e simbdlico para fazer suas conjecturas.

Figura 20: Localizagdo dos pontos criticos da fungdo y=-x*-3x*+9x-3.

Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.

A fim de concluir a respeito da variabilidade da fun¢do, o
estudante encontrou os valores de x que zeram a TVI,(x) (x = -3 ¢
x = 1) e utilizou valores de x menores que —3, um valor entre —3 e le
um maior que 1 para substituir na TVI;(x), construiu uma tabela com
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estes valores e, a partir do sinal do resultado, tirou suas conclusdes.

Assim, para
-x =-=5—>TVI,(—=5) = —36;
-x=—-4—>TVI(—4) = —15;
-x=0—->TVI,(0) =09;

-x =2—TVI(2) = —15.

Esta maneira de estudar a TVI,(x) demonstra a natureza légica
de raciocinio utilizada pelo EPM, fazendo uso de um procedimento
pragmatico, porém, ndo invalido, pelo contrério, as distintas formas de
solucionar um problema devem ser instigadas. Apesar disso, foi
enfatizado o estudo do sinal da funcdo que representa a TVI; (x) como
outro caminho para a analise sem a substituicdo de valores pontuais.

PP: Entdo, tu encontraste a TVI, = —3x? — 6x + 9, analisar o sinal
desta fungdo é analisar onde a fungdo y = —x3 —3x2 +9x — 3 estd
crescendo, decrescendo e onde a TVI; é zero! Isso é uma pardbola
(apontando para a TVI;), encontrou os zeros da funcgéo, os quais sdo —3 e
1, ai eu tenho duas maneiras de estudar o sinal: fatorando,
y = (—x — 3)(x — 1), analisando o sinal de cada funcao afim e, por fim,
multiplicando os sinais; ou eshocando a parabola e analisando o sinal da
funcdo quadratica, da parabola. Entdo, se o sinal da TVI; (funcdo
quadratica) para x < —3 é negativo, a funcdo, para esses valores,
decresce; para —3 <x <1, ela cresce e para x > 1 ela decresce
novamente. Agora é possivel afirmar que aqui (apontando para x = —3)
eu tenho que ponto?

EPM: Minimo relativo.

PP:Eemx =1?

EPM: Méaximo relativo.

PP: Como eu fago para encontrar o valor minimo relativo? Ou seja, 0
menor valor que a fungio assume nesta regido (apontando para valores
préximos a x = —3)? E o maior valor?

Estas questbes foram respondidas corretamente pelo estudante, o
qual encontrou o ponto onde ocorre o valor minimo (—3,—24), o valor
méaximo (1,2) e onde a curva corta eixo y; localizou tais pontos no
plano cartesiano e esbogou a curva. Foi evidenciada a existéncia de trés
zeros distintos uma vez que o minimo relativo é negativo e 0 maximo
relativo é positivo e utilizada como exemplo uma curva com valores de
méaximo relativo e minimo relativo negativos, o que resulta em um
grafico com somente um intercepto x, ou seja, um zero real.

O diadlogo a seguir foi instigado a partir da resolucdo do
estudante, a fim de fazer com que o mesmo refletisse sobre a letra ¢
desta atividade.
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PP: E ai? Essa TV, varia?

EPM: Sim.

PP: Mas como ela varia?

EPM: Conforme a TV I,.

PP: Entdo eu calculo a variagdo da TVI,... Foi isto que fizeste e o
resultado TVI, = —6x — 6 estd correto. O que isso me informa?(O
estudante fica em siléncio, ndo responde).

PP: Vamos pensar juntos... Antes (se referindo a Atividade 2 do Momento
4) a TVI, deu —2, entdo, a concavidade era voltada para baixo. Se a
TV, tivesse dado um nimero positivo, a concavidade seria para cima. S6
que neste caso nao é sempre positiva ou negativa, a TV I, varia... Para eu
definir a concavidade do gréfico da funcéo, tenho que analisar o sinal da
funcdo que representa a TVI,!

A partir desse entendimento, resolvemos a letra c, na qual
concluimos que:

-TVI,(-1) = 0;

-TVI,(x) > 0 parax < —1;

-TVI,(x) < Oparax > —1;

- em x=-1, tem-se 0 ponto de inflexdo (mudanca da
concavidade).

Uma questdo importante levantada pelo estudante neste momento
do didlogo é sobre a necessidade da TVI,(x) para eshocar o grafico,
demonstrando sua compreensao de tudo que foi estudado até entdo. Foi
dialogado que, para esta fungdo, a TVI,(x) ndo é essencial, mas para
algumas func6es polinomiais do terceiro grau ela serda uma informagéo
importante, sendo a Unica.

Na sequéncia, iniciamos o Momento 5 com a conferéncia das
resolucdes das questdes feitas em casa pelo estudante. A atividade 1 do
Momento 5, a seguir exposta, € explicada por ele no dialogo a seguir.

Atividade 1- Sejaafungio y = x3 — 3x + 3:

a)Calcule a TV I, e analise o sinal.

b)Calcule a TV1,, o que isso significa?

¢) A fungdo possui maximos e/ou minimos relativos e/ou absolutos?
d)Esboce a curva com base nos resultados dos itens anteriores.

EPM: Encontrei a TMV para um intervalo genérico, usei h para nao dar
problema com expoentes e dai usa intervalo igual a 0 (h = 0) e encontra
o0s zeros da TVI. Através deles tu sabe para quais valores de x a fungéo
possui variagao zero, onde inverte o crescimento ou o decrescimento.

PP: Como sao as retas tangentes nestes pontos (se referindo aos pontos
onde TV, = 0)?

EPM: Constantes... Dai testei valores abaixo e acima (se referindo a
menores e maiores): x = —2,—1,0,1e 2.
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PP: Precisava testar para zero?
EPM: N&o... Mas testei.

Na figura 21, apresentamos o desenvolvimento do estudante para
calcular a TV, (x) e analisa-la.

Figura 21: Anélise da TVI,(x) da fungio y=x’-3x+3.
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Continua na proxima pagina.
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Continuacéo da figura 21.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.

Novamente o estudante utilizou uma tabela com valores de x e as
TVI,(x) relacionadas para esbocar a curva, demonstrando sua
compreensdo na leitura das unidades significantes da linguagem
algébrica em relacdo ao comportamento da curva em linguagem grafica
sem construir o grafico. Sobre isso ele esclareceu:

EPM: Achei mais l6gico (se referindo a usar valores), mas a analise do
sinal da TV, ndo é dificil, s6 que ndo lembrei na hora.
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Analisamos entdo o sinal da funcdo que representa a
TVI,(x) = 3x2 — 3 a partir da fatoracdo deste polindmio e chegamos ao
mesmo esboco. Apos a conferéncia do resultado da TV I, (x), o didlogo a
seguir expbe a reflexdo realizada em torno desta varidvel e de sua
informac&o a respeito do esboco.

EPM: ATVI, deu 6x... (fica pensando...).

PP: A TVI, é como se comportam as retas tangentes. O coeficiente
angular das retas tangentes esta crescendo? Decrescendo?

EPM: Nao pode ser sempre crescente...

PP: Nao, pois em x = —1, por exemplo, aTVI, = —6.

EPM: Entdo preciso fazer o estudo do sinal da TVI,. Bem, isso zera em
x =0,aTVI, é positiva para x > 0 e negativa, prax < 0. Emx =060
negdcio onde divide as concavidades que esqueci 0 nome.

PP: Ponto de inflexdo.

EPM: A concavidade é para baixo para x < 0 e para cima para x > 0.
Tem duas concavidades. Eu preciso saber quantas vezes a fungéo corta o
eixo x?

PP: Para fazer um esbogo interessante, sim!

EPM: A funcéo possui um méaximo relativo quando x = —1 e um minimo
relativo para x = 1 e ndo possui maximo e minimo absolutos, pois ela
cresce indefinidamente (apontando para x>1) e decresce
indefinidamente (apontando equivocadamente para a fungdo em x < —1).

Diante disso, 0 estudante encontrou os pontos (—1,5) e (1,1),
eshocou a curva e localizou também o ponto de inflexdo (0,3). Na
figura 22 apresentamos o calculo da TV, (x), a analise desta e 0 eshoc¢o
da curva da fungdo y = x3 — 3x + 3.



Figura 22: Anélise da TVI,(x) e esbogo da curva da funcéo y=x 3x+3
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Continuacéo da figura 22.

Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.

Na conferéncia da atividade 2 do Momento 5, anteriormente
exposta, resolvida pelo estudante em casa, € verificado, como ja
aconteceu em outras atividades, um equivoco no calculo da TV, (x). Na
atividade 3 do Momento 5, a seguir exposta, o estudante chegou
corretamente a expressdo TVI (x) = —3x? — 6x — 3, encontrou o
ponto onde a TV, (x) é zero, ou seja, x = —1, atribuiu um valor menor
que -1 e um valor maior e concluiu que para x < —1 a fun¢do decresce
e para x > —1 ela decresce também.

Atividade 3- Sejaa fungio y = —x3 — 3x2 — 3x + 2:

a)Calcule a TV I, e analise o sinal.

b)Calcule a TV1,, o que isso significa?

¢) A fungdo possui maximos e/ou minimos relativos e/ou absolutos?
d)Esboce a curva com base nos resultados dos itens anteriores.

PP: Qual tua conclusao a partir da TV, ?
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EPM: Que sé tem um ponto em que a TVI, é zero, ou seja, sdo duas
regides, uma para cima e outra para baixo (equivocado, mas fomos
adiante).

PP: A anélise do sinal que vocé fez esta correta, entdo, fazendo esbogo,
antes do x = —1 a curva decresce e depois continua decrescendo... Sera
que ela serd uma reta?

EPM: Isso ndo me chamou a aten¢ao quando fiz, mas... Se ela é de grau
3, acredito que n&o.

PP: Nao! Pois para ser uma reta ela deveria ter a TVI de qual ordem?
EPM: Constante... De grau zero!

PP: Isso, e ela ndo tem! Ela tem isso de TVI; (apontando para a funcéo
—3x2% — 6x — 3), ou seja, ela vai mudando para valores de x distintos. S6
que ela é decrescente antes e depois do x = —1. Ai vocé pergunta, o0 que
isso significa? Significa isso mesmo, mas o decrescimento é diferente em
cada ponto. Aqui ela decresce de um jeito (apontando para um ponto da
curva e se referindo a taxa) aqui ela decresce de outro... Entdo, como
desenhar o grafico? Neste caso, com a TVI; ndo basta, ela ndo me diz
muita coisa, s6 que ela decresce antes e depois de x = —1. Uma opgao é
atribuir valores maiores e menores que x = —1 e calcular a TVI; para
saber exatamente a taxa no qual ela decresce.

A seguir, apresentamos os procedimentos de esboco da curva da
funcdo y = —x3 — 3x? — 3x + 2 realizados pelo EPM na atividade 3.

Figura 23: Esbogo da curva da fungéo y=-x>-3x*-3x+2.
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Continuacéo da figura 23.
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Continuacéo da figura 23.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.

Com relagdo a taxa de variagdo de segunda ordem, o EPM
demonstrou duvidas.
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EPM: Isso (apontando para a TVI,(x) = —6x — 6) me informa como
estdo variando os coeficientes angulares das retas tangentes, entéo, para
valores de x <—1, a curva seria para cima (se referindo a
concavidade)... Mas é meia concavidade para cima, entdo podemos dizer
que é uma concavidade inteira para cima?

A fim de esclarecer a duvida do estudante, foram tracadas retas
tangentes para que o estudante visualizasse que para valores x < —1
elas possuem coeficientes angulares crescentes e para x > —1,
decrescentes. Assim, a concavidade é voltada para cimaem x < —1 e
para baixo em x > —1.

A atividade 4 do Momento 5, é também um caso particular de
fungdo polinomial do 3° grau. O didlogo sobre esta atividade ocorreu
apo6s a conferéncia do resultado encontrado pelo estudante para a
TV (x).

Atividade 4- Sejaa fungio y = x3 + 3x + 5:

a)Calcule a TV I, e analise o sinal.

b)Calcule a TVI,, o que isso significa?

¢) A fungdo possui maximos e/ou minimos relativos e/ou absolutos?
d)Esboce a curva com base nos resultados dos itens anteriores.

PP: E quando vocé analisou o sinal da TVI;, 0 que aconteceu?

EPM: Deu problema, pois néo existe raiz de nimero negativo. N&o existe
um valor de x onde a TV, é zero. Ainda pode-se concluir que a fungao é
sempre crescente para qualquer ponto ou intervalo escolhido.

PP: Isso mesmo, pois sempre a TV I; ser& positiva!

EPM: Por que para qualquer valor negativo que tu colocar, quando
elevado ao quadrado, da positivo! E se for zero, tem 0 +3 que torna a
TV I, também positiva. Entdo a curva seria mais ou menos isso (apontando
para o gréafico esbocado).

EPM: A Unica conclusdo com a TV I, é que sempre cresce.

PP: Isso, nem zero vai ser a TV 1. Ai vocé vai para a TVI,! Por qué? Por
que a TV, diz pouca coisa! S6 que é crescente!

O estudante afirmou que neste exemplo ndo existem maximos e
minimos e calculou corretamente a TV I,(x), porém nao a utilizou para o
esbogo do gréfico, ele novamente aplicou valores para x, encontrou as
TVI,(x) referentes e eshocou o gréfico de acordo com a taxa de
crescimento.

PP: Ta... ATV, vai ser sempre positiva. Tu até pode aplicar valores, mas
ela vai crescer sempre.

EPM: Ento... Eu analisei o quanto cresce, mas chutando valores. Tendo
a TV, e atribuindo valores mais ou menos estratégicos para x tu mais ou
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menos descobre se ela cresce bastante ou pouco. Ou seja, atribuindo
alguns valores de x, obtemos algumas TVI;. Com esses valores podemos
chegar a algumas conclusdes a respeito da agressividade ou ndo do
crescimento dos coeficientes angulares das retas tangentes.

Nesta atividade o EPM utilizou o raciocinio de natureza logica,
aplicando valores distintos para x e encontrando o “quanto” a fungéo
esta variando neste ponto, ou seja, a TV, (x), a fim de esbocar o grafico
de forma coerente, conforme a figura 24.

Figura 24: Esboco da curva da funcéo y=x>+3x+5.
) K// ‘%74/"-'8(':46 &K UNVVA. etrm Qrv( VilerS ;/\..m.{zﬁ;z'ab tlz)’,'.

,:,2\’ ’L, anm (:':(r()’ll’b_, ’ J L 1

Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.

Evidenciamos que o procedimento utilizado pelo EPM néo
invalida sua solugdo, mas, apesar disso, o caminho de anélise do sinal da
TV I, (x) foi reforcado.
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PP: N&o esta errado teu raciocinio. Tu consegues esbocar sabendo o
quanto ela cresce em alguns pontos. Porém, tem outra forma em que ndo
€ necessario chutar valores e que pode me dizer diferentes coisas sobre o
gréfico.

EPM: Que é a TVI,! Analisar o sinal da TV I,. (Apds um tempo)... Ent&o,
a TVI, > 0 para x > 0, concavidade voltada para cima e para valores
x < 0 ela é para baixo.

Durante este encontro o estudante demonstrou desconforto para
calcular a TV, (x), provavelmente devido a quantidade de vezes em que
errou sinais, questionando se existe algum software ou se 0 GeoGebra
possibilitaria encontrar a TV, (x) e verificar seus resultados. Utilizamos
entdo o software GeoGebra e encontramos algumas derivadas, foi
explicado ao EPM que “derivada” é o nome que as taxas de variacdo
instantaneas também recebem. A derivada, entdo, é o comportamento da
fungdo com relacéo a sua variacéo.

O encontro findou com a retomada da atividade 2 do Momento 5,
anteriormente exposta, na qual também foi encontrado erro de sinal no
calculoda TVI, (x).

5.3.5 Esbocgo de curvas

Esboco de curvas: 8° encontro com a turma

Este encontro foi realizado com a turma no dia 12 de dezembro
de 2016. Nele, o objetivo foi trabalhar o esboco de curvas com base em
tudo que foi abordado nos encontros anteriores. Algumas atividades
tinham sido realizadas como tarefa de casa e, sobre isto, uma das
estudantes questiona.

E2: Profe, eu fiquei confusa... Quando solicitava para eshogar a curva,
era da funcdo ou da TVI?

Diante desta duvida, optou-se por sana-la corrigindo algumas
atividades no quadro, iniciando pela atividade 1 do Momento 5.

Atividade 1- Seja a fungdo y=x>-3x+3:

a)Calcule a TVI, e analise o sinal.

b)Calcule a TVI,, 0 que isso significa?

¢) A fungdo possui maximos e/ou minimos relativos e/ou absolutos?
d)Esboce a curva com base nos resultados dos itens anteriores
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Analisamos o sinal da TV I, (x):

-parax=1ex=-1,aTVL (x) =0,

-para—1<x <1,aTVI,(x) <0, ou seja, a funcdo decresce;

-parax < —1oux >1aTVI,(x) > 0, ou seja, cresce.
E, com estas informacdes o grafico foi esbocado e concluido que em
x = —1 tem-se um ponto mé&ximo relativo e em x =1, um ponto
minimo relativo. Os estudantes encontraram 0s valores maximo e
minimo relativos, localizaram no plano cartesiano e melhoraram o
esboco ja construido. Passamos entdo para a correcdo da atividade 3 do
Momento 5.

Atividade 3- Seja a fungio y=-x>-3x*-3x+2:

a)Calcule a TVI, e analise o sinal.

b)Calcule a TVI,, o que isso significa?

¢) A fungdo possui maximos e/ou minimos relativos e/ou absolutos?
d)Esboce a curva com base nos resultados dos itens anteriores.

Esta atividade também foi realizada no quadro. Inicialmente
encontrando e analisando o sinal da TVI;(x) = —3x? — 6x — 3 a partir
do eshogo da parabola e concluindo que a TVI;(x) =0, parax = —1e
TVI,(x) <0, para x # —1. Assim, como a fungéo decresce para valores
de x # —1, foi necessario analisar a concavidade, pois ela decresce
variando. Apds os estudantes terem encontrado a TV I, (x), analisamos o
sinal desta e eshocamos a curva. Concluimos que esta funcdo nao possui
maximos e/ou minimos absolutos nem relativos e que o ponto onde a
TVI,(x) =0, é onde a curva inverte sua concavidade, chamado de
ponto de inflexdo.

Com base no trabalho realizado, foi solicitado aos estudantes que
esbogassem as curvas de algumas fungdes (letras a, b, e, f e g) do
Momento 6. As construcles serdo apresentadas e discutidas no capitulo
sexto.

Esboco de curvas: 5° encontro com EPM

De tarefa de casa, 0 EPM eshogou as curvas das fun¢des do
Momento 6. Assim, no encontro do dia 09 de setembro de 2017, foram
conferidas as construcdes e foi solicitado que o estudante falasse sobre
as acdes utilizadas para tais esbocos. A seguir, o didlogo sobre o eshoco
da curva da fungdo y = 2x2 — 4x + 3.

EPM: Fui fazendo, encontrei a TMV, dai, sendo o intervalo (se referindo
a Ax ou h, como o estudante preferiu) zero, encontra-se a TV, e, a partir
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disso, calcula a taxa de variacdo da taxa de variagdo, que é a taxa de
variacdo de segunda ordem da funcdo; depois encontra os zeros da
fungdo e deu esse grafico, testei com o GeoGebra e deu mais ou menos
parecido. Alguns eu sofri um pouco (se referindo ao esbogo de curva de
algumas funcgoes).

PP: O que vocé usou para construir o gréafico?

EPM: A TMV, fiz intervalo igual a zero que da a TVI,; e depois fiz a
TVI,. Neste caso (apontando para a funcdo da letra a, a TVI; é uma
fungéo afim, entdo a TV I, é facil. Af tu acha o vértice com x = —b/2a.
PP: Por que o0 x do vértice é x = —b/2a? Onde vocé usou isso?

EPM: Ahhh ndo... Eu fiz a TV, e igualei a zero! Neste caso o ponto onde
aTVI, = 0éo vértice, onde a reta tangente é horizontal.

PP: Isso, nos pontos onde a TV, é zero, temos pontos criticos. No caso
da parabola, esse ponto ¢ também chamado de vértice, mas em outras
funcbes é ponto méximo ou minimo, relativo ou absoluto.

EPM: Quando x = 0 a fungéo corta o y no +3.

PP: Esse estudo do sinal da TV I; por qué?

EPM: Para saber o que estd acontecendo antes do x =1, se 0s
coeficientes... Se as retas... Se a parabola esta crescendo ou decrescendo.
Ento, antes (se referindo a x < 1) do x = 1, ela decrescia, no x = 1 ela
é constante e depois (se referindo a x > 1) do x = 1, ela crescia.

PP: Tu conseguiu fazer esse raciocinio para esbogar as curvas das
fungBes?

EPM: Deu para fazer... A TVI, eu demorei para entender... Fazia a partir
da receita, depois disso, compreendi que tem o ponto de inflex&o e tal...
PP: Entdo, fazendo o esbogo vocé compreendeu para que serve a TVI,?
EPM: Sim... Até a ideia de infinitésimos... No comeco, ta, aceitei, & um
intervalo, beleza, mas depois, pensando melhor, tu pega um intervalo
pequeninissimo para depois mais para frente tu dizer que ele é zero, dai te
da a taxa de variagdo naquele ponto! Por que se tu pegar, assim, e querer
calcular sem intervalo, direto exatamente em um ponto, ndo tem como
fazer...Se tu pensa primeiro naquele espacozinho |4 e depois diz que ele é
zero!

PP: Muito bem, conseguiste fazer todas?

EPM: Sim, mas algumas o gréfico d& fora por que da problema para
acharozerodaTVI,.

O préximo didlogo exposto € sobre o eshoco da curva da fungéo
y = —2x2 + 18.

EPM: Entdo, a fungdo é y = —2x? + 18, primeiro achei a TVI;, mas
para chegar nela encontrei a TMV para um intervalo [x,x + h], dai
cheguei em TMV = —4x + 4h, como tu quer saber a TVI; em um ponto,
tu vai dizer que h = 0, ou seja, TVI; = —4x. Como isso é uma fungdo
afim, tu conclui que a taxa de variagdo desta reta (se referindo a —4x),
que é a taxa de variac&o de segunda ordem da fungdo y = —2x2 + 18, é
—4!

PP: Ok! Tu encontrou a TVI, e a TVI,, e dai, para construir o grafico, o
que tu fizeste?
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EPM: T4, primeira coisa encontrar os pontos criticos, méximos e
minimos... Neste caso, como é uma pardbola voltada para baixo
(concluséo devido ao coeficiente que acompanha o x?2), ela tera somente
ponto de maximo. A partir da TV, que é —4x tu encontra o valor de x
em que a TV, é zero, ou seja, em que a reta tangente é horizontal . Entdo,
fazendo isso, em x = 0 tem-se o vértice, localizei este ponto no plano
cartesiano e, se ndo me engano, encontrei os zeros da funcéo (se referindo
afungio y = —2x2% + 18).

PP: E vocé ndo estudou o sinal da TVI;?

EPM: Néo...

PP: Pelo que estamos conversando nos udltimos encontros, isso aqui
(apontando para a TVI;) me informa a variagcdo da fungdo... Como a
fungéo estd variando... Entdo, estudar o sinal, é encontrar para quais
valores de x a funcéo cresce, decresce e é constante.

EPM: Entdo, quando x = 0 a TVI; = 0, para valoresde x < 0,a TV, é
positiva e para x > 0, a TVI; € negativa, ou seja, concavidade voltada
para baixo (equivocando-se).

PP: Mas a TVI; ndo informa se a fungéo cresce ou decresce?

Diante destas questdes, retomamos algumas ideias sobre o
significado da TVI,(x) e TVI,(x). Ao analisar os esbocos feitos pelo
EPM, percebeu-se que este ndo utilizou o estudo do sinal da TV, (x),
apenas utilizou a TV I, (x) para encontrar 0s pontos maximos e minimos,
e para o eshocgo efetivamente, o EPM utilizou o ponto de inflexdo e
andlise da TVI,(x). A seguir, a construcdo para a funcdo da letra e,
y =x3—5x%+7x—3.

Figura 25: Esboco da curva da fungéo y=x>-5x*+7x-3.

-

’)fj =" 5% +2, -3

Continua na proxima pagina.
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Continuacéo da figura 25.
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Continuacéo da figura 25.

Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.
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As proximas construcdes do EPM que apresentamos sdo esbogos
das funcdes das letras f, y = x3+ 3x, e g, y = —x3 + 6x2 — 12x — 3,
do Momento 6. Na funcdo da figura 26, a TVI;(x) ndo possui raizes
reais, entdo, necessariamente, o0 esboco é realizado pela analise da
TVI,(x). No caso da funcdo da figura 27, o EPM ndo analisou a
variabilidade e sim a concavidade a fim de eshocar a curva.
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Figura 26: Eshoco da curva da fungdo y=x*+3x.
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Continuacéo da figura 26. ,
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.
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Figura 27: Eshoco da curva da fungéo y=-x*+6x>-12x-3.
a Jq‘ -'za-#éi:zr -2, -3

T, = ] : i
AN [ S P i o ) M A |

o z *
fy < EZ Tl el o BT 5
27 6t 412 13 AT

Ny = &P A e |C0 R 26 +12Dn 46%"8 =3/
(R B A

A = 37 3% -n; By )

2

Do :%(’Fzg e -4- 4492 40 —19)
= ! X

/ /

TV 4= =32 +19x 12

—%% +4% -19=0 A Jrcie permii am
}«y ( v«‘(k\
2 = =12 11//72)" —7--3-(-12) /z(//«.O /1 9
93
= 42t/ _— P
=3
z= 2 = B z’=—f{6~v —~J€£—Q\=9
_-6 e
= 12 2o — 2:’=:%_:O—a ~$’> (2)
iz

Continua na préxima pagina.



Continuacéo da figura 27.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.
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Além do trabalho do Momento 6 realizado, foi solicitado que,
como tarefa de casa, o EPM eshocasse curvas de outras fungdes,
expostas mais adiante. Finalizando o encontro, o EPM questionou como
eu conferia as TVI(x) tdo rapidamente. Foram expostas entdo algumas

regras de derivag&o.
f@)=c>f(x)=0
f=cx=>f(x)=c
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f)=x">f'(x) =nx""
f(x)=cx™- f'(x) =cnx™?

Esbogo de curvas: 6° encontro com 0 EPM

O ultimo encontro da sequéncia didatica com o estudante do
Programa Mentores ocorreu dia 27 de setembro de 2017 nas
dependéncias da UFFS para conferir e discutir sobre o esbogo da curva
das funcoes a seguir.

a)y=x3+3x2-x-3
b)y = —2x3 — 2x% — 24x
)y =x3+9x?+27x + 3
dy=x3+6x-3
e)y=—x+x+6
fly=3x2—-6x+3
dy=x*+x+1

Nas construcdes, 0 EPM encontrou a TVI;(x) e a TVI,(x) com
as regras de derivacao apresentadas a ele no encontro anterior. Na figura
28 apresentamos o caminho percorrido pelo EPM para eshocar a curva
dafuncdoy = x3 + 3x%2 —x — 3.

Figura 28: Esboco da curva da funcéo y=x*+3x*-x-3.
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Continua na proxima pagina.
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Continuacéo da figura 28.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.

Para o esboco da funcgdo da letra ¢, y = x3 +9x2 + 27x+ 3, 0
EPM demonstrou ddvidas e cometeu equivocos ao estudar o sinal da
TVI,(x), ndo concluindo que a funcdo é crescente para valores de
x # —3. Contudo, isso ndo o impediu de eshocar corretamente o
grafico, se baseando apenas e novamente, na TV I,(x), conforme figura
29.
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Figura 29: Esboco da curva da fungdo y=x*+9x*+27x+3.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelos EPM.

Foi solicitado que o estudante explicasse seu procedimento para o
eshogo da curva da fungio y = —x2 + x + 6.

EPM: Ja da pra dizer que é uma parabola com concavidade voltada para
baixo, mas enfim, vamos ver o que acontece a partir das TVI. Pela regra,
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TV, = —2x + 1, dai encontramos o valor de x que possui TV, igual a
zero que vai ser x = 1/2. Entdo a TV, é uma funcao afim, ela corta eixo
x em Y, isso significa que nesse % esta o ponto critico maximo. Entéo,
para valores menores que x = 1/2, a funcdo é crescente, para valores
maiores, ela decresce e tem um ponto maximo em x = 1/2. Vamos para a
TVI, que é -2. Ai eu busquei a ordenada para abscissa igual a % e
encontrei 0 ponto maximo da curva (1/2,25/4).

PP: O que significaa TV, ser -2?

EPM: Que a concavidade da curva é sempre voltada para baixo. Al eu
eshocei a curva e ainda calculei os zeros da funcéo pra o gréfico ficar
melhor.

O estudante continuou explicando seus esbocos, frisando que,
para funcGes polinomiais do segundo grau, encontrar a TVI,(x) ndo €
fundamental, pois a TV I, (x) ja da ideia da concavidade.

Antes do término do encontro, iniciamos uma discussdo sobre a
possibilidade de seguir caminho alternativo utilizado para esbocar
curvas de funcbes polinomiais, para outras funcdes trabalhadas no EM.

PP: Serd possivel utilizar essas ideias para esbogar curvas da funcéo
Seno e cosseno?

Percebendo o interesse do estudante, continuamos.

PP: Entdo, quando vocé calcular a TMV para um intervalo [x,x + Ax]
para a fungdo y = sen x, tem-se

sen(x + Ax) —senx
TMV = :
Ax

Utilizando
sen(x + Ax) = sen x.cos Ax + sen Ax.cos x,
tem-se
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sen x.cos Ax + sen Ax.cos x —sen x

TMV = Ax

Mesmo percebendo lacunas com relagdo a conceitos de
trigonometria, continuamos a andlise de cos Ax e sen Ax, levando em
conta que Ax é um infinitesimal. A ideia geométrica de seno e cosseno
foi utilizada a partir do triangulo retangulo.

Cateto oposto [\M,\

Cateto adjacente

cat.oposto
sen Ax = ———— e cos Ax = —
hipotenusa hipotenusa

cat.adjacente

cat.adjacente

PP: Sendo assim, cos Ax = — =1 pois o cateto adjacente e a
hipotenusa

hipotenusa sdo infinitamente préximos. Para analisar 0 sen Ax =
cat.oposto . . . T .

———— ¢ preciso ressaltar que Ax é um infinitésimo, assim, o cateto
hipotenusa

oposto também serd um infinitésimo e dividido pela hipotenusa, resulta
em um infinitésimo.

EPM: Sim, se tu pensar em pegar um pedacinho bem pequeno e dividir

em 10 partes, o resultado da divisdo é ainda menor!
cat.oposto

PP: Desta forma, concluimos que sen Ax = — = Ax e, assim,
hipotenusa
senx.1+ Ax.cos x —senx
TV =
Ax
VI = Ax.cos x
1 Ax

TVI; = cos x.
No caso da fungdo y = cos x, a analise é analoga, a TMV para um
intervalo [x, x + Ax] é
cos(x + Ax) — cos x
TMV = .

Ax

Utilizando
cos(x + Ax) = cos x.cos Ax — sen x.sen Ax, tem-se
cos x.cos Ax — sen x.sen Ax — cos x
Ax

- =1 e senAx =—
hipotenusa hipotenusa

TMV =

cat.adjacente cat.oposto

Sendo cos Ax = = Ax, entao,

TVI, = —sen x.

A andlise do sinal das TVI,(x) é que possibilitou pensar a
variacdo da funcdo seno e cosseno e eshogar as curvas. A discussdo
sobre fungdes trigonomeétricas ndao foram ampliadas nem aprofundadas.
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5.3.6 Sintese das atividades desenvolvidas nas sequéncias didaticas

Apresentamos a seguir, de forma geral e resumidamente, as
atividades desenvolvidas nos encontros realizados com os estudantes
das turmas de terceiro ano da escola estadual de Erechim, RS, na
sequéncia didatica.

Tabela 31 - Atividades desenvolvidas na sequéncia didatica com a turma.
Encontro Descricdo das atividades desenvolvidas

- Explicagdo sobre o termo de compromisso e assinatura dos pais.

19/10/2016 - Apresentacdo da metodologia de trabalho dos encontros.

- Coleta de e-mail e nimero de telefone dos estudantes para combinar dias

e horarios das aulas.

- Exposicédo resumida sobre representagdo grafica e algébrica de funcdes:

retas, taxa de variagéo, coeficiente angular.

- Resolugéo da atividade 1 do M1: retomada de elementos de fungdes

(crescimento, decrescimento, dominio, imagem, interceptacdo nos eixos

coordenados, variavel dependente e independente); estudo do sinal de uma

func&o a partir somente do gréfico; explicagdo de valor maximo e minimo,

relativo e absoluto.

- Estudantes participativos, porém com inimeras dificuldades.

- Do planejamento, s6 foi possivel resolver a atividade 1, as outras ficaram

para o préximo encontro.

- Estudo do sinal de funges a partir do grafico e da expressao algébrica.

28/10/2016 | - Resolugdo das atividades 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8 do planejamento do M1.

- Resolugdo da atividade 1 do M2: analise, a partir do grafico, da

04/11/2016 | variabilidade da fungdo, ou seja, dos intervalos de crescimento e

decrescimento, compreensdo e calculo da taxa média de variagdo em

diferentes intervalos.

- Resolucéo da atividade 2 do M2: célculo de taxa média de variagdo de

uma fungéo afim a partir da expressdo algébrica. Compreenséo e calculo da

TMV genérica para um intervalo [x, x + Ax].

- Resolucéo da atividade 3 do M2: célculo de taxa média de variacdo de

uma fungdo quadratica a partir da expressdo algébrica. Compreensédo e

célculo da taxa média de variacdo genérica para um intervalo [x, x + Ax].

- Resolugéo da atividade 4 do M2: célculo de TMV de uma funcéo

09/11/2016 polinomial do 3° grau a partir da expresséo algébrica.

- Compreens&o e calculo da TMV genérica para um intervalo [x, x + Ax].

- Resolucéo e entrega, pelos estudantes, em duplas, das atividades 5, 6, 7 e

8 do M2.

- Trabalho com a TMV para intervalos cuja diferenca € um infinitésimo Ax.

16/11/2016 - Resolugdo da atividade 4 do M3: a partir da expressdo algébrica de uma

funcdo quadratica, célculo da TMV para intervalos infinitamente préximos

para a compreensdo da taxa de variacdo instantinea em um ponto

especifico; compreenséo de taxa de variagdo instantanea nula; compreenséo

de infinitésimo; calculo da TVI(x) genérica.

- Estudantes resolveram em duplas e entregaram a atividade 2 do M4:

TVI(x) de uma funcdo quadratica a partir da TMV em um intervalo

[x, x + Ax].
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Encontro

Descricao das atividades desenvolvidas

23/11/2016

- Retomada de aspectos importantes que envolvem a atividade 2 do M4:
TVI(x) de uma funcdo quadratica a partir da TMV em um intervalo
[x,x + Ax] e elaboragdo de conjecturas a respeito do grafico da referida
funcéo com base na TVI(x).

- Resolucéo da atividade 3 do M4: TVI(x) de uma fungdo polinomial do 3°
grau a partir da TMV em um intervalo [x,x + Ax] e elaboracdo de
conjecturas a respeito do grafico da referida fungdo com base na TVI(x).

07/12/2016

- Compreensdo da concavidade e relacdo com a taxa de variagdo
instantanea.

-aTVI,(x) e os pontos criticos (Maximos e minimos).

- Variabilidade a partir do estudo do sinal da fungéo.

- TVI,(x) e os pontos de inflexdo.

- Eshoco do gréfico da funcéo quadrética e polinomial do 3° grau a partir
das atividades 2 e 3 do M4.

- Resolucgéo da atividade 3 do M5: célculo da TV, (x), encontrar os pontos
criticos se existirem, neste caso ndo existem; calculo da TVI,(x) para
analisar a concavidade e encontrar o ponto de inflexdo, se existir, neste
caso, existe; por fim, esbocar o grafico da fungéo polinomial de 3° grau.

- Estudantes resolveram e entregaram atividade 1 do M5, a qual envolve o
esbogo do gréfico de uma fungdo polinomial do 3° grau.

11/12/2016

- Sanadas duvidas da atividade 1 do M5. Os estudantes apresentaram muita
dificuldade no calculo da TMV da fungdo para um intervalo [x, x + Ax].

- Resolugdo da atividade 3 do M5: esbogar o grafico de uma funcéo
polinomial do 3° utilizando a concavidade.

- Foram eshogadas as curvas a, b, e, f e g das atividades planejadas no M6.

Fonte: Os autores.

Ressaltamos as dificuldades dos estudantes no estudo do sinal das
funcgdes afim e quadratica (Momento 1) e no célculo da taxa média de
variacdo genérica em um intervalo [x,x + Ax] (Momento 2), o que fez
com que os seis momentos fossem trabalhados em 8 encontros.

A seguir, a tabela sintese dos encontros com o estudante do
Programa Mentores.

Tabela 32 - Atividades desenvolvidas na sequéncia didatica com o estudante do
Programa Mentores.

Encontro Descricdo das atividades desenvolvidas
- Explicacdo da metodologia de trabalho, datas e duragdo dos encontros.
13/05/2017 | - Explicagdo do termo de compromisso.

- Ideias gerais sobre fungdes, representacdo grafica e algébrica, dominio e
imagem.

- Resolucéo de questdes do Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM,
sobre fungoes.

- Estudo do sinal de fungdes.

- Conferéncia das atividades do M1,resolvidas em casa pelo estudante.
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Encontro

Descricao das atividades desenvolvidas

14/06/2017

- Conferéncia e discussdo das atividades 1, 2, 3, 4, 6 e 7 do M2.

- Velocidade médiae TMV.

- Compreenséo da TMV e da TVI(x) - intervalo infinitesimal.

- Variabilidade de funcdes afim, quadratica e polinomial do 3° grau.

- Vértice de uma parébola e TVI(x) = 0.

- Relagdo entre crescimento e decrescimento de uma curva e as inclinacoes
das retas tangentes a curva — pontos minimos e maximos — TVI(x) = 0 —
reta tangente horizontal.

- Velocidade instantanea e TVI(x).

- Encaminhamento da tarefa de casa: refletir e resolver as atividades do M3
e as atividade 1 e 2 do M4.

08/07/2017

- Conferéncia e discusséo das atividades 3 e 5 do M3.

- Coeficiente angular de reta secante a curva e TMV de uma fungéo.

- Elaboragéo de conjecturas a respeito da TVI(x).

- Nogdo de infinitésimos.

- TVI(x) e retas tangentes — TVI(x) = 0 — reta tangente horizontal.

- Discussdo sobre a possibilidade de encontrar a lei da fungéo a partir do
gréafico apenas ou da TVI(x) e sobre a existéncia de regularidades nos
gréficos relacionadas ao grau do polindmio (dlvidas do estudante).

- Utilizacdo do GeoGebra para esbogo de gréaficos e encontrar/visualizar a
TVI(x) (derivada) de uma fungao.

- Introduco da ideia de taxa de variagdo instantanea de ordem 2 — TV I, (x).

05/08/2017

- Retomadas as atividades 1 e 2 do M4.

- Discusséo da atividade 3 do M4 e das atividades 1, 2 e 4 do M5.

- Andlise da variagdo da funcdo a partir da TVI(x) genérica para um
intervalo [x, x 4+ Ax] e de seu estudo por meio de dois métodos: constru¢do
de uma tabela com valores de x e da TVI(x) relacionadas; e pelo estudo do
sinal da expressdo algébrica.

- Méximos e minimos relativos.

- Variagdo da TV (x) —TVI,(x) .

- Estudo do sinal da TVI,(x) — concavidade para cima, para baixo e ponto
de inflexdo.

- Esbogo de gréficos a partir da TV, (x) e da TVI,(x).

- Esbogo da curva da fungdo polinomial do 3° grau decrescente com ponto
critico (TVI,(x) = 0) igual a ponto de inflexéo.

- Esboco da curva da fungéo polinomial do 3° grau que ndo possui ponto
critico. Construgdo a partir de valores da TV, (x) e a partir da analise do
sinal da TV 1, (x).

09/09/2017

- Conferéncia dos eshogos do M6 construidos pelo EPM em casa.

- Anélise da variagéo da funcéo a partir da TV1(x) genérica em [x, x + Ax].
- Maximos e minimos relativos.

- Variagdo da TVI, (x) — TVI,(x).

- Estudo do sinal da TV I, (x) — concavidade e ponto de inflexdo.

- Estudante utiliza a TVI,(x) para encontrar os pontos criticos, mas é a
partir analise da TVI,(x) que eshoga a curva, ou seja, ndo analisa a
variabilidade da fungéo.

- Apresentagao das regras basicas de derivacéo, solicitadas pelo estudante:
Derivadas (constante, poténcia, multiplicacdo por um escalar, soma e
subtracéo).

- S80 passadas mais fungdes para que o estudante esboce as curvas em casa.
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Encontro Descricao das atividades desenvolvidas
- Conferéncia dos esbogos das fungdes
27/09/2017 | - Estudante utiliza as regras de derivagao, apresentadas no encontro anterior

para encontraa TV, (x) e TVI,(x).

- Estudo do sinal da TV 1, (x) e TV, (x).

- Discusséo do artigo de Moretti (2003) sobre o esbogo da parabola a partir
das translagdes horizontal e vertical.

- Andlise da variabilidade das fungdes seno e cosseno.

Fonte: Os autores.

A seguir, apresentamos de forma detalhada como cada variavel
analisada a priori no item 5.2.3 foi efetivamente trabalhada nos
encontros, ou seja, uma andlise a posteriori das variaveis que interagem
e emergem da préatica de esboco de curvas e culminam nela.

5.4 ANALISES A POSTERIORI

As analises a posteriori realizadas estdo embasadas nas analises a
priori das variaveis essenciais no esboco de curvas (secdo 5.2.3), nas
descri¢des das atividades e dialogos realizados na sequéncia didatica
(secdo 5.3), alguns dos quais serdo apresentados novamente, e também
nas resolugdes dos estudantes. Pontuamos diversos aspectos da pratica
realizada, questBes recorrentes nos encontros, dificuldades e
compreensGes dos estudantes a luz da teoria dos registros de
representacdo semiotica, especificamente a hipétese fundamental da
aprendizagem (secdo 2.4), aludindo as fungbes do discurso (se¢do 2.6)
para analise dos dialogos e constru¢des matematicas.

As solugbes dos estudantes aos problemas propostos e 0s
dialogos dos encontros das sequéncias didaticas foram examinados com
relacdo as funcbes de expansdo discursiva, apofantica e referencial.
Conforme apresentado na secdo 2.6 do capitulo segundo, a funcdo de
expansdo discursiva envolve as explicacdes, descri¢des, narracdes e
raciocinios, os quais podem ser de natureza logica ou natural e ainda
podem se constituir por acumulagdo ou por substituigdo, utilizando
regras que podem estar explicitas ou ndo. A funcdo apofantica, de
predicacdo ou locugdo, nos permite concluir sobre o valor légico,
epistémico ou social do discurso utilizado pelos estudantes. A fungédo
referencial, por sua vez, serd destacada quando evidenciado designacdes
de objetos.
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Inicialmente, nas sequéncias didaticas, auxiliamos os estudantes
nas suas construcbes do discurso matematico, comecando com a
designacdo de objetos (funcdo referencial), uma vez que, para realizar
inferéncias e tirar conclusdes, ela é essencial. Isto ocorreu devido as
dificuldades apresentadas por eles na exposicdo de suas ideias e
conclusbes a respeito de suas construgdes, bem como, as lacunas
evidenciadas na linguagem, simbolos e conceitos matematicos.
Trabalhamos, entdo, com as operacbes de designacdo pura,
categorizagdo simples, determinacéo e descri¢do de objetos matematicos
como dominio e imagem de uma funcdo, intervalos reais, fatoracdo de
polindmios, zeros de funcdes, plano cartesiano, equagdes, entre outros.
Este trabalho foi realizado com a turma e também com o estudante do
Programa Mentores (EPM). As dificuldades dos estudantes em exporem
suas ideias, explicarem seus calculos e realizarem inferéncias, ou seja,
em utilizarem coerentemente o discurso nas resolugdes, evidenciaram m
um ensino que ndo prioriza o discurso nas atividades e resolucfes e ndo
incentiva a escrita e a socializacdo das conclusdes dos estudantes em
problemas matematicos.

De acordo com a ED, a andlise a posteriori é a fase da pesquisa
em que ocorre o tratamento dos dados e informagbes obtidos na
sequéncia didatica, e a confrontacdo com os dados da andlise a priori.
Na proxima secdo, apresentamos as analises a posteriori dos dados
coletados nas sequéncias didaticas e as reflexfes suscitadas a respeito
das potencialidades, possibilidades e limitagdes do caminho alternativo
para o eshoco de curvas.

5.4.1 Estudo do sinal de funcdes

Estudar o sinal das funcbes afim e quadrdtica demanda o
conhecimento de diversos conceitos. De acordo com 0 exposto ha secao
2.6, é a expansdo discursiva, a qual ocorre a partir das proposicdes
matematicas, que nos permite inferir sobre as propriedades necessarias
utilizadas pelos estudantes para estudar sinal de fungdes, expostas na
tabela 21. Por isso, nos primeiros encontros, a fim de tornar possivel o
trabalho com eshogo de curvas e, mais do que isso, possibilitar a
construcdo de inferéncias e explicacdes a respeito do sinal de uma
funcdo, reforcamos com os estudantes a funcgdo referencial de alguns
objetos matematicos como dominio e imagem de uma fungdo, plano
cartesiano, eshoco de retas e sinal de uma funcéo.
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Em didlogo ocorrido no 1° encontro com a turma, a seguir
exposto novamente:

PP: Analise o sinal da funcdo! Analisar o sinal da fungéo € entdo analisar
o sinal de y. Ento, para que valores de x, y =0,y < 0 e y > 0? Vamos
14, para que valores de x 0 y = 0?

Estudantes: -8,2; 3 e 5,8.

PP: y > 0 para que valores de x?

E2: de -8,2 até 3 e de 5,8 até +oo.

PP: E agora, y < 0 para qué valores de x?

E1 (apontando para o quadro): de - até -8,2.

PP: Agora, conjecturem a respeito do crescimento e decrescimento deste
gréfico.

E1: Sempre levando em conta os valores de x?

PP: Sim, vocé vai utilizar os intervalos de x para especificar “onde” a fun¢do
cresce e decresce.

é possivel evocar a funcéo referencial de designacdo quando 0s
alunos falam “vai de -8,2 até 3...” de forma espontinea por meio da
lingua natural. E uma forma de mostrar um caminho que privilegia as
intuicGes primeiras necessarias para as conceitualizagGes.

O Momento 1 foi organizado para o trabalho com o estudo do
sinal de func@es a partir do grafico apenas, como no caso das atividades
1,2 e 5, ou a partir da expressdo algébrica de fungdes afim e quadrética,
no caso das atividades 3, 4, 6, 7 e 8. A seguir, na figura 30,
apresentamos as solucdes das atividades 7 e 8 do Momento 1 do EPM,
as quais foram resolvidas corretamente. Alids, cabe ressaltar que tanto
os didlogos com o EPM como as resolugdes e construcdes por ele
realizadas, sdo repletos de inferéncias e explicagdes.
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Figura 30: Estudo do sinal das funcdes y=x>-2x-3 e y=-x’+6x-0.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.

No caso das resolucdes da figura 30, evidenciamos as conversoes
entre unidades basicas simbolicas e unidades basicas graficas ancoradas
no tratamento da expressdo que representa a fungdo e culminando no
sinal das funcBes. Na atividade 7, o EPM utilizou as raizes da funcéo, a
partir da ideia de soma e produto, e a concavidade para esbogar a
parabola e concluir a respeito do sinal, alias, este foi o procedimento
mais utilizado pelos estudantes. Na atividade 8, o EPM fez uso da
fatoracdo da expressdo algébrica, analisando o sinal de cada fator
separadamente e depois, multiplicou os sinais. Este procedimento foi
utilizado neste primeiro encontro, porém, como ja pontuado, prevaleceu
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a analise do sinal a partir da parabola, tanto com os estudantes da turma
como o EPM.

Apresentamos nas figuras a seguir o estudo do sinal necessario
realizado pelos estudantes a fim de concluir a respeito da variagdo de
fungdes propostas. A figura 31 é de uma atividade extra proposta ao
EPM, a qual ndo constava nos planejamentos; a figura 32 é da atividade
2 do Momento 4 e a figura 33, € da letra e do Momento 6. Para eshocar
a curva, todas as varidveis pontuadas nas analises a priori foram
utilizadas e a visualizacdo de como o estudo do sinal possibilitou
inferéncias a respeito da curva é que nos permite concluir sobre a
compreensao desta variavel matematica.

Figura 31: Estudo do sinal da TVI;(x) e da TVI,(x) da fungdo y=x>+9x*+27x+3.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.
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Figura 32: Estudo do sinal da TVI(x) e esboco da fungéo y=-x’+4x-3.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo estudante E3 da turma.

Figura 33: Estudo do sinal da TVI;(x) da funcéo y=x>-5x"+7x-3.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo estudante E2 da turma.
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A resolucdo do EPM, apresentada na figura 30, demonstra sua
atitude perante todas as atividades envolvidas, relativa ao seu
engajamento aquilo que quer expressar, conferindo valor social as suas
resolugdes e didlogos. A partir de explicagdes em lingua natural e em
forma de gréficos, utilizando setas e Iéxicos sistematicos, o EPM
expande seu discurso mesclando a forma natural e I6gica, mantendo o
valor epistémico e légico.

Nas solucdes de dois estudantes da turma, expostas nas figuras 31
e 32, a progressao do discurso € do tipo légica em que o valor 16gico se
verifica devido as relagfes matematicas corretas estabelecidas. O valor
epistémico é contemplado, uma vez que faz uso da progressdo do
discurso pela substituicdo de proposigdes por resultados de novas
inferéncias e também o valor social, por desempenharem a tarefa
solicitada pelo professor. Em todas as figuras é possivel evidenciar a
identificacdo de unidades basicas referentes a TV, (x) e conversdo entre
as representacdes simbolicas e graficas.

Estudar o sinal de uma funcdo no contexto do eshoco da curva
nos permite concluir que as agfes para reforgar conceitos prévios
juntamente com as situacbes-problema propostas no Momento 1,
possibilitaram a compreensdo dos procedimentos, 0s quais, por sua vez,
permitiram que 0s argumentos necessarios fossem utilizados para tal
trabalho, conferindo assim, o valor epistémico de verdade & resolucéo.
Contudo, a forma como tinhamos proposto trabalhar com o estudo do
sinal da funcdo quadratica, a partir da fatoracdo do polindmio e andlise
dos fatores, esbarrou na dificuldade de tratamento da expressdo
algébrica, ou seja, na fatoracdo de polindmios. Por isso, a fim de estudar
a TVI(x) da funcdo polinomial do terceiro grau, optamos por ndo
insistir na fatoracéo e utilizar o esbogo da parabola a partir dos zeros da
funcdo e da concavidade, maneira que, de certa forma, era habitual aos
estudantes.

Além disso, no trabalho com o estudo do sinal de fungdes
constatamos algumas questdes pontuais, as quais ja foram enfatizadas na
secdo 5.3, como dificuldades relacionadas a visualizacdo de curvas no
dominio R; a escrita e a leitura de intervalos reais; aos simbolos
matematicos, conceitos basicos envolvendo fungbes e a pouca
participacdo dos estudantes nos questionamentos.
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5.4.2 Taxa média de variacao

A taxa média de variacdo das funcBes afim, polinomiais do
segundo e do terceiro graus foi trabalhada a partir do Momento 2 com
atividades que solicitavam a TMV de funcdes a partir da representacdo
grafica apenas, no caso das atividades 1 e 5, e, a partir da representacdo
algébrica, nas atividades 2, 3, 4, 6 e 7. Introduzimos o estudo dialogando
sobre a compreensdo dos estudantes sobre velocidade média de um
movel, enquanto razdo entre a variacdo do espaco percorrido e do
tempo. Esta referéncia ndo estava prevista na sequéncia, porém foi
necesséria e frutifera para o entendimento de TMV e, mais adiante, de
TVI(x).

Os conceitos envolvidos na varidvel TMV como, por exemplo,
intervalos reais, valor da funcdo em extremos de intervalos e razdo entre
variagdo de grandezas, foram essenciais para a compreensdo desta.
Entretanto, as propriedades relacionadas a reta secante e ao coeficiente
angular de reta secante, presentes na tabela 23, ndo foram aprofundadas.
Isto, pois, a construcdo de retas secantes, o célculo dos coeficientes
angulares destas retas e a compreensdo efetiva da relacdo destas retas
com a TMV, demanda um trabalho em sala de aula permeado por
tecnologias, 0 que, por sua vez, requer mudanga de olhar para o tema
desta tese.

Outra dificuldade que ressaltamos, evidenciadas nos dialogos, foi
a de visualizar um objeto matematico a partir de suas distintas facetas,
no caso, algébrica e geométrica. Por isso, destacamos a necessidade de
um ensino que incentive e possibilite explicitamente as conversdes entre
registros de representacdo semioéticas, atividades estas que ndo sdo
espontaneas e neste trabalho podemos confirmar isso.

A seguir, trazemos um trecho dos dialogos sobre a atividade 1 do
Momento 2 com a turma sobre a TMV que demonstra equivocos basicos
sobre dominio e imagem e, por outro lado, a compreensdo sobre o
conceito de TMV.

PP: S6 pela observagao do grafico, a taxa média de variagao (TMV) neste
intervalo (apontando para intervalo [—8, —7]) é positiva ou negativa?

E2: Positiva por que esta crescendo.

PP: Isso mesmo! O resultado da TMV sera positivo, pois neste intervalo a
funcao cresce.

E1l: Mas a variagdo é analisada em x ou em y?

PP: Pois é... Estamos falando de variagdo da fungéo, entdo é a variacdo
de y!
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E1: Entdo a variacdo serd 3. Cresce uma unidade em x, a variacdo de
yserd 3.

PP: Muito bem! Isso mesmo! A TMV é o quanto o y varia quando x
aumenta 1 unidade! Neste caso, o intervalo em x aumenta 1 unidade, mas
e quando néo for, por exemplo, calcular para o intervalo [—2,0]? (Para
este intervalo, sdo definidos os pontos extremos, aproximadamente
(—2,4) e (0; 6,2) e questionado sobre como calcular a TMV).

E2: Essa variagdo ela vai dar o resultado para cada 1 unidade de x?

PP: Isso ai!

E2: Ent&o vou ver quanto varia o y e divido por 2, entdo 2,2 divido por 2,
que dal,1.

PP: Isso! O y aumentou 2,2 enquanto 0 x aumentou 2, entdo a TMV sera
a Ay/Ax, ou seja, 1,1. O proximo intervalo tem extremos (2,4) e (3,0),
entdo, sem célculo, o x foi do 2 para o 3, aumentou 1 unidade, o que
aconteceu com o y?

E3: Diminuiu 4.

PP: Entdo, nem preciso de férmula para concluir que a TMV = —4 neste
intervalo. Mas, em querendo utilizar a formula?

Neste momento do dialogo, estudantes ficam em siléncio, talvez
pensando em qual férmula utilizar ou deduzindo uma generalizacdo. A
partir disso, a ideia de velocidade média foi retomada e utilizada para
encontrar a TMV = —4.

PP: O que significaa TMV ser —47?

E2: Que decresceu.

PP: Que no intervalo que vai de x =2 att x =3 a fungdo esta
decrescendo em média...

E3: 4 unidades.

PP: Isso ai! A TMV é —4 ou a funcdo estd decrescendo em média 4
unidades no referido intervalo!

E1: Nao d& para falar que esta decrescendo -4, né?

Com o estudante do PM, os didlogos e as resolugdes foram
permeados pelas fungbes referencial, apofantica e de expansdo
discursiva. Os encontros foram bastante dialogados, em todas as
resolugdes foi possivel verificar a preocupacao do estudante em explicar
seus procedimentos, caracterizar os objetos em questdo e, mais do que
isso, realizar inferéncias, substituindo proposi¢des por novos resultados
ou acumulando informacdes necessarias para chegar a conclusdes e
compreenses. Isto se verificou tanto nas resolugbes escritas entregues
pelo estudante como nos dialogos, quando solicitado que este falasse
suas resolucdes e construgBes. A seguir, um trecho em que o EPM
explica sua compreensdo sobre TMV da atividade 1 do Momento 2.
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PP: Bem, variabilidade de uma funcéo esta relacionada a qué?

EPM: Crescimento e decrescimento.

PP: Entdo, como vocé respondeu a letra a da atividade 1?

EPM: Taxa de variabilidade é o quociente obtido da diferenca entre as
ordenadas de dois pontos quaisquer pela diferenca das abscissas destes
dois pontos. E igual ao coeficiente angular. Se a taxa ¢ positiva, a fungéo
é crescente, se é negativa, é decrescente.

Neste caso, temos um discurso por expansdo natural com
utilizacdo de registro em lingua natural e concluséo a partir do acimulo
de informacdes. Sobre a validade da argumentacdo (funcdo apoféantica),
ela tem valor I6gico, uma vez da veracidade de suas colocac@es, tem
valor social, ao responder a uma questdo feita pelo PP e empenhar-se
para explicar, e também valor epistémico, uma vez que é valida em
todos os contextos.

Em outro dialogo, referente a atividade 2 do Momento 2, o
estudante do PM expressa seu raciocinio a respeito da TMV da funcéo
afim y = —2x + 3 para intervalos distintos.

EPM: Eu fiz todas (se referindo ao célculo da TMV para os intervalos das
letras a, b, ¢ e d), mas era evidente que iam dar todas igual a -2 por que é
uma funcéo afim.

PP: O que significa esse -2?

EPM: Que a cada unidade de x que aumenta, 0 y decresce 2.

PP: Entdo, resumindo, a taxa de variacdo de uma funcéo afim é...

EPM: Constante.

O foco do trabalho com a TMV foi, entdo, a relagdo desta com a
variabilidade média da funcdo em um intervalo e a TMV genérica para
um intervalo [x,x + Ax]. Com relagdo a esta Ultima, é importante
ponderar as dificuldades no tratamento da  expressdo

TMV = W, apresentadas pelos estudantes. Os diversos erros

relacionados aos sinais, aos produtos notaveis e a multiplicacdo de
expressGes algébricas, nos possibilitaram inferir que ndo sé as
conversdes ndo sdo estimuladas no ensino, mas os tratamentos precisam,
inclusive, receber uma atencdo especial. Algebricamente, o maior
obstaculo nas atividades da sequéncia didatica, esta relacionado ao
célculo da TMV para um intervalo genérico [x,x + Ax], conforme
apresentado na figura a seguir, em que o estudante da turma se equivoca
no calculo da TVM genérica da funcdo y = x® — 3x + 3, da atividade 1
do Momento 5, mais especificamente na fatoracdo, ao colocar 0 4x em
evidéncia.
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Figura 34: Taxa média de variacio genérica da funcio y=x>-3x+3.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo estudante E3 da turma.

Questdes relacionadas ao tipo de erro da figura 34 perpassaram
todos os encontros das sequéncias didaticas. O estudante do PM,
percebendo sua dificuldade, optou por fazer uma simples substituicdo
(utilizacdo de léxico associativo na operacdo de determinacdo da funcéo
referencial) de Ax, num primeiro momento por k, e depois por h, sem
perda de compreensdo, agilizando os calculos e minimizando seus erros.
Além disso, foi a partir da TMV que o estudante se deu conta das
condi¢des de existéncia dos pontos de méximo e/ou minimo. Conforme
o didlogo a seguir sobre as TMV da fungdo y = x2 — 8x + 16, exigida
na atividade 3 do Momento 2.

PP: Entdo o que percebemos é que na funcdo quadratica, em alguns
intervalos ela tem decrescimento alto (apontando para a resposta da letra b
(TMV = —10)), em outros tem decrescimento menor (apontando para a
resposta da letra a (TMV = —6)), em outros ela cresce, ou seja, 0 grafico
é crescente em alguns “lugares” e decrescente em outros.

EPM: Interessante... Se aqui é decrescente (apontando para o intervalo
[—2,2]) e aqui ela é crescente (apontando para o intervalo [5,6]), entdo no
meio deste intervalo tem o vértice?!

A seguir, expomos o calculo da TMV da fungdo y = x? — 2, da
atividade 2 do Momento 3, seguido de explicacdo do estudante do PM.
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Figura 35: Taxa média de variagdo da funcao y=x>-2.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.

Nesta resolucdo, evidenciamos a utilizagdo de registro algébrico
no célculo da TMV para um intervalo genérico [x,x + Ax], em que 0
tratamento foi realizado corretamente. E uma resolugdo composta
também pela funcdo de expansdo discursiva em que a progressdo do
discurso ocorre de forma natural e formal, cujas proposicfes, em se
tratando da fungdo apofantica, possuem valor social, pela presenca do
ato de elocucéo; e epistémica, por utilizar relagcdes validas do ponto de
vista matematico. E uma resolucio com valor 16gico de verdade, por
estabelecer de forma coerente, as relagdes matematicas. Além disso, é
evidente a conversdo do registro algébrico para o registro em lingua
natural a fim de explicar sua conclusé&o.

Assim, a partir das situacOGes-problema apresentadas, 0s
estudantes trabalharam no procedimento de calculo da TMV e utilizaram
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0s argumentos e propriedades para a construcdo de inferéncias
relacionadas ao crescimento e ao decrescimento de uma funcdo em um
intervalo, propriedades estas expostas nas tabelas 23 e 24. Estas ac¢des
culminaram no transito entre as unidades basicas simbolicas e graficas
daTMV.

5.4.3 Taxa de variacdo instantanea de primeira ordem, Pontos
criticos, Variacao de funcgdes

As variaveis taxa de variacdo instantanea de primeira ordem -
TVI;(x), pontos criticos e variagdo de funcBes foram trabalhadas de
forma simultdnea, com maior ou menor profundidade, desde o primeiro
Momento da sequéncia didatica. A TVI;(x) que, no principio foi
chamada apenas de taxa de variacdo instantanea - TVI(x) de uma
fungdo, foi planejada, mais especificamente, para o Momento 3 e
introduzida a partir de situacdes-problemas baseadas no calculo da
TMV(x) de um intervalo genérico [x,x+ 4x], sendo Ax um
infinitesimal. Em diversos encontros fizemos referéncia a diferenga
entre velocidade média e velocidade instantanea de um moével, o que
gerou questionamentos dos quais 0s estudantes participaram ativamente,
respondendo de forma correta. Os procedimentos que possibilitaram a
compreensado das propriedades essenciais desta variavel se basearam no
calculo da TMV (x) para diversos intervalos reais proximos, culminando
em um intervalo infinitamente pequeno e genérico [x,x + Ax].
Geometricamente, contudo, a compreensdo a partir do tragcado de retas
secantes e retas tangentes a uma curva, ocorreu de forma breve devido a
fatores ja elencados, relacionados a necessidade de um trabalho com
tecnologias. Por isso, € de intencdo futura realizar um trabalho na
perspectiva desta tese permeado por tecnologias a fim de desenvolver de
forma profunda relacdo entre algebra e geometria, no que se refere as
taxas de variacdo e retas secantes ou tangentes.

As atividades iniciais propostas (atividade 2 do Momento 3)
solicitavam o célculo da TMV (x) para intervalos cada vez menores, por
exemplo, [2,3], [2,2,1], [2,2,01], [2,2,001] e [2,2,0001] e a partir
disso, o0s estudantes tinham que responder perguntas sobre o
comportamento da TMV. Na perspectiva destas atividades, foi
introduzida a nogdo intuitiva de infinitésimos e de TVI(x). Os didlogos
a seguir expdem as ideias iniciais trabalhadas.
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O primeiro dialogo, com o estudante do PM, refere-se a nogdo de
infinitésimo para encontrar a TV, (x) da fungdo y = 2x3 — x? + 16 da
atividade 4 do Momento 2, a partir da TMV = 6x? — 2x +k,
encontrada por ele.

PP: E se eu quiser calcular a TVI eu uso essa formula (apontando para
TMV = 6x2 — 2x + k), mas 0 k vai ser 0 qué?

EPM: A diferenca de x, para x; (se referindo genericamente aos
extremos de um intervalo).

PP: Mas se eu quiser calcular a TVI em um ponto especifico?

EPM: Tuusa k = 0!

PP: A TMV é 6x% —2x + k! Se eu quero saber a TVI em um ponto
especifico?

EPM: Tu usa como intervalo a variacdo de x igual a zero. Entdo k = 0.
PP: O k pode ser tdo pequeno quanto se deseja, ndo € zero, mas tende a
zero! Ele é um infinitésimo! Os infinitésimos sdo muito Uteis para a
compreensdo de alguns conceitos matematicos.

EPM: O nome infinitésimo é s6 por que ele é um nimero grandao?

PP: Nao! Ao contréario! Por que é pequeno!

EPM: Sim... Quis dizer que tem muitas casas decimais, mas pequeno em
valor!

O estudante do PM também elaborou conjecturas a respeito da
TVI(x) em outro dialogo.

EPM: A TVI é igual & TMV de um ponto até ele mesmo! Isso ficou
estranho... Ou melhor, quando Ax =0. A TVI em um ponto é o
coeficiente angular da reta tangente a parabola, a curva, naquele ponto.
Se calcula pela genérica (apontando para a TMV) e substitui os valores de
X.

O préximo dialogo, com estudantes da turma, também se refere a
noc¢do de infinitésimos para compreensdo da TVI(x) e a propriedade de
um ponto critico.

PP: Bem, a TVI é o que estd acontecendo com a fungdo em um ponto
especifico, assim, como é 0 Ax?

E2: NUmero pequeno, préximo de zero!

PP: Ax tem que ser um infinitésimo, é tdo pequeno quanto se quer, ndo é
zero, mas depois de ter a férmula genérica para a TMV, posso ignora-lo
para compreensdo da TVI. Assim, para x = 2 encontramos TVI = 0.

E2: Ent&o ai é o vértice!

PP: Isso ai! E o vértice da parabola!
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Logo, a nocdo de infinitésimos foi trabalhada de forma intuitiva a
partir de concepgdes espontaneas que, no contexto deste trabalho e
ambito do EM, se mostrou frutifera e com potencial para a compreensdo
que se faz necessario. Assim, as propriedades que emergiram das
atividades realizadas sdo as que foram previstas na analise a priori, a
constar:

- Ax é um infinitésimo, logo, é uma grandeza muito préxima de
zero, podendo ser excluida do resultado e dividida por ela mesma,
guando necessario;

- a TMV(x) de uma fun¢do em um intervalo [x,x + Ax] é, a
partir da noc¢do de infinitésimos, a TVI(x);

-a TVI(x) da funcdo em um ponto € o coeficiente angular da reta
tangente & curva neste ponto;

-a TVI(x) de uma fungo em um ponto esta relacionada com a
variabilidade da fungéo naquele ponto.

-TVI(x) > 0 — acurva da fungdo é crescente em x (tabela 8).

-TVI(x) < 0 — a curva da fungao é decrescente em x (tabela 8).

-TVI(x) = 0 — a curva tem variagdo nula em x (tabela 8).

As dificuldades no trabalho com os elementos envolvidos nestas
variaveis, 0s quais ndo eram conhecidos dos estudantes, pois ndo séo
trabalhados no &mbito do EM, foram algébricas (tratamento). Conforme
pontuado anteriormente, o foco de erros esteve no calculo da TMV para
[x, x 4+ Ax], necesséario para analisar a TVI(x), encontrar pontos criticos
e decidir sobre a variabilidade da curva.

A seguir, apresentamos alguns didlogos sobre as variaveis em
guestdo. Inicialmente, um didlogo com a turma sobre a funcédo
y = x? — 4x — 5, da atividade 4 do Momento 3.

PP: Bem, a TVI é o que estd acontecendo com a fungdo em um ponto
especifico, assim, como é 0 Ax?

E2: NUimero pequeno, préximo de zero!

PP: Ax tem que ser um infinitésimo, é tdo pequeno quanto se quer, ndo é
zero, mas depois de ter a férmula genérica para a TMV, posso ignora-lo
para compreensdo da TVI. Assim, para x = 2 encontramos TVI = 0.

E2: Ent&o ai é o vértice?

PP: Isso ai! E o vértice da parabolal!

Neste dialogo esta presente a operacdo de predicacdo da funcéao
apofantica, em que o estudante vincula um conceito a uma propriedade,
no caso, 0 conceito de vértice de uma pardbola a propriedade
relacionada aos pontos criticos, em que a TVI(x) = 0.
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Com o EPM, apresentamos dialogo a seguir a fim de expor o
raciocinio utilizado pelo estudante sobre a mesma atividade
(y = x? — 4x — 5), mas especificamente da letra f, a qual solicitava, a
partir da TVI(x), a andlise da variacdo da funcéo.

EPM: Entéo, eu calculei para quando a TV é zero.

PP: Por qué?

EPM: Para analisar o que acontece com a fungdo... Se ela cresce ou
decresce, em valores maiores e menores que 0 encontrado.

PP: Mas por que zero?

EPM: Por que a TVI é zero no Vértice, onde a reta tangente é horizontal,
constante. E ai encontrei que a TVI é zero para x = 2, para x < 2 elaé
decrescente e para x > 2, ela é crescente.

PP: Entdo, para analisar o crescimento e o decrescimento de uma funcio
somente a partir da expressao algébrica, sem o gréfico, eu posso utilizar
essas ideias?

EPM: Mas tu tem que achar o vértice.

PP: E como se encontra o vértice?

EPM: Tu encontra a TMV para um intervalo e faz Ax tender a zero...

Além disso, o0 EPM elaborou conjecturas a respeito da TVI(x), a
qual foi lida por ele.

EPM: A TVI é igual @ TMV de um ponto até ele mesmo! Isso ficou
estranho... Ou melhor, quando Ax =0. A TVI em um ponto é o
coeficiente angular da reta tangente a parabola, a curva, naquele ponto.
Se calcula pela genérica (apontando para a TMV) e substitui os valores de
X.

As colocagdes do EPM séo expansOes discursivas que mesclam a
progressao natural e légica, possuem valor l6gico de verdade, por serem
formadas de afirmativas validas matematicamente, e valor social quando
0 EPM argumenta a fim de explicar sua resolugdo. O valor epistémico
das afirmacbes também foi alcancado uma vez que o progresso do
discurso foi feito por substituigdes validas do ponto de vista matematico.
Outro ponto importante a ser abordado € a espontaneidade que o EPM
demonstra na transi¢do entre o registro algébrico e em lingual natural.
Na figura, expomos algumas construgbes do EPM relacionadas &
TV (x).
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Figura 36: Taxa de variagdo instantanea, pontos criticos e variacdo da funcéo
y=x2-2.
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Na resolucédo da letra f da atividade 2 do Momento 3, exposta na
figura 36, o estudante do Programa Mentores utilizou diversos conceitos
e propriedades a fim de argumentar a respeito de suas conclusdes.
Dedicado a tarefa de explicar, transita de forma espontanea entre
diferentes registros de representacdo, expandindo seu discurso ora por
acumulacgdo, ora por substituicdo, sempre prevalecendo o valor social,
utilizando coerentemente Iéxicos em suas designagdes. Um equivoco, no
entanto, quando relaciona o sinal da TVI(x) ao sinal da funcéo
quadratica, na figura sublinhado, ndo confere o valor ldgico de verdade
a sua proposicdo. Contudo, essa proposicdo ndo invalida suas
inferéncias e é o tipo de resposta que deveria ser valorizada e
incentivada no ensino, a fim de possibilitar aprendizagens significativas.

As ideias pontuadas também séo validas para o didlogo a seguir,
sobre a atividade 1 do Momento 4, em que foram solicitadas a TVI(x)
da funcdo y = —3x + 4 e a analise da variagdo desta, ao que o estudante
do PM argumenta.

EPM: Bem, na letra a, a TMV ... Isso é uma funcdo afim, entdo a TMV vai
ser constante para qualquer intervalo. De cara d& para saber que, como a
funcdo é afim, a TMV é —3, por que é reta! Eu fiz toda a conta, mas nem
precisaval T4, entdo a TVI vai ser também —3 por que nem tem Ax (se
referindo & formula da TMV do intervalo [x,x + Ax]). Ent&o, pensando
bem, tu tem a reta (y = —3x + 4) e pega um ponto dela, a reta tangente a
ela neste ponto tem coeficiente angular igual a essa TVI (apontando para
0 —3) e vai ser uma reta que passa sobre a fungéo. Entéo é —3!

PP: E esse —3 est& associado a que na expressao algébrica da funcao?
EPM: Ao coeficiente angular.

A resolugdo a seguir € um tipo comum entre os estudantes ao
resolverem problemas matematicos. Apresentada por um estudante da
turma para a atividade 2 do Momento 4, a qual envolve a variavel
TVI;(x), pontos criticos e variacdo de fungdes. Nesta atividade, a
solicitagdo das letras a e b eram o calculo da TV, (x) e a anlise desta
relacionando com a variabilidade da funcdo. Constatamos nesta
resolucdo uma expansdo discursiva por substituicdo e progressao l6gica,
com valor l6gico de verdade, valor epistémico e também social. Muitas
inferéncias ocorreram por substituicdo, ficando implicitas na resolucéo.
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Figura 37: Analise da TVI(x) no eshogo da curva da funcdo y=-x"+4x-3.

b

Fonte: Atividades desenvolvidas pelo estudante E3 da turma.

Com relacdo aos pontos criticos, a ideia de maximos e minimos
absolutos e/ou relativos era relativamente nova para estudantes do EM.
Contudo, nas situacBes propostas, tanto nas atividades de observagédo
grafica como nas que necessitavam o calculo da TVI(x), estas ideias
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foram utilizadas coerentemente. Os pontos criticos foram trabalhados a
partir do Momento 1 e, neste, sem formalizacdo, por meio de graficos
apenas.

Como a compreensdo de maximos e minimos relativos e
absolutos perpassa a compreensdo de dominio e imagem de uma funcao,
o trabalho de encontrar maximos e minimos a partir apenas da expressdo
algébrica se tornou custoso para os estudantes. Nesta varidvel,
identificamos a mesma dificuldade ligada ao célculo da TVI(x) por
meio da TMV para [x,x + Ax]. Outro ponto importante a ser levantado
é com relacdo a resolucdo de equacdes do segundo grau. As dificuldades
de tratamento de uma equacdo do segundo grau sdo recorrentes e isso se
deve ao fato, também recorrente, de um ensino que supervaloriza a
utilizacdo da formula de Bhaskara, sem a efetiva compreensdo do qué
estdo calculando e o significado do resultado encontrado, néo
incentivando, quando possivel, a utilizagdo de outros meios como a
fatoragdo e, por que ndo, experimentos por tentativas.

Todavia, apesar disso, 0 objetivo de identificar os pontos do
dominio da funcdo em que a TVI(x) se anula e classificd-los em
maximos e/ou minimos relativos e/ou absolutos foi de fato atingido. Dos
conceitos envolvidos nesta variavel e que elencamos na andlise a priori
(valor da fung¢do, maximo/minimo relativo, méximo/minimo absoluto,
reta tangente, reta constante, coeficiente angular, TVI(x)), ndo foi
possivel o aprofundamento da relacdo dos pontos criticos com as retas
tangentes. Por isso, as propriedades mais exploradas foram as expostas
nas tabelas 9 e 10.

As atividades relacionadas com a varidvel variacdo de funces
foram organizadas especificamente nos Momentos 4 e 5, contudo, desde
0 primeiro encontro foi proposto, partindo da representacdo grafica e,
nos outros encontros, da expressdo algébrica das fungdes afim,
quadratica e polinomial do terceiro grau, a identificacdo dos intervalos
de crescimento e decrescimento de uma fungdo. Concluir sobre a
variabilidade da funcdo por meio da analise da TVI(x), ou seja,
relacionando o sinal da TVI(x) da funcdo a variabilidade desta e,
consequentemente, com o grafico da funcdo, foi possivel somente a
partir do sexto encontro com a turma.

Evidenciamos, a partir das atividades desenvolvidas, que o0s
estudantes possuem um breve entendimento da ideia de variacdo de
fungdes. Quando sdo feitas perguntas pontuais quanto a variabilidade de
curvas, para intervalos especificos, os estudantes responderam de
imediato. A dificuldade, contudo, apareceu quando solicitado para que
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conjecturassem sobre a variabilidade de forma ampla, levando em conta
a curva em todo seu dominio, ou seja, explicar sobre o crescimento e
decrescimento e os intervalos em que ocorrem, tanto a partir da curva
que representa a fungdo quanto a partir da sua expressdo algébrica.
Nestas atividades, evidenciamos o resultado de diversos trabalhos aqui
apresentados sobre funcBes: as numerosas dificuldades de uma
compreensdo ampla sobre funges.

Com relacdo as propriedades e argumentos necessarios para
avaliar a variacdo de funcdes nos didlogos e nas resolucdes do EPM,
fica evidente a funcdo de expansdo discursiva, utilizando-os
adequadamente. Contudo, nas resolucBes dos estudantes da turma, as
operagdes de substituicdo de proposi¢des por resultados de inferéncias
(funcdo expansdo discursiva) ocorreram de forma implicita, sem
explicagdes em lingua natural.

A seguir, na figura 38, apresentamos a resolucéo de um estudante
da turma para a atividade 2 do Momento 4, na qual ele estuda o sinal da
TVI,(x) e eshoca a curva, utilizando coerentemente, porém
implicitamente, as propriedades e os argumentos. A expansdo do
discurso ocorreu de forma ldgica uma vez que ndo foi seguida de
explicacdes, ndo interagindo, assim, com o interlocutor, no caso, quem
solicitou a resolucéo. Apesar disso, a reunido coerente de proposicoes e
0 transito entre as unidades basicas graficas e simbdlicas relacionadas a
variabilidade, nos possibilitam concluir que ocorreu a compreensao da
curva.
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Figura 38: Esboco da curva da fungéo y=-x*+4x-3.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo estudante E3 da turma.

5.4.4 Taxa de variagdo instantanea de segunda ordem

O estudo da concavidade de uma curva foi realizado no Momento
4 e aprofundado no Momento 5. A nocéo de concavidade foi introduzida
a partir do esboco de uma funcdo polinomial de terceiro grau, cuja
TVI,(x) possui duas raizes reais e iguais, em que o estudo do sinal da
TVI,(x) ndo possibilita esbocar a curva convenientemente. Esta
compreensdo foi motivada pela visualizagdo das retas tangentes a uma
curva (figura 19), a qual possibilitou analisar o comportamento das
inclinacBes destas retas, ou seja, da variacdo da taxa de variacdo
instantanea de primeira ordem, a qual nomeamos de taxa de variagao de
segunda ordem TVI,(x). Utilizamos também associagcbes entre a
TVI,(x) e a aceleracdo de um movel. Com relacdo a nomenclatura,
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optamos por utilizar taxa de variagdo instantanea de segunda ordem
(TVI,(x)), visando ndo contradizer aquela que é usada no ensino
superior.

As propriedades relacionadas a variavel concavidade, presentes
na tabela 18, foram utilizadas para o célculo da TVI,(x) de fungdes
polinomiais do terceiro grau e estudo do sinal desta relacionado ao valor
de a da fungdo que representa a TVI,(x). Como a analise da TVI,(x) €
analoga a da TVI,(x), as dificuldades apareceram no tratamento da
TVI;(x). Os procedimentos previstos para compreensdo desta variavel
proporcionaram uma coerente utilizacdo dos argumentos pelos
estudantes, relacionando as unidades basicas simbdlicas da expressao de
TVI,(x) as unidades basicas graficas da concavidade.

Em algumas resolucdes, o estudante do Programa Mentores nédo
analisou a TVI;(x) para esbocar a curva, ou seja, ndo analisou a
variabilidade da funcdo, e sim a TVI,(x). A partir da TVI;(x) o
estudante do PM identificou os pontos criticos e encontrou a TVI,(x) €
0 eshoco da curva foi realizado utilizando os pontos criticos e a
concavidade. A seguir, apresentamos o didlogo com este estudante em
que ele explica seu entendimento sobre a nocdo de concavidade da
atividade 1 do Momento 5, relativa a fungdo y = x3 — 3x + 3.

EPM: ATVI, deu 6x... (fica pensando...).

PP: A TVI, é como se comportam as retas tangentes. O coeficiente
angular das retas tangentes esta crescendo? Decrescendo?

EPM: N&o pode ser sempre crescente...

PP: Nao, pois em x = —1, por exemplo, aTVI, = —6.

EPM: Ent&o preciso fazer o estudo do sinal da TVI,. Bem, isso zera em
x =0,aTVI, é positiva para x > 0 e negativa, prax < 0. Emx=0¢é0
negdcio onde divide as concavidades que esqueci 0 nome.

PP: Ponto de inflexdo.

EPM: A concavidade é para baixo para x < 0 e para cima para x > 0.
Tem duas concavidades. Eu preciso saber quantas vezes a fungéo corta o
eixo x?

PP: Para fazer um esbogo interessante, sim!

EPM: A funcéo possui um méximo relativo quando x = —1 e um minimo
relativo para x = 1 e ndo possui maximo e minimo absolutos, pois ela
cresce indefinidamente (apontando para x>1) e decresce
indefinidamente (apontando equivocadamente para a fungdo em x < —1).

Diante disso, 0 estudante calculou e encontrou os pontos (—1,5)
e (1,1), esbogou a curva e localizou também o ponto de inflexdo (0, 3).
Na sequéncia, apresentamos o calculo da TVI,(x) deste estudante e 0s
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argumentos utilizados por ele no esbogo da curva desta funcdo

(y = x® — 3x + 3) a partir da concavidade.

Figura 39: Esboco da curva da fun(;ao y=x 3x+3 a partir da TVI (x)
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Continua na préxima pagina.
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Continuacéo da figura 39.

Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.

As proposicdes utilizadas para inferir a respeito da curva
possuem valor logico de verdade, valor epistémico e social. O discurso
utilizado pelo estudante do PM combina registro algébrico com registros
da lingua natural. Contudo, o eshoco se efetivou a partir da identificacdo
e coordenacdo de unidades basicas simbolicas e graficas relativas a
concavidade, apresentadas na tabela 18. As mesmas ideias sdo
evidenciadas na resolugdo da funcdo y =x3-5x2+7x—3 do
Momento 6, a seguir exposta.
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Figura 40: Eshogo da curva da fungdo y=x’-5x*+7x-3 a partir da analise da
TVIy(X).

Du==2" 5" +F% -3 g {
WZi=
™MV = Abl = L{x*}“ ~5- ]zth *—7“/:4‘*-”}’3j ~(=” —427 43y =)
(z+4) —=
fﬁ. ~l/7 +P= -974)42541) ‘5 a2+ 8] *&"‘?&’37/
3 _,_523 _j i
%7 = [/+2Rz‘ +ﬂzz +)xzz +ﬂ2:(, ":ﬂB -52!—10}1 -523}
2 )
v A =k +BE Ao B )
% - *h@ptxg +j£z *ﬂl! }—ﬂ?sz *23—£2£z-—49ﬂ +74
By = X(o )i D o~ 1 3]
Dx G H—
AT =322 +3x + N -1 =5} 42
h W’ﬁ/l'/: :‘tz—si.?Oz +2
- — e
VT, =32 o +7
% —Jox +7 =0 o
= +do 24/ y.L303] = 24
2-(3) & e
== b * — g ' = + = L 3
ez > o = f%/;:zé
= = 0 _ )
b 2 %i—rﬁ / A = = 1 - 66, :v@ )

Continua na préxima pagina.



272

Continuacéo da figura 40.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.

No caso dos estudantes da turma, as resolugdes seguiram as
etapas planejadas na sequéncia didatica: encontrando a TVI;(x),
analisando seu sinal, conjecturando sobre a variagdo da funcéo,
encontrando 0s pontos maximos e minimos e, se necessario, trabalhando
com a TVI,(x). A figura a seguir expde o esbogo da fungdo
y = —x3 + 6x% — 12x — 3, do Momento 6.
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Figura 41: Esbogo da curva da fungéo y=-x>+6x*-12x-3.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo estudante E2 da turma.
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Na resolucdo da figura 41, evidenciamos um discurso expandido
de forma légica, com a acumulacdo de informacGes e utilizacdo das
propriedades, conceitos e argumentos requeridos para esbogar a curva.
Evidenciamos a conversdo entre registro de representacdo algébrico e
grafico a partir de unidades basicas vinculadas a TVI,(x) e a TVI,(x).
Neste tipo de discurso, porém, muito comum em Matematica, 0
estudante ndo demonstra engajamento para explicar suas conclusdes por
meio da expansao natural.

5.4.5 Esbocgo de curvas

As ac¢bes que envolvem o esboco de curvas permearam todos 0s
encontros das sequéncias didaticas. A analise do dominio e da imagem,
a identificacdo de pontos maximos, minimos e de inflexdo, de intervalos
de crescimento e decrescimento e concluses a respeito da concavidade,
bem como o estudo do sinal foram atividades profundamente discutidas
nos seis Momentos planejados e em todos 0s encontros das sequéncias
didaticas. Contudo, conjecturar sobre o esbogo de curvas na perspectiva
da interpretacdo global de propriedades figurais a partir das taxas de
variacdo instantaneas, foi possivel, a partir de atividades previstas no
Momento 4.

Nas sequéncias didaticas, nos deparamos, com algumas lacunas
de aprendizagem em elementos essenciais para este trabalho, como o
estudo do sinal de fungdes, a definicdo e célculo de raizes de uma
funcgdo, o (des)conhecimento da simbologia matematica de modo geral,
especificamente, com relacdo a intervalos reais, plano cartesiano, par
ordenado, dominio e imagem de funcgdes, entre outros. Por isso, essas
ideias precisaram ser revistas e retomadas em diversos encontros,
porém, ainda assim, o caminho trilhado nas sequéncias nos permitiu
olhar para os gestos intelectuais dos estudantes e refletir sobre eles.

Nossa proposta visa, no esboco de curvas de fungdes no EM,
trabalhar no sentido de utilizar a compreensdo da variabilidade da
funcéo para oportunizar a conversao do registro algébrico para grafico e
do gréfico para o algébrico perpassando a identificagdo de unidades
simbdlicas gréficas e algébricas relacionadas a variabilidade da fungéo.
Na conversdo do registro grafico para o algébrico ndo intencionamos
chegar & expressdo da funcdo, mas ter ideia e compreensdo de sua
variagdo (TVI(x)), de acordo com a figura 18.
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Nas construcGes dos estudantes evidenciamos as conversdes
necessérias, entre registro algébrico e grafico e a volta a partir da
identificacdo de varidveis simbdlicas e graficas, e além disso, da
identificacdo das mudancas que as unidades simbdlicas ocasionam na
grafica e que as graficas ocasionam na simbdlica, ndo relacionada a
expressao algébrica da funcdo, mas sim, a taxa de variagdo instantanea
desta funcdo. A seguir, expomos algumas construcfes dos estudantes na
perspectiva proposta e que evidenciam a interpretacdo global das
propriedades figuras.

Figura 42: Esboco da curva da funcdo y:gx2-4x+3.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo estudante E2 da turma.

No esboco da curva da fungdo y = 2x2 — 4x + 3 do Momento 6,
exposta na figura 42, observamos que, primeiramente, o estudante
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organizou seu discurso em etapas como forma de organizar 0s
procedimentos necessarios. De acordo com a resolugdo da figura 42, a
fim de eshocar a curva, a TMV(x) para um intervalo genérico
[x,x 4+ Ax] foi encontrada e, a partir deste resultado, a TVI;(x),
tomando Ax como um infinitesimal. Na sequéncia, foi analisado o sinal
da TVI,(x) e, por fim, a paradbola foi esbocada e o ponto critico
identificado. Antes do esbogo “final” foi construido um eshogo de
variabilidade com flechas que determinam o crescimento e
decrescimento, chamada por Thomas Jr. e Finney (1988) de “envoltoria”
formada pelas retas tangentes dentro da qual a curva fica contida e
indica seu formato.

Com relag&o ao seu discurso, o estudante utilizou uma expanséo
do tipo l6gica, formada por proposicfes validas matematicamente, tendo
assim, um valor légico de verdade. A maioria dos estudantes da turma
apresentaram suas solugdes a partir de uma expansao do tipo légica, ndo
utilizando a expansdo em lingua natural para expressar suas conclusoes.
Isso se verifica também nas construcdes apresentadas nas figuras 43 e
44, expostas a seguir.

Especificamente com relagdo a figura 43, a solicitacdo era
esbocar a curva da funcdo polinomial do terceiro grau
y=x3—-5x2+7x—3. Neste caso, a TVI;(x) é uma funcdo
polinomial do segundo grau com duas raizes reais e distintas, cuja
andlise do sinal foi realizada esbocando a pardbola por meio das suas
raizes e da concavidade, identificada pelo sinal do coeficiente a da
TVI,(x). A concavidade ndo foi analisada uma vez que a TVI,(x) é
suficiente. A figura 40 apresenta a resolucdo da mesma funcdo, mas
realizada pelo estudante do PM, o qual esbogou a curva com base na
concavidade.
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Figura 43: Esboco da curva da fungéo y=x>-5x*+7x-3.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo estudante E2 da turma.

As propriedades e argumentos necessarios para esbogar a curva
na resolucéo da figura 43 foram utilizados, mesmo que implicitamente.
E uma resolucio com valor légico de verdade, valor epistémico e social.

O esbogo a seguir é da funcdo y = x3 + 3x do Momento 6, cuja
TVI,(x) ndo possui raizes reais e a Unica analise possivel é a da
TVI,(x).
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Figura 44: Esboco da curva da funcéo y=x>+3x.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo estudante E3 da turma.

Para o esboco da curva da fungdo y = x3 + 3x, como consta na
resolucdo da figura 44, foi necessério encontrar e analisar a taxa de
variacdo de segunda ordem (TVI,(x)), uma vez que a TV, (x) é sempre
positiva e informa apenas que a curva é crescente. Para melhorar o
eshogo, calculou-se a TVI,(x), a qual informa sobre os pontos de
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inflexdo e a concavidade. Contudo, ndo fica claro se o estudante utilizou
a relagdo entre a TV, (x) e a concavidade para esbogar a curva pois ndo
esta explicito se o estudo do sinal da TVI,(x) foi realizado para avaliar
a concavidade, mesmo porque, também ndo conseguimos concluir a
partir do esboco final da curva.

Nas figuras 45 e 46 a seguir, expomos construcdes do estudante
do Programa Mentores para o eshoco da curva de uma funcéo?
polinomial do segundo e do terceiro grau, respectivamente. Na figura
45, 0 eshogo da curva y = 3x% — 6x + 3 a partir de um discurso repleto
de inferéncias, alternando a expansdo natural e logica que demonstra o
engajamento o estudante na comunicao de suas conclusdes. Este mesmo
tipo de discurso é evidenciado na figura 46, que apresenta o esboco da
curva da fungdo y = x3 + 6x — 3.

Figura 45: Esboco da curva da funcéo y=3x*-6x+3.
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Continua na préxima pagina.

%7 Essas duas funges propostas ao estudante do Programa Mentores (EPM)
ndo constam nos Momentos planejados, elas foram atividades extras
solicitadas para o Ultimo encontro.
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Continuacéo da figura 45.
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Fonte: Atividades desenvolvidas pelo EPM.

Figura 46: Esboco da curva da funcéo y=x>+6x-3.
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Continuacéo da figura 46.
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Nesta Gltima figura, evidenciamos que, para 0 estudante do
Programa Mentores, um esbogo genérico da curva, apenas com a
concavidade ndo foi suficiente, de acordo com ele “a TVI;(x) e a
TV I,(x) ndo foram muito precisas”, o que o levou a encontrar alguns
pontos da curva da referida funcédo e localiza-los no plano cartesiano a
fim de tornar o grafico mais preciso. Esta atitude evidencia o apego a
abordagem ponto a ponto, mesmo compreendendo a curva em Sseus
aspectos variacionais, ainda assim, a necessidade de exatiddo se fez
presente.

O material coletado referente as resolugdes dos estudantes, com
algumas particularidades, explicita o caminho alternativo trilhado de
forma coerente, fazendo uso de proposicOes validas segundo a
argumentacdo matematica. Na maioria dos eshocos, percebemos um
discurso com expansdo do tipo ldgica, mesclando registros algébricos e
graficos, mas utilizando pouco a lingua natural. Evidenciamos que as
unidades bésicas simbodlicas foram identificadas e coordenadas com
unidades bésicas graficas.

A partir das construges apresentadas, bem como dos dialogos
em sala de aula, ficou explicita a falta de habito dos estudantes de
escreverem sobre os resultados encontrados e de explicarem o porqué de
suas escolhas e agBes na resolucdo de problemas. Percebemos a
necessidade de encontrar resultados numéricos sem explicar esses
resultados e as conclus@es que ocasionam deles.

Neste sentido, para trabalhar com o esbogo de curvas na
perspectiva desta tese, é necessario uma mudanca de concep¢do no
ensino de Matematica como um todo. A abordagem de eshocar curvas
“ponto a ponto”, quando ¢é a Uinica trabalhada no ensino, pode tornar-se
um processo mecanico que, conforme abordado no capitulo 3, ndo
possibilita compreender as correspondéncias semiéticas entre o registro
algébrico e grafico, sendo assim, fonte de intmeras dificuldades.
Contudo, ndo é s6 no esboco de curvas que processos mecanicos sdo
exclusivamente utilizados. A Matematica é trabalhada a partir deste tipo
de entendimento, em que as formas de resolucdo perpassam técnicas
algébricas mecanicas.
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6 DISCUSSOES FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

As inquietacdes de professora de Matematica de ensino médio em
inicio de carreira e 0 compromisso com a pratica de sala de aula
despertaram-me, sobretudo, para a compreensdo das questdes referentes
a aprendizagem matematica e conduziram-me na pesquisa sobre o
esboco de curvas e as atividades cognitivas envolvidas, na perspectiva
da interpretacdo global das propriedades figurais. Da imersdo em um
processo de estudo e revisao de literatura sobre o assunto, concluimos a
urgéncia de problematizar os processos e abordagens usuais de esbogo
de curvas.

O eshogo de curvas e a compreensdo do fendbmeno que elas
representam sdo atividades de suma importancia em diversas areas do
conhecimento e também em tarefas cotidianas. Contudo, devido as
questbes relacionadas ao seu ensino, em que 0 eshogo perpassa
mecanicamente a unido de pontos no plano cartesiano, encontrados a
partir da expressdo algébrica, 0s estudantes demonstram muitas
dificuldades.

A impossibilidade de acesso perceptivel e instrumental a um
objeto matematico e sua apreensdo por meio exclusivo de suas distintas
representacdes tornam o ensino e a aprendizagem matematicos
peculiares e distintos de outras &reas da ciéncia. A compreensdo de um
objeto matematico esta vinculada a articulacdo de diferentes registros de
representacdo semiotica deste objeto. Assim, compreender as
dificuldades de aprendizagem dos estudantes requer uma analise
criteriosa sobre as distintas representacfes semioticas deste objeto, as
possibilidades de conversGes entre elas e, mais do que isso, a exploragéo
dessas conversdes no ensino de forma consciente, explicita e orientada.

Pesquisas apresentadas no capitulo terceiro enfatizam que as
dificuldades de aprendizagem relacionadas ao esbogo de curvas e, mais
genericamente, as fungdes, se originam de um enfoque, praticamente
Unico, dado no ensino, a construcdo de graficos a partir da abordagem
“ponto a ponto”, a qual nao permite a compreensdo das conversdes entre
representagbes semidticas da funcdo, caracteristica esta fundamental
para a aprendizagem de acordo com a teoria de Raymond Duval. As
abordagens presentes nos livros didaticos e no préprio ensino atual
inviabilizam o trabalho com a variagdo da funcdo uma vez que restringe
0 eshoco a unido de pontos no plano cartesiano, encontrados
substituindo valores de x na fungdo, priorizando o desenvolvimento de
técnicas algébricas.
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De acordo com Duval (2011a), a abordagem de interpretagdo
global das propriedades figurais possibilita a compreensdo integral do
esboc¢o de uma curva. Esta abordagem perpassa a analise da congruéncia
entre registro algébrico e grafico com base nas unidades significativas
de cada representacdo, a partir de recursos que possibilitam identificar
essas unidades significativas e coordena-las. Em excursédo aos trabalhos
ancorados nesta abordagem, encontramos algumas iniciativas a fim de
refletir o esboco de curvas a partir de elementos como 0s parametros da
expressao algébrica, a translagdo, a simetria, os elementos do célculo e o
procedimento informatico.

A intencdo de compreender e esbocar uma curva a partir da sua
variabilidade, possibilitando assim, a compreenséao da transformacéo, do
dinamismo e do movimento presentes na curva de uma funcdo, fez com
gue buscdssemos na nocdo de infinitésimos a possibilidade de trabalho
no dmbito do ensino médio. Assim, a utilizacdo do recurso taxas de
variacdo por meio dos infinitésimos foi pautada na necessidade de uma
compreensdo ampla e profunda do conceito de funcgdo relacionada ao
dinamismo inerente a este objeto matematico. Ademais, a escolha pela
noc¢do de infinitésimo perpassa a historia da construcdo dos conceitos
matematicos, e estd em consonancia com pesquisas que demonstram que
esta nocdo é espontinea aos estudantes, enquanto a abordagem via
limites e derivadas, perpassa um “algebrismo” desnecessario neste nivel
de ensino.

A partir disso, elaboramos um caminho de esbogo de curvas, cuja
coordenacdo de unidades bésicas simbolicas e gréaficas é viabilizada
pelas taxas de variagdo instantdneas da funcdo. Buscamos olhar e
compreender o caminho alternativo elaborado trabalhado em sala de
aula, olhando-o em suas possibilidades e limitagdes em diversos
aspectos e também pelo viés pedagdgico; guiados pela interrogacéo:
quais sdo, em nivel cognitivo e pedagogico, as possibilidades e as
limitagBes do esboco de curvas de algumas fungbes do EM, numa
perspectiva de interpretacdo global de propriedades figurais, a partir
da andlise da taxa de variacdo, calculada e compreendida a partir da
nog¢ao de infinitésimos?

O esquema apresentado na figura 47 possibilita uma visdo geral
de aspectos importantes que envolvem o caminho alternativo sugerido.
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Figura 47: Esquema do caminho alternativo para esbogo de curvas no ensino
médio.
Esbogo de curvas de fungdes no EM — abordagem de
interpretagdo global das propriedades figurais.

1

Sugestio de caminho

alternativo =) Taxa de variacio
! !
Abordar no ensino médio Sem a formalizagdo das nogdes de
conceitos intuitivos do limite e derivada, mas por meio da
Calculo para compreensio da nocio de infinitésimo.
variag¢iio instantinea de
fungdes. 1

Os infinitésimos sdo estruturados
teoricamente pela Analise Nio Standard que
surgiu somente na década de 60 do século
XX, com estudos de Abraham Robinson.

Fonte: Os autores.

O esquema da figura 48 resume o caminho alternativo para o
esbogo de funcgBes polinomiais de segundo grau, baseado no célculo e
interpretacdo da taxa de variacdo instantnea da funcdo, a partir dos
quais é possivel coordenar as unidades basicas simbdlicas e graficas.

Figura 48: Esquema do caminho alternativo para esboco de curvas de funcgdes
polinomiais do segundo grau.

Registro algébrico

4

TMYV para [x, x+A4x]
Unidades bésicas_| ﬁ —_— Nogio de

simbélicas = infinitésimo
Estudo do sinal da TV7,

Conclusdes sobre a variabilidade

Unidades bésicas_| ﬁ
grificas

Esbogo da curva

Fonte: Os autores.
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A figura 49, por sua vez apresenta peculiaridades do caminho
alternativo para fungdes polinomiais do terceiro grau, necessitando em
alguns casos a analise da taxa de variagdo instantanea de segunda
ordem.

Figura 49: Esquema do caminho alternativo para esboco de curvas de funcdes
polinomiais do segundo grau.

Registro algébrico

g

TMV para [x, x+Ax[

H ——p  Nogio de

infinitésimo

raizes reais e iguais ou ndo : duas raizes reais e
possui raizes reais : ﬁ / distintas

TVI=0 4
VI, Estudo do sinal da TVI;

I

Conclusio sobre a variabilidade

% Esbog¢o da curva

Ap6s andlises teoricas e construcdes que levaram em conta
aspectos cognitivos, apresentadas nas tabelas 13, 17, 18, 19 e 20,
envolvemos estudantes do terceiro ano do ensino médio para o
desenvolvimento de uma sequéncia didatica elaborada a partir de
elementos da Engenharia Didatica. A pesquisa caracterizou-se como
qualitativa e foi realizada com o objetivo de refletir sobre os gestos
intelectuais requeridos no e que constituem o trabalho de esboco de
curvas na perspectiva da interpretacdo global. Cognitivamente, nos
interessamos nas atividades fundamentais que perpassam a apropriagdo
do conhecimento matematico; pedagogicamente, buscamos extrair
elementos a fim de problematizar o ensino e que futuramente auxiliem
na elaboracdo um plano de trabalho na perspectiva proposta. Para tanto,
as variaveis matematicas que interagem no e emergem do esboco de

Estudo do sinal da TVI,

Fonte: Os autores.
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curvas, expostas no esquema da figura 50, foram analisadas a priori e a
posteriori a fim de deflagrar reflexdes nesta perspectiva.

Figura 50: Varidveis mateméticas que interagem no e emergem do esbogo de
curvas.

Estudo do sinal de

/ fungoes afim e quadrética\
TVI é a.pz;_rti.r da nogio / TM] Ii/nlt)g:\illaélllgum
e infinitésimo
\ Esboco de
TVI,; a partir da nogéo

/ curvas \
\ de infinitésimo

Pontos criticos

Variagdo de funcgdes

Fonte: Os autores.

A abordagem de eshogo de curvas, chamada por n6s de caminho
alternativo, foi trabalhada em duas sequéncias didaticas desenvolvidas
em momentos distintos. Num primeiro momento, trabalhamos com
estudantes de uma escola estadual de Erechim e, num segundo
momento, com um estudante participante do Programa Mentores do PIC
da OBMEP. O foco do trabalho foram func¢des polinomiais do segundo
e terceiro graus, que por serem continuas em todo o dominio R, néo
causariam problemas relativos a existéncia das taxas de varia¢cdo. Com o
estudante do Programa Mentores, foi possivel ir além e construir um
didlogo acerca das funcdes seno e cosseno. Nesta sequéncia foram
resolvidas questdes diretas, a fim de reconhecer objetivamente as
atividades cognitivas mobilizadas e as resolugcfes dos estudantes.

Nosso objetivo foi, entdo, deflagrar reflexdes e sinalizar
possibilidades para a construgdo de abordagens diferenciadas de ensino
e formas de pensar, compreender e esbocar curvas. Desta forma, em
consonancia com os objetivos e encaminhamentos da pratica planejada,
0s estudantes da turma e o estudante do Programa Mentores
experimentaram uma nova forma de “olhar” curvas.
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A partir dos dados apreendidos ao longo da investigacdo, algumas
reflexdes e compreensdes sdo evidenciadas, entre elas, que este caminho
permite uma mudanca em termos de compreens@es de curvas e fungdes
na medida em que coloca o entendimento do movimento no centro do
processo. A nocdo de infinitésimos, trabalhada de forma intuitiva, se
mostrou frutifera no célculo e entendimento da taxa de variagdo
instantanea de uma funcdo, com potencial para a compreensdo do
esboco da curva no contexto deste trabalho e &mbito do EM.

A utilizacdo da taxa de variacdo da funcdo possibilitou as
conversdes necessarias de registros de representacdo semiotica,
mediadas pelas unidades significativas. As resolugdes dos estudantes
apresentadas expdem a forma como estes conceberam o caminho
alternativo e fizeram uso das relagcdes entre expressdo algébrica da
funcéo e grafico.

No que tange as praticas pedagdgicas e ao que 0 ensino
promoveu em termos de argumentacdo e utilizacdo de propriedades,
exploramos os didlogos e resoluces dos estudantes com relacdo ao
discurso utilizado. Esta investigacdo possibilitou concluir que o ensino
atual ndo promove o desenvolvimento de um discurso, ndo incentivando
a comunigdo oral e escrita a respeito das inferéncias realizadas sobre 0s
problemas. Diversas dificuldades no ato de elocugdo dos estudantes,
oriundas de lacunas na fungdo referencial dos objetos matematicos e
também da ndo promocdo nas aulas de Matematica de momentos de
comunicagdo de resultados e procedimentos, foram evidenciadas. As
dificuldades na designacdo de objetos matematicos se devem, sobretudo,
a um ensino que considera as representacfes semiéticas com fins apenas
de comunicagdo e as operagdes de conversdo como espontaneas. Alis,
sinalizamos a falta de clareza por parte dos professores de Matematica
da importancia dos diversos registros de representacdo semioéticos de um
objeto matematico e a coordenacdo destes, ndo somente para fins de
comunicagdo, mas como essenciais nas atividades matematicas. Assim
sendo, as atividades que para Duval sdo fundamentais para a
aprendizagem, sdo vistas, no ensino, como evidentes e espontaneas.

A falta de habito dos estudantes em comunicar suas conclusdes,
explicar suas escolhas e justificar os caminhos escolhidos nas
resolucBes, bem como de participar das aulas e fazer perguntas,
dificultando o didlogo, é consequéncia de um ensino em que o professor
¢ o detentor do saber, quem transmite o conhecimento e o aluno €
apenas ouvinte que acumula informacGes e age mecanicamente. A
abordagem ponto a ponto, comumente utilizada para trabalhar com o
esbogo de curvas, € um exemplo de um ensino que restringe as
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possibilidades de compreensdo e valoriza técnicas algébricas, néo
permitindo um olhar amplo sobre as caracteristicas inerentes ao conceito
de funcéo.

Diante disso, faz-se necessaria uma urgente mudanga na cultura
dos processos de ensino e aprendizagem deste objeto matematico, tao
importante para a compreensdo dos mais variados fendmenos da vida
humana. E necessério que se promova, no contexto do ensino médio, um
ensino de fungOes e esboco de curvas em sintonia com as possibilidades
de aprendizagem dos estudantes e, mais do que isso, com as
necessidades atuais em termos de conhecimentos demandados pelo
cidaddo. Essas iniciativas, de refletir caminhos alternativos, possibilitam
gue o ensino de eshogo de curvas seja permeado por diferentes olhares.
Olhares voltados a variagdo, como no caso deste trabalho, ou a
translagdo, simetrias, parametros; formando um conjunto de
possibilidades que se complementam com potencialidades a novas
leituras e interpretacdes graficas.

Como intengbes futuras, vislumbramos o trabalho nesta
perspectiva com o auxilio das tecnologias, a fim de aprofundar a
compreensdo da relagdo entre as taxas de variacdo e declividades de
retas secantes e tangentes. Além disso, objetiva-se problematizar outras
fungdes, como as trigonométricas, as quais foram abordadas de forma
breve, mas que possuem potencial de compreensdo via variagdo. E, a
partir das compreensdes deflagradas nessas agdes, elaborar um plano de
trabalho pedagogico que viabilize o trabalho nesta perspectiva em sala
de aula.

Por fim, ressaltamos que esse estudo ndo tem a ambicdo de
apresentar um método de ensino ideal, que resolve os problemas de
aprendizagem matematica, mas sim, constitui-se numa reflexdo sobre o
ensino e a aprendizagem proporcionados pelo caminho alternativo
sugerido, olhados a partir da apropriacdo do conhecimento matematico
baseado na teoria cognitiva de Raymond Duval.
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APENDICE 1- CIENCIA E AUTORIZACAO DA 152 CRE PARA
REALIZACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Secretaria de Fsindo ds Educacho
13" Coordenadonia Regional de Fiducagho

DECLARACAO

Declaro para os devidos fins e efeitos legais que, objetivando
atender as exigéncias para a obtengao de parecer do Comité de Etica e
Pesquisa com Seres Humanos, e como representante legal da 15°
Coordenadoria Regional de Educagdo — Erechim /RS, essa regional teve
ciéncia do projeto de p isa: Nogao de Infinitésimo no

go de Curvas
no Ensino Médio: por uma interpretagao global de propriedades figurais,
autorizando assim a sua execugao.

Erechim, 30 de junho de 2016.

\

o
i ange Marones ’
L . Func. 1370278102
Asdt Esp. I/ Cheio - “cRE
DOE 111022015 - Foy v4
Clarisse Solange Maronesi

a Regional de Educagao — Adjunta
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APENDICE Il - QUESTIONARIO ESTUDANTES
Questionario — Estudantes do 3° ano do Ensino Médio

1- Idade:

2- Trabalha? Sim ( ) Ndo ( )

Se sim, em qual turno? Quantas horas por dia?
3- Cidade onde reside:

4- Bairro onde reside:

5- Com quem reside?
6- Profissdo dos pais ou dos responsaveis:

7

Por que vocé estuda nesta escola?

8- Quer cursar um curso superior? Sim () Nao ( )
Se sim, qual?
Em qual universidade?
Além da escola, como vocé esta se preparando (grupos de estudos,
cursinho, aulas particulares) para ingressar na universidade?

9- Vocé encontra dificuldades para aprender Matematica?

Sim( )Nao( )

Se sim, por que vocé acha que tem essas dificuldades? Quais sdo essas
dificuldades?

Se ndo, por que vocé acha que ndo tem dificuldades? Quais sdo as
facilidades?

10-A escola onde vocé estuda Ihe da condigdes (espaco fisico adequado,
professores capacitados, formas de recuperacdo de contelido e notas
apropriadas, etc.) de aprendizado? Explique sua resposta (utilize o verso
da folha).
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APENDICE Il - TERMOS DE CONSENTIMENTO LIVRE E
ESCLARECIDO

TERMO DE CONSENTIMENTO INFORMADO

Eu, Barbara Cristina Pasa, doutoranda em Educacéo Cientifica e
Tecnoldgica da UFSC, estou desenvolvendo a pesquisa denominada “A
Nocao de Infinitésimo no Esboco de Curvas no Ensino Médio: por uma
interpretagdo global de propriedades figurais”, sob a orientacdo do
Prof. Dr. Méricles Thadeu Moretti. A pesquisa tem objetivo de analisar
processos de ensino e aprendizagem que envolvem o esboco de curvas
de funcbes polinomiais do 2° e do 3° no ensino médio, utilizando
elementos do Calculo a partir da nocéo de infinitésimos e a abordagem
de interpretacéo global de propriedades figurais de Raymond Duval.

Para tal finalidade, eu ministrarei aulas aos estudantes do 3° ano
do Colégio Estadual Professor Mantovani que se colocarem a
disposicdo, nas quartas-feiras, das 17h as 19h, sem algum prejuizo ao
desenvolvimento da programacdo regular da disciplina. Os encontros
serdo dialogados com foco na resolucdo de atividades que envolvem o
esboco de curvas sobre as quais embasaremos as analises do
aprendizado. Ademais, serdo desenvolvidas entrevistas coletivas com os
alunos, cujo Unico objetivo é avaliar a sequéncia de ensino
desenvolvida.

Assim, para tanto, gostaria de contar com a sua colaboracao,
autorizando seu filho a participar dessas atividades voluntariamente,
as quais serdo gravadas em daudio. Ressalto, todavia, que tanto os
contelidos dos questionarios quanto os das gravacdes preservar@o a
identidade dos estudantes participantes. As transcri¢des das falas dos
alunos serdo codificadas (simbolos referentes a cada um dos estudantes)
sem referéncia aos seus nomes. A posterior utilizacdo dessas
informaces transcritas (ndo imagéticas) manterdo essas codificacbes e
terdo como objetivo publicacdes com fins cientificos. Portanto, as falas
gravadas ndo serdo publicadas, ficando sob a responsabilidade do
doutorando; e aquelas falas cujos estudantes ou responsaveis ndo forem
autorizadas, ndo serdo utilizadas.

A qualquer momento da pesquisa 0 Senhor(a) tem o direito de
retirar seu consentimento, bastando comunicar a sua decisdo. Caso
deseje aceitar este convite e fazer parte do estudo, por gentileza
assine as duas vias ao final deste documento.
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Agradeco desde ja sua colaboragdo, fico a disposicdo para
qualquer outro esclarecimento.

Telefone: (54)91839451. Endereco eletrénico: bapasal@hotmail.com ou do
orientador: mthmoretti@gmail.com. Programa de P6s-Graduagdo em Educacdo
Cientifica e Tecnolégica, Centro de Ciéncias Fisicas e Matematicas, Universidade
Federal de Santa Catarina — Campus Trindade, CEP: 88040-900 — Florian6polis/SC.

Erechim, 2016.

Cordialmente.

Bérbara Cristina Pasa

De acordo.
Prof. Dr. Méricles Thadeu Moretti

CONSENTIMENTO DE PARTICIPACAO (Assinado pelo(a)
estudante)

Eu, ,RG: , abaixo
assinado, aceito participar da pesquisa: “A Nogdo de Infinitésimo no
Esboco de Curvas no Ensino Médio: por uma interpretacdo global de
propriedades figurais”. Declaro que fui devidamente informado(a) e
esclarecido(a) sobre a pesquisa. Além disso, estou ciente de que
receberei uma copia desse documento e que, a qualquer momento,
poderei retirar meu consentimento sem que isto me leve a qualquer
penalidade ou prejuizo, comunicando a doutoranda (Barbara Cristina
Pasa) ou orientador (Méricles Thadeu Moretti) pelo telefone ou e-mail.

Erechim, de de 2016.

Assinatura
CONSENTIMENTO DE PARTICIPACAO (Assinado pelos pais e/ou
responsaveis)

Eu, , RG: ,
abaixo assinado, responsavel pelo aluno(a):

do _ ano do Ensino Médio,
turma: , autorizo sua participacdo na pesquisa: “A Nogdo de

Infinitésimo no Esbogco de Curvas no Ensino Médio: por uma


mailto:bapasa1@hotmail.com
mailto:mthmoretti@gmail.com

309

interpretagdo global de propriedades figurais”. Declaro que fui
devidamente informado e esclarecido sobre a pesquisa. Além disso,
estou ciente de que receberei uma copia desse documento e que, a
qualquer momento, poderei retirar meu consentimento sem que isto me
leve a qualquer penalidade ou prejuizo, comunicando a doutoranda
(Bérbara Cristina Pasa) ou orientador (Méricles Thadeu Moretti) pelo
telefone ou e-mail.

Erechim, de , de 2016.

Assinatura

TERMO DE CONSENTIMENTO INFORMADO

Eu, Barbara Cristina Pasa, doutoranda em Educacéo Cientifica e
Tecnoldgica da UFSC, estou desenvolvendo a pesquisa denominada “A
Nocéo de Infinitésimo no Eshoco de Curvas no Ensino Médio: por uma
interpretagdo global de propriedades figurais”, sob a orientacdo do
Prof. Dr. Méricles Thadeu Moretti. A pesquisa tem objetivo de analisar
processos de ensino e aprendizagem que envolvem o esbogo de curvas
de funcbes polinomiais do 2° e do 3° no ensino médio, utilizando
elementos do Célculo a partir da nocéo de infinitésimos e a abordagem
de interpretacéo global de propriedades figurais de Raymond Duval.

Para tal finalidade, nos encontros do Programa Mentores, eu € 0
estudante trabalharemos com foco na resolugdo de atividades que
envolvem o esbogo de curvas sobre as quais embasaremos as analises do
aprendizado. Assim, para tanto, gostaria de contar com a sua
colaboracdo, autorizando seu filho a participar dessas atividades
voluntariamente, as quais serdo gravadas em &udio. Ressalto, todavia,
gue tanto os conteldos das resolugbes quanto os das gravacOes
preservardo a identidade do estudante participante. As transcrigdes
das falas serdo codificadas (simbolos referentes a cada um dos
estudantes) sem referéncia ao seu nome. A posterior utilizacdo dessas
informac0es transcritas (ndo imagéticas) manterdo essas codificacfes e
terdo como objetivo publicagdes com fins cientificos. Portanto, as falas
gravadas ndo serdo publicadas, ficando sob a responsabilidade do
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doutorando; e aquelas falas cujo estudante ou responsaveis ndo forem
autorizadas, ndo serdo utilizadas.

A qualquer momento da pesquisa 0 Senhor(a) tem o direito de
retirar seu consentimento, bastando comunicar a sua decisdo. Caso
deseje aceitar este convite e fazer parte do estudo, por gentileza
assine as duas vias ao final deste documento.

Agradeco desde ja sua colaboragdo, fico a disposicdo para
qualquer outro esclarecimento.

Telefone: (54)91839451. Endereco eletrénico: bapasal@hotmail.com ou do
orientador: mthmoretti@gmail.com. Programa de P6s-Graduagdo em Educagdo
Cientifica e Tecnologica, Centro de Ciéncias Fisicas e Matematicas, Universidade
Federal de Santa Catarina — Campus Trindade, CEP: 88040-900 — Floriandpolis/SC.

Erechim, 2017.

Cordialmente.

Barbara Cristina Pasa

De acordo.
Prof. Dr. Méricles Thadeu Moretti

CONSENTIMENTO DE PARTICIPACAO (Assinado pelo(a)
estudante)

Eu, ,RG: ,
abaixo assinado, aceito participar da pesquisa: “A4 Nogdo de Infinitésim
no Eshoco de Curvas no Ensino Médio: por uma interpretacédo global
de propriedades figurais”. Declaro que fui devidamente informado(a) e
esclarecido(a) sobre a pesquisa. Além disso, estou ciente de que
receberei uma copia desse documento e que, a qualquer momento,
poderei retirar meu consentimento sem que isto me leve a qualquer
penalidade ou prejuizo, comunicando a doutoranda (Bérbara Cristina
Pasa) ou orientador (Méricles Thadeu Moretti) pelo telefone ou e-mail.

Erechim, de de 2017.

Assinatura
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CONSENTIMENTO DE PARTICIPACAO (Assinado pelos pais e/ou
responsaveis)

Eu, RG: ,
abaixo assinado, responsavel pelo aluno(a):

do ___ ano do Ensino
Médio, turma: , autorizo sua participagdo na pesquisa: “4

Nocao de Infinitésimo no Esboco de Curvas no Ensino Médio: por uma
interpretagdo global de propriedades figurais”. Declaro que fui
devidamente informado e esclarecido sobre a pesquisa. Além disso,
estou ciente de que receberei uma cépia desse documento e que, a
qualquer momento, poderei retirar meu consentimento sem que isto me
leve a qualquer penalidade ou prejuizo, comunicando a doutoranda
(Barbara Cristina Pasa) ou orientador (Méricles Thadeu Moretti) pelo
telefone ou e-mail.

Erechim, de , de 2017.

Assinatura



