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RESUMO

O presente trabalho trata de alguns resultados sobre diferenciabili-
dade de fungbes definidas sobre Espagos de Banach. Desta forma,
o seu objetivo é apresentar estes resultados e relaciona-los com a
nocao de derivada estudada nas disciplinas de graduagao. O terceiro
capitulo, intitulado "Regras operacionais", permite que essa relagao
seja facilmente feita. Por fim, o tultimo capitulo traz o conceito de
diferenciabilidade em espacos produtos, ou seja, os resultantes do
produto cartesiano entre dois espagos de Banach.

Palavras-chaves: Diferenciabilidade. Espago de Banach. Derivada
de Fréchet. Derivada de Gateaux.






ABSTRACT

This assignment deals with some results about differentiability of
definited functions on Banach spaces. This way, its objective is to
show these results and associate them with derivate notion studied
in the graduations courses. The third chapter, named "Operations
Rules", allows this relation be made easily. In the end, the last chap-
ter brings the differentiability in product spaces concept, that is,
those resulting from the Cartesian product between two Banach s-
paces.

Keywords: Differentiability. Banach Space. Fréchet Derivative. Gateaux
Derivative.
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NOTACOES

Neste texto usamos as seguintes notagoes:

|z| denota o modulo de um namero real z;

R™ denota o Espago Euclidiano n-dimensional munido da nor-
1

n 2
ma ||z||g. = (Za&f) e do produto interno < z,y >=
i=1

n
in.ym em que £ = (T1,...,2Zn), ¥y = (Y1,---,Yn) € R™;
i=1
||z||g denota a norma de um elemento x pertencente ao espago
normado E;

0g denota o elemento nulo do espago normado FE;

L(E, F) denota o espago normado das transformagoes lineares
e continuas definidas no espago normado F e que assumem
valores no espago normado F’;

T.z denota uma transformacao linear e continua 7" aplicada no
elemento x de seu dominio;

d—(a) denota a derivada de uma funcao real f, de uma variavel
x

real, no ponto a de seu dominio, ou seja,

of
81'7;

de n variaveis reais, no ponto a = (ay, ..., a,) de seu dominio,

(a) denota a i-ésima derivada parcial de uma fungéo real f,

ou seja,
af (a) - = lim f(a1,...,ai—1,ai+t,ai+1,...,an)
Ox; t—0 :

— lim f(a17 vy @i—1, Ay Qi 1, "'7an)
t—0 t '







1 INTRODUCAO

Este trabalho trata de alguns resultados importantes do Cal-
culo Diferencial para fungbes definidas sobre espagos de Banach. Pa-
ra o bom entendimento deste, recomendamos que se tenha boa fa-
miliaridade com os principais conceitos da Analise Real e com os
conceitos introdutoérios da Anélise Funcional Linear.

Dada uma funcao f: I — R, em que I C R é um intervalo
aberto, sabemos que f é diferenciével, ou derivavel, no ponto a € I
quando existe o limite

h) —
lim M' (1.1)
h—0 h
o , ) daf
Neste caso, o limite em (1.1) é denotado por f’(a), ou por d—(a).
x
O objetivo entao é generalizar a nogao de diferenciabilidade
para quando se tem uma fungdo f: U — F, em que U C F é um
conjunto aberto e F e F' sao espagos de Banach. Notemos que, para
este caso, o quociente

fla+h) - f(a)
h

pode nao estar bem definido. Desta forma, é interessante obter uma
forma equivalente & definicao de diferenciabilidade e que seja passivel
de generalizagao. Quando f : I — R, em que I C R é um intervalo
aberto, é diferencidvel em a € I, temos que

fla+h) - f(a)

é equivalente a

fo [fath) = fla) = '(a)h

o 7] =0

que por sua vez é equivalente a existéncia de uma fungao ¢ tal que,
para todo h € R suficientemente préximo de 0, tem-se

fla+h)=f(a)+ f'(a).h+e(h) e ]llim =~ =0. (1.2)
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Observando que a fungao h € R — f/(a).h € R é uma transformagao
linear e continua, temos que (1.2) pode ser generalizado para quando
se tem f: U — F, em que U C E é um conjunto aberto e E e
F s@o espagos de Banach. No Capitulo 2, tratamos precisamente
da generalizagao da nocao de diferenciabilidade, para fungbes que
estdo definidas em conjuntos abertos de um espago de Banach e que
assumem valores em outro espago de Banach, e as relagoes disto com
o conceito de continuidade.

Tal como ocorre em um curso de Célculo I, é interessante,
para efeitos de célculo, que se tenham bem estabelecidas as regras
operacionais para esta nocao de diferenciabilidade em espacos de
Banach. Isso é precisamente feito no Capitulo 3.

Um detalhe interessante a ser observado é que nos Capitulos
2 e 3 nao é de forma alguma assumido que os espagos de Banach
considerados sao também produtos cartesianos de espagos normados.
No Capitulo 4, entéo, estabelecemos alguns resultados sobre diferen-
ciabilidade de funcées f : U — F, em que U C E é um conjunto
aberto e E e F sao espagos de Banach que sao também produtos
cartesianos de espacos normados.

O estudo deste trabalho se baseou principalmente na obra
de Kesavan (2004), mas também usa resultados que podem ser en-
contrados nas obras de Kreyszig (1989) e Lima (2010).



2 A NOCAO DE DIFERENCIABILIDADE

Neste trabalho, F/, F' e G sempre irao denotar espacos de
Banach.

Definicao 1. Sejam U C E um conjunto aberto, f : U — F uma
funcao e h € E. Dizemos que f possui a derivada de Gateaux em
a € U, na direcao h, se existe o limite

of . _ 1. flat+th)— f(a)
o (@) =l t '

Se, paratodo h € E, f possui a derivada de Gateaux em a, na diregao

h, dizemos que f é Gateaux derivavel, ou Gateaux diferenciével, em
a.

Uma questao natural que ocorre é se Gateaux diferencia-
bilidade implica em continuidade. A resposta para esta questdo é
negativa, conforme veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1. Considere a funcdo f : R? — R definida por

T s @) £0.0)
fle,y) =q 2+y3 7 Y 7
0, se (x,y)=(0,0).
Considerando a = (0,0) e h = (hy, he), temos que

fla+th) = f(a) _ f(thi,the) — f(0,0) t°hihs 1 hihs

t t  t6hY +13h3 t_tzh?+@
t
e dafi,
th) — hih
%(a) = }iH(l) fla+ t) f(a) = }irr(l) ! 2h3 =0,
— —
2hf 4+ 2

ou seja, f é Gateaux derivavel em a. Por outro lado, considerando as
curvas y1(t) = (0,1) e 72(t) = (V%,1), temos que lim 3 (¢) = (0,0) =
—
3 1
li 950, i, (1) = 0 ¢ Jim F(3(1)) = lim =2 = = e com isso
concluimos que f nao é continua em a.
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Definigao 2. Sejam U C E um conjunto aberto e f : U — F
uma fungdo. Dizemos que f é diferenciavel, ou Fréchet diferenciavel,
em a € U se existe f'(a) € L(E,F) tal que, para todo h € E
suficientemente proximo de Og, tem-se

fla+h)=f(a)+ ['(a)-h+e(h)

e(h)
im =0p.
leso [ hle  ©

Se f é diferenciével em x, para todo = € U, dizemos que f é diferen-
ciavel.

Observagao 1. Notemos que, de forma equivalente, podemos dizer
que a funcao f: U — F € diferencidvel em a € U se existe f'(a) €
L(E,F) tal que, para todo x € E suficientemente prézimo de a,

tem-se
f(x) = fa) + f'(a).(x — a) + e(z — a)
e(x—a)
e Tz—als ~ F
f(x) = f(a) + f'(a).(x — a) +n(z)

n(x) 0
I CO .
lz—alz—0 || 2 —a||B

Proposigao 1. Sejam U C E um conjunto aberto e f : U — F uma
funcao. Se f € diferencidvel em a € U, entdo f € continua em a.

Demonstragao. Se f é diferenciavel em a € U, entao existe f'(a) €
L(E, F) tal que, para todo h € E suficientemente proximo de O,
tem-se

fla+h) = fla)+ f'(a)-h+e(h)
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e
e(h)
im =0p.
=
Notemos que
. . e(h)
lim e(h)= lim h . =0p.
o € = tim, o Al - = OF
Portanto,
li +h) = i + f'(a)-h+e(h
i fasn) thgnﬁg[f(a) /(@) -t e(b)
= a hm -h+ lim e(h
HhIIE—>0 Jla) + 7l e f( ) IRl z—0 (h)
= f(a )+f(a)~0E+0F
= f(a),
ou seja, f é continua em a. |

Proposicao 2. Sejam U C E um conjunto aberto e f : U — F uma
funcao. Se f é diferencidvel em a € U, entao f é Gdteaux derivdvel
ema e

of /
@) = 1@,

para todo h € E.

Demonstragao. Se f & diferenciavel em a, entao existe f'(a) € L(E, F)
tal que, para todo v € E suficientemente proximo de Og, tem-se

fla+v) = fla)+ f'(a)v+e(v)

e(v)

11m
lolle—0 || v || &

=0F.

Desta forma, dado arbitrariamente h € FE e t € R suficientemente
proximo de 0, tem-se

fla+th) = f(a)+ f'(a) - (th) + e(th) (2.1)
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e(th) . e(th)
im = lim =0p.
50 [[th g thlz—o [ th|p

De (2.1), temos que
e(th) = fla+th)— f(a) = f'(a)-(th)
= fla+th)—f(a)—t-f'(a)-h
e dai,

e(th) _ e(th) _ fla+th)— f(a)—t- f'(a)-h
Nthlle It |t] '

I 1le

Notemos que

. e(th) . e(th)
t 11 It ||E] Il 5 e = OF
Logo,
_ — . / .
i F@E ) = J@) —t fa)

t—0 [¢]
e consequentemente

fla+th) - fla)

i t f'(@)-h| = lin t
ou seja,

0 h) —

O )y FOE S

A proposicao a seguir trata da unicidade da diferencial.

Proposigao 3. Sejam U C E um conjunto aberto e f : U — F
uma fungao diferencidvel em a € U. Se existe T € L(E, F) tal que,
para todo h € E suficientemente proximo de Og, tem-se

fla+h)=fla)+T- -h+eh)
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e(h)

im ——— =0p
Iallz—0 || h || & ’

entao
T = f'(a).

Demonstragao. Se existe T € L(E,F) tal que, para todo v € E
suficientemente proximo de Og, tem-se

fla4+v)=fla)+ T -v+ev)

e(v)

1m =
lolle—0 || v ||&

F,

entao, dado arbitrariamente h € F e t € R suficientemente proximo
de 0, tem-se

fla+th) = f(a) +T- (th) + (th) (2.2)
e
e(th) B . e(th) B
M T eh Nz~ im0 Teh e~ OF

De (2.2), temos que

e(th) = f(a+th)— fla)—T- (th)
= fla+th)—f(a)—t-T-h
e dai,
5 e(th)  e(th)  fla+th)— f(a)—t-T-h
S T f '
Como
, e(th) 1 . e(th)
fim [ o] =l i e — 0,
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temos que

lim fla+th)— f(a)—t-T-h _
t—0 |t|

e consequentemente

fla+th) = f(a)

lim —T-h| =lim
t—0 t t—0 t
ou seja,

of .. flatth)— fla)

%(a) = lim . =T-h.
Entao, da Proposicao 2, temos que

fl(a)-h= %(Q) =T.h,
para todo h € E. Logo, f'(a) =T.
|

Corolario 1. Sejam U € E um conjunto aberto e f : U — F uma
fungao diferencidvel em a € U. Se existe T € L(E, F) tal que, para
todo x € E suficientemente préximo de a, tem-se

f(@) = fla) + T'(x — a) + n(z)

n(x)

= 0,
|lz—al|z—0 ||z — al|E

entao
T = f'(a).

Exemplo 2. Vamos mostrar que a funcio f : R? — R definida por
f(z) = 2% + 23, para todo x = (x1,22) € R?, & diferencidvel. Para
isto, devemos exibir uma transformacio T € L(R? R) tal que

fla+h) = f(a) + T.h+¢e(h),



27

im 7E(h) =0.
Inliz—0 || b || &

Uma questdo natural que ocorre é como determinar uma transfor-
macao T € L(R?,R) que satisfaga as condigoes acima. Sabendo que
toda funcao diferenciavel é Gateaux derivavel e que, neste caso, te-

mos f'(a).h = %(a), para todo h € R?, entdo a “candidata” a T

0
¢ a fungao h — a—i(a). Dada arbitrariamente a = (a1, as) € R? e

h = (h1, h2) € R?, temos que

fla+th)— f(a) (a1 +th1)?+ (az + the)? — (af + a3)
t B t
_af + 2tarhy 4 t2h3 + a3 + 2tashy + t2h3 — af — a3
N t

= 2a1hy +thi + 2ashy + th3

e portanto
of v _ . flat+th)—fla) _
h a):= %E)I(l) ” = 2a1hi + 2a2hs.

Notemos que T : R? = R definida por T.h = 2a1hq + 2ashs, para
todo h = (hy, hy) € R?, ¢ linear. De fato, para quaisquer h = (hy, hs)
e k= (k1,ko) em R% e \ € R, temos
T.(h+ Ak) = 2a1(hi + Ak1) + 2a2(ha + Ak2)
2a1h1 + A2a1k1 + 2a2he + X2a2ks
= 2a1hy + 2ashs + A(2a1k1 + 2a2ks)
= T.h+ ATk

Além disso, sendo R? um espaco vetorial de dimenséo finita, segue
da linearidade de T que T também é continua. Finalmente, para
mostrar que f é diferencidvel em a, notemos que, fazendo

e(h):= fla+h) — f(a) —T.h,
temos

fla+h) = fla)+T.h+¢<(h).
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Além disso,
e(h) = (a1 +h1)*+ (az +h2)? — (a] + a3) — (2a1h1 + 2a2hs)
a% 4+ 2a1hy + h% + a% + 2a0h9 + h% — a% — a% —2a1h1 — 2a2hs
hi+ h3
= | hlfe

e consequentemente

h

i L e 0
Ihlgz—0 || 7o [|mz uhnmz

Logo, pela Proposicao 3, temos que f é diferenciavel em a = (a1, a2) €

R? e

f’(a).h = 2a1h1 + 2ashs,
para todo h = (hy, hy) € R2.

Observagao 2. Notemos que, do Exemplo 1 e da Proposicao 1, €
possivel concluir que nem toda funcao Gateaur derivdvel é diferen-
cidvel. De fato, a funcio f : R?> — R definida por

4

S =L g e @ # 00,

O ) se (1'7 y) = (07 0)7
¢ Gateaur derivdvel em a = (0,0), mas nao é continua em a = (0,0)

e, consequentemente, pela Proposi¢do 1, nao € diferencidvel em a =
(0,0).

Proposicao 4. Sejam U C R um conjunto aberto e a € U. Se
f:U —= R é uma funcdao, entdo sao equivalentes as sequintes afir-
Magoes:

(a) f € derivdvel em a;

(b) [ é diferencidvel em a;

(c) [ é Gateaux derivdvel em a.

Neste caso, temos

df /
D (a)h = (@) = Sha),

para todo h € R.
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Demonstrag¢ao. Vamos mostrar primeiramente que (a) implica em
(b). Se f & derivavel em a, entao existe

o o £ = 110)
PEUil L

Seja T': R — R a transformacao linear e continua definida por

_ 4

T.h =
dx

(a) ' hv
para todo h € R. Fazendo

e(h) == f(a+h)— f(a) = T.h,

temos que
fla+h) = f(a) +T.h +<(h),
e
e(h) _ . [flat+h)—fla) = Th
=0 h |;1Ll|r—r>lo_ h }
[ fatm)— fa) = La-
= lim L
[h|—0 h
o [fleth) —fle)df
) A dx(a)}
= 0.
Consequentemente,
i S0 _
Ih[=0 |h]

Logo, f é diferencidvel em a e

f(a).h=T -h= %(a) - h,

para todo h € R.

Sobre (b) implicar em (c), segue da Proposigao 2.
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Finalmente, vamos mostrar que (c) implica em (a). Se f é
Gateaux deriviavel em a, entao, para todo h € R, existe o limite

of , v . fla+th)— f(a)
(@) = T t '
Dali,
G L@ =T fatt) = (0
de*’  t2a x—a t—50 t
o flatt) - f)
t—0 t
o
- aho(a)7

em que h, = 1. Logo f é derivavel em a.

Exemplo 3. Sejam f1 : R - R, fo : R —- Re f35: R — R as
fungoes definidas por fi(z) = sen(x), fo(z) = 2t e f3(x) = €7,
respectivamente. Para qualquer ¢ € R, temos que fi, fo e f3 sao
derivaveis em a e, pela Proposicao 4, sao também diferenciaveis em
ae fila): R — R, fi(a) : R — Re fi(a) : R — R sao as fungoes
definidas por

fila)-h = (cos(a)) - h,
f3(a) - h
= 4a®-h

fé(a)'h:ea'ha

para todo h € R.



3 REGRAS OPERACIONAIS

Neste capitulo, iremos estabelecer as regras operacionais pa-
ra fungoes diferenciaveis em Espagos de Banach.

Proposigao 5. Seja U C E um conjunto aberto. Se f : U — F
e g:U — F sao funcoes diferencidveis em a € U, entdo a funcdo
(f+g9):U— F é€ diferencidvel em a e

(f +9)(a) = f'(a) + g'(a).

Demonstracao. Se f : U — Feg: U — F sao fungoes diferencidveis
em a, entdo existem f'(a) € L(E, F) e ¢'(a) € L(E, F) tais que, para
todo h € E suficientemente proximo de Og, tem-se

fla+h) = f(a)+ f'(a).h+ e (h),

gla+h) =g(a)+g'(a).h+ex(h)

e1(h) 0 lim e2(h)

Inlle—=0 || b || & Ihllz=0 || b |z

r=

Dai, para todo h € F suficientemente préximo de Og, tem-se

(f+9)(a+h) = fla+h)+glath)
fa) + f'(a)-h+e1(h) + g(a) + g'(a).h + e2(h)
= [fla) +gla)+ f'(a).h + g'(a).h + e1(h) + e2(h)
= (f+9)a)+(f'(a) + g'(a).h+e1(h) + e2(h).

Fazendo ¢(h) = e1(h) + e2(h), temos

(f +9)a+h)=(f+g)(a)+ (f(a) +g'(a).h +e(h)
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e
m W, el tea(n)
Inllz—0 || b || & Irlie—0 || hllE
e1(h) | ea(h)
= 1m
Inlle—=o L lle || hlle

; e1(h) 1i e2(h)
Iblz—=0 || h |[E  lIklle—0 ||k ||E
= 0p+0p

= Op.

Entéo, pela Proposicao 3, concluimos que f + g : U — F é diferen-
ciavel em a e

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a).
u

Corolario 2. Seja U C E um conjunto aberto. Se f, : U — F,
fo:U—=F, ... fn:U— F sdo fungées diferencidveis em a € U,
entio a funcao (fi + fa+ ...+ fn) : U = F € diferencidvel em a e

(fit+fot o+ fo)(a) = fi(a) + fola) + ... + fr(a).

Exemplo 4. Seja f : R — R a fungdo definida por f(z) = 2* +
sen(z)+e®. Segue do Exemplo 3 e do Corolério 2 que, para qualquer
a € R, f ¢é diferenciavel em a e f'(a) : R — R é a fungdo definida
por

f'(a).h = (4a® + cos(a) + €*).h
para todo h € R.

Proposigao 6. Sejam U C E um conjunto aberto e A € R. Se
f:U — F € uma funcgio diferencidvel em a € U, entdo a func¢do
(Af): U — F ¢ diferencidvel em a e

(Af)(a) = A~ f'(a).
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Demonstracao. Se f : U — F é diferenciavel em a, entdo existe
f'(a) € L(E, F) tal que, para todo h € E suficientemente proximo
de O, tem-se

fla+h) = f(a) + f'(a).h+ei(h),

11m 761(}0 = Up.
Ihlz—0 || h || &

Dai, para todo h € E suficientemente préximo de Og, tem-se
Af)(a+h) = Xf(a+h)
= Alf(a) + f'(a).h +e1(h)]
= Af(a)+ A.f'(a).h+ Xe1(h)
= (Af)(a)+ (Af'(a)).h+ Aer(h).

Fazendo e(h) = Ae1(h), temos

(AN)(a+h) = (Af)(a) + (Af'(a).h + e(h)

e(h) . Xe1(h) ) [ e1(h)

17 lle

im —— = lim = im =A-0p =0p.
Ibllz—=0 || h|[E  Ikle—0 || b ||E Il —0 ]

Entao, pela Proposigdo 3, concluimos que (Af) : U — F ¢ diferen-
cidvel em a e

(Af) (a) =X~ f'(a).

|

1
Exemplo 5. Seja f : R — R a fungao definida por f(z) = i.x‘l.
Segue do Exemplo 3 e da Proposicdo 6 que, para qualquer a € R, f

é diferenciavel em a e f'(a) : R — R é a fungao definida por
1
f'(a).h = 1.4a3h =a3.h,

para todo h € R.
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Lema 1. Seja U C E um conjunto aberto. Se f : U — F ¢é di-
ferencidvel em a € U, entdo existe k > 0 tal que, para v € E
suficientemente prorimo de a, tem-se

I f(z) = fla) [p<k[lz—alg.

Demonstracao. Se f : U — F diferenciavel em a, entdo existe
f'(a) € L(E,F) tal que, para todo h € E suficientemente proxi-
mo de Og, tem-se

fla+h) = f(a)+ f'(a).h+e(h)

e(h)
im =0p.
ieso (b s

Sendo f’(a) € L(E, F), temos que
I 7(@) Nagi,ry=supdll (@).h | b € B | [lp=1} < +o0.
Fazendo k = ||f'(a)||z(z,r) + 1, temos que
sup{|| f'(a).h |lp:h € E, | h|p=1} <k
e, consequentemente, para todo h € E, || h ||g= 1, temos
I ().l |lp< sup{[| ().l |p: 1o € EL || b |lp= 1} < k.

Entao, pela Proposigdo 2, obtemos

i @t th) = £(@)

t—0 t

= lf @bl <k
F
e da continuidade da norma, segue que

fla+th) = @] _ ||, fa+th) — f(a)

t t—0 t

<k.
F

lim
t—0

F

Fazendo = = a + th, segue que th = x — a e t — 0 implica que
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|z —allg— 0. Dai,

@) = f@lp et th) — f@lly
le—allz—0 || —alE l[th]| 5—0 | th e
U )~ f(a)l]
t—0 ‘t|
= lim f(a+th)_f(a>
T 150 t P
< k.

Logo, para x € E suficientemente proximo de a, tem-se
z) — f(a
1f(x) = fla)llp _
lz—alEe

e consequentemente
1f (@) = fa)llp <kl z—alls.
|

Proposicao 7. Sejam U C E eV C F conjuntos abertos e f : U —
F eg:V — G fungées tais que f(U) C V. Se f € diferencidvel em
a €U e g é diferenciduel em b = f(a) € V, entio (go f) : U — G é
diferencidvel em a e (go f) (a) = ¢ (f(a)) o f'(a).

Demonstracao. Se f é diferenciavel em a € U e g é diferenciavel
em b € V, entdo, de acordo com a Observagio 1, existem f/(a) €
L(E,F)eg'(b) € L(F,Q) tais que, para todo = € E suficientemente
proximo de a e todo y € F suficientemente proximo de b, tem-se

f(@) = f(a) + f'(a).(x — a) + e1(z — a), (3.1)

9(y) = g(b) +¢'(b).(y — b) +ea(y — b),

M =0p (3.2)
llz—yllz—0 ||z — al| g
€
—b
2b=b _,. (3.3)

ly=bl[ p—0 ||y — bHF a
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Sendo f diferenciavel em a, temos que f é continua em a; logo, para
todo z € E suficientemente proximo de a, tem-se f(z) suficiente-
mente proximo de b = f(a) e consequentemente

(go f)(x) = g(f(x))
= g(f(a)) + ¢'(f(a).(f(z) = f(a)) + 2(f (2) — f(a)).

De (3.1), segue que

(go f@) = g(f(a))+d(f(a).[f'(a).(x —a) + e1(z — a)] + e2(f(2) — f(a))
= g(f(a)) +4'(f(a)).-f'(a).(x — a) + ¢'(f(a)).c1(z — a)
+eo(f(x) — f(a))

Fazendo n(z) = ¢'(f(a)).c1(x—a)+e2(f(z)— f(a)), paratodoz € E
suficientemente proximo de a, tem-se que

(go f)(z) = (g0 f)a) +[d'(f(a)) o f(a)].(x — a) +n(x). (3.4)
Vamos mostrar que

n(x)

lim ————— =0g¢g. 3.5
le—allzso [z —als — © (35)
De fato, notemos que, de (3.2),
9'(f(a))-e1(z —a) / i(z —a)
= a .
lz—allz—0 lz—al|g ||I*¢1HEHOg (f(a)) lz—al|g
= ¢'(f(a)) - OF
= 0c. (3.6)

Notemos também que

 2U@ - f(a)

= 0¢. 3.7
[[z—al g—0 || Tr—a HE ¢ ( )

De fato, do Lema 1, existem k > 0 e 6; > 0 tais que

[z —alle<d = fz) = fla) l[p<kllz—als. (3-8)
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Além disso, de (3.3), tem-se que, dado arbitrariamente € > 0, existe
n > 0 tal que

e2(y — b)
ly—0blr

0<lly—bllr<y= 120D le
Ty bl

9
< =. (3.9
a k

Ainda, sendo f continua em a, tem-se que existe d; > 0 tal que

|2 —alle< & = f@) - £(a) |r<n. (3.10)
Seja § = min{dq, d2}. Tem-se que

0<lz—-ale<d| flz)—fla)llr=0

2(f(z) — f(a))

=
lz—algs

—0<e¢ (3.11)
G

e, combinando (3.8), (3.9) e (3.10), tem-se também que

0<lz—al<dl f(z)—fla)[[r>0

= 0<| f(z) = f(a) lr<mn

e2(f(x) —f(a))H _ Nee(f@) = fla) e _ o Ie2(f(2) = fla) e
|z—alle [z—alle | f(z) = fa) ||lF
< kS
k
- (3.12)

Entao, das implicagoes (3.11) e (3.12), concluimos exatamante (3.7).
Dai, de (3.6) e (3.7),

@) @A - )+ (@) - f(a)

lo—allz—=0 | 2 —a ||g le—all 5—0 |*—alg
e dU@)ee—a)
lz—al z—0 |lz—alg
e2(f(z) — f(a))
le—alle—0 ||z —alg
= 0¢g +0¢

+

= 0Og.
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Desta forma, de (3.4), (3.5) e do Corolario 1, concluimos que (go f) :
U — G é diferenciavel em a e

(g0 f) (a) =g'(f(a))o f'(a).

Exemplo 6. Sejam f; : R — R e fo : R — R as fungoes definidas
por fi(z) = sen(x) e fa(z) = x*, respectivamente. Para cada a €
R, temos que f e g sdo derivaveis em a e, pela Proposicao 4, sao
diferenciéveis em a. Entao, pela Proposic¢ao 7, temos para cadaa € R
que (f1 o fa) é diferenciavel em a e

(fiofo)(a)-h = (fi(f2(a)) o f3(a)).h
)-(f3(a).h)
)

para todo h € R.

Exemplo 7. Sejam f : R?> — R a funcdo definida por f(z) =
2?2 + 3, para todo = (z1,72) € R, e g : R — R a funcio definida
por g(z) = x*, para todo z € R. Pelos Exemplo 2 e Exemplo 3,

temos que f e g sao diferenciaveis. Entéao, pela Proposigao 7, temos
para cada a = (a1, az) € R? que (go f) ¢é diferenciavel em a e

(go f)(a)h = (d'(f(a))o f'(a)).h
(¢'(f(a)))-(f'(a)-h)
(9'(f(a)))-(2a1h1 + 2azhs)
= 4.(f(a)?.(2a1hy + 2a2hs)
= 4.(a?

8.(a?

a)
+ g) (2a1h1 + 2a2h2)
+ %)3 (arhy + ashs),

para todo h = (hy, ho) € R?.
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Proposicao 8. Sejab e F. Se f: E — F € a fungdo definida por
f(z) =b, para todo x € E, entao f ¢é diferencidvel e

f(x) = 0p(e,Fy,

para todo x € E.

Demonstragao. Se f : E — F é a fungéo definida por f(x) = b, para
todo x € E, entdo, para quaisquer x, h € F, temos

f(x+h) = f(z) = f(2) + OLe.r) - b +e(h),

em que ¢ : E — F ¢é a fungdo definida por £(h) = Op, para todo
h € E. Como

h
T () R — 0,
Inlle—=0 || A | g lInlis—o || b || g

segue da Proposigao 3 que
f'(x) = 0n(p,r),
para todo x € E.
|

Exemplo 8. Sejam [a;j]2,2 € Ma(R) e f : R — M>(R) a fungao
definida por f(z) = [a;;], para todo x € R. Pela Proposicao 8, temos
que f é diferenciével e, para qualquer x € R, tem-se

) o o
f(w)-h—[o 0],

para todo h € R.

Proposigao 9. Se f: E — F € uma transformacdo linear e conti-
nua, entao f € diferencidvel e

f@) =1,

para todo x© € F.



40 Capitulo 3. Regras operacionais

Demonstragio. Se f : E — F é uma transformacao linear e conti-
nua, entao, para quaisquer x, h € F, temos

flx+h)=fox+ fh=fax+ fh+eh),

em que ¢ : E — F é a fung¢do definida por £(h) = Op, para todo
h € E. Como

im = 1 =0p,
Inlis=o Az Inlz—o [hlls

segue da Proposi¢ao 3 que
fl(@) =,
para todo x € F.

Exemplo 9. Sejam a € Re f: R — R a transformacao linear e
continua definida por f(z) = az, para todo x € R. Pela Proposigao
9, temos que f é diferencidvel e, para todo z € R, tem-se

f'(x).h = f(h) = ah,

para todo h € R.



4 DIFERENCIABILIDADE EM ESPACOS PRODU-
TOS

Neste capitulo, vamos considerar algumas situacoes em que
E ou F é um espago produto normado; mais precisamente, vamos
assumir que £ = F; X ... X B, ou F = F; x ... X F,,, em que
{Ey,...,E,} e {F1,..., F,} sdo familias de espacos normados. No
caso em que F = Fy X ... x E,,, vamos considerar sobre £ a norma
produto, ou seja,

lzlle = llzall + - + [[2n]| 5.,

para todo z = (z1,...,%,) € E. Para cada i = 1,...,n, vamos
considerar a projecdo p; : ' — FE; definida por

pl(x) = Ty,
para todo x = (x1,...,2,) € E, e a injecdo u; : E; — E definida
por
uz(x) = (OEl,...,OEFl,aZ, 0Ei+17""0En)7

para todo x € FE;. De maneira anéloga, no caso em que F' = Fj X
... X F,,, vamos considerar sobre F' a norma produto e, para cada
i =1,...,m, vamos considerar a projegdo p; : F' — F; e a injegado
Uj; - Fi — F.

Observagao 3. Notemos que

piou; = Ip,

para cada 1 =1,...,m, e
m
i=1
Observagao 4. Notemos que, para cada i = 1,...,m, as fungoes

p; : F— F; eu; : F; = F sao transformacades lineares e continuas
e, pela Proposi¢ao 9, sao diferencidveis e satisfazem
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para todo x € F, e

para todo x € F;.

Proposigao 10. Sejam F = Fy X ... x F,,, U C E um conjunto
aberto e f: U — F uma func¢do. Entdo, f € diferencidvel em a € U
se, e somente se, f; := p; o f € diferencidvel em a, para cada i =
1,...,m. Neste caso, temos

m

f(a) = luio fi(a)).

i=1

Demonstracao. Se f é diferencidvel em a, entdo, sendo p; diferen-
ciavel, segue da Proposigdo 7 que f; := p; o f é diferenciavel em a
e

fila) = (pio f) (a) = pi(f(a)) o f'(a) = pio f'(a),
para cadai=1,...,m.

Reciprocamente, se f; := p; o f & diferenciavel em a, para

cada ¢ = 1,...,m, entdo, sendo u; diferenciavel e
= Irpof
= [Z(Uz Opi)] of
=1
= D l(wiopi)of]
i=1
= Z[Uz o (pio f)]
i=1
= Z(uz o fi)7
i=1

segue da Proposicao 5 e da Proposigao 7 que f é diferenciavel em a



43

=1

- Zuzofz

[u;(fi(a)) © fi(a)]

f/(a) = [Z uzofz]

@
Il
—

I
~M3

s
I
—

(ui o f;(a)).

I

s
I
-

Exemplo 10. Seja f : R — R? a funcio definida por f(z) =

(sen(z),z*, e%). Do Exemplo 3 temos que, para cada a € R, as

fungbes f1 : R - R, fo : R - R e f3 : R - R definidas por
filx) = sen(x), fo(z) = z* e f3(x) = €%, respectivamente, sdo
diferencidveis em a. Entao pela Proposicao 10 temos que, para cada
a € R, f é diferenciavel em a e

flla).h = [(ur0 f{(a)) + (uz 0 f3(a)) + (us o f3(a))].h
= (w10 fi(a))-h+ (uz 0 f3(a)).h + (uz o f3(a)).h
ur.(fi(a)-h) + uz.(f3(a).h) + us.(f3(a)-h)
a)).h) + us.(4a>.h) + us.(e.h)
h,0,0) 4 (0,4a%.h,0) + (0,0, e®.h)
h,4a.h, e 1),

= ((cos(a
= ((cos(a

para todo h € R.

Observagao 5. Notemos que, quando E = Fy X ... x F, ea =
(a1,...,a,) € E, podemos considerar, para cada i = 1,...,n, a
funcao \; : E; — E definida por

A’L(‘/L‘) = (ala‘ sy Q=1L Qg 1y - - - ,CLn),

para todo x € F;.
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Proposigao 11. Sejam E = E; x ... x E,, U C E um conjunto
aberto e f : U — F uma fungdo. Se f € diferencidvel em a =

(a1,...,a,) € U, entao (f o N\;) € diferencidvel em a;, para cada i =
1,...,n, e
f'(@) =Y _1(foX) (ai) o pi).
i=1

Demonstracao. Notemos que, para todo x € F;, tem-se

)\z(x) = (al, ey A1, Ly g1y eeey an)
= (a1ye0y Qi—1,0; + T — A1, Qit1,y ..., Cp)
= (CLl, ey an) + (OEU s 0E,_,,z—ay, 0Ei+17 ce OEn)
= a+u.(r— a).
Consideremos ¢ : E; — E definida por ¢(z) = a, para todo x € F;,
X : E; — E; definida por x(z) = —a;, para todo z € E;, e ¢ : E; —
E; definida por ¢(z) = Ig;(z) + x(z), para todo z € E;. Temos
entao que
Ai(z) = a+ui(r—a;)
e(x) +u;.(1(2))
= ¢(@)+ (uioy)(x)
= [o+ (uioy)](x).
Desta forma, \; é diferenciavel e
Ai(z) = [+ (uioy)]'(z)
= ¢'(@)+ (uio9)(2)
= Op +u(¥(z)) o ¥'(2)
U; O IE'

= U,

para todo = € E;. Portanto, se f é diferenciavel em a, entéo (f o \;)
¢é diferenciavel em a; e

(f o M) (@) = F'(Mi(a:)) 0 Ni(ai) = F'(a) o us



45

Lembrando que

n

Ip = (uiopy),

i=1

concluimos que

Exemplo 11.

flla) = fla)olg

n

= f'(a)o [Z(Uz Opz‘)]

=1

= Z[f/(a) o (u;i o p;)]
= Z[(f/(a) ou;) o p;)

ﬁ
Il
—

|

s
Il
=

[(f o Xi)/ (ai) o pi]-

Seja f : R? — R a funcdo definida por f(z) = z?2+232,

para todo o = (x1,22) € R2. Do Exemplo 2 temos que, para cada
a = (a1,a2) € R?, a fungdo f é diferenciavel em a e, da Proposigao

11, segue que
definidas por

as fungoes (foX) :R - Re (fol): R — R

(f o M)(@) = f(Mi(2)) = 2* + a3

(f o X2)(@) = f(Xa(2)) = af + 2%,

para todo x € R, sdo diferenciaveis em a; e ag, respectivamente, e

f'(a).h

= [(foM) (ar) opi]-h +[(f 0 A2)'(az) o pa].h
= (foA)(a1).(p1-h) + (f o A2) (az).(p2.h)

= (foX)(a1)-hi 4 (f o A2)(a2).hy
d

_ d(foM) d(f o As)
= dQL‘ ( 1).h1 + T(ag).hg

= 2.&1.h1 + 2.a2.h2,
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para todo h = (hy, ha) € R?.

Observagao 6. Notemos que, quando E € um espago de Hilbert,
U C E é um conjunto aberto, a € U e f : U — R € uma funcao
diferencidvel em a, tem-se, pelo Teorema da Representacao de Riesz,
que eziste V f(a) € E tal que

f'(a).h =< Vf(a),h >,
para todo h € E.

Proposigao 12. Sejam U C R™ um conjunto aberto e a € U. Se
f:U—= R € uma funcdo diferencidvel em a, entio

Vf(a)= (aajl(a), ...,;ﬂi(@)

para todo h = (hy,...,h,) € R".

Demonstracio. Se f : U — R é uma funcdo diferenciavel em a,
entao existe f'(a) € L(R™,R) e, sendo R"™ um espaco de Hilbert,
existe Vf(a) = (b1,...,b,) € R™ tal que

n

fla).h =<V f(a),h>=" (b.hy),

i=1

para todo h = (h1,...,h,) € R™. Entao, para cada j = 1,...,n,
temos

bj =< Vf(a),e; >= f'(a).e;
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e, da Proposicao 11, segue que

b = f(a)e;

n

= {Z[(f o i)' (as) Opz’]} €

=1

- Z{[(foAi)’(ai)opJ-ej}

= D I(f o X) (a:)-(pi-e;)]

= (for) (a1
(foXj)a; +t.1) = (foXj)(ay)

= lim
t—0 t
_ i Qe +1)) — F(y(ay))
t—0 t
~ im flai,...,aj-1,a; +t,aj41,. .., an) — flar,...,an)
t—0 t
_ 9f
Logo,
Vf(a) = (b17"'7bn)
B of of
- (e phw)
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APENDICE A - DEFINICOES E RESULTADOS
COMPLEMENTARES

Definicao 3. Seja E um espago vetorial. Uma fungao ||.||g : E — R
é chamada norma se satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ||z||g > 0, para todo z € F;

(ii) ||z||g = O se, e somente se, = 0;

(iii) ||tz||g = |t|||z||e, para todo t € R e todo = € E}

(iv) [l +ylle < |lzlle + [lyl|z, para todos =,y € E.

Neste caso, diz-se que o par (E,||.||g) é um espago normado.

Definicao 4. Sejam (E,||.||g) um espago normado e (x,) uma
sequéncia em F. Diz-se que o ponto x € E é limite da sequéncia
(z5,) quando, para todo € > 0, existe ng € IN tal que

|lzn — 2l <,

para todo n > ng. Neste caso, diz-se que (z,) é uma sequéncia
convergente.

Defini¢ao 5. Sejam (FE,||.||g) um espaco normado e (x,) uma
sequéncia em F. Diz-se que (z,,) é uma sequéncia de Cauchy quando,
para todo € > 0, existe ng € IN tal que

l|zn — xml||E < €,
para todo n,m > ng.

Definicao 6. Seja (E, ||.||g) um espago normado. Diz-se que (E, ||.||g)
é um espago de Banach se toda sequéncia de Cauchy em E é con-
vergente.

Definicao 7. Seja E um espaco vetorial. Um funcao < .,. >pg:
E x E — R é chamada produto interno se satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) < z,x >g > 0, para todo = € E}

(ii) < z,z >g = 0 se, e somente se, x = Og;

(i) < 1 + @2,y >p = < 21,y > + < T2,y >g, para todos
T1,T0,y € E;
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(iv) < tz,y >p = t < z,y >pg, para todo t € R e todos =,y € E;
(V) <z,y >p = < y,x >pg, para todos z,y € E.

Neste caso, diz-se que o par (E,< .,. >pg) é um espago com produto
interno.

Definicao 8. Seja (E, < .,. >pg) um espago com produto interno e
||l.llg : E — R a norma definida por

l2lle = V<32 >p,

para todo z € E. Diz-se que (F,< .,. >g) é um espago de Hilbert
se (E,]||-||g) é um espago de Banach.

Definicao 9. Sejam (E,||.||g) e (F,||.||r) espagos normados e T :
FE — F uma transformacao linear. Diz-se que T' é uma transforma-
¢ao linear limitada se existe k € R tal que

| Tz]|r < Ell2||6,

para todo xz € E. No caso em que F' = R, diz-se que T é um funcional
linear limitado.

Proposicao 13. Sejam (E,||.||g) e (F,]||-||F) espagos normados e
T : E — F uma transformacao linear. Sao equivalentes as sequintes
afirmacées:

(i) T é limitada;

(i) T € uniformemente continua;

(i1i) T € continua.

Demonstragao. Consultar Kesavan (2004).
|
Proposicao 14. Sejam (E,||.||g) e (F,||.||F) espagos normados. Se

L(E,F) é o espago vetorial das transformacdes lineares limitadas,
entao a funcao ||.||p(e,r) : L(E, F) — R definida por

Tx
Tk, F) —sup{H e c rEFR, a:;éOE},
|||

para todo T € L(E, F), é uma norma.
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Proposicao 15. Sejam (E, ||.||g) e (F,||.||F) espa¢os normados. Se
T:FE — F € uma transformacao linear limitada, entdo

T
sup{H‘;’j'”F cr€eEER, x#OE} = suwp{||Tz[[r : € E, [|lz|lp <1}
E

= sup{||Tz||lr : z€ E, ||z||p =1}.

Demonstragdo. Consultar Kesavan (2004).

Teorema 1 (Teorema da Representacao de Riesz). Seja (E, < .,. >g
) um espaco de Hilbert. Se f : E — R é um funcional linear limitado,
entao existe um unico ug € F tal que

f(u) =<u,up >E,

para todo u € F.

Demonstragao. Consultar Kesavan (2004).



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Notações
	Introdução
	Introdução
	A noção de diferenciabilidade
	Regras operacionais
	Diferenciabilidade em espaços produtos
	Referências
	Definições e Resultados Complementares

