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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo estudar componentes de cur-
vas regulares, ou seja, relacionar uma fungéo a alguma caracteristi-
ca da mesma - por exemplo, "quanto curva'"uma curva é, é o que
se denomina curvatura. Outra funcao que definimos para curvas no
espaco € a torcao. Que esta relacionada com quanto a curva “deixa
de estar” contida em um plano. Sempre que a curva, tanto no plano
quanto no espago, estiver parametrizada por comprimento de arco
- norma do vetor tangente sempre unitério - as contas sobre essas
fungoes serao mais simples, porém nem sempre é facil ou possivel
expressé-las. O principal objetivo do trabalho é demonstrar dois te-
oremas: o primeiro é o Teorema Fundamental das Curvas Planas e
o segundo é o Teorema Fundamental das Curvas no Espago.






ABSTRACT

The following paper aims to study regular curves, in other words,
to relate a function to any of its characteristics - for example, “how
much a” curve can be curved. Another function a the space curves is
the torsion, which say how much a curve “is not contained in a plane
. every curve can be parameterized by an arc length - the tangential
vector unitary norm — it makes the calculations simpler. However,
it is not always easy or possible to get such a parameterization.
The main objective of this study is to prove two theorems: the first
is the Fundamental Theorem of Plane Curves and the second is
Fundamental Theorem of Space Curves.
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1 INTRODUCAO

A geometria diferencial é uma uniao da geometria com o cal-
culo, com muitas aplicagoes em fisica, biologia, computacao grafica e
em entre outras areas. A Teoria da Relatividade Geral, Teoria Clas-
sica de Campos e o Reticulo Endoplasmatico Rugoso, sao exemplos
onde a geometria diferencial estd inclusa. O primeiro a estudar foi
Pierre de Fermat quando descobriu como expressar algebricamente
tangentes de curvas dadas. Apoés ele Newton a investigou a curvatura
por meio do célculo infinitesimal.

Este trabalho utilizou como referéncia base o livro do Ro-
naldo Freire Lima, "Introducdo a Geometria Diferencial" (LIMA,
2016), e o do Manfredo Perdigao do Carmo "Geometria Diferencial
de Curvas e Superficies" (CARMO, 2014), além de outros que se
encontram nas referéncias. O mesmo esta dividido em trés capitulos
e apresenta o estudo de curvas tanto no plano como no espago. No
comego do segundo capitulo definimos parametrizacdo de uma cur-
va e apresentamos alguns exemplos que sdo usados até o final deste
trabalho. Em seguida, apresentamos a demonstracao da férmula do
comprimento de uma curva. Esta féormula sera tutil na defini¢ao de
curva parametrizada por comprimento de arco no capitulo seguinte.

No terceiro capitulo, dividimos as curvas planas do Capitulo
2 em curvas regulares e curvas ndo-regulares. Mostramos que uma
curva nao-regular pode ser uma curva regular em um certo intervalo.
Apos, introduzimos a definigdo de curvatura de uma curva. Neste
trabalho calcularmos a curvatura de diversas curva, tanto no plano
como no espaco. E concluimos o capitulo com a demonstracao do
teorema fundamental das curvas planas.

No quarto capitulo tratamos das curvas no espago. Apre-
sentamos um invariante a mais de uma curva, que chamaremos de
torgao. Apresentamos o Triedro de Frenet e alguns exemplos de co-
mo calcular a curvatura e a tor¢ao de curvas regulares. E, por fim,
enunciamos o Teorema fundamental das curvas no espago.

Em todos os capitulos, muitas figuras sdo apresentadas. A
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intuigdo geométrica é importante para entender o comportamento
dos escalares de uma curva. As figuras foram produzidas a partir do
programa livre, Geogebra.



2 CURVAS NO PLANO E NO ESPACO

Este capitulo tem intuito de apresentar algumas curvas clas-
sicas da Geometria Diferencial. Esses exemplos serao importantes no
Capitulo 3, onde definimos curvas regulares. Neste mesmo capitulo,
demonstramos a formula do comprimento de uma curva, geralmente
visto em Calculo 2, mais precisamente, no estudo de fungoes de uma
variavel real a valores em R".

Definigao 2.1. Seja I C R um intervalo. Uma fungao « : I — R™,
n = 2,3, é denominada uma curva parametrizada. Dizemos que uma
curva parametrizada é suave quando a é uma funcao suave!. O traco
de « é o conjunto-imagem «(I).

v

/\ alt)

ICcR

Figura 2.1 — Traco de uma curva parametrizada em R2.
A seguir, apresentaremos alguns exemplos de curvas para-

metrizadas.

Exemplo 2.1 (Circunferéncia). A aplicagio « : [0,27] — R? dada
por
t — a(t) = r(cos(t),sen(t))

é uma parametrizacao para uma circunferéncia de raio » > 0 centra-
da na origem.

Exemplo 2.2 (Cicloide). Por definigao, a cicloide é a curva descrita

L Isto é, quando todas as derivadas o/, a/, a’’, - - - existem.
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por um ponto fixo em uma circunferéncia de raio r > 0 que rola sem
escorregar sobre uma reta.

2T T

Figura 2.2 — Cicloide.

Uma parametrizacao para a cicloide é dada por

a:R — R?
t— at) =r(t —sen(t),1 — cos(t)).

Exemplo 2.3 (Catenaria). A catenaria tem a forma de um fio flexi-
vel suspenso por dois pontos. E o caso, por exemplo, de cabos de alta
tensao entre dois postes. Mesmo parecendo uma fun¢do quadratica,
ela ndo é uma funcao polinomial. A catenaria pode ser parametriza-
da por

a:R — R?
t — a(t) = (t,cosh(t))

Na Figura 2.3, comparamos uma pardbola e uma catenaria. Note a
diferenca.
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a(t) = (t, cosh(t)

Figura 2.3 — Catenaria e a parabola.

Exemplo 2.4 (Hélice circular). Sejam a,b € R*. Uma parametriza-
cao da hélice circular é dada por

a:R—R?
t — a(t) = (acos(t),asen(t), bt)

Figura 2.4 — Hélice circular.

De agora em diante, por simplicidade, as curvas parametri-
zadas serao denominadas apenas por curvas.

Definigao 2.2 (Vetor Tangente). Seja o : I — R™, n = 2,3, uma
curva. O vetor tangente (também chamado de vetor velocidade) a
a(t) no ponto tg € I é a derivada de « no ponto no ¢y, ou seja,
a'(to).
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Figura 2.5 — Vetor tangente.

Note que o vetor tangente indica o sentido do movimento
da curva e, a norma desse vetor, é um escalar que representa a
velocidade com que a curva passa pelo ponto.

Definigao 2.3 (Reta Tangente). Seja « : I — R™ n = 2,3, uma
curva. A reta tangente a a no ponto tg € I é aquela que contém
a(tg) e é paralela ao vetor o (ty).

Exemplo 2.5 (Circunferéncia). Seja o a parametrizagdo da circun-
feréncia dada no Exemplo 2.1. Temos que

o' (t) = r(—sen(t),cos(t)) # (0,0), Vt € [0, 27],

pois —sen(t) e cos(t) ndo se anulam simultaneamente. De fato, quan-
do um se anular, o outro sera 1 ou —1. Calculando ||c/(t)]|, temos

o/ (£)]] =y (—r sen(t))? + (r cos(t))? = ry/cos?(t) + sen2(t) = r.

Observe que a norma de «(t) é constante, V¢ € [0,27]. Usaremos

este fato posteriormente quando falarmos de curvas parametrizadas
por comprimente de arco.

Exemplo 2.6 (Cicloide). Considere a parametrizagao o da cicloide
apresentada no Exemplo 2.2. Segue que

o' (t) = r(1 — cos(t),sen(t)).
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Além disso,

o/ ()] =y/r2((1 = cos(t))? + sen2(t))

=ry/2(1 — cos(t))

= 2rsen (;) , Vt € R.

Exemplo 2.7 (Catenaria). Do Exemplo 2.3, temos que o/(t) =
(1,senh(t)) e que, cosh?(t) — senh?(t) = 1

o (£)]] =/1 + senh®(£) =y/cosh?(t) = cosh(t),
uma vez que cosh(t) > 0, Vt € R.

Exemplo 2.8 (Hélice circular). Seja o parametrizac¢ao da hélice cir-
cular visto no Exemplo 2.4, temos que o/(t) = (—asen(t),a cos(t),b)
e

o/ (t)]| :\/(—asen(t))2 + (acos(t))? + b =va? + b2.

E possivel observar que existem infinitas parametrizagoes
para uma dada curva. Uma maneira de relaciona-las é através de
uma mudanca de parametros. Vejamos o exemplo, seja

a(t) = (cos(nt),sen(nt))

uma parametrizagdo da circunferéncia com t € R e n € N*. Para
cada n temos uma parametrizacao diferente, porém com o mesmo
traco.

Definigao 2.4 (Mudanga de parametro e reparametriza¢do). Uma
mudanga de pardmetro ¢ uma bijegao ¢ : J — I entre intervalos de R,
tal que ¢ e ¢~ ! sdo suaves. Para uma dada curva o : I — R™ e uma
mudanca de parametro ¢ : J — I, a composi¢do f = ao¢p: J — R"”
¢é dita uma reparametrizacao de a.

Exemplo 2.9 (Reparametrizagdo da circunferéncia). Seja

a:[0,27] — R?
t — a(t) = r(cos(t),sen(t))
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a parametrizacao para a circunferéncia de raio r > 0 introduzida no
Exemplo 2.1. Considere a mudanga de parametro

¢ : [0,27r] — [0, 27]
s o(s) =

A curva 8= ao ¢ : [0,27r] — R? tal que

B(s) = a(o(s)) =« (;) =r (cos (;) ,sen (;)) .

Dizemos que  é uma reparametrizacao de a.

Lema 2.1. Uma bijecao suave ¢ : J — I é uma mudanc¢a de pard-
metro se, e somente se, ¢’ nunca se anula.

A demonstragdo deste resultado pode ser encontrada em
(PICADO, 2006).

2.1 COMPRIMENTO DE ARCO

Pretendemos calcular o comprimento de uma curva entre
dois pontos. Grosso modo, é a distancia percorrida de um ponto até
o outro andando sobre a curva, usaremos uma ideia bem intuitiva.

Definigao 2.5 (Comprimento de arco). O comprimento de arco, é
o supremo de todos os comprimentos de um caminho sobre a curva.

Seja a uma curva suave tal que

a: [a,b] — R?
e a(t) = (x(t), y(t).
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Fy =afa)

y(ty) — ylto)

@

o(t) — x(to)

Figura 2.6 — Pontos sobre a curva.

Considere uma particdo a = tg < t; < ... < t, = b do
intervalo [a,b] de modo que «(t;) = P; com i = 0,1,..,n.Vamos
denotar por L o comprimento de uma curva suave « de a(a) a «(b).
De acordo com (GUIDORIZZI, 2001), note que

L=~ d(Po,Pl) + d(Pl,PQ) + ..+ d(Pnfl,Pn),
e quantos mais pontos tivermos entre Py e P,, mais préoximos es-
taremos de L. Lembre que, se P,_; = (x(ti—1),y(ti—1)) e P, =
((t:),y(t:)), entdo
d(Pi-1, P;) :\/(y(ti) —y(tim1))? + (x(t:) — z(ti-1))?.

Pelo Teorema do Valor Médio,

x(t;) —x(tio1) = 2" (0:) (ti — tiz1),

y(ti) —y(tio1) =y (Bo)(ti — tica),

com ﬂl’, 0; € [ti—lati} et=1,---,n. Se At;, =t; — t;—1, temos:

d(Pie1, P) =/ (y/ (82)* + (2'(6.))*Ats.
E, portanto,

L= lm (imw+<x/<5i>mti>

sup At; —0
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b b
L= [+ @nrd = [ o) (2.1)

Entao podemos definir o comprimento de arco, de uma curva
t .
« suave, entre os pontos a e ¢t como L(t) = [ |[a/(s)||ds, vejamos
alguns exemplos.

Exemplo 2.10. No Exemplo 2.5, verificamos que ||o/(t)|| = r com
a(t) = r(cos(t),sen(t)). Segue da geometria elementar que o compri-
mento de uma circunferéncia é de 2wr. Veremos que esse resultado
é valido utilizando a Férmula (2.1). De fato,

27 27 2m
/ o ()]t :/ rdt = 1t
0 0 0

Exemplo 2.11 (Cicloide). Seja a a parametrizagdo da cicloide tal

=2nr —r0 = 2nr.

como no Exemplo 2.2. Um fato interessante é que o comprimento da
cicloide, quando a circuferéncia completa uma volta, corresponde a
8 vezes o raio da propria circunferéncia.

Figura 2.7 — Cicloide.

De fato, vimos no Exemplo 2.6, como o' (t) = (1 — cos(t), sen(t)), e
que

[/ (8)]| = 2r sen (;)

Entéao, de (2.1), temos que

27 27 t
/ ||/ (t)]]dt = / 2r sen (2)dt = —4r cos(m) + 4r cos(0) = 8r.
0 0
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Exemplo 2.12 (Catenaria). Seja a a parametrizagao da catenéria
tal como no Exemplo 2.3. Calcularemos o comprimento da catenaria
no intervalo [0, s].

/S\/ 1 4 senh?(t)dt = /S\/cosh2 (t)dt
0 0

= senh(¢)| = senh(s) — senh(0)

0

= senh(s).

Exemplo 2.13 (Espiral logaritmica plana). A espiral logaritmica
foi estudada por Bernoulli e por ele chamada de "espiral maravilho-
sa" por conta do seu comportamento e da sua expressao algébrica.
Uma parametrizacao é dada por

a:R— R’
t — a(t) = (e’ cos(t), e’ sen(t)).

=

Figura 2.8 — Espiral

Vamos calcular o comprimento de arco desta curva. Sejam

o' (t) = (e’ (cos(t) — sen(t)), ' (sen(t) + cos(t)))
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[lo/ (t)]| :\/262t(— cos(t) sen(t) 4 sen?(t) 4 cos?(t) + cos(t) sen(t))
— /22t
=V2¢".

Portanto, o comprimento dessa curva, de um ponto inicial 0 até um

ponto qualquer s € R é dado por:
/ o (8)||dt = / Vaetdt =V/3(e* — 1), Vs € R
0 0

Exemplo 2.14 (Hélice circular). Pelo Exemplo 2.8, o comprimento
da Hélice circular do ponto inicial 0 até um s € R é dado por:

/ Ho/(t)Hdt:/ Va® £ BRdt = s\/a + 12,
0 0

Teorema 2.2. O comprimento de uma curva é invariante por repa-
rametrizagoes.

A demonstragao pode ser encontrada em (LIMA, 2016).

Exemplo 2.15. Nos Exemplos 2.1 e 2.9, apresentamos duas pa-
rametrizagoes diferentes para uma circunferéncia de raio r centra-
da na origem. Pelo Teorema 2.2, o comprimento deve ser invari-
ante por reparametrizagdo. De fato, vimos no Exemplo 2.10 que
o comprimento da circunferéncia é 27r utilizando a parametrizagao
a(t) = r(cos(t),sen(t)). Agora usando a parametrizagao apresentada
no Exemplo 2.9, vamos recalcular o comprimento da circunferéncia.
Lembre que

B:[0,27r] = R?

s—B(s)=r (cos (;) ,sen (;)) .

Note que ao invés de calcularmos no intervalo de [0, 27] como feito no
Exemplo 2.10, devemos alterar esse intervalo para [0, 27r], por conta
da reparametrizacdo. Note que a curva (3 necessita deste intervalo
para completar uma volta completa. E ||3’(s)|| = 1 Portanto,

27r 27r
L(s):/o HB’(S)Hds:/O 1ds = 277
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Nesse capitulo, tratamos de curvas em R?. Interessa-nos fa-
lar sobre curvas que admitem uma tnica reta tangente em cada um
de seus pontos. Isso permite estudar propriedades geométricas de
tais curvas.

Figura 3.1 — Reta tangente a curva « no ponto «(t).

Note que o vetor tangente, de uma curva suave «(t), deno-
minado por ¢/ (t) d& a dire¢ao da reta tangente.

Definigao 3.1 (Curva Regular). Sejam I C R um intervalo e « :
I — R? uma curva. Dizemos que « é regular quando o’(t) é nao
nulo, Vit €

Geometricamente, as curvas que possuem bicos, nao sao re-
gulares, mas nem todas curvas nao regulares tem bicos, ou seja, em
algum o ponto vetor tangente é nulo. Abaixo, temos duas curvas,
uma regular e a outra nao regular.

Exemplo 3.1. Uma parametrizacao para a curva na Figura 3.2
abaixo & a(t) = (t,t> — 6t + 8t) com t € R. Calculando o/ (t) temos

o (t) = (1,3t% — 12t + 8).

Como o/(t) # (0,0), Vt € R, pela Definigao 3.1 «(t) é regular.
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Figura 3.2 — Curva regular.

Exemplo 3.2. Uma parametrizagao da curva da Figura 3.3 ¢ a(t) =
(t2,43) t € R. Como queremos saber se «(t) é regular ou nio, pre-
cisamos calcular o (t) Note que no ponto (0,0) o vetor tangente se
anula, logo a(t) nao é regular.

o (t) = (2t,3t2)

Figura 3.3 — Curva nao regular.

Exemplo 3.3 (Parabola). Seja a(t) = (t,t*) uma parametrizagio
da parabola z2 — y = 0. Vejamos que a parabola com essa parame-
trizagdo é uma curva regular. De fato, como o/(t) = (1,2t), temos
que ¢/(t) é nao nulo, V¢ € R.

Note que toda curva parametrizada da forma a(t) = (¢, f(t))
com f diferenciavel é regular. No Capitulo 2, estudamos algumas
curvas. Os Exemplos 2.1, 2.3 e 2.4 sao curvas regulares, enquanto que
a curva do Exemplo 2.2 nao é regular, conforme podemos visualizar
no Exemplo 3.4.
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Exemplo 3.4 (Cicloide). Do Exemplo 2.2, temos que a(t) = r(t —
sen(t), 1 — cos(t)) e, consequentemente, o' (t) = r(1 — cos(t),sen(t)).
Logo,

a’(0) = r(1 = cos(0),sen(0)) = (0,0).
Por isso, a curva cicloide nao é uma curva regular. Note que ela é
regular em {t € R|t # 2k7, k € Z}

Exemplo 3.5 (Parametrizacao nao regular da Parabola). Considere
& : R — R? dada por t — a(t) = (t3,t°). Note que o traco de &
coincide com a curva do Exemplo 3.3. Calculando &/ (t) = (3t2, 6t°)
vemos que, no ponto t = 0, o vetor tangente se anula, logo & nao é
regular.

3.1 PARAMETRIZACAO POR COMPRIMENTO DE ARCO

A partir desta se¢ao, consideremos apenas curvas regulares.

Definigao 3.2 (Curvas parametrizadas por comprimento de arco).
Seja a : I — R? uma curva. Dizemos que a é parametrizada por
comprimento de arco se a norma do vetor velocidade (tangente) é
unitaria em todos os pontos pertencentes a curva, ou seja, ||a/(t)|| =
1, vtel.

Exemplo 3.6. Agora iremos encontrar uma parametrizagdo por
comprimento de arco da circunferéncia. Vamos usar os Exemplos
2.1 e 2.5. Considere a curva «a(t) = r(cos(t),sen(t)), com ¢t € R
temos que ||a(t)|| = r e por conseguinte

L(s):/os|o/(t)|dt:/05rdt:rs.

— 1 __ s = 2 ~
Defina ¢(s) = L™"(s) = 2. A fungao ¢ serd a mudanga de parametro
necessaria para obter uma parametrizagao por comprimento de arco,
isto é, para obtermos que o vetor velocidade com norma igual a 1.
Uma ideia para isso é considerar a composi¢ao de a e ¢. Fazendo

B(s) =a(s(s)) =7 (sen (;) , COS (;)) .

Note que ||5'(s)|]| = r \/(i>2 (Sen2 (;) + cos? (;)) = 1. Vs e,

portanto, 8 é parametrizada por comprimento de arco.
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O teorema abaixo nos garante que sempre existe uma fun-
¢ao ¢ tal como no exemplo anterior. Basta que a curva seja regular.
No entanto, nao podemos garantir que seja possivel expressa-la ex-
plicitamente.

Teorema 3.1 (Reparametrizacdo por comprimento de arco). To-
da curva regular admite uma reparametrizacao por comprimento de
arco.

Demonstracio. Vamos determinar uma func¢ao ¢ e definir a compo-
sigdo B = a0 ¢ tal que § é a reparametrizagao por comprimento de
arco da curva a. Sejam o : I — R? e ty € I e lembre que a funcao
comprimento L(t) é dada por

t
L(t)y= [ ||&'(7)||dr. (3.1)
to
A Figura 3.4 mostra o grafico de duas fungoes, a(t) e L(t), em que
L(t) é a fun¢do comprimento da curva a(t). Podemos notar que a
L(t) é crescente e, portanto, admite inversa.

to t

Figura 3.4 — Funcao comprimento de arco.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, podemos derivar
ambos os lados de (3.1) e concluir que L'(t) = ||&/(t)|| > 0Vt € T
pois « é regular. Como assumimos que « é suave, segue que L é tam-
bém suave. Logo, L é suave, crescente e injetora. Considere J = L(I)
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edefina ¢ := L=! : J — I. Pelo Lema 2.1, segue que ¢ é também sua-
ve. Como L(¢(s)) = s, Vs € J, derivando em relacado a s e utilizando
a regra da cadeia, encontramos L'(¢(s))¢’(s) = 1. Isolando ¢'(s) e
trocando L'(¢(s)) = ||a/(4(s))]], temos que ¢'(s) = Wl(S))H Por-
tanto, basta definir 5(s) = a o ¢(s) e teremos que [ estd parame-
trizada por comprimento de arco. De fato, derivando e calculando a
norma, temos
1

18" ()1 = lle (¢()]].16"(5)] = ||a’(¢(8))llm =1

Vejamos mais alguns exemplos.

Exemplo 3.7 (Catenéaria). Seja a(t) = (¢,cosh(t)) a parametriza-
¢ao da catenaria apresentada no Exemplo 2.3. Vimos no Exemplo

2.7 que

|la’(t)]] = cosh(t)
e portanto,

L(s) = / cosh(t)dt = senh(s).
0

Se ¢(s) inversa de L, e como L(s) = 6572675

.- 2
Portanto,

0=e20) —25e?() 1
@d)(s) _ 28 :t\/ (—25)2 + 4
2
e?) = s 44/s2 + 1
o(s) =In(s +vs2+1).

Portanto, uma reparametrizacao por comprimento de arco da curva
a(t) é dada por 5(s) = a(¢(s)) tal que

B(s) = (In(s +v/s? + 1), cosh(ln(s +v/s? + 1))).
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Exemplo 3.8 (Espiral logaritmica). Seja a(t) = (e’ cos(t), e’ sen(t))
a parametrizacao da espiral logaritmica vista no Exemplo 2.13. Lem-
bre que o comprimento da curva de 0 até s é

[ e ®lide =vaes - v,

Fazendo ¢(s) = L™1(s), segue que:

s—‘-\/§
\/i )

e, portando, uma parametriza¢do por comprimento de arco para a
espiral logaritmica é 3(s) = a(¢(s)) dada por

5+v/2 54+v/2
B(s) = 5 cos | In 5

o(s) =In

5+V2
V2

,sen | In

3.2 CURVATURA

Um conceito de suma importéancia para o estudo de geome-

tria diferencial é a curvatura. Grosso modo, podemos dizer que a

curvatura de uma curva diferencial é a velocidade em que uma cur-

va "deixa de ser uma reta"ou como professor o Ronaldo Freire de
Lima traz no seu livro "Introdugdo a Geometria Diferencial":

Intuitivamente, a curvatura de uma curva dife-

renciavel, num determinado ponto, é uma me-

dida da variagdo de direcdo da reta tangente

numa vizinhanga desse ponto, isto é, quanto

maior for essa variagao de dire¢ao, maior sera,
em valor absoluto, a curvatura.(LIMA, 2016)

Nosso objetivo, nessa se¢ao, é procurar um valor, isto é um
nimero real, que represente essa curvatura para cada ponto. Relem-
bremos que estamos considerando apenas curvas regulares. Pelos
exemplos apresentados a seguir, veremos que ||3”(s)|| com S pa-
rametrizada por comprimento de arco, € um bom candidato para
representar a curvatura de uma curva.

Exemplo 3.9 (Reta). E natural esperar que a curvatura de uma
reta seja nula. Vamos apresentar uma parametrizacao da reta. Seja v
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um vetor unitario em R? e p um ponto do plano. Seja 3 uma curva
parametrizada por comprimento de arco dada por B(s) = sv + p.
Calculando, temos f'(s) =v e f"(s) =0,s € R.

Exemplo 3.10 (Espiral logaritmica). A parametrizagdo por com-
primento de arco da espiral encontrada no Exemplo 3.8 é

- (5) o () o (359)

=

Figura 3.5 — Espiral

Note que, para s muito grande, no intervalo |s — €, s + €[, "a curva
estd perto de ser uma reta". Calculando

V2
4es

18" ()l =
vemos que ||3”(s)|| é proximo de zero, quando s é grande.

Definicdao 3.3. Seja o : I — R? uma curva parametrizada por
comprimento de arco. A curvatura k(s) de a em s é k(s) = ||a”(s)]],
vVtel.

Exemplo 3.11 (Curvatura da circunferéncia). Pelo Exemplo 3.6,
uma parametrizacao por comprimento de arco da circunferéncia é
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a(s) = r(sen(s/r),cos(s/r)). Vamos calcular k(s) = ||a’(s)]]:

a’(s) = _Tl(sen(s/r),cos(s/r)).

Portanto,

o (5)]| =+ fsen2(s/r) + cos2(s/r) = +

A curvatura da circunferéncia independe de s, ou seja, ela é cons-
tante, para todo s € [0, 27r]. E também inversamente proporcional
ao raio, isto é, quanto maior o raio, menor a curvatura da circun-
feréncia. Se pensarmos em um raio muito grande, a curvatura esta
proxima de zero. Em uma pequena vizinhanga da circunferéncia, a
circunferéncia quase chega a ser uma reta.

Nas figuras abaixo, temos duas curvas mostrando a diferenga
entre curvatura constante e nao constante.

Figura 3.6 — Curvatura constante.

o"(s)
o(s)

Figura 3.7 — Curvatura nao constante.



3.2. Curvatura 37

Exemplo 3.12 (Catenéria). Do Exemplo 3.7, temos uma parame-
trizagdo por comprimento de arco da catenéria dada por

B(s) = (In(s +v/s2 + 1), cosh(In(s +v/s2 + 1))).

Vamos calcular ||8”(s)||. Como

s+vVsZ2+1

B(s) = | —— :
“\Emrrve

segue que

Se k(s) = [|8(s)]], entao

" 52 1
118" (s)l] :\/(82+1)3 + (s> +1)3

AR 1
V213 (52 1)2

1
241"

Como ja comentado, nem sempre podemos expressar expli-
citamente uma reparametrizacao por comprimento de arco. A propo-
sicao abaixo traz uma forma de calcular a curvatura, para qualquer
curva regular.

Proposicao 3.2. Seja a(t) = (z(t),y(t)) : I — R? uma curva
reqular. Entao, para cada t € 1,
/ t 1 t " t !/ t

k(t) = i ..
V(@ (1) + (' (1)?)

A demonstragao pode ser encontrada em (ALENCAR, 2007).
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Exemplo 3.13 (Parébola). Seja a curva a(t) = (t,t?) utilizada no
Exemplo 3.3 onde mostramos que « é regular e o/(t) = (1, 2t). Logo,
o’ (t) = (0,2) calculando entao a curvatura

k() = ——>

V(L4 42)3
3.3 DIEDRO DE FRENET

Um fato importante das curvas parametrizadas por compri-
mento de arco é que sempre, nao importando a curva, o’ é ortogonal
a . Para provar isso, usaremos a Unica restri¢ao para que uma cur-
va esteja parametrizada por comprimento de arco.

Lema 3.3. Seja o : I — R? uma curva parametrizada por compri-
mento de arco. Entao o’ e o sao ortogonais.

Demonstra¢ao. Como « esta parametrizada por comprimento de ar-
co, temos que ||/ (¢t)|| = 1. Logo, < &/(t), &/ (t) >= 1. Derivando em
relagdo a t, temos que

<d(t),d"(t) >+ < a’(t),d'(t) >= 0.

Portanto, < o/(t),a”(t) >= 0. Produto interno entre dois vetores
igual zero, significa que eles sdo perpendiculares. Podemos notar isso
na imagem abaixo. u

Figura 3.8 — o/(t) ortogonal a o’ (t).
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Seja J o operador linear ortogonal J : R? — R? dado por
(x,y) — (—y,z). Note que J realiza uma rotacao em 90° no sentido
anti-horario. E possivel verificar que

(Jv,w) = — (v, Jw), Yu,w € R% (3.3)

Definigao 3.4. Seja a : I — R? uma parametrizacao por compri-
mento de arco. Dado s € I, indicamos por T'(s) = o/(s) o vetor
tangente de « em s e por N(s) = JT(s), o vetor normal em s.
T(s), N(s) é chamado de Diedro de Frenet.

Observe que T' e N sdo unitarios, pois « esta parametrizada
por comprimento de arco. Além disso, como

(N(5),T"(s)) = (JT(s), T'(s)) ,
(T(s),N'(s)) = (T(s), JT'(s)) ,
a Equagao (3.3) implica que
(N(s), T'(s)) = £[|T"(s)I| = £k(5),
(T(s),N'(s)) = FIT"(s)]| = Fk(s)-

caso simples para visualizar que (N(s),T"(s)) = £||T"(s)|| = £k(s),
sendo o/(s) = T(s), o vetor T'(s) é ortogonal ao vetor T"(s), mas
N(s) também é perpendicular a T'(s), portanto sdo paralelos. Vamos
definir a curvatura com sinal, isto é, k, tal que

T'(s) = ks (s)N(s), Vs € I. (3.4)
Disso segue que N'(s) = —ky(s)T(s). As equagoes

T =ksN
N' = —k,T.

Séo chamadas de Férmulas de Frenet. Veja que de (3.4) se-
gue que

ko(s) = +k(s), Vs eI (3.5)
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Nao podemos dizer que os vetores T’ ¢ N sempre tém o mesmo
sentido, isso vai depender do valor de k,, se k,(s) for maior que
zero N(s) e o tém o mesmo sentidos, e opostos quando k,(s) for
menor que zero.

Figura 3.9 — Estudo do sinal de &, .

A proposigdo a seguir apresenta uma forma de calcular k.
que serd util na préxima secao.

Proposicao 3.4. Sejav = (0,1) e 6(s) o dngulo marcado no sentido
positivo entre o vetor u = (1,0) e o vetor tangente T'(s). Entao,

ko(s)=6'(s).

Figura 3.10 — Vetor tangente.



3.8. Diedro de Frenet 41

Demonstragao. Utilizando as relagdes trigonométricas em um trian-
gulo retangulo, podemos escrever T'(s) da forma

T(s) = cosfO(s)u+ senf(s)v

T'(s) = 6'(s)(—sen 0(s)u + cos O(s)v).

Logo < T'(s),u >= —senf(s)#’(s). Por outro lado, pela definigao

de curvatura com sinal, < T"(s),u >=< ky(s)N(s),u >. Como o

angulo entre N(s) e u & igual a § + 60(s), por conta que N = JT' e
s

J realiza uma rotagao de 7 no sentido anti-horario, temos que

™

<T'(s),u >= ky(s) cos <9(3) + 5) = —ky(s)senf(s)

Se sen f(s) = 0, basta repetir a demonstracao calculando < 7"(s),v >
Concluimos, k,(s) = 0'(s). [ |

Quanto ao sinal de k, quanto k(s) > 0, implica que 6’(s) > 0,
ou seja # é crescente em um intervalo em torno de s e o/(s) varia
no sentido anti-horario. De mesma forma, para quando k(s) < 0, o
vetor tangente varia no sentido oposto. Vamos calcular a curvatura
de uma circunferéncia, utilizando a Proposicao 3.4.

Exemplo 3.14 (Curvatura da circunferéncia). Seja
a(s) = r(cos(s/r),sen(s/r))

a parametrizagdo encontrada no Exemplo 3.6. Nessa segunda forma
de encontrar a curvatura, precisamos que o vetor tangente esteja na
forma T'(s) = cos(s)u + sen f(s)v. Como

s s
= (cos (; + 5) , Sen (; + 5)) .
Podemos considerar v = (1,0), v = (0,1) e 0(s) =
k(s) = 0'(s), derivando 6(s) temos

0'(s) = %
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3.4 TEOREMA FUNDAMENTAL DAS CURVAS PLANAS

Em poucas palavras, o Teorema Fundamental das Curvas
Planas diz que toda funcao real pode ser vista como a curvatura de
alguma curva plana e se duas curvas tém a mesma curvatura, elas
sdo iguais a nao ser por um movimento rigido. Antes de demonstrar
essa afirmagdo, precisamos definir algumas propriedades, como a
translagao e a rotagao.

A translacdo é um movimento que certo objeto faz, de forma
paralela e em linha reta, de um lugar para outro.

Figura 3.11 — Translagao de um quadrado.

Ja a rotagao, acontece a partir de um giro do objeto em um
certo dngulo. A matriz associada a uma rotacdo por um angulo 0 é

| cos(f) —sen(6)
Ho = [ sen(f)  cos(6) ] '

A Tmagem 3.12 mostra a rotagao de um quadrado em 7rad a partir
do seu centro.
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N

h
N

4
Figura 3.12 — Rotagao de um quadrado em um éangulo de 7.

Usando translagao e rotacdo, podemos definir os movimen-
tos rigidos.

Definigao 3.5 (Movimento rigido). Um movimento rigido é uma
aplicacdo M : R? — R? tal que M = T,0Ry, que desloca a curva sem
alterar suas propriedades. Tal deslocamento, é uma composigao de
uma translagdo T, definida pela dire¢ao do vetor a, isto &, T,(v) =
v + a, com uma rotacdo Ry de centro na origem no sentido anti-
horario pelo angulo 6, isto é,

Ro(x,y) = (xcosf —ysend, xsend + ycosh).

Agora temos condi¢oes de enunciar e demonstrar o Teorema
Fundamental de Curvas no Plano.

Teorema 3.5 (Teorema Fundamental das Curvas Planas). Sejam I
um intervalo aberto e f : I — R uma funcdo diferencidvel. Entdo, e-
ziste uma curva diferencidvel o : I — R?, parametrizada por compri-
mento de arco, cuja funcao curvatura k coincide com f. Além disso,
para toda curva B : I — R?, parametrizada por comprimento de ar-
co, que cumpre kg = k, existe um movimento rigido My : R? — R?,
tal que o« = My o 5.
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Demonstracao. Para provar a primeira parte do teorema, iremos
encontrar uma curva «, a partir de uma fungao 0(sg), com so € I
fixo, onde a curvatura de «(s) coincide com 6'(s). Pela Proposi¢ao
3.4, temos

0(s) = /S: f(u)du.

Assim, podemos definir « por

as) = (/S: cos 6(t)dt, /S: sen 0(t)dt> :

Note que a curva «(s) é parametrizada por comprimento de arco,
pois o/ (s) = (cos0(s),senb(s)) e ||a/(s)|] =y/cos? O(s) + sen? O(s) =
1, respeitando a tese. Como o/(s) = (cosf(s),senf(s)), este vetor
tangente faz um angulo 6(s) com o vetor u = (1,0) como a Proposi-
¢ao 3.4 vista anteriormente. Portanto a curvatura de o é dada por

0'(s) = f(s)-

Na segunda parte da demonstragao, queremos provar que se

duas curvas tém a mesma curvatura, entdo elas sdo iguais a menos
de um movimento rigido. Sejam «; uma curva parametrizada por
comprimento de arco com curvatura f e 61 (s) o ngulo entre o vetor
u=(0,1) e & (s). Logo &/ (s) = (cost1(s),senb(s)) e

ai(s) = (/8 cos 1 (s)dt, /8 sen 6, (t)dt) + a1 (s0).

S0 So

Como j4 vimos na Proposigdo 3.4, temos 0] (s) = f(s) e
0 (s) = / F(w)du + 01 (s0) = 0(s) + 61 (s0).
S0

Substituindo 61 (s) = 6(s) + 61(sp) em «a; e indicando a1 (sp) por a
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e 01(so) por 6y, obtemos

S0 S0

ai(s) =T ( / " cos(B(t) + 8o )dt. / " sen(0(1) + Go)dt>

=T, </: (cos(0(t)) cos(By) — sen(6(t)) sen(fy)) ,

S0

/S (sen(0(t)) cos(bp) + cos(0(t)) sen(@o))>

S

:Ta<cos(90) / " cos(0(1)) — sen(fo) / sen(6(1)),

S0 S0

S

cos(f) /: sen(6(t)) + sen(fo) /s cos(@(t))).

0

Portanto

a1(s) = Ty o Ro, ( / " cos(0(t) / ) sen(e(t)dt> — T, 0 Ry (als))

S0 S0

Exemplo 3.15. Seja f(s) = s uma fungéo real. Pelo Teorema acima,
existe uma curva o : I — R? parametrizada por comprimento de
arco cuja curvatura coincide com f. De acordo com a demonstragao
do Teorema 3.5, basta considerar

s 82
0(s) :/0 udu = 5
e afs) = ([, cos(B(t))dt, [; sen(6(t))dt), ou seja,

a(s) = </Os cos (i) dt, /Os sen (i) dt) .

Porém, ndo podemos expressar essas integrais de forma explicita
com fungbes elementares. Mas, sabemos que « esti parametrizada
por comprimento de arco. De fato, derivando «(s) pelo teorema
fundamental do calculo temos o/(s) = ( cos (%) ,sen (%)), ou seja

norma sempre igual a 1.






4 CURVAS REGULARES NO ESPACO

Grande parte dos teoremas que vimos para curvas no plano,
de modo anélogo, serao validos para curvas no espago. Por exemplo,
o Teorema 3.1 cuja afirmagao é "toda curva regular admite parame-
trizagdo por comprimento de arco".

Comecgamos definindo um escalar para a curvatura.

Definigao 4.1 (Curvatura no espaco). Seja o : I — R3 uma cur-
va parametrizada por comprimento de arco. Definimos a curvatura
como

k(s) = lla” ()1,

para todo s pertencente ao intervalo I

Exemplo 4.1 (Hélice circular). Sejam a,b € R* o : R — R3. Uma
parametrizagao da hélice circular é

a(t) = (acos(t),asen(t), bt).

Figura 4.1 — Hélice circular.

Iremos verificar se ela esta parametrizada por comprimento
de arco, que seria o caso se a norma do vetor tangente for igual a 1



48 Capitulo 4. Curvas Regulares no Espago

para todo t € R Como «/(t) = (—asen(t),acos(t),b), temos

| (t)]| :\/(—a sen(t))2 + (acos(t))? + b2 =V a? + b2.

Podemos ver que a norma nem sempre serd igual 1, dependendo dos
parametros a e b da hélice, precisamos, antes de calcular a curvatu-
ra, reparametrizar a curva por comprimento de arco. O processo é
idéntico ao feito com a circunferéncia no Exemplo 3.6.

L(s) = / o/ ()| dt = / VT T Pdt =J/a? T 1.
0 0

Calculando a fungdo inversa ¢(s) = L71(s), temos que ¢(s) =

S

Nk Compondo com «(t), temos

s s bs
B(s) = a(é(s)) = (acos (m)’asen (\/@2 T b2> Nz bZ)'

A hélice circular agora esta parametrizada por comprimento
de arco pela curva 3(s). Iremos calcular a curvatura que é dada por

k(s) = 118" (s)]]-

1

700 e ~osen (7 oo 7))

. —a S S
)= ———=| cos| —— |,sen | —1],0].
Fi(s) a2+b2< (x/a2+b2> (\/a2+b2> )
Portanto a curvatura da hélice circular é dada por

|al
a? + b2’

[18"()I] =

Como na circunferéncia, a curvatura da hélice independe
do pardmetro s. Geometricamente é facil notar, basta uma visao
superior da mesma.



49

B(s)

-
N

Figura 4.2 — Vista superior da hélice.

Exemplo 4.2 (Espiral logaritmica no espago). Seja
a(t) = (e cos(t), e’ sen(t), e’)

uma parametrizagao para a espiral logaritmica no Espago. Como de
praxe, iremos verificar se a curva esta parametrizada por comprimen-
to de arco. Como o’ (t) = (e'(cos(t) —sen(t)), e (sen(t) + cos(t)), e*),
segue que

o' (8[| = ¢/ (cos(t) — sen(t))2 + (sen(t) + cos(t))? + 1) = €' V3.
Seja
L(s) = /OS |/ (t)||dt = e*V3 < L7 (s) = In (\/Sg> :

Em notag@o matricial, a curva reparametrizada ¢ dada por j3(s)

Logo,
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\/é —sen (In % —cos (In %
5//(5): \/é —sen (In % + cos (In %

0

Como queremos encontrar a curvatura, basta calcular ||3”(s)]]

1 1" /l ﬁ
18"()l =y < (87 3"(5) > = 2.

Podemos obter a curvatura de curvas em que a reparametri-

zacao por comprimento de arco, nao pode ser expressada explicita-
mente, utilizando a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 4.1. Seja a(t) = (z(t),y(t)) : I — R® uma curva
reqular. Entao, para cada t € 1,

o (t) AN (t
o) = .

Demonstragdao. Seja 3 : I — R3 uma reparametriacio por compri-
mento de arco de «, ou seja, a(t) = 5(4(t)), sendo k(t) a curvatura

[/ ()]] e k(t) = [|6”(o(2))]| deri-

de ambas as curvas, entdo ¢'(t)
vando «a(t), temos

o (t) = B'(6(1)¢' () = [lo' (1)[18"(6(1))

o' (t) = B"(e()) (@ (£)* + B'(6(1)¢" (1)
=l (®)I[*8"((t)) + ¢" (1) B'(4(1)).
Logo,
o/ (t) Ao (1) = [|a()[[8'(6(t) A B" (6(1)).
Como f esta parametrizada por comprimento de arco, entao ||5’(¢(t))|| =
lep L A", por fim
||/ () A " ()]

lo'(®) A @ Ol = lla DIFIS" @) = k(1) = = s
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A Equagao (4.1) é analoga a Equagao 3.2 apresentada na
Proposigao 3.2.

Exemplo 4.3. Seja o : J — R? tal que a(t) = (¢,t%,t) Iremos
calcular a curvatura utilizando Equagao (4.1), temos que o/(t) =
(1,2t,1) e a”(t) = (0,2,0)

2

Ho = (2 + 4¢2)(2)

4.1 TORCAO E TRIEDO DE FRENET

O teorema fundamental das curvas no plano nao ira servir
para curvas no espago. Toda fungao é curvatura de alguma curva pla-
na, mas nem todas as curvas do espago estao contidas em um plano.
Teremos que adicionar mais um invariante, que estara relacionado a
quanto a curva deixa de estar contida em um plano.

Dado uma curva suave « : I — R3 com o''(t) #0, Vt € I,
seja

_ ()
"= o
o vetor tangente e )
N(t) = 1]:7(5)

vetor normal associados & curva «, ambos unitarios. Portanto os
vetores T'(t), N () formam uma base ortogonal para o plano tangente
a curva o no ponto «(t), que chamaremos de plano osculador. De
modo analogo ao Lema 3.3 de curvas no planos, os vetores T(t) e
N(t) séo ortogonais.

Mas em vez de estudarmos a variacao do plano osculador
para calcularmos quanto a curva deixa de estar contida em um plano,
iremos analisar a variacao de um vetor unitario e ortogonal ao plano
osculador, que chamaremos de wvetor binormal, encontrado a partir
do produto vetorial entre T'(¢) e N(t)

B(t) = T(t) A N(2).
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Exemplo 4.4 (Plano Osculador). Neste exemplo encontramos o
plano osculador referente a curva

a(t) = e'(1,sen(t), cos(t))

no ponto com ty = 0. Da algebra linear, para encontrarmos a equa-
¢ao de um plano, precisamos de um ponto por onde o plano passa e
de um vetor ortogonal ao plano. Como ja comentamos, {T'(t), N(t)}
¢ uma base para o plano osculador e calculando B(t) = T'(t) A N(t),
encontramos um vetor perpendicular ao plano. Primeiro temos que
encontrar T'(s) e N(s), temos

o (t) = e'(1, cos(t) + sen(t), cos(t) — sen(t))
e ||a/(t)|| =v/3et. Entdo, o vetor tangente ¢ dado por
!/
1
o) _ —(1, cos(t) + sen(t), cos(t) — sen(t)).

~a@® V3

Em t = 0 encontramos o vetor 7'(0) = %(1, 1,1). Para calcular N(t),

precisamos calcular

1

T'(t) = ﬁ(o, —sen(t) + cos(t), — sen(t) — cos(t))
[T (t)|] :\/2 sen?(t) — 2sen(t) cos(t) + 2 cos?(t) + 2sen(t) cos(t)
_V2
7
Portanto,
1

N(t) :ﬁ(o, —sen(t) + cos(t), — sen(t) — cos(t)).
Precisamos do vetor N(0) = %(0, 1,—1). Para encontrar o vetor
B(0), basta fazer B(t) = T(t) A N(t), ou seja, .

B(t) = i(—2, cos(t) + sen(t), cos(t) — sen(t))

V6

Agora temos o vetor ortogonal ao plano osculador, ou seja, B(0) =

%(—2, 1,1). A equagao do plano é dado por a(z — zo) + b(y — yo) +
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c(z — zp) = 0, onde (a,b,c) & o vetor ortogonal e (zg,yo, 20) sao
as coordenadas do ponto por onde o plano passa, que nesse caso,
sao a(0) = (1,0, 1). Portanto, a equacao do plano osculador & o em
t=0¢-2x-1)+1(y—0)+1(z—1)=00u —2x+y+2+1=0.

Daqui em diante, consideraremos curvas parametrizada por
comprimento de arco. Como nas curvas planas temos o Diedro de
Frenet, em curvas no espago temos o Triedro de Frenet, formado
pelos vetores T'(s), N(s), B(s). Temos que T'(s) = o/(s), precisamos
encontrar B(s). Como B(s) = T'(s) A N(s), derivando ambos os
lados, deparamos com

B'(s) =T'(s) AN(s) +T(s) AN'(s).

Mas, T"(s)AN(s) = k(s)N(s)AN(s) =0, logo B'(s) =T (s)AN'(s).
Como B'(s) é ortogonal a T(s) e B 1 B’, obrigatoriamente B’(s)
tem que ser paralelo a N(s). Veja a figura abaixo.

Figura 4.3 — Vetor B’(s) paralelo a N(s).

Definigao 4.2 (Torgao). Seja o : I — R3 uma curva suave para-
metrizada por comprimento de arco tal que o’ (t) # 0, Vt. A fungao
7: 1 — Rtal que B'(s) = —7(s)N(s) é denominada tor¢do da curva
o em S.

Observe que calcular |7(s)| é equivalente a calcular ||B’(s)|],
pois N(s) é unitario, ou seja,

1B'(s)l] = I7(s)].
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Note que, diferente da curvatura, a torgdo de uma curva no espago
pode ser positiva ou negativa. Por conta que os trés vetores unitarios
formam uma base para R? e B(s) = T'(s) AN(s), usando que N(s) =
B(s) ANT(s), e repetindo o processo anterior obtemos

)+ B(
s)N(s) A ()+B() k(s)N(s)

Retomando as equagoes importantes anteriores, temos
1. T'(s) = k(s)N(s),
2. N'(s) = —k(s)T(s) + 7(s)B(s),

3. B'(s) = —TN(s).

Essas sao chamadas as equagoes de Frenet e dao origem a uma matriz
anti-simétrica na base {T, N, B}

0 k 0
-k 0 T
0O —7 0

No préximo exemplo iremos encontrar a curvatura e a torgao a partir
das equacoes de Frenet.

Exemplo 4.5 (Torgao da hélice circular). Considere a parametriza-
¢ao por comprimento de arco

S S bs
B(s) = (acos <m>,asen <\/a,2 +b2>’\/a2 +b2>

obtida no Exemplo 4.1, a tor¢ao pode ser encontrada se calcularmos
B'(s) e N(s) e substitui-los na equagdo B’(s) = —7(s)N(s). Lem-
bre que no Exemplo 4.1 calculamos T'(s) = f'(s), T'(s) = p"(s) e
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17" (s)]],logo
V()= L) :JW(COS(W)’S@'“(W)’O)
T ()] ol
a2+b2

= |a|<cos <\/m>,sen <m>,0>.

Precisamos ainda de B’(s), temos que B(s) = T(s) A N(s)

— — —

) j k

B(s) = #(—asen< = )) L (acos( 5 )) b
$) = |Vator Vaz1b? Vaz1b? a2+b2

ﬁ cos %12‘1 = ﬁ sen ( TQ‘:_ b2) 0

B(s) S bsen [ ——— |, beos | —u
S) = - 11 ) 7_a °
la|Va? + b? a? +b? Va2 + b?

Entao, para todo s € R, temos

1 s ]
B'(s) = a bcos | ——— |,bsen | ——— |,0
(s) laMa? + b2 (\/@2—1—1)2 ( ( a2+b2> (\/a2+b2> >

ab s s

—b
= mN(S) = —T(S)N(S).
Portanto, 7(s) = ﬁ Note que a tor¢ao nao depende do para-

metro s e isso significa, grosso modo, que o tanto que a hélice esta
deixando de estar contida em um plano é constante em todo s. Po-
demos ter uma visao melhor em qualquer visao lateral da hélice
circular.
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B(s)

Figura 4.4 — Vista lateral da hélice.

Lembrando que a torcao da hélice circular, parametrizada
por comprimento de arco, é dada por 7(s) = GZ—_I’HJZ, podemos olhar
abaixo a tor¢ao em dois exemplos. No primeiro temos os parametros
a = 2.5 e b= 0.9 e no segundo matemos o valor do pardmetro a e
consideramos o b = 0.1

0.9
T(t) = o e 01T

PRy

1
51

1

1
T T

1

-0l \

Figura 4.5 — Tor¢ao da hélice.
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0.1
= 0.016

=
) = 5500z ’

Figura 4.6 — Torgao da hélice perto de zero.

O exemplo acima indica que se a torg¢ao é proxima de zero,
a hélice circular em uma vizinhanga estd quase "contida em um
plano".

Proposicao 4.2. Seja : I — R? uma curva suave parametrizada
por comprimento de arco. Entao, B € plana se, e somente se, sua
torcao T € nula.

Demonstragao. (=) Pela hipotese, o trago de 5 esta contido em um
plano. Tomemos v um vetor ortogonal a este plano e escolha um
ponto sg € I. Logo,

< B(t) — B(ty),v >=0, Vs € I.
Derivando duas vezes em relagao a t, obtemos
< B'(s),v>=0

< B"(s),v >=0.
Portanto, v é ortogonal ao plano osculador, para todo s. Como
B(s) = T(s) A N(s) e ||B(s)|| = 1, entdo podemos dizer que B
é sempre paralelo a v para todo s, logo B é constante. Uma vez que
I7(s)| = ||6'(s)|| e B'(s) = 0 podemos concluir que 7(s) =0 Vs

(<) Na reciproca, temos B’(s) = 0 e, portanto, B é cons-
tante. Podemos dizer que 3 esta contido em um plano ortogonal a
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B. De fato, considerando sy € I e seja a fungao
£(s) =< B(s) = B(s0), B > .
Derivando em relagéo a s,
f'(s) =< p'(s),B>=<T(s),B>=0,Vs.

Por fim, temos que f é constante. Como f(sg) = 0, concluimos que
f € nula, e o vetor 3(s) — B(sg) é ortogonal a B. Logo, 8 estd no
plano ortogonal a B. |

Exemplo 4.6 (Circunferéncia no espago). Seja « : [0,27] — R3
uma parametrizacao por comprimento de arco da circunferéncia no

espago a(t) = (rcos (L), rsen (L), a). Temos que

1. T(t) = (—sen (L) ,cos (L) ,0),

T

2. N(t) = L(—cos(%),—sen(%),0),

?

3. B(t)=T(t) AN(t) = (0,0, %)
Como a torgao é calculada por ||B’(t)|| = |7(s)| e B(t) é constante,
entao a torcao é nula. Portanto a circunferéncia esté contido em um
plano. Neste caso, contida no plano 7: z — a = 0.

Como em curvas planas, nem sempre é facil encontrar a
reparametrizagdo por comprimento de arco de forma explicita. Outra
forma de calcular a curvatura de uma curva que nao necessariamente
esteja parametrizada por comprimento de arco é:

Proposicao 4.3. Seja aft) um curva regular, cuja curvatura nunca
seja nula, entdo:

< (' (t) A" (1), o (t) >
o/ (t) A a”(8)]2

T(t) =

Exemplo 4.7 (Torgdo pela formula). Seja a curva o : I — R? tal
que a(t) = (t,t2,t3). Temos que

1. o/(t) = (1,2t,3t?),
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2. o'(t) = (0,2, 61),
3. /() = (0,0,6).

E
1 2t 3¢2
< (@A WE),a" () >= [0 2 6t]=12
0 0 6
- —
7T
BN (t)= |1 2t 3t2| = (6t%6t,2).
|0 2 6t
Logo,
12 3

t) = - .
"= S s a - PE )+ 1

4.2 TEOREMA FUNDAMENTAL DAS CURVAS NO ESPACO

Neste capitulo, trabalhamos com dois escalares associados
aos pontos de uma curva, a curvatura e torgao. Juntos esses escalares
determinam o comportamento de uma curva no espago. A curvatura,
do mesmo modo que no capitulo anterior, calcula o quanto a curva
deixa de ser uma reta, e a tor¢do o quanto essa curva deixa de estar
contida em um plano.

Teorema 4.4 (Teorema Fundamental das Curvas no espago). Sejam
I um intervalo aberto, k : I — R uma fungao positiva diferencidvel,
eT:1I — R uma funcdo diferencidvel. Entao, eriste uma curva di-
ferencidvel, a : I — R3 , parametrizada por comprimento de arco,
cujas fungdes curvatura e tor¢do coincidem com k e T, respectiva-
mente. Além disso, para toda curva B : I — R3, parametrizada por
comprimento de arco, cujas curvatura e tor¢do coincidem com k e
T, existe um movimento rigido M : R® — R? tal que oo = M o 3.

Um movimento rigido de R? ¢ uma funcio M : R3 — R3,
onde M é uma composi¢do de uma translagao (T,) na diregdo de a
e uma rotagao (Ry) em torno da origem, logo M =T, o Ry.
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Para demonstrar o teorema acima, é necessario considerar as
equagoes de Frenet abaixo como um sistema de equacoes diferenciais
em R? x

1. T'(s) = k(s)N(s),
2. N'(s) = —k(s)T(s) + 7(s)B(s),
3. B'(s) = —7N(s).

Sabemos que toda EDO de primeira ordem tem solucao a partir de
um ponto inicial. A unicidade da curva « é de forma anéloga a vista
por movimentos rigidos como provado para curvas no plano.

Exemplo 4.8. Podemos pensar se existe outra curva que tenha
a peculiaridade igual da hélice circular, na qual a curvatura e a
torgdo sdo constantes. Mas, pelo teorema fundamental das curvas
no espago, se tiver duas curvas com curvaturas e torgoes iguais, elas
sS40 as mesmas a nao ser por um movimento rigido.



5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho proporcionou um primeiro contato com a pes-
quisa na area académica. Trata-se de uma introdugao & geometria
diferencial, considerando curvas regulares no plano e no espago, po-
dendo definir e calcular, a curvatura e a tor¢gdo de curvas regulares.

Como em muitas areas da matematica, o aprofundamento
de um contetido em que se aprofunde o minimo, abre um leque mui-
to grande para continuar estudando, podendo mesclar com outras
areas tanto na mateméatica quanto fora dela. Uma continuagao, que
seguiria dentro da mesma linha, é o estudo de superficies. Tal como
no caso de curvas, existem superficies regulares e ndo-regulares. Uma
outra diregao é relacionar com aplicagoes em Fisica. Por exemplo,
hé conexdo entre a curvatura com a forga centripeta.
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