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RESUMO

Neste trabalho sdo estudados germes de curvas analiticas em superficies com-
plexas. Em particular, germes de curvas singulares dados pelos zeros de um
polindmio em um espago ambiente complexo de dimenséo dois. E descrito
o processo de redugdo de singularidades, que € realizado através de uma
sequéncia de morfismos denominados blow-ups (ou explosdes). O objetivo
central deste trabalho é mostrar que é possivel dessingularizar um germe de
curva analitica utilizando um numero finito de blow-ups. Para alcanc¢é-lo, é
feito um controle sobre indices (de tipo multiplicidade), que podem também
ser observados/analisados a partir do poligono de Newton da curva.

Palavras-chave: Germes de curva analitica. Blow-up. Reducdo de Singulari-
dades. Poligono de Newton.






ABSTRACT

In this work we study germs of analytic curves on complex surfaces. In
particular, germs of singular curves given by the zeros of a polynomial in a
complex ambient space of dimension two. We describe the process of reduction
of singularities, which is given by a sequence of morphisms called blow-ups.
The main objective of this work is to prove that it is possible to desingularize
a germ of analytic curve after a finite number of blow-ups. To achieve it, we
control indexes (of multiplicity type), which can also be observed/analized
from the Newton polygon of the curve.

Keywords: Germs of analytic curve. Blow-up. Reduction of Singularities.
Newton Polygon.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho estudaremos germes de curvas analiticas em superficies
complexas. Um germe de curva analitica € o conjunto dado pelos zeros de um
polindmio f(x,y). Nos interessam os germes de curvas singulares na origem
de C?; isto é, curvas tais que a ordem da fungdo f é maior que 1.

Esses objetos podem ser bastante complicados; contudo, existem trans-
formagdes, chamadas blow-up ou explosdo, que modificam o espagco ambiente
mas, por outro lado, simplificam a curva. Estes morfismos, assim como outros
conceitos bésicos, estdo definidos no Capitulo 2.

E possivel realizar uma sucessdo de transformacdes desta natureza até
que se chegue a uma situagdo onde a curva € a mais simples possivel, ou seja, a
ordem da funcdo f é 1, e além disso a curva resultante estd “bem posicionada”
no espaco ambiente.

Cada blow-up possui um centro, que serd uma singularidade da curva.
A explosdo transforma este centro em uma reta projetiva complexa, que cha-
mamos de divisor excepcional. A imagem da curva pelo blow-up, neste novo
espaco, € chamada transformado estrito da curva.

O principal resultado que vamos demonstrar neste trabalho é o seguinte
(Teorema 3.3.1):

Apds um niimero finito de blow-ups, o transformado estrito
final de uma curva analitica é uma curva analitica ndo
singular transversal ao divisor excepcional.

A demonstragdo € feita no Capitulo 3. Ela é baseada no controle
de determinados indices associados a curva: a multiplicidade intrinseca da
curva; a multiplicidade de intersecdo da curva com seu cone tangente; e o
expoente de contato. O principal argumento que usamos nesta demonstracio
é o fato que um destes indices deve obrigatoriamente baixar apds blow-up.
Apresentamos a demonstragdo primeiramente para o caso de curvas irredutiveis
e posteriormente para o caso de uma curva qualquer.

No Capitulo 4 definimos o poligono de Newton. Este objeto é utilizado
para dois fins: o Método de Newton, que consiste em realizar mudangas de
varidveis a fim de encontrar uma parametrizacdo para a curva f(x,y) = 0;
e para o estudo do indice expoente de contato no processo de reducdo de
singularidades da curva, o qual pode ser observado pela inclinacio do primeiro
lado do poligono.

No Capitulo 5 apresentamos exemplos que aplicam toda a teoria dos
capitulos anteriores no estudo de reducdo de singularidades de uma curva.






2 PRELIMINARES

Neste capitulo, introduzimos os objetos e ferramentas basicas com
0s quais trabalharemos. Nos baseamos nos livros “Introducdo a Geometria
Analitica Complexa”, de Marcos Sebastiani [Sebastiani 2004], e “Indices de
Campos Holomorfos e Aplicagcées”, de Marcio G. Soares e Rogério S. Mol
[Soares e Mol 2001].

2.1 DEFINICOES BASICAS

Uma superficie complexa M é um espago topoldgico Hausdorff que
admite um atlas, isto é, para o qual existem uma Cobertura por abertos {W,}qea
e homeomorfismos t,Da, Wy — Wy, para abertos W, C C2, tais que as fungodes
de transicdo ¢, © goﬁ sao holomorfas onde definidas.

Sejam M uma superficie complexa e p um ponto em M. Considere
todas as fun¢des holomorfas f : M — C. Nesta familia definimos uma relagdo
de equivaléncia: dizemos que duas fungdes sdo equivalentes se coincidem em
alguma vizinhanca de p. As classes de equivaléncia sdo chamadas germes de
fungdo em p. O germe de uma funcio f em p € a classe de equivaléncia que
contém f.

Duas fungdes tem 0 mesmo germe se e somente se elas coincidem em
alguma vizinhanga de p. Em particular, elas tem o mesmo valor em p. Este
valor é chamado valor do germe. Na figura a seguir temos um exemplo de um
germe de curva na origem de C2.

Figura 1 — Germe de curva



O conjunto dos germes em p de fungdes holomorfas é denotado &),(M)
e chamado anel local de M em p. Este anel ¢ uma C—dlgebra comutativa, com
unidade, sem divisores de zero e que possui um Unico ideal maximal (para
uma demonstragdo deste resultado, ver [Sebastiani 2004]).

Neste trabalho, consideraremos germes de polinémios. Em particular
estamos interessados no conjunto de zeros de um germe de polindmio. Um
germe de curva analitica C em p € M é o conjunto dado pelos zeros de um
germe f € 0,(M), f polindmio, isto é, podemos encontrar coordenadas locais
(x,y) em p tais que C = {f(x,y) = 0}. Note que, em particular, f(p) = 0.

Daqui em diante, ndo faremos distingd@o entre os termos curva e germe
de curva; sempre que dissermos “curva’” estaremos implicitamente conside-
rando o “germe” desta curva em um ponto. A razio para isto é que estamos
interessados no comportamento de uma curva préximo a um ponto especial,
que chamaremos de singularidade; uma curva possui um ndmero finito de
pontos deste tipo e podemos entdo realizar um estudo local separadamente em
cada um deles.

2.2 A RETA PROJETIVA COMPLEXA P!

Considere dois pontos distintos pg = (xp,Y0) € p1 = (x1,y1) em C2\ {0},
em que 0 = (0,0) é a origem de C2. Diremos que pg e p; sio equivalentes, e
escreveremos pgy ~ pp, se estdo sobre a mesma reta que passa pela origem, isto
é, se existe A € C* tal que x; = Axg € y; = AYo.

A relag@o descrita acima € uma relacao de equivaléncia. De fato, por
definicdo, ~ € reflexiva. Além disso, se pyp ~ p; entdo existe A € C*, tal que
Xo = Ax; e yo = Ay;; assim x| = %xo ey = /llyo e, portanto, p; ~ po. Por dltimo,
se po ~ p1 € p1 ~ p2, existem A1 e A, em C* tais que xo = A1x1, Yo = A1y1,
X1 = Aaxy e y1 = A2y2. Logo xo = A142x3 € yg = A1 422 €, portanto, pg ~ pa.

Considere agora a projecao

Pr:(Cz\{Q}—>C2\{Q},

~

que leva cada ponto p = (x,y) em sua classe de equivaléncia
C2

[p] =[X: Y]. O espago quociente € chamado de reta projetiva com-

~

plexa e denotado por P!. As coordenadas X e Y sdo chamadas de coordenadas
homogéneas de [p]. Note que [1X : Y] e [X : Y] representam o mesmo ele-
mento de P!, qualquer que seja A € C*; isto é, a imagem da reta que passa
pela origem e contém p nao depende do representante escolhido. Em outras
palavras, Pr estd bem definida.



A reta projetiva P! esta coberta por duas cartas, cujos dominios sio iso-
morfos a C. De fato, considere os abertos de P! dados por
U ={[X:Y]|X#£0}eU,={[X:Y]|Y#0}. Se Pe U; NnU; entdo

Y,
P=[XP:YP]=[1:X—‘°]=[1:rP],
P

X
P=[Xp:Yp]=[Y—§:1]=[up:1],

. 1 . -
ou seja, temos, em U N Uj, a mudanca de carta u = 7 Através das aplicagdes
[1:¢]—>te [u:1]u,

vemos que U; e U, sdo ambos isomorfos a C. Além disso, observe que
Uy =Pr(Vy)e Uy = Pr(V,), onde

Vi ={(x.y) eC?|x#0},

Va={(xy)eC*|y#0}.

Dizemos que U; e U, sdo as cartas afins de P'. Temos dois pontos
especiais: Pg =[1:0] = Pr(y =0), que chamamos a origem da primeira carta;
e P =[0: 1] = Pr(x = 0), que chamamos a origem da segunda carta.

Observaciio 1. Naturalmente, a construcio feita acima nio estd restrita a C2.
Para qualquer n > 2, podemos definir P" como o conjunto de todas as retas de
C"! que passam pela origem. A projecio

Pr:C"\ {0} > P"

faz corresponder a cada z = (z0,21,---,2n) # (0,0,...,0) a classe da reta que
passa pela origem e que contém z. Denotamos [z] = [Zy : Z; : -+ : Z,].

O espago projetivo P" é recoberto por n + 1 cartas afins:
U;={lz]1Z #0}C P%, i=1,2,...,n. As mudangas de carta sdo dadas por
funcdes racionais. Através das aplicacdes

Zo 2y

[Z'Z'---'Z-‘---'Z]r—>——---E
0: 21 it Yy z°7 "z

Zin Zy
ZI b 9 ZI 9

vemos que U; é isomorfo a C". Por tltimo, cada U; ¢ imagem do aberto
Vi=C"\{z; =0}



2.3 BLOW-UP DE UM PONTO

Consideremos duas copias de C2, chamadas W, e W, com coordenadas
(x,1) e (u,y) respectivamente. Através do biholomorfismo

Wi\{t =0} — W2 \{u =0}

(x,1) — (%,tx), 2.1)

identificamos os pontos de Wy \ {r =0} e W7 \ {u = 0} e assim construimos uma
superficie complexa 2.
Seja 7 : C* — C? a aplicacio definida como segue:

m(x,1) = (x,1x), para (x,1) € Wy;

n(u,y) = (uy,y), para (u,y) € W.

A aplicagdo 7 € holomorfa e estd bem definida, isto €, respeita a identificagdo
que dd origem a C2. Agora, se 0 = (0,0) é a origem de C? entdo

771(0) = {(0,1) € W1} U{(,0) € Wa} .

Observe que, pela identificagio (2.1), obtemos que 7~ (0) é exatamente
a reta projetiva P'. Além disso,

7:C\ 77 1(0) — C?\ {0)

€ um biholomorfismo.

A aplicagio 7 : C* — C2 é chamada de explosdo ou blow-up da origem
de C?. A origem é o centro do blow-up e sua pré-imagem, 7' (0), é chamada
de divisor excepcional.

Na pratica, a explosao ¢ realizada em cartas locais. Sejam (x,y) coor-
denadas na origem de C2. A aplicagio 7~ (x,y) = (x,1x) é chamada primeira
carta do blow-up e o ponto p; = (0,0) nas coordenadas locais (x,?) é a origem
da primeira carta. Analogamente, a1, y) = (uy,y) é chamada segunda carta
do blow-up e o ponto p; = (0,0) nas coordenadas locais (u,y) € a origem da
segunda carta. Note que p; € o ponto no infinito de P! na carta local (x,0), e
vice versa. Todos os demais pontos de 77! (0) ~ P! sdo representados nas duas

. .. 1
cartas através da correspondéncia u = e



Seja 0 = (0,0) a origem de C2. Na primeira carta, temos
'O =r"(x=y=0)={x=1x=0} = {x=0},

ou seja, todos os pontos do divisor excepcional sdo da forma (0,7) na primeira
carta. J4 na segunda carta, temos

7 =7 (x=y=0)={uy=y=0}={y=0},

isto €, os pontos do divisor excepcional sdo da forma (u,0) na segunda carta.
Considere agora, na origem de C, o eixo x = {y = 0}. O transformado
deste eixo na primeira carta é dado por

T(y=0)={tx=0}={=0}U{x=0} .

Isto significa que, apds explosdo, o eixo x se divide em duas partes: {t = 0}, que
€ o0 eixo x nas coordenadas locais (x,7); e {x = 0}. A curva {tr = 0} é chamada
de transformado estrito do eixo x. Ja {x = 0} é exatamente a expressdo do
divisor excepcional 77! (0) na primeira carta. Observe que estas duas curvas
sdo transversais na origem p;. Na segunda carta, o transformado do eixo x é
simplesmente {y = 0}, isto é, aparece apenas a “parte divisora” do transformado.

Analogamente, o transformado do eixo y € dado na segunda carta por

m(x=0)={uy=0}={u=0}u{y=0},

em que {u# = 0} € o transformado estrito e {y = 0} o divisor excepcional. Na
segunda carta, o transformado € apenas {x = 0}.

A figura abaixo ilustra o blow-up da origem de R?. Um disco aberto em
torno da origem transforma-se em uma faixa de Mobius cujo circulo central é
a pré imagem da origem. Este circulo € isomorfo a reta projetiva real IP’EIQ.



(a) Plano R? (b) Faixa de Mobius

Figura 2 — Blow-up da origem de R?

22 carta

C2 u

2 g 1
(a) Plano C (b) Espago projetivo P,

Figura 3 — Blow-up da origem de C?

Para definir o blow-up de um ponto p em uma superficie complexa M,
tomamos coordenadas locais holomorfas em uma vizinhanga de p, ¢ : W — C?,
tais que @(p) = 0. Sejam 7 : C2 — C2 o blow-up da origem de C2 e W =
a1 (e(W)) C C2. Construimos uma superficie complexa M colando M \{pte
W através da identificacdo

W\{p}c M — W\rn'(0) c C2,

usando o biholomorfismo n~ oy, isto &, um ponto g € W\ {p} identifica-se com
7 (@(q)) € W\ 7~ 1(0) e, analogamente, um ponto Q € W\ 7~ !(0) identifica-se
com ¢~ (m(Q)) € W\ {p}.



Esta aplica¢do holomorfa continuara sendo denotada 7 : M — M e tem
as seguintes propriedades: 77! (p) é a reta projetiva P! e

m:M\x (p) — M\ {p)

€ um biholomorfismo.
Desta maneira, ap6s a explosdo da origem de C?> podemos continuar
explodindo pontos no divisor excepcional. O que é vital observarmos é que:

(i) Em cada explosio o divisor excepcional é uma reta projetiva P! trans-
versal aos divisores “mais antigos”;

(i1) Tudo o que esta fora do centro de explosdo € preservado.

Dada uma sequéncia de n blow-ups, o divisor total (ou simplesmente
divisor) é uma unido de n retas projetivas, duas a duas transversais. Cada
intersecao € chamada de esquina.
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(C2

(a) Plano C2 (b) Primeira explosdo da origem de
(CZ

(c) Segunda explosao da origem Qg de (x,71) (d) Uma sequéncia de explosdes

Figura 4 — Blow-up da origem de C?
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3 REDUCAO DE SINGULARIDADES

Neste capitulo, veremos como se realiza o processo de reducdo de
singularidades de um germe de curva analitica. Nosso objetivo € demonstrar a
seguinte afirmacdo (Teorema 3.3.1):

Apds um niimero finito de blow-ups, o transformado estrito
final de uma curva analitica é uma curva analitica ndo
singular transversal ao divisor excepcional.

Para chegar a isto, fazemos um controle sobre determinados indices
associados a estas curvas. Sdo eles: a multiplicidade intrinseca da curva; a
multiplicidade de interse¢do da curva com seu cone tangente; e o expoente de
contato.

O resultado central que nos permite este controle é o fato de que, ap6s
um blow-up, a multiplicidade intrinseca da curva ndo aumenta; quando muito,
mantém-se a mesma. E, caso isto ocorra, os outros indices obrigatoriamente
diminuem. Como ambas multiplicidades sdo nimeros inteiros positivos, esta
situacdo pode repetir-se apenas um numero finito de vezes. Ao final do
processo, chegaremos entdo a uma situacdo ideal, na qual a curva possui
multiplicidade intrinseca igual a 1 (sendo, portanto, ndo singular) e possui
cruzamentos normais com o divisor.

Na Secdo 3.1 introduzimos os indices; na Secdo 3.2 vemos como estes
indices se comportam apds explosdes; na Se¢do 3.3 exibimos a demonstracio
para o caso de germes de curvas irredutiveis; e finalmente na Secdo 3.4 vemos
o resultado para um germe de curva analitica qualquer.

Neste capitulo, nos baseamos no livro “Introduccion a la Geometria
Analitica Local” de Felipe Cano Torres [Torres 2011].

3.1 MULTIPLICIDADES

Um germe de curva analitica na origem de C* é o conjunto dado pelos
zeros de um polindmio f(x,y): C = {(x,y) € C?| f(x,y) = 0}. Se u é uma
funcdo analitica tal que u(0) # 0, obviamente uf define o mesmo germe que f.
Se

_ £tk
f_fl 2 k

entdo f = 0 corresponde a fi f>--- fr = 0 e obtemos assim uma decomposi¢ao

C=CiUCyU---UCy
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na qual C; = {f; = 0}. Observe que cada fi(x,y) € irredutivel como elemento de
0'; dizemos que cada curva C; € um ramo irredutivel de f.
Seja C = {f(x,y) = 0} e escreva

JOuy) = fleay) + fra1 (6 y) + fre2(ey) + -+ fulx,y)
onde cada fj(x,y) € um polindbmio homogéneo de grau i.

Definicao 3.1.1. A multiplicidade intrinseca, ou ordem de f na origem,
m(f;0), € o niimero inteiro positivo 1.

Dizemos que a origem & ndo singular se n = 1. Neste caso, C é uma
curva lisa. Se > 2, dizemos que a origem é singular.

Defini¢io 3.1.2. O polindémio f,(x,y) é chamado parte inicial de f(x,y).

Definicao 3.1.3. O cone tangente de C é o conjunto
CT(C) = {fy(x.y) =0}.

O cone tangente de uma curva é uma unido de retas passando pela
origem e sua equagdo depende do sistema de coordenadas x,y. Estritamente
falando, o cone tangente “vive” no espaco vetorial tangente a C> na origem.
Porém, por simplicidade, vamos “coloca-lo” em C2? como a unido de retas da-
das pela equacdo f;, = 0. Abaixo veremos porque este movimento € justificado.

Vamos definir o expoente de contato maximal de uma curva. Dizemos
que as coordenadas x,y sdo transversais se x ndo divide f;(x,y). Isto €, x =0
ndo € tangente ao cone tangente (f, = 0) C C?. Como consequéncia, podemos
escrever

e y) =Y+

A nuvem de Newton nas coordenadas transversais x,y, 4 (f;x,y), é o
conjunto dos pontos (m,n), m,n inteiros positivos tais que o0 mondémio x™y"
aparece na equacgdo de f(x,y). Pelo observado acima, temos que (0,7) esta
em A (f;x,y). O Poligono de Newton de f (nas coordenadas x,y) é o fecho
convexo em N XN do conjunto .4 '(f;x,y). Mais adiante faremos um estudo
mais detalhado do Poligono de Newton; por ora queremos apenas apresentar
as nocdes bdsicas para que definicdo abaixo faca sentido.

O Poligono de Newton possui um certo nimero de lados finitos, todos
com coeficiente angular negativo. O primeiro lado é o 1ado de maior coeficiente
angular em maédulo; isto €, o lado mais inclinado. Como observado acima,
(0,m7) é um dos pontos do primeiro lado. De fato, é exatamente a intersecao
do primeiro lado com a ordenada de N X N. Seja (76(x,y)(f),0) a interse¢ao do
primeiro lado com a abcissa de N xN.
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Definicio 3.1.4. O niimero 6, ) (f) é o expoente de contato de f para as
coordenadas x,y.

Deixemos fixada a coordenada (transversal) x.

Definicao 3.1.5. O expoente de contato maximal de f é

6x(f) = max{‘s(x,y) (f)} .

Como veremos adiante, se C € irredutivel entdo d,(f) ndo € um nimero
inteiro; e, mais importante, apds explosdao o expoente de contato maximal
baixa uma unidade. A curva que realiza este expoente de contato maximal é
0 que estamos nos referindo (de forma bem livre, admitidamente), por cone
tangente de f.

H4 um algoritmo para encontrar o expoente de contato maximal, que
sera explicado através do exemplo abaixo.

Exemplo 1. Considere a curva C dada, em coordenadas transversais x,y pela
equagdo f(x,y) =0 onde

F,y) = (x+y+x2+ x>T40

Temos entdo que 4 (f;x,y) contém os pontos (0,77) e (,0). O Poligono de
Newton tem apenas um lado finito cujo coeficiente angular € —1, € 0(x)(f) = 1.
Fazemos a mudanca de coordenadas y; = y+x. Assim,

Foy1) = 01+ 22+ 30T+

Agora A (f;x,y1) contém os pontos (0,77) e (27,0). Temos entdo 5.y )(f) =2.
Fazemos uma nova mudanca de coordenadas y, = y; + x*. Entdo

Fy2) = o+ x0T+

Logo A4 (f;x,y2) contém os pontos (0,7) e (37,0); temos entdo dyy)(f) = 3.
Por tiltimo, fazemos a mudanca de coordenadas y3 = y; + x>. Obtemos

flys) =yl +x1"

Agora A (f;x,y3) contém os pontos (0,7) e (3n+ 1,0). Temos entdo

1 1
3+ =3+-.
n

O(xyy) (f) =

A curva y3 =0 € a curva que realiza o contato maximal; € a curva que estamos
chamando de cone tangente de f.
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Aqui interrompemos o algoritmo.

Como exposto no Exemplo 1, apés um nimero finito de mudanga de
varidveis encontramos coordenadas transversais onde o contato maximal é
realizado. De maneira mais geral, o algortimo pode ser resumido nos seguintes
passos:

1. Comegamos com coordenadas transversais x,y. Se d(xy)(f) ndo € um
nimero inteiro, ndo ha o que fazer. Colocamos entdo 6x(f) = 6x,y)(f).
Neste caso, a curva C dada pela equacdo f(x,y) = 0 é irredutivel.

2. Se 6 = () (f) € um nimero inteiro, buscamos uma mudanga de coorde-
nadas do tipo y; = y+ Ax° tal que 8(xy,)(f) > O(xy)(f). Temos aqui duas
situagdes possiveis:

(a) Nao é possivel realizar este passo. Consideramos o algoritmo
terminado, € neste caso a curva C ndo € irredutivel.

(b) E possivel realizar a mudanca de varidveis. Neste caso, recomec¢amos
o Passo 1 para as coordenadas x,y;.

No que segue, vamos considerar que para uma curva C dada por uma
equagdo f =0, o algoritmo acima ja foi realizado. Encontramos entdo coorde-
nadas transversais x,y as quais podemos utilizar para realizar os célculo que
desejamos. Observamos que, nestas coordenadas, a curva y = 0 € a que realiza
o expoente de contato maximal e é o que estamos chamando de cone tangente.

Voltemos a escrever f(x,y)
— £ e Tk .
=rhL5"
obtemos assim uma decomposi¢ao
C=CiUCrU---UCy

na qual C; = {f; = 0}. A parte inicial de cada ramo irredutivel f; € da forma
Pi(x,y) = (ax+By)"". Portanto P; = 0 marca uma reta passando pela origem.
Assim obtemos uma decomposicao

fi?('x?y) = PI(X,)’) PZ(X,)’)"'Pk(X,)’) .

Seja 7 : (M,E) — (C2,0) o blow-up da origem de C2. Lembre que
E =n71(0) é o divisor excepcional, que é isomorfo a P'. Se C é um germe de
curva analitica na origem, entdo

~C)=Euc,,
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onde C; € um germe de curva analitica de M que ndo contém E. Dizemos que
7~ 1(C) é o transformado total de C por nt e Cy é o transformado estrito de C
por 7.

Para provar que o transformado total 7~!(C) é uma curva analitica de
M precisamos verificar apenas nos pontos do divisor excepcional E, ja que
fora destes pontos o blow-up ¢ um isomorfismo, isto €, ja sabemos que

Y (CO\NEcM\E

é uma curva analitica.
Fixe p € E. Em p temos coordenadas locais (x1,y1) que satisfazem

X o= X

y

X1y1 -
Se C estd dada por
Fxy) = foley) + fre1(69) + fraa(xy) +---
entdo 7~ (C) estd dada localmente em p por
G, x1y0) + fye1 (e, x101) + frea (e, x1y1) +-

X Loy +x1 fen (LyD + 47 frea(Lyn) ++)
X filxryn)

fx,x1y1)

Isto mostra que 7~'(C) é um germe de curva analitica em p. Temos
E={x; =0} e C; ={fi(x1,y1) =0}. Como fi(x1,y1) = fi(L,y) +x1 (---),
temos que f1(0,y1) = f,(1,y1) # 0 e, portanto, C; ndo contém E. Além disso,
C1 N E € o conjunto de raizes de fi(1,y;) e, portanto, um nimero finito de
pontos. De fato, cada ponto de C; N E corresponde 2 classe em P! ~ 771(0) de
uma reta do cone tangente C7(C). Em outras palavras, cada ponto g; de C1 NE
corresponde a intersecdo do transformado estrito de P; com E (lembre que
P; é um fator linear de f;). Chamamos os pontos g; de pontos infinitamente
proximos de f.

Para ilustrar os conceitos apresentados acima, consideremos o seguinte
exemplo, no qual o cone tangente da curva possui duas retas. Assim, apds
explosdo teremos dois pontos infinitamente préximos.

Exemplo 2. Consideremos a curva Cy correspondente aos zeros da fungdo
fy) =02 =07 =27 =y =y =y 4

Seu cone tangente é CT(f) = {x*y*> = 0} = {x = 0} U {y = 0}.
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Co

Figura 5 — Curva Cg = {(y* — x*)(y° = x%) = 0}.

O transformado estrito de Cy aparecera nas duas cartas do blow-up. Na
primeira carta, fazemos a mudanca de varidveis x = x1, y = x1y; € obtemos

55_.222 333, 5_ 4, 5 2 23
SO, xiyn) = x)y) — Xy x) —xxy) +x] = X[(x1y] =y — Xy +x1)
Assim o divisor estd dado por E| = {x; = 0} e o transformado estrito de Co,
3
por {f1(x1,y1) = X137 —y7 = x7y; +x1 =0}
Na segunda carta, a mudanca de varidveis € x = xpy2, y = y2, € assim

5 2.2.2 3.3.3 5.5 4 2 3.2 5
fCy2,y2) = Yo = YaX5Y5 = X5V ¥y T X5y, = yz(}’Z —X; = X3)5 +x2y2) .

Logo o divisor estd dado por E; = {y» = 0} e o transformado estrito de C¢y por
{fi(x2,y2) = y2 = x5 = 393 + X332 = O},

Esta situag@o estd representada na figura abaixo. Observe que em cada
carta, o transformado de Cy corta o divisor em um dnico ponto; portanto apds
explosdo temos dois pontos infinitamente proximos.
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— .

£ Q

(a) Carta (x1,y1) (b) Carta (x2,y2)
Figura 6 — Explosio da curva {(y* — x*)(y* — x?) = 0}.

E claro que podemos realizar novos blow-ups centrados nos pontos
qi € E, e assim por diante. A ideia da reducdo de singularidades de uma curva
¢ mostrar que apés um ndimero finito de blow-ups, o transformado estrito
de f € ndo singular e tem cruzamentos normais com o divisor excepcional
(mais adiante daremos a definicdo deste conceito) em cada ponto infinitamente
préximo. Para isto usamos um controle sobre indices associados a curva, e
mostramos que estes indices diminuem estritamente ap6s explosdes. Sao eles:
a multiplicidade intrinseca, definida acima; a multiplicidade de intersecdo e o
contato maximal, que definiremos a seguir.

Daqui em diante, consideramos um germe de curva C = {f(x,y) = 0}
irredutivel. Neste caso, temos f;(x,y) = (ax+pBy)". Salvo mudanca linear de
coordenadas, podemos supor f,(x,y) =", ou seja, CT(C) = {y = 0}.

Definicdo 3.1.6. A multiplicidade de intersecdo de C com os eixos x e y
respectivamente é o niimero inteiro

(C.y=0)=i(f,y=0)=m(f(x,0);0);

i(C,x=0)=i(f,x=0)=m(f(0,y):0) .

Observe que i(C,y = 0) é exatamente a multiplicidade de interse¢io
de C com seu cone tangente. No caso particular {f(x,y)} = {f;(x,y)}, temos
que C é uma reta (“multipla”) e o cone tangente coincide com a prdpria curva.
Diremos que a multiplicidade de intersecdo de C e CT(C) € infinita. Por outro
lado, se f(x,y) # f,(x,y), a multiplicidade de intersecdo de C e CT(C) sera
finita.

Observacao 2. E possivel definir, de maneira mais técnica e algébrica, a
multiplicidade de interse¢do de quaisquer duas curvas, irredutiveis ou néo.
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A Definigdo 3.1.6 é exatamente esta definicdo mais geral aplicada ao caso
irredutivel.

Exemplo 3. Seja C = {f(x,y) = y—x = 0}. Observe que, neste caso, o cone
tangente € a prépria curva e como visto acima colocamos i(C,CT(C)) = co.
Para as demais multiplicidades, temos

m(f;0) = my-x)=1
i(Cy=0) = i(f,y=0)=m(f(x,0);0) =m(-x) =1
i(C,x=0) = m(f(0,y);0)=m@y)=1.
Exemplo 4. Considere C; = {fi(x,y)=y—x>=0}e C> = {/p(x,y) = y*—x =0}
Entao
m(f1;0) 1
i(C1,CT(CY) = i(fi.y=0)=m(fi(x,0);0) = m(—x*) =2
i(C1,x=0) m(f1(0,y);0) = m(y) = 1

m(f2;0) = 1
i(C2,CT(C2) = i(fi,x=0)=m(fi(0,y);0)=m(y*) =2
i(C,y=0) m(f(x,0);0)=m(x)=1.

Exemplo 5. Considere agora a ciibica C = {f(x,y) = y* — x> = 0}. Seu cone
tangente é CT(C) = {y = 0} e temos

m(f;0) = m(*-x)=2
i(C,CT(C)) = i(f.y=0)=m(f(x,0);0)=m(x*)=3
i(C,x=0) = m(f(0,y);0)=m(*) =2

Intuitivamente, como exposto nos exemplos acima, a multiplicidade
de intersecdo pode ser vista como a “medida de tangéncia” entre duas curvas.
Nesse sentido, podemos concluir que curvas que ndo se cortam tem multi-
plicidade de intersecdo igual a O e curvas transversais tem multiplicidade de
intersecdo igual a 1. No Exemplo 3, C e seu cone tangente sdo a mesma
curva, por isto faz sentido dizer que sdo “infinitamente tangentes”. No Exem-
plo 4, apesar de serem essencialmente a mesma curva, as multiplicidades
de intersecdo de C; e C, com os eixos coordenados ndo coincidem; isso se
deve ao posicionamento de cada curva no espaco. No Exemplo 5, vemos que
i(C,x =0) =2. Apesar de estas curvas ndo serem exatamente tangentes, este
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valor se deve ao fato de C ser uma curva singular na origem.

Uma vez que esteja realizado o algoritmo para encontrar o expoente
de contato maximal, este expoente pode ser encontrado através da férmula
abaixo:

_i(Cy=0)

o T
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3.2 MULTIPLICIDADE E BLOW-UP

Nesta secdo veremos como se comportam a multiplicidade e a multipli-
cidade de interse¢do de uma curva irredutivel C = {f(x,y) = 0} apds blow-up.

Escreva f(x,y) = y"+ fy11(x,y) + f12(x,y) +---. Recorde que, neste
caso, CT(C) = {y = 0}. Assim m(f;0) =n > 1. Chame I = i(C,CT(C)). Seja
n:(M,E)— (Cz, 0) o blow-up da origem; sendo C irredutivel, existe um tinico
ponto infinitamente préximo p € C; N E. Existem portanto coordenadas locais
X1,y1 em p que satisfazem x = x1, y = x1y; e entdo

7 f = fx1,x1y1)

iy + fre1(x1, x191) + fraa (e, x1y1) + -+
= x] O]+ x1fyr(LyD +x7 fraa(LyD) +---)
= X filxt,yn)

Assim obtemos

fi=—=-7f. 3.1

O transformado estrito C estd dado por fi(x1,y;) = 0, onde

)’7+x1fn+1(1,Y1)+X%fn+2(1,y1)+"'
i—(p+1
yi+x Z x| o+ )fj(l,yl)-

Jjzn+l

Silx1,1)

Segue entdo que

m(fi;p) <n=m(f;0).
Por sua vez, o transformado do cone tangente de C esta dado por

n"CT(C) = {x1y1 =0} = {x; =0}U{y; =0} = EUCT(CY

onde E = {x; = 0} € o divisor excepcional e CT(C)’ € o transformado estrito
do cone tangente de C.

Vejamos o que acontece se m(fi; p) = m(f;0). A primeira coisa a
se observar € que neste caso, o transformado estrito do cone tangente de C
coincide com o cone tangente do transformado estrito de C, isto é

CT(C) =CT(Cy) .

De fato, a parte inicial de fj(x1,y;) € exatamente y’17.
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Passemos ao calculo de todas as multiplicidades.

Lema 3.2.1. A multiplicidade de intersec¢do do transformado estrito de C
com o divisor excepcional E é a multiplicidade intrinseca de C.

Demonstracao: De fato temos
i(C1,E) = i(fi;x1 = 0) = m(f1(0,y1); p) = m(y]sp) =1 .

|
Seja I a multiplicidade de interseccdo do transformado estrito C; com
seu cone tangente CT'(C), isto é, I} =i(C,CT(Cy)).

Lema 3.2.2. Se m(Cy;p) =m(C;0)=n> 1 entdo I =1—n.

Demonstracdo: Se usarmos a Defini¢do 3.1.6 para determinar Iy,
obtemos

i(C1,CT(C)) = m(fiGx, 0 p) =m|xi > x " V1,005 pl,
>+l

que ndo conseguimos calcular diretamente.
Porém, escreva f(x,y) = ¢(x) +yg(x,y). Note que f(x,0) = ¢(x) e,
portanto,
1 =i(C,CT(C)) = m(f(x,0);0) = m(p(x)) .

Apés blow-up, obtemos
mf = () + x1y18(x1, x1y1) -

Portanto, pela equagao (3.1) temos

SiGe,y)

1
ﬁ(‘/’(xl) + xl)’lg(xl,xm))
I

1 Vi
= g‘ﬁ(xl) + ﬁg(xl,xl)q)

1 xl
= o1(x1) +y18(x1,y1) .
Lembrando que o cone tangente de C, CT(C}), esta dado por y; = 0, temos

que
I = i(C1,CT(Cy)) = m(f1(x1,0); p) = m(p1(x1)) .
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1

Porém como ¢;(x1) = —,](p(xl) , obtemos m(p1(x1)) = m(p(x1)) — 7, isto &,
X
1

I]ZI—T].

Corolario 3.2.1. Sejam § o expoente de contato de C e CT(C) e 1 0 expoente
de contato de Cy e CT(Cy). Se m(Cy; p) = m(C;0) =n > 1, entdo

6p=0—-1.
Demonstracao: De fato,

_HGCTC) _ L _I=n I, _ o
m(Cy; p) non 7 )

O exemplo abaixo ilustra que, apds blow-up, se a multiplicidade da
curva ndo baixar entdo o expoente de contato ird baixar uma unidade.

Exemplo 6. Considere a seguinte familia de curvas com singularidade na
origem
C={f(xy)=y"-x"=0}

param,n e Nesendo 0 <m <n.
Assim, CT(C) = {y = 0}, e a multiplicidade de f é m(f,0) = m, portanto
o expoente de contato de C com seu cone tangente é
_UC.CTC) _m(f(x.0.0) _ _ma) _n
Com(f.0)  m(f,0)  mGm-x) om
O tnico ponto infinitamente préximo do transformado estrito de f
é a origem da primeira carta do blow-up. Tomamos entdo a mudanca de
coordenadas x = x| e y = x1y; € obtemos

7 f = flx,xy) = X[y =x] =00 -7 =0.

O divisor excepcional tem equagdo E = {x’l" =0} = {x; = 0}, o transformado
estrito C estd dado por fi(x1,y1) = y’l” - x’l”’”.
Para esta familia de curvas consideremos trés situacdes separadamente:
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1. Caso 0 <m < 5 <n. Temos:
n
m<§<:>2m<n<:>m<n—m.

Logo CT(Cy) = {y1 =0} e m(f1,0) = m =m(f,0). O expoente de contato
de C1eCT(Cy)é

_i(CLCT(CY) _ m(fi(x,0).0) _ m&™  n-m
T om0 w0 moy A m

=0-1

Portanto neste caso temos m(f1,0) = m = m(f,0): a multiplicidade ndo
baixa depois de explosdo. Em contra-partida 6; = 6 — 1: isto é, o expo-
ente de contato baixa de uma unidade.

2. Caso 0 < 5 <m < n. Temos:
n
§<m<:)n<2m<:>n—m<m

Assim CT(Cy) = {x; = 0} ndo corresponde ao transformado estrito de
CT(C). Isto significa que C; se separa de seu cone tangente apds a
explosdo. Neste caso, temos

m(f1,0) =n—m<m=m(f,0),
isto €, a multiplicidade baixa.
3. Casom = g Neste caso, a curva nao € irredutivel.
Com este exemplo observamos que:

e Se o cone tangente se mantém, a ordem da curva ndo muda porém
o expoente de contato baixa; em outras palavras, se CT(f) = CT(f1),
entdo m(f) =m(fi1)ed =6—1;

e Se o cone tagente muda, a ordem da curva baixa; em outras palavras, se
CT(f) # CT(f1), entdo m(f) > m(f1).

Com este exemplo podemos ver que quando a multiplicidade baixa
apds explosdo, algo especial deve ocorrer; de fato, neste momento a curva é
“separada” de seu cone tangente. Quando a multiplicidade se mantém apds
explosdo, o cone tangente permanece 0 mesmo porém seu expoente de contato
com o transformado da curva baixa (uma unidade), ou seja, a nova curva é
“menos tangente” ao seu cone tangente.
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3.3 ARGUMENTO PARA UMA CURVA IRREDUTIVEL

Apds todo o trabalho desenvolvido nas secdes anteriores, estamos
prontos para demonstrar o teorema abaixo:

Teorema 3.3.1. Apds um niimero finito de blow-ups, o transformado estrito
final de uma curva analitca é uma curva analitica ndo singular transversal ao
divisor excepcional.

Demonstracao: De fato, a multiplicidade intrinseca n da curva C e
o expoente de contato 6 de C com seu cone tangente s30 nimeros inteiros
positivos. Se a multiplicidade intrinseca da curva se mantém apds blow-up,
o expoente de contato baixa uma unidade. Como isto sé pode ocorrer um
nimero finito de vezes, em algum momento a multiplicidade deve baixar. Por
indugdo, apés um nimero finito de blow-ups encontramos que o transformado
estrito C’ tem multiplicidade intrinseca igual a 1.

|

Possivelmente serdo realizados blow-ups adicionais para que a curva e
o divisor tenham cruzamentos normais; trataremos isso com mais detalhes na
préxima secao.

O exemplo a seguir é o exemplo chave deste trabalho e voltaremos a
ele varias vezes no decorrer do texto.

Exemplo 7. Considere a curva C = {f(x,y) = y2 - x> =0}. O cone tangente
de C é o eixo x, CT(C) = {y = 0}. Fagamos o blow-up da origem de C>. Na
primeira carta temos a mudanca x = x{,y = x1y;. Portanto

Fom(xi,yn) = fxi,x1y1) = (xiy)* = (x1)* = X3 (vF —x1) =0

Temos entdo que o divisor estd dado por E; = {x; = 0}, e o transformado estrito
por Ci = {f1 =y? —x; = 0}.

Na segunda carta a mudanga de varidvel é dada por x = xoy,, y=ys e
assim

fom(x2,y2) = f(x232,52) =¥5 — (x232)* = y3(1 —=5y2) = 0.

O divisor estd dado por E| = {y, = 0} e o transformado estrito € a curva
Ci={1 —xgyz}. Isto €, na segunda carta, C; ndo possui singularidades; dizemos
que C; € uma unidade. Portanto ndo ha mais que fazer, e para o proximo
blow-up tomaremos como centro a origem da primeira carta (xy,y;).
Facamos entdo o blow-up da origem de (x,y;). Como o cone tangente
de C1 € CT(Cy) = {x1 = 0}, olharemos apenas para a segunda carta da explosao.
Se olharmos para a primeira carta, encontraremos que na origem desta carta
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o transformado estrito de C| é uma unidade; como visto acima, esta situacio
ndo nos interessa. Tomamos entdo a mudanga de varidveis x; = x2y2, y1 =2
(repetimos as varidveis xp,y, para simplificar a nota¢do) e obtemos

fiom(x2,y2) = fi(x2y2,2) =¥5 — x2y2 = y2(2 —x2) =0 .

Assim E; ={y, =0}e C2 ={fr =y, —x2 =0}.

A curva C; € ndo singular na origem de (x2,y2), porém ndo possui
cruzamentos normais com o divisor E;. De fato, a origem, por estar contida
em dois divisores, ¢ um ponto de tipo esquina. O tltimo blow-up é realizado
para retificar esta situacao.

Na primeira carta do blow-up da origem de (x»,y>) usamos a mudanga
de varidveis xp = x3,y2 = x3y3. Desta forma obtemos

fromi(x3,y3) = fo(x3,x3y3) = x3y3 —x3 = x3(y3—1)=0.

Assim E3 = {x3 =0}, C3 = {y3 — 1 = 0}. Na segunda carta, tomamos a mudanca
X2 = w3z3, y2 = z3 € obtemos E3 = {z3 =0}, C3 = {wz — 1 = 0}. Observe que a
mudancga de cartas € dada por w3 = )l%

Assim C3 possui cruzamentos normais com E3. Isto pode ser visto, na
primeira carta por exemplo, fazendo a mudanca de varidveis linear x" = x3,
v =y3—1. Nas varidveis x’,y’ temos E3 = {x’ =0}, C3 = {y/ =0}.

A figura abaixo representa esquematicamente a composi¢ao dos trés
blow-ups realizados.
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(a) Curva Cy (b) C1={y3—x1 =0}

E

© Cr={n-xn=0 (d C3={y3-1=0}
Figura 7 — Redugio de singularidades da curva Cy = {y> — x> = 0}
Passemos para a andlise das multiplicidades. Para Cy = {y* — x> = 0}
temos
o no=m(f;0)=m(*-x*)=2;

e Iy =i(Coy,CT(Cp)) = m(f(x,0)) = m(—x*) = 3;

_ i(CoCT(C) _ 3
*d0="p70 =2

Para C| = {y%—xl =0}, temos
m =m(fi;0)=m(y; —x1)=1.

Como observado apds o Exemplo 6, o fato que a multiplicidade intrinseca
baixa depois de explosdo implica que o transformado estrito é separado do
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cone tangente da curva original. De fato, é o que acontece aqui. Temos
n1 =no— 1, e o cone tangente de C; estd dado por {x; = 0}, que é exatamente
a equacdo do divisor Eq. Temos também

I

i(C1,CT(CD) = m(fi(0.y1)) = m(y}) =2
s i(C,CT(C) _ 2
1 = —_— = — =
m(f1;0) 1

A multiplicidade intrinseca r7; = 1 implica que C; € uma curva nio
singular; porém, a multiplicidade de interse¢do e o expoente de contato maiores
que 1 indicam uma tangéncia entre C; e E|, que deve ser eliminada para
concluir a dessingularizagao.

Para C2 = {f2(x2,y2) = y2 — x2 = 0}, temos

m=m(f2;0)=m(y2-x2)=1=n.

Como observado anteriormente, C, é uma curva nio singular, cujo cone
tangente € ela prépria (por isso ndo calcularemos a multiplicidade de intersecao
e o expoente de contato). O terceiro blow-up € realizado para solucionar a
ultima pendéncia, que é colocar curva e divisor em cruzamentos normais.
Naturalmente, a multiplicidade intrinseca de C3 é 1.
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3.4 ARGUMENTO PARA UMA CURVA QUALQUER

Mostramos anteriormente que, dada uma curva C com cone tangente
CT(f) ={y =0}, ap6s uma quantidade finita de blow-ups a curva nao terd mais
singularidades e além disso € transversal ao divisor excepcional.

Esta secdo estd dedicada a mostrar este resultado para um germe de
curva analitica qualquer. Neste caso, sabemos que o cone tangente € a uniao
de um niimero finito de retas.

Para tal, consideremos um germe de curva analitica na origem de C?
dado por C = {f(x,y) = 0}, com CT(C) = {f;(x,y) = 0}. Temos entdo

fo(x,y) = P1(x,y) P2(x,y) -+ Pr(x,y)

para k > 1, onde cada P; = 0 € uma reta passando pela origem, como visto na
secdo anterior.

Efetuemos um blow-up com centro na origem r: (M, E) — (C2,0). Pela
definigdo de P!, a cada reta passando pela origem de C? corresponde um ponto
da reta projetiva. Como o divisor excepcional E = 771(0) é isomorfo a P!,
segue que a cada reta P; = 0 do cone tangente C7(C) corresponde um ponto
gi € E. O conjunto (finito) de pontos q1,q>,: - ,qx € E é chamado conjunto de
pontos infinitamente proximos de f, pelos quais passa o transformado estrito
C de C. A seguinte figura é uma representacdo geométrica desta situagao.

Figura 8 — Cone tangente com k-retas.

Seja o; a explosdo de centro g; e denote 7 a reunido de todas as
explosodes 0, i =1,2,...,k. Obtemos assim

(M, Ey) — (M,E)
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onde E| é unido de retas projetivas P' que se cortam duas a duas em no
maximo um ponto e de forma transversal. De fato,

E| =EyUE, UE, U---UE,

onde Eé = 7TI1 (E)eE ;I, = o-l._1 (g:)- Esta situacdo estd ilustrada na figura abaixo.

1
EQi

1
2

!

1
E‘h

El

a

Figura 9 — Explosdo simultinea de k pontos.

Em cada E ;i existem finitos pontos singulares, chamados pontos infi-
nitamente proximos de segunda ordem de C, que denotaremos g; j, por onde
passa o transformado estrito de C. Podemos repetir o processo anterior, reali-
zando blow-ups com centros g; ; € encontrando novos divisores isomorfos a
P!. Tterando este processo construimos uma sucessio de morfismos

(C2,0) <Z— (M,E) <— (M}, E}) <—— (M, E;) <— ---

onde em cada etapa n existe um nimero finito de pontos em E, que serdo
usados como centros de blow-up de m,,..1. Estes pontos sdo chamados pontos
infinitamente proximos de (n+ 1)-ésimo nivel de C.

O conjunto dos pontos infinitamente préximos de C formam um gra-
fo/drvore de raiz p = 0, como por exemplo a seguinte:
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Figura 10 — Grafo

Nesta figura p = 0 € o centro do primeiro blow-up «, {gl,92,43} € E
sdo os pontos infinitamente préximo de primeira ordem, {g11,¢12,421,4¢22,
q23,931,¢32} € E| sdo os pontos infinitamente proximos de segunda ordem,
etc. Observe que para qualquer ponto g; j... hd um tnico caminho linear que
liga g; jx.. a p, e este caminho contém um nimero finito de vértices.

Em cada ponto infinitamente préximo g de C no nivel n temos um
germe do divisor excepcional E, em g que pode ser de dois tipos:

1. Existe uma unica componente de E, que passa por g. Neste caso, o
germe (E,,q) ¢ um germe de uma curva lisa em g. Este tipo de ponto é
chamado traca;
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(a) Sem cruzamento normal (b) Com cruzamento normal

Figura 11 — Pontos do tipo traca

2. Existem duas componentes de E, que passam por g. Sdo necessari-
amente lisas e transversais. Estes pontos inifitamente préximos sao
chamados pontos esquina.

(a) Multiplicidade de intersecdo (b) Multiplicidade de intersecido
maior que 1 igual a1

Figura 12 — Pontos do tipo esquina

Denote C, o transformado estrito de C em g € E,. Dizemos que g é
um ponto de cruzamento normal de C se g € um ponto de tipo traga e C, € ndo
singular e transversal a E,, em q.

Proposicao 3.4.1. Sejam q um ponto de cruzamento normal de C e o blow-up
de centro q. Entdo existe um tinico ponto q' € o~ '(q) de cruzamento normal
de C.

Segue da Proposicdo 3.4.1 que acima de um ponto de cruzamento
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normal o grafo € linear. Podemos agora enunciar o Teorema de Redugéo de
Singularidades:

Teorema 3.4.1. Seja C um germe de curva analitica. Existe um indice n > 1
tal que todos os pontos infitamente proximos de n-ésimo nivel de C s@o pontos
de cruzamentos normais.

Passamos a demonstracdo do Teorema 3.4.1.
Consideremos um germe de curva analitica C. Um bambu sobre C é
uma sequéncia de blow-ups

. 2 a1 () a3
B: (C%,0) = (Mo, po) =<—— (M1, p1) =— (M2, p) <—— -+

onde p; € o centro de cada ;| e o transformado estrito C;4 de C; passa por
pi+1- Observe que o bambu B corresponde a um ramo infinito na arvore de
pontos infinitamente préximos de C.

O Teorema 3.4.1 pode ser re-escrito como segue:

Teorema 3.4.2. Seja C um germe de curva analitica e consideremos um
bambu

B: (C2,0) = (Mo, po) =—— (M}, p1) <—— (My, py) <— - -

Entdo, existe um indice m > 0 tal que qualquer p; com i > m é um ponto de
cruzamento normal.

Considere a drvore de pontos infinitamente proximos de C. Um ponto
que ndo ¢ de cruzamento normal é chamado um ponfto essencial da arvore.
Pela Proposicao 3.4.1, acima de um ponto de cruzamento normal existe um
tnico ramo linear; logo podemos “podar” o ramo acima do “primeiro” ponto
de cruzamento normal. Obtemos assim uma arvore, que denotaremos AS (C),
cujos pontos sdo (quase) todos essenciais. A demonstracdo do resultado abaixo
¢é imediata:

Lema 3.4.1. Se AS(C,0) € finita, existe n > 0 tal que todos os pontos inifinita-
mente proximos de n-ésimo nivel sdo de cruzamentos normais.

Terminamos a demonstragdo do Teorema 3.4.1 por reducdo ao absurdo.
Suponhamos que o teorema nao se cumpra para C. Entao pelo Lema 3.4.1 a
arvore essencial AS (C,0) ndo pode ser finita. Agora, a drvore essencial é uma
drvore com uma unica raiz, cujos niveis sdo finitos. Podemos entdo aplicar o
Lema de Konig:

Lema 3.4.2 (Lema de Konig). Se uma drvore com uma unica raiz é infinita e
todos os seus niveis sdo finitos, entdo possui um ramo infinito.
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Demonstracao: Suponhamos que rg € a raiz da arvore. Imediatamente
sobre rp existem somente um ndmero finito de vértices da arvore , ja que o
primeiro nivel é finito. Cada um deste vértices tem em cima uma arvore,
que sdo disjuntas entre si e cuja reunido (juntamente com a raiz) resulta
na arvore de partida. Assim uma destas arvores € infinita, digamos aquela
suportada pelo vértice r;. Repetimos o argumento com ry, e obtemos r; e
assim sucessivamente. Vamos assim construindo uma rama infinita

B:rg<ri<rm<--

|
Pelo Lema de Konig, deve existir um ramo infinito em AS (C) que se
indentifica com um bambu de pontos essenciais

. 2 a1 (%) g3
B: (C%,0) = (Mo, po) =<—— (My,p1) <— (M2, p2) <— -+

Porém cada bambu corresponde a sequéncia de blow-ups de uma curva
irredutivel. Como mostrado na secdo anterior, a reducdo de singularidades
de uma curva irredutivel € finita, ou seja, existe um indice n > 1 tal que
todos os pontos infinitamente préximos de n-ésimo nivel de C sdo pontos
de cruzamentos normais. Logo podemos podar a arvore neste nivel, donde
obtemos que todos os ramos da 4rvore essencial sdo finitos. Contradicdo! @
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4 METODO DE NEWTON

Neste capitulo apresentaremos o Método de Newton, um algoritmo
usado para parametrizar a equacio de uma curva algébrica. Se uma curva esti
dada por f(x,y) =0, o algoritmo permite encontrar uma série y = y(x) com
expoentes racionais tal que f(x,y(x)) = 0. Para tanto, na Se¢do 4.1 definimos
o poligono de Newton, que sera a ferramenta utilizada no desenvolvimento
deste algortimo.

A construcdo desta série é realizada através de mudancas de varidveis
semelhantes aos blow ups vistos no Capitulo 3. Porém, neste algoritmo é a
inclinacdo do primeiro lado do poligono de Newton que indicard qual mudanga
deve ser feita. Na Secdo 4.2 apresentamos formalmente o algoritmo e demons-
tramos que com um ndmero finito de iteragdes obtemos uma parametrizacio
para a curva.

Finalmente, na Se¢@o 4.3 veremos que a redugdo do expoente de contato
apds blow-up pode ser observada através da inclinagdo do primeiro lado do
poligono de Newton da curva resultante em cada etapa do processo de redugao
de singularidades.

Neste capitulo nos baseamos nas notas “Complex curve singularities:
a biased introduction”, de Bernard Teissier [Teissier 2007].

4.1 POLIGONO DE NEWTON

Seja C = {f(x,y) = 0} uma curva irredutivel. Escreva

fy) = Z a; X'y’

i,jeN

Definicao 4.1.1. Considere no plano (i, j) o conjunto N(f) dos pares (i, j) tais
que a; j # 0. Este subconjunto do primeiro quadrante de R? é chamado Nuvem
de Newton de f(x,y).

Definicao 4.1.2. O Poligono de Newton ¢ a fronteira do fecho convexo de

N(f).

Observacao 3. O fecho convexo de um conjunto X pode ser definido como
0 menor conjunto convexo contendo X, ou ainda a interse¢do de todos os
conjuntos convexos contendo X.

Podemos entdo entender o Poligono de Newton como um poligono com
dois lados infinitos, um horizontal e um vertical (possivelmente distintos dos



36

eixos coordenados). Nos exemplos abaixo ilustramos o Poligono de Newton
de curvas algébricas no caso em que os lados infinitos coincidem com os eixos
coordenados e no caso em que os lados infinitos ndo coincidem com o0s €ixos
coordenados.

Exemplo 8. Consideremos a curva algébrica
C= {y4+)cyz+xzy+x4 =0}

cuja nuvem de Newton é N(f) ={(0,4);(1,2);(2,1);(4,0)} entdo seu Poligono
de Newton, tem os dois lados infinitos coincidindo com os eixos coordenados
como pode ser visto na figura abaixo:

(0, 4)
4

(1,2)

(2,1)

Figura 13 — Poligono de Newton de C

Exemplo 9. Consideremos a curva algébrica
C={x*+x*+xy=0)

cuja nuvem de pontos é N(f) = {(1,4);(2,2);(3,1)} entdo seu Poligono de
Newton tem os dois lados infinitos paralelos aos eixos coordenados como pode
ser visto na figura abaixo:
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(1,4)

(3,1)

Figura 14 — Poligono de Newton

Observe que sempre podemos considerar que o Poligono de Newton
possui dois lados infinitos sobre os eixos coordenados. Vamos aproveitar a
curva C = {xy* + x*y*> + x}y = 0} para ilustrar esta situago.

Como f(0,y) = 0 podemos escrever

) = x00 + 27 +27y) = xfi(x,y).

Assim temos fi(x,y) = y* + xy> + x%y, logo f1(0,y) = y* ¢ fi(x,0) = 0. Portanto
N(f1) =1{(0,4);(1,2);(2,1)} e o Poligono de Newton de f; possui um lado
infinito sobre o eixo j, como vemos na figura abaixo:

(0, 4)

(1,2)

(2,1)

Figura 15 — Poligono de Newton da curva fi

Como fi(x,0) = 0 podemos escrever

fi(x,y) =y0* +xy+x%) = yf(x,).

Agora temos f(x,y) = y> + xy + 12, logo £(0,y) =y e f(x,0) = x>. Entio
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N(f2) ={(0,3);(1,1);(2,0)} e o Poligono de Newton possui dois lados infinitos
sobre os eixos, como mostra a figura:

(0, 3)
3

(1, 1)

Figura 16 — Poligono de Newton da curva f»
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Sejam (ia, jo) € (ig, jp) dois pares em um mesmo lado finito do Poligono
de Newton. Este lado tem equagdo

Lar,,B ={i+ V{x,ﬁj = /J(Vw,,li’)} .

-1
O coeficiente angular de L, g € — e dizemos que vy g € a inclinagdo de Ly g.
Vap

Defina, para (i, j) € N(f),

B = ming gli +Vagjt = mingglp(vap)} - 4.1

Seja v a inclinagdo da reta que “realiza” u. Temos entdo que L, =

{i+vj=p} é olado do poligono de Newton com menor coeficiente angular

—; dizemos que L, € o primeiro lado do Poligono de Newton. A intersecio
v

de L, com o eixo i € o par (u,0); u € chamado abscissa minimal. A seguinte
figura ilustra esta situacdo.

o o 0)\6 H

Figura 17 — Representacdo da definicdo de L,

O resultado abaixo segue imediatamente da defini¢do de y, mas como
ele serd usado mais a frente, colocamos aqui sua demonstragao.

Lema 4.1.1. Seja v a inclinacdo do primeiro lado do Poligono de Newton.
Para qualquer par (iy, jo) € N(f) temos

ig+Vja=2UL.

Demonstracao: Basta observar que, para cada (i, jo) € N(f) o valor
iq +Vjo corresponde a abscissa da reta de inclinagao v passando por (ig, jg)-
Como u € a abscissa minimal, o resultado segue. ]
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4.2 ALGORITMO DE NEWTON

Passamos agora a descrever o procedimento para encontrar a série y(x).
Antes de comecar, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 10. Seja f(x,y) = 2x* + x>y + 4xy>. Observe que f(0,y) =0 e,
portanto, podemos escrever

FCoy) = xf/(x,y) =xQ2x° +xy+4y%) .

Veja agora que f(0,y) = 4y* # 0; escreva f'(0,y) = y>g(y). Neste exemplo,
g(y) é uma funcdo ndo nula constante; em particular temos g(0) # 0.

Exemplo 11. Seja f(x,y) = 7x2y'% + 6x2y% + x*y® + 2x0y* = 3x19y2. Como

f(0,y) =0, podemos escrever
flx,y) = x2(7y10 + 6y8 + x2y6 + 2x4y4 - 3x8y2) = xzf'(x,y) .

Entdo f7(0,y) = 7y' +6y® # 0. Podemos ainda escrever f7(0,y) = y(7y* +6) =
¥4 8(y), com g(0) # 0.

Seja agora f(x,y) polindmio. A primeira coisa que podemos supor é
que £(0,y) # 0. De fato, o caso f(0,y) = 0 ndo nos interessa. Como visto nos
exemplos, isto implica apenas que f(x,y) = x?f’(x,y) para algum d natural.
Isto significa que a curva x = 0 € uma componente irredutivel da curva C;
como x = 0 pode ser parametrizada por x = 0, y = ¢, este caso estd resolvido.
Portanto podemos supor f(0,y) # 0 e consequentemente podemos escrever

fO,y)=y"g(y),

onde n € um nimero natural e g(0) # 0.

A demonstracdo da existéncia de uma série y = y(x) € feita por inducao
em n.

Se n=1temos f(0,y) = yg(y) com g(0) # 0. Logo

of

a—(O,y) =g +yg' ()
y

0
e, portanto, a—f(O, 0) = g(0) # 0. Pelo Teorema da Fun¢do Implicita, existe um

unico y(x) € C[[x]] tal que y(0) =0 e f(x,y(x)) =0.

Se n > 1, logo percebemos que ndo se pode esperar encontrar uma série
de poténcias em x com expoentes inteiros. A ideia é entdo procurar solucdes
com expoentes fraciondrios, isto é, séries de poténcias em xi/m para algum
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inteiro m: ¢(x'/™) e C[[x'/™]] tal que f(x,p(x'/™)) =0.
Mais precisamente, buscamos solug¢des da forma

y = x"(co +o(x'"™))

com cg # 0, v € Q4, ¢ sem termo constante.
Escrevendo

faey =) ay 4.2)

i,jeN

e substituindo y = x”(cq + ¢o(x'/™)) obtemos

Sy

D ai X (3 (eo + po(x' ™M)y
0

D ai ' x"co + go(x!™)]
i

= Z a; jix (co + go(x' ™)

i,j

Precisamos mostrar que existem v, co # 0 e ¢o(x'/™) tal que f(x,y(xm)) = 0.
Em particular, os termos de menor ordem em x devem ser 0.

Tome u a constante definida na secao anterior (isto €, a abscissa mini-
mal). Entdo u <i+vjparatodo (i, j) € N(f), e

fy)

Z a; ;X (co + go(x' ™))
]
Z a,',_,-x"”jc(j) +a; X o)

iJ

X+ Z ai,jc£+ Z xR (M

i+vj=p +vj>u

Assim c( deve ser raiz do polindmio
PR= ) a. 4.3)
i+vj=p

Note que P(z) possui mais de um termo, pois a; j sdo os coeficientes de f(x,y)
correspondentes aos pares (i, j) que se encontram no primeiro lado do Poligono
de Newton de f. Portanto P(z) possui a0 menos uma raiz cog nao nula.
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Como na se¢@o anterior, seja v a inclinagdo do primeiro lado de

l
Poligono de Newton. Escreva v = W Facamos a seguinte mudancga de

variaveis:

X

X! (4.4)

X co+yr) .

y

Substituindo em f(x,y) = Y, a; ;jx'y/ obtemos:

fE Aoy = ) a G oy (4.5)
i
= > ai}ico+yr) (4.6)
7
_ o il Jj
= > aix o). “.7)

Lj

Agora veja que, pelo Lema 4.1.1, hi+1j = h(i + }llj) = h(i+vj) > hu. Portanto

! hi+lj j
Aoty = Y i co+y)
hi+lj>hu
h hi+ljh ;
= x Z aj jx, H(co+y1)!
hi+lj>hu
h
= X" filxr,yn)
onde
_ hi+lj—hu J 4.8
filx,y) = a; jx, (co+y1) (4.8)
hi+lj=hy
; hi+ljh ;
= Z a; j(co+y1) + Z ai x| o +y1)
hi+lj=hyt hi+1j>hy

Chame J = {j | i+vj = u}. Temos entdo que
Ay = aijlco+y) . (4.9)
jeJ

Lema 4.2.1. A ordem de y| em f1(0,y1) é n se e somente se cq for raiz de
ordem n de P(2) = Z a;, jzj dado em (4.3).

i+vj=u
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Demonstracao: De fato, pela expansio de Taylor temos que

1 .. .
AOYD =) FP(J)(Co)y{

jel 7’

onde P (cp) denota a derivada de ordem m de P calculada em .

Lema 4.2.2. Se cq é raiz de ordem n de P(2) entdo v é um inteiro.

Demonstracao: De fato, se c( € raiz de ordem n de P(z) devemos ter

P(z) = Z ai,ij

el
=apa(z—co)" (4.10)

Ldet (=) "ag cp.

= ag " — agancoz"”
Isto implica que j=n—1 é um expoente que corresponde a um par no primeiro
lado do Poligono de Newton de f, ja que o coeficiente de 271, (= Daonco, é
ndo nulo. Logo existe um « inteiro tal que o par («,n — 1) estd no primeiro
lado do Poligono de Newton de f. Portanto o coeficiente angular do primeiro
lado é
n-1-n -1 -1

a-0 a v
o que implica v = « inteiro.
|

Lema 4.2.3. O primeiro lado do Poligono de Newton de f é o uinico lado
finito que encontra o eixo i no ponto (vn,0).

Demonstracao: Por causa da igualdade (4.10), j € J assume todos
os valores inteiros entre 0 e n. Quando j = n temos i = 0 e, portanto, vj = u
implica ¢ = vn. Quando j = 0, obtemos i = £ = vn. Temos assim que a abscissa
minimal de fato estd no Poligono de Newton.
|
Dessa maneira o monomio x"" tem coeficiente ndo nulo (—1)”ao,nc8 e
podemos escrever

FEy) =aoaly—coX)"+ D aijxly’ .11)

i+vj>u
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Agora, com a mudanga de varidveis

_ L h
X = X

v
yi+ coXy -
e substituindo em f(x,y) obtemos

fi Geyn) = f(xnyn+coxy)

= ag,(y1 +cox] —cox))" + Z a;, jx;(y1 +cox})’

i+vj>u
= aO,ny}il"' Z ai,jxll(y1+cox‘1')j
i+vj>u
_ n i v j-1 j=1_v(j-1) J Vi
= auy|+ Z a; jx|(yp +coxyy; +ectcy x0T Uyi+epx)
i+vj>u
_ n iJ i+ Jj-1 j=1_i+v(j-1) Jji+vj
= apuy|+ Z ai j(xjyy+coxy " yp  +otey X yit+cgx, )
i+vj>u

Lema 4.2.4. Se a ordem de f1(0,y) é n, 0 Poligono de Newton de f| ainda
contém o ponto (0,n) e a inclinagdo vy de seu primeiro lado é estritamente
maior que v.

Demonstracao: Basta observar que os mondmios acima sdo da forma

x’i“’ly{_l, 0<I<j;peloLema4.1.1 temos i+ vj > u e, portanto,

i+vli+v(j-D=i+vj>pu.

Isto significa que (0,n) € N(f1) e a inclinagdo v; do primeiro lado do Poligono
de Newton de f] é estritamente maior que v.
|

A ideia agora € realizar uma sequéncia de mudangas de varidveis do tipo
(4.4) para fazer com que a ordem baixe; por hipétese de inducdo, encontramos
parametrizagdo para a transformada de f e retornamos a f usando mudancgas
de varidveis apropriadas.

Procedemos da seguinte forma:

Se a ordem de y; em f;(0,y;) for menor que n, por indugdo, existem
mi €Ze ¢1(x;"™) € ClLx,"™ 1] tais que:

fitxryn) = fiGx,d1(x™M) =0.
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Pela defini¢cdo de fi(x;,y;) temos que
F A o+ 1 (x)™) =0.

Colocamos m = mh e qﬁ(x%) = xé(co + ¢1(x$)) € C[[xi]]. Temos assim
f(x, ¢(x% )) = 0 e o resultado segue.

Se a ordem de f1(0,y;) permanece igual a n, pelo Lema 4.2.4 obtemos
um inteiro v tal que v{ > v. Ponha v = vy.

Repetimos o mesmo procedimento para fi(x1,y1), usando a mudanga
de variaveis

X1 = X2
— V1
yr = »ntax

e encontramos f>(x2,y2). Se novamente a ordem de y, em f>(0,y,) permanece
igual a n, e encontramos inteiro v;, inclinagio do primeiro lado do Poligono
de Newton de f>(x2,y2), tal que v, > v;. Observe que o algoritmo iterado
equivale a aplicar a f(x,y) a mudanca de varidveis

X = X2

Vo V1
y2 + CoXy + C1Xy .
Temos entdo duas possibilidades:

1. Depois de um niimero finito de iteragdes do algoritmo obtemos uma
funcdo f,(xp,y,) tal que a ordem de y, em f(0,y,) € menor que n.
Por hipétese de indugio encontramos ¢,(x!'/"r) € C[[x!/"r]] tal que
F(x, ¢p(x1/ ")) =0, e como consequéncia

y= C().XVO + clel +. 4 cp_lxvp—l + ¢p(xl/mp)
é tal que f(x,y(x))=0.

2. A ordem permanece indefinidamente igual a n. Neste caso, é possivel
encontrar uma série formal y(x) tal que f(x,y(x)) = 0. Colocamos aqui
a demonstragdo mas ndo trataremos este caso no futuro. Temos uma
sequéncia crescente infinita de inteiros vo < vy <---<v, <--- e uma
série formal

Poo(X) = cox" + 1 X+ + ¢, X7 +--- € C[[«]]

tal que o Poligono de Newton de uma funcio f(Xc,Ye), Obtida de
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f(x,y) pela mudanca de variaveis

X = X

Yoo+ ¢oo(x) 5

possui o primeiro lado contendo o ponto (0,7) e com inclinagdo 0.

Isso significa que foo (X, Voo) € divisivel por yZ,

foo(X¥oo, Yeo) = Yeo&(Xoo, Yoo) »

o que implica que a ordem de g(0, yo) € zero, isto €, g(0,0) # 0. Obtemos
assim y = ¢ (x) tal que para cada inteiro p,

FO X"+ X + -+ cpx’?) = X0 £ (x,0)

Pelo Teorema da expansao de Taylor, f(x,#(x)) =0.

Vejamos alguns exemplos para esclarecer o procedimento anterior.

Exemplo 12. Consideremos a curva algébrica dada por

Neste
n=3.

flx,y) = X —2)52y+)cy2 +y3 .

caso N(f) = {(4,0);(2,1);(1,2);(0,3)} e £(0,y) =y* = £1(0,y)g(»). Logo

Figura 18 — Poligono de Newton da curva f(x,y)

Note que os pontos (0,3), (1,2) e (2,1) estdo sobre a mesma reta.

Portanto o poligono tem dois lados finitos, com equacdes dadas por L, =
{i+vj=pu,}. Passemos ao célculo de v e u,.

e Lado determinado por {(4,0),(2, 1)}: o coeficiente angular é

-1 _
L =

=l
2
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logo v = 2 e, portanto, L, = {j+%i= 2} ={i+2j=4}. Assimv=2,
M =4
1

v

e Lado determinado por {(2,1),(1,2),(0,3)}: o coeficiente angular é
—1,logo v =1e, portanto, L1 = {i+ j=3}. Assimv =1, yu; =3.
Assim temos y = min{uy,p1} = 3, o primeiro lado do Poligono de

l
Newton € a reta L; com inclinagdo v = 1. Escrevendo v = 7 obtemos [ =1,
h=1.
Logo a mudanca de coordenadas apropriada é

X = X

x1(co+y1) .

Substituindo em f(x,y) obtemos

Fxr,x1(co+y1)) = x] = 2x7(x1(co +y1)) + x1(x1(co +y1))* + (x1(co +y1))°
= x} =223 (co +y1) + X3 (co+y1)* + 3 (co+y1)°

Para todo par (i, j) no poligono, pelo Lema 4.1.1 temos i+ j > 3h.

. A . h
Assim colocamos em evidéncia x? = x’f :

Z a; ;2o +y1)

= x?—Zx?(c0+y1)+x?(co+y1)2+x?(c0+y1)3
= X0 =2co+y1)+(co+y1)’ +(co+y1))
= A" @ e )

= X“fhfl(m,yl%

fx,x1(co+y1))

Obtemos

G,y =x1=2(co +y1)+ (co+y1)* +(co+y1)°

€ portanto

~2(co +y1)+(co+y1)* +(co+y1)°
Z aijf(co+y1)

i+vj=p

Z aij(co+y1)’ .

i+j=3

f10,y1)
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Expandindo, obtemos

£i(0,y1) = (=2¢0 + ¢ + ) +y1(=2+ 20 +3¢3) +y1(1 +3co) +; .

3

o € nulo, uma vez

Observe que o termo livre de f1(0,y1) , —2co + c(2) +c
que cg € escolhido como raiz do polinémio

P(z) = Z a;jz) = Z a7’ = —27+72+72.

i+vj=p i+j=3

Pelo Lema 4.2.1, a ordem de y; serd maior que 1 se e somente se cg é
raiz maltipla de P(z). Porém P(z) possui 3 raizes de multiplicidade um: —2,0
e 1. Portanto a ordem de y; em f;(0,y;) é um.

Queremos que cp # 0 seja uma raiz de ordem 3 de P(z), para isso,
forcamos P(z) = (z— co)?.

Assim considerando co = 1 teremos

P =(z-1P=7-32+3z-1

portanto como o 1° lado do poligono de Newton de f tem equacdo i+ j =3
decorre que os pontos {(0,3),(1,2),(2,1),(3,0)} estdo no 1° lado.
Temos portanto,

fy) == 437y =307 +y’ —x* = (y—x)’ - x*

logo, N(f) =1{(0,3),(1,2),(2,1),(3,0),(4,0)} e, portanto, o poligono de Newton
de f tem apenas um lado finito cuja inclinag¢do é v = 1. Facamos agora a
mudancga de varidveis, parav=1,eco =1

X = X1

= yitxi

Fixy) = oo,y +x1) = Gn +x1-x1)° —xt =33 -1t

Assim a ordem de f1(0,y;) permanece 3. Porém como N(f]) =1{(0,3);(4,0)},
temos v| = % > 1 = v. Neste caso, fazendo fi(x1,y;) = 0 podemos determinar
explicitamente

logo
y= Xitx= x(x% +1)=x"(co +¢(x%))

e f(x,y(x)) =0.
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Por outro lado se considerarmos ¢y = —2 teremos
P()=(z+2)° =22 +622+12z+8

portanto como o 1° lado do poligono de Newton de f tem equagéo i+ j =3
decorre que os pontos {(0,3),(1,2),(2,1),(3,0)} estdo no 1° lado.
Temos portanto,

f(x,y) = 8x° + 12x2y+6xy2 +y3 —xt= (y+2x)3 —x*

logo, N(f) =1{(0,3),(1,2),(2,1),(3,0),(4,0)} e, portanto, o poligono de Newton
de f tem apenas um lado finito cuja inclina¢do é v = 1. Facamos agora a
mudanga de varidveis, parav=1,eco = —

X = X1
y = y1—2x

Filxnyn) = Foe,yn =2x1) = (1 = 2x1 +2x1)° = xf =33 =

Assim a ordem de f1(0,y;) permanece 3. Porém como N(fl) ={(0,3);(4,0)},
temos v| = % > 1 = v. Neste caso, fazendo fi(x1,y;) = 0 podemos determinar
explicitamente

logo
y= Xitx= x(x% +1)=x"(co +¢(x%))
e f(x,y(x)) =0.
Percebemos com este exemplo que independentemente da escolha de
co # 0 entre as raizes de P(z) para a constru¢do de um polindmio que tenha cg

como raiz de ordem n, a parametrizacdo obtida para f é a mesma.
O

Exemplo 13. Considere a curva algébrica dada pela equagio:
fooy) =x*+ xzy + xy2 +y4.

Temos entdo N(f) = {(4,0);(2,1);(1,2);(0,4)} e seu Poligono de Newton esta
representado na figura abaixo.
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‘o, 4
4

Figura 19 — Poligono de Newton da curva f(x,y)
Este poligono tem trés lados finitos, com equag¢des dadas por
L, ={i+vj=u,}. Passemos ao cédlculo de v e u,.

e Lado determinado por {(4,0),(2,1)}:
o coeficiente angular é =L

7 =

71, logo v = 2 e, portanto,

L2:{j+§i:2}:{i+2j:4}.
Assimv =2, up =4.

e Lado determinado por {(2,1),(1,2)}:
o coeficiente angular € <

—1, logo v =1 e, portanto,
L ={i+j=3}
Assimv =1, u; =3.

e Lado determinado por {(1,2),(0,4)}:

o coeficiente angular € =

-2,logov = % e, portanto,
L, =

1
{j+2i=4}={i+=j=2}.
Assimv:%,,u =2.

[N}

Bl—=

L cujainclinagdo é v = % Entao:
2

Concluimos entio que o primeiro lado do Poligono de Newton ¢ a reta

u=min{i+vj} = min{u,} =2
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Como v = % obtemos que / =1 e h =2. Logo a mudanga de coordenadas
apropriada neste caso é:

_ 2
X = X

x1(co+y1)

Aplicando entio esta mudanga em f(x,y) = x* + x2y + xy? + y* obtemos:

fedxi(co+yn) = D+ (xi(co+yn) +
(D)(x1(co+y1))* + (xi(co +y1)*

4 2, 4 4
x84+ 13 (co+y1) +x}(co +y1)? + X} (co +y1)

Para todo par (i, j) no poligono de Newton, pelo Lema 4.1.1 temos

. . . s 1A . h
i+ %] = 2h. Assim colocamos em evidéncia x’f = x‘l‘:

G, xi(co+y1)) 8+ 17 (co +y1) + X} (co+y1)* +x7(co +y1)*

xX] (X} +x1(co+y1) + (co+y1) + (co+y1)h)
Obtemos,

filxr,yn) = X +x1(co +y1) + (co+y1)* +(co+y1)*

portanto,
AOy) = (co+yD)*+(co+y)*
= Z aijco+y1)’
i+vj=p
= Z aijco+y1)
i+3j=2
Expandindo,
A1) = (co+y)*+(co+y)t

(c% +2coy1 +y%) + (cg + 4c(3)y1 + 6c(2)y% + 4coy% +y?)

(ck+¢g)+y1(2co +4c)) + yT(1 +6¢3) +yi(deo) + ¥y

Observe que o termo livre de fi(0,y1) , ¢§ +cg, € nulo, uma vez que co
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¢ escolhido como raiz do polindmio

PR = Y = ) ayd

+vj=p i+1j=2

2 4
a1 23" +ap4z

2+

Cujas raizes s@o dadas por:
2+ =021+ =0=2=0z= V-1={i,—i}

Pelo Lema 4.2.1, a ordem de y; serd maior que 1 se e somente se
co € raiz multipla de P(z). Porém P(z) possui 4 raizes, sendo elas i,—i de
multiplicidade um e 0 de multiplicidade dois.

O

Exemplo 14. Seja f(x,y) = 2% + x2y3 +y*.

Figura 20 — Poligono de Newton da curva f(x,y)

Assim temos N(f) = {(0,4);(2,3);(9,0)}, f(0,y) = y4, n=4. Como
pode ser visto na figura acima o Poligono de Newton de f tem dois lados
finitos:

e Lado determinado por {(0,4),(2,3)}:

o coeficiente angular é _71 = _71, logo v =2 e, portanto,

1
Ly={j+5i=4)=(i+2j=8).
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Assim up = 8.

e Lado determinado por {(2,3),(9,0)}:

o coeficiente angular é _—Vl = _73, logov = % e, portanto,

L ={i+zj=9}.

3 3
Assim u 1= 9.
Assim temos que: y = min{,uz,,u% } = 8; e o primeiro lado do Poligono

I
de Newton é a reta L, com inclinagdo v = 2. Escrevendo v = 7 obtemos [ =2,
h=1.
Logo a mudanca de coordenadas apropriada é

X = X1

y x(co+y1) -

Substituindo em f(x,y) obtemos

x] + 23 (co+y1)° + 28 (co+y1)*
B0t +(co+y1)’ +(co+ynh)
8 f1 ().

Fx1,x3(co+y1))

Assim obtemos P(z) = Z° +z* cujas raizes sao 0 e —1. Tomamos entdo cg = —1;
como —1 é raiz de ordem 1 de P(z), obtemos que f1(0,y;) tem ordem n; =1, e
aqui podemos usar a hipétese de indugdo.

Porém agora considere

Flry) = 28 +4x8y+ 6x*y? + 4xty? + 427y 1y =47
Temos £(0,y) = y*, isto é, n = 4. Além disso,
N(f) = ((0,4):(2:3);(4,2);(1,6);(8,0)5(9,0))
e, portanto, o Poligono de Newton de f tem apenas um lado finito, cuja
inclinagdo é v = 2.

Observe que P(z) = z* +42° + 622 +4z+1 = (z+ )4, isto &, co = —1 &
raiz de ordem 4 de P(z). Como f(x,y) = 2+ y)4 —x7, usamos a mudanga de
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variavel

X = X1
2
= J1—X

e obtemos fi(x1,y1) = y‘]‘ —x?. Assim a ordem de f1(0,y;) permanece 4.

Porém como N(f]) =1{(0,4);(9,0)}, temos v| = % > v. Neste caso, fazendo
fi(x1,y1) = 0 podemos determinar explicitamente

9
7.
1

k)

yi(x)=x

logo
9 2 2, 1 v 1
y=x3 —x"=x"(x%—-1)=x"(co + p(x1))

e f(x,y(x) =0.

4.3 EXPOENTE DE CONTATO E POLIGONO DE NEWTON

O resultado abaixo apresenta a relacdo entre o expoente de contato
maximal de uma curva (Defini¢do 3.1.5) com a inclinac¢io do primeiro lado do
seu poligono de Newton.

Lema 4.3.1. Seja C curva analitica dada por f(x,y) = 0. Suponha que as
coordenadas (x,y) sdo escolhidas de forma que {x = 0} ndo é tangente a C e
{y =0} € o cone tangente de C. Entdo o expoente de contato maximal 6 de C é
a inclinagdo v do primeiro lado do poligono de Newton de f(x,y).

Demonstracao: Pela defini¢do de ¢ € suficiente demonstrar o resultado
para uma curva irredutivel C.

Como visto anteriormente, podemos supor sem perda de generalidade
que £(0,y) # 0. Fazendo isso temos que f(0,y) = y"g(y) com g(0) # 0. Como
por hipétese CT(C) = {y = 0}, obtemos que o ponto (0,7) esta no 1° lado do
poligono de Newton de C, e que m(C;0) = n.

Pelo Lema 4.2.3 o ponto (vn,0) estd no 1° lado do poligono de Newton.
Assim o mondmio x” tem coeficiente ndo nulo e, portanto, u = vn € 0 menor
expoente de x na equacdo de f(x,y). Sendo CT(C) = {y = 0}, decorre que
i(C,CT(C)) = m(f(x,0)) = vn. Portanto, o expoente de contato maximal serd

_iC,CT(C) _vn _
- om(C;0)  n
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Por outro lado como os pontos (0,7) e (vn,0) estdo no primeiro lado

. : 5 P |
do poligono de Newton de C, seu coeficiente angular € por defini¢do 72 = <.

Logo a inclinacéo do 1° lado do poligono de Newton é v. ]

Exemplo 15. Seja C a curva dada por f(x,y) = y™ —x", com m < n. Entdo
CT(C) ={y =0} e C satisfaz as condi¢cdes do Lema 4.3.1.

Note que, neste caso, a inclinacdo do primeiro lado do poligono de
Newton, serd v = 2. Por outro lado, i(C,CT(C)) = n e m(C;0) = m, logo

m

_UC.CT(C) _n _
- om(C0)

satisfazendo assim o Lema 4.3.1.

Como consequéncia imediata do Lema 4.3.1 temos que se o poligono
de Newton de C possui apenas dois lados ent@o a curva esta desingularizada,
pois neste caso seu expoente de contato maximal serd 6 = 0.

Exemplo 16. Voltamos agora ao Exemplo 7. Antes de explosdo, temos
C = {f(x,y) = y* — x> =0} e, portanto, a nuvem de f é N(f) = {(0,2);(3,0)}.
Recorde que o expoente de contato € 6o = % O coeficiente angular do primeiro
(e tnico, neste caso) lado do poligono de Newton é —Tz; portanto a inclinac¢ao
yé

-1 =2 ol 3 P
— = — o quemmplicay=—- = .
y 3 q p 2 0

Apds a primeira explosdo, obtemos Cy = {fi(x1,y1) = y% —x1 = 0}; como o
cone tangente de Cp é {x; = 0}, as condi¢des do Lema 4.3.1 ndo sdo satisfeitas.
Porém podemos consertar a situagdo visualizando a curva C; fora da redugdo
de singularidades de C. Fazendo a mudanca de variaveis x; =y, y; = x’
obtemos C| = {f"(x',y") = x’2 —y = 0}; agora o cone tangente é {y’ = 0} e
as hipéteses do Lema 4.3.1 sdo satisfeitas. Assim, temos ¢’ =2 e N(f’) =
{(0,1);(2,0)}. Portanto o coeficiente angular do primeiro lado do poligono é
e
-1 -1

— = —oqueimplicav=2=¢".
% 2

Ap6s as outras duas explosdes, novamente as condi¢cdes do Lema 4.3.1 ndo
sdo satisfeitas.
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3 3
0, 2) L0 2)
2¢
1 1
(3,0) (1, 0)
;10 1 2 4 -1 0 1 2 3
-1 -1
(a) Da curva original Cy (b) DacurvaC| = {y% —-x1 =0}
3 3
2 2
(0,1) (0, 1)
1 1@
(1, 0)
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3
-1 -1
(c) Dacurva Cy = {y, —xp =0} (d) DacurvaCz ={y; —1=0}

Figura 21 — Poligono de Newton da curva Cg = {y> — x> = 0}
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5 EXEMPLOS

Este capitulo serd dedicado a apresentar exemplos da redugdo de sin-
gularidades de curvas, bem como os poligonos de Newton de cada curva em
cada etapa da sua reducdo de singularidades.

Por simplicidade de notagdo, neste capitulo definiremos a curva a ser
dessingularizada por Cy = {fy(x,y) = 0}. Como mostrado anteriormente, a
curva estard dessingularizada apés um ntimero finito de blow-ups, e a cada
blow-up aplicado a curva obtemos um divisor e um transformado estrito
referente aquela explosao. Para cada blow-up temos duas cartas: por exemplo,
o primeiro blow-up, da origem de C?, serd descrito na primeira carta usando as
variaveis (x,#), e a mudanga de varidveis é dada por y = #| x; e na segunda carta
serd descrito usando as varidveis (#1,y) e a mudanca é dada por x = u;y. Se o
centro do segundo blow-up € a origem de (x, #{), usaremos as mudancas #; = fo.x
para a primeira carta e x = upt; para a segunda carta; € assim sucessivamente.
O k-ésimo blow-up serd denotado . e o divisor (pré-imagem do centro de my)
serd denotado Ej. Os transformados estritos de Cy, fy serdo denotados Cy, fi
respectivamente.

Exemplo 17. Considere a curva Cy ={y—Ax=0}com 1 #0e€ Ceseja Eg =
{xy = 0}. Apesar de ser ndo singular, vemos que C ndo estd em cruzamentos
normais com Ejy; para consertar esta situacao, faremos o blow-up da origem
de C%. Como o cone tangente de Cy é ela propria, seu transformado estrito
aparecerd nas duas cartas resultantes da explosdo.

Na primeira carta do blow-up temos y = tx, logo m1(x,f) = (x,tx) e
portanto

foom(x,t) = fo(x,tx) =tx—Ax=x(t—1)=0.

Assim E; ={x=0}e Cy ={t=A1}.
J4 na segunda carta do blow-up temos x = uy e

Soom(u,y) = foluy,y) =y—Auy =y(1-Au)=0,

portanto £y ={y=0}e C; ={u= %}.

Como ¢t = % o transformado estrito de Cy esta bem definido.

As seguintes figuras representam geometricamente a explosao da ori-
gem: no item (a) temos a curva antes de blow-up, e no item (b) a curva
resultante do blow-up.
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o

(a) Curva original (b) Transformado estrito C; = {t— 1 =0}
Figura 22 — Blow-up da curva Cy = {y — Ax = 0}

Ap6s explosdo temos um tnico ponto g1 € C; N Ej, que é um ponto
onde C; e E| possuem cruzamentos normais.
Neste caso, os poligonos de Newton antes e apds explosio sdo:

3 3
2 2
01 0D
(1, 0)
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
-1 -1
(a) Poligono de Newton da Curva (b) Poligono de Newtonde C; = {r—
original Co 1=0}

Figura 23 — Poligono de Newton do blow-up da curva Cyp = {y — Ax = 0}

Aqui, observamos que se no exemplo anterior tivéssemos Eqy = {x = 0}
ou Eg = {y = 0}, ndo seria necessario realizar o blow-up da origem para colocar
Cy e Ep em cruzamentos normais; uma simples mudanga linear de varidveis
bastaria. Isto enfatiza a importincia de considerar o divisor durante o processo
de reducgdo de singularidades. Observamos também que o blow-up realizado
no Exemplo 17 ndo teve como objetivo dessingularizar a curva (pois esta
ja era ndo singular); sua fung¢ao foi retificar curva e divisor, isto €, colocar
curva e divisor a cruzamentos normais. Em termos de Poligono de Newton,
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isto corresponde a nuvem de Newton possuir apenas um vértice. Em outras
palavras, a curva foi monomializada.

Exemplo 18. Considere a curva Cy = {x—y2 =0} e seja Eg = {x = 0}. Nova-
mente, Cy € ndo singular porém ndo estd a cruzamentos normais com Ey. O
cone tangente de C é dado por {x = 0} = eixo y, o que implica que o trans-
formado estrito da curva aparece na segunda carta da explosio; portanto é
suficiente olharmos apenas para esta carta.

Para o primeiro blow-up, na segunda carta temos x = u;y, consequen-
temente mo(u1,y) = (u1y,y) = (x,y) e assim,

foori(ur,y) = foury,y) = ury—y* = y(uy —y) = 0.

Portanto E1 = {y =0} e C; = {u; —y = 0}. Obtemos assim, como resultado
desta explosdao uma curva nao singular mas cuja interse¢do com o divisor total
E{ U E( ndo esta a cruzamentos normais.

Na origem da carta (u;,y) temos a situacdo descrita no Exemplo 17.
Realizando o blow-up deste ponto temos, na primeira carta, y = f,u; € na
segunda carta temos u; = upy. Observe que a mudanca de cartas estd dada
= i Desta maneira,

(a) Curva original Co (b) Cy ={u;—y=0}
Figura 24 — Blow-up da curva Cy = {x—y* = 0}

Agora que concluimos a “dessingularizacdo” desta curva, podemos
calcular seus indices, e perceber a reducdo dos mesmos apds cada explosao.
Temos:

e Multiplicidade intrinseca de Co: 19 = m(fy;0) = m(x—y*) =1

e Multiplicidade de intersecdo de Cp com seu cone tangente:
Iy = i(Co, CT(Co)) = mult(Co, {x = 0}) = m(f(0,y)) = m(=y*) =2 ;
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iCoCT(C) _ 2 _y

e Expoente de contato maximal: dg = m(Jo:0) 1

Ap0s a primeira explosdo, na carta (u;,y) o cone tangente de
C1 ={u; —y =0} é a prépria curva. A curva C; possui multiplicidade intrinseca

m =m(f1;0)=m(u;—y)=1=nop,

logo pelo Lema 3.2.2 temos que I} = Ip—no =2—1 =1, e pelo Coroldrio 3.2.1
decorre que §; = g — 1 = 1. Como temos multiplicidade intrinseca igual a 1, a
curva j4 esta dessingularizada porém nao possui cruzamentos normais com o
divisor. O ultimo blow-up € realizado apenas para corrigir esta situacao.

Este procedimento possui os seguintes poligonos de Newton:

a) fo(x,y)=x—y*= AN (fy) ={(1,0);(0,2)};
b) filur,y) =ur—y = A () ={(1,0);(0, D}
¢) hlu,n)=t—-1=4(H)=1{(1,0).

3 3 3
(0, 2)
24 2 2
0,1)
1 14 1
(1,0 \(1. 0) (1,0)

1 o T 2 3 1 o T 2 3 1 o T 2 3

-1 -1 -1
(a) Curva original Cy ®) Cr={u-y=0} () Cr={tr—1=0}

Figura 25 — Poligono de Newton do blow-up da curva Cy = {x—y? = 0}

Exemplo 19. Voltamos agora para o Exemplo 7, no qual consideramos a curva
singular Co = {y> — x> = 0}. J4 realizamos a redugio de singularidades desta
curva, com a representacdo geométrica desta redugado e o cdlculo de todos os
indices. Vamos agora, para completar, apresentar os poligonos de Newton
deste processo de reducdo de singularidades.

Lembramos que neste exemplo temos:

a) fo(x,y)=y*—x>= A4 (fp) =10,2);(3,0)}
b) filx,11) =1 —x= A (f) ={(0,2);(1,0)}
) faluz,t1) =t —uz = N () = {(0,1);(1,0)}
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d) filuz,13)=13-1= A (f3) ={(0,1)}

Portanto os respectivos poligonos de Newton sdo:

3 3
0, 2) (0, 2)
> ! 2
1 1
(3,0) (1, 0)
10 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
-1 -1
(a) Da curva original Cy (b) Da curva Cy = {t% -x=0}
3 3
2 2
(0, 1) (0, 1)
1 1@
(1,0)
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
-1 -1
(c) Dacurva C ={t; —up =0} (d) DacurvaCs ={r3—1=0}

Figura 26 — Poligonos de Newton do blow-up da curva Cy = {y> — x> = 0}

Exemplo 20. Consideremos agora a curva singular Cy = {y* — x> = 0}. Temos
que CT(Cyp) = {y = 0}, portanto o transformado estrito de Cy intersecta o divisor
excepcional apenas na origem primeira carta da primeira explosdo. De fato,
na segunda carta temos a mudanca de varidveis x = u1y, o que implica

foom@ui,y) = folury.y) =y* —uly’ =y*(1-u}y*) = 0.

Assim Eg={y=0}e C; ={1 - u?y3}, portanto C| ndo passa pela origem de
(u1,y).
Na primeira carta a mudanca de varidveis é dada por y = #; x, logo
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foormi(x,t1) = fo(x,t1x) = X3 —x° = X2 - x°) = 0.

Assim temos E| = {x =0} e C| = {r — x> = 0}. Observe que na origem de
(x,#1) temos a situacdo descrita no Exemplo 19.

Faremos agora o segundo blow-up, cujo centro é a origem da carta
(x,#1). Sendo CT'(Cy) = {t; = 0}, pelo mesmo argumento anterior, buscaremos
o transformado estrito de C apenas na primeira carta (pois serd uma unidade
na origem da segunda carta). Nesta carta temos a mudanca de varidveis ¢| = fox.
Obtemos assim

2.2 3 2,2
fiom(x, ) = filx,x) = x"t; —x = x(t-x) =0,

logo E; ={x=0}e Cy = {t% —x = 0}. Observe que aqui temos a situacio
descrita no Exemplo 18.

O terceiro blow-up € realizado na origem de (x, ;) porém agora utiliza-
mos a segunda carta, ja que o cone tangente de C, é dado por CT(C3) = {x =0}.
Nesta carta temos a mudanga de varidveis x = ust, e assim obtemos

2
faom(uz, i) = folusta, ) =ty —ustr =tr(ta —u3) = 0.

Portanto E3 = {r, =0}, e C3 = {tp —u3 = 0}. Aqui temos a situa¢io do Exem-
plo 17: C3 é uma curva nao singular porém nao possui cruzamento normal
com o divisor (de fato a interse¢do de C3 com o divisor € um ponto de tipo
esquina).

A quarta e dltima explosio € realizada para corrigir isto. Como o cone
tangente de C3 € a prépria curva, podemos tomar qualquer carta para realizar
a explosdo da origem de (u3,,). Na primeira carta temos #, = u3f4 € assim
obtemos

Saomg(us,ta) = f3(u3,u3ts) = uzta —uz = u3(t4—1)=0,

e portanto E4 = {u3 =0}, C4 = {t4—1 = 0}. Aqui encerramos a dessingularizacao
da curva Cy, que estd representada esquematicamente na figura abaixo.

Szom(ua, o) = f3(uatr,tp) = th —ustr = tr(1 —ug) =0,

donde obtemos E4 = {tp =0} e Ly = {1 —u4 = 0}.
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(a) Curva original Co

(d) C3={t2—u3z =0}

(e) C4={t4—1=0}

Figura 27 — Redugio de singularidades da curva Co = {y*> — x°> = 0}
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Passamos agora para a andlise dos indices. Para a curva
Co = {fy(x,y) = y* — x°}, cujo cone tangente é CT(Co) = {y = 0}, temos

1o = m(fp;0) = m(y* —x°) =2;
Ip = i(Co,CT(Cp)) =5 ;
_i(Cy,CT(Cp)) 5

m(fp;0) 27

ApoOs a primeira explosao temos Cy = {fi(x,t]) = t% —x3} e também
CT(Cy) = {1, =0}, logo

m =m(fi;0) =m(; -x°) =2
L =i(C,CT(C1)=3=1p—1no;
5 3 I
01=0—l==-—-1==-=—.
1 =00 5 2w
Note que 171 = 19, logo I satisfaz o Lema 3.2.2 e §; o Corolario 3.2.1.

Ap6s a segunda explosdo temos Cy = {f2(x, 1) = t% —x},logo CT(Cr) =
{x=0}en =m(f,0)= m(t% —x) = 1. Portanto a curva estd dessingularizada,
assim os préximos blow-ups serdo realizados para melhor posicionar a curva.

Ap6s a terceira explosdo, Cz = {f3(u3,tr) =t —u3} = CT(C3) e a mul-
tiplicidade intrinseca dada por:

m=m(f3)=my;—x3)=1=m.
Aqui j& obtemos a multiplicidade intrinseca igual a 1; o dltimo blow-up é
realizado apenas para deixar a curva em cruzamentos normais com o divisor.

Este processo de reducdo de singularidades tem os seguintes poligonos
de Newton:

@ fOuy) =y =x = A (fo) = {(0,2);(5,0)};
(b) filx,n) =1 —x = N (fi) =1{(0,2);(3,0)};
© flxn)=B-x= 4 (f)={0,2):1,0)
() f3uz,tr) =ty —u3 = A (f3) = {(0,1):(1,0)};

() fa(uz,ta) =t4—1= A (f2) ={(0,1)}.



(0, 2)
2

(0, 2)

(a) Curva original Co

(0, 2)
2

(0, 1)
1

d) C3={nn—u3 =0}

(e) C4={ry—1=0}

Figura 28 — Poligonos de Newton da redugdo da curva Co = {y> — x> = 0}

65
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Exemplo 21. Consideremos agora a curva Cy = {y° — x’ = 0}. Temos
CT(Cp) = {y = 0}, logo pelo argumento usado anteriormente, buscaremos
o transformado estrito apenas na primeira carta do blow-up da origem de C2.
A mudanca de varidveis € dada por y = #;x e assim

3.3 7 3,3 4
Joomi(x,t1) = folx,nnx)=xt; —x" = x (] —x") = 0.

Obtemos assim, E| = {x=0},e C; = {f; —x* =0}.

Faremos o segundo blow-up, com centro na origem da carta (x,#;).
Como CT(Cy) = {t; = 0}, faremos o blow-up na primeira carta. Tomamos
entdo a mudanca de varidveis #| = f,x e assim

3.3 4 3,3
fiom(x,0) = filx,bx)=x"t; —x" = x"(t; —x) = 0.

Obtemos portanto E, = {x =0} e C, = {t% —x=0}. A curva C, é nio
singular na origem de (x,#,), porém nio possui cruzamentos normais com o
divisor. Por isso prosseguimos com a reducdo de singularidades.

O terceiro blow-up tem como centro a origem de (x,#,); porém como
CT(C») = {x =0}, usaremos a segunda carta. Tomamos a mudanca de varidveis
X = uslp e entao

3 2
from(us, i) = foluzta, ) = t; —uztr = tr(t; —u3z) =0,

donde resulta E3 = {t, =0} e C3 = {13 —u3 = 0}.

Aqui encontramos novamente a situagdo do Exemplo 18. O final de
processo de reducdo de singularidades se d4 exatamente como no Exemplo 18,
e estd esquematicamente representada na figura abaixo.
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Co

(a) Curva original Co (b) Cy = {t? —-x*=0)

N

() C3= {2 —u3 =0)

v
u
£
t
us
ta

ug

AN,
A

(©) Ca={n—us=0} () Cs={ts-1=0}={l —us =0}

Figura 29 — Redugdo de singularidades da curva Co = {y® — x” = 0}
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Para completar este exemplo, passamos para a andlise das multiplicida-
des. Para Cy = {y® —x” =0} e CT(fy) = {y = 0} temos

1o = m(fp,0) = m(y* —x7) = 3;
Iy = i(Co,CT(Cp)) = m(fo(x,0)) = m(-x7) =T
_b 7

do= 2 =2,
n 3

Apbs a primeira explosdo, temos C| = {tf —-x*=0},CT(C)={t1 =0}e

m =m(f1,0) = m(s; —x*) = 3;
I = i(C1,CT(Cy)) = m(fi(x,0)) = m(—x*) = 4;
_ L4

01

m 3

Apds a segunda explosdo, Cp = {t% —x=0}e CT(Cy) ={x=0}, logo

M =m(f,0)=m(f —x) = 1;
L = i(C2,CT(C2)) = m(f2(0,12)) = m(£) = 3.

Portanto a curva ja estd dessingularizada, e os préximos blow-ups serdo feitos
apenas para deixar a curva em cruzamentos normais com o divisor.

Ap6s a terceira explosdo obtemos C3 = {t% —u3 =0} com CT(C3) = {uz =0},
logo

13 = m(f3,0) = m(t; —u3) = 1;
I3 = i(C3,CT(C3)) = m(f3(0,12)) = m(t3) = 2.

Observamos que apés este blow-up ocorreu uma redugdo na multiplicade de
intersecdo do transformado da curva com seu cone tangente.

Os demais indices sdo os mesmos do Exemplo 18.

Para este processo de reducdo de singularidades temos os seguintes
poligonos de Newton:
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4
4
(0, 3)
(0, 3) 36
3
2
2
N 1
(7,0 (4, 0)
1 0 1 2 3 A 5 7 0 1 2 3 4 5 6 7
a1 -1
(a) Curva original Cyp (b) C1 ={y}—x} =0}
4 4
(0, 3)
3¢ 3
(0, 2)
2 24
1 1
(1, 0) (1, 0)
1 0 1 2 3 4 5 7 0 1 2 3 4 5 6 7
= -1
© C=(3-x=0) (d) C3= 2 -x3=0)
4 4
3 3
2 2
(0, 1) (0, 1)
14 1
(1, 0)
1 0 T 2 3 4 5 7 0 1 2 3 4 5 6 7
a1 -1
(€) C4={ya—x4=0} () Cs={ys—1=0}={1-x5 =0}

Figura 30 — Poligonos de Newton da redugdo da curva Cy = {y* — x” = 0}
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Exemplo 22. Neste exemplo veremos a reducio de singularidades de uma
curva redutivel. Considere a curva Cy = {xy + X =0}, representada na figura
abaixo:

Figura 31 — Curva Cg = {xy+ x> = 0}

O cone tangente desta curva é CT(Cp) ={xy =0} ={x=0}U{y=0},0
que implica que o transformado estrito da curva aparece nas duas cartas do
blow-up da origem de C2.

Na primeira carta temos y = f; x, logo

foorm(x,t1) = folx,11%) = X°t1 + x> = x*(1; +x) = 0

obtemos portanto £} = {x=0}e C; = {x+1; =0}.
Na segunda carta, temos x = u1y, logo

foorm(uy,y) = uiy+ujy’ = uy* (1 +ury) .

Assim temos E1 ={y=0}e Cy = {u1(1 +u1y) =0} ={u; =0}.

Isso significa que ap6s explosdo, Cp foi separada: o transformado
estrito C possui dois ramos. Um ramo de Cy € a curva {u; = 0}, que aparece
somente na segunda carta; e outro ramo aparece nas duas cartas, com equacio
{x+1; = 0} na primeira carta e {1 + u;y = O} na segunda. O resultado desta
explosao estd representado na abaixo, na qual olhamos localmente cada uma
das cartas.
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Ql X

G

(a) C; = {x+1 =0} na primeira (b) Ci ={u1(1+u1y) =0} na segunda carta

carta

Figura 32 — Resultado do 1° blow-up da curva Cy = {xy + B =0

O ramo de C; na origem de (u1,y) ja esta dessingularizado e em cru-
zamentos normais com o divisor. O ramo de C;| na origem de (x,#;) esta
dessingularizado e também possui cruzamentos normais com o divisor; de fato,
basta realizar a mudanga de varidveis t' = t; + x e assim obtemos C; = {t’ =0},
E; = {x=0}. Quanto as multiplicidades, temos que a multiplicidade intrinseca
de Cp € 2 e a multiplicidade intrinseca de cada ramo de C; € 1.

O poligono de Newton da curva Cj é:

Figura 33 — Poligono de Newton da curva Cy = {xy + x> = 0}

Ap6s o primeiro blow-up, como C; possui dois ramos temos um
poligono de Newton para cada ramo:
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3 3
2 2
(0,1) (3, 1)
1 R R ] ,
\<1, 0) Lo !
1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5
-1 1
@ Cr={x+n=0} () Ci ={ui(1+u1y) =0}

Figura 34 — Poligonos de Newton ap6s blow-up

A reducido de singularidades da curva Cy = {xy + x> = 0} pode ser
representada através do seguinte grafo:

Figura 35 — Grafo do blow-up da curva Co = {xy + B =0}
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Exemplo 23. Consideremos a curva Cg = {y*> + yx> + x’ = 0}. A nuvem de C
& N (Co)=1{(0,2),(3,1),(7,0)}, logo o poligono de Newton desta curva possui
dois lados finitos, como pode ser visto na figura abaixo:

Figura 36 — Poligono de Newton da curva Cgy = {y?> + yx> +x” = 0}

Temos CT(Cy) = {y = 0} e portanto

1o = m(fo,0) =2;

Iy = i(Co,CT(Co)) = m(fo(x,0)) = m(x") = 7;
_h_7

bo=1r=7

Para o primeiro blow-up, basta olharmos na primera carta y = #{x.
Assim temos

Jo(x,t1x) = x2t% +xt +x = xz(t% +X%0 +x0)
portanto E1 = {x =0} e C; = {t% +x%t + x> = 0). Temos também que

N(Cy) ={(0,2),(2,1),(5,0)} logo o poligono de Newton de C;| tem ainda
dois lados finitos.

Figura 37 — Poligono de Newton da curva Cy = {t% +X2H+x° = 0}
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Paraa C; = {tf + X2+ X = 0} temos CT(Cy) = {y; = 0}, logo

m =m(f1,0)=2;

I =i(C1,CT(Cy)) = m(f1(x,0),0) = 5;
_h_s

f=ir=3

Note que CT(Co) =CT(Cy),mo=n1=2€d0—01 = % -
Faremos o segundo blow-up com centro a origem de (x,
apenas para a primeira carta ¢| = f,x. Assim

31
2
t1) e olhando

filx,trx) = xztg +x3t2 1 = xz(tg + xtp +x3)

e, portanto, E = {x=0} e C; = { + xt,+ x> = 0}. Temos N(C>) = {(0,2),(1,1),(3,0)},
logo o poligono de Newton de C; tem ainda dois lados finitos.

Figura 38 — Poligono de Newton da curva C; = {y3 + xoy2 +x3 = 0}

Note que o cone tangente de C, é composto por duas retas:
CT(Cy) = {3 +xtr =0} = {t2(t2 + x) = 0} = {t, = 0} U {t2 + x = 0}

Portanto
i(f2,{t2 = 0}) = m(f2(x,0),0) =3

i(f2, {12 + x = 0}) = m(fo(x, —x),0) = m((=x)* + x(—x) + x°) = 3

e a multiplicidade de intersecdo de C, com seu cone tangente € I, = 3.

A curva C; possui multiplicidade intrinseca 17, = m(f>,0) = 2, logo o
contato maximal € §, = r% = %

Assim, n9 = 11 =T]2=2€51—52=%—%=1.

Para a terceira explosio, sendo CT(C3) = {to = 0} U {f, + x = 0}, preci-
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saremos olhar para as duas cartas. Na primeira carta #, = #3x temos

Hx,t3x) = xztg +x2t3 +x0 = xz(tg +13+x)=0
e, portanto, E3 ={x=0}e C3 = {t% +13+x = 0}. Note que C3 intersecta E3 nos
pontos (0,0) e (0,—1).

Na segunda carta x = uzt, temos
2 2 3.3 2 3
fz(u3t2,t2) =1, tuzly tuzl, = lz(l +uz+ Lt3t2)

eassim E3={tpb =0}, C3 = {1 +u3 + ugtz = 0}. Portanto C3 néo passa pela
origem da carta (u3,1,), intersectando E3 apenas no ponto (—1,0) (que corres-
ponde ao ponto (0,—1) na carta (x,13)).

Em ambos os pontos de C3 N E3, a multiplicidade intrinseca da curva é
1. Além disso, ambos pontos ndo sio esquinas. Como consequéncia, € possivel
encontrar uma mudanga linear de varidveis tal que apds essa mudanga C3 e
E3 possuam cruzamentos normais. Portanto nao é necessdrio realizar mais
nenhum blow-up e a reducgdo de singularidades esta terminada.

Os poligonos de Newton apds o terceiro blow-up estdo representados
na figura abaixo:

10 1 2 3 4 5 T o B 3 7 S

-1 -1

(@) C3={+153+x=0} (b) C3 ={l+uz+u3t, =0}

Figura 39 — Poligonos de Newton apds o terceiro blow-up

A reducio de singularidades da curva Co = {y* + yx> + x” = 0} pode ser
representada através do grafo abaixo:
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Figura 40 — Grafo do blow-up da curva Cy = {y> + yx> +x” = 0}
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