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de “mestre em Matemática Pura e Aplicada”, e aprovada em sua forma
final pelo Programa de Pós-Graduação em Matemática Pura e Aplicada.
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um dia eles foram compreensivos com a minha. Hoje posso dizer que
segui o conselho que meus pais me deram, estudei. Mas quero dizer que
sou muito grata por tudo que fizeram por mim. Muit́ıssimo obrigada.

Quero agradecer a pessoa que dividiu o lar comigo nesses dois
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RESUMO

Dada uma categoria C, dizemos que F é funtor de classificação para C
se F é um funtor de C para uma categoria D de tal maneira que para
quaisquer objetos A,B da categoria C, se F (A) e F (B) são isomorfos
em D então A e B são isomorfos em C. Neste contexto, dizemos que
D é uma categoria de classificação para C. O objetivo deste trabalho é
descrever funtores e categorias de classificação para qualquer categoria
em que seja posśıvel falar de automorfismos internos.

Palavras-chave: Classificação; categoria de classificação; funtor de
classificação; automorfismo interno.





ABSTRACT

Given a category C, we say that F is a classification functor for C if F
is a functor from C into a category D such that for all objects A,B in
C, if F (A) and F (B) are isomorphic in D then A and B are isomorphic
in C. In this context, we say that D is a classifying category for C. The
goal of this work is to describe classification functors and categories for
every category in which one can talk about inner automorphisms.

Keywords: Classification; classifying category; classification functor;
inner automorphisms.
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INTRODUÇÃO

Em matemática costumamos classificar objetos, ou seja, seria
interessante se pudéssemos encontrar uma maneira de decidir se dois
objetos de uma dada categoria, para todos os efeitos práticos, são os
mesmos, ou seja, isomorfos. Por exemplo, em Álgebra Linear, uma
forma de classificar os Espaços Vetoriais se dá através da dimensão,
usando Teorema que diz:

Teorema 1. Dois espaços vetoriais U e V de dimensão finita sobre um
corpo K são isomorfos se, e somente se, dimK(U) = dimK(V ).

Já em Topologia Algébrica temos uma construção que é invariante
por isomorfismos que não ajuda decidir se dois objetos são isomorfos,
porém nos ajuda decidir quando dois objetos não são isomorfos. Esta
construção é o grupo fundamental. Por exemplo, R2 e R3 não são
isomorfos como espaços topológicos (homeomorfos), mas possuem o
mesmo grupo fundamental. Logo o grupo fundamental não faz distinção
entre os dois espaços. Já R2 e S1 tem grupos fundamentais diferentes,
logo não podem ser homeomorfos.

Ainda de Topologia Algébrica, podemos verificar que o grupo
fundamental é um funtor, que associa a cada espaço topológico em um
grupo e a função cont́ınua em homomorfismo de grupos. Podemos então
usar funtores para obter resultados de classificação em uma categoria
que nos interesse.

Levando em conta os fatos mencionados, temos a seguinte de-
finição: dada uma categoria C, dizemos que F é funtor de classificação
para C se F é um funtor de C para uma categoria D de tal maneira
que para quaisquer objetos A,B da categoria C, se F (A) e F (B) são
isomorfos em D então A e B são isomorfos em C. Neste contexto,
dizemos que D é uma categoria de classificação para C.

Em [1], George Elliott introduziu a noção de automorfismo interno
no contexto de categorias; a partir disto, e generalizando ideias usadas
em alguns dos principais resultados em classificação de C*-álgebras e
Álgebras de von Neumann nas últimas décadas, obteve a construção de
categorias e funtores de classificação para qualquer categoria em que
uma famı́lia de automorfismos internos tenha sido fixada.

Para uma grande classe de C*-álgebras a classificação obtida é
equivalente (no contexto categórico) à usual, via K-teoria. No caso
das Álgebras de von Neumann, o funtor do fluxo de pesos de Connes-
Takesaki (que rendeu a Connes a Medalha Fields, com a classificação
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dos fatores de tipo III) se fatora pelo funtor de classificação obtido aqui.
No Caṕıtulo 1, vamos considerar uma categoria C qualquer, e

definir uma nova categoria a partir desta, que chamaremos de Cout, de
modo que os objetos desta nova categoria sejam os mesmos objetos
da categoria C. Mas, queremos que em Cout tenha “menos”morfismos
que na categoria original C. Uma maneira de fazermos isso, é definir
uma relação de equivalência nos morfismos da categoria C. Porém, isso
não pode ser feito de qualquer forma. Depois de definida a relação de
equivalência nos morfismos de C e uma lei de composição, mostraremos
que Cout é uma categoria e obteremos um funtor F : C −→ Cout. Além
disso, mostraremos que Cout é uma categoria de classificação para C,
obtendo assim que F é um funtor de classificação. E para encerrar o
caṕıtulo, vamos apresentar um exemplo de uma construção de uma
categoria Cout e depois mostrar um isomorfismo entre categorias.

No Caṕıtulo 2, vamos criar a categoria Cout e faremos isso supondo
que dada uma categoria C qualquer, A e B objetos de C, HomC(A,B) é
um espaço métrico. Neste caṕıtulo, o objetivo principal é mostrar que
Cout é uma categoria de classificação. Mas para provar isso, precisaremos
de algumas hipóteses adicionais que são: a composição de morfismos é
cont́ınua, a composição por um automorfismo interno é isométrica e para
cada A,B objetos de C, HomC(A,B) é um espaço métrico completo. E
para finalizar, vamos apresentar dois exemplos, na categoria dos grupos
enumeráveis e na categoria das álgebras enumeravelmente geradas.

Antes de iniciarmos, vamos fixar algumas notações. Para sim-
plificar a notação, usaremos A ∈ Obj(C) quando A é um objeto de C.
Em algumas bibliografias, é posśıvel que para cada A,B objetos de C,
HomC(A,B) não seja um conjunto, porém, neste trabalho, HomC(A,B)
será sempre um conjunto. Assim, usaremos a notação ϕ ∈ HomC(A,B)
quando ϕ é um morfismo de A para B.

Além disso, neste trabalho, o conjunto dos números naturais N
começa a partir de 1.

Antes de iniciar a leitura deste trabalho é necessário ter uma
noção básica de Teoria de Categorias, Álgebra e Espaços Métricos como
podemos encontrar em [3], [4], [5] e [6].
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1 FUNTORES E CATEGORIAS DE CLASSIFICAÇÃO

Definição 2. Dada uma categoria C, por um funtor de classificação
para C entende-se um funtor F de C para uma categoria D tal que para
quaisquer A,B ∈ Obj(C), se F (A) e F (B) são isomorfos em D então
A e B são isomorfos em C. Neste contexto, dizemos que D é uma
categoria de classificação para C.

Neste trabalho vamos criar uma categoria de classificação Cout
para uma categoria C, a partir de uma relação de equivalência R nos
morfismos de C. Queremos que os objetos de Cout sejam os mesmos de
C, porém os morfismos de Cout sejam obtidos identificando os morfismos
de C que são equivalentes módulo R.

Isso não é suficiente para que Cout seja uma categoria. Precisamos
ainda definir a composição de morfismos em Cout. Um candidato para
a operação de composição na categoria Cout é dado da seguinte forma:
considere f e g morfismos de Cout que são obtidos como classes de
equivalência módulo R de morfismos φ e ψ de C, respectivamente, então
a composição f ◦ g seria dada como a classe de equivalência módulo R
do morfismo φ ◦ ψ.

Queremos definir uma relação R nos morfismos de C, mas antes
disso, provaremos um resultado auxiliar.

Proposição 3. Para qualquer categoria C e para cada objeto A ∈
Obj(C) tem-se que Aut(A) é grupo com operação de composição.

Demonstração. Sejam C uma categoria qualquer e A ∈ Obj(C). Vamos
provar que Aut(A) é grupo.

Seja h ∈ Aut(A). Visto que IdA ∈ Aut(A) e h◦IdA = h = IdA ◦h,
conclúımos que Aut(A) satisfaz o axioma de elemento neutro para
grupos.

Sejam h, k ∈ Aut(A). Então existem h−1 : A −→ A e k−1 :
A −→ A tal que h ◦ h−1 = IdA e h−1 ◦ h = IdA, k ◦ k−1 = IdA e
k−1 ◦ k = IdA, respectivamente. Sabemos que h ◦ k : A −→ A. Assim,

(h ◦ k) ◦ (h ◦ k)−1 = (h ◦ k) ◦ k−1 ◦ h−1

= h ◦ (k ◦ k−1) ◦ h−1

= h ◦ (IdA) ◦ h−1

= h ◦ h−1

= IdA .
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Analogamente mostramos que

(h ◦ k)−1 ◦ (h ◦ k) = IdA .

Isto mostra que Aut(A) é fechado por composição.
Seja h ∈ Aut(A). Desta forma, existe h−1 : A −→ A tal que

h◦h−1 = IdA e h−1 ◦h = IdA, ou seja, h−1 : A −→ A é um isomorfismo.
Segue que, h−1 ∈ Aut(A) e portanto Aut(A) satisfaz o axioma de
elemento inverso para grupos.

Sejam f, g, h ∈ Aut(A). Como f, g e h são automorfismos e do
fato que composição de morfismos é associativa tem-se que

(f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).

Logo, Aut(A) satisfaz o axioma de associatividade e portanto,
Aut(A) é um grupo.

Sejam C uma categoria qualquer, A,B ∈ Obj(C). Considere a
relação R sobre HomC(A,B) definida da seguinte forma: para f, g ∈
HomC(A,B) quaisquer, temos que fRg se, e somente se existem h ∈
Aut(B) e k ∈ Aut(A) tal que f = h ◦ g ◦ k.

Afirmamos queR é uma relação de equivalência sobre HomC(A,B).
De fato, seja f ∈ HomC(A,B) qualquer. Visto que IdB ∈ Aut(B) e
IdA ∈ Aut(A) e f = IdB ◦f ◦IdA, podemos concluir que fRf , e portanto
R é reflexiva.

Sejam agora f, g ∈ HomC(A,B) quaisquer. Suponhamos que
fRg então existem h ∈ Aut(B) e k ∈ Aut(A) tal que f = h ◦ g ◦ k.

Como h ∈ Aut(B) e do fato que Aut(B) é grupo temos que h−1 ∈
Aut(B). De maneira análoga, verificamos que existe k−1 ∈ Aut(A).

Desta forma temos que

h−1 ◦ f ◦ k−1 = h−1 ◦ (h ◦ g ◦ k) ◦ k−1

= (h−1 ◦ h) ◦ g ◦ (k ◦ k−1) (Associatividade)

= IdB ◦g ◦ IdA (k ∈ Aut(A) e h ∈ Aut(B))

= g.

Com isto temos que g = h−1 ◦ f ◦ k−1 e assim conclúımos que
gRf . Portanto, R é simétrica.

Sejam f, g, p ∈ HomC(A,B) quaisquer. Suponhamos que fRg e
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gRp então existem h, l ∈ Aut(B) e k, j ∈ Aut(A) tal que

f = h ◦ g ◦ k (1.1)

e
g = l ◦ p ◦ j, (1.2)

respectivamente.
Substituindo 1.2 em 1.1 temos que

f = h ◦ g ◦ k
= h ◦ (l ◦ p ◦ j) ◦ k
= (h ◦ l) ◦ p ◦ (j ◦ k).

Como h, l ∈ Aut(B) e do fato que Aut(B) é um grupo temos que
h ◦ l ∈ Aut(B). Analogamente, provamos que j ◦ k ∈ Aut(A). Com isso,
conclúımos que fRp e portanto R é transitiva.

Segue disso que R é uma relação de equivalência, como afirmado.
A seguir, vamos exemplificar esta relação de equivalência na

categoria Set, em que os objetos são conjuntos e os morfismos são
funções.

Exemplo 4. Sejam A = {a, b, c, d} e B = {i, j, l,m} conjuntos e f, g :
A −→ B funções dadas por

g : A −→ B

a 7→ j

b 7→ l

c 7→ i

d 7→ i

f : A −→ B

a 7→ l

b 7→ j

c 7→ i

d 7→ i.
Tome

k : A −→ A

a 7→ b

b 7→ a

c 7→ d

d 7→ c

h = IdB : B −→ B

i 7→ i

j 7→ j

l 7→ l

m 7→ m.
Veja que f = h ◦ g ◦ k. Para que fRg precisamos verificar que

k ∈ Aut(A) e h ∈ Aut(B).
Afirmamos que k ∈ Aut(A). De fato, observe que a imagem de k
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é igual ao contradomı́nio de k e assim conclúımos que k é sobrejetora.
Perceba também que elementos distintos do domı́nio de k possuem
imagens distintas no contradomı́nio e assim k é injetora. Portanto
k : A −→ A é bijetora. Segue disso que k ∈ Aut(A), como afirmado.
De maneira análoga, mostramos que h ∈ Aut(B).

Segue disso que fRg.

Para darmos um exemplo de quando duas funções não estão
relacionadas precisamos de um resultado auxiliar.

Proposição 5. Na categoria Set, para quaisquer objetos A,B e mor-
fismo f ∈ HomSet(A,B) que é uma função constante tem-se que para
qualquer g ∈ HomSet(A,B), fRg se e somente se, g é uma função
constante.

Demonstração. Sejam A,B ∈ Obj(Set) e f, g ∈ HomSet(A,B) quais-
quer tal que f é constante.

(⇒) Suponha que fRg. Vamos provar que g é uma função
constante. De fato, existem k ∈ Aut(A) e h ∈ Aut(B) tal que

f = h ◦ g ◦ k. (1.3)

Como h, k são funções bijetoras, existe h−1 : B −→ B e k−1 :
A −→ A. Disto e da Equação 1.3 temos que

g = h−1 ◦ f ◦ k−1.

Sabemos por hipótese que f ∈ HomSet(A,B) é uma função cons-
tante, então existe c ∈ B tal que f(x) = c, para qualquer x ∈ A.

Assim, para qualquer y ∈ A temos

g(y) = h−1(f(k−1(y))) = h−1(c).

Isto mostra que g é uma função constante.
(⇐) Suponha que g é constante. Vamos provar que fRg. Do fato

que f e g são funções constantes temos que existem c, d ∈ B tais que
para qualquer x ∈ A tem-se f(x) = c e g(x) = d, respectivamente.

Considere h : B −→ B dada por h(c) = d, h(d) = c e h(x) =
x,∀x ∈ B\{c, d}. Desta forma, temos que h é bijetora por construção e
tomando k = IdA temos que

h ◦ g ◦ IdA = f.

Logo, fRg.
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Exemplo 6. Sejam A = {a, b, c} e B = {i, j, l} conjuntos e f ′, g′ :
A −→ B funções dadas por

f ′ : A −→ B

a 7→ i

b 7→ i

c 7→ i

g′ : A −→ B

a 7→ i

b 7→ l

c 7→ j
Como f ′ é uma função constante e g′ não é, segue que f ′ não

está relacionada com g′.

Denotaremos a classe de equivalência módulo R de um morfismo
φ de C por [φ].

Queremos criar uma categoria de classificação C′ para a categoria
C, a partir da relação de equivalência R nos morfismos de C.

Como primeira tentativa, digamos que os objetos de C′ são os
mesmos objetos de C e para quaisquer A,B ∈ Obj(C ′) defina

HomC′(A,B) = HomC(A,B)/R.

Sejam agoraA,B,C ∈ Obj(C ′), φ ∈ HomC′(A,B), ψ ∈ HomC′(B,C)
quaisquer. Desta forma temos que φ = [f ] e ψ = [g] para f ∈
HomC(A,B) e g ∈ HomC(B,C). Gostaŕıamos de definir a lei de com-
posição por

ψ ◦ φ = [g ◦ f ].

porém a classe [g ◦ f ] depende dos representantes f e g escolhidos para
ψ e φ, como o próximo exemplo ilustra.

Exemplo 7. Para a categoria Set, seja Set′ como acima.
Considere os conjuntos A = {a, b, c}, B = {i, j, k} e C =

{l,m, n}. Defina

f : A −→ B

a 7→ i

b 7→ k

c 7→ i

g : B −→ C

i 7→ l

j 7→ m

k 7→ l,

e

observe que f ∈ HomSet(A,B) e g ∈ HomSet(B,C). Com isso, temos
que g ◦ f ∈ HomSet(A,C) e é dado por

g ◦ f : A −→ C
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a 7→ l

b 7→ l

c 7→ l.

Note que g ◦ f é constante. Usando a Proposição 5 tem-se que
[g ◦ f ] possui apenas funções constantes.

Por outro lado, considere f ′ ∈ HomSet(A,B) dado por

f ′ : A −→ B

a 7→ j

b 7→ i

c 7→ j.

Afirmamos que f ′Rf . De fato, tome h ∈ Aut(B) e IdA ∈ Aut(A)
dadas por

IdA : A −→ A

a 7→ a

b 7→ b

c 7→ c

h : B −→ B

i 7→ j

j 7→ k

k 7→ i,
logo f ′ = h ◦ f ◦ IdA. Assim, conclúımos que f ′Rf , como afirmado.

Com isso, temos que a composição g ◦ f ′ ∈ HomSet(A,C) e é
dada por

g ◦ f ′ : A −→ C

a 7→ m

b 7→ l

c 7→ m.

Note que g ◦ f ′ não é constante, logo em [g ◦ f ′] não há funções
constantes.

Conclusão: [g ◦ f ] 6= [g ◦ f ′], logo a composição dos morfismos em
Set′ como sugerida não está bem definida.

Queremos aproveitar a ideia utilizada para construir a categoria C′:
manter os objetos da categoria C e identificar os morfismos equivalentes
módulo R. Porém, precisamos restringir nossa atenção a uma relação
de equivalência sobre os morfismos da categoria C que nos dará uma
operação de composição bem definida nas classes de equivalência.
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Definição 8. Dada uma categoria C, uma famı́lia compat́ıvel de au-
tomorfismos para C ou (FCA) consiste de um conjunto SA ⊆ Aut(A)
para cada A ∈ Obj(C) de modo que para quaisquer A,B ∈ Obj(C) e
φ ∈ HomC(A,B) tem-se que para todo ψ ∈ SA existe θ ∈ SB tal que
θ ◦ φ = φ ◦ ψ.

Se X denota uma famı́lia compat́ıvel de automorfismos para C,
para cada A ∈ Obj(C) denotamos o conjunto de X associado a A por
XA.

Definição 9. Dada uma categoria C, uma famı́lia compat́ıvel de grupos
de automorfismos para C (ou FCGA) consiste de uma famı́lia compat́ıvel
de automorfismos H para C tal que HA é subgrupo normal de Aut(A),
para todo A ∈ Obj(C).

Queremos dar um exemplo de FCGA para a categoria Grp, a
categoria dos grupos. Mas antes disso vamos exibir uma definição e
demonstrar um lema.

Definição 10. Sejam G um grupo qualquer e x ∈ G qualquer então o
automorfismo dado por

φx : G −→ G

g 7→ xgx−1

é chamado de automorfismo interno induzido por x.

Para um grupo G qualquer, o conjunto de todos os automorfismos
internos de G será denotado por Inn(G).

Lema 11. Para qualquer grupo G, tem-se que Inn(G) é subgrupo normal
de Aut(G).

Demonstração. Seja G um grupo qualquer. Provaremos que Inn(G) é
subgrupo de Aut(G).

Observe que o homomorfismo identidade IdG é um automorfismo
interno de G, logo IdG ∈ Inn(G) e portanto Inn(G) é não vazio.

Tome dois elementos quaisquer de Inn(G), digamos φx e φy, para
x, y ∈ G.

Dado g ∈ G qualquer

φx ◦ φy(g) = φx(φy(g))

= φx(ygy−1)

= x(ygy−1)x−1
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= (xy)g(y−1x−1)

= (xy)g(xy)−1

= φxy(g).

logo φx ◦ φy = φxy ∈ Inn(G).
Afirmamos que (φx)−1 = φx−1 . Com efeito, para qualquer g ∈ G

temos

(φx ◦ φx−1)(g) = φx·x−1(g)

= φe(g)

= ege−1

= g

= IdG(g),

logo φx ◦ φx−1 = IdG, provando o afirmado.
Em particular, (φx)−1 ∈ Inn(G), disso segue que Inn(G) é sub-

grupo de Aut(G).
Resta mostrar que Inn(G) é normal em Aut(G). Sejam θ ∈

Aut(G) e φx ∈ Inn(G) quaisquer. Mostraremos que θ◦φx◦θ−1 ∈ Inn(G).
Dado g ∈ G qualquer, temos que

(θ ◦ φx ◦ θ−1)(g) = (θ ◦ φx)(θ−1(g))

= θ(xθ−1(g)x−1)

= θ(x)θ(θ−1(g))θ(x−1)

= θ(x)g(θ(x))−1

= φθ(x)(g),

de onde θ ◦ φx ◦ θ−1 = φθ(x) ∈ Inn(G). Logo, Inn(G) é subgrupo
normal de Aut(G).

Proposição 12. Na categoria Grp, para cada objeto A, seja HA =
Inn(A) o grupo dos automorfismos internos de A. Então, H = {HA |
A ∈ Obj(Grp)} é uma famı́lia compat́ıvel de grupos de automorfismos
para Grp.

Demonstração. Pelo Lema já sabemos que para todo A ∈ Obj(Grp)
tem-se que HA é subgrupo normal de Aut(A). Basta provar que H é
FCA para Grp.
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Sejam A,B ∈ Obj(Grp) quaisquer e ψ ∈ HomGrp(A,B) qualquer.
Seja φx ∈ HA qualquer. Afirmamos que

φψ(x) ◦ ψ = ψ ◦ φx.

Com efeito, dado g ∈ A qualquer temos que

(φψ(x) ◦ ψ)(g) = φψ(x)(ψ(g))

= ψ(x)ψ(g)(ψ(x))−1

= ψ(x)ψ(g)ψ(x−1)

= ψ(xgx−1)

= ψ ◦ φx(g).

Como φψ(x) ∈ HB , provou-se que H é FCA para Grp.

Dados G um grupo e S ⊆ G denotaremos o subgrupo de G gerado
por S pelo śımbolo 〈S〉.

Provaremos um lema auxiliar que será usado na proposição se-
guinte.

Lema 13. Para qualquer categoria C e qualquer FCA S para C, para
quaisquer A,B ∈ Obj(C), para qualquer φ ∈ HomC(A,B) e para qual-
quer n ∈ N∗ tem-se que para quaisquer ψ1, ψ2, ..., ψn ∈ SA

⋃
S−1A exis-

tem θ1, θ2, ..., θn ∈ SB
⋃
S−1B tais que

φ ◦ (ψ1 ◦ ... ◦ ψn) = (θ1 ◦ ... ◦ θn) ◦ φ.

Demonstração. Sejam C uma categoria qualquer, S uma FCA qualquer
sobre C, A,B ∈ Obj(C) e φ ∈ HomC(A,B) qualquer.

Provaremos este lema por indução sobre n. Para n = 1, tome
ψ1 ∈ SA

⋃
S−1A qualquer. Então ψ1 ∈ SA ou ψ1 ∈ S−1A . Suponha que

ψ1 ∈ SA. Como S é uma famı́lia compat́ıvel de automorfismos para C,
existe θ1 ∈ SB tal que

φ ◦ ψ1 = θ1 ◦ φ.

Suponha que ψ1 ∈ S−1A . Como S é uma famı́lia compat́ıvel de
automorfismos para C, existe θ ∈ SB tal que

θ ◦ φ = φ ◦ ψ−11 .
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Disto segue que
φ ◦ ψ1 = θ−1 ◦ φ,

e se definimos θ1 = θ−1, temos que θ1 ∈ S−1B e

φ ◦ ψ1 = θ1 ◦ φ.

Logo, o resultado é válido para n = 1.
Suponhamos, por hipótese de indução, que vale para um dado

n ∈ N, ou seja, para quaisquer ψ1, ψ2, ..., ψn ∈ SA
⋃
S−1A existem

θ1, θ2, ..., θn ∈ SB
⋃
S−1B tais que

φ ◦ (ψ1 ◦ ... ◦ ψn) = (θ1 ◦ ... ◦ θn) ◦ φ.

Provaremos que vale para n + 1. Sejam ψ1, ψ2, ..., ψn, ψn+1 ∈
SA
⋃
S−1A quaisquer. Como ψn+1 ∈ SA

⋃
S−1A , pelo caso n = 1 sabemos

que existe θn+1 ∈ SB
⋃
S−1B tal que

φ ◦ ψn+1 = θn+1 ◦ φ.

Defina ψ = (ψ1 ◦ ... ◦ ψn) ◦ ψn+1, então

φ ◦ ψ = φ ◦ [(ψ1 ◦ ... ◦ ψn) ◦ ψn+1]

= [φ ◦ (ψ1 ◦ ... ◦ ψn)] ◦ ψn+1 (Associatividade)

= [(θ1 ◦ ... ◦ θn) ◦ φ] ◦ ψn+1 (Hipótese de indução)

= (θ1 ◦ ... ◦ θn) ◦ (φ ◦ ψn+1) (Associatividade)

= (θ1 ◦ ... ◦ θn) ◦ (θn+1 ◦ φ) (Visto acima)

= (θ1 ◦ ... ◦ θn ◦ θn+1) ◦ φ. (Associatividade)

Portanto

φ ◦ (ψ1 ◦ ... ◦ ψn+1) = (θ1 ◦ ... ◦ θn+1) ◦ φ.

Assim, supomos para n ∈ N e provamos que vale para n+ 1. Por
indução segue que

φ ◦ (ψ1 ◦ ... ◦ ψn) = (θ1 ◦ ... ◦ θn) ◦ φ,

para todo n ∈ N.

Proposição 14. Para qualquer categoria C e qualquer FCA S para C,
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a famı́lia
H = {〈SA〉 | A ∈ Obj(C)}

é uma famı́lia compat́ıvel de grupos de automorfismos para C.

Demonstração. Seja C uma categoria qualquer e S uma FCA qualquer
para C. Para provar que H é FCGA para C precisamos mostrar que
H é FCA para C e para todo A ∈ Obj(C), HA é subgrupo normal de
Aut(A).

Começaremos provando que H é FCA para C. De fato, sejam
A,B ∈ Obj(C) quaisquer e φ ∈ HomC(A,B) qualquer. Seja ψ ∈ HA =
〈SA〉 qualquer, logo existem n ∈ N∗ e ψ1, ..., ψn ∈ SA

⋃
S−1A tais que

ψ = ψ1 ◦ ... ◦ ψn.

Pelo Lema anterior, existem θ1, ..., θn ∈ SB
⋃
S−1B tais que

(θ1 ◦ ... ◦ θn) ◦ φ = φ ◦ (ψ1 ◦ ... ◦ ψn).

Defina θ = θ1 ◦ ... ◦ θn. Como HB = 〈SB〉, temos θ ∈ HB. Do
fato que

H = {HE | E ∈ Obj(C)},

segue que H é uma famı́lia compat́ıvel de automorfismos para C.
Agora, provaremos que para todo A ∈ Obj(C), HA é subgrupo normal
de Aut(A).

Para cada A ∈ Obj(C), sabemos que SA ⊆ Aut(A), logo HA =
〈SA〉 é subgrupo de Aut(A).

Para cada A ∈ Obj(C), sejam h ∈ SA e ρ ∈ Aut(A) quaisquer.
Como SA é uma FCA para C, existe k ∈ SA tal que

ρ ◦ h = k ◦ ρ

ou seja,
ρ ◦ h ◦ ρ−1 = k ∈ SA ⊆ HA.

Sejam agora s ∈ S−1A e ρ ∈ Aut(A) quaisquer. Temos que
s−1 ∈ (S−1A )−1 = SA, e já sabemos que

ρ ◦ s−1 ◦ ρ−1 ∈ HA.

Como HA é grupo, temos que

(ρ ◦ s−1 ◦ ρ−1)−1 ∈ HA,
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ou seja,
ρ ◦ s ◦ ρ−1 ∈ HA.

Para h ∈ HA qualquer, temos duas opções:

• se h = IdA então ρ◦h◦ρ−1 = ρ◦ IdA ◦ρ−1 = ρ◦ρ−1 = IdA ∈ HA.

• se h 6= IdA, existem n ∈ N∗ e elementos s1, ..., sn ∈ SA ∪ S−1A tais
que

h = s1 ◦ s2 ◦ ... ◦ sn.

Assim,

ρ ◦ h ◦ ρ−1 = ρ ◦ (s1 ◦ s2 ◦ · · · ◦ sn) ◦ ρ−1

= ρ ◦ (s1 ◦ ρ−1 ◦ ρ ◦ s2 ◦ ρ−1 ◦ ρ ◦ · · · ◦ ρ−1 ◦ ρ ◦ sn) ◦ ρ−1

= (ρ ◦ s1 ◦ ρ−1) ◦ (ρ ◦ s2 ◦ ρ−1) ◦ · · · ◦ (ρ ◦ sn ◦ ρ−1) ∈ HA

pois HA é grupo. Portanto, HA é subgrupo normal de Aut(A) e assim
H é FCGA para C.

Definição 15. Dada C uma categoria, H uma famı́lia compat́ıvel de
grupos de automorfismos para C, A,B ∈ Obj(C) e φ, ψ ∈ HomC(A,B)
quaisquer dizemos que φ está relacionada com ψ através de H, e escre-
vemos φRHψ, se existe θ ∈ HB tal que φ = θ ◦ ψ.

Proposição 16. Para qualquer categoria C, qualquer FCGA H para C,
e quaisquer A,B ∈ Obj(C) tem-se que RH é uma relação de equivalência
sobre HomC(A,B).

Demonstração. Seja C uma categoria qualquer, H uma FCGA qualquer
para C e A,B ∈ Obj(C) quaisquer. Provaremos que RH é uma relação
de equivalência.

Seja φ ∈ HomC(A,B) qualquer. Visto que IdB ∈ HB e φ =
IdB ◦φ, segue que φRHφ e portanto RH é reflexiva.

Sejam agora φ, ψ ∈ HomC(A,B) quaisquer. Suponha que φRHψ
então existe θ ∈ HB tal que φ = θ ◦ ψ.

Observe que
φ = θ ◦ ψ

θ−1 ◦ φ = θ−1 ◦ θ ◦ ψ

θ−1 ◦ φ = IdB ◦ψ
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θ−1 ◦ φ = ψ.

Como θ ∈ HB e HB é subgrupo de Aut(B), segue que θ−1 ∈ HB .
Assim ψRHφ e portanto RH é simétrica.

Sejam φ, ψ, γ ∈ HomC(A,B) quaisquer. Suponha que φRHψ e
ψRHγ então existem θ, δ ∈ HB , respectivamente, tais que

φ = θ ◦ ψ (1.4)

e
ψ = δ ◦ γ. (1.5)

Substituindo 1.5 em 1.4, temos que φ = θ◦(δ◦γ). Pela propriedade
associativa, segue que φ = (θ ◦ δ) ◦ γ.

Como θ, δ ∈ HB e HB é subgrupo normal de Aut(B), segue que
θ ◦ δ ∈ HB . Assim φRHγ e portanto RH é transitiva.

Logo, RH é uma relação de equivalência sobre HomC(A,B).

Queremos usar H para criar uma categoria de classificação para C,
que chamaremos de Cout. A ideia é manter os objetos, mas identificar os
morfismos usando a relação de equivalência RH , ou seja, para quaisquer
A,B ∈ Obj(Cout), queremos que

HomCout(A,B) = HomC(A,B)/RH .

Resta ainda definir uma lei de composição para os novos mor-
fismos. Se denotarmos a classe de equivalência de um morfismo φ
módulo RH por [φ], gostaŕıamos que a composição de morfismos [φ] ∈
HomCout(B,C) e [ψ] ∈ HomCout(A,B) seja dada pelo morfismo [φ◦ψ] ∈
HomCout(A,C).

O problema é mostrar que esta operação nas classes está bem
definida, o que é feito na proposição seguinte.

Proposição 17. Para qualquer categoria C, qualquer FCGA H para C,
quaisquer A,B,C ∈ Obj(C), e quaisquer φ1, φ2 ∈ HomC(B,C), ψ1, ψ2 ∈
HomC(A,B) tais que φ1RHφ2 e ψ1RHψ2 tem-se que

(φ1 ◦ ψ1)RH(φ2 ◦ ψ2).

Demonstração. Seja C uma categoria qualquer, H uma FCGA qual-
quer para C, A,B,C ∈ Obj(C) quaisquer e φ1, φ2 ∈ HomC(B,C),
ψ1, ψ2 ∈ HomC(A,B) tais que φ1RHφ2 e ψ1RHψ2. Queremos provar
que φ1 ◦ ψ1RHφ2 ◦ ψ2.
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Por hipótese temos que φ1RHφ2 e ψ1RHψ2, logo existem θ ∈ HC

e δ ∈ HB respectivamente, tais que

φ1 = θ ◦ φ2 (1.6)

e
ψ1 = δ ◦ ψ2. (1.7)

Como φ2 ∈ HomC(B,C) e do fato que H é uma FCGA para C
tem-se que para todo δ ∈ HB existe ξ ∈ HC tal que

ξ ◦ φ2 = φ2 ◦ δ. (1.8)

Com isso, temos que

φ1 ◦ ψ1 = (θ ◦ φ2) ◦ (δ ◦ ψ2) (1.6 e 1.7)

= θ ◦ (φ2 ◦ δ) ◦ ψ2 (Associatividade)

= θ ◦ (ξ ◦ φ2) ◦ ψ2 (1.8)

= (θ ◦ ξ) ◦ φ2 ◦ ψ2. (Associatividade)

Como θ ∈ HC e ξ ∈ HC temos que θ ◦ ξ ∈ HC . Portanto
(φ1 ◦ ψ1)RH(φ2 ◦ ψ2).

Definição 18. Dados C uma categoria e H uma famı́lia compat́ıvel de
grupos de automorfismos para C, Cout consiste de

• A classe dos objetos de C, que denotaremos por Obj(Cout),

• Para quaisquer A,B ∈ Obj(Cout), o conjunto HomC(A,B)/RH ,
que denotaremos por HomCout(A,B),

• A operação de composição apresentada acima, que está bem defi-
nida pela Proposição 17.

Teorema 19. Para qualquer categoria C e qualquer FCGA H para C
tem-se que Cout é uma categoria.

Demonstração. Seja C uma categoria qualquer e H uma FCA qualquer
para C. Na Definição 18 vimos como são definidos os objetos e os
morfismos. Vimos também que a composição está bem definida. Resta
mostrar que a operação de composição apresentada satisfaz os axiomas
de associatividade e identidade para categorias.
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SejamA,B,C,D ∈ Obj(Cout), f ∈ HomCout(A,B), g ∈ HomCout(B,C)
e h ∈ HomCout(C,D) quaisquer. Desta forma, temos que f = [φ], g = [ψ]
e h = [ρ] para φ ∈ HomC(A,B), ψ ∈ HomC(B,C) e ρ ∈ HomC(C,D).

Com isso, temos que

(h ◦ g) ◦ f = ([ρ] ◦ [ψ]) ◦ [φ]

= [ρ ◦ ψ] ◦ [φ]

= [(ρ ◦ ψ) ◦ φ].

Por outro lado, temos

h ◦ (g ◦ f) = [ρ] ◦ ([ψ] ◦ [φ])

= [ρ] ◦ [ψ ◦ φ]

= [ρ ◦ (ψ ◦ φ)].

A composição em C é associativa, logo (ρ ◦ ψ) ◦ φ = ρ ◦ (ψ ◦ φ), e
disso segue que (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f). Portanto Cout satisfaz o axioma
de associatividade pra categorias.

Para cada A ∈ Obj(Cout), seja gA = [IdA] ∈ HomCout(A,A) para
IdA ∈ HomC(A,A).

Afirmamos que para A,B ∈ Obj(Cout), f ∈ HomCout(A,B) quais-
quer tem-se que

f ◦ gA = f e gB ◦ f = f.

De fato temos que f = [φ] para φ ∈ HomC(A,B). Assim,

f ◦ gA = [φ] ◦ [IdA] = [φ ◦ IdA] = [φ] = f.

Por outro lado, temos

gB ◦ f = [IdB ] ◦ [φ] = [IdB ◦φ] = [φ] = f.

Isto mostra que para cada objeto A ∈ Cout, gA é o morfismo
identidade para A e assim o axioma das identidades é satisfeito.

Portanto, Cout é uma categoria.

Observação 20. A partir de agora, o morfismo gA ∈ HomCout(A,A)
(usado na demonstração anterior) será também denotado por IdA.
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Proposição 21. Para qualquer categoria C, quaisquer A,B ∈ Obj(C)
e φ ∈ HomC(A,B) se existem ψ, θ ∈ HomC(B,A) com φ ◦ ψ = IdB e
θ ◦ φ = IdA então ψ = θ.

Demonstração. Seja C uma categoria qualquer, A,B ∈ Obj(C) quais-
quer e φ ∈ HomC(A,B) qualquer. Suponha que existam ψ, θ ∈ HomC(B,A)
tais que

φ ◦ ψ = IdB (1.9)

e
θ ◦ φ = IdA . (1.10)

Com isso, temos

ψ = IdA ◦ψ
= (θ ◦ φ) ◦ ψ (1.10)

= θ ◦ (φ ◦ ψ) (Associatividade)

= θ ◦ IdB (1.9)

= θ.

Portanto, ψ = φ.

Agora, podemos criar um funtor F de C para Cout de modo que F
leva cada objeto de C em si próprio (visto como objeto de Cout), e cada
morfismo φ de C no morfismo de Cout dado pela classe de equivalência
de φ módulo RH .

Teorema 22. Com a notação acima, F é um funtor de classificação
para C.

Demonstração. Já vimos que F associa um objeto de A ∈ C a um
objeto A = F (A) ∈ Cout e que para cada morfismo φ de C é associado
a um morfismo F (φ) em Cout. Resta provar os axiomas do elemento
identidade e da composição de funtores.

Para cada A ∈ Obj(Cout), por definição temos F (IdA) = [IdA] =
gA = IdF (A) e assim F satisfaz o axioma do elemento identidade para
funtores.

Sejam agoraA,B,C ∈ Obj(C), φ ∈ HomC(B,C), ψ ∈ HomC(A,B)
quaisquer. Desta forma temos que

F (φ) ◦ F (ψ) = [φ] ◦ [ψ] = [φ ◦ ψ] = F (φ ◦ ψ).
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Segue que, o funtor F satisfaz o axioma da composição de morfismos.
Portanto, F é um funtor de C em Cout.

Vamos provar que F é um funtor de classificação.
Sejam A,B ∈ Obj(C) e suponha que F (A) é isomorfo a F (B) em

Cout. Então, existe um isomorfismo g : F (A) −→ F (B) em Cout (g ∈
HomCout(F (A), F (B)). Desta forma, existe h ∈ HomCout(F (B), F (A))
tal que h ◦ g = IdF (A) e g ◦ h = IdF (B) em que as composições estão
definidas em Cout.

Sabemos que g = [φ] para algum φ ∈ HomC(A,B) e h = [ψ] para
algum ψ ∈ HomC(B,A).

Desta maneira temos que

IdF (B) = g ◦ h = [φ] ◦ [ψ] = [φ ◦ ψ].

Isto não garante que φ◦ψ = IdB . Porém, φ◦ψ é um representante
de IdF (B) .

Como F é um funtor, vimos que F (IdB) = IdF (B). Assim, IdB é
outro representante para a classe da IdF (B) . Desta forma, existe θ ∈ HB

tal que θ ◦ IdB = φ ◦ ψ. Assim,

θ = φ ◦ ψ
θ ◦ θ−1 = (φ ◦ ψ) ◦ θ−1

IdB = (φ ◦ ψ) ◦ θ−1

IdB = φ ◦ (ψ ◦ θ−1).

Por outro lado temos que

IdF (A) = h ◦ g = [ψ] ◦ [φ] = [ψ ◦ φ].

Isto não é suficiente para que ψ ◦ φ = IdA. Mas, ψ ◦ φ é um
representante de IdF (A) .

Do fato que F é um funtor, vimos que F (IdA) = IdF (A). Desta
maneira, IdA é um outro representante para a classe de IdF (A) . Assim,
existe λ ∈ HA tal que λ ◦ (ψ ◦ φ) = IdA. Segue que (λ ◦ ψ) ◦ φ = IdA.

Como φ ◦ (ψ ◦ θ−1) = IdB e (λ ◦ ψ) ◦ φ = IdA, segue do Teorema
21 que ψ ◦ θ−1 = λ ◦ ψ, de onde obtemos que φ é isomorfismo e assim
F é um funtor de classificação.
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1.1 EXEMPLO: ÁLGEBRAS DE MATRIZES SOBRE C

Vamos considerar S a categoria cujos objetos são somas diretas
finitas de álgebras de matrizes sobre os números complexos (visto como
∗-álgebras), e cujos morfismos são ∗-homomorfismos entre ∗-álgebras.

Nosso objetivo nesta seção é fornecer uma descrição concreta da
categoria Sout através de um isomorfismo de categorias.

Vejamos como são definidos os objetos e os morfismos na cate-
goria Sout. Já vimos que Sout têm os mesmos objetos da categoria S.
Vimos também que os morfismos de Sout são obtidos identificando os
∗-homomorfismos de álgebras módulo RH . Mas para descrevermos essas
classes de equivalência temos que introduzir a FCGA.

Primeiro, é fácil ver que todos os objetos de S são ∗-álgebras
com unidade: a unidade de Mq1 ⊕Mq2 ⊕ · · · ⊕Mqs (em que Mqi é a
∗-álgebra das matrizes quadradas qi × qi) é dado por

Iq1 ⊕ Iq2 ⊕ · · · ⊕ Iqs ,

a soma das identidades em cada entrada.
Para cada A ∈ Obj(S), um automorfismo interno de A é um

automorfismo φx : A −→ A dado pela conjugação por um elemento
unitário x ∈ A, dado por

φx(y) = xyx−1.

O conjunto dos automorfismos internos de A, Inn(A), é um subgrupo
normal de Aut(A) (a demonstração é análoga ao que foi feito para
grupos). Assim

H = {Inn(A)|A ∈ Obj(S)}

é FCGA para S.
Sejam q, p ∈ N (aqui n ∈ N se n > 1) e κ ∈ Z+ tal que κq 6 p.

Então a tripla (q, p, κ) dá origem a um homomorfismo ρ : Mq −→Mp

dado por:

ρ(A) =


A 0 0 0 0
0 A 0 0 0

0 0
. . . 0 0

0 0 0 A 0
0 0 0 0 0h


p×p

em que A ∈ Mq, e κ é a quantidade de cópias de A que aparecem ao
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longo da diagonal e o último bloco de zeros tem tamanho h = p− κq.
Para facilitar a escrita, usaremos a seguinte notação: dada uma

tripla (q, p, κ) como acima, escrevemos o homomorfismo correspondente
ρ : Mq −→Mp como

A 7→
k︷ ︸︸ ︷

A⊕A⊕ · · · ⊕A⊕0h.

Para s ∈ N, um elemento (q1, ..., qs) ∈ Ns será denotado simples-
mente por ~q. Para ~q ∈ Ns,

M(~q) = Mq1 ⊕ · · · ⊕Mqs .

Para ~p, ~q ∈ Ns quaisquer, ~p 6 ~q significa pi 6 qi, ∀i ∈ {1, ..., s}.
De modo geral, dados s, r ∈ N, ~q ∈ Ns, ~p ∈ Nr e uma matriz

κr×s = [κij ], κij ∈ Z+ tal que κ~q 6 ~p ( estamos vendo ~q como uma
matriz coluna e κ~q é a multiplicação usual de matrizes), temos um
homomorfismo ρ : M(~q) −→M(~p) dado por :

ρ(A) = ρ(A1

⊕
· · ·
⊕

As)

=

 κ11︷ ︸︸ ︷
A1 ⊕ · · · ⊕A1⊕

κ12︷ ︸︸ ︷
A2 ⊕ · · · ⊕A2⊕ · · · ⊕

κ1s︷ ︸︸ ︷
As ⊕ · · · ⊕As⊕0h1


⊕
· · ·
⊕

 κr1︷ ︸︸ ︷
A1 ⊕ · · · ⊕A1⊕

κr2︷ ︸︸ ︷
A2 ⊕ · · · ⊕A2⊕ · · · ⊕

κrs︷ ︸︸ ︷
As ⊕ · · · ⊕As⊕0hr

 ,

para A = A1⊕A2⊕· · ·⊕As ∈M(~q) em que κ~q+~h = ~p e ~h = (h1, ..., hr).
Na equação acima,

⊕
separa cada coordenada e ⊕ separa os blocos da

diagonal.
O número inteiro κij determina quantas cópias de Aj vão aparecer

ao longo da diagonal em Mpi e o resto completamos com zeros. Este
bloco de zero é determinado por hi = pi−

∑s
j=1 κijqj para i ∈ {1, ..., s}.

Observe que a condição κ~q 6 ~p, ou seja,
∑s
j=1 κijqj 6 pi é

importante pois garante a existência de espaço em M(~p) para colocar
as matrizes na diagonal.

Definição 23. Um ∗−homomorfismo ρ : M(~q) −→M(~p) entre álgebras
de matrizes é dito canônico se ρ é definido por uma matriz κ = [κij ]
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como acima.

Vejamos um exemplo de homomorfismo canônico. Este também
pode ser encontrado em [2].

Exemplo 24. Seja ~q = (2, 3, 7), ~p = (5, 11) e κ =

(
1 1 0
2 0 1

)
. Assim,

temos o morfismo canônico

ρ : M2 ⊕M3 ⊕M7 −→M5 ⊕M11

determinado pela matriz κ.
Seja A⊕B⊕C ∈M2⊕M3⊕M7. Vejamos como obter ρ(A⊕B⊕C).

A primeira linha da matriz κ diz quantas cópias de A,B e C colocaremos
na primeira entrada de ρ(A⊕B ⊕ C), ou seja, a linha 1 1 0 significa 1
cópia de A, 1 cópia de B e 0 cópias de C. A segunda linha da matriz κ
é similar, mas para a segunda entrada de ρ(A⊕B ⊕ C), ou seja, 2 0 1
significa 2 cópias de A, 0 de B e 1 de C.

Como h1 = p1 −
3∑
j=1

κ1jqj = 0 e h2 = p2 −
3∑
j=1

κ2jqj = 0 não há

blocos de zero nas diagonais. E temos que

ρ(A⊕B ⊕ C) =

[
A 0
0 B

]
⊕

A 0 0
0 A 0
0 0 C

 .

Exemplo 25. Seja ~q = (q1, q2, ..., qs) e κ =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1


s×s

. Desta

forma, temos o morfismo canônico ρ : M(~q) −→ M(~q) determinado
pela matriz identidade κs×s. Assim, para A ∈M(~q) qualquer, digamos
A = A1 ⊕ · · · ⊕As, temos que

ρ(A) = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕As = A.

Em outras palavras, ρ é o morfismo identidade sobre M(~q).

E com este exemplo conclúımos que os morfismos identidades na
categoria S são canônicos.

O seguinte resultado será de grande utilidade, pois deixará claro
como são as classes de equivalência nos morfismos na categoria Sout.
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Teorema 26. Para qualquer ϕ : M(~q) −→ M(~p) ∗-homomorfismo,
tal que ~q ∈ Ns e ~p ∈ Nr tem-se que existe um único homomorfismo
canônico, ρ, que é equivalente a ϕ módulo RH .

Demonstração. Esta demonstração pode ser encontrada em [2], página
23, Teorema 2.3.5.

Como a demonstração do teorema anterior é um pouco compli-
cada e este exige técnicas delicadas de demonstração, decidimos não
demonstrá-lo.

Nosso objetivo é construir uma categoria que seja isomorfa a
Sout, vamos denotá-la por D.

Assim, considere D composto por objetos que são matrizes coluna
com entradas naturais e os morfismos são dados da seguinte forma: dados
dois objetos ~ak×1,~bl×1 ∈ Obj(D) dados por

~ak×1 =


a1
a2
...
ak


k×1

~bl×1 =


b1
b2
...
bl


l×1

, um

morfismo entre ~ak×1 e ~bl×1 é uma matriz Al×k com entradas em Z+ tal
que o vetor

Al×k · ~ak×1 =


p1
p2
...
pl


l×1

satisfaz 0 6 pi 6 mi, para todo i ∈ {1, 2, ..., l}. Ou seja, dizemos é tal

que Al×k é um morfismo entre ~ak×1 e ~bl×1 quando

Al×k · ~ak×1 6 ~bl×1.

Exemplo 27. Sejam ~a2×1 e ~b3×1 duas matrizes coluna dadas por

~a =

[
3
2

]
2×1

~b =

5
8
6


3×1

.

Então um morfismo entre ~a2×1 e ~b3×1 é dado por

A1 =

1 1
2 1
1 1


3×2

,
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pois

A1 · ~a =

1 1
2 1
1 1


3×2

·
[
3
2

]
2×1

=

1 · 3 + 1 · 2
2 · 3 + 1 · 2
1 · 3 + 1 · 2

 =

5
8
5

 6 ~b.

A matriz dada por

A2 =

1 0
1 1
1 1


3×2

também é um morfismo entre ~a2×1 e ~b3×1, pois

A2 · ~a =

1 0
1 1
1 1


3×2

·
[
3
2

]
2×1

=

1 · 3 + 0 · 2
1 · 3 + 1 · 2
1 · 3 + 1 · 2

 =

3
5
5

 6 ~b.

Resta definir uma lei de composição entre os objetos de D.
Sejam ~ak×1, ~bl×1, ~cj×1 ∈ Obj(D) dados por

~a =


a1
a2
...
ak


k×1

, ~b =


b1
b2
...
bl


l×1

, ~c =


c1
c2
...
cj


j×1

.

Para morfismos Al×k : ~ak×1 −→ ~bl×1 e Bj×l : ~bl×1 −→ ~cj×1
denote A · ~a = ~p e B ·~b = ~q, respectivamente. Então, ~p 6 ~b e ~q 6 ~c.

Então a composição dos morfismos Al×k e Bj×l será dado pelo
produto das matrizes

Bj×l ·Al×k.

Temos que ver se (B · A)j×k é um morfismo de ~a para ~c. Para isso,
basta verificarmos que (B ·A) · ~a 6 ~c.

Denote A = [αmn] e B = [βmn] e BA = [γmn], (BA)~a = ~u. Para
cada i ∈ {1, 2, ..., j} temos

ui =

k∑
s=1

γisas =

k∑
s=1

(
l∑

r=1

βirαrs

)
as
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=

l∑
r=1

βir

(
k∑
s=1

αrsas

)

=

l∑
r=1

βirpr

6
l∑

r=1

βirbr

= qi

6 ci.

Isto mostra que (BA)~a = ~u 6 ~c, e portanto BA é um morfismo de ~a
para ~c.

Vejamos como são definidos os morfismos identidade. Para cada
ak×1, denote a matriz identidade k por k por Id~a. Como Id~a ·~a = ~a e
~a 6 ~a, vemos que Ida é morfismo de ~a para ~a.

Proposição 28. Com a notação acima, D é uma categoria.

Demonstração. Já vimos como são definidos os objetos e os morfismos.
Também já vimos que a lei de composição está bem definida.

Resta verificar que a operação de composição apresentada satisfaz
a propriedade associativa e de identidades para categorias.

Já vimos que os morfismos são matrizes e a operação de com-
posição é a multiplicação de matrizes. Sabemos que a multiplicação
de matrizes é associativa. Logo a composição de morfismos em D é
associativa.

Vimos acima que o morfismo identidade é a matriz identidade,
assim para cada ~ak×1 ∈ Obj(D), ~bl×1,~cp×1 ∈ Obj(D) e A : ~b −→ ~a e
B : ~a −→ ~c morfismos temos

B · Id~a = B Idk×k = B

e
Id~a ·A = IK×k ·A = A.

Isto mostra que a composição de morfismos satisfaz o axioma das
identidades para categoria.

Portanto, D é uma categoria.

Queremos mostrar que Sout é isomorfo à categoria D, mas antes
disso, precisamos de um resultado auxiliar.
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Teorema 29. Para quaisquer ~ak×1,~bl×1,~cp×1 e ρ : M(~a) −→ M(~b),

η : M(~b) −→ M(~c) morfismos canônicos com matrizes Mρ e Mη, res-
pectivamente, tem-se que η ◦ ρ é equivalente módulo RH ao morfismo
canônico µ : M(~a) −→M(~c) associado à matriz Mη ·Mρ.

Demonstração. Sejam ~ak×1,~bl×1,~cp×1 e ρ : M(~a) −→M(~b), η : M(~b) −→
M(~c) morfismos canônicos com matrizes Mρ = [ρij ] e Mη = [ηij ], res-
pectivamente. Para um A = A1 ⊕ · · · ⊕ Ak ∈ M(~a) qualquer tem-se
que

ρ(A) = ρ(A1 ⊕ · · · ⊕Ak) = B1 ⊕ · · · ⊕Bl = B,

em que

B1 = Aρ111 ⊕ · · · ⊕Aρ1kk ⊕ 0

B2 = Aρ211 ⊕ · · · ⊕Aρ2kk ⊕ 0

...

Bl = Aρl11 ⊕ · · · ⊕A
ρlk
k ⊕ 0,

em que cada A
ρij
j = Aj ⊕Aj ⊕ · · · ⊕Aj com ρij fatores para 1 6 j 6 k

e 1 6 i 6 l. Assim,

(η ◦ ρ)(A) = η(B) = η(B1 ⊕ · · · ⊕Bl) = C1 ⊕ · · · ⊕ Cp,

em que

C1 = Bη111 ⊕ · · · ⊕Bη1ll ⊕ 0

C2 = Bη211 ⊕ · · · ⊕Bη2ll ⊕ 0

...

Cp = B
ηp1
1 ⊕ · · · ⊕Bηpll ⊕ 0,

em que cada B
ηij
j = Bj ⊕Bj ⊕ · · · ⊕Bj com ηij fatores para 1 6 j 6 l

e 1 6 i 6 p. Isto é,

C1 = Bη111 ⊕ · · · ⊕Bη1ll ⊕ 0

= (Aρ111 ⊕ · · · ⊕Aρ1kk ⊕ 0)η11
⊕
· · ·
⊕

(Aρl11 ⊕ · · · ⊕A
ρlk
k ⊕ 0)η1l

⊕
0,

...

Cp = B
ηp1
1 ⊕ · · · ⊕Bηpll ⊕ 0
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= (Aρ111 ⊕ · · · ⊕Aρ1kk ⊕ 0)ηp1
⊕
· · ·
⊕

(Aρl11 ⊕ · · · ⊕A
ρlk
k ⊕ 0)ηpl

⊕
0

Vemos que em C1 há η11ρ11 + η12ρ21 + · · ·+ η1lρl1 =
l∑

r=1
ηlrρr1

cópias de A1 e que, para i ∈ {1, 2, ..., p} e j ∈ {1, 2, ..., k} quaisquer,

temos ηi1ρ1j + ηi2ρ2j + · · ·+ ηilρlj =
l∑

r=1
ηirρrj cópias de Aj em Ci.

Portanto, se para i ∈ {1, ..., p} e j ∈ {1, ..., k} definirmos

µij =

l∑
ηr=1

ηirρrj ,

então o morfismo canônico µ : M(~a) −→ M(~c) associado à matriz
Mη · Mρ = [µij ] será equivalente ao morfismo η ◦ ρ; de fato, para
A = A1 ⊕ · · · ⊕Ak ∈M(~a) qualquer

µ(A) = D1 ⊕ · · · ⊕Dp,

em que

D1 = Aµ11

1 ⊕ · · · ⊕Aµ1k

k ⊕ 0

D2 = Aµ21

1 ⊕ · · · ⊕Aµ2l

k ⊕ 0

...

Dp = A
µp1

1 ⊕ · · · ⊕Aµpk

k ⊕ 0,

Portanto, é posśıvel passar de Cr para Dr, para todo r ∈ {1, ..., p},
fazendo uma simples permutação dos blocos das somas diretas o que
corresponde à conjugação por um elemento unitário U da álgebra M(~c).
Como a permutação é a mesma independentemente do A, existe um
único unitário U ∈M(~c) tal que

U [(η ◦ ρ)(A)]U∗ = µ(A)

para qualquer A ∈M(~a), isto é,

φU ◦ (η ◦ ρ) = µ,

portanto η ◦ ρ e µ são equivalentes módulo RH através do automorfismo
interno φU .
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Portanto,
[η ◦ ρ] = [µ].

Teorema 30. Sout ∼= D.

Demonstração. Considere F : Sout −→ D em que as somas diretas
finitas de matrizes quadradas da forma M(~q) = Mq1 ⊕Mq2 ⊕ · · · ⊕Mqn

são levadas em matrizes coluna da forma

~qn×1 =


q1
q2
...
qn


n×1

.

Sejam M(~q), M(~p) ∈ Obj(Sout) e ϕ ∈ HomSout(M(~q),M(~p)).
Pelo Teorema 26 existe um único morfismo canônico ρ : M(~q) −→M(~p)
em S que representa ϕ. Seja Mρ a matriz de ρ. Então Mρ é morfismo
entre ~q e ~p em D. Defina F (ϕ) = Mρ. Mostremos que F é um funtor.

SejamM(~a),M(~b),M(~c) ∈ Obj(Sout) e ϕ ∈ HomSout(M(~a),M(~b))

e ψ ∈ HomSout(M(~b),M(~c)). Então pelo Teorema 26 existe um único

morfismo canônico ρ : M(~a) −→ M(~b) que é equivalente a ϕ, ou seja,

ϕ = [ρ]. Analogamente, existe único morfismo canônico η : M(~b) −→
M(~c) que é equivalente a ψ, ou seja, ψ = [η].

Desta forma, temos que ψ ◦ ϕ ∈ HomSout(M(~a),M(~c)) e

ψ ◦ φ = [η] ◦ [ρ] = [η ◦ ρ].

Pelo Teorema 26 temos que

[η ◦ ρ] = [µ]

para µ : M(~a) −→M(~c) o morfismo canônico equivalente a η ◦ ρ. Com
isso, pelo Teorema 29 temos que

F (ψ ◦ ϕ) = F ([η ◦ ρ]) = F ([µ]) = Mµ

= Mη ·Mρ

= F ([η]) · F ([ρ])

= F (ψ) · F (ϕ).
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Portanto, F satisfaz o axioma de composição de morfismos.
Para ~ak×1 qualquer, do exemplo 25, temos

F (IdM(~a)) = Ik×k = Id~a = IdF (M(~a)).

Logo, F satisfaz o axioma de identidade para funtores. Portanto,
F é um funtor.

Considere G : D −→ Sout em que as matrizes coluna são associa-
das a somas diretas finitas de álgebras de matrizes quadradas, ou seja,
G(~qn×1) = M(~q).

Dados ~ak×1, ~bl×1 ∈ Obj(D) e M ∈ HomD(~a,~b). Então defina

G(M) = ϕ em que ϕ : M(~a) −→M(~b) é o morfismo em Sout represen-
tado pelo morfismo canônico ρ associado a matriz M .

Mostremos que G é um funtor.
Sejam ~ak×1,~bl×1,~cp×1 ∈ Obj(D), Ml×k ∈ HomD(~a,~b) e Np×l ∈

HomD(~b,~c). Denote G(M) = ϕ, G(N) = ψ.

Assim, existe um único morfismo canônico ρ : M(~a) −→ M(~b)
em S que representa ϕ, ou seja, ϕ = [ρ].

Analogamente, existe um único morfismo canônico η : M(~b) −→
M(~c) em S que representa ψ, ou seja, ψ = [η]. Assim,

G(N) ◦G(M) = ψ ◦ ϕ = [η] ◦ [ρ] = [η ◦ ρ]. (1.11)

Por outro lado, G(N ·M) é o morfismo representado pelo morfismo
canônico µ : M(~a) −→M(~c) dado pela matriz N ·M .

Vimos que N é a matriz de η e M é a matriz de ρ. Então pelo
Teorema 29, η ◦ ρ é equivalente a µ. Logo,

[η ◦ ρ] = [µ].

Disto e de 1.11 temos que

G(N) ◦G(M) = ψ ◦ ϕ = [η] ◦ [ρ] = [η ◦ ρ] = [µ] = G(N ·M).

Portanto, G satisfaz o axioma de composição de morfismos.
Seja ~ak×1 ∈ Obj(D) e Id~a o morfismo identidade em ~a, que já

vimos que é a matriz identidade k × k. Assim,
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G(Id~a) = G(Ik×k) = [IdM(~a)] = IdM(~a) = IdG(~a) .

Portanto, G satisfaz o axioma de identidade para funtores. Por-
tanto, G é um funtor.

A verificação de que F ◦ G e G ◦ F são os respectivos funtores
identidade é direta.
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2 O FECHO DA CATEGORIA DE CLASSIFICAÇÃO

Neste caṕıtulo queremos criar uma categoria Cout para uma
dada categoria C. Esta nova categoria Cout será constrúıda a partir da
categoria Cout, vista no caṕıtulo anterior. Queremos que os objetos
de Cout continuem sendo os mesmos da categoria C e os morfismos
sejam dados da seguinte forma: para quaisquer A,B ∈ Obj(Cout), um
morfismo de A para B em Cout seja o fecho de um morfismo de A para
B na categoria Cout.

Queremos definir o fecho de uma categoria, porém não menci-
onamos espaço métrico ou espaço topológico, que é onde faz sentido
falar em fecho. Então, precisamos que dada uma categoria C, para
quaisquer A,B ∈ Obj(C), HomC(A,B) é um espaço métrico, munido de
uma métrica d.

Definição 31. Dada C uma categoria e H uma FCGA para C, Cout
consiste de

• A classe dos objetos de C, que denotaremos por Obj(Cout);

• Para quaisquer A,B ∈ Obj(Cout), um morfismo Ψ ∈ HomCout(A,B)

é da forma Ψ = [f ], para algum f ∈ HomC(A,B);

• Dados A,B,C ∈ Obj(Cout), morfismos Φ ∈ HomCout(A,B) e
Ψ ∈ HomCout(B,C), definimos

Ψ ◦ Φ = {f ◦ g|g ∈ Φ, f ∈ Ψ}

em que o fecho se dá em HomC(A,C).

Observe que esta composição está bem definida pois não depende
dos representantes.

Mostraremos agora um resultado que nos permitirá enxergar os
morfismos da categoria Cout de outra forma.

Proposição 32. Suponha que para quaisquer A,B ∈ Obj(C) tem-se
que a aplicação de composição

HomC(A,B)×HomC(B,C) −→ HomC(A,C)

é cont́ınua. Sejam A,B,C ∈ Obj(C) e ϕ ∈ HomCout(B,C), η ∈
HomCout(A,B). Então

ϕ ◦ η = ϕ ◦ η.
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Demonstração. Mostremos que ϕ ◦ η ⊆ ϕ ◦ η. Basta provar que ϕ ◦ η ⊆
ϕ ◦ η, visto que ϕ ◦ η é fechado por definição.

Note que

ϕ ◦ η = {f ◦ g|f ∈ ϕ, g ∈ η}
⊂ {f ◦ g|f ∈ ϕ, g ∈ η}

⊆ {f ◦ g|f ∈ ϕ, g ∈ η}
= ϕ ◦ η.

Logo, ϕ ◦ η ⊆ ϕ ◦ η.
Mostremos agora que ϕ ◦ η ⊆ ϕ ◦ η.
Afirmamos que {f ◦ g|f ∈ ϕ, g ∈ η} ⊆ ϕ ◦ η. De fato, tome

f ∈ ϕ e g ∈ η quaisquer. Como HomC(A,B) é um espaço métrico e η ⊆
HomC(A,B), logo g = lim

n→∞
gn, para gn ∈ η,∀n ∈ N. Simultaneamente

f = lim
n→∞

fn, para fn ∈ ϕ,∀n ∈ N. Desta forma, para todo n ∈ N,

fn ◦ gn ∈ ϕ ◦ η.
Como (fn, gn)→ (f, g) e a composição de morfismos é cont́ınua,

temos que fn ◦ gn → f ◦ g e, como fn ◦ gn ∈ ϕ ◦ η,∀n ∈ N, temos que
f ◦ g ∈ ϕ ◦ η.

Logo, {f ◦ g|f ∈ ϕ, g ∈ η} ⊆ ϕ ◦ η, como afirmado. Como ϕ ◦ η é
fechado tem-se que

{f ◦ g|f ∈ ϕ, g ∈ η} ⊆ ϕ ◦ η.

Logo, ϕ ◦ η ⊆ ϕ ◦ η e com isso provamos que

ϕ ◦ η = ϕ ◦ η.

Teorema 33. Sejam C uma categoria e H uma famı́lia compat́ıvel de
grupos de automorfismos para C. Suponha que para quaisquer A,B ∈
Obj(C) tem-se que a aplicação de composição

HomC(A,B)×HomC(B,C) −→ HomC(A,C)

é cont́ınua. Então, Cout é uma categoria.

Demonstração. Já vimos na Definição 31 como são definidos os objetos
e os morfismos, e pela Proposição 32, a lei de composição.

Resta mostrar que a operação de composição satisfaz os axiomas
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de associatividade e identidade para categorias.
Sejam A,B,C,D ∈ Obj(C), Φ = ϕ ∈ HomCout(A,B), Ω = η ∈

HomCout(B,C) e Ψ = ψ ∈ HomCout(C,D).
Pelo Teorema 19 temos que

(ψ ◦ η) ◦ ϕ = ψ ◦ (η ◦ ϕ).

Tomando o fecho em ambos os lados temos

(ψ ◦ η) ◦ ϕ = ψ ◦ (η ◦ ϕ).

Desta forma, temos

(ψ ◦ η) ◦ ϕ = (ψ ◦ η) ◦ ϕ

= (ψ ◦ η) ◦ ϕ

= ψ ◦ (η ◦ ϕ)

= ψ ◦ η ◦ ϕ
= ψ ◦ (η ◦ ϕ).

Portanto, Cout satisfaz a propriedade associativa para categorias.
Sejam A,B ∈ Obj(Cout), ϕ ∈ HomCout(A,B) e para cada A ∈

Obj(Cout), seja IdA ∈ HomCout(A,A). Observe que IdA é a classe de
equivalência módulo RH do morfismo identidade de A em C.

Pelo Teorema 19 temos que

ϕ ◦ IdA = ϕ.

Tomando o fecho em ambos os lados, temos

ϕ ◦ IdA = ϕ.

Com isso, temos que

ϕ ◦ IdA = ϕ ◦ IdA = ϕ.

Por outro lado, pelo Teorema 19 também sabemos que

IdB ◦ϕ = ϕ.
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Agora, ao tomar o fecho em ambos os lados da igualdade, temos que

IdB ◦ϕ = ϕ.

E usando isso temos

IdB ◦ ϕ = IdB ◦ϕ = ϕ.

Isto prova que para cada A ∈ Obj(Cout), IdA é o morfismo
identidade para A e assim o axioma da identidade é satisfeito.

Portanto, Cout é uma categoria.

A partir disso, conseguimos criar um funtor F de C em Cout de
modo que F leva cada objeto em si próprio (visto como objeto de Cout)
e cada morfismo f em C no morfismo de Cout dado pelo fecho da classe
de equivalência de f módulo RH .

Teorema 34. Com a notação acima, F é um funtor.

Demonstração. Já vimos que F associa cada objeto A ∈ Obj(C) a
um objeto F (A) em Cout e que cada morfismo ϕ ∈ C é associado a
um morfismo F (ϕ) em Cout. Resta mostrar os axiomas do elemento
identidade e da composição de funtores.

Para cada objeto A ∈ Obj(Cout), por definição temos

F (IdA) = [IdA] = IdF (A),

e assim F satisfaz o axioma do elemento identidade para categorias.
Sejam agora, A,B,C ∈ Obj(Cout), f ∈ HomC(B,C) e g ∈

HomC(A,B) quaisquer. Desta forma, temos que

F (f) ◦ F (g) = [f ] ◦ [g] = [f ◦ g] = F (f ◦ g).

Segue que F satisfaz o axioma de composição de morfismos para
funtores, e assim conclúımos que F é um funtor.

Queremos provar que F é um funtor de classificação. Mas para
isso, precisamos de algumas hipóteses adicionais. Como veremos no
teorema seguinte.

Teorema 35. Sejam C uma categoria e H uma FCGA para C. Suponha
que:
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• Para quaisquer A,B ∈ Obj(C), HomC(A,B) é um espaço métrico
completo.

• Para quaisquer A,B,C ∈ Obj(C) tem-se que a aplicação de com-
posição

HomC(A,B)×HomC(B,C) −→ HomC(A,C)

é cont́ınua.

• Para quaisquer A,B ∈ Obj(C) e ϕ ∈ HB tem-se que

HomC(A,B)→ HomC(A,B)

f 7→ ϕ ◦ f

é isometria.

Sob tais hipóteses, F : C −→ Cout é um funtor de classificação.

Demonstração. Já vimos pelo Teorema 34 que F é um funtor. Resta
mostrar que F é um funtor de classificação. Fixemos notações inicial-
mente: para A,B ∈ Obj(C) e k ∈ HomC(A,B) quaisquer, a função

Ek : HomC(A,A) −→ HomC(A,B)

x 7→ k ◦ x

dada pela restrição da aplicação cont́ınua de composição, fixando a
primeira entrada, é cont́ınua; em particular Ek é cont́ınua em IdB .

Da mesma forma, a função

Dk : HomC(B,B) −→ HomC(A,B)

x 7→ x ◦ k

é cont́ınua, e portanto cont́ınua em IdA.
Sejam A,B ∈ Obj(C) quaisquer e suponha que F (A) e F (B) são

isomorfos em Cout. Então existe um isomorfismo h : F (A) −→ F (B)
em Cout. Desta maneira, existe h−1 : F (B) −→ F (A) tal que

h ◦ h−1 = IdF (B) = [IdB ]

e
h−1 ◦ h = IdF (A) = [IdA].

Mostraremos que h = F (f) para f : A −→ B um isomorfismo
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em C. Para tanto, escolha p ∈ HomC(A,B) e q ∈ HomC(B,A) tais que
h = F (p) = [p] e h−1 = F (q) = [q]. Segue da lei composição em Cout e
da funtorialidade de F que

[p ◦ q] = F (p ◦ q) = F (p) ◦ F (q) = h ◦ h−1 = [IdB ],

e similarmente [q ◦ p] = [IdA].
A partir dos morfismos p e q, constrúımos o diagrama (não

comutativo) abaixo

A
IdA //

p

��

A
IdA //

p

��

A
IdA //

p

��

· · ·

B
IdB

//

q

88

B
IdB

//

q

88

B
IdB

//

q

77

· · · ,

(2.1)

De agora em diante, trocaremos os morfismos não horizontais do
diagrama 2.1 progressivamente e em ordem. Denotaremos o morfismo p
à esquerda do triângulo 2.1 por f1.

Considere o primeiro triângulo do diagrama 2.1

A
IdA //

f1
��

A

p

��B

q

?? (2.2)

A função Ep é cont́ınua em IdA, logo para ε = 2−2existe um
δ > 0 (que podemos supor menor que 2−1) tal que para qualquer x ∈
HomC(A,A), se d(x, IdA) < δ então d(p◦x, p) = d(Ep(x), Ep(IdA) < 2−2

(na demonstração, a letra d sempre denota a métrica em questão).
Vimos acima que [q ◦ f1] = [q ◦ p] = [IdA], logo IdA ∈ [q ◦ f1] e

portanto IdA é o ponto limite em HomC(A,A) de uma sequência de
morfismos, todos equivalentes módulo RH à q ◦ f1. Segue disso que
existe ψ1 ∈ HA tal que d(ψ1 ◦ (q ◦ f1), IdA) < δ.

Escrevendo g1 = ψ1 ◦ q, temos que

d(g1 ◦ f1, IdA) < δ < 2−1,
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e portanto

d(p ◦ (g1 ◦ f1), p) < 2−2. (2.3)

Em seguida, considere o segundo triângulo do diagrama 2.1, em
que trocamos o morfismo q da esquerda pelo morfismo g1 obtido no
passo anterior, como segue:

f1
��

A

p

��

B

g1

>>

IdB

// B

q

@@

As funções Df1 e Ef1 são cont́ınuas em IdB ; assim,

• tome δ1 > 0 para a continuidade de Df1 em IdB para ε = 2−2,

• tome δ2 > 0 para a continuidade de Eq em IdB para ε = 2−3,

e seja δ = min{δ1, δ2, 2−2}.
Uma vez que g1 ∼ q módulo RH temos que F (g1) = F (q) = h−1 e

assim [p ◦ g1] = [p ◦ q] = [IdB ]; isto mostra que IdB ∈ [p ◦ g1], portanto
existe ϕ2 ∈ HB de modo que d(ϕ2 ◦ (p ◦ g1), IdB) < δ.

Fazendo f2 = ϕ2 ◦ p, temos

d(f2 ◦ g1, IdB) < δ 6 2−2,

e disso segue que

d((f2 ◦ g1) ◦ f1, f1) < 2−2, (2.4)

e que

d((q ◦ (f2 ◦ g1), q) < 2−3. (2.5)

Note que como f2 = ϕ2 ◦ p, então pela Desigualdade 2.3 e pela hipótese
da composição à esquerda por elemento de HB ser isometria, temos que

d(f2 ◦ (g1 ◦ f1), f2) = d((ϕ2 ◦ p) ◦ (g1 ◦ f1), ϕ2 ◦ p)
= d(ϕ2 ◦ (p ◦ (g1 ◦ f1)), ϕ2 ◦ p)
= d(p ◦ (g1 ◦ f1), p)
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< 2−2.

Agora, considere o terceiro triângulo do diagrama 2.1, em que
trocamos o morfismo p da esquerda pelo morfismo f2 obtido no passo
anterior, como segue

A

f2
��

IdA // A

p

��

g1

@@

B

q

??

As funções Dg1 e Ep são cont́ınuas em IdA; assim

• tome δ1 > 0 para a continuidade de Dg1 em IdA para ε = 2−3,

• tome δ2 > 0 para a continuidade de Ep, em IdA para ε = 2−4,

seja δ = min{δ1, δ2, 2−3}.
Prova-se, assim como antes, que IdA ∈ [q ◦ f2], e portanto existe

ψ2 ∈ HA de modo que d(ψ2 ◦ (q ◦ f2), IdA) < δ.
Fazendo g2 = ψ2 ◦ q, temos

d(g2 ◦ f2, IdA) < δ 6 2−3,

e disso segue que
d((g2 ◦ f2) ◦ g1, g1) < 2−3

e que

d(p ◦ (g2 ◦ f2), p) < 2−4. (2.6)

Note ainda que como g2 = ψ2 ◦ q, a Desigualdade 2.4 e a hipótese da
composição à esquerda por elemento de HA ser isometria, chegamos em

d(g2 ◦ (f2 ◦ g1), g2) = d((ψ2 ◦ q) ◦ (f2 ◦ g1), ψ2 ◦ q)
= d(ψ2 ◦ (q ◦ (f2 ◦ g1)), ψ2 ◦ q)
= d(q ◦ (f2 ◦ g1), q)

< 2−3.

Prosseguindo desta forma podemos obter, para cada n ∈ N,
morfismos fn e gn, de modo que
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• fn ∼ p módulo RH ;

• gn ∼ q módulo RH ;

• d(fn+1 ◦ gn, IdB) < 2−2n;

• d(gn ◦ fn, IdA) < 2−2n+1;

• d((fn+1 ◦ gn) ◦ fn, fn) < 2−2n;

• d(fn+1 ◦ (gn ◦ fn), fn+1) < 2−2n;

• d((gn1 ◦ fn+1) ◦ gn, gn) < 2−2n−1;

• d(gn+1 ◦ (fn+1 ◦ gn), gn+1) < 2−2n−1.

Por fim, usando estas desigualdades ficamos com

d(fn+1, fn) 6 d(fn+1, fn+1 ◦ (gn ◦ fn)) + d(fn+1 ◦ (gn ◦ fn), fn)

= d(fn+1 ◦ (gn ◦ fn), fn+1) + d((fn+1 ◦ gn) ◦ fn, fn)

< 2−2n + 2−2n

= 2−2n+1,

d(gn+1, gn) 6 d(gn+1, gn+1 ◦ (fn+1 ◦ gn)) + d(gn+1 ◦ (fn+1 ◦ gn), gn)

= d(gn+1 ◦ (fn+1 ◦ gn), gn+1) + d((gn+1 ◦ fn+1) ◦ gn, gn)

= 2−(2n−1) + 2−(2n−1)

= 2−2n.

provando que (fn) e (gn) são sequências de Cauchy; como estamos em
espaços métricos completos, então as sequências (fn) e (gn) convergem,
digamos para f∞ g∞, respectivamente. Além disso, como 2−2n → 0
vemos das desigualdades acima que gn ◦ fn → IdA e fn+1 ◦ gn → IdB.
Segue finalmente da lei de composição que gn ◦ fn → g∞ ◦ f∞, e que
fn+1 ◦ gn → f∞ ◦ g∞. A unicidade dos limites garantem que

f∞ ◦ g∞ = IdB

e
g∞ ◦ f∞ = IdA .
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Visto que fn ∈ [p] = h para todo n temos que f∞ ∈ h, logo f∞ ∼ p
módulo RH e portanto F (f∞) = [f∞] = h. Da mesma forma, F (g∞) =
h−1, e disso segue que F é um funtor de classificação e Cout é uma
categoria de classificação, como desejado.

2.1 EXEMPLOS: GRUPOS ENUMERÁVEIS E ÁLGEBRAS ENUME-
RAVELMENTE GERADAS

Dada uma categoria C, queremos apresentar exemplos da catego-
ria Cout abordada na seção anterior. E faremos isso com a categoria dos
grupos enumeráveis discretos e a categoria das álgebras enumeravelmente
geradas. Conforme veremos a seguir.

2.1.1 Grupos Enumeráveis

Considere a categoria GrpE em que os objetos são grupos enu-
meráveis discretos e os morfismos são homomorfismos de grupos.

Para cada G ∈ Obj(GrpE), um automorfismo interno ϕ : G −→ G
será da forma usual, conforme vista no Caṕıtulo 1. Já vimos também
que os automorfismos internos de grupos formam uma FCGA para a
categoria dos grupos. Em particular, são uma FCGA para a categoria
dos grupos enumeráveis discretos. Assim,

H = {Inn(G)|G ∈ Obj(GrpE)}

é FGCA para GrpE.
Para cada G,H ∈ Obj(GrpE), precisamos definir uma métrica

em HomGrpE
(G,H). Para isso, apresentaremos um lema.

Antes disso, observe que para cada G ∈ Obj(GrpE) existe uma
bijeção de G com N ou com segmento inicial de N.

De fato, se G é um grupo enumerável infinito, então existe uma
bijeção

η : G −→ N

n 7→ n(g),

em que n(g) é o ı́ndice dos elementos do grupo G.
Por outro lado se G é um grupo finito, existe k ∈ N∗ e uma

bijeção
η : G −→ {1, 2, 3, ....k}
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g 7→ n(g).

Portanto, existe uma bijeção entre G e N ou com um segmento
inicial de N.

Lema 36. Para quaisquer G,H ∈ Obj(GrpE) e g ∈ G seja

dg : HomGrpE(G,H)×HomGrpE(G,H) −→ R

(ϕ,ψ) 7→ 1− δϕ(g),ψ(g),

em que δϕ(g),ψ(g) =

{
0, se ϕ(g) 6= ψ(g)
1, se ϕ(g) = ψ(g).

Então dg é uma pseudo-métrica.

Demonstração. Sejam G,H ∈ Obj(GrpE) e g ∈ G quaisquer.
Sejam ϕ,ψ ∈ HomGrpE

(G,H) quaisquer. Mostremos que dg(ϕ,ψ) >
0.

Temos que δϕ(g),ψ(g) é igual a 0 ou 1. Assim, dg(ϕ,ψ) = 1 −
δϕ(g),ψ(g) = 1 ou dg(ϕ,ψ) = 1− δϕ(g),ψ(g) = 0. Logo

dg(ϕ,ψ) = 1− δϕ(g),ψ(g) > 0,

e assim dg(ϕ,ψ) > 0.

Mostremos agora que dg(ϕ,ψ) = dg(ψ,ϕ): É claro que δϕ(g),ψ(g) =
δψ(g),ϕ(g). E com isso temos que

dg(ϕ,ψ) = 1− δϕ(g),ψ(g) = 1− δψ(g),ϕ(g) = dg(ψ,ϕ).

Logo dg(ϕ,ψ) = dg(ψ,ϕ).
Seja µ ∈ HomGrpE(G,H) qualquer. Mostremos que dg(ϕ,ψ) 6

dg(ϕ, µ) + dg(µ, ψ):
Temos os seguintes casos:

(1) ϕ(g) = ψ(g), ϕ(g) = µ(g) e µ(g) = ψ(g);

(2) ϕ(g) = ψ(g), ϕ(g) 6= µ(g) e µ(g) 6= ψ(g);

(3) ϕ(g) 6= ψ(g), ϕ(g) 6= µ(g) e µ(g) 6= ψ(g);

(4) ϕ(g) 6= ψ(g), ϕ(g) = µ(g) e µ(g) 6= ψ(g);

(5) ϕ(g) 6= ψ(g), ϕ(g) 6= µ(g) e µ(g) = ψ(g).

Verifiquemos a desigualdade triangular para os casos acima.
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Caso 1: Se ϕ(g) = ψ(g), ϕ(g) = µ(g) e µ(g) = ψ(g) então
δϕ(g),ψ(g) = 1, δϕ(g),µ(g) = 1 e δϕ(g),µ(g) = 1. Então:

dg(ϕ,ψ) = 1− δϕ(g),ψ(g) = 0

e
dg(ϕ, µ) + dg(µ, ψ) = 1− δϕ(g),µ(g) + 1− δϕ(g),µ(g) = 0.

Portanto dg(ϕ,ψ) = dg(ϕ, µ) + dg(µ, ψ).
Caso 2: Se ϕ(g) = ψ(g), ϕ(g) 6= µ(g) e µ(g) 6= ψ(g) então

δϕ(g),ψ(g) = 1, δϕ(g),µ(g) = 0 e δϕ(g),µ(g) = 0. Com isso, temos que

dg(ϕ,ψ) = 1− δϕ(g),ψ(g) = 0

e
dg(ϕ, µ) + dg(µ, ψ) = 1− δϕ(g),µ(g) + 1− δϕ(g),µ(g) = 2.

Portanto dg(ϕ,ψ) < dg(ϕ, µ) + dg(µ, ψ).
Caso 3: Se ϕ(g) 6= ψ(g), ϕ(g) 6= µ(g) e µ(g) 6= ψ(g) então

δϕ(g),ψ(g) = 0, δϕ(g),µ(g) = 0 e δϕ(g),µ(g) = 0. E assim

dg(ϕ,ψ) = 1− δϕ(g),ψ(g) = 1

e
dg(ϕ, µ) + dg(µ, ψ) = 1− δϕ(g),µ(g) + 1− δϕ(g),µ(g) = 2.

Portanto dg(ϕ,ψ) < dg(ϕ, µ) + dg(µ, ψ).
Caso 4: Se ϕ(g) 6= ψ(g), ϕ(g) = µ(g) e µ(g) 6= ψ(g) então

δϕ(g),ψ(g) = 0, δϕ(g),µ(g) = 1 e δϕ(g),µ(g) = 0. E com isso temos que

dg(ϕ,ψ) = 1− δϕ(g),ψ(g) = 1

e
dg(ϕ, µ) + dg(µ, ψ) = 1− δϕ(g),µ(g) + 1− δϕ(g),µ(g) = 1.

Portanto dg(ϕ,ψ) = dg(ϕ, µ) + dg(µ, ψ).
A prova do caso 5 é análoga ao caso 4. Logo a desigualdade

triangular é satisfeita. E com isso conclúımos que dg é uma pseudo-
métrica.

A partir de agora, mostraremos alguns resultados que nos permi-
tirão cair nas hipóteses do Teorema 35.
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Proposição 37. Para quaisquer G,H ∈ Obj(GrpE) e g ∈ G, seja

d : HomGrpE(G,H)×HomGrpE(G,H) −→ R

(ϕ,ψ) 7→
∑
g∈G

2−n(g)(1− δϕ(g),ψ(g))

em que n(g) é o ı́ndice de g em uma enumeração fixada de G.
Então d é uma métrica para HomGrpE

(G,H). Além disso, HomGrpE
(G,H)

é espaço métrico completo.

Demonstração. Mostremos que d é uma métrica.
Sejam G,H ∈ Obj(GrpE) quaisquer, e fixe uma enumeração de

G. Mostraremos que d como acima é uma métrica em HomGrpE
(G,H).

Sejam ϕ,ψ ∈ HomGrpE
(G,H) quaisquer. Uma vez que para todo

g ∈ G tem-se que 2−n(g) > 0 e 0 6 1− δϕ(g),ψ(g) 6 1, temos que

0 6 2−n(g)(1− δϕ(g),ψ(g)) 6 2−n(g)

e portanto

0 6
∑
g∈G

2−n(g)(1− δϕ(g),ψ(g)) 6
∑
g∈G

2−n(g),

provando assim que a série
∑
g∈G

2−n(g)(1 − δϕ(g),ψ(g)) converge e além

disso, que d(ϕ,ψ) > 0.
Suponha que d(ϕ,ψ) = 0. Então,∑

g∈G
2−n(g)(1− δϕ(g),ψ(g)) = 0.

No Lema 36 vimos que 1− δϕ(g),ψ(g) > 0 e assim

2−n(g)(1− δϕ(g),ψ(g)) = 0,∀g ∈ G.

Como 2−n(g) > 0 temos que

1− δϕ(g),ψ(g) = 0,∀g ∈ G,

ou seja,
δϕ(g),ψ(g) = 1,∀g ∈ G,
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o que nos leva a concluir que

ϕ(g) = ψ(g),∀g ∈ G.

Por outro lado, se para cada g ∈ G temos ϕ(g) = ψ(g), então
δϕ(g),ψ(g) = 1 e assim

d(ϕ,ϕ) =
∑
g∈G

2−n(g)(1− δϕ(g),ϕ(g)) =
∑
g∈G

2−n(g)(1− 1) = 0.

Portanto d(ϕ,ψ) = 0 se, e somente se ϕ(g) = ψ(g), para todo
g ∈ G, o que ocorre se, e somente se ϕ = ψ.

Mostremos agora, que d(ϕ,ψ) = d(ψ,ϕ).
No Lema 36 vimos que para cada g ∈ G, 1 − δϕ(g),ψ(g) = 1 −

δψ(g),ϕ(g). Usando isso, temos que

d(ϕ,ψ) =
∑
g∈G

2−n(g)(1− δϕ(g),ψ(g))

=
∑
g∈G

2−n(g)(1− δψ(g),ϕ(g))

= d(ψ,ϕ).

Portanto, d(ϕ,ψ) = d(ψ,ϕ).
Sejam ϕ,ψ, η ∈ HomGrpE(G,H) quaisquer. Temos que mostrar

que
d(ϕ,ψ) 6 d(ϕ, η) + d(η, ψ).

Usando o Lema 36 temos que

d(ϕ,ψ) =
∑
g∈G

2−n(g)(1− δϕ(g),ψ(g))

6
∑
g∈G

2−n(g)[(1− δϕ(g),η(g)) + (1− δη(g),ψ(g))]

=
∑
g∈G

2−n(g)(1− δϕ(g),η(g)) +
∑
g∈G

2−n(g)(1− δη(g),ψ(g))

= d(ϕ, η) + d(η, ψ).

Portanto d(ϕ,ψ) 6 d(ϕ, η) + d(η, ψ) e assim conclúımos que d é
uma métrica para HomGrpE

(G,H).
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Mostremos agora que HomGrpE
(G,H) é completo.

Tome uma sequência ϕk em HomGrpE
(G,H) de Cauchy. A de-

finição da métrica em HomGrpE
(G,H) garante que para todo g ∈ G

tem-se que
1− δϕk(g),ϕk+1(g) −→ 0,

e portanto a sequência ϕk é eventualmente constante.
Defina ϕ : G −→ H em que cada g ∈ G como sendo o even-

tual valor constante da sequência ϕk(g). Segue de imediato da de-
finição da métrica em HomGrpE

(G,H) que ϕk −→ ϕ, provando que
HomGrpE

(G,H) é completo.

Proposição 38. Para quaisquer G,H ∈ Obj(GrpE) e qualquer auto-
morfismo interno ϕ sobre H, a função

f : HomGrpE
(G,H)→ HomGrpE

(G,H)

p 7→ ϕ ◦ p,

é uma isometria.

Demonstração. Sejam G,H ∈ Obj(GrpE) e ϕ automorfismo interno
qualquer sobre H. Sejam p, q ∈ HomGrpE

(G,H) quaisquer. O objetivo
é mostrar que d(f(p), f(q)) = d(p, q).

Para cada g ∈ G tem-se que p(g), q(g) ∈ H. Como ϕ é auto-
morfismo interno sobre H temos que ϕ é injetor, e portanto ϕ(p(g)) =
ϕ(q(g)) se, e somente se p(g) = q(g). Em particular, 1− δϕ◦p(g),ϕ◦q(g) =
1− δp(g),q(g), e disso segue que

d(f(p), f(q)) = d(ϕ ◦ p, ψ ◦ p)

=
∑
g∈G

2−n(g)(1− δϕ◦p(g),ψ◦p(g))

=
∑
g∈G

2−n(g)(1− δp(g),q(g))

= d(p, q).

provando que d é isometria, como desejado.

Resta ainda provar que a composição de morfismos na categoria
GrpE é cont́ınua. Mas antes disso, precisamos de alguns resultados
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auxiliares.

Teorema 39. Sejam G,H ∈ Obj(GrpE) e ϕ ∈ HomGrpE
(G,H) quais-

quer. Se (ϕn) é uma sequência no espaço métrico HomGrpE
(G,H) tal

que ϕn → ϕ então para todo g ∈ G tem-se que ϕn(g)→ ϕ(g) em que H
possui a topologia discreta.

Demonstração. Suponha que ϕk → ϕ na métrica de HomGrpE
(G,H).

Então

∑
g∈G

2−n(g)(1− δϕk(g),ϕ(g)) −→ 0, (2.7)

quando k −→∞.
Fixe h ∈ G arbitrário. Queremos mostrar que existe k0 ∈ N tal

que para todo k > k0 tem-se que

ϕk(h) = ϕ(h).

Para cada g ∈ G temos que

2−n(g)(1− δϕk(g),ϕ(g)) > 0.

Disto e 2.7 temos que

2−n(h)(1− δϕk(h),ϕ(h)) −→ 0,

quando k −→∞.
Esta é uma sequência cujos termos são apenas 2−n(g) ou 0. Para

que esta convirja para zero, existe k0 ∈ N tal que para todo k > k0
temos

2−n(h)(1− δϕk(h),ϕ(h)) = 0,

ou seja, 1− δϕk(h),ϕ(h) = 0, isto é, δϕk(h),ϕ(h) = 0, o que implica que

ϕk(h) = ϕ(h).

Teorema 40. Para quaisquer G,H, I ∈ Obj(GrpE), ϕ,ψ ∈ HomGrpE
(G,H)

e η ∈ HomGrpE(H, I) tem-se que

d(η ◦ ϕ, η ◦ ψ) 6 d(ϕ,ψ).
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Demonstração. Sejam ϕ,ψ ∈ HomGrpE
(G,H) e η ∈ HomGrpE

(H, I)
morfismos quaisquer. Mostremos primeiramente que para cada g ∈ G
temos

dg(η ◦ ϕ, η ◦ ψ) 6 dg(ϕ,ψ).

Seja g ∈ G qualquer. Então temos duas opções:

(i) ϕ(g) = ψ(g);

(ii) ϕ(g) 6= ψ(g).

Se (i) ocorre então temos que

(η ◦ ϕ)(g) = η(ϕ(g)) = η(ψ(g)) = (η ◦ ψ)(g).

Nestas condições temos que δϕ(g),ψ(g) = 1 e δ(η◦ϕ)(g),(η◦ψ)(g) = 1. Então

dg(ϕ,ψ) = 1− δϕ(g),ψ(g)
= 0

= 1− δ(η◦ϕ)(g),(η◦ψ)(g)
= dg(η ◦ ϕ, η ◦ ψ).

Portanto nessas condições

dg(η ◦ ϕ, η ◦ ψ) = dg(ϕ,ψ). (2.8)

Se (ii) ocorre temos duas opções:

(a) (η ◦ ϕ)(g) 6= (η ◦ ψ)(g);

(b) (η ◦ ϕ)(g) = (η ◦ ψ)(g).

Nas condições do item (a) temos que δϕ(g),ψ(g) = 0 e δ(η◦ϕ)(g),(η◦ψ)(g) =
0. Então temos

dg(ϕ,ψ) = 1− δϕ(g),ψ(g)
= 1

= 1− δ(η◦ϕ)(g),(η◦ψ)(g)
= dg(η ◦ ϕ, η ◦ ψ).

Portanto
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dg(η ◦ ϕ, η ◦ ψ) = dg(ϕ,ψ). (2.9)

Por fim, de acordo com as condições do item (b) temos que
δϕ(g),ψ(g) = 0 e δ(η◦ϕ)(g),(η◦ψ)(g) = 1. E assim temos

dg(ϕ,ψ) = 1− δϕ(g),ψ(g)
= 1

> 0

= 1− δ(η◦ϕ)(g),(η◦ψ)(g)
= dg(η ◦ ϕ, η ◦ ψ).

Portanto

dg(η ◦ ϕ, η ◦ ψ) < dg(ϕ,ψ). (2.10)

De 2.8, 2.9 e 2.10 temos que

dg(η ◦ ϕ, η ◦ ψ) 6 dg(ϕ,ψ).

Usando isso, temos que

d(η ◦ ϕ, η ◦ ψ)

=
∑
g∈G

2−n(g)(1− δ(η◦ϕ)(g),(η◦ψ)(g))

6
∑
g∈G

2−n(g)(1− δϕ(g),ψ(g))

= d(ϕ,ψ).

Portanto
d(η ◦ ϕ, η ◦ ψ) 6 d(ϕ,ψ).

Usando os dois teoremas anteriores podemos provar a continui-
dade da composição.
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Proposição 41. Para quaisquer G,H, I ∈ Obj(GrpE) tem-se que

HomGrpE(G,H)×HomGrpE(H, I)→ HomGrpE(G, I)

(ϕ,ψ) 7→ ψ ◦ ϕ

é cont́ınua.

Demonstração. Seja (ϕ,ψ) ∈ HomGrpE
(G,H) × HomGrpE

(H, I) qual-
quer e tome uma sequência que converge para (ϕ,ψ) na topologia pro-
duto, digamos (ϕk, ψk) −→ (ϕ,ψ). Queremos provar que ψk ◦ ϕk −→
ψ ◦ ϕ.

Como (ϕk, ψk) −→ (ϕ,ψ) temos que

ϕk −→ ϕ

e
ψk −→ ψ.

Como ϕk −→ ϕ então para todo ε > 0, existe k̂0 ∈ N tal que
para cada k > k̂0 tem-se que

d(ϕ,ϕk) <
ε

2
. (2.11)

Afirmamos que ψk ◦ ϕk −→ ψ ◦ ϕ. De fato, seja ε > 0 qual-
quer. Então, como

∑
g∈G

2−n(g) converge, existe F ⊆ G finito tal que∑
g∈G\F

2−n(g) <
ε

2
.

Como F é um subconjunto finito deG, considere F = {g1, g2, ..., gl}.
Para cada i ∈ {1, 2, ..., l}, como ϕk −→ ϕ na métrica temos que existe
ki ∈ N tal que para todo k > ki temos que

ϕk(gi) = ϕ(gi),pelo Teorema 39.

Analogamente, para cada i ∈ {1, , 2, ..., l}, como ψk −→ ψ na

métrica temos que existe k̃i ∈ N tal que para todo k > k̃i temos que

ψk(ϕ(gi)) = ψ(ϕ(gi)).

Seja k0 = max{k̂0, k1, ..., kl, k̃1, k̃2, ..., k̃l}. Então, para todo k >
k0 temos que

ψk(ϕ(gi)) = ψ(ϕ(gi))
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para todo i ∈ {1, 2, ..., l}. Com isso temos que

(ψk ◦ ϕk)(gi) = ψk(ϕk(gi))

= ψk(ϕ(gi)) pois k > ki

= ψ(ϕ(gi)) pois k > k̃i

= ψ(ϕk(gi)) pois k > ki

= (ψ ◦ ϕk)(gi).

Assim, para todo k > k0 temos que

d(ψ ◦ ϕk, ψk ◦ ϕk) =
∑
g∈G

2−n(g)(1− δψ◦ϕk(g),ψk◦ϕk(g))

=
∑
g∈F

2−n(g)(1− δ(ψ◦ϕk)(g),(ψk◦ϕk)(g))

+
∑

g∈G\F

2−n(g)(1− δ(ψ◦ϕk)(g),(ψk◦ϕk)(g))

< 0 +
ε

2
=
ε

2

Portanto,

d(ψ ◦ ϕk, ψk ◦ ϕk) <
ε

2
. (2.12)

De 2.11, 2.12 e do Teorema 40 temos que

d(ψ ◦ ϕ,ψk ◦ ϕk) 6 d(ψ ◦ ϕ,ψ ◦ ϕk) + d(ψ ◦ ϕk, ψk ◦ ϕk)

6 d(ϕ,ϕk) + d(ψ ◦ ϕk, ψk ◦ ϕk)

<
ε

2
+
ε

2
.

Portanto, d(ψ ◦ ϕ,ψk ◦ ϕk) < ε e assim conclúımos que

ψk ◦ ϕk −→ ψ ◦ ϕ.

Logo a composição é cont́ınua.

Pelas Proposições 37, 38 e 41 temos que as hipóteses do Teorema
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35 são satisfeitas. Portanto, o funtor F : GrpE → GrpE
out é um funtor

de classificação para a categoria dos grupos enumeráveis discretos.

2.1.2 Álgebras Enumeravelmente Geradas

Considere agora a categoria AlgE cujos objetos são álgebras
enumeravelmente geradas (não necessariamente com unidade) sobre o
corpo dos números complexos e os morfismos são homomorfismos de
álgebras entre os objetos.

Primeiramente, vamos explicitar a famı́lia compat́ıvel de auto-
morfismos (FCA) para esta categoria.

Para de?nirmos um automor?smo interno de uma álgebra, pre-
cisamos em prinćıpio que a álgebra tenha unidade. Todavia, nossas
álgebras não precisam ser, necessariamente, com unidade.

Dado A ∈ Obj(AlgE) qualquer, por um automorfismo interno
sobre A entende-se ϕ ∈ Aut(A) cuja única extensão ϕ̃ para a unitização
Ã de A é um automorfismo interno, isto é, existe x ∈ Ã tal que

ϕ̃ = φx : Ã→ Ã

a 7→ xax−1.

Denotando o conjunto dos automorfismos internos sobre A por Inn(A),
de modo análogo ao que fizemos para grupos é posśıvel mostrar que

H = {Inn(A)|A ∈ Obj(AlgE)}

é uma FCGA para AlgE.
A partir de agora, mostraremos uma série de resultados que nos

levará a cair nas hipóteses do Teorema 35.

Proposição 42. Para quaisquer A,B ∈ Obj(AlgE) e (an)n∈N uma
sequência geradora para A, seja

d : HomAlgE(A,B)×HomAlgE(A,B) −→ R

(ϕ,ψ) 7→
∑
n∈N

2−n(1− δϕ(an),ψ(an))

Então d é uma métrica para HomAlgE(A,B). Além disso, HomAlgE(A,B)
é um espaço métrico completo.

A demonstração desta proposição é completamente análoga à
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demonstração da Proposição 37 da seção anterior.

Proposição 43. Para quaisquer A,B ∈ Obj(AlgE) e qualquer auto-
morfismo interno ϕ sobre H, a função

f : HomAlgE(A,B)→ HomAlgE(A,B)

p 7→ ϕ ◦ p,

é uma isometria.

A demonstração deste resultado é similar à demonstração da
Proposição 38 da seção anterior.

Proposição 44. Para quaisquer A,B,C ∈ Obj(AlgE) tem-se que

HomAlgE(A,B)×HomAlgE(B,C)→ HomAlgE(A,C)

(ϕ,ψ) 7→ ψ ◦ ϕ

é cont́ınua.

A demonstração deste resultado é similar à demonstração da
Proposição 41 da seção anterior.

Pelas Proposições 42, 43 e 44 temos que as hipóteses do Teorema

35 são satisfeitas. Portanto, o funtor F : AlgE → AlgE
out é um funtor

de classificação para a categoria das álgebras enumeravelmente geradas.
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