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RESUMO

Dada uma categoria C, dizemos que F' é funtor de classificacdo para C
se F' é um funtor de C para uma categoria D de tal maneira que para
quaisquer objetos A, B da categoria C, se F(A) e F(B) sao isomorfos
em D entdo A e B séo isomorfos em C. Neste contexto, dizemos que
D é uma categoria de classificagdo para C. O objetivo deste trabalho é
descrever funtores e categorias de classificagao para qualquer categoria
em que seja possivel falar de automorfismos internos.

Palavras-chave: Classificacao; categoria de classificacao; funtor de
classificagao; automorfismo interno.






ABSTRACT

Given a category C, we say that F' is a classification functor for C if F’
is a functor from C into a category D such that for all objects A, B in
C, if F(A) and F(B) are isomorphic in D then A and B are isomorphic
in C. In this context, we say that D is a classifying category for C. The
goal of this work is to describe classification functors and categories for
every category in which one can talk about inner automorphisms.

Keywords: Classification; classifying category; classification functor;
inner automorphisms.
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INTRODUCAO

Em matematica costumamos classificar objetos, ou seja, seria
interessante se pudéssemos encontrar uma maneira de decidir se dois
objetos de uma dada categoria, para todos os efeitos praticos, sao os
mesmos, ou seja, isomorfos. Por exemplo, em Algebra Linear, uma
forma de classificar os Espagos Vetoriais se da através da dimensao,
usando Teorema que diz:

Teorema 1. Dois espagos vetoriais U e V de dimensdo finita sobre um
corpo K sao isomorfos se, e somente se, dimg(U) = dimg (V).

Ja em Topologia Algébrica temos uma construgao que € invariante
por isomorfismos que nao ajuda decidir se dois objetos sao isomorfos,
porém nos ajuda decidir quando dois objetos nao sao isomorfos. Esta
construcdo é o grupo fundamental. Por exemplo, R? e R? ndo séo
isomorfos como espagos topolégicos (homeomorfos), mas possuem o
mesmo grupo fundamental. Logo o grupo fundamental nao faz distingao
entre os dois espacos. J4 R? e S! tem grupos fundamentais diferentes,
logo nao podem ser homeomorfos.

Ainda de Topologia Algébrica, podemos verificar que o grupo
fundamental é um funtor, que associa a cada espago topoldgico em um
grupo e a fungao continua em homomorfismo de grupos. Podemos entéo
usar funtores para obter resultados de classificagdo em uma categoria
que nos interesse.

Levando em conta os fatos mencionados, temos a seguinte de-
finigdo: dada uma categoria C, dizemos que F' é funtor de classificacao
para C se ' é um funtor de C para uma categoria D de tal maneira
que para quaisquer objetos A, B da categoria C, se F(A) e F(B) sao
isomorfos em D entao A e B sao isomorfos em C. Neste contexto,
dizemos que D é uma categoria de classificagao para C.

Em [1], George Elliott introduziu a noc¢ao de automorfismo interno
no contexto de categorias; a partir disto, e generalizando ideias usadas
em alguns dos principais resultados em classificagao de C*-4lgebras e
Algebras de von Neumann nas tltimas décadas, obteve a construcio de
categorias e funtores de classificagao para qualquer categoria em que
uma familia de automorfismos internos tenha sido fixada.

Para uma grande classe de C*-algebras a classificagdo obtida é
equivalente (no contexto categérico) a usual, via K-teoria. No caso
das Algebras de von Neumann, o funtor do fluxo de pesos de Connes-
Takesaki (que rendeu a Connes a Medalha Fields, com a classificagao
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dos fatores de tipo III) se fatora pelo funtor de classificacio obtido aqui.

No Capitulo 1, vamos considerar uma categoria C qualquer, e
definir uma nova categoria a partir desta, que chamaremos de C°"%, de
modo que os objetos desta nova categoria sejam os mesmos objetos
da categoria C. Mas, queremos que em C°" tenha “menos”morfismos
que na categoria original C. Uma maneira de fazermos isso, é definir
uma relacao de equivaléncia nos morfismos da categoria C. Porém, isso
nao pode ser feito de qualquer forma. Depois de definida a relacao de
equivaléncia nos morfismos de C e uma lei de composigao, mostraremos
que C°"* é uma categoria e obteremos um funtor F' : C — C°. Além
disso, mostraremos que C°" é uma categoria de classificacao para C,
obtendo assim que F' é um funtor de classificacdo. E para encerrar o
capitulo, vamos apresentar um exemplo de uma construgao de uma
categoria C°% e depois mostrar um isomorfismo entre categorias.

No Capitulo 2, vamos criar a categoria C°ut e faremos isso supondo
que dada uma categoria C qualquer, A e B objetos de C, Hom¢ (A4, B) é
um espago métrico. Neste capitulo, o objetivo principal é mostrar que
Cout é uma categoria de classificacdo. Mas para provar isso, precisaremos
de algumas hipéteses adicionais que sao: a composicao de morfismos é
continua, a composi¢gao por um automorfismo interno é isométrica e para
cada A, B objetos de C, Hom¢ (A, B) é um espago métrico completo. E
para finalizar, vamos apresentar dois exemplos, na categoria dos grupos
enumeraveis e na categoria das algebras enumeravelmente geradas.

Antes de iniciarmos, vamos fixar algumas notagoes. Para sim-
plificar a notagao, usaremos A € Obj(C) quando A é um objeto de C.
Em algumas bibliografias, é possivel que para cada A, B objetos de C,
Hom¢ (A, B) ndo seja um conjunto, porém, neste trabalho, Home (A, B)
serd sempre um conjunto. Assim, usaremos a notagao ¢ € Home (A, B)
quando ¢ é um morfismo de A para B.

Além disso, neste trabalho, o conjunto dos niimeros naturais N
comega a partir de 1.

Antes de iniciar a leitura deste trabalho é necessario ter uma
nogao basica de Teoria de Categorias, Algebra e Espacos Métricos como
podemos encontrar em [3], [4], [5] e [6].
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1 FUNTORES E CATEGORIAS DE CLASSIFICACAO

Definigao 2. Dada uma categoria C, por um funtor de classificagdo
para C entende-se um funtor F de C para uma categoria D tal que para
quaisquer A, B € Obj(C), se F(A) e F(B) sdo isomorfos em D entao
A e B sdo isomorfos em C. Neste contexto, dizemos que D é uma
categoria de classificacao para C.

Neste trabalho vamos criar uma categoria de classificagao C°"
para uma categoria C, a partir de uma relacao de equivaléncia R nos
morfismos de C. Queremos que os objetos de C°* sejam os mesmos de
C, porém os morfismos de C°" sejam obtidos identificando os morfismos
de C que sao equivalentes médulo R.

Isso nao é suficiente para que C°" seja uma categoria. Precisamos
ainda definir a composicao de morfismos em C°"'. Um candidato para
a operacao de composicao na categoria C°%* é dado da seguinte forma:
considere f e g morfismos de C°" que sdo obtidos como classes de
equivaléncia médulo R de morfismos ¢ e 1 de C, respectivamente, entao
a composigdo f o g seria dada como a classe de equivaléncia médulo R
do morfismo ¢ o .

Queremos definir uma relagdo R nos morfismos de C, mas antes
disso, provaremos um resultado auxiliar.

Proposigao 3. Para qualquer categoria C e para cada objeto A €
Obj(C) tem-se que Aut(A) € grupo com operag¢ao de composi¢ao.

Demonstragao. Sejam C uma categoria qualquer e A € Obj(C). Vamos
provar que Aut(A) é grupo.

Seja h € Aut(A). Visto que Idg € Aut(A) e holdg = h =1d 4 oh,
concluimos que Aut(A) satisfaz o axioma de elemento neutro para
grupos.

Sejam h,k € Aut(A). Entdo existem h™' : A — Ae k7! :
A— Atalque hoh ™' =Idg e h toh =1Idy, kok ™' =1Idy e
k~! ok =1Id4, respectivamente. Sabemos que hok : A — A. Assim,

(hok)o(hok)™ =(hok)ok toh™!
Zho(kokfl)oh*1
=ho(lda)oh™!
=hoh™!
=1Ida.
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Analogamente mostramos que
(hok) to(hok)=1da.

Isto mostra que Aut(A) é fechado por composigao.

Seja h € Aut(A). Desta forma, existe h~* : A — A tal que
hoh ™' =Idg e h~'oh =1dy, ouseja, h~' : A — A é um isomorfismo.
Segue que, h™! € Aut(A) e portanto Aut(A) satisfaz o axioma de
elemento inverso para grupos.

Sejam f,g,h € Aut(A). Como f,g e h sao automorfismos e do
fato que composigao de morfismos é associativa tem-se que

(fog)oh=fo(goh).

Logo, Aut(A) satisfaz o axioma de associatividade e portanto,
Aut(A) é um grupo.
O

Sejam C uma categoria qualquer, A, B € Obj(C). Considere a
relagdo R sobre Home (A, B) definida da seguinte forma: para f,g €
Home (A, B) quaisquer, temos que fRg se, e somente se existem h €
Aut(B) e k € Aut(A) tal que f =hogok.

Afirmamos que R é uma relagdo de equivaléncia sobre Home (A, B).
De fato, seja f € Hom¢(A, B) qualquer. Visto que Idp € Aut(B) e
Id4 € Aut(A) e f =1Idg ofold 4, podemos concluir que fRf, e portanto
R é reflexiva.

Sejam agora f,g € Home (A, B) quaisquer. Suponhamos que
fRg entdo existem h € Aut(B) e k € Aut(A) tal que f =hogok.

Como h € Aut(B) e do fato que Aut(B) é grupo temos que h™1 €
Aut(B). De maneira andloga, verificamos que existe k=1 € Aut(A).

Desta forma temos que

htofok™*=h"to(hogok)ok™*

=(h toh)ogo(kok™) (Associatividade)
=Idgogoldy (k € Aut(A) e h € Aut(B))
= g.

Com isto temos que g = h ! o f o k™! e assim concluimos que
gRf. Portanto, R é simétrica.
Sejam f, g,p € Home (A, B) quaisquer. Suponhamos que fRg e
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gRp entao existem h,l € Aut(B) e k,j € Aut(A) tal que

f=hogok (1.1)

g=lopoj, (1.2)

respectivamente.
Substituindo 1.2 em 1.1 temos que

f=hogok
—ho(lopoj)ok
:(hol)opo(jok).

Como h,l € Aut(B) e do fato que Aut(B) é um grupo temos que
hol € Aut(B). Analogamente, provamos que jok € Aut(A). Com isso,
concluimos que fRp e portanto R é transitiva.

Segue disso que R é uma relagao de equivaléncia, como afirmado.

A seguir, vamos exemplificar esta relagdo de equivaléncia na
categoria Set, em que os objetos sdo conjuntos e os morfismos sdo
funcoes.

Exemplo 4. Sejam A = {a,b,c,d} e B={i,j,l,m} conjuntos e f, g :
A — B fungoes dadas por

g:A— B fiA—B
arrj a1
b—1 b—j
c—1 c—1
Tome d—i d— .
k:A— A h=1dg:B— B
a—b 11
b—a j—7J
c—d l—1

) d—c S m—=m.
Veja que f = hogok. Para que fRg precisamos verificar que

k € Aut(A) e h € Aut(B).
Afirmamos que k € Aut(A). De fato, observe que a imagem de k
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é igual ao contradominio de k e assim concluimos que k é sobrejetora.
Perceba também que elementos distintos do dominio de k& possuem
imagens distintas no contradominio e assim k é injetora. Portanto
k: A — A é bijetora. Segue disso que k € Aut(A), como afirmado.
De maneira anédloga, mostramos que h € Aut(B).

Segue disso que fRg.

Para darmos um exemplo de quando duas funcbes nao estao
relacionadas precisamos de um resultado auxiliar.

Proposigao 5. Na categoria Set, para quaisquer objetos A, B e mor-
fismo f € Homget (A, B) que € uma fungao constante tem-se que para
qualquer g € Homget (A, B), fRg se e somente se, g é uma funcdo
constante.

Demonstragao. Sejam A, B € Obj(Set) e f,g € Homge (A, B) quais-
quer tal que f é constante.

(=) Suponha que fRg. Vamos provar que g é uma funcao
constante. De fato, existem k € Aut(A) e h € Aut(B) tal que

f=hogok. (1.3)

Como h, k sdo funcdes bijetoras, existe h™! : B — B e k™! :
A — A. Disto e da Equacao 1.3 temos que

g:hilofokfl.

Sabemos por hipétese que f € Homget (A, B) é uma funcao cons-
tante, entao existe ¢ € B tal que f(x) = ¢, para qualquer x € A.
Assim, para qualquer y € A temos

Isto mostra que g é uma funcao constante.

(<) Suponha que g é constante. Vamos provar que fRg. Do fato
que f e g sao fungoes constantes temos que existem c,d € B tais que
para qualquer z € A tem-se f(x) = c e g(x) = d, respectivamente.

Considere h : B — B dada por h(c) = d, h(d) = c e h(z) =
z,Vx € B\{c,d}. Desta forma, temos que h é bijetora por construcio e
tomando k£ = Id4 temos que

hogoldy = f.

Logo, fRg.
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Exemplo 6. Sejam A = {a,b,c} e B = {i,j,1} conjuntos e f’ g
A — B fungoes dadas por

fftA— B g:A— B
a1 a1
b—1 b—1
cr i c

Como f’ é uma fun¢do constante e ¢’ nao é, segue que f’ nao
estd relacionada com g'.

Denotaremos a classe de equivaléncia médulo R de um morfismo
¢ de C por [¢)].

Queremos criar uma categoria de classificagao C’ para a categoria
C, a partir da relacao de equivaléncia R nos morfismos de C.

Como primeira tentativa, digamos que os objetos de C’ sdo os
mesmos objetos de C e para quaisquer A, B € Obj(C’) defina

Home: (A4, B) = Hom¢ (A4, B)/R.

Sejam agora A, B, C' € Obj(C"), ¢ € Home: (A, B), ¢ € Home (B, C)
quaisquer. Desta forma temos que ¢ = [f] e ¥ = [g] para f €
Hom¢ (A, B) e g € Home (B, C). Gostarfamos de definir a lei de com-
posicao por

Yoo =lgofl]

porém a classe [g o f] depende dos representantes f e g escolhidos para
1 e ¢, como o proximo exemplo ilustra.

Exemplo 7. Para a categoria Set, seja Set’ como acima.
Considere os conjuntos A = {a,b,c¢}, B = {i,j,k} e C =
{l,m,n}. Defina

f:A— B g:B—0C
a—i i1
e
b—k j—=m
c—1 k— 1,

observe que f € Homge (A, B) e g € Homge (B, C). Com isso, temos
que go f € Homge (A, C) e é dado por

gof:A—C
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a1
b—1
c— .
Note que g o f é constante. Usando a Proposi¢ao 5 tem-se que
[g o f] possui apenas fungdes constantes.
Por outro lado, considere f’ € Homge (A, B) dado por
fftA—B
arj
b— 1
c—j.

Afirmamos que f'Rf. De fato, tome h € Aut(B) e Id4 € Aut(A)
dadas por

Idg: A — A h:B—B
a—a i
b—b j—k
c—c k— 1,

logo f' = ho folds. Assim, concluimos que f'Rf, como afirmado.
Com isso, temos que a composi¢ao g o f' € Homge(A4,C) e é
dada por

gofl:A—C
ar—»m
b—1
CrH—>m.

Note que g o f' nao é constante, logo em [g o f'] ndo héd fungoes
constantes.

Conclusao: [go f] # [go f'], logo a composicao dos morfismos em
Set’ como sugerida nio estd bem definida.

Queremos aproveitar a ideia utilizada para construir a categoria C':
manter os objetos da categoria C e identificar os morfismos equivalentes
moédulo R. Porém, precisamos restringir nossa atengao a uma relagao
de equivaléncia sobre os morfismos da categoria C que nos dara uma
operacao de composicao bem definida nas classes de equivaléncia.



23

Definigao 8. Dada uma categoria C, uma familia compativel de au-
tomorfismos para C ou (FCA) consiste de um conjunto S4 C Aut(A)
para cada A € Obj(C) de modo que para quaisquer A, B € Obj(C) e
¢ € Home (A, B) tem-se que para todo 1 € Sa4 existe 6 € Sp tal que
0 o d) = ¢ [©] 1/)

Se X denota uma familia compativel de automorfismos para C,
para cada A € Obj(C) denotamos o conjunto de X associado a A por
Xa.

Definigcao 9. Dada uma categoria C, uma familia compativel de grupos
de automorfismos para C (ou FCGA) consiste de uma familia compativel
de automorfismos H para C tal que H4 € subgrupo normal de Aut(A),
para todo A € Obj(C).

Queremos dar um exemplo de FCGA para a categoria Grp, a
categoria dos grupos. Mas antes disso vamos exibir uma defini¢ao e
demonstrar um lema.

Definigao 10. Sejam G um grupo qualquer e x € G qualquer entao o
automorfismo dado por

¢ G— G
g ach_l
€ chamado de automorfismo interno induzido por z.

Para um grupo G qualquer, o conjunto de todos os automorfismos
internos de G serd denotado por Inn(G).

Lema 11. Para qualquer grupo G, tem-se que Inn(G) € subgrupo normal
de Aut(G).

Demonstragdo. Seja G um grupo qualquer. Provaremos que Inn(G) é
subgrupo de Aut(QG).

Observe que o homomorfismo identidade Idg é um automorfismo
interno de G, logo Id¢ € Inn(G) e portanto Inn(G) é nao vazio.

Tome dois elementos quaisquer de Inn(G), digamos ¢, e ¢, para
x,y € G.

Dado g € G qualquer

¢z 0 ¢y(9) = ¢w(¢y(9))
= ¢ (ygy™")
=z(ygy ")z
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logo ¢z 0 ¢y = ¢zy € Inn(G).
Afirmamos que (¢,)~! = ¢,-1. Com efeito, para qualquer g € G
temos

(¢z © ¢x*1)(g) = (bx‘x*l(g)
= ¢e(g)

= ege_1

=g
= IdG(Q)v

logo ¢, o ¢,—1 = Idg, provando o afirmado.

Em particular, (¢,)~! € Inn(G), disso segue que Inn(G) é sub-
grupo de Aut(G).

Resta mostrar que Inn(G) é normal em Aut(G). Sejam 6 €
Aut(G) e ¢, € Inn(G) quaisquer. Mostraremos que fop, 00~ € Inn(G).

Dado g € G qualquer, temos que

(00¢z007")(g) = (0062) (07 (9))
=0(z0(g)z™ 1)
= 0(2)0(07"(9))0(=")
= 0(x)g(0(x)) ™"

= ¢9($)(g)7

de onde 0 0 ¢, 0 07 = ¢y(,) € Inn(G). Logo, Inn(G) é subgrupo
normal de Aut(G).
O

Proposigao 12. Na categoria Grp, para cada objeto A, seja Hxy =
Inn(A) o grupo dos automorfismos internos de A. Entao, H = {H 4 |
A € Obj(Grp)} € uma famdlia compativel de grupos de automorfismos
para Grp.

Demonstragao. Pelo Lema ja sabemos que para todo A € Obj(Grp)
tem-se que H,4 é subgrupo normal de Aut(A). Basta provar que H é
FCA para Grp.
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Sejam A, B € Obj(Grp) quaisquer e ¢ € Homa,p(A, B) qualquer.
Seja ¢, € H4 qualquer. Afirmamos que

Gop(x) O = P 0 Py

Com efeito, dado g € A qualquer temos que

Como ¢y, (z) € Hp, provou-se que H ¢ FCA para Grp.

Dados G um grupo e S C G denotaremos o subgrupo de G gerado
por S pelo simbolo (S).

Provaremos um lema auxiliar que serd usado na proposigao se-
guinte.

Lema 13. Para qualquer categoria C e qualquer FCA S para C, para
quaisquer A, B € Obj(C), para qualquer ¢ € Home (A, B) e para qual-
quer n € N* tem-se que para quaisquer ¥y, Yo, ..., %0, € SalJ S;l eris-
tem 61,0z, ...,0,, € Sp US];1 tais que

po(hpyo...oth,)=(010..00,)0¢.

Demonstracdo. Sejam C uma categoria qualquer, S uma FCA qualquer
sobre C, A, B € Obj(C) e ¢ € Hom¢ (A, B) qualquer.

Provaremos este lema por indugao sobre n. Para n = 1, tome
Y1 € Sa USK1 qualquer. Entao ¢ € S4 ou ¢ € S;l. Suponha que
1 € S4. Como S é uma familia compativel de automorfismos para C,
existe 61 € Sp tal que

por =010¢.

Suponha que 91 € Szl. Como S é uma familia compativel de
automorfismos para C, existe 8 € Sp tal que

od=goiy’.
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Disto segue que

(b o wl = 9_1 © ¢7
e se definimos 6; = 0!, temos que 6, € Sgl e
popr =0610¢.

Logo, o resultado é valido para n = 1.

Suponhamos, por hipétese de indugao, que vale para um dado
n € N, ou seja, para quaisquer t,%sa,...,%, € SalJ SZI existem
01,0,...,0, € Sy USgl tais que

gpo(Yro..0thy) = (b10..060,)00¢.

Provaremos que vale para n + 1. Sejam 1, %2, ..., ¥n, Ynt1 €
SaUS,! quaisquer. Como 4,11 € SalJSy", pelo caso n = 1 sabemos
que existe 6,11 € S Sgl tal que

$othpi1 =0bpp100.

Defina 1) = (1)1 0 ... 0 9y,) © P11, entédo

¢pop=dol(Pro..othn)otny]

=[po 1/)1 o...0%p)] oY1 (Associatividade)

=[(010. ) @) 0 Vpt1 (Hip6tese de indugao)

= (010...00,)0(doYni1) (Associatividade)

=(010...00,)0 (0p41009) (Visto acima)

=(010..00,00,41) 0. (Associatividade)
Portanto

po(ro...oty1)=(010..00,11)00¢.

Assim, supomos para n € N e provamos que vale para n+ 1. Por
inducao segue que

$0 (10 0n) = (61 0...06,) 0 6,

para todo n € N.
O

Proposicao 14. Para qualquer categoria C e qualquer FCA S para C,
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a familia

H = {{54) | A€ Obj(C)}

€ uma familia compativel de grupos de automorfismos para C.

Demonstra¢do. Seja C uma categoria qualquer e S uma FCA qualquer
para C. Para provar que H é FCGA para C precisamos mostrar que
H é FCA para C e para todo A € Obj(C), H4 é subgrupo normal de
Aut(A).

Comegaremos provando que H é FCA para C. De fato, sejam
A, B € Obj(C) quaisquer e ¢ € Home (A, B) qualquer. Seja ¢ € Hy =
(S4) qualquer, logo existem n € N* e 91, ...,¢, € Sa S;l tais que

77[}:1/)10...01?0”.

Pelo Lema anterior, existem 6y, ...,60,, € SpJ Sgl tais que

(010..00p,)0p=0¢o(h1o..0y,).

Defina § = 61 0 ... 00,,. Como Hg = (Sg), temos § € Hg. Do
fato que
H={Hg | E € Obj(C)},

segue que H é uma familia compativel de automorfismos para C.
Agora, provaremos que para todo A € Obj(C), Ha é subgrupo normal
de Aut(A).

Para cada A € Obj(C), sabemos que Sy C Aut(A), logo Hy =
(S4) é subgrupo de Aut(A).

Para cada A € Obj(C), sejam h € S4 e p € Aut(A) quaisquer.
Como S, é uma FCA para C, existe k € S4 tal que

poh=kop

ou seja,
pohop t=keS,C Hy.

Sejam agora s € SZI e p € Aut(A) quaisquer. Temos que
571 € (S3") ! = Sa, e ja sabemos que
postopte Hy.

Como H 4 é grupo, temos que

(pos top ™™l € Hy,
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ou seja,
posop_1 € Hy.

Para h € H4 qualquer, temos duas opgoes:

1

e se h =1Idy entdo pohop™' = poldyop~t =pop~t =1dy € Hy.

e se h # Id,, existem n € N* e elementos sy, ...,s, € Sa U S;l tais

que
h=510820...08,.
Assim,
-1 _ —1
pohop™ =po(sjosyo---05,)0p

1

=po(siop toposyop topo--iopTtopos,)op”

= (posiop t)o(posaop t)o--o(pos,0p t) € Ha

pois H4 é grupo. Portanto, H4 é subgrupo normal de Aut(A) e assim
H é FCGA para C.
O

Definigao 15. Dada C uma categoria, H uma familia compativel de
grupos de automorfismos para C, A, B € Obj(C) e ¢,1 € Hom¢ (A, B)
quaisquer dizemos que ¢ estd relacionada com v através de H, e escre-
vemos ¢Ry, se existe § € Hg tal que ¢ = 6 o 1.

Proposigao 16. Para qualquer categoria C, qualquer FCGA H para C,
e quaisquer A, B € Obj(C) tem-se que Ry é uma relagdo de equivaléncia
sobre Home (A, B).

Demonstracdo. Seja C uma categoria qualquer, H uma FCGA qualquer
para C e A, B € Obj(C) quaisquer. Provaremos que Ry é uma relagio
de equivaléncia.

Seja ¢ € Home(A, B) qualquer. Visto que Idg € Hg e ¢ =
Idg o, segue que pRy ¢ e portanto Ry é reflexiva.

Sejam agora ¢, 1 € Home (A, B) quaisquer. Suponha que ¢pRg1)
entao existe § € Hp tal que ¢ = 0o 1.

Observe que

p="00v¢
0_1o¢:9_1 ofo1p

0 togp=1Idgot
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0 o =1p.

Como 6§ € Hg e Hp é subgrupo de Aut(B), segue que -1 € Hp.
Assim YRy ¢ e portanto Ry é simétrica.

Sejam ¢, 1,y € Home (A, B) quaisquer. Suponha que ¢Ryv e
YRy entdo existem 0,6 € Hp, respectivamente, tais que

Y (1.4)

Y =24007. (1.5)

Substituindo 1.5 em 1.4, temos que ¢ = Ho(do7). Pela propriedade
associativa, segue que ¢ = (# o J) o~.
Como 6,6 € Hg e Hp é subgrupo normal de Aut(B), segue que
0od e Hp. Assim ¢pRy~y e portanto Ry é transitiva.
Logo, Ry é uma relagdo de equivaléncia sobre Home (A4, B).
O

Queremos usar H para criar uma categoria de classificacao para C,
que chamaremos de C°U'. A ideia é manter os objetos, mas identificar os
morfismos usando a relacao de equivaléncia Ry, ou seja, para quaisquer
A, B € Obj(C°"), queremos que

Homeout (A, B) = Home (A, B) /Ry

Resta ainda definir uma lei de composicao para os novos mor-
fismos. Se denotarmos a classe de equivaléncia de um morfismo ¢
médulo Ry por [¢], gostarfamos que a composi¢ao de morfismos [¢] €
Homcou: (B, C) e [¢] € Homceu (A, B) seja dada pelo morfismo [¢po1)] €
HOmCout (A, C)

O problema é mostrar que esta operacao nas classes estd bem
definida, o que é feito na proposicido seguinte.

Proposigao 17. Para qualquer categoria C, qualquer FCGA H para C,
quaisquer A, B,C' € Obj(C), e quaisquer ¢1, P2 € Home (B, C), 1,19 €
Home¢ (A, B) tais que g1 Rupa e 1Ry tem-se que

(p10U1) R (d2 0 1h2).

Demonstra¢do. Seja C uma categoria qualquer, H uma FCGA qual-
quer para C, A, B,C € Obj(C) quaisquer e ¢1,¢2 € Home(B,C),
1,12 € Home (A, B) tais que ¢1Rpgo e 11 Ryths. Queremos provar
que ¢1 o wlRH¢2 o wg.
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Por hipédtese temos que ¢y Ry s e 1 Ry1bs, logo existem 6 € He
e § € Hp respectivamente, tais que

¢1="00¢ (1.6)

Y1 =6 01s. (1.7)

Como ¢o € Home (B, () e do fato que H é uma FCGA para C
tem-se que para todo § € Hp existe £ € He tal que

§O¢2 :¢205. (18)
Com isso, temos que
P10t = (00 ¢a)o(dos) (1.6 e 1.7)
=00 (¢200) 01 (Associatividade)
=00 (£o¢py) ot (1.8

)
= (0 0&) o poohs. (Associatividade)
Como 0§ € Ho e £ € Hp temos que 0 o £ € He. Portanto

(p1 091)Ru(d2 0 12).
O

Definicao 18. Dados C uma categoria e H uma familia compativel de
grupos de automorfismos para C, C°%* consiste de

o A classe dos objetos de C, que denotaremos por Obj(Co),

e Para quaisquer A, B € Obj(C°"), o conjunto Home¢ (A, B)/Ru,
que denotaremos por Homeou (A, B),

e A operagdo de composicdo apresentada acima, que estd bem defi-
nida pela Proposicdo 17.

Teorema 19. Para qualquer categoria C e qualquer FCGA H para C
tem-se que C°" € uma categoria.

Demonstrag¢ao. Seja C uma categoria qualquer e H uma FCA qualquer
para C. Na Definicdo 18 vimos como sao definidos os objetos e os
morfismos. Vimos também que a composicao estd bem definida. Resta
mostrar que a operagao de composigao apresentada satisfaz os axiomas
de associatividade e identidade para categorias.
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Sejam A, B, C, D € Obj(C°"), f € Homcou (A, B), g € Homgou (B, C)
e h € Homcout (C, D) quaisquer. Desta forma, temos que f = [¢], g = [¢]
e h = [p] para ¢ € Hom¢ (A4, B), v € Home(B,C) e p € Home(C, D).

Com isso, temos que

(hog)of={lplo])elg]
=[pod]old]
=[(potp)odg].

Por outro lado, temos

A composigao em C é associativa, logo (po)od =po (o), e
disso segue que (hog)o f = ho(go f). Portanto C°% satisfaz o axioma
de associatividade pra categorias.

Para cada A € Obj(C°"), seja g4 = [Id4] € Homcout (A, A) para
Id4 € Home(A4, A).

Afirmamos que para A, B € Obj(C°"), f € Homgout (A4, B) quais-
quer tem-se que

foga=1f e ggof=1Ff
De fato temos que f = [¢] para ¢ € Home (A, B). Assim,

foga=I[¢loflda] = [polda] =[] = f.

Por outro lado, temos

gp o f=[ldp]o[¢] = [ldpod] = [¢] = f.

Isto mostra que para cada objeto A € C°", g4 é o morfismo
identidade para A e assim o axioma das identidades é satisfeito.
Portanto, C°" é uma categoria.
O

Observagao 20. A partir de agora, o morfismo g4 € Homgout (A, A)
(usado na demonstragéo anterior) serd também denotado por Id 4.



32

Proposicao 21. Para qualquer categoria C, quaisquer A, B € Obj(C)
e ¢ € Home(A, B) se ezistem 9,0 € Home (B, A) com ¢op =1Idp e
fo¢=1dy entdo ¢ =10.

Demonstragao. Seja C uma categoria qualquer, A, B € Obj(C) quais-
quer e ¢ € Home (A, B) qualquer. Suponha que existam ¢, 6 € Home (B, A)
tais que

potp=1dp (1.9)

fogp=1Idy. (1.10)

Com isso, temos

Y =1Ida ot
= (§o¢) oy (1.10)
=0o(¢por) (Associatividade)
—foldg (1.9)
=4.

Portanto, ¢ = ¢.
O

Agora, podemos criar um funtor £ de C para C°* de modo que F'
leva cada objeto de C em si préprio (visto como objeto de C°%), e cada
morfismo ¢ de C no morfismo de C°%' dado pela classe de equivaléncia
de ¢ médulo Ry.

Teorema 22. Com a nota¢do acima, F' é um funtor de classifica¢do
para C.

Demonstra¢ao. Ja vimos que F associa um objeto de A € C a um
objeto A = F(A) € C°" e que para cada morfismo ¢ de C é associado
a um morfismo F(¢) em C°"*. Resta provar os axiomas do elemento
identidade e da composicao de funtores.

Para cada A € Obj(C°""), por defini¢ao temos F(Ida) = [Ida] =
ga = ldpa) e assim F satisfaz o axioma do elemento identidade para
funtores.

Sejam agora A, B, C' € Obj(C), ¢ € Home (B, ), ¥ € Home (A, B)
quaisquer. Desta forma temos que

F(¢) o F(¥) = [¢] o [¢] = [pov] = F(po).
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Segue que, o funtor F' satisfaz o axioma da composi¢ao de morfismos.
Portanto, F' é um funtor de C em C°U.

Vamos provar que F' é um funtor de classificagao.

Sejam A, B € Obj(C) e suponha que F(A) é isomorfo a F(B) em
C°"*. Entao, existe um isomorfismo g : F(A) — F(B) em C°" (g €
Homgeouw (F'(A), F(B)). Desta forma, existe h € Homeou (F'(B), F(A))
tal que hog=1Idp4) e goh = Idpp) em que as composigoes estao
definidas em C°Ut.

Sabemos que g = [¢] para algum ¢ € Home (A, B) e h =[] para
algum v € Home(B, A).

Desta maneira temos que

Idppy =goh=[¢]o[] =[po]

Isto nao garante que ¢pot) = Idg . Porém, ¢ o) é um representante
de IdF(B) .

Como F' é um funtor, vimos que F'(Idg) = Idp(p). Assim, Idp é
outro representante para a classe da Idp(p) . Desta forma, existe § € Hp
tal que o Idg = ¢ o). Assim,

0=doip
o0~ = (pop)od!
Idg = (poth) 0671
Idg = ¢o (podt).

Por outro lado temos que

Idpay =hog=[]o[¢] = [ o¢]

Isto nao ¢é suficiente para que ¥ o ¢ = Id4. Mas, 1 o ¢ é um
representante de Idp(4) .

Do fato que F' é um funtor, vimos que F(Ids) = Idp(4). Desta
maneira, Id4 é um outro representante para a classe de Idp(4) . Assim,
existe A € Hy tal que Ao (¢ o ¢) =1d4. Segue que (Aot)) o =1d4.

Como ¢o (1pof~1) =1Idg e (Ao1))o ¢ =1Ida, segue do Teorema
21 que ¥ 0~ = X o9, de onde obtemos que ¢ é isomorfismo e assim
F é um funtor de classificacao.

O
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1.1 EXEMPLO: ALGEBRAS DE MATRIZES SOBRE C

Vamos considerar S a categoria cujos objetos sao somas diretas
finitas de dlgebras de matrizes sobre os nimeros complexos (visto como
x-dlgebras), e cujos morfismos sdo x-homomorfismos entre *-algebras.

Nosso objetivo nesta secao é fornecer uma descricao concreta da
categoria S°U através de um isomorfismo de categorias.

Vejamos como sao definidos os objetos e os morfismos na cate-
goria S°U. J4 vimos que S°"* tém os mesmos objetos da categoria S.
Vimos também que os morfismos de S°% sao obtidos identificando os
x-homomorfismos de dlgebras médulo Ry. Mas para descrevermos essas
classes de equivaléncia temos que introduzir a FCGA.

Primeiro, é facil ver que todos os objetos de § sao *-algebras
com unidade: a unidade de My, & My, & --- & M,, (em que My, é a
x-algebra das matrizes quadradas ¢; x ¢;) é dado por

I(Jl@lth’@"'@[qsa

a soma das identidades em cada entrada.

Para cada A € Obj(S), um automorfismo interno de A é um
automorfismo ¢, : A — A dado pela conjugacao por um elemento
unitario z € A, dado por

$o(y) =y
O conjunto dos automorfismos internos de A, Inn(A), é um subgrupo
normal de Aut(A4) (a demonstracdo é andloga ao que foi feito para
grupos). Assim
H = {Inn(A)|A € Obj(S)}
é FCGA para S.

Sejam ¢,p €N (aquin € Nsen > 1) e k € Z* tal que xq < p.
Entao a tripla (¢, p, k) dé origem a um homomorfismo p : M, — M,
dado por:

A 0 O 0 O
0O A 0 0 O
p(A)=10 0o . 0 o0
0 0 0 A O
0O 0 0 0 0

pXp

em que A € M,, e k é a quantidade de cépias de A que aparecem ao
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longo da diagonal e o tltimo bloco de zeros tem tamanho h = p — kq.

Para facilitar a escrita, usaremos a seguinte notacao: dada uma
tripla (g, p, x) como acima, escrevemos o homomorfismo correspondente
p: My, — M, como

k

——
A ADAD - O ADO,.

Para s € N, um elemento (g1, ..., qs) € N® serd denotado simples-
mente por ¢. Para ¢ € N*

M(q) = Mg, ® -+ ® Mg,
Para p, ¢ € N* quaisquer, p' < ¢ significa p; < ¢;, Vi € {1,...,s}.
De modo geral, dados s, € N, ¢ € N°, p € N” e uma matriz
Krxs = |Kijl, kij € ZT tal que k¢ < P’ ( estamos vendo ¢ como uma

matriz coluna e kg é a multiplicagdo usual de matrizes), temos um
homomorfismo p : M () — M (p) dado por :

p(A) =p(AM - P A)

—_——~
= Al@"'@Al@A2@"'@A2@“'@As@"'@As@ohl

Rr1 Rr2 Rrs

——N—
A169---69A169A2EB--~@A2@---@As@~-~@As@0h,,, ,

K12 Ki1s

para A= A1 P A B -DAs € M(q) em que nqﬂ-ﬁ =peh= (h1y ey ).
Na equagao acima, @ separa cada coordenada e @ separa os blocos da
diagonal.

O nimero inteiro x;; determina quantas cépias de A; vao aparecer
ao longo da diagonal em M), e o resto completamos com zeros. Este
bloco de zero é determinado por h; = p; — Zj‘:1 Kijq; parai € {1,...,s}.

Observe que a condicdo k¢ < P, ou seja, Z;:l Kijq; < pi €
importante pois garante a existéncia de espago em M (p) para colocar
as matrizes na diagonal.

Definigao 23. Um x—homomorfismo p : M(q) — M (D) entre dlgebras
de matrizes é dito candnico se p € definido por uma matriz K = [K;;]
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como acima.

Vejamos um exemplo de homomorfismo canonico. Este também
pode ser encontrado em [2].

Exemplo 24. Seja §= (2,3,7),p=(5,11) e k = (2 01

Ll 0) . Assim,

temos o morfismo candnico
p:Ms® Ms® M7 — Ms ® My

determinado pela matriz k.

Seja A®B@C € My® M3 M;. Vejamos como obter p(AGB®C).
A primeira linha da matriz x diz quantas cépias de A, B e C' colocaremos
na primeira entrada de p(A ® B @ C), ou seja, a linha 1 1 0 significa 1
coépia de A, 1 cépia de B e 0 cépias de C. A segunda linha da matriz
é similar, mas para a segunda entrada de p(A® B @ C), ou seja, 2 0 1
significa 2 cépias de A, 0 de B e 1 de C.

3

3
Como h1 =pP1— Z R154; =0e h2 = P2 — Z K254 = 0 nao ha
j=1 j=1
blocos de zero nas diagonais. E temos que

4 0 A 0 O
p(A@B@C):[O B}@ 0 A O
0 0 C

10 0

01 --- 0

Exemplo 25. Seja ¢= (q1,q2,..,qs) e k= | . . . i . Desta
00 - 1
sX

L S
forma, temos o morfismo candnico p : M(q) — M(q) determinado
pela matriz identidade ksxs. Assim, para A € M(§) qualquer, digamos
A=A P - - A, temos que

p(A) :Al @AQ@"'@AS = A.
Em outras palavras, p é o morfismo identidade sobre M (q).

E com este exemplo concluimos que os morfismos identidades na
categoria S sao canonicos.

O seguinte resultado serd de grande utilidade, pois deixard claro
como sdo as classes de equivaléncia nos morfismos na categoria S°ut.
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Teorema 26. Para qualquer ¢ : M(§) — M(p) x-homomorfismo,
tal que ¢ € N® e p € N tem-se que existe um unico homomorfismo
canénico, p, que € equivalente a ¢ mddulo Ryy.

Demonstragdo. Esta demonstragio pode ser encontrada em [2], pdgina
23, Teorema 2.3.5. O

Como a demonstracao do teorema anterior é um pouco compli-
cada e este exige técnicas delicadas de demonstracao, decidimos nao
demonstré-lo.

Nosso objetivo é construir uma categoria que seja isomorfa a
S°" . vamos denoté-la por D.

Assim, considere D composto por objetos que sdo matrizes coluna
com entradas naturais e os morfismos sao dados da seguinte forma: dados
dois objetos Eikxl,l_)}M € Obj(D) dados por

al bl

. a2 N bo

AEx1 = | . bix1= 1. , um
Ak kx1 bl Ix1

morfismo entre @i x1 € byx1 € uma matriz A;x, com entradas em Z1 tal
que o vetor

P1

N D2
Ajxr - Gpx1 =

D Ix1

satisfaz 0 < p; < m;y, para todo i € {1,2,...,1}. Ou seja, dizemos é tal
que A;xx ¢ um morfismo entre drx1 € bjx1 quando

A - Grxa < bixa-

Exemplo 27. Sejam dsyx1 € Z;gxl duas matrizes coluna dadas por

5
a= E’] b= 18
2x1 6 ax1

Entao um morfismo entre dox1 € b3k € dado por

A =

— N
— =

3x2



38

pois
11 3 1-34+1-2 5
Ay-a=12 1 [2} =12-34+1-2| =8| <b
L 1],., 2x1 1-34+1-2 5
A matriz dada por
1 0
Ay = |1 1
Lo1]g0

também é um morfismo entre dox1 € b3x1, Pois

1 0 3 1-34+0-2 3 .
Ay-a= (1 1 [} =11-3+1-2| =|5| <b.

L o1],., 2x1 1-3+1-2 5
Resta deﬁnir_’uma lei de composicao entre os objetos de D.
Sejam dxx1, bix1, Cjx1 € Obj(D) dados por

a1 b1 C1
R a2 o by . C2
a = y b: s C =
k] x1 bi] Cidjx1

Para morfismos Ajxp : Gpx1 — bixi € Bjxg : 5l><1 — Cjx1
denote A-d=pe B - b= ¢, respectivamente. Entao, p < be qJg<
Entao a composicao dos morfismos A« € Bjx; serd dado pelo
produto das matrizes
Bjxi - Aixk.

Temos que ver se (B - A);x, é um morfismo de @ para ¢. Para isso,
basta verificarmos que (B - A)-d < C.

Denote A = [amn] e B= [ﬂmn] e BA= [’Ymn}, (BA)&:
cada i € {1,2,...,7} temos

u. Para

k k l
U; = Z’yisas = Z (Z Birars> Qs
s=1

s=1 \r=1
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l k
= Z Bir Z Apsls
r=1 s=1
l
= Z ﬂirpr
r=1
l
< Z Birbr
r=1

=4qi
< C;.

Isto mostra que (BA)d = @ < ¢, e portanto BA é um morfismo de @
para C.

Vejamos como sao definidos os morfismos identidade. Para cada
arx1, denote a matriz identidade k por k por Idz. Como Idz-d =ad e
a < da, vemos que Id, é morfismo de @ para a.

Proposigao 28. Com a notagdo acima, D € uma categoria.

Demonstra¢do. Ja vimos como sao definidos os objetos e os morfismos.
Também ja vimos que a lei de composicao esta bem definida.

Resta verificar que a operacao de composicao apresentada satisfaz
a propriedade associativa e de identidades para categorias.

Ja vimos que os morfismos sao matrizes e a operagao de com-
posicao é a multiplicacao de matrizes. Sabemos que a multiplicagao
de matrizes é associativa. Logo a composi¢ao de morfismos em D é
associativa.

Vimos acima que o morfismo identidade é a matriz identidade,
assim para cada dipx1 € Obj(D), glxl,épxl € Obj(D) e A : b—>de
B : d — ¢ morfismos temos

B-1dz = Bldy, = B

Tdy A= Ijexp- A=A

Isto mostra que a composicao de morfismos satisfaz o axioma das
identidades para categoria.
Portanto, D é uma categoria.
O

Queremos mostrar que S°"* é isomorfo & categoria D, mas antes
disso, precisamos de um resultado auxiliar.
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Teorema 29. Para quaisquer 5kx1,glx1,5px1 ep: M@ — M(l_;),

n: M(b) — M(E) morfismos candnicos com matrizes M, e M,, res-
pectivamente, tem-se que 1o p € equivalente modulo Ry ao morfismo
candnico p: M(&@) — M(C) associado a matriz M, - M,.

Demonstracao. Sejam djx1, glxl, Gpx1ep: M(d) — M(l_)’)7 n: M(g) —
M (¢) morfismos canoénicos com matrizes M, = [p;;] e M, = [n;;], res-
pectivamente. Para um A = A; @ --- ® A € M(d) qualquer tem-se
que

p(A)=p(A®-- ®Ay)=B1®--®B =B,

em que

Blelfll@"'@AZlk@O
B2:A§)21@...@A22k@0

B =A"®- -3 A @0,

em que cada A;” =A;®A; &S A; com p;; fatores para 1 < j < k
el <i< . Assim,

(mop)(A) =n(B)=n(B1®-@&B)=Ci & &Cp,
em que

ClzB?ll@"'@B?”@O
02:31721@'..@327%@0

CP:B?”@...@BIWPZ@O’

em que cada B;-“j =B;®B; ®---® Bj com 1);; fatores para 1 < j <1

el <i<p. Istoé,

ClzBYU@'”@BZHZ@O
:(Atlhl@...@AZlk @O)ml@"'@(flfu@"'@Azlk@oyl”®0,

C,=B" & aB" a0
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=AM e-eAr a0 P e oA 0) DO

l
Vemos que em C1 héd ni1p11 + 1m12p21 + -+ nupin = 2 Mrpr1

r=1
copias de A; e que, para i € {1,2,....,p} e j € {1,2,...,k} quaisquer,
1
temos n;1p15 + Ni2p2; + -+ Napl; = > NirPrj cOpias de A; em Cj.
r=1
Portanto, se para ¢ € {1,...,p} e j € {1,...,k} definirmos

l

Mij = Z TirPrj,

MNr=1

entdo o morfismo candnico p : M(a@) — M(C) associado & matriz
M, - M, = [pi;] serd equivalente ao morfismo 7 o p; de fato, para
A=A @ - @ A, € M(d@) qualquer

w(A) =Dy & @D,
em que

DleTll@...@Aglk@O
DQ:AII‘H@...@AZ%@O

Dp:Allel@...@A/]:pk@O’

Portanto, é possivel passar de C, para D,., para todo r € {1, ..., p},
fazendo uma simples permutacao dos blocos das somas diretas o que
corresponde a conjugacao por um elemento unitrio U da algebra M (¢).
Como a permutagao é a mesma independentemente do A, existe um
Unico unitdrio U € M (@) tal que

Ul(n o p)(A)JU" = pu(A)
para qualquer A € M (&), isto é,
pu o (nop)=p,

portanto no p e p sao equivalentes médulo Ry através do automorfismo
interno ¢y.
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Portanto,
[n o p] = [u]-

Teorema 30. S°" =~ D.

Demonstragio. Considere F' : §°** — D em que as somas diretas
finitas de matrizes quadradas da forma M (§) = My, ® My, & - - ® M,,
sao levadas em matrizes coluna da forma

Sejam M (), M(p) € Obj(8°™) e ¢ € Homgou (M (q), M (P)).
Pelo Teorema 26 existe um uinico morfismo canénico p : M(§) — M (p)
em S que representa . Seja M, a matriz de p. Entao M, é morfismo
entre ¢ e p em D. Defina F(¢p) = M,. Mostremos que F' é um funtor.

Sejam M (@), M (b), M (&) € Obj(8°™) e p € Homgou (M (@), M (b))

-,

e ¢ € Homgou (M (b), M (C)). Entao pelo Teorema 26 existe um tnico

-,

morfismo canonico p : M (@) — M(b) que é equivalente a ¢, ou seja,

-,

© = [p]. Analogamente, existe tinico morfismo canénico 7 : M(b) —
M (&) que é equivalente a 1, ou seja, ¥ = [n].
Desta forma, temos que v o ¢ € Homgous (M (@), M(C)) e
Yog=lnelp]=[nopl
Pelo Teorema 26 temos que
[nop] = [u]

para p : M (@) — M (&) o morfismo candnico equivalente a 1o p. Com
isso, pelo Teorema 29 temos que

F(pog)=F(nop])=F(u]) =
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Portanto, F' satisfaz o axioma de composi¢ao de morfismos.
Para dpx1 qualquer, do exemplo 25, temos

F(ldpr@) = Iexk = Ida = Idpu(ay)-

Logo, F satisfaz o axioma de identidade para funtores. Portanto,
F é um funtor.

Considere G : D — S°"* em que as matrizes coluna sao associa-
das a somas diretas finitas de dlgebras de matrizes quadradas, ou seja,
G(dx1) = M(D).

Dados a@yx1, bix1 € Obj(D) e M € Homp(d, l_;) Entao defina
G(M) = ¢ em que ¢ : M (@) —s M(b) é o morfismo em S represen-
tado pelo morfismo canonico p associado a matriz M.

Mostremos que G' é um funtor. .

Sejam akxl,blxl,c},xl S Obj(D), Mk € Homp(d', b) e prl S
Homp(l_):é). Denote G(M) = ¢, G(N) = .

Assim, existe um unico morfismo canonico p : M (@) — M (b)
em S que representa ¢, ou seja, ¢ = [p].

Analogamente, existe um tinico morfismo canénico n : M(b) —
M (&) em S que representa v, ou seja, ¢ = [n]. Assim,

-

-,

G(N) o G(M) =vop=[n]ep]=[nop (1.11)

Por outro lado, G(N-M) é o morfismo representado pelo morfismo
canénico p : M(d) — M (¢) dado pela matriz N - M.

Vimos que N é a matriz de n e M é a matriz de p. Entao pelo
Teorema 29, 1o p é equivalente a u. Logo,

[nopl=ul

Disto e de 1.11 temos que

G(N)oG(M)=vpop=[nolp] =[nop|=[u =GN M).

Portanto, G satisfaz o axioma de composi¢ao de morfismos.
Seja drx1 € Obj(D) e Idz o morfismo identidade em @, que j&
vimos que é a matriz identidade k& x k. Assim,
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G(Idg) = G(Ikxx) = [Idara)] = Idaa) = ldaay -

Portanto, G satisfaz o axioma de identidade para funtores. Por-
tanto, G é um funtor.
A verificacdo de que F'o G e G o I sdo os respectivos funtores
identidade é direta.
O
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2 O FECHO DA CATEGORIA DE CLASSIFICACAO

Neste capitulo queremos criar uma categoria C°% para uma
dada categoria C. Esta nova categoria C°U serd construida a partir da
categoria C°", vista no capitulo anterior. Queremos que os objetos
de C°ut continuem sendo os mesmos da categoria C e os morfismos
sejam dados da seguinte forma: para quaisquer A, B € Obj(C°ut), um
morfismo de A para B em C°" seja o fecho de um morfismo de A para
B na categoria C°Ut.

Queremos definir o fecho de uma categoria, porém nao menci-
onamos espaco métrico ou espago topoldgico, que é onde faz sentido
falar em fecho. Ent&o, precisamos que dada uma categoria C, para
quaisquer A, B € Obj(C), Hom¢ (A, B) é um espago métrico, munido de
uma métrica d.

Definigao 31. Dada C uma categoria e H uma FCGA para C, CoUt
consiste de

e A classe dos objetos de C, que denotaremos por Obj(Cout);

e Para quaisquer A, B € Obj(C°ut), um morfismo ¥ € Homgsr (A, B)

¢ da forma ¥ = [f], para algum f € Home (A, B);

e Dados A,B,C € Obj(Co), morfismos ® € Homgw(A,B) e
U € Homgowr (B, C), definimos

Vod = {foglyed feT)
em que o fecho se dd em Home (A, C).

Observe que esta composicao estd bem definida pois nao depende
dos representantes.

Mostraremos agora um resultado que nos permitira enxergar os
morfismos da categoria C°Ut de outra forma.

Proposicao 32. Suponha que para quaisquer A, B € Obj(C) tem-se
que a aplicagdo de composi¢ao

Home (A, B) x Home (B, C) — Home (A, C)

é continua. Sejam A,B,C € Obj(C) e ¢ € Homeouw(B,C), n €
Homgeou (A, B). Entdo

pon=ypon.
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Demonstracao. Mostremos que pon C po7. Basta provar que pon C
© o7, visto que B o7 é fechado por definigao.
Note que

pon={foglf €p,g€n}
C{foglf €p,9€m}
C{foglf€p,9€m}
=por.

Logo, pon CpoT.

Mostremos agora que pon C pon.

Afirmamos que {f og|f € ¥,g € T} C pon. De fato, tome
f € P e g €7 quaisquer. Como Hom¢ (A, B) é um espago métrico e 77 C
Hom¢ (A, B), logo g = nll)rréo Jn, Para g, € n,vn € N. Simultaneamente
f= nh_)rr;o fn, para f, € p,¥n € N. Desta forma, para todo n € N,
Inogn €pon.

Como (fn,gn) — (f,9) e a composicao de morfismos é continua,
temos que f, 0g, = foge, como f,og, € pon,Vn €N, temos que
fogepon.

Logo, {fog|f € p,g €M} C pon, como afirmado. Como po7 é
fechado tem-se que

{foglfep,gent Cpon.

Logo, pon C pon e com isso provamos que

pon=pon.
O

Teorema 33. Sejam C uma categoria e H uma familia compativel de
grupos de automorfismos para C. Suponha que para quaisquer A, B €
Obj(C) tem-se que a aplica¢ao de composi¢ao

Home (A, B) x Home (B, C) — Home (A4, C)
€ continua. Entdo, C°"% é uma categoria.

Demonstracdo. Ja vimos na Definicdo 31 como sao definidos os objetos
e os morfismos, e pela Proposi¢ao 32, a lei de composigao.
Resta mostrar que a operagao de composicao satisfaz os axiomas
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de associatividade e identidade para categorias.

Sejam A, B,C,D € Obj(C), ® = ¢ € Homgz(A,B), 2 =7 €
Homgowr(B,C) e ¥ = Y€ Homgor(C, D).

Pelo Teorema 19 temos que

(Yom)op=1po(noyp).

Tomando o fecho em ambos os lados temos

(Yon)op=1po(noy).

Desta forma, temos

(Yom)op

Portanto, Cout satisfaz a propriedade associativa para categorias.

Sejam A, B € Obj(C°"), v € Homcout (A, B) e para cada A €
Obj(Cout), seja Id4 € Homeout (A, A). Observe que Id4 é a classe de
equivaléncia médulo Ry do morfismo identidade de A em C.

Pelo Teorema 19 temos que

poldy = ¢.
Tomando o fecho em ambos os lados, temos
polda =7.
Com isso, temos que
poldy =polds =7
Por outro lado, pelo Teorema 19 também sabemos que

Idg op = .
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Agora, ao tomar o fecho em ambos os lados da igualdade, temos que
ldpop=70.
E usando isso temos
Idpop =Tdgop = .

Isto prova que para cada A € Obj(Cout), Id4 é o morfismo
identidade para A e assim o axioma da identidade é satisfeito.

3

Portanto, C°"t é uma categoria.

O

A partir disso, conseguimos criar um funtor F de C em C°ut de
modo que F leva cada objeto em si préprio (visto como objeto de Cout)
e cada morfismo f em C no morfismo de C°"t dado pelo fecho da classe
de equivaléncia de f médulo Ry .

Teorema 34. Com a nota¢do acima, F' é um funtor.

Demonstrag¢ao. J4 vimos que F associa cada objeto A € Obj(C) a
um objeto F(A) em Co' e que cada morfismo ¢ € C é associado a
um morfismo F(p) em C°Ut. Resta mostrar os axiomas do elemento
identidade e da composicao de funtores.

Para cada objeto A € Obj(C°ut), por defini¢ao temos

F(Ida) = [[da] = Idp(a),

e assim F' satisfaz o axioma do elemento identidade para categorias.
Sejam agora, A,B,C € Obj(C°), f € Hom¢(B,C) e g €
Hom¢ (A, B) quaisquer. Desta forma, temos que

F(f)oF(g)=[flolg]=1[fogl=F(fog).

Segue que F satisfaz o axioma de composi¢ao de morfismos para
funtores, e assim concluimos que F' é um funtor.
O

Queremos provar que F' é um funtor de classificacao. Mas para
isso, precisamos de algumas hipéteses adicionais. Como veremos no
teorema seguinte.

Teorema 35. Sejam C uma categoria e H uma FCGA para C. Suponha
que:
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e Para quaisquer A, B € Obj(C), Hom¢ (A, B) € um espago métrico
completo.

e Para quaisquer A, B,C € Obj(C) tem-se que a aplicag¢do de com-
POSICao
Home (A, B) x Home (B, C) — Home (A, C)
€ continua.
e Para quaisquer A, B € Obj(C) e ¢ € Hp tem-se que

Home (A, B) — Home (A, B)

feof
€ isometria.
Sob tais hipoteses, F' : C —> C°"t € um funtor de classificagdo.
Demonstracao. Ja vimos pelo Teorema 34 que F' é um funtor. Resta

mostrar que F' é um funtor de classificagdo. Fixemos notagoes inicial-
mente: para A, B € Obj(C) e k € Hom¢ (A, B) quaisquer, a fungao

Ey : Home(A, A) — Home (A4, B)

r—kouw

dada pela restricao da aplicagao continua de composicao, fixando a
primeira entrada, é continua; em particular E} é continua em Idp.
Da mesma forma, a fungao

Dy : Home (B, B) — Home (A, B)

r—zxzok

é continua, e portanto continua em Id 4.

Sejam A, B € Obj(C) quaisquer e suponha que F'(A) e F(B) sao
isomorfos em C°". Entéo existe um isomorfismo h : F(A) — F(B)
em Cout, Desta maneira, existe h=! : F(B) — F(A) tal que

hoh™! = IdF(B) = [IdB]

h~loh= IdF(A) = [IdA]

Mostraremos que h = F(f) para f : A — B um isomorfismo
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em C. Para tanto, escolha p € Hom¢ (A, B) e ¢ € Home(B, A) tais que

h=F(p)=I[ple h ! = F(q) = [q]. Segue da lei composi¢do em C°" e
da funtorialidade de F' que

[podql=F(poq)=F(p)oF(q)=hoh™" =[ldg],
e similarmente [g o p] = [Id 4].
A partir dos morfismos p e ¢, construimos o diagrama (nao
comutativo) abaixo

A Ida A Ida A Ida (2.1)
p p p
B B B )

IdB IdB IdB

De agora em diante, trocaremos os morfismos nao horizontais do
diagrama 2.1 progressivamente e em ordem. Denotaremos o morfismo p
a esquerda do triangulo 2.1 por fi.

Considere o primeiro tridngulo do diagrama 2.1

1d
A—2

A fungao E, é continua em Idy4, logo para e = 2 %existe um
§ > 0 (que podemos supor menor que 2~ !) tal que para qualquer x €
Home¢ (A, A), se d(z,1da) < 6 entdo d(pox, p) = d(Ep(z), E,(Ida) < 272
(na demonstragao, a letra d sempre denota a métrica em questao).

Vimos acima que [go f1] = [gop] = [Ida], logo Id4 € [go fi] e
portanto Id4 é o ponto limite em Home (A, A) de uma sequéncia de
morfismos, todos equivalentes médulo Ry a g o fi. Segue disso que
existe ¥ € Hya tal que d(v1 0 (go f1),Ida) < 0.

Escrevendo g1 = 11 o q, temos que

(2.2)

d(g1 0 f1,1da) < < 271
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e portanto

d(po(g1of1),p) <272 (2.3)

Em seguida, considere o segundo triangulo do diagrama 2.1, em
que trocamos o morfismo g da esquerda pelo morfismo g; obtido no
passo anterior, como segue:

A
fll /lp/
B,
Idp

B

As funcoes Dy, e Ey, sao continuas em Idp; assim,

e tome §; > 0 para a continuidade de Dy, em Idg para e = 272

e tome §; > 0 para a continuidade de E, em Idp para e = 273,

e seja § = min{dy, 2,272}

Uma vez que g; ~ ¢ médulo Ry temos que F(g1) = F(q) =h 'e
assim [po g1] = [po¢] = [Idp]; isto mostra que Idp € [p o g1], portanto
existe o € Hp de modo que d(ps 0 (po g1),Idg) < 4.

Fazendo fo = @9 o p, temos

d(f2 091,IdB) < 5 § 272,
e disso segue que

d((f2091) 0 fr, fr) <272, (2.4)

e que

d((go (faog1),q) <277 (2.5)

Note que como fa = @9 o p, entdo pela Desigualdade 2.3 e pela hipétese
da composicao a esquerda por elemento de Hp ser isometria, temos que

d((¢p20p)o(g10 fi),p20Dp)
d(p20(po(g10fi)),p20p)
d(po(g1ofi),p)

d(f20(g10 f1), f2) =
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<272,

Agora, considere o terceiro tridngulo do diagrama 2.1, em que
trocamos o morfismo p da esquerda pelo morfismo fo obtido no passo
anterior, como segue

A4 g

AL

As funcoes Dy, e E, sao continuas em Id4; assim

e tome §; > 0 para a continuidade de Dy, em Id4 para e =273,
e tome dy > 0 para a continuidade de E,, em Id4 para e = 274,

seja 6 = min{dy, 62,273},

Prova-se, assim como antes, que Id4 € [g o fa], e portanto existe
o € Hy de modo que d(¢3 0 (go f3),Ida) < 4.

Fazendo g = 15 0 ¢, temos

d(ga o fo,Ids) < 0 <273,

e disso segue que
d((g20 fa) o g1,91) <277

e que

d(po(g20 f2),p) <27% (2.6)

Note ainda que como gs = 15 0 q, a Desigualdade 2.4 e a hipdtese da
composicao a esquerda por elemento de H 4 ser isometria, chegamos em

d(g20(f20491),92) = d((20q) o (f2091),204)
d(pa0(qo(f2091)),%20q)
d(qo (f2091),9)
<27

Prosseguindo desta forma podemos obter, para cada n € N,
morfismos f, e g,, de modo que
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fn ~p médulo Ry;
e g, ~ q moédulo Ry;

o d(fni10gn,1dp) <2727

d(gn © fn,Ida) < 2727FL

o d((frs109n) 0 fn, fn) <272

o d(fut10(gn © fn), fra1) <2777

® d((gn, © frnt1) © Gnsgn) < 2_2n_1;

o d(gnt10 (fat100n), gnt1) < 272771

Por fim, usando estas desigualdades ficamos com

d(frt1, fn) < d(frg1s for1 0 (gn o fn)) + d(frr1 0 (gn 0 fr), fn)
= d(fut10(gn o fu), far1) +d((frnsr109n) © frs [n)
< 27271 + 27271
— 2—2n+17

d(gn+1,9n) < d(Gn+1,Gn+1 0 (fat109n)) + d(gn+1 © (fnt1 0 9n), gn)
d(gn+10° (fa+129n)s gnt1) + d((gnt1© frt1) © Gns Gn)
2”
2”

(2n— 1)+2 (2n—1)

provando que (f,) e (gn) sdo sequéncias de Cauchy; como estamos em
espagos métricos completos, entdo as sequéncias (fy,) e (gn) convergem,
digamos para fs goo, respectivamente. Além disso, como 272" — 0
vemos das desigualdades acima que g, o f,, = Ida e fr41 09, — Idp.
Segue finalmente da lei de composicao que g, © fr, = goo © foo, € que
frnt109n = foo © goo- A unicidade dos limites garantem que

foo 090 = Idp

gooofoo:IdA~
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Visto que f,, € [p] = h para todo n temos que f. € h, logo fo ~ p
mdédulo Ry e portanto F(fso) = [foo] = h. Da mesma forma, F(gs) =
h~1, e disso segue que F é um funtor de classificacdo e C°ut é uma
categoria de classificagao, como desejado.

O

2.1 EXEMPLOS: GRUPOS ENUMERAVEIS E ALGEBRAS ENUME-
RAVELMENTE GERADAS

Dada uma categoria C, queremos apresentar exemplos da catego-
ria C°ut abordada na sec¢do anterior. E faremos isso com a categoria dos
grupos enumeraveis discretos e a categoria das algebras enumeravelmente
geradas. Conforme veremos a seguir.

2.1.1 Grupos Enumeraveis

Considere a categoria Grpg em que os objetos sao grupos enu-
meraveis discretos e os morfismos sao homomorfismos de grupos.

Para cada G € Obj(Grpg), um automorfismo interno ¢ : G — G
serd da forma usual, conforme vista no Capitulo 1. J& vimos também
que os automorfismos internos de grupos formam uma FCGA para a
categoria dos grupos. Em particular, sao uma FCGA para a categoria
dos grupos enumeréveis discretos. Assim,

H = {Inn(G)|G € Obj(Grpg)}

é FGCA para Grpg.
Para cada G, H € Obj(Grpg), precisamos definir uma métrica
em Homg,p, (G, H). Para isso, apresentaremos um lema.
Antes disso, observe que para cada G € Obj(Grpg) existe uma
bijecao de G com N ou com segmento inicial de N.
De fato, se G é um grupo enumeravel infinito, entao existe uma
bijecao
n:G—N
n — n(g),

em que n(g) é o indice dos elementos do grupo G.
Por outro lado se G é um grupo finito, existe £ € N* e uma
bijecao
n:G—{1,2,3,...k}
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g —n(g).

Portanto, existe uma bijecao entre G e N ou com um segmento
inicial de N.

Lema 36. Para quaisquer G, H € Obj(Grpg) e g € G seja
dy : Homa,pe (G, H) x Home,p, (G, H) — R

(@, ¥) = 1= 64(g)1(9)

0, se @(g9) #v(9)

em que 9, =
e el)w(9) {1, se ¢(9) = ¥(9)-
Entao dg € uma pseudo-métrica.

Demonstragio. Sejam G, H € Obj(Grpg) e g € G quaisquer.

Sejam ¢, ¢ € Homg,py, (G, H) quaisquer. Mostremos que dg(p, ¢) >
0.

Temos que dy(g),p(g) € igual a 0 ou 1. Assim, dg(p,7)) = 1 —

Op(g)ab(g) = L oudg(p, 1) =1 = d,(9).4(9) = 0. Logo
dyg(,9) = 1= de(g).09) = 0,

e assim dg(p, ) > 0.
Mostremos agora que dg(p, ¥) = dg(¥, ¢): E claro que O(g) io(g) =
0y (g),0(g)- E com isso temos que

dg(, %) =1 = bp(g),0(9) = 1 = Oup(9),0(9) = dg (¥ ).

LOgO dg(‘P; ¢) = dg(q/Jv 90)
Seja p € Homarpy (G, H) qualquer. Mostremos que dg(p, ) <

dg (e, ) + dg (e, 9):
Temos os seguintes casos:

(1) ¢(g) =(9), ¢(g) = plg) e ulg) = ¥(9);
(2) ¢(g) =(9), ¢(g) # 1lg) e ulg) # ¥(9);
(3) ¢(g) #1(9), ¢(9) # plg) e ulg) # ¥(9);
(4) ©(g) # ¥(9), (g) = nlg) e ulg) # ¥(9);
(5) wlg) # ¥(9), (g) # nlg) e ulg) = ¥(g)-

Verifiquemos a desigualdade triangular para os casos acima.
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Caso 1: Se ¢(g9) = ¥(9), ¢(9) = u(g) e u(g) = ¥(g) entdo
Oo(g)(g) = 1, Op(g),ulg) = 1 € Op(g),u(g) = 1. Entao:

dg(p, ) = Op(g),6(9) = 0
e
dg(p, ) + dg (1, 1) = 1 = 84s(g) u(g) + 1 = bip(9),u(9) = 0-
Portanto dg (¢, ¢) = dg(p, 1) + dg(p, ¥).
Caso 2: Se p(g) = w(g). w(g) # ulg) e nlg) # ¥lg) entio
Oo(9)6(9) = Ls Op(g),u(g) = 0 € dp(g),u(g) = 0. Com isso, temos que

dg(p,¥) =1 = bp(g)u(9) =0

dg(, 1) +dg(p, ) =1 = 0p(g),u9) + 1 = Op(g),u(9) = 2-

Portanto d, (¢, 1) < dg(p, p) + dg (i, ¥).

< dy
Caso 3: Se plg) # Vig). plg) # ulg) e plg) # ¥lg) entiio
Oo(a)p(g) = 05 Op(g),u(g) =0 € () u(g) = 0. E assim

dg(p, %) =1 = bp(g),0(9) = 1

dg (i, ) +dg(p, ) =1 = bp(g),u(9) + 1 = Op(g),u(g) = 2

Portanto dy (12, ) < dy(p, 1) + dy (41, 0).
Caso 4: Se ¢(g) # ¥(9), w(g) = nlg) e ulg) # ¥(g) entio
e

Oo(9)(9) = 05 O(g),u(g) = 1 € dp(g),u(g) = 0- E com isso temos que

dg(p,¥) =1 = bp(g)u(g) =1

dg(%ﬂ) + dg(lhw) =1- 5@(9),u(9) +1- 5@(9)&(9) =L

Portanto dg(p, 1) = dg(e, 1) + dg(p, ).
A prova do caso 5 é andloga ao caso 4. Logo a desigualdade

triangular ¢ satisfeita. E com isso concluimos que d, é uma pseudo-
métrica.

O

A partir de agora, mostraremos alguns resultados que nos permi-
tirao cair nas hipdteses do Teorema 35.
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Proposicao 37. Para quaisquer G, H € Obj(Grpg) e g € G, seja

d : Homgpy (G, H) X Homeg,p, (G, H) — R

= Z 2—1’L(‘])(]_ — 5¢(g),w(g))
geG

em que n(g) é o indice de g em uma enumeragao fizada de G.
Entao d é uma métrica para Home,py (G, H). Além disso, Homgyp, (G, H)
€ espaco métrico completo.

Demonstracao. Mostremos que d é uma métrica.
Sejam G, H € Obj(Grpg) quaisquer, e fixe uma enumeracao de
G. Mostraremos que d como acima é uma métrica em Homg,p, (G, H).
Sejam ¢, ¥ € Homayp, (G, H) quaisquer. Uma vez que para todo
g € G tem-se que 279 >0e0<1— do(g),w(g) S 1, temos que

0< 277}(9)(1 —Op(g)(g) < 27"

e portanto

0< 22 ") (1=4 Lp(g)l/f(g) 22

9eG e
provando assim que a série 3. 279 (1 — ds(g),1(g)) converge e além

geG

disso, que d(p,9) >0
Suponha que d(p, ) = 0. Entao,

Z 2_n(g)(1 - 5@(9),1&(9)) =0.
geG

No Lema 36 vimos que 1 — d,(g),y(g) = 0 € assim
27D (1= b(g),0(9) = 0,Yg € G.
Como 2-™9) > 0 temos que
1= 6y(9),0(9) = 0,V9 € G,

ou seja,
Op(g).u(g) = 1, Vg € G,
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0 que nos leva a concluir que

v(g) = ¥(g),Vg € G.

Por outro lado, se para cada g € G temos ¢(g) = ¥(g), entdo
Op(g)(g) = 1 € assim

d(ep, Z 279 (1 = 9p(9).0(0)) Z Z_n(g) =0.

geG geG

Portanto d(p,1) = 0 se, e somente se ¢(g) = ¥(g), para todo
g € G, o que ocorre se, e somente se ¢ = 1.

Mostremos agora, que d(p, %) = d(¢, ¢).

No Lema 36 vimos que para cada g € G, 1 — dy(g)p(g) = 1 —
dy(g),0(g)- Usando isso, temos que

d(e, ) = Z Q_n(g)(l — p(9)0(9)
geG

=3 279 (1 = b))
geG

=d(, ).

Portanto, d(¢,v) = d(t, ¢).
Sejam ¢, 1, n € Homgyp, (G, H) quaisquer. Temos que mostrar

que

d(p,9) < d(w,m) +d(n, 7).

Usando o Lema 36 temos que

d(ep, ) = Z Q_n(g)(l — o) u(9))

geG

< Z 2791 - Sp(a).n(g)) T (1= dng) aia))]
geG

= Z 2_n(g)(1 — Op(g)m(g)) + Z 2_n(g)(1 — On(g)w(a)
geG geG

= d(p,n) +d(n, 7).

Portanto d(p,v) < d(y,n) + d(n, ) e assim concluimos que d é
uma métrica para Homg,py, (G, H).
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Mostremos agora que Homgp, (G, H) é completo.

Tome uma sequéncia ¢y em Homgyp, (G, H) de Cauchy. A de-
finicdo da métrica em Homg,p, (G, H) garante que para todo g € G
tem-se que

1-96 — 0,

e (9),¢r+1(9)

e portanto a sequéncia yy é eventualmente constante.

Defina ¢ : G — H em que cada g € G como sendo o even-
tual valor constante da sequéncia ¢i(g). Segue de imediato da de-
finicdo da métrica em Homg,p, (G, H) que ¢ — ¢, provando que
Home,py (G, H) é completo.

O

Proposicao 38. Para quaisquer G, H € Obj(Grpg) e qualquer auto-
morfismo interno ¢ sobre H, a fung¢do

f :Homgypy (G, H) — Homg,py, (G, H)

b= pop,

€ uma isometria.

Demonstragdo. Sejam G, H € Obj(Grpg) e ¢ automorfismo interno
qualquer sobre H. Sejam p, ¢ € Homg,p,, (G, H) quaisquer. O objetivo

¢ mostrar que d(f(p), f(¢)) = d(p, q).
Para cada g € G tem-se que p(g),q(g) € H. Como ¢ é auto-
morfismo interno sobre H temos que ¢ é injetor, e portanto ¢(p(g)) =

©(q(g)) se, e somente se p(g) = q(g). Em particular, 1 —0uop(g),p0q(g) =
1 —dp(g),qa(g)> © disso segue que

d(f(p), f(q)) = d(¢ op,¢pop)

= Z 2—n(9) (1-— 5@Op(g)>w0p(9))
geG

= Z 2771(9)(1 - 517(9),11(9))
geG

=d(p, q).

provando que d é isometria, como desejado.
O

Resta ainda provar que a composi¢ao de morfismos na categoria
Grpg € continua. Mas antes disso, precisamos de alguns resultados
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auxiliares.

Teorema 39. Sejam G, H € Obj(Grpg) e ¢ € Homapy, (G, H) quais-
quer. Se (¢y,) € uma sequéncia no espag¢o métrico Home,py, (G, H) tal
que @, — @ entao para todo g € G tem-se que v, (g) — w(g) em que H
possui a topologia discreta.

Demonstrag¢do. Suponha que @i — ¢ na métrica de Homea,p, (G, H).
Entao

Z 27n(g)(1 —0p(g)o(e) — 0, (2.7)
geG

quando k — oo.
Fixe h € G arbitrario. Queremos mostrar que existe kg € N tal
que para todo k > kg tem-se que

Para cada g € G temos que
Q_H(Q)(l —p(9)0(g)) 2 0
Disto e 2.7 temos que
27" (1L = Gy ) o) — 0,

quando k — oo.

Esta é uma sequéncia cujos termos sao apenas 2-7(9) ou 0. Para
que esta convirja para zero, existe kg € N tal que para todo k > ko
temos

27" (1 =64, ) o(m) = O,

ou seja, 1 — 0y, (h),p(h) = 0, isto &, oy, (n),o(n) = 0, 0 que implica que

O

Teorema 40. Para quaisquer G, H,I € Obj(Grpg), ¢,¥ € Homgp, (G, H)
e n € Homgypy, (H,I) tem-se que

d(nop,no) <d(p,v).
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Demonstracdo. Sejam ¢,¢ € Homgp, (G, H) e n € Homgyp, (H,I)

morfismos quaisquer. Mostremos primeiramente que para cada g € G
temos

dg(nop,mor) <dg(p,v).

Seja g € G qualquer. Entao temos duas opgoes:

(i) »(g) # ¥(9)-

Se (i) ocorre entao temos que

(mop)(g) =nle(g)) =n¥(9)) = (nov)(g).
Nestas condigoes temos que d,(g),¢(9) = 1 € (nop)(g),(now)(g) = 1. Entdo

dg(‘P»T/’) =1- 5<p(g),w(g)
=0

= 1= 0(nop)(9),(now)(9)
=dg(nop,moq).

Portanto nessas condigoes

dg(mog,nov) =dg(p,¥). (2.8)
Se (ii) ocorre temos duas opgdes:
(a) (new)(g) # (neov)(g);
(b) (now)(g) = (no)(g).

Nas condigoes do item (a) temos que d,(g).4(q) = 0 € d(nop)(g),(now)(g) =
0. Entao temos

dg(% Y)=1- 5«/)(9),1&(9)
=1

=1 = 0(nop)(9),(now)(9)
=dg(nop,no).

Portanto
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dg(nop,not) =dy(p, ). (2.9)

Por fim, de acordo com as condig¢oes do item (b) temos que
Op(9).9(g) = 0 € d(now)(g),(now)(g) = 1. E assim temos

dg(% Y)=1- 6@(9)#/)(9)
=1
>0

=1 = 0(n00)(9),(n0w)(9)
=dg(nog,not).

Portanto

dg(no@,nov) <dg(p,v). (2.10)
De 2.8, 2.9 e 2.10 temos que

dg(nop,morp) <dg(p,v).

Usando isso, temos que

d(now,no)
=Y 2791 = S(n0p)(9).(nov) ()
geG
<Y 2791 = b))
geG
Portanto

d(nop,nov) <d(e,v).
O

Usando os dois teoremas anteriores podemos provar a continui-
dade da composicao.
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Proposicao 41. Para quaisquer G, H,I € Obj(Grpg) tem-se que
HomGrpE (G, H) X HOHlGrpE (]{7 I) — HomGrpE (G, I)

(o, ) = Yoy

€ continua.

Demonstragao. Seja (p,v) € Homeg,p, (G, H) X Homeyp, (H, I) qual-
quer e tome uma sequéncia que converge para (, ) na topologia pro-
duto, digamos (¢k,¥r) — (p,¥). Queremos provar que ¥y o @ —>
Yo

Como (g, ¥r) — (v, 1) temos que

Pk — @

Y — ).

Como @ — ¢ entdo para todo € > 0, existe k:Ao € N tal que
para cada k > kg tem-se que

d(p,pr) < 5. (2.11)

[N e

Afirmamos que 9, o o —> 1 o p. De fato, seja € > 0 qual-
quer. Entao, como Y 2-7(9) converge, existe F C G finito tal que

geG
€
S gl < £
GEG\F 2
Como F' é um subconjunto finito de G, considere F' = {g1, g2, ..., gi }-
Para cada i € {1,2,...,1}, como ¢ — © na métrica temos que existe
k; € N tal que para todo k > k; temos que

©r(9:) = ¢(9:), pelo Teorema 39.

Analogamente, para cada i € {1,,2,...,l}, como ¥, — % na
métrica temos que existe k; € N tal que para todo k > k; temos que

Yr(p(9:) = ¥(p(g:))-

Seja kg = max{kAo,kl, ok ko, K, ,l;l} Entao, para todo k >
ko temos que

Yr(e(9:) = ¥(p(gi))
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para todo 7 € {1,2,...,1}. Com isso temos que

(Y 0 1) (9i) = Yr(wr(9i))
= Vr(p(9:)) pois k > k;
= ¥(p(9:)) pois k > k;
=Y (pr(gi)) pois k > k;
= (Y o or)(gi)

Assim, para todo k > kg temos que

AW o, o p) = D 27" (L= byog (o) propnis))

geG
= Z 2- 1 - 6(1#09% )(9), (wkow;c)(g))
geEF
+ 3 27D (L = Sigagi (o), (hori)(s))
geG\F
€ €
0+<==
<0+ 5 5
Portanto,
€
(¥ o e, i 0 pr) < 5 (2.12)

De 2.11, 2.12 e do Teorema 40 temos que

(Yo, 9opr)+d(¥o vk, Yy o)

d(yp o, opy) <d

< d(p, wx) + d(¥ o vk, Yr © vr)
€
2

DO

Portanto, d(¢ o ¢, vk 0 i) < € e assim concluimos que

Y opp —> Y op.

Logo a composigao é continua.
O

Pelas Proposigoes 37, 38 e 41 temos que as hipdteses do Teorema
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35 sdo satisfeitas. Portanto, o funtor F : Grpg — Grpg®"* é um funtor
de classificacao para a categoria dos grupos enumeraveis discretos.

2.1.2 Algebras Enumeravelmente Geradas

Considere agora a categoria Alggy cujos objetos sdo algebras
enumeravelmente geradas (nfo necessariamente com unidade) sobre o
corpo dos numeros complexos e os morfismos sao homomorfismos de
algebras entre os objetos.

Primeiramente, vamos explicitar a familia compativel de auto-
morfismos (FCA) para esta categoria.

Para de’nirmos um automor?smo interno de uma &lgebra, pre-
cisamos em principio que a algebra tenha unidade. Todavia, nossas
algebras nao precisam ser, necessariamente, com unidade.

Dado A € Obj(Algg) qualquer, por um automorfismo interno
sobre A entende-se p € Aut(A) cuja tinica extensdo ¢ para a unitizacao
A de A é um automorfismo interno, isto é, existe z € A tal que

gb:(bw:jl—);l
a— zax~ L.

Denotando o conjunto dos automorfismos internos sobre A por Inn(A4),
de modo analogo ao que fizemos para grupos € possivel mostrar que

H = {Inn(A)|A € Obj(Algg)}

é uma FCGA para Algg.
A partir de agora, mostraremos uma série de resultados que nos
levard a cair nas hipdteses do Teorema 35.

Proposicdo 42. Para quaisquer A,B € Obj(Algg) e (ap)nen uma
sequéncia geradora para A, seja

d : Homajg, (A4, B) x Homajg, (A, B) — R

(0, 00) >y 27 Sp(an) p(an))

neN

Entdo d € uma métrica para Homag, (A, B). Além disso, Hompjg, (A, B)
€ um espaco métrico completo.

A demonstragdo desta proposi¢do é completamente andloga a



66

demonstracao da Proposicao 37 da secao anterior.

Proposicao 43. Para quaisquer A, B € Obj(Algg) e qualquer auto-
morfismo interno ¢ sobre H, a func¢do

f :Homaig, (A, B) = Homaig, (4, B)
p—=wop,
é uma isometria.

A demonstracao deste resultado é similar & demonstracao da
Proposigao 38 da segao anterior.

Proposicao 44. Para quaisquer A, B,C € Obj(Algg) tem-se que
HomAlgE (A, B) X HomAlgE (B, C) — HomAlgE (A, C)
(o) » oo
€ continua.

A demonstragao deste resultado é similar a demonstragao da
Proposigao 41 da segao anterior.

Pelas Proposicoes 42, 43 e 44 temos que as hipdteses do Teorema
35 sao satisfeitas. Portanto, o funtor F : Algg — Algg®" é um funtor
de classificacao para a categoria das algebras enumeravelmente geradas.
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