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Resumo

O estudo da teoria do célculo fracionario é uma questao de interesse
atual em muitas areas da ciéncia e engenharia. Motivados por essa jus-
tificativa, dedicamos este trabalho ao estudo das equagoes diferenciais
abstratas com derivadas fracionarias na variavel do tempo.

Em um primeiro momento introduzimos todos os pré-requisitos para
o estudo dos semigrupos analiticos e seus geradores; abordamos ainda a
existéncia e unicidade de solugoes para equagoes diferenciais abstratas
classicas com operadores setoriais.

Depois introduzimos todos os conceitos basicos necessérios para o
entendimento das derivadas fracionarias de Caputo, das fungoes de
Mittag-Leffler, das fungbes de tipo Wright e por fim estudamos a exi-
téncia e unicidade de solugoes para equagoes diferenciais abstratas com
derivadas fracionarias na variavel do tempo e operadores setoriais.

Finalmente abordamos os operadores quase setoriais e as equagoes
diferenciais abstratas com derivadas fracionarias na variavel do tempo
relacionadas a estes operadores; discutimos uma justificativa do mo-
tivo de se estudar este tipo de operador e analisamos a existéncia e
unicidade de solugoes mild e cléssica para este problema, tanto no caso
linear quanto no caso nao linear.

Palavras chaves: calculo fracionéario, operador quase setorial, ope-
rador setorial, solugao mild, solugao classica.






Abstract

The study of the fractional calculus theory is a matter of current
interest in many areas of science and engineering. This is why we
dedicate this work to the study of the abstract differential equations
with time fractional derivatives.

At first we introduced the prerequisites for the study of the analy-
tic semigroups and their generators; we also discuss the existence and
uniqueness of solutions for classical abstract differential equations with
sectorial operators.

Then we introduce the basic concepts concerning Caputo fractional
derivative, the Mittag-Lefler functions, the Wright-type functions and
finally we address the existence and uniqueness of solutions for abstract
differential equations with time fractional derivatives and sectorial ope-
rators.

Finally we discuss the almost sectorial operators and the abstract
differential equations with time fractional derivatives related to them:;
we discuss some reasons for the study of this kind of operator and
analyze the existence and uniqueness of mild and classical solutions to
this problem, both in the linear and nonlinear case.

Keywords: fractional calculus, almost sectorial operator, sectorial
operator, mild solution, classical solution.
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Introducao

Nesta dissertagao temos como objetivo principal o estudo das equa-
¢oes diferenciais com operadores quase setoriais e derivadas fraciona-
rias no tempo. Mais especificamente, estamos interessados em abordar
o problema abstrato

{CD?u(t) = —Au(t)+ f(t,u(t)), t>0, (1)
u(0) = wo,

com « € (0,1), .D§ denotando a derivada fracionaria de Caputo de
ordem «, A um operador quase setorial, f uma func¢ao adequada (hi-
poteses adicionais serdo requisitadas mais adiante no texto) e up uma
condicao inicial pertencendo a um espaco de Banach X.

E claro que para um estudo completo dos assuntos propostos neste
texto, discutimos de forma bastante detalhada varios conceitos intro-
dutorios, tais como: operadores fechéaveis, operadores fechados, opera-
dores setoriais, semigrupos fortemente continuos e os semigrupos ana-
liticos. Estes topicos sao de fundamental importancia para o estudo de
diversas equagoes diferenciais classicas da literatura matematica. Uti-
lizamos como alicerces para nossos estudos iniciais os livros de Henry
e Taylor-Lay, os quais estao descritos nas referéncias bibliograficas res-
pectivamente por [25}/69).

Os principais assuntos que este manuscrito aborda foram desenvol-
vidos a partir de uma pesquisa detalhada do artigo de Wang-Chen-
Xiao [72] e de uma série de outros estudos paralelos baseados nos ar-
tigos [3H5L59], e por isso, para que este texto fique mais interessante,
optamos por motivar durante esta introdugao dois dos principais t6pi-
cos matematicos que desenvolvemos nesta dissertacao.

O CALCULO FRACIONARIO
Os principais objetos pesquisados na teoria do calculo fracionéario,
sem duavida, sao as derivadas e integrais de ordem nao inteira. Muito



embora os estudos dedicados a esta teoria ndo sejam recentes (para mais
detalhes veja |44L/45/64]), podemos enfatizar que a pesquisa mais rigo-
rosa e profunda, principalmente com relagao as equacoes diferenciais,
é relativamente nova.

E interessante destacar que a falta de aplicabilidade durante os pri-
mordios desta teoria, foi um dos principais fatores que colaboraram
para o lento desenvolvimento da &rea. Porém, a recente mudancga de pa-
radigma no contexto das aplicagbes do calculo fracionario (veja alguns
exemplos em [24)371/46./511/53}[60L/65//66], e nas referéncias citadas por es-
tes trabalhos), ndo so atraiu a atencao de diversos pesquisadores, mas
também resultou em um grande aumento das publicagoes sobre este
assunto em revistas de alto impacto na sociedade matematica; como
alguns exemplos nos dltimos anos, veja [14[91[12}[13]/21136},40},42} 62} 70].

Segundo B. Ross [63], historicamente o inicio do calculo fracionério
data de 1675, quando Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) publicou

suas pesquisas que introduziam o simbolo

d"y(z)
dz™

)

o qual referia-se a derivada da ordem n da fungao y(z), com relagdo a
variavel z. Foi entdo que em 1695, G. F. Antoine, também conhecido
como Marqués de L'Hopital (1661-1704), questionou a G. W. Leibniz
sobre o que aconteceria se n fosse igual a 1/2. Leibniz responde de
forma intuitiva (ver mais detalhes em [44,/48]) que:

“Bernoulli seems to have told you of my having men-
tioned to him a marvelous analogy which makes it
possible to say in a way that successive differenti-
als are in geometric progression. One can ask what
would be a differential having as its exponent a frac-
tion. You see that the result can be expressed by an
infinite series. Although this seems removed from
Geometry, which does not yet know of such fractional
exponents, it appears that one day these paradozes will

yield useful consequences, since there is hardly a paradoz

without utility. Thoughts that mattered little in themselves
may give occasion to more beautiful ones.”

Nesta mesma carta Leibniz d4 uma aproximacao do que poderia ser
uma derivada de ordem nao inteira, tomando como exemplo a derivada
1/2 da funcao y(z) = z,

d1/2

dz1/2x

=zVdr : x.



Aproximadamente trinta anos apés essa comunicagao entre L’Hopital
e Leibniz, Euler escreveu uma nota sobre a necessidade de uma teoria
de interpolagao entre séries que poderiam auxiliar nesta definigao fra-
cionéria para uma derivada:

“Concerning transcendental progressions whose terms can-
not be given algebraically: when n is a positive integer,
the ratio d" f/dx™ can always be expressed algebraically.
Now it is asked: what kind of ratio can be made if n be
a fraction? ... the matter may be expedited with the help
of the interpolation of series, as explained earlier in this
dissertation.”

Em suas notas, B. Ross parece nao saber ao certo de qual dissertacao
Euler estava se referindo, mas de qualquer forma ressalta, de maneira
muito enfatica, que foi Euler um dos primeiros a introduzir as fungoes

F(p):/ P e da,
0

1
B(p,q) = / (1— o) 'at d,

que sao de fundamental importéncia para o estudo do céalculo fraciona-
rio (as fungdes acima sao respectivamente a fungdo Gamma e a fungao
Beta; veja a Secdo [2.1] para maiores detalhes).

Seguindo essa linha, em 1730, Euler aplicou sua férmula de interpo-
lacao do fatorial de um ntimero inteiro positivo para dar uma possivel
definigao para a derivada de ordem fracionaria; em 1812 Laplace define
a derivada fracionaria por meio de uma integral.

Foi apenas em 1819 que surgiu a primeira discussao sobre derivadas
fracionérias em um texto de célculo escrito por S. F. Lacroix. Em
seu livro de 700 paginas intitulado “Traité du Calcul Différential et du
Calcul Intégral”, ele responde a pergunta de G. F. Antoine, Marqués de
L’Hépital, procedendo da seguinte forma: tomando a fun¢ao y(x) = ™,

é facil notar que
dam n!
— n—m 2
dx™ y(=) (n — m)!z ’ )

sempre que n > m. Mas entao, ao utilizar a representagao do fatorial
pela funcao Gamma de Euler, Lacroix reinterpretou a equacao como

am D(n+1)

e y(r) = T

Th—m=+1) . (3)



Da analiticidade da funcdo Gamma, ao fixar m = 1/2en =1, a
equacao se reescreve como

'’z I'(2) 1/2 2 1/2

a2 T 1(3/2)" r1/2)"
que por fim, do fato que I'(1/2) = /7, satisfaz

vz 2z

YR -

Vale a pena observar que este é o mesmo resultado sustentado hoje em
dia pela definicao de derivada fracionéaria de Riemann-Lioville, ampla-
mente aceita na sociedade matematica.

Deixaremos a histoéria de lado a partir deste ponto, porém é impor-
tante ressaltar que foram muitas as pessoas que continuaram contri-
buindo neste ramo da matematica; de fato mais adiante neste texto in-
troduziremos e discutiremos rigorosamente estas derivadas, priorizando
a derivada fracionéria de Caputo (veja a Definigdo m para mais de-
talhes), que ¢ uma das mais recentes versoes de derivada fracionaria
estudada hoje em dia.

OPERADORES QUASE SETORIAIS

Em geral quando estudamos equacgoes diferenciais do tipo su-
pomos que o operador linear A : D(A) C X — X é fechado, densa-
mente definido e que gera um semigrupo fortemente continuo, digamos
{T(t) : t > 0} C L(X), que satisfaz certas propriedades adequadas
(veja o Teorema m para uma justificativa mais completa).

Porém, existe uma classe de operadores lineares fechados e densa-
mente definidos, chamados de operadores setoriais, que garantem mais
propriedades para o semigrupo que eles geram; por exemplo, para cada
z € X, a aplicagao

[0,00) 5t T(t)x € X,

tem uma extensao analitica em um certo setor do plano complexo con-
tendo o intervalo real [0,00) (para mais detalhes veja o Teorema [1.44).

Uma outra justificativa que corrobora a importancia dos operadores
setoriais é que eles descrevem muitas das equagoes diferenciais que tem
aplicacoes diretas, como a equacao de reacao difusdo e as equagoes
de Navier-Stokes. E por isso que a teoria de operadores setoriais é
bastante vasta e possui uma enorme literatura a disposi¢ao; Alguns
textos classicos sao [254[27.[28L[35].



Por outro lado, existem algumas equagdes diferenciais que nao es-
tao relacionadas com operadores setoriais. Ainda assim, necessitam
de estudo; é por isso que introduzimos o conceito de operadores quase
setoriais.

Para exemplificar uma destas situagoes (este estudo foi feito por
Arrieta-Carvalho-Lozada-Cruz em [3H5]), considere

Q. := D1 UR.U Ds,
com D; e Dy dominios com fronteira suave, disjuntos e limitados em
RY (N > 2), unidos por um canal R,, com ¢ € (0, 1], que degenera para
um segmento de linha Ry, quando o parametro € tende a zero, como

nas Figuras[I]e[2] Tais dominios sdo chamados de tipo Dumbbell, ou
apenas Dumbbell para facilitar.

D

J\/

Figura 1: Dominio Dumbbell.

A
\ g\ \

A/

L
/,/
N

Figura 2: Limite do Dominio Dumbbell.



Considere entao a equagao diferencial parcial

{utAu+uf(u),:c€QE,t>O, n
4

gu =0, z €0,

com A simbolizando o operador Laplaciano com respeito a variavel
r € Q., 09, a fronteira de ., % denotando a derivada normal exterior
em 09 e f: R — R uma fungdo dissipativa ndo linear, isto é, que
satisfaz

lim sup @ < 1.

|s]—o0 S

Agora, ao considerarmos o limite formal ¢ — 0, temos que a equacao

diferencial também se deformara em outras equagoes; tais equagoes
limites estao definidas em g = D1 U Ry U D5 e sao dadas pelo sistema
de equacoes

wy — Aw +w = f(w), x € Dy UDy, t >0,
9w — 0, z € 9(Dy U Do),

vy — L(v) +v = f(v), s € Ry,

v(po) = w(po), v(p1) = w(p1),

com w uma fung¢do definida em Dy U Dy, v uma funcao definida no
segmento de linha Ry, L um operador diferencial que vai depender da
geometria do canal Ry e por fim, py e p; os pontos de intersecao entre
Ro e Dy UDs.

Para simplificar as ideias que discutiremos a frente, assumimos que
Ry := {(2,0,...,0) € RN : 0 < x < 1} e, portanto, que o problema
limite é dado por:

w(t) — Aw+w = f(w), v € D1 UDy, t >0,

9w — 0, x € 9(D1 U Do),

vy — é(gvz)m +v = f(z,v), z € (0,1),

v(0) = w(F), v(1) =w(Pr),
com Py = (0,0, ....,0), Py = (1,0, ....,0) sendo os pontos de juncdo entre
o segmento de linha Ry e o conjunto aberto D1 U Ds. A fungdo g esta
relacionada com a forma pela qual a geometria do canal R, colapsa no

segmento de linha Ry e, por estar fora do escopo desta dissertagao, nos
referimos a |3| para mais detalhes.



Para tratar o problema , assuma que g é uma funcdo positiva
suficientemente regular e que p € [1,00). Ent@o considere os espagos
de Banach VP := LP(Q.), com € € (0,1), munido da norma

1
||ue|\§’/€p=/£2|u|pdax—|—€N71/R |ue|Pdz,

€

e para € = 0, defina o espago de Banach

VY= {(w,v) € LP(Q) x LP(0,1) : /Olg|v|pdx < oo},

com norma dada por

1
(w0l = [ Julrds+ [ glold.
Q 0

Considerando entao o operador linear A, : D(A.) C V? — VP dado
por
Ac(u) = —Au+u, para0 <e <1,

com

D(A,) = {u e WP(Q.): Aue VP, o

@ =0em 896} ,
e o operador Ay : D(Ag) C V§ — V{§ dado por

1
Ap(w,v) = (—Aw + w, —g(gvi)z —H)) ,

D(Ap) = {(w,v) € Vi’ : w € D(AN), (9vz)= € L5(0,1),
v(0) = w(Fy), v(1) = w(P)},

podemos reinterpretar e como sendo o0s respectivos problemas
de Cauchy abstratos

{ up = —Au+ Fe(u), t>0,
(0



Um dos pontos dificeis para o tratamento do problema @ no espago
VY, é que Ay nao é um operador setorial, ja que seu espectro contém
um setor Sy, para algum 6 € (5, ), exatamente como no caso setorial,
porém o seu operador resolvente satisfaz uma estimativa distinta;

M

A4 Ag)~ !t oy < ——
|(A+ Ao) HL(VO,VO)f|)\|U+17

paracada A € Sy e <o <1— % < 1 (para uma prova detalhada
desta estimativa, busque pela Proposigao 3.1 em [4]).

Dizemos que esta estimativa é deficiente, ja que 0 < ¢ < 1. Caso
o = 1, poderiamos aplicar a teoria padrao de operadores setoriais. Essa
deficiéncia vem da condicao de continuidade que precisamos impor em
D(Ay), principalmente pela geometria da jungdo de Dy U D2 e Ry.

Exatamente como discutimos mais adiante nesta dissertagao, neste
caso particular Ay de fato continuara sendo gerador de uma familia de
operadores {Tp(t) : t > 0}, porém s6 consiguiremos garantir a continui-
dade da aplicagao

[0,00) 3t —= To(t)(w,v) € VT,

em t = 0 para dados (w,v) € D(Ap).
Uma justificativa mais direta para este comportamento é que con-
seguimos demonstrar apenas a estimativa

ITo(0)l ¢ vr vipy < CE1H7,

para algum 0 < ¢ < 1, dependendo de p e N, ou seja, que a existéncia
de uma singularidade em ¢t = 0, para algum = € V{, ¢ bastante razoavel.

Observe porém que um operador setorial ndo é necessariamente
quase setorial, ou mesmo o contrario (veja o Exemplo ou as li-
teraturas [59,/71] como fontes de outras situagoes).

Muito embora os dominios de tipo Dumbbell possam parecer artifi-
cias, servindo apenas de justificativa para o estudo de operadores quase
setoriais, vale a pena observar que S. Jimbo realizou diversos estudos
sobre estes dominios, os quais foram bastante anteriores as discussoes
que os relacionaram a este tipo de operador; veja alguns destes estudos
em [32H34].

CONSIDERAGOES FINAIS

Com o propésito de estudar a teoria dos operadores setoriais, quase
setoriais e o calculo fracionario, dividimos esta dissertacao em 4 capi-
tulos. No Capitulo 1 apresentamos a parte teédrica base para compre-
ender as diferentes caracteristicas dos operadores lineares, discutimos



um pouco a teoria dos semigrupos e por fim introduzimos os opera-
dores setoriais, os semigrupos analiticos e as poténcias fracionarias de
operadores setoriais. No Capitulo 2 apresentamos a transformada de
Laplace, as funcoes Gamma e Beta, a fungao de tipo Wright, ferramen-
tas para entender a derivada e integral de ordem fracionaria dada por
Caputo e os operadores de Mittag-Leffler. O Capitulo 8 é dedicado ao
estudo dos operadores quase setoriais, suas poténcias fracionarias e os
semigrupos gerados por estes operadores. Tomamos ainda um problema
abstrato de Cauchy, com derivada temporal fracionaria, e provamos a
existéncia e unicidade de solugao. Para encerrar temos o Capitulo 4
que faz um fechamento de todo o texto.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo estabelecemos as defini¢goes e ferramentas
béasicas mais importantes que sao utilizadas no decorrer deste traba-
lho. Abordamos alguns resultados da Analise Funcional em espagos
de Banach, algumas propriedades espectrais de operadores lineares
e a teoria dos semigrupos (veja mais detalhes nas literaturas cléssi-
cas [7}[25L/69L|78]).

A partir deste ponto, denotaremos por IN, R, C os numeros naturais,
reais e complexos, respectivamente, e por X e Y espacos de Banach
complexos.

1.1 Analise espectral de operadores lineares

Nesta segao introduzimos conceitos e resultados necessarios para
discutirmos as propriedades fundamentais de alguns operadores lineares
definidos em espagos de Banach.

Considere a funcao T : X — Y. Diremos que T é uma transforma-
¢ao linear, se para quaisquer z,y € X e A € C valem as igualdades

T(u+v)=T(u)+T(v) e T(Au) = AT (u).

Uma transformagao linear 7': X — Y é chamada de transformacao
linear limitada quando existe M > 0 tal que

[Tovlly < Mljvlx, vveX.

O espago de todas as transformacoes lineares limitadas de X em Y é o
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espago de Banach £(X,Y), com norma

IT|cx,yy= sup  ||Tz|y.
zeX,|lz||x=1

Observagao 1.1. Algumas considerac¢oes pertinentes sao:
i) Quando X =Y denotaremos o espago £(X,Y") apenas por £(X).

ii) Se X C Y e T for uma transformacao linear, trocamos a notagao
X por D(T) e passamos a escrever T : D(T) CY - Y e a
chamar T de operador linear (D(T') é a notagao para dominio do
operador T).

iii) Para qualquer transformacéo linear T tem-se:

T é continua < T é limitada.

Agora fazemos uma pequena apresentacao da teoria espectral, onde
discutimos algumas defini¢oes e resultados importantes.

Definigao 1.2. Seja A : D(A) € X — X um operador linear. O
conjunto resolvente de A, denotado por p(A), é composto por todos os
A € C que satisfazem as seguintes propriedades:

i) (A — A) é injetor.
i) Im(\ — A) = X.
i) (\— A)~1: Im(\— A) C X — X ¢ limitado.
Por fim, o espectro do operador A ¢é definido por o(A) = C \ p(A).

Observagao 1.3. i) Para cada A € p(A), chamamos o operador
linear (A — A)~! de operador resolvente.

ii) Na notacao (A — A), apresentada na defini¢do acima, omitimos o
operador identidade de X, mas na realizade estamos nos referindo
ao operador (AIx — A). Optamos por essa notacao para facilitar
a leitura do texto.

No que segue introduzimos um teorema e seu corolario, os quais
desempenham um papel importante nas demonstragoes dos teoremas
que desenvolvemos nesta sec¢ao.

Teorema 1.4. Se A € L(X) € tal que ||Al z(x) <1, entao (1 — A)~!
eziste e define um operador limitado em X.

12



Demonstragao. Considere o operador A, € £(X), dado por
n
Ay =Y A" (neN).
k=0

Como || Allz(x) < 1, a sequéncia {A,};2, é de Cauchy, e portanto
podemos definir o operador

A =) AF e L(X).
k=0

Agora observe que
Ay(Ix —A) =1- A" = (1 - A)A,,
e como [|A"||¢(x) — 0, quando n — oo, obtemos
A(l1—A)=TIx =(1—- A)Aw.

Os calculos desenvolvidos acima nos permitem concluir que

(1—-A)""t:= iA”.

Por fim, das propriedades das séries geométricas, obtemos a desi-
gualdade

> 1
1— A1t < Al oy = —————
¢ ) lex) < Z IA[IZ (x) T Al

< 00,

n=0
como queriamos. O

Corolario 1.5. Se A€ L(X) e |A| > ||A c(x), entdo A € p(A) e

A=At =) atan
n=0

Quando trabalhamos com equagoes diferenciais parciais, muitas ve-
zes somos forgados a considerar uma classe de operadores lineares que
sao ilimitados de X em X. Embora tais operadores nao sejam conti-
nuos, verifica-se que muitos deles, uma vez que o dominio seja adequa-
damente selecionado, pertencem a uma classe especial, a qual chama-
mos de operadores fechados.
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Definicao 1.6. Seja A: D(A) C X — X um operador linear. Dizemos
que A é um operador fechado, se para toda sequéncia {z, }°2,; C D(A4),
com x, - x € X e Az, — y € X, quando n — oo, tem-se
x€D(A) e Az =y.
Definimos o grafico de A em X x X por

G(A) :={(z,Az) : = € D(A)}.

Observagao 1.7. A Definicao é equivalente a seguinte sentenca:
A é fechado se, e somente se, seu grafico € um subconjunto fechado de
X x X. Podemos ainda enfatizar que:

i) O fato do operador linear A ser fechado ndo ¢é suficiente para
garantir que A seja também limitado. Considere, por exemplo, o
operador linear

A:c([0,1],€) c C(]o,1],C) — C(]0,1],C)

com

€ assuima que
lolleqoa,e) = sup [o(t)].
te[0,1]

Entao por teoremas classicos da anélise, concluimos que A é um
operador fechado. Para concluir que A nao é um operador limi-
tado, basta observar que

n = |lne”™|lco,c) = 1Ale™™)lcqoare) < Al o)
para todo n € IN.

ii) Se o operador linear A é limitado, ndo necessériamente A é fe-
chado. De fato, seja por exemplo

A:C*([0,1],€) c C([0,1],€) — C([0,1],C)
fixe p € C([0,1],C) e defina
A(¢) = po.

Como p € C([0,1],C), o operador A é claramente limitado. Po-
rém, como podemos aproximar func¢oes continuas e nao diferen-
ciaveis por polindmios, entao é facil de verificar que A nao pode
ser fechado pois seu dominio nos “atrapalha’.
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iii) No entanto, se D(A) = X, entdo A é limitado se, e somente se,

é fechado. Esse resultado segue do classico Teorema do Gréafico
Fechado.

Definicao 1.8. Dizemos que um operador linear Ag : D(4p) C X — X
¢ fechavel, se para toda sequéncia {z,}5>; C D(A), com z,, - 0€ X
e Ax, — y € X, quando n — oo, tem-se que y = 0.

Observagao 1.9. Uma interessante caracteriza¢ao dos operadores fe-
chéaveis é a seguinte: um operador linear Ay : D(4p) C X — X &
fechavel, se o fecho do grafico de Ap em X x X é o grafico de um ope-
rador fechado A : D(A) C X — X. O operador A é chamado de fecho
de Ag. Em geral denotamos o fecho de Ay por Ag.

Trés lemas importantes que vao nos ajudar a justificar o motivo de
nos restringimos apenas a operadores fechados, sao os seguintes.

Lema 1.10. Suponha que um operador linear Ag : D(4p) C X — X
tenha conjunto resolvente p(Ag) nao vazio. Se para algum X € p(Ap),
(A= Ag)~! for injetor, entao Ay € fechdvel.

Demonstragao. Se {x,}52; C D(Ayp) satisfaz
Tn —0 e Agxn, — vy,

quando n — oo, precisamos apenas garantir que y = 0 para concluir
que Ag é fechével.
Inicialmente observe que se A € p(Ap), entdo

A=A ' Im(A—Ay) Cc X = X

é um operador limitado (e portanto fechavel), e assim existe (A — Ag) 1.
Entao, assuma que Ao € p(A4p) € tal que (Ag — Ag)~! ¢ injetor e
defina a sequéncia {y,}>2, C Im(Ag — Ao), por

Yn = ()\O - Ao)iﬂn

Note que
Yo = —y € x, — 0,

tal que x, = (Ao — Ag) 'y, e como (A\g — Ag)~! & fechado, temos
()\0 — Ao)_ly =0.

E claro que da injetividade, suposta acima, concluimos por fim que
y = 0, como queriamos. L]
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Lema 1.11. Assuma que A : D(A) C X — X seja um operador
fechado e que X € p(A). Entio (A — A)~1 € L(X).

Demonstragao. Considere A € p(A). Se concluirmos que
Im(A—A) =X,

segue da definigdo de conjunto resolvente que (A — A)~! € L£(X).
Para isso tome x € X qualquer. Pela defini¢ao de conjunto resol-
vente, existe {x,,}22; C Im(A — A) tal que x,, = z, quando n — oc.
Seja {yn}or, C D(A) tal que (A — A)y,, = x,, para todo n € IN.
Observe que a sequéncia

{0 =)} 7

é de Cauchy e portanto, existe y € X tal que y, — y, quando n — oo.
Juntando o fato de que (A — A) é um operador fechado com

Un =y e (A= Ay, —

deduzimos que y € D(A) e que (A — A)y = x, isto &, x € Im(X — A).
O

Lema 1.12. Se Ay : D(Ap) C X — X ¢é um operador fechdvel, com
A:D(A) C X — X seu fecho, entio p(Ag) = p(A).

Demonstragdo. Seja A € p(A). Pelo Lemall.11{(A—A)~! ¢ um operador
limitado de X em X.

Como A é uma extensao do operador Ay, concluimos que existe
(A= Ag)~ L : Im(A— Ap) — X e que este operador é limitado. Falta
apenas concluirmos que

Im(/\ - Ao) = X,
para que A € p(Ap). Escolha entdo
y€X edefina x=(\—A)"y.

Da Observagao como (z,y) € G(A — A), existe uma sequéncia
{2a}22) € D(Ao), tal que

T, w2z e (A—Ay)z, =y,

quando n — oo. Logo y € Im(A — Ap), ou seja, X C Im(A — Ap).
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Como trivialmente temos
Im(\— Ap) C X,

vale a igualdade I'm(\ — Ag) = X, como queriamos.
Por outro lado, se A € p(Ap), entdo

(A—A0)71 : Im()\ —Ao) — X

¢ um operador limitado e Im(X — 4p) = X.

Mostremos que (A — A) é injetor. Seja x € D(A) satisfazendo a
igualdade (A — A)z = 0. Da Observagao existe uma sequéncia
{zn}22, C D(Ay), tal que

T =z e (A—Ag)r, =0,

quando n — co. Como (A — Ag)~! ¢ limitada segue que = = 0.
Com uma justificativa similar, mostramos ainda que

A=A ImA—A) = X

é um operador limitado. De fato, seja y € Im(A — A) e assuma que
x € D(A) seja tal que (A — A)x = y. Novamente a Observacgao
garante que existem sequéncias

{(xna yn)}noozl C G(A - AO);

tais que
Tp =T € Yp =Y,

quando n — oco. Porém a sentenga acima pode ser reinterpretada como
A=A0) 'y > A=Ay e yu—y,

quando n — co. Portanto, através da continuidade de (A — Ag)~! e de
um argumento de limite, deduzimos que

I = Ao) M ynllx < cllynllx = (X = A7 yllx < cllyllx.

Por fim, como Im(A—Ag) C Im(A—A), temos que Im(A — A) = X,
ou seja, A € p(A4). O

Basicamente o primeiro lema diz que um operador que tem conjunto
resolvente nao vazio e

(A—Ap)~! éinjetor para algum A € p(Ap)
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é fechavel, enquanto que o terceiro lema diz que, se um operador é
fechavel, entao o seu conjunto resolvente e de seu fecho, coincidem.
Como gostariamos de estudar operadores que nao tem resolvente vazio,
fica claro que o estudo dos operadores fechados é suficiente para uma
boa completude desta teoria.

Com isso conseguimos reformular o conjunto resolvente, para o caso
de operadores fechados, da seguinte maneira.

Proposicao 1.13. Seja A: D(A) C X — X um operador fechado. O
conjunto resolvente de A, denotado por p(A), é composto por todos os
A € C tais que (A — A) : X — X € bijetor e (\ — A)~1 € L(X) . Por
outro lado, o(A) € composto pelos A € C tais que (A—A) : X — X ndo
¢ bijetor ou (A — A)~t € L(X).

Vamos, por hora, retomar o estudo do conjunto resolvente no caso
dos operadores fechados. Nosso intuito é entender um pouco melhor
esta teoria.

Teorema 1.14. Seja A: D(A) C X — X um operador fechado. Entao
p(A) é um subconjunto aberto de C e, consequentemente, o(A) € um
subconjunto fechado. Se X € p(A) € tal que

A= pull(A=A) " ex) <1,

para algum p € C, entao p € p(A) e ainda

(=4 =3 (=)A= 4

n=0

Demonstrag¢ao. Como na hipotese do teorema, considere A € p(A) e
u € C, tais que
A= pll[A = A) " Hle o < 1.

Observe que a identidade
(h=A)=A=A)[Ix — (A=A —-A)"]
e o Teorema [1.4] garantem que (pu — A) é inversivel, e que
(n=A)7"=[Ix = A=A -] (A -4

=> (A=A -A) (A - A7
n=0
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=Y A= A—-4)
n=0
Por fim, para qualquer A € p(A), se escolhermos

1
ryx € |0, ) s
( A= A) o)

entao a construcao feita acima garante

B, ,(A):={z€C:|z— Al <rr} Cp(4),

ou seja, que p(A) é aberto.
O

O resultado abaixo é conhecido como igualdade do resolvente e é de
muita importancia para a teoria espectral de operadores lineares.

Teorema 1.15. Seja A : D(A) C X — X um operador linear. Se
A 1 € p(A), entao

A=A = (=A== M- AT - A7 (1.1)

A=A (= A = (= AT - AL (1.2)
Demonstragao. Veja que
(=) =p-AT A=A -4~
=(u=A)(u-A)+ A=A -4~
— A=A A= ) — AT A A)
Logo A= A)"t—(u—A)"t=(u—N)(u—A)" (A= A)~L, o que prova
. A prova de é anéaloga. O

Neste ponto apresentamos o tltimo resultado desta secao que ga-
rante a analiticidade do operador resolvente, um operador muito im-
portante em nossos estudos.

Corolario 1.16. Seja A : D(A) C X — X um operador fechado.
Entao a funcao

p(A) 3 A= (A=At e L(X)
€ analitica em p(A) e

ar -1 _ n —n—1
TR AT = () - )
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Demonstracao. Vamos verificar que o operador resolvente é continuo
em todo A € p(A). Para isso, escolha p pertencente a bola aberta
centrada em A e com raio

1
2[(A = A) ey

O Teorema garante que pu € p(A) e que

o0

(w=A)" = (A= A=)

n=0
Com isso, deduzimos a desigualdade

e =AM leeo < DI = u" I = A7 2 0 I = A leex)

n=0

00 1 ~
SZ27||(/\—A) 1||L(X)
n=0

=2[|(A = ) ex)-
Entao o Teorema [I.15| nos permite verificar a desigualdade
I =A)7" = (u = A lex) < 2l =M= A) 77 (x)s
e portanto que

lim [(A=A)"" = (p—A) " ¢x) =0,

n—A

provando assim que p(4) 3 A — (A — A)~! € £L(X) & continua. Por
fim, novamente pelo Teorema [I.15] concluimos que
(p—A) " -—(A-A)"
w—A

=-(A=A) " (p-A)7"

e pela continuidade de (A — A)~1,

d —1 . (m—A)"t—(A—-A)"! _2
O = i L ) =02

ou seja, (A — A)~1 ¢ analitica. Temos ainda que

A=) = (=A™ =[(A=A) 7 = (u—A) o [(A-A)TF
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A=A 2 (u— A+
A=A (= AT (u— AT,

e portanto

4N~ 4y = 1im (Q s i G A)n> = —n(A— )L

ax s N
Logo
d —1 -2
Ly = a
L = LAy =2 Ay
ax ~ i = :

e fazendo este processo n-vezes, por indugao, verificamos que

d" 1 d P
_ _ — (_ n '7 _ n
o A=A =(-1) n.dA()\ A) .

1.2 Semigrupos

Nesta secao apresentamos o béasico da teoria de semigrupos de ope-
radores lineares, assunto fundamental para o estudo da existéncia e
unicidade de solugoes para uma equagao diferencial. Para uma abor-
dagem mais detalhada, veja |2,/17]18L|20}25,43.[57].

Definigao 1.17. Um semigrupo de operadores lineares em X, é uma
familia {T'(t) : ¢ > 0} C L(X) que satisfaz:

i) T(0) = Iy.
i) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t, s > 0.

Definicao 1.18. Se a familia {T'(t) : t > 0} C £L(X) define um semi-
grupo de operadores lineares em X, temos as seguintes possibilidades:

i) |T(t) = Ix|lc(x) = 0, quando ¢t — 0T, e nesse caso chamamos
este semigrupo de uniformemente continuo.

ii) |T(t)x — z|lgx) — 0, quando t — 0%, para cada z € X, e
nesse caso chamamos este semigrupo de fortemente continuo ou
de Cp-semigrupo.
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Observacao 1.19. E interessante enfatizar que todo semigrupo uni-
formemente continuo é fortemente continuo, porém a reciproca nao é
verdadeira. Um exemplo desse fato pode ser ilustrado pelo semigrupo
de translagoes; considere a familia de operadores lineares

{T'(t) : t >0} C L(BC([0,0),0)),

com BC([0, 00), C) denotando o espaco de Banach das fungoes de [0, o)
em C que sao continuas e limitadas, de modo que

(T f)(r) = f(t+7),  Vt=0.

i) Para verificar que {T'(t) : ¢ > 0} é um semigrupo fortemente
continuo, veja que:

a) (T(0)f)(r) = f(7).

b) (T(t+9)))(7) = f(t+5+7) = (TO(T(5)]) ) (7).

c¢) Finalmente, observe que pela continuidade da norma
i (I 7@) f = fll oo,

—0t
- L s -1

t—>0+
e portanto da continuidade e limitagao da funcao f,

BC([0,00),C)

lim |T(t)f —
Jm T @ f = flleo.co.o

= sup |lim [f(t—i—s)—f(s)}‘zo.
s€[0,00) 1t—=07F

ii) Por outro lado, podemos concluir que {T'(¢) : ¢ > 0} nao é uni-
formemente continuo. De fato, fixado t > 0, escolha n € IN

satisfazendo
Inm/t

In2

Com isso, se definirmos f,, : [0,00) — C por

fn(T) = sen(2"7),

entao

1T(t) = Ille(Bo(0.00),€)) = IT(#) fro = full Bo((0,00),€)
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= sup |sen(2"(t+ s)) — sen(2"s)|
s€[0,00)

:2,

jad que 2™(t + s) — 2"s = 2"t > .

O estudo dos semigrupos de operadores lineares esta associado ao
estudo de problemas de Cauchy da forma

4o(t) = Au(t),
{ Z(O) =z €eX, (1:3)

com A: D(A) C X — X um operador linear limitado (ou ilimitado).

Para uma explicacdo mais clara da afirmagao feita acima, em pri-
meiro lugar introduzimos o principio de contracao de Banach, que esta
enunciado a seguir.

Lema 1.20. Seja X um espac¢o métrico completo, com a métrica
dx : X x X = RT,
e uma funcao F : X — X tal que
dx (F"(z), F"(y)) < kdx (z,vy), Vz,y € X,
para algum inteiro positivon ek € (0,1) (nesta situagao, F™ é chamada

de contragdo). Entao, existe um unico T € X, tal que F(T) =Z. O
ponto T € chamado ponto fizo de F (Veja [38] para maiores detalhes).

Agora vamos mostrar que, no caso de A ser um operador limitado,
existe uma unica solucao de e que podemos definir um semigrupo
a partir desta solugao.

Para cada x € X e 7 > 0, considere o espago métrico completo

K= {u € C([0,7], X) : u(0) = g;}

e defina a aplicacao F': K — K por

Fu)(t) === —|—/0 Au(s)ds.

Note que, dados u,v € K, vale
t
I17)(0) = P < [ 4u(s) = Au(s)] s
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<t Alleex) sup [Ju(s) —v(s)llx.

s€l0,T
Baseados na desigualdade acima, deduzimos indutivamente que

" 14N x)

1F™ () (t) = F"(0)(O)llx < ——

sup [lu(s) —v(s)|x
s€[0,7]

Tn An
A

sup ||u(s) —v(s)|x,
o s fluls) = v(s)]

para todo ¢ € [0, 7].
S ey
T ~
7'“)() — 0, quando n — oo,
n!

pois sabemos que

o0 n n

|T‘ ||A||L(X) _e|7'H|AHL(X)
Z n! o ’
n=0

existe ng € IN, tal que F™° é contracao. Sendo assim, pelo Lema|l.20} a
aplicacao F' tem um tnico ponto fixo. Em outras palavras, existe uma
tinica fun¢ao continua u : [0,7] — X que satisfaz

u(®) =x+/0tAu(s)ds, vt € [0, 7).

Como 7 > 0 foi escolhido arbitrariamente, da unicidade do ponto
fixo de F, temos que existe uma tnica funcdo continua u : [0,00) — X,
que satisfaz

u(t) =z + /Ot Au(s)ds, VYt e [0,00).

Observando que se u(t) é suficientemente regular, néo é dificil veri-
ficar que esta fungao satisfaz as equagoes do problema .
Defina agora a familia de operadores lineares {T'(t) : t > 0}, de X
em X, por
T(t)x = uy,(t), Vt>0, (1.4)

com uy : [0,00) = X sendo a tnica solugdo do problema (1.3), com
dado inicial z € X.
Mostremos que {7T'(t) : ¢ > 0} é um semigrupo.

i) E bastante claro que T(0)z = u,(0) = .
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ii) Para cada s > 0 fixado, as fungdes
vt)=Tt+s)x e wkt)=THT(s)z
sao solugoes de
dru(t) = Au(t), £ >0,
u(0) =T(s)r € X,

e portanto, da unicidade de solugao, T'(t+s) = T'(t)T'(s) para todo
t > 0. Como s > 0 foi escolhido arbitrariamente, concluimos o
desejado.

Observagao 1.21. Para A € L£(X) considere a familia de operadores
lineares

oo
Antn
et = Z , Yt>0.

— n!
Como [|A]|z(x) < oo e
H AtHL(X) i < Z ||A”L(X)t 6HA||L(X)t7
= £(X)

concluimos que a série converge absolutamente e uniformemente em
subconjuntos compactos de [0, 00).

Desta convergéncia uniforme e das propriedades da série, nao é di-
ficil verificar que a familia {eAt > 0} define um semigrupo; mais
ainda, define um semigrupo uniformemente continuo, pois

A"t"
et — Ix|lex) =
n=1 £(X)
= 1401 ()"
=t|A —=)
| Allex) [2_3 CESY

<t {HA||L(X)€HAH,@<X>’¢} -0,

quando t — 0.
Por fim, podemos deduzir que a fungao u(t) := e*x também ¢ uma
solucdo de (1.3), e portanto, identificamos e* = T'(t), para todo ¢t > 0
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(o semigrupo T'(t) mencionado aqui é aquele construido em (|1.4))). Isto
nos leva a concluir que, quando A € £(X), o problema (|1.3) da origem
a um semigrupo uniformemente continuo.

Para ampliar um pouco mais nossas discussoes, introduzimos o se-
guinte conceito.

Definig¢ao 1.22. Se {T'(t),t > 0} é um semigrupo fortemente continuo,
seu gerador infinitesimal é o operador definido por A : D(A) C X — X,
com

D(A) = {x € X : lim w existe},

t—0t

%, YV € D(A).

Ax = lim
t—0+

Um teorema que é utilizado nesta se¢do é o famoso Teorema da
Limitacao Uniforme, o qual enunciamos a seguir.

Teorema 1.23. Seja {T,}52, uma sequéncia de operadores lineares
limitados, Ty, : X — Y. Se para cada x € X existe K(x) > 0, tal que

ITnx|ly < K(x), Vn € IN,

entio a sequéncia das normas {||T,|/}22, também € limitada, isto ¢,
existe K > 0 tal que

1Tl cx,v) < K, Vn € IN.

O teorema a seguir é bastante interessante pois relaciona os semigru-
pos uniformemente continuos de maneira biunivoca com os operadores
limitados.

Teorema 1.24. Se {T'(t) : t > 0} é um semigrupo fortemente continuo,
sao equivalentes:

i) {T'(t) : t > 0} € uniformemente continuo.

ii) O gerador infinitesimal de {T(t) : t > 0} estd definido em todo
X.

i) Para algum A € L(X), temos que T(t) = et

Demonstragao. (i — #ii) Como o semigrupo ¢ uniformemente continuo,
existe § > 0 tal que

1T(s) — Ix|lcx) < 5, Vs €[0,0].

N[ =
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Mostraremos agora que a aplicacdo [0,00) 3 ¢t — T(t) € L(X) ¢é
continua. De fato, fixadoum ¢ > 0 e dado h € [0,00), com 0 < t—h < §,
temos

IT(t+h) = T(t)|cx) = I(T(h) = Ix)T(t)||c(x)
<NTONex)IT(h) = Ix]lex) — 0

quando h — 0T, e

IT(t) = T(t = h)llcx) = (T(h) — Ix)T(t — h)|l e x)
= [[(T(h) — Ix)(T(t —h) — Ix + Ix) |l c(x)

3
< SIT(h) = Ixllecx) = O,

quando h — 0%. Em outras palavras, se t > 0,
lim ||T(t+h) —T(t =0.
hlg%H (t+h)=T(t)lex) =0

Com isto temos que T'(s) é integravel e que

1

b 1
7/ T(s)ds — Ix
0 Jo

s
5/0 (T(s) — Ix)ds

£(X) £(X)

1 1
< 3 1T (s) — Ix|lcix)yds < ok
0

Assim, pelo Teorema f(;s T(s)ds tem inversa limitada. Agora defi-
nindo o operador linear

5 -1
A= (T(6) - Ix) </0 T(s)ds) € L(X),

provemos que A é gerador infinitesimal de {T'(¢) : t > 0}. De fato, se
escolhermos um h > 0 suficientemente pequeno, temos

)

)
(T(h) - Ix) /O T(s)ds = /O (T(h+ s) — T(s))ds

- /h " s)ds /O " I(e)ds
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= /:H T(s)ds — /Oh T(s)ds
:TQXAhT@Ms—KfT@M&

Com isso, deduzimos que

(T2 [ (252 [

e portanto, quando h — 0T, obtemos

im L) = 1x) / 6T(s)ds: lim (T(5) — Ix) / ' T](j)ds

h—0t h h—0+t
_ fh T(s)ds
=(T) -1 1 0
(T0) = Ix) hot h
. T(h)
=(T() -1 | —
( (6) X) hig)l‘*' 1

=T(6) — Ix.

Das verificagoes acima, concluimos que

T(h)TIX —(T(6) — Ix) (/0 T(s)ds) — 0,

£(X)

quando h — 0T, e portanto A é o gerador infinitesimal de {T'(¢) : ¢ > 0}.
Isto nos permite concluir que

d L Tt+h) -T@1) . T(h)—Ix _
G0 = fim =S = T i = = T()4

e analogamente, que +7T'(t) = AT(t). Portanto,

d

%T(t) = AT(t) =T(t)A,

ou seja, T(t) = e/l

(it — 1) Pela hipotese temos que

T _
{<t>} ¢ limitado Va € X.
t t€(0,1]
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Portanto, pelo Teorema [I.23] obtemos

{ 1T(t) — Ixllex)
. :

t €0, 1]} é limitado.
Assim concluimos
|T(t) = Il|gx)y <ct, Vtel0,1],

0 que garante
li T(t) -1 x) =0,
L 1T(t) = Ixle(x)

ou seja, {T'(t) : t > 0} & uniformemente continuo.

(740 — ii) Como demonstramos anteriormente que

-1
s
A= (T(6) - Ix) </ T(s)ds) € L(X),
0
entdo o gerador infinitesimal de {T'(¢) : ¢ > 0} est4 definido em todo
X. O

Muito embora as discussdes anteriores sobre semigrupos uniforme-
mente continuos sejam importantes, estamos interessados em situagoes
mais gerais, pois na maioria das aplicagdes o operador A nao é limitado.

Nosso intuito portanto, é que a partir deste ponto, passemos a discu-
tir apenas os semigrupos fortemente continuos. Para esse fim, comeca-
mos caracterizando os seus geradores infinitesimais e provando algumas
propriedades intrinsecas desses semigrupos.

Proposicao 1.25. Suponha que {T(t) : t > 0} é um semigrupo forte-
mente continuo. Entao existem constantes M > 0 e § € R tais que

IT(t))ex) < M, vt >0,
com B> 5 |[T(6)|c(x) ed > 0.
Demonstragdo. Assuma que existe & > 0 tal que

Mo = sup [|T(t)]l¢c(x) < oo
t€[0,6]

Se t € [0,00), existe n € IN tal que t = nd + o com o € [0,0). Logo

ITO)lcx) = IT(n6 + o)l cxy < TG ) IT(0)ex)
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nn[||T(5)[15

< Mye o = ]\40(:’”6(S = Moe(n6+a)’66_aﬁ
= Moe_”ﬂetﬂ, vt > 0.

Agora demonstremos que o tal § > 0 de fato existe. Se assumirmos
por um instante que esse valor nao existe, entao existiria uma sequéncia
{tn}22; com lim, ;o t, = 0 e ainda

Jim |[T()[| ¢ x) = oo (1.5)

Mas {T'(t,)x}52, € limitado para cadax € X, pois T'(t,)x — x, quando
n — oo. Assim, pelo Teorema segue que {[|T(tn)|lc(x)tner €
limitado, o que contradiz (1.5]). O

Teorema 1.26. Se {T'(t) : t > 0} é um semigrupo fortemente continuo,
entao:

i) Para qualquer x € X, a aplicagio [0,00) 3t = T(t)x € X é
continua.

ii) Se A é gerador infinitesimal de {T'(t)

:t > 0}, A € fechado,
densamente definido e para cada x € D(A), a

aplicagdo
0,00)3t =Ttz e X

€ diferencidvel, e vale

%T(t)w =AT(t)x =T(t)Az, ¢>0.

iii) N°_ D(A™) = X

iv) Seja B dado como no Proposi¢do . Para cada A € C, com
Re) > 3, temos que X € p(A) e ainda

A=At = /00o e MT(t)dt.

Demonstragao. i) Sejam x € X e t > h > 0. Observe que
T(t+h)x—Tt)z =T{)(T(h)x —z) = 0,
quando h — 0F. Por outro lado, pela Proposi¢ao temos

1Ttz =Tt = h)z|x <TE =)o) IT(R)z —2]x
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< MM T(h)x — x| x,
e portanto

lim |T(t)z — T(t — h)z|x < Me® lim |T(h)z — z||x = 0.
h—0t h—0t

As sentengas acima significam que

lim ||T(t + h)x — T(¢t)x
h—0

‘X:Oa

ou seja, que T' é continuo para todo t > 0.
A continuidade em ¢ = 0 segue da definicao de semigrupo forte-
mente continuo.

1) Mostremos inicialmente que D(A) = X. Como D(A) C X
trivialmente, precisamos apenas verificar que X C D(A). Considere
entdao x € X e defina, para € > 0,

1 €
Te = f/ T(t)zdt € X.
0

€

Afirmamos que z. € D(A). De fato, fixe e > 0 e tome 0 < h < e¢. Entao

W - % (1 /OET(h)T(t)xdt - 1/6T(t)xdt>

€

€ Jo
1 /6 T(h+t)zdt — 1 /6 T(t)xdt
a h€ 0 h€ 0

1 €+h 1 €
1 e+h 1 h
= — T - — T
ne /. (t)xdt he /. (t)xdt
I 1"
=— [ T@HT - — T .
we | T - 5 /0 (t)zdt
Logo,
_ h
lim T(hze = = lim T(e) = Ix l/ T(t)zdt
h—0+ h h—0+ € h Jo
— lim (T(e) ‘IX> T(h)e
h—0+ €
T(e)x —x



assim z. € D(A) e ainda

T(e)x — z

Ax, =

Agora note que z. — z, quando € — 0T, pois

1A}m—ilwwmﬂL
waszﬁH,

X

[l — el x

1

€

0 que garante que

1 €
IMWM—xJX§1m17/|M—T@MHﬁ
e—0+ e—=0t € Jo
— fim o—T -0,
Jim |z — T(e)x]lx

ou seja, © € D(A) como querfamos.

Para verificarmos que A : D(A) C X — X é um operador fechado,
assuma que p(A) # 0 e que existe X € p(A) tal que (A — A)™! € L(X)
(tal fato é garantido pelo item iv) deste teorema).

Escolha uma sequéncia {z,,}5°; C D(A) satisfazendo

Ty — T e Ax, =y,

quando n — oo. Queremos verificar que x € D(A) e que Ax = y. Para
isso, considere a sequéncia {y,}52; dada por

Yn = ()\ - A)xvu

e observe que ¥, — Ar —y, quando n — oo, e portanto da continuidade
do operador resolvente (A — A)~!, sabemos que

A=Ay, = (A= A)_l(/\x — y).

quando n — oo.
Por outro lado, (A — A) "'y, = z,, — z, quando n — co. Logo, da
unicidade do limite, deduzimos a igualdade

A=A Az —y) ==z,

ou seja, que x € D(A) e que Az = y, como queriamos.
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Por fim, mostremos que se z € D(A) entéo
(0,00)3t—T(t)xr e X

é diferenciavel. De fato, para x € D(A), note que

lim [T(t”)‘m}x: lim {T(t) (T(h)_lx) x}

h—0t h h—0t h
. T(h) - Ix
=T(t)| 1 —_—
o i, (F)
=T(t)Axz,
isto &,
d+
ET(t)x =T(t)Az, vt > 0.

Porém, de um resultado classico da analise, como a derivada a di-
reita de T'(t)x é continua entdo T'(t)z é continuamente diferenciavel, o
que nos permite concluir que

d
£T(t)m = T(t)Axz, vt > 0.

Para encerrar a demonstragao deste item, basta observar que para
x € D(A) temos a igualdade

T(t) (T(h)h_ IX) x= (T(h)h_ IX) T(t)a

o que garante que T'(t)z € D(A) e que

d
%T(t)x =T(t)Ax = AT (t)x, vt > 0.

i41) De modo a completar de forma precisa esta etapa da demons-
tragao, introduzimos brevemente dois conceitos:

v' Seja I C R. Denotamos por C*(I,R) o conjunto de todas as
funcoes de I em R que sejam infinitamente diferenciaveis em 1.

v Para uma fungdo ¢ € C*°(I,R), definimos o seu suporte como
sendo o conjunto

supp = {z € I : p(z) # 0}.
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Sejam z € X e ¢ € C*(R,R), com o suppp um subconjunto
compacto de R e contido em (0, 00). Considere a notagao

oo
TP = / e(t)T(t)xdt,
0
para a integral acima.

Primeiro provaremos que zp € D(A™), para todo m € IN. Para
isso, tome h satisfazendo

0 < h < inf{s: s € supp p},

e observe que
Nmmwwwzéwwwaﬁ+hM—T@@ﬁ
:AM@Q—MT@mh—Am@@T@mﬁ
Mas entao, como ¢(t) = 0, para todo ¢t < 0, temos a igualdade

T(h)ap — ¢ = /OOO (0t = h) — o(t))T(t)xdt.

Logo
T(h)xp —xp 1 [
JJ———f:f/ (olt — h) — o(t)) T (t)dt
h h Jo
o t—h)— ot
:/ <<p( ) = ell) + <p’(t)> T(t)xdt
0 h
- / o' ()T (t)zdt.
0
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada conclui-se
. T(h)zyp —xp =
lim ——— = — T .
i T | oo
Portanto, zy € D(A) e
Azp = —x¢/.
Analogamente,
Az = —zp”.
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Como z¢’ tem as mesmas propriedades de xy, entdo Axp € D(A).
Logo
xp € D(A™), Vm € IN.

Para concluirmos esta demonstragao, tomemos uma fungdo ¢ como
acima, porém satisfazendo ¢(t) > 0, para todo ¢t € R, e ainda

/OOO o(t)dt = 1.

Agora defina para cada € X o elemento

Xy = /OO np(nt)T(t)zdt € ﬂ D(A™).
0 melN

Mostremos que z,, — z, quando n — co. De fato, observe que

lzn — 2]lx = ”/OOO np(nt)T(8)adt — /ODO ngo(nt)xdtH

< /Ooo [np(nt) (T(t)z — )| dt
- /ooo le()(T(r/n)z = )| ydr.

Assim, o Teorema da Convergéncia Dominada nos assegura que

i [0, ~ ol <t | [ () (T /n)e )| ar| =0

n—oo
As justificativas acima provam que X = (1, o D(A™).
iv) Pela Proposicao existem constantes M > 0 e S € R tais

que
IT(t)]| e (x) < MeP".

Logo deduzimos que o operador

R(\) = /OOO e~ MT(t)dt € L(X),

para ReX > (3, ja que

IRz x < / e~ M| T (t)]| et
0
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o0
<M / e 162 ]| e,
0

¢ portanto

M

R(A cnr [ erenng = M
IR e <01 [ e Fox

Mostremos agora que R()) é o operador inverso de (A — A). Note
que se x € X, entao

_o T(h) = Ix [Ty

ARz = lim —— /O e MT(t)adt (1.6)
Codim L[ e _
= lim /O e M(T(h + t)x — T(t)z)dt.

Fazendo a mudanca de varidvel h 4+t = s, obtemos

1 o 1 o9}
- / e MT(h +t)zdt = - / e MNP (s)ads,
h 0 h h

e portanto de ([1.6) deduzimos

1 oo 1 o0
A = lim |- —At=h _7/ M :
R(N\)x Jim, [h/h e (t)zdt A e (t)zdt
(1.7)

Por fim, realizando algumas manipulagoes algébricas

[1/ e*/\(t*h)T(t)xdt—l/ e’\tT(t)xdt]
h Jh h Jo

_ (L / i [e‘*“—h) _e_)\t} T(t)adt — / h e NI (t)adt
h /g h'Jo
0 [ A h
_ ( / [‘f 1} e NT(t)adt - - / e—W—h)T(t)wdt)
0 h h 0
11 [~ _,, Moty
— ()\|: )\h :|/0 e T(t)xdt— |:h:|_/0 & T(t)‘rdt ?

e de (1.7, encontramos a igualdade

AR(N)x = )\/ e MT(t)xdt — x
0
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=AR(\)x — x.

Com isso (A — A)R(A)x = x, provando dessa forma que (A — A) é a

inversa a esquerda de R(\).
Agora escolha x € D(A) e note que

: T(h)—Ix [ _x
A =1 —_— T(t)xdt
R(N)x Jim, - /0 e (t)x
= lim - e M —T(t +h) - T() xdt
h—0t 0 h '

Como {T'(t) :t > 0} C £L(X) é um semigrupo,

T(h) — Ix

AR(N)z = lim ooe—“T(t)[ -

} xdt,
h—0t 0

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

ARz = /0 h e MT(t)Axdt = R(\) Az,

Como ja sabiamos que x = AR(A)x — AR(X)z, deduzimos que

x=RAN\)(A— A)x,

ou seja, que (A — A) é a inversa a direita de R(A).

Portanto A € p(A), RA) = (A —A)"Le

M

_A -1 < > —Re)\tM Bt — .
0= 4) ey < [ e M aretar = o

O

Agora estudamos alguns teoremas importantes como o Teorema de
Hille-Yosida e Lumer Phillips que descrevem certas condigoes para que
um operador linear seja gerador infinitesimal de um semigrupo. Para
demonstrar o Teorema de Hille-Yosida, discutiremos previamente al-

guns lemas importantes.

Lema 1.27. Suponha que A : D(A) C X — X seja um operador linear
fechado e densamente definido, cujo conjunto resolvente contém (0, 00)

e

_ 1
A= A) e < VYA > 0.

X7
Entao
lim \A—A) 'z =2, VreX.

A—00
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Demonstragao. Seja x € D(A) e A > 0. Como vale a igualdade
A=A)TN= Az =z,
deduzimos que
MA=A) e —r=(0\—-A) Az

Entao pela hipotese temos
1 1
A = A) "z —zfx < Sl Az]x =0,

quando A\ — oo, para qualquer x € D(A).

Agora estenderemos este resultado para todo o espago X. Para
qualquer € X, por hipdtese, existe {x,}°2, C D(A) satisfazendo
T, — x, quando n — oo.

Com isso, para A > 0 suficientemente grande,

A = A) "z —zllx <A = A) 7z - 2)llx
F AN = A) " =z x + [lzn — 2llx
<z — znllx (IAA = A) e + 1xllex))
AN = A) e, — 2 x
<2l|z — 2nllx + A = A) Tz, — 2 x.

Logo,

limsup [AX — A) 7z — z||x < 2|z — x| x,
A—00

e aplicando limite quando n — oo em ambos os lados, obtemos

limsup [[A(A — A) "'z — 2|/ x = 0.

A—00
Portanto
lim A\ —A) 'z =2, VrelX,
A—00
como queriamos. O

Lema 1.28. Assuma que A : D(A) C X — X seja um operador linear
como no Lema . Entio Ay = MA(A— A)~! € L(X) e ainda

lim Ayz = Az, Vax € D(A). (1.8)

A—00
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Demonstragiao. Que Ay € L(X) segue do fato que A é fechado e que
X € p(A). Agora provemos (|1.8). Para isso, considere x € D(A) e note

que pelo Lema temos
AN — A Ax — Az,
quando A — oo. Logo deduzimos
Alirr;o Az = )\ILII’OIO M —A) e = )\ILH;O A= A) Az = Az
O

Lema 1.29. Seja A : D(A) C X — X um operador linear como no
Lema . Entio Ay = MA(A—A)~ € L(X) € o gerador infinitesimal
de um semigrupo uniformemente continuo {etA* 2t >0} tal que

e | gx) <1, VE>0,
e ainda para todo x € X, A\, >0 et > 0, temos que
e e — etz x < t|Ayz — A,z x. (1.9)
Demonstra¢ao. Para cada A > 0, note que
Ay =M -A)T =22\ -4)"1 -\

Como Ay = A2(A — A)~! — X & um operador linear limitado, entdo
pelo Teorema Ay gera um semigrupo uniformemente continuo

Th(t) = e, VWt >0,
e podemos estimar sua norma por
t(A2(A—A)

—1_
[ | o x) = Jle A)HL(X)

_ 20y Ay—1
—e )\tHet)\ (A=A) HL(X)

2 -1
< oM NIO=A) " e ex)

S e*)\tekt =1.

Por outro lado, & facil ver que Ay, A, e, et para A\, u > 0 e
t > 0, comutam entre si. Logo

Lda
/ a {etsAket(l—s)Au} rds
0

AN _
ds

etz — ety = \

X
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1
= ‘ / tetsAret(l=s)A, [Ayz — A, z]ds
0

S tHA)\JI — AH$”X'

X

Assim a desigualdade (1.9) fica verificada e conclui-se a demonstra-
cao deste lema.
O

Lema 1.30. Suponha que A : D(A) C X — X seja um operador
linear. Entao os sequintes fatos sao equivalentes:

i) A € gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo
{T(t) :t > 0} tal que

1T ||lcxy)y <1, Vt>0.

ii) A é um operador linear fechado, densamente definido, cujo con-
junto resolvente contém (0,00) e

_ 1
(A= A) e < v VA > 0.

Demonstragao. (i — ii) Se A é o gerador infinitesimal de um semi-
grupo fortemente continuo, entao pelo Teorema [I.26] A é fechado, den-
samente definido e se A € (0, 00), temos que

o0
A—A) = / e MT(t)adt,
0
para todo x € X, com a estimativa

_ 1
A= A) e < v

como queriamos.

(#4 — i) Pelo Lema para cada x € D(A) e t > 0, temos que

ez — e x <t Ave — Ayalix

<t|Axz — Az||x +t]|Az — A x| x.

Entao do lemma podemos concluir que {e/*z}, _ ¢ de Cau-
chy, quando A — oo, e portanto converge. Mais ainda, converge uni-
formemente em subconjuntos compactos de [0, 00).

Como D(A) é denso em X e [[e"4*z| s (x) < 1, usando um raciocinio
analogo a outros ja utilizados nos lemas acima, temos que {etA*z} 150
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é convergente para todo x € X, uniformemente em subconjuntos com-
pactos de [0, 00).
Agora definamos para cada x € X
T(t)z := lim ez,
A—00
Da defini¢ao concluimos que {T'(t) : ¢ > 0} é um semigrupo que
satisfaz ||T(t)||c(x) < 1. Além disso, a fungao

[0,00) 5t =T (t)x e X

é continua pois estamos tratando com limite uniforme de fungoes con-
tinuas, ou seja, {T'(t) : ¢ > 0} é um semigrupo fortemente continuo.

Resta demonstrar que A é seu gerador infinitesimal. Inicialmente
assuma que B seja o gerador infinitesimal de {T'(¢) : ¢ > 0}. Queremos
concluir que D(A) = D(B) e que Az = Bz para todo x € D(A).

Para isso, note que se x € D(A), entao

T(t)z —z = lim (e — z)
A—00
t

= lim [eSA*x] ds

A—o0 Jo ds
t

= lim e Ay zds
A—00 0

= /075 T(s)Axds.

A ultima igualdade é consequéncia da convergéncia uniforme de e54* Ayx
para T'(s)Ax em subconjuntos compactos de [0, 00).
Portanto

T(t)z — I
Bz = lim Itz -z = lim f/ T(s)Axzds = Az,
0

t—0+ t t—0+

ou seja, D(A) C D(B) e Ax = Bz para todo x € D(A). Em outras
palavras, B : D(B) C X — X deve ser uma extensao do operador A.
Agora observe que do fato de 1 € p(A), podemos deduzir

(Ix — B)D(A) = (Ix — A)D(A) = X. (1.10)

Por outro lado, como ||T'(t)||¢(x) < 1, a primeira parte da prova
deste lema garante que 1 € p(B). Entéo,

(Ix — B)D(B) = X. (1.11)
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Por fim, usando (1.10) e (1.11), concluimos que
X = (Ix — BYD(B) > (Ix — B)D(A) = (Ix — A)D(A) = X,

isto é, D(A) = D(B)e A= B em D(A). Com isto conclui-se o teorema.
O

Teorema 1.31 (Hille-Yosida). Suponha que A: D(A) C X — X seja
um operador linear. Entao os seguintes fatos sao equivalentes:

i) A é gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo
{T'(t) : t > 0} e existe w € R tal que

IT(t) ) ex) < e, VE=>0.

i1) A € um operador linear fechado, densamente definido, cujo con-
Junto resolvente contém (w,o0), para algum w € R, e

_ 1
[(A—A4) 1Ha(x)§)\_w, YA > w.

Demonstragao. (i — i) Se A é o gerador infinitesimal de um semi-
grupo fortemente continuo {T'(t) : ¢ > 0} que satisfaz

IT) ||l ex) < e, VE=0,

entdo A—w é o gerador infinitesimal do semigrupo fortemente continuo
{e7“'T(t) : t > 0} C L(X) que satisfaz

||€_WtT(t)HL(X) S 1, Vt 2 0

Entéao pelo Lema[1.30] o operador linear A—w é fechado, densamente
definido, seu conjunto resolvente contém (0, 00) e

H(o—(A—w))_lu S%, Vo > 0.

Fazendo a mudanca de variavel A = ¢ + w, concluimos que A é um
operador linear fechado, densamente definido, com conjunto resolvente
contendo (w,o0) e

_ 1
IO =) < o e

como queriamos.
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(#i — i) Assuma agora que A é um operador linear fechado, densa-
mente definido, cujo conjunto resolvente contém (w, 00) e

, VA>w.
A—w w

A= A) e <

Entdo A — w é um operador linear fechado, densamente definido,
cujo conjunto resolvente contém (0, 00) e

A= (A—w) Mex) <50 VA>O0.

> =

Aplicando o Lema[I.30} concluimos que A —w é o gerador infinitesi-
mal de um semigrupo fortemente continuo {7,,(t) : t > 0} que satisfaz

|To(t)lex) <1, VE>0.
Defina {T(t) : t > 0} por T(t) := e“*T,,(t), para todo t > 0. E facil

ver que {T'(t) : t > 0} é um semigrupo fortemente continuo, que A é
seu gerador e que

(Tl ex) < e, VE=0,
como queriamos. -

Um corolario que se apoia nos resultados do teorema de Hille-Yosida
e que descreve uma forma mais geral das conclusoes obtidas até aqui,
é o seguinte.

Corolario 1.32 (Forma geral do Teorema de Hille-Yosida). Considere
o operador linear A : D(A) C X — X. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

i) A € gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo
{T(t),t >0}, e existem M >0 ew € R, tal que

IT()||lcx) < Me®t, vt >0.

ii) A é operador linear fechado, densamente definido cujo conjunto
resolvente contém (w,00), para algum w € R, e

H(A - A)in”L(X) < M()\ - w)inv VA > w, n= 1,2,..,

para algum M > 0.
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Para o proximo teorema precisamos da definicdo de operador dis-
sipativo, e por isso fazemos algumas construgoes necessarias. Assuma
entao que para o espaco de Banach complexo X, o simbolo X* signifi-
que seu espaco dual, isto é,

X* = {z* : X = C:z* é um funcional linear continuo}.

Para cada 2* € X*, usaremos o simbolo {x,z*) para identificar a ava-
liacao do operador linear limitado z* no elemento .

Entao considere o conjunto (também conhecido como aplica¢ao du-
alidade) F(z), o qual é dado por

F(z) = {a* € X" : Re(2,2") = alk, 2" e cxe) = allx }-

Lema 1.33. F(x) # () para todo = € X.

Demonstragao. Se x = 0 é trivial verificar que F'(z) # 0. Assuma entdo
que z € X \ {0}. Pelo Teorema de Hahn-Banach (veja [7][38]), existe

f € X* tal que Re(z, f) = |lz|x e ||fllex,c) = 1. Logo z* = |lz|x f
satisfaz

Re(z,z") = ||zl|xRe (2, f) = 2% e llzllx = 2" 2(x.0):
e portanto F'(z) # 0. O
Finalmente podemos definir os operadores dissipativos.

Defini¢ao 1.34. Um operador A : D(A) C X — X é dissipativo, se
para todo z € D(A) existe z* € F(z) tal que Re (Az,z*) < 0.

A definigao de dissipatividade como apresentada acima é bastante
interessante, entretanto nao muito simples de ser empregada. Sua apli-
cabilidade pode ser entendida no seguinte resultado.

Teorema 1.35. Seja H um espago de Hilbert complexo e considere um
operador linear A : D(A) C H — H. Se existe A € p(A) N (0,00), tal
que

IO+ A= A) o <1, (1.12)

entao A € dissipativo.

Demonstragao. Seja x € D(A). Se assumirmos que A € p(A) e que vale
(1.12), entdo existe y € H tal que (A — A)"ly =z e

I+ AN =)yl <yl
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Porém, a desigualdade acima é equivalente a
A+ A)zla < (A= A)z|la, (1.13)

e lembrando que H é um espago de Hilbert com produto interno (-, ) g,
a desigualdade ([1.13]) se reescreve como

IN?[|z||%+2ARe (a:,A:E)H—i-HA:cH%I < AP ||z % —2\Re (;mAx)H—&-HA:EH%{

que é equivalente a Re (x, Azx), < 0.
Defina z* : H — C por {z,z2*) = (x,2)n, para qualquer z € H.
Entao z* € F(z) e

Re (Az,2") ; = Re (v, Ax); <0,
ou seja, A ¢é dissipativo. O

Uma vez que nossos objetivos sao um pouco distintos dos objetivos
para os quais aplica-se o resultado acima, faremos uma proposi¢ao que
nos permitira considerar uma definicao mais maleavel para operadores
dissipativos.

Proposicao 1.36. O operador linear A : D(A) C X — X € dissipativo
se, e somente se,

1A = Azl x = Al x
para todo A >0 e x € D(A).

Para demonstrar o Teorema de Lumer-Phillips, demonstramos em
um primeiro momento a seguinte proposicao.

Proposicao 1.37. Seja A: D(A) C X — X um operador dissipativo.
Se Im(Ag — A) = X, para algum Ao > 0, entao:

i) A é um operador fechado.
it) Im(A—A)=X, VYA>0.

Demonstragao. i) Observe que Im(Ag — A) = X e a Proposicao m
garantem a desigualdade

1
3 el = 10 = Ay, VeeX,
e portanto (Ag — A)~! € L(X).

Para concluir que A ¢ fechado, seja {z,}52, C X com z,, — z e
Ax, — vy, quando n — oo.
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Observe que
(Ao — Az, = Aoz —y

e portanto da continuidade de (Ao — A)~!, temos que
T — (Ao — A) Aoz — y).
Finalmente, da unicidade do limite, obtemos que
Ao — A) Aoz —y) =z <=y = Ax,
como queriamos.
ii) Seja A :={A>0:Im(A— A) = X}. Entao
v A #£0, pois \g € A;
v' A ¢é aberto em (0,00). De fato, se A € A, como Im(A—A)=X e
(A= A)z|x = Allz]|x, Vae D(A),

entao 1
Sl 2 1= )l Voe X,

e portanto (A — A)~! € L(X) e (A — A) é bijetivo. Em outras
palavras, A € p(A) . Porém, como p(A) é um conjunto aberto,
existe § > 0 tal que se p € (A— 0, A +6), entao (u—A)~! € L(X)
e (u— A) é bijetivo, o que garante que (A —J, A +0) C A.

v A é fechado em (0,00). Tome A € A e seja {\,}32; C A tal que
An — A, quando n — co. Como A é um operador fechado, para
cada y € X en € N, existe z,, € D(A) tal que (A, — A)z,, = y.
Logo, para todo n,m € N, pela Proposigao [1.36]

”Zn”X 1 Hy”X
- <L — A =22 K
Am )\n)\m”(/\” Jonllx AnAm c

para algum C > 0. Com isso,
1
||x,, - meX < THAm(xn - xm) - A(zn - zm)”X
1
= )\7” - (Amxm - Axm) + ()\nxn - Axn) + (/\m - )\n)anX

1
= TH —y+y+ A _/\m)l‘nHX
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Como {A,}22,; é de Cauchy, entdo {x,}°2; também é de Cauchy,
portanto converge para algum x € X. Assim,

Ax, = Az —y, quando n — oo.

Levando em conta que A é fechado obtemos que z € D(A) e
(A= A)x =y, ou seja, X € A.

Por fim, da conexidade de (0, 00) concluimos que A = (0,00). O

Teorema 1.38 (Teorema de Lumer-Phillips). Suponha que A é um
operador linear densamente definido.

i) Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente con-
tinuo {T'(t) : t > 0} tal que

1T cx) <1,
entao A é dissipativo e Im(A — A) = X, para todo A > 0.

it) Se A ¢ dissipativo e Im(Ag — A) = X para algum Ao > 0, entao
A € gerador de um semigrupo fortemente continuo {T'(t) :t > 0}
tal que [|[T()]c(x) < 1.

Demonstragao. i) Como A gera um semigrupo fortemente continuo
{T'(t),t > 0} com
1T cx) <1,

entdo pelo Teorema de Hille-Yosida temos que (0,00) C p(A) e como
A é fechado
Im(A—A) =X, YA>0.

Agora, para todo x € D(A) e z* € F(x), temos

Re (Az,z*) = lim Re<T(t)x_x,ac*>.

t—0+ t
Como
Re(T(t)x — x,2%) = Re (T'(t)z,2") — Re (x,z")
[Re (T(H)z,z") | < [Tl ex) e lex.ollzllx < llzll,
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conclui-se que
Re (T(t)x — z,z*) <O0.

Dividindo por t > 0 e fazendo o limite quando ¢t — 07T, temos que

Re (Az,2*) = lim Re<[T(t)m_m] m> <0.

t—0+ t

Entao Re (Azx,x*) <0, ou seja, A é dissipativo.

ii) Pela Proposigéotemos que A é fechado e que Im(A—A) = X
para todo A > 0. Por outro lado, da Proposicao [L.36] temos que A — A &
injetor e que (A—A)~! € L£(X) para todo A > 0, ou seja, (0,00) C p(A).
Mais ainda, a Proposicao garante que

_ Nzl
- 24,

I = 4l < $I - A~ 4)ax

para todo A > 0. Logo aplicando o Teorema de Hille-Yosida, o ope-
rador A gera um semigrupo fortemente continuo {T'(t),¢ > 0} tal que
|T(t)]|c(x) <1, para todo t > 0. O

1.3 Operadores setoriais

Nesta segao faremos uma breve introdugao a teoria dos semigru-
pos analiticos que fazem parte do estudo que descrevemos neste texto.
Comegamos falando sobre operadores setoriais, dando uma detalhada
defini¢ao e construcdo, ja que isto facilitara o entendimento dos opera-
dores quase setoriais que serao introduzidos adiante.

Assuma por um momento que A : D(A) C X — X seja o gerador
infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo {7'(t) : ¢ > 0}, e
que ainda satisfaca

Sas = A € C:arg(h — a)| < ¢} C p(A)

A=A e < » VA€ Sap\ {a},

C
A =
para algum ¢ € (3, 7) e algum a € R.

Gostariamos de verificar quais propriedades intrinsicas este opera-
dor possui. Para isso, escolha ¢ € (5,¢) e observe que do fato de
a € Sy,¢, existe um raio r > 0 tal que B,(a) U S, 4 C p(A), e portanto
B,(a) U S, , C p(A) (veja Figura[l.1| para um esboco desta situagao).
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Figura 1.1: Setor de A

Agora, para um N suficientemente grande e um v > a + r, conside-
remos as curvas

Sa,N1 = {a +tel? it e [r, Sejzw} } ,

Sang = {athe*w te [7“, Seﬁw} },
0o :={a+re : t € [—p,¢]},

Bin ={t+iN:tela+ 2,91
Ban ={t—iN:tela+ 2,7},
v :={y+it:te[-N,N]},

representadas na Figura [I.2] abaixo

Figura 1.2: Curvas Retificaveis do Setor

\ Bi.n Yy +iN

Fu,I\LI

S0

I‘a,N,Z

/ Bs,N y—iN
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Como pelo Corolario sabemos que p(A) D A — eM(A— A)7L ¢
uma funcao analitica na regiao que é limitada pela curva

—SaN1— 0o+ So.n2+ Bon+VN — PN,

entao pelo Teorema de Cauchy,

/ [6)‘t(/\—A)71x]d)\:O, Vo e X.
—Sa,N,1—0a+Sa,N2+P2, N+YN—B1,N

Para justificar a descri¢ao das curvas 81,5 e B2,n, observe o esquema
descrito pela figura logo abaixo.

¥+ iN

y

Veja que tan(m — ¢) = N/I. Logo, —tan¢ = N/l e assim

N
l=——>0
—tan(p)
pois ¢ € (§,m). Se 07" = —tan(p) > 0 entdao [ = No. Com isso
dividimos [a — No,~] em intervalos

1

[a — No, a—\/NU]U[a_\/NU’V]’

jdque VN <NeNel.
Agora sobre 1 n, se t > 0, temos

/ M\ — A)"Lad
Bi,N

X

a—vVNo ) -1
/ els+iN)t ((s +iN) — A) xds
a—No

v , -1
+ / elstiN)t ((s +iN) — A) xds
a—v/No

X
- /a\/ﬁa CBStHSCHX st v CGStHIEHX s
o a—No Y\ (S—G)2+N2 a—VNo (3_a)2+N2
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a—VNo st v vt
< [Ty [ Cllx,

o N ~vNo N

- /Na Cel™Mallx , . C'(v—a+VNo)|alx

= \/ﬁa N N

_ Cett (e N — e N alx | Ce'(y—atvNo)|a]x
= N N

que tende a zero, quando N — oo, ou seja, converge uniformemente
em intervalos compactos de (0, 00).
Agora observe que, para t > 0, vale a desigualdade

/ M\ — A)"Lad)
Su.N,l

X

N/sengp )
/ elaTse N (g 4 se'? — A)"LePuds
T

X

< ds

N/sengp Cleat+st coscp”xHX
/ 5

r
|:eat0||x||X:| |:ertcosgo _ etN/tanap:|

r

N S
< e‘”CH$||X / [seng eSteose 1o
T

—tcosp
< Cllrllx

r

)

para todo N € IN, ja que ¢ € (§,m) e portanto cosp < 0 e tanp < 0.
Assim, como o célculo da integral sobre S, y2 ¢ analogo ao de

Sa,N,1, como o célculo da integral sobre [ y é analogo ao de 51y e

como o caminho 6, é compacto e independe de N, concluimos que

lim M\ — A)"Lazd)
N—oo —Sa,N,1—0a+Sa,N,2+B2, N +YN—B1,N

existe e que vale a identidade

lim M — A)"tzd
N—roo —Sa,N,24+0a+Sa, N1
y+iN
= lim M\ — A)"lad)\, Vo€ X, (1.14)

N—oo y—iN
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Em outras palavras, se S, for a fronteira do setor S, ,, orientada
com parte imaginaria crescente, entdo de ([1.14) obtemos a identidade

1

1 y+ioco
— M\ — A)Tlzd = —/ M —A)"lzdy,  (1.15)
21 Sa v

211

—100
para todo € X, uniformemente em subconjuntos compactos de (0, 00).

Observagao 1.39. Vale a pena enfatizar que (1.15) garante que a
transformada inversa de Laplace da fungao

p(A)N{z€C:Rez>7} 3 A= (A—A) 'z e X,

para cada x € X, pode ser expressada como a integral sobre um con-
torno de um setor S, , contido no resolvente de um operador com as
propriedades pedidas no inicio desta se¢do (discutimos um pouco mais
a transformada de Laplace na Segdo [2.1.1]).

Nesse ponto ja estamos preparados para introduzir as definigoes e
os resultados formais desta teoria.

Defini¢ao 1.40. Seja A : D(A) C X — X um operador densamente
definido e fechado. A é chamado de operador setorial se existirem
constantes a € R, C > 1 e ¢ € (0,7/2) tal que

Sap ={N€C: ¢ <|arg(A —a)| <7} C p(4)

_ C
[(A—A) 1||L(X) < ma VA € Sap \ {a}-
Se a = 0 chamaremos A de operador setorial positivo e para facilitar a
notacao, denotaremos So 4 apenas por Sg.

Observagao 1.41. Agora fazemos algumas consideragoes pertinentes
ao nosso estudo:

i) A definigao acima ndo esta de acordo com os calculos realizados no
inicio desta se¢ao. Isto deve-se ao fato de que pretendemos tratar
de poténcias fracionérias de operadores setoriais mais adiante,
e portanto seguimos as notagoes utilizadas por Henry em [25].
Mais especificamente, se A é setorial, como apresentado na Defi-
ni¢ao|1.40] entao o operador — A tem exatamente as propriedades
mencionadas no inicio desta se¢ao (veja que Sg r—¢ = —Lg.¢)-
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ii) Existem varias caracterizagoes equivalentes a formulagao de ope-
radores setoriais que foi apresentada e desenvolvida aqui; para
alguns exemplos, veja o apéndice de Hoppenstadt em [29] ou o
livro de Haase em |27]; no caso de operadores definidos em espa-
cos de Hilbert, temos os operadores m—setoriais, no sentido de
Kato, que também sdo setorias em nosso sentido (ver [35| para
detalhes).

Embora uma série de operadores elipticos provenientes de proble-
mas de valores de contorno definam operadores setoriais, como pode
ser verificado no livro de Friedman em [20], para que a apresentacao
desta teoria fique mais completa, mostramos abaixo que todo operador
limitado é setorial.

Exemplo 1.42. Considere A € £(X). Assuma sem perda de genera-
lidade que ||A][z(x) = 1. Entao A é fechado, D(A) = X e

c(A)c{zeC:|z| <1}.
Afirmamos que I'_2 = C p(A4). De fato, se existisse t >0 tal que
—2+1te's € {2 €C: 2| <1},
entao
| =242 <14 i* - (2V3)i+3 < 0= (f—\/§)2 <0,

o que é um absurdo. Logo a fronteira de I'_» = esta contida em p(A),
o que nos leva a concluir que I'_g = C p(A).

Por fim, se A é um elemento de I'_5 ,,, para algum 7/6 < ¢ < T,
entao o Corolério garante que

n

A+2)(A— A"t = (>\+2)§:

n+1
n=0 AE
e portanto
_ A+ 2]
(A +2) (A — A7 <———— < (C<oo
O == T4l x,)
ou seja,
_ C
||()‘_A) 1HL(X) < m
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Abaixo introduzimos os semigrupos analiticos (veja [22| como uma
fonte para esta definigao).

Definigao 1.43. Diremos que o semigrupo {T'(t) : ¢ > 0} C L(X) &
analitico se satisfizer as propriedades:

1) T(0)=1Ix, Tt)T(s) =T(t+s), paratodot>0es>0.
ii) limy_,o+ T(t)z = z, para todo x € X.
iii) Existe € > 0 tal que, para todo « € X, a aplicagao
[0,00)3t =Tz e X
pode ser continuada analiticamente até {\ # 0 : |arg A\| < €}.

O principal teorema desta secao estd vinculado aos calculos que
realizamos anteriormente e que agora sao resumidos abaixo.

Teorema 1.44. Se A: D(A) C X — X é um operador setorial, entao
—A gera um semigrupo fortemente continuo {T'(t) : t > 0} dado por

1
—/ MN+A)7tdN, V>0,

T(t):={ 27 Js,, (1.16)
IX, = Oa

com Sg9 0 contorno em p(—A) para algum a € R e 0 € (n/2,7).
Além disso, {T(t) : t > 0} € analitico no setor {t #0: |argt| < e},
para algum € > 0; Para todo t > 0 temos as estimativas

—a M,
1Tl ex) < Me™, AT ()]l ¢(x) < e t

para alguma constante M > 0. Finalmente, para cada x € X wvale

%T(t)x =—AT(t)x, Vt>0. (1.17)

Demonstra¢ao. Assuma que a = 0. Observe que a existéncia da familia
de operadores {T(t) : t > 0} C £(X) dada por (L.16)), & garantida pelos
célculos realizados no inicio desta secao.

Pelo teorema de Cauchy, a integral fica inalterada quando o con-
torno Sy é deslocado para a direita a uma pequena distancia; chamamos
este novo contorno de S (esta situacdo pode ser representada pela Fi-

gura .
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Figura 1.3: Contorno original e deslocado

So \

| ar
| S5

Entao parat > 0 e s > 0, usando o Teorema [1.15| e a analiticidade
das fungoes que integramos, obtemos

T)T(s) = (27m')_2/s /, M+ A) et (u + A) T dudh
:(27”,)_2/3 / e/\t+us{()\+A)_1 B (u+A)_1}dud)\

w—A
1 ers
— d
Zﬁi/sé,u—)\ a

ekt

1 1
| ems(u AT dA| dp.
tom o (+4) [QM'/SQ)\M } K

Mas como A € Sy e 1 € Sy, pelo Teorema de Cauchy

_ ! e’\t()\—i—A)_l

= dA
21 So

1 us 1 At
-_— € d)\ = O € -_— €
2mi Sé,u—)\ 2 Jg, A —

0 que garante que

1
TWT() = 5z [ @t )7 du =T(t + 5),
2]

isto é, que {T'(t) : ¢ > 0} é um semigrupo.
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E facil notar que, para valores pequenos de € > 0, as estimativas
e convergéncias feitas no inicio desta se¢ao continuam validas no setor
{t #0:|argt| < €}, portanto o semigrupo é analitico.

Além disso, fazendo a mudanga de variavel y = At, para t > 0,

obtemos
1 -1d
1 / o (H+ A) ap
271 Sé/ t t

com Sy sendo um caminho deslocado a uma pequena distancia do ca-
minho original Sy. Mas entao, da analiticidade do integrando

£(X)

1T ()] cx) =

1 Iz ~Ldu
ITOleco = 5r [ e (4 +a) "%
6

Sél/
So

Repetindo o mesmo processo acima, apenas com o adendo de que

£(X)

eIJ/
‘ |dp| < M.
I

AN+ A) e =[x = AA+ A Hex) <1+C,

obtemos .
Cy
AT (@) lox) < 2

eM

M
|dp| < 7

Se

Provemos que lim;_,o+ T(t)x = x, para todo z € X. Considere
inicialmente z € D(A) e t > 0. Entéo

T(t)x —r = %m s, 6)\t [()\ —+ A)71 — )\71] SCdA
1
= —— [ ATeMAN+ A)Tzd)
271 Se

e portanto fazendo a mudancga de variavel p = At, temos

t -1
7/ pler A (H+A) 2
271 Sp t t X

<t (03 / Idu|> Az x.
So

Em outras palavras, concluimos que lim;_oy T'(t)z = x.

1Tty — 2lx = \

et
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Para z € X, da densidade do operador D(A), sabemos que existe
{zn}52, C D(A) com z,, — z, quando n — co. Mas entédo

IT(t)z - 2llx < 1T — T@)zallx + ITE)2n — 2allx + 20 - 2llx
<NT)zn — znllx + [M +1]||z, — 2| x, Vn € N,

e portanto

limsup |T(t)z — z||x < [M + 1] ||z, — 2] x, Vn € IN.

t—0t

Finalmente fazendo n — co, deduzimos

lim [|T(t)z — z||x =0,

t—0+

como queriamos.
Neste ponto provamos a igualdade ([1.17]). Considere x € X, ¢t > 0
e da analiticidade do integrando, observe que
1T(t)x _ L eMAN + A)tzd)
dt 27T’L So
1

1
=— 7/ eMA(A+A)*1di+7_/ eMad\
27t Jg, 2mi Js,

1

=— —/ eMAN + A)"rrd)
271 So

=— AT (t)x.

Para verificar que —A ¢ o gerador infinitesimal de {T'(t) : t > 0},
procedemos como em outras demonstracoes ja feitas neste capitulo.

Para encerrar esta demonstragao, apenas observamos que se a # 0,
entao basta escolhermos A, := A — a e observar agora que A, é um
operador setorial positivo. Neste caso, como demonstrado acima, —A,
gera um semigrupo analitico {T,(t) : t > 0}.

Defina entao a familia de operadores {T'(t) : t > 0} C £(X) por

T(t) = e “T,(t), vt > 0.

Claramente {T'(t) : ¢ > 0} é um semigrupo analitico que tem —A como
gerador infinitesimal, ja que

T(t)x — —atT, (t)z —
lim (t)x —x ~ i © w(t)r —x
t—0+ t t—0+ 4
—at __ 1
= lim [e] T, (t)x
t—0+ t
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T _
+ lim 22— Bz -
t—0+ t

=— Az.

e satisfaz, para todo ¢t > 0, as estimativas

ITOll ey = le™ Ta(®)llex) < Me™,

. M,
AT ()]l c(x) = 1Ae™ " Tu(t) || c(x) < —¢ ¢

para alguma constante M > 0. Mais ainda, para cada x € X temos

%T(t)x - %[e-atn(t)}

= —ae T, (t)x — Age T, (t)x
= —Ae T, (t)x
=—-AT(t)x, Vt>0.
O

Observagao 1.45. Antes de finalizarmos esta secao, introduzimos
duas sentencas simples que serao tuteis mais a frente.

i) Se A: D(A) C X — X ¢é um operador setorial positivo, entao
existem § > 0 e 6 € (5, ) tais que Ss59 C p(—A) e ainda

1Tl ex) < Mse™, V¥t >0,
para alguma constante M;s > 0.
ii) Se {T'(t) : t > 0} é um semigrupo analitico e o operador linear

—A : D(A) C X — X ¢ seu gerador infinitesimal, entdo A é
setorial; veja |61] para mais detalhes.

1.4 Poténcias fracionarias para operadores
setoriais

O problema de encontrar uma representagdo adequada para uma
poténcia fracionaria de um operador ilimitado é muito interessante e

complexo, e nesta se¢ao estudamos a versao desta teoria para operado-
res setoriais.
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A poténcia fracionaria de operadores setoriais é muito util na teoria
que trata da existéncia de solugoes para equacoes diferenciais parciais
nao lineares de tipo parabodlico e na anéalise do comportamento assin-
totico da solugdo. Para mais informagao veja [8}25}49}78|.

Definigao 1.46. Seja A um operador setorial positivo em X e 8 > 0.

Entao ) -
AP = —/ P (s)ds,
@S 0T

com I' : (0,00) — R representando a fungdo Gamma (veja Defini¢ao
2.6) para detalhes) e {T'(t) : t > 0} o semigrupo analitico gerado por
—A.

Observagao 1.47. Agora levantamos alguns pontos interessantes re-
lativos a ultima definigao.

i) Para a completude da teoria, iremos consideramos A° = Ix.

ii) Quando B = 1, entdo A~! é de fato o operador inverso de A.
Para verificar isso, tome z € X e note que da Observagao

AAlp = A [F(ll) /0 h T(s)xds]

= /0 AT (s)uds

[ v

:—[ lim T(r)x—m}

r—00

=x.

Por outro lado, se x € D(A) entdo novamente pela Observacao
1145

A Az = [F(ll) /OOO T(s)Amds}
= /000 T(s)Axzds

[ [

= —{ lim T(r)x — x]

=00

= X.
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Proposigao 1.48. Seja A um operador setorial positivo em X. Entdo
para todo B >0 o operador A=P € L(X) e € injetor. Além disso, se (3
€ Y $a0 numeros nao neqativos, entao

ABA=Y — A4=(B+)
Demonstragao. Pela Observagao [1.45] existe § > 0 tal que
IT())ex) < Ce™,  Vt>0,

com {T(t) : t > 0} sendo o semigrupo analitico gerado por —A. Assim,

1 — —3ds
|42 x < F(ﬁ)/ P71 Ce P ds x| x

= — sPT Ce™*ds||x
= 05_6”(1}'”)(7

ou seja, A=P ¢ limitada. Para 3, > 0, o Teorema de Fubini garante a
igualdade

APAY = ,3%/ / P17 (t + s)dsdt

B)F / / P (w — )7V (w) dudt
5)11“ / /0 P (w — ) T (u)du

Fazendo a mudanga de variavel ¢t = wu, deduzimos que
8 1 o] 1 51 L
A™ A_“Y:i/ / wu)” " (u— wu)” " udwT (u)du
T () (u — wu) (w)

1w5*1<1—w>7*1dw oo
- l GG ([ v rem)

— A ﬁ+“/

ja que (para mais detalhes veja a Proposicao

PO [ oty iy
F(B+v)_/o (L) de.
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Além disso, se A=Pz = 0, para algum = € X, entdo para qualquer
inteiro n > (3,
ATmp = A=A A=Fy = 0,

Porém A~1! é injetor, ja que 0 € p(A). Sendo assim, A~" também &
injetor e portanto 2 = 0. Em outras palavras, A~? ¢ injetor.
O

A construcio acima garante que A~ é um operador bijetor sobre
sua imagem, para qualquer A operador setorial.

Agora queremos definir um operador que desempenhe o mesmo pa-
pel que as poténcia fracionarias de operadores limitados. Para isso,
consideramos 3 > 0 e definimos A : D(A?) ¢ X — X, por

AP = (A7P)
e D(AP) = Im(A~P).
Na continuacgao daremos algumas propriedades muito importantes

das poténcias fracionarias dos operadores setoriais.

Teorema 1.49. Seja A um operador setorial positivo em X. Entdao
para todos vy, >0, temos:

i) Se B3>0, entdo A? ¢ um operador densamente definido e fechado.
ii) Sey > 3, entdo D(AY) C D(AP).
iii) AVAP = APAY = AVTB em D(AYFH).

iv) AYT(t) = T(t)AY em D(AY), para t > 0, com {T(t) : t > 0}
sendo o semigrupo analitico gerado por —A.

Demonstragao. 1) Pelo item ii), se n ¢ um namero inteiro maior que 3,
entdo D(A™) C D(AP). Mas entdo, pelo Teorema concluimos que

X =n®_ D(A™) ¢ D(A") c D(AP) ¢ X = D(AP) = X.

Para verificar que A? ¢ fechado, considere {z,,}5; C D(AP) tal que
x, — x e APz, — 1y, quando n — co. Como a Proposicio garante
que A=# € £(X), deduzimos que x = APy, ou seja, que z € D(A%) e
que APz =y, como queriamos.
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ii) Vamos demonstrar que D(AY) C D(A®) com v > B > 0. Seja
x € D(AY) = Im(A~7) e suponha que v = § + e. Entdo, por defi-
nicao, existe y € X tal que x = A~ 7y. Porém, pela Proposigao m
concluimos que

r=A""y= A_(ﬁ+5)y =A" [A_Gy},
isto ¢, x € D(AP).
iii) Se x € D(A"*F), existe y € X tal que
rm A g = { ATVAPy,
AP Ay,

sendo que a tltima implicagao é assegurada pela Proposicao
Mas entao deduzimos que

AV = AVA=OFB)y — A=By,

ou seja, que A7z € D(AP), e que
ABy — AﬁA*(’YJrﬁ)y = Ay,

ou seja, que APz € D(AY). Finalmente concluimos que
AV APy = AP A g = APy,

iv) Se v = 0 é trivial. Assuma entdo que v > 0. Neste caso, para
todo x € D(A”) vale que

rO)(T@A%) 1) | [T sy

s”‘lT(t + s)xds

I
lﬁ\
8

77T (s ] T(t)x

mT( )z).
O
Lema 1.50. Se é A um operador setorial positivo e 8 € (0,1), entdo
AP Ax = APy

para todo x € D(A).
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Demonstragio. Se x € D(A), como Im(A'F) = X e A PAx € X,
existe y € D(A') tal que

AP Az = A8y,

Mas entéo, ao aplicarmos A~(1=#) em ambos os lados da igualdade
acima, pela Proposicao obtemos

w=A""Ar = A"PA P Ar = A=A AIBy =y,
como querfamos. O

Teorema 1.51. Sejam A wm operador setorial positivo e 5 € (0,1).
Entao existe M > 0 tal que

|APz||x < M| Az|% ||zl ?, V& € D(A).

Demonstragio. Se v € (0,1) e e > 0, entdao da Observagao [L.45]
/ s77V(s)xds
€ X

/ s71 L;iT(s)] A zds

= /<s7_1T(s)wds + ]| T(e) A
0 X

IT(v)A x| x < / s77T(s)xds +’
0

X

= /57*1T(s)xds +’
0

X X

)

—|—/ (v —1)s72T(s) A" Laeds
€ X

e portanto, pelo Teorema temos
ITG)A sl <Cllalx [ 57 ds+ €l a]xe !
0
(o)
+ CHA_l:rHX/ (1—7)s"2ds
€7 -1 -1
<Cllallx - +20] 47 zlxe ™"

Como a desigualdade acima vale para todo ¢ > 0 e como o minimo
em € do lado direito da desigualdade ocorre quando

|A™ ]| x

=20 =)R

9
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deduzimos que

- C A-ly ¥
ID( A2 ]x <llfx = (2<1 _ 7)llllx>
v Tolx
—1 y—1
+a0atale (200 - 5T
l|lz]| x

e portanto
_ 1— _
A ]| x < M|y A 2]k

Assim, ao tomar v =1 — 3 e trocar x por Az, obtemos a desigual-
dade

_(1— 1—

1A= Az x < M| Az|%ll=]) %",
que pelo Lema [I.50] nos leva a deduzir a desigualdade desejada. O
Corolario 1.52. Seja A um operador setorial positivo em X e consi-

dere 8 € (0,1). Entdo para todo x € X e todo \ no setor do operador
—A, temos:

AP A+ A) " tellx < O e x-
Demonstracio. E uma consequéncia imediata do Teorema m O

Uma ultima aplicagao que apresentamos nesta segao é a seguinte.

Definigao 1.53. Seja A um operador setorial positivo em X. Para
B > 0 definimos o espago vetorial

XP = D(AP),
imbuido da norma do grafico
lzllxs = | A%2| x.

Teorema 1.54. Sejam A um operador setorial positivo em X e 5 > 0.
Entdo o espaco XP é um espaco de Banach.

Demonstracdo. Seja {x,}>%, C X# de Cauchy na topologia de X?.
Como sabemos que

HAﬂxn_“AﬁxmnX::”xn‘_xm”Xﬁv
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a sequeéncia { A%z, 122, é de Cauchy na topologia de X. Da completude
de X, existe y € X tal que

lim |AP%, —y|x =0.
n—oo
Mas entao, observe que
20 — A=yl xs = [|A%2, — yllx =0,

quando n — oo. As sentencas acima garantem que toda sequéncia
de Cauchy em X? é convergente, ou seja, que X? é um espaco de
Banach. O
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Capitulo 2

Calculo fracionario

Neste capitulo estudamos alguns conceitos do calculo fracionéario,
que sao: transformada de Laplace, fungoes Gamma e Beta, fungoes de
tipo Wright, fungao de Mainardi, convolugao, derivacao e integragao
fracionéria, e por ultimo discutiremos um pouco sobre os operadores
de Mittag-Leffer. Mais detalhes podem ser encontrados nas referén-
cias |6L[8L[9L|19L[24L37.|46L53L60L/65].

Comegamos definindo algumas fungoes integraveis em espagos LP
no sentido de Dunford-Schwartz (veja [16]).

v (LP(S, X), |- [lzr(s,x))s para (1 < p < 00), denota o conjunto de
todas as fungdes mensuréaveis de S C R em X tal que [Ju(t)% ¢é
integravel em S e sua norma é dada por

lu(®)lLr(s,x) = (/ lu(t)|% dt)

v LP (S,X), para (1 < p < o0), denota o espago de fungdes que

loc

pertencem a LP(:S’V7 X) para todo compacto S contido em S C R.
Estas funcoes sao chamadas funcoes localmente integravel.

vV (WPHR(S, X), || - lwrr(s,x)): esta denotando o espago de fungdes
u € LP(S, X) que possuem as derivadas fracas de ordem menor
ou igual que k em LP(S, X), com norma

1
k »
[u)[wor(s,x) = (Z/SHD"u(t)H’)’(dt> ,sel<p<oc.
n=0
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v' C(S,X) denota o espago das fungdes continuas de S C R em X.
Quando S é compacto definimos a norma

Ju(t)llo(s,x) = sup [lu(t)] x-
tes

2.1 Pré-requisitos

Neste ponto recordamos alguns principios e algumas fungoes especi-
ais. Também estudamos as defini¢oes de derivada e integral fracionaria
junto com suas propriedades béasicas mais importantes.

2.1.1 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é um operador linear muito tutil para es-
tudar solugoes de equacoes diferenciais, pois através desta ferramenta
podemos converter equacoes diferenciais lineares em equagoes algébri-
cas que, em geral, sao mais faceis de resolver.

Para estudar tal operador, primeiro introduzimos alguns conceitos
e resultados.

Definicao 2.1. Uma funcdo f : [0,00) — X ¢é dita ser de tipo expo-
nencial, se existem tg, M > 0 e v € R tal que

If)lx < Me™,
para todo t > .
Proposicao 2.2. Se f:[0,00) = X € uma fungao localmente integrd-

vel e de tipo exponencial, entao existe v > 0 tal que

/00 e Mf(t)dt < oo,

0

para Re\ > .

Demonstracao. Como f é de tipo exponencial, existem to, M > 0 e
v € R tal que

If(®)llx < Me™,

para todo t > tg.

Entao
[e%s) to [e%s)

‘/ e”f(t)dtH g‘/ e“f(t)dtH +‘/ e”f(t)dtH
0 X 0 X to X
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to [e%e)
g/o e fiext ||f(t)||th+/t e~ e A=t gy
0

—(ReXA—7)to

to
< ‘Rw‘lto/ t dt S < 0.
<elerte [ 0)] g di+ S < o0

O

Neste ponto podemos definir o objeto central deste estudo inicial.

Definicao 2.3. Seja f : [0,00) — R uma funcio localmente integravel
e de tipo exponencial. A transformada de Laplace de f com A € R é
dada por

LUOYN = [ e f(0)a=Fo, (21)
0
sempre que a integral acima existir.

Finalmente apresentamos um resultado famoso que nos auxiliara
em garantir a invertibilidade da transformada de Laplace.

Teorema 2.4 (Teorema de Lerch). Se f : [0,00) — R € seccionalmente
continua em [0,00) e de tipo exponencial, entdo existe g € R tal que
a transformada de Laplace existe para todo ReA > Xg. Ainda mais,
se uma fungao g : [0,00) = R seccionalmente continua em [0,00) e de
tipo exponencial satisfaz

L{F()3(A) = L{g(t)} (M),
para todo A > Re g, entdo f = g quase sempre em [0,00).

Demonstragao. Ver [60},74] para os detalhes. O

Nas condigoes acima, o operador da transformada de Laplace L é
bijetor e continuo, e portanto podemos definir a transformada inversa
de Laplace sobre a imagem do operador L.

Teorema 2.5. Seja f : D(f) C C — C uma fungao integrdvel. Entao
. 1 c+ioo .
FO = LN = 5 [ M com e > co

218 Jo—ioo

com cg no semi-plano direito da convergéncia absoluta da integral da

transformada de Laplace (2.1).
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2.1.2 A funcao Gamma e a fungcao Beta

A funcao Gamma denotada por I'; e a funcao Beta denotado por B,
sao aplicagoes que estendem o conceito de fatorial aos niimeros com-
plexos.

Definigao 2.6. A fun¢do Gamma definidaem D(T") = C\{0, -1, -2, ...}

por

nln?

nh~>nolo z(14+2)(2+ 2)....(n+ 2)

(ver [54]), tem as seguintes propriedades:

L(z) =

1. Se Rez > 0,
I'(z) = / s le 5ds.
0
2. Sen € NN,
I'(n+1) =nl
3. Se z € D(I),

zI(z) =T(z+ 1).

Definicao 2.7. A fungio Beta esta definida no dominio D(B), com
D(B) = {(21,22) € C? : Rez; > 0, Rezy > 0} por:

1
B(z1,22) = / s (1 — )27 s,
0

Agora enunciamos a seguinte proposigdo, para analizar a conexao
entre a fungdo Gamma e a fungao Beta.

Proposicao 2.8. Sejam z1,z9 € C tais que Rezy > 0 e Reze > 0.
Entao
T(21)T(22) = T'(21 + 22)B(z1, 22).

Demonstracao. Pelas propriedades enunciadas na defini¢ao da fungao
Gamma, temos

[(21)T(22) = / / e o)z —lezi—1 gt s,
o Jo
Fazendo a mudanca de variavel t = 2% e s = 2, obtemos
T(21)T(2) = 4 / / @) 2 2D g
o Jo

o poo s o
4/ / 67(:6 +y )x2zQ71y2z171dxdy.
0 0
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Por mudanca de coordenadas polares, seja x = rcosf e y = rsenf.
Entao

/2

T'(z1)(22) =4/ e‘r2r2(zl+Z2)_1dr/ (cos 0)?*2~ 1 (senf)*** 1 ag.
0 0

2

Por a mudanca de varidveis: 72 = w; e (cos#)? = w,, finalmente

obtemos

o] 1
T(z1)T(22) = / e*wl(wl)zﬁzrldwl/ w21 — wy)* " Ldws
0 0

= F(Zl + 22)3(2122).

2.1.3 A convolucao

A convolugdo é um operador matemaético que transforma duas fun-
¢oes f e g numa terceira fungao, que mede a area subentendida pela
superposi¢ao de f numa versao deslocada de g.

Definigao 2.9. Sejam f: R — R e g: R — R duas fungoes mensura-
veis. A convolugao entre f e g é dada por

(fxg)(t / f(t—s)g(s)ds, Vt € R,

sempre que a integral acima existir.

E importante salientar que, muito embora a convolucao esteja defi-
nida apenas para fungoes sobre R, podemos realizar uma manipulagao
algébrica que nos permitiré fazer novas extencoes desta definigao.

Para isso, assuma que T € (0,00) e que as fungdes f : [0,7] —» R
e g:[0,7] = R sejam mensuraveis. Considere entdo f : R — R e
g : R — R dadas por

Ft) = { f(t), telo,T],

0, caso contrario,

0, caso contrario.

g(t):{ g(t), te[0.1],
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Assim, obtemos

t
(Fr)0) = [ 5t~ s)gls)ds, vt € [0.7],
0
A igualdade acima nos induz a seguinte formalizagao da nogao de
convolugao para fungdes definidas em intervalos do tipo [0, 7.

Defini¢ao 2.10. Sejam f : [0,7] - R e g : [0,7] — R duas fungoes
mensuraveis onde T € (0,00). A convolugdo em [0,T] entre f e g &
dada por

t
(F29)(0) = [ $=9)g(s)ds, Ve € 0.7),
0
sempre que a integral acima existir.

O tipo de convolugao definida acima é comum na teoria de equa-
¢Oes integrais de Volterra, e consequentemente, na teoria do célculo
fracionario. Os seguintes resultados sao bastante classicos e podem ser
encontrados com maiores detalhes em |7,(§].

Proposigao 2.11. Seja T € (0,00) e considere as fungdes mensurdveis
fig:00,T] = R eh:[0,T] = R. Sempre que as integrais existirem,
valem as tdentidades

1. fxg=gx[;
2. (fxg)xh=gx(f*h).

Teorema 2.12. Sejam f : [0,00) — R e g : [0,00) — R fungdes
localmente integraveis de tipo exponencial e seja L a transformada de
Laplace (definig¢ao . Entao a fungdo fxg:[0,00) = X € localmente
integrdvel de tipo exponencial e

L{(f * 9)()}(A) = L{f ()} (N L{g () }(A),
com \ na regiago de convergéncia adequada para as duas fungaoes.

Observagao 2.13. Usando a mesma notacao do teorema anterior, po-
demos reescrever a igualdade acima da seguinte maneira; suponha que

L{f()}(A) = F(A) eque L{g(t)}(A) = G(A).

Entao

/0 LTHEW}HE = s)L7HGN)}(s)ds = LTHF NG} (1)
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2.1.4 Funcgao geral de Mittag-Lefller

Na continuagao daremos a definicao da fungao de Mittag-Leffler
e algumas de suas propriedades, dada a sua grande importancia nos
problemas de calculo fracionario.

Definigao 2.14. Sejam «, S > 0. A fungdo geral de Mittag-Leffler
E.p3:C— C ¢ a funcdo analitica definida por

Aae—BeA

> P 1
E, = = — [ ———d\,
#(2) kZ:O D(ak +B) 2mi /y A — 2

com v uma curva que comeg¢a e termina em —oo e envolve o disco
IA| < |2|"* no sentido anti-horario.

Note que:

v’ Se B =1 obtemos a fungao de Mittag-Leffler, a qual é denotada
por:
Ey(z) = Eq1(2).

v’ Se a = =1, obtemos:

E.p(z) = E11(z) = €*.

v Paraa=2e g =1, temos:
e — 22k © (—1)k 2k
Bap(=2%) = B21(—2") = Z F(i) = Z (i = C08 2.

v Para a € (0,1) e 8 > 0, a expansao assintotica de E, g quando
|z| = oo, é dada por:

éz(l—ﬁ)/aezl/a +€q,5(2), para |arg(z)| < %ﬂ'a,
Ea () =
€a,8(2), para |arg(—z)| < (1 — sa)m,
(2.2)

com

N-1 n
Z —
€a,5(2) = — Z m + O(l7] N), quando z — oc.
n=1

(veja [6,[24L(30L/55] para detalhes no comportamento assintotico
destas fungoes).
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v Finalmente, para o € (0,1], quando consideramos a funcao de
Mittag-Leffler restrita a reta real, temos a Figura que es-
bocga razoavelmente a diferenca de comportamento desta familia
de fungoes.

Figura 2.1: Funcao de Mittag-Leffler - E,(t)

124

10+

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Por dltimo, enunciamos a versao fracionaria do Teorema de Gronwall
que é muito importante em nossa teoria.

Teorema 2.15 (Versao fracionaria da desigualdade de Gronwall). Seja
b>0,a>0c¢el:[0,00) = R uma fungdo nao negativa e localmente
integravel em [0,T). Assuma que u : [0,00] — R € uma fun¢do ndo
negativa e localmente integrdvel em [0,T) que satisfaz

t
u(t) < () + b / (t — $)°Lu(s)ds.
0
Entao vale que
t
u(t) <U(t) + bF(a)/ (t —8)* ' Eq.o (b0 (a)(t — 8)™)I(s)ds, Vt € [0,T].
0
Demonstracao. Veja para os detalhes desta demonstragao. [

2.1.5 A funcgao de tipo Wright

Para o estudo do calculo fracionario, uma fungdo muito importante
é a funcgao de tipo Wright, cuja transformada de Laplace é a funcao
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geral de Mittag-Leffer. Ela aparece de forma natural quando trabalha-
mos com a EDP fracionaria homogénea e sera usada frequentemente.
Daremos algumas propriedades importantes destas fungoes, mas para
um estudo mais profundo veja [46}56,75-77].

Definigao 2.16. Sejam A > —1 e p € C. A fungdo de tipo Wright,
denotada por W ,(z), é dada pela representacdo em serie complexa e
convergente em todo o plano complexo

oo
Zn

Wiu(z) = Z nIT(An + p)

n=0

Na literatura podemos encontrar um caso particular das fungoes de
tipo Wright, o qual desempenha um papel muito importante no cél-
culo fracionario; esta fungao é chamada de fungao M—Wright, ou como
também é conhecida, funcao de Mainardi. Esse conceito foi sugerido
por F. Mainardi em [47] e introduzido formalmente pelo livro texto de
I. Podlubny [60].

Abaixo fazemos uma definigao formal desta fung@o e apresentamos
algumas de suas propriedades importantes.

Defini¢ao 2.17. Se « € (0,1), a fun¢ao de Mainardi M, : C — C é
dada por
Ma(z) - Wfa,lfoz(_z)a

ou mais especificamente,

M, (2) = go = F(l(_zo)g —an)’

Proposicao 2.18. Sejam « € (0,1), —-1<r<oo, A\>0ez€C. A
fungao de Mainardi M, (2) tem as sequintes propriedades:

i) My(t) >0, para todo t > 0.
i) [57t Mo ()dt = s
iii) L{atMo(t)}(2) = Ea.a(—2).
iv) L{My(t)}(2) = Euo(—2).

v) L{at=HOM, (=) }(\) = e .

Demonstracao. Como a demonstracao deste resultado é bastante téc-
nica e foge do escopo deste estudo, sugerimos as literaturas |23}|46]
como textos suplementares. ]
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2.2 Derivada e integral de ordem fraciona-
ria
Nesta se¢ao estudamos os operadores de integragao e derivacao do
calculo fracionério dados por Caputo, Liouville e Riemann.

Seja X um espaco de Banach, b € (0,00) e considere o operador de
integracao I : L'(0,b; X) — C([0,b], X) dado por

I(f)(t):/o f(s)ds,  Vte0,b).

Note que na n-ésima iteracao, a integral da fungao f é dada por

(1" F)(t) = — )!/O(t—r)"*lf(r)dr, vt € [0,0].

(n—1

De forma mais geral, podemos reescrever a igualdade acima da se-
guinte maneira

(I F) () = ﬁ /0 (t— 1)L f(r)dr, Yt 0,b.

Assim, a integragao fracionaria de f, com ordem a > 0, pode ser
dada pela seguinte extrapolagao do conceito acima

1 t
If) (1) = —— / (t—r) 1 f()dr,  VEe (0B, (23)
I'(a) Jo
Introduzimos entao uma funcao bastante util para descrever a inte-
gral fracionaria como uma convolugao.

Defini¢ao 2.19. Sejam a > 0 e g, : R — [0,00) dada por

1
— ol ¢,
ga(t) =< T(@)

0, t <0.
A defini¢do acima nos permite representar a féormula integral (2.3))

como uma convolugao, sempre que o € (0,1) e f € L'(0,b; X). Basta
assumir que f =0, para t < 0, e notar que

£ galt) = / Gt — 5) F(s)ds,

quase sempre em [0, b]. Agora estamos prontos para definir derivagio e
integragao fracionaria.
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Definigdo 2.20. Se a € (0,1), b > 0 e f € L'(0,b; X), a integral
fracionaria de Riemann-Liouville de ordem «, denotada por J2f(t), é
dada por

JEf(t) = (g * f)(t), quase sempre em [0, b].
Definimos J f(t) = f(t), quase sempre em [0, b].

Abaixo demonstramos uma propriedade interessante do operador
linear dado pela integral de Riemann-Liouville.

Teorema 2.21. Sejam a € (0,1) e b > 0. O operador integral fracio-
ndrio de Riemann-Liouville de ordem o« dado por

J¥LN0,b; X) — LY(0,b; X)

1 ! a—1
1)~ T / (t— )21 f(s)ds

€ um operador linear limitado.

Demonstragao. Vamos provar que || J&f(t)|z10.6:x) < Cllfllzro,p:x)
para todo f € L*(0,b; X).
Para isso, note que

172 F Ol o) = Hr(la) / (= )71 f(s)ds
— / (= 5 (s

:/ob I(a) x

<[ b B> (-8 17l is]

1 b o
- T / (b= ) 1f(5)]x ds,

L1(0,b;X)

1
dt

onde para a ultima igualdade utilizamos o Teorema de Fubini. Logo
usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

1
(a+1
<O fllzr0,6:x)>

IEf Ol 0p:x) < 7 )H(b = 8) | Lo 0.6m) 1 f Il L1 (0,0:3)

e portanto a integral fracionaria de Riemann-Liouville define um ope-
rador linear limitado em £(L'(0,b; X)). O
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Definigdo 2.22. Sejam a € (0,1),b>0e f € L'(0,b; X) satisfazendo
f*g1-a € WHYH0,b; X). A derivada fracionaria de Riemann-Liouville
de ordem «, denotada por D¢ f(t), é dada por

DR f(t) = D{J; = f(t) = Dy (g1-a * (1),
d

quase sempre em [0,b], com D} = (E) a derivada fraca. Explicita-
mente, temos:

pis) = 5 e [ -9 ss).

quase sempre em [0, b].
Observagao 2.23. A derivada fracionaria de Riemann-Liouville de
uma constante é dada por

—a

Dic=c———.
tC CF(l—a)

Note que temos um comportamento singular em zero, além de que a
derivada de uma constante nao é necessariamente nula. Michele Ca-
puto, em 1969, propos a derivada fracionaria de Caputo que trata deste
problema.

Defini¢ao 2.24. Sejam « € (0,1), b > 0 e a fungao f € C([0,b]; X)
com f*g;_o € WH(I; X). Entdo a derivada fracionaria de Caputo de
ordem « é denotada por D¢, e definida por

D f(t) = DF(f(t) = £(0))-

Abaixo descrevemos alguns resultados relevantes sobre os operado-
res integrais e diferenciais apresentados até o momento.

Proposigao 2.25. Se f € C1([0,b], X), temos

1 ! —a pf
1_‘(1_a>/0 (t—s)"“f'(s)ds.

Demonstracao. De fato, note que

D f(t) = Dy (f(t) — £(0))

=i it [0 ) - o)as)

DR f(t) =T f (1) =
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Como f é diferenciavel e C, obtemos que
D f(2)

it [ [ e 2] (0 - roas)

l—« 1—a—

= D} {ml_a) /Ot 1ia(ts)1af’(s)ds}.

Por fim, aplicando a regra de Leibniz para integrais, obtemos

D2 f(t) = | / (t— 8)~f (s)ds = JE° ().

Nl-«o

Proposigao 2.26. Sejam «, 5 > 0. Podemos concluir que:
i) JEJPFt) = TP (1), para todo f e LY(0,b; X).
i) DEJEf(t) = f(t), para todo f € L*(0,b; X).
iii) Se f € L1(0,b; X) e g1_o x f € WHY(0,b; X), entdo

JEDRF(t) = f(t) - ﬁta*u;-aﬂs)ns:o.

Além disso, se ewiste uma funcio ¢ € L1(0,b; X) tal que f =
J2¢(t), entao
JPDEf(t) = f(b).

iv) Se f € LY(0,b; X) entio .DEJXf(t) = f(t).

v) Para f € C([0,b]; X) satisfazendo g1—qo * f € WHL([0,0]; X), te-
mos que

Jee DY f(t) = f(t) — £(0).

Demonstragao. Para a demonstragao deste resultado veja [8]. O

2.2.1 Uma introdugao aos problemas fracionarios
de Cauchy

Considere o problema fracionario de Cauchy

{ Dfu(t) = —Au(t), t >0,
u(0) =z € X,
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com « € (0,1), .D§* a derivada fracionaria de Caputo e A um operador
linear limitado em X.
Para cada x € X, considere 7 > 0 e 0 espago métrico completo

K={ueC(0,7],X) : u(0) =z},

e defina a aplicagao F : K — K por

Fu)(t) ==z — F(la)/o (t —s)* 1 Au(s)ds, t€[0,7].

Para quaisquer u,v € K, verificamos que

IO = Fih = ﬁ/o (t — 5)* | Au(s) — Av(s)| x ds
< ﬁHAHL(X) sil[lpT lu(s) — v(s)|x-

s

A desigualdade acima nos auxilia em concluir que

1 t
< _ a—1 _
= T /, (t —s)* " ||AFu(s) — AFv(s)| xds
u(s) —v(s .0 1412 ¢
. [u(s) = v(s)llc o 1 All% x) / (o)t sods
I(a)T(a+1) 0
e portanto
2 A% «
)
[F2(u)(t) = F?(v)(t)]|x < mﬂu(s) —v(8)lleqo,m:x)-

Baseados na desigualdade acima, deduzimos indutivamente que

) ) A
[F™(u)(t) — F"(v)()|lx < mnu(s) —v(s)llcqo,m:x)
P AL
= WHU(S) - U(S)HC([O,T];X)v

para t € [0, 7].
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Como
AL
T(an+1)

pois sabemos que

[T AN
;W Eo(|]* ||A||L(X))

— 0, quando n — oo,

existe ng € IN, tal que F™ ¢ contragao. Sendo assim, pelo Lema[T.20] a
aplicacao F' tem um tnico ponto fixo. Em outras palavras, existe uma
tinica fun¢ao continua u : [0,7] — X, que satisfaz

u(t) =x — ﬁ/@ (t —s)* ' Au(s)ds, Vte[0,7].

Como 7 > 0 foi escolhido arbitrariamente, da unicidade do ponto
fixo de F', podemos deduzir que existe uma tnica funcdo continua w :
[0,00) = X, que satisfaz

u(t) =a — ﬁ/o (t—s)* L Au(s)ds, Vte€[0,00),

e u(0) = z pois u € K. Observando que u(t) € C*([0,00),X) , ndo
é dificil verificar que esta funcao é a tunica solugao do problema
(veja a Proposicao m para verificar as ferramentas que garantem essa
afirmagao).

Relembrando a Observagao como A € L(X), pelo Teorema de
Picard—Lindel6f concluimos que esta tnica solugao de é dada por

ntan

Z =z, Vt>0,
Ilan+1)

n=0

tal que

[u(®)llx =

> ntan
Z I(an + 1
X
O(
Z L
= (an+1)
Eo(lAllcx)yt")lzllx, Vt>0.
E por isso que passamos a representar a solucao u(t) de (2.4) por
u(t) = Eq(—At*)z, Vt>0.
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Por outro lado, se generalizamos ([2.4)) e consideramos o problema
de Cauchy

{ Dfu(t) = —Au(t) + f(t,u(t)), t >0,
U(O) =ug € X,

com « € (0,1), .D§ a derivada fracionaria de Caputo, A um operador
linear limitado em X e f : [0,00) X X — X uma funcdo continua e
localmente Lipschitz na segunda varidvel, isto é, para cada zg € X
existe uma bola aberta By em X e uma constante Ly = Lo(Bp) > 0 tal
que

£t 2) = F(t,y)lx < Lollz — yllx,

para todo z,y € By e t € [0,00), somos capazes de verificar ao menos
existéncia e unicidade de solugao local, seguindo passos muito similares
aos utilizados acima.

Através de computos mais complexos, os quais serao discutidos no
Capitulo ?7?, podemos ainda mostrar que essa solugao local u(t) satisfaz
localmente a equagao integral

u(t) = Eo(—* A)up + / (t— ) B a(—(t — 52 A) f (s, u(s))ds,

Ea,a(_Ata) = Z (_A> !

——, Vit>0.
! Tlan +a)’ -

2.3 Operadores de Mittag-Leffler

Nesta secao introduzimos e estudamos a familia de operadores de
Mittag-Leffler gerados por operadores setoriais (para detalhes sugeri-
mos os trabalhos [8,(926}31,41L[(51}/72,/73]).

Nosso objetivo é adaptar a representacao dos semigrupos associados
a operadores setoriais a um caso mais geral, isto é, para derivadas fraci-
onarias de Caputo de ordem « € (0, 1), e verificar que estes operadores
sao solucoes do problema fracionario de Cauchy.

Para isto, lembremos que dado € > 0 e 6 € (7/2,7), o caminho de
Hankel H, = H,(e,0) é dado por H, = H,, + H,, — H,,, com H,,
definidos por

H,, = {teie ‘te [e,oo)},

H,, = {ee" : t € [-0,0]}, (2.5)
H,, = {tefio 1t €le,0)},

(veja [8,/72] como referéncia).
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Teorema 2.27. Sejam oo € (0,1) e A: D(A) C X — X um operador
setorial positivo. Entao, os operadores

1
Eqo(—t*A) := 5 /H AN+ A) TN, >0,

l—a

Epo(—t*A) =

Aty -1
A A7 dA, t>0
swi [, oA, =0

com H, C p(—A) dado por (2.5) sao as fungoes de Mittag-Leffler, estao
bem definidos e Eo(—t*A) € fortemente continuo, isto é, para x € X

. i T
2lgl_r}é |Ea(—t*A)z — z|| = 0.
Além disso, existe uma constante M > 0 tal que

sup | Ea(—t*A)[lgx) < M
+>0

sup || Ea,a(—t*A)|| c(x) < M.
>0

Demonstra¢ao. Os passos desta demonstragao sdo similares aos reali-
zados na demonstragao do Teorema[I.44) e podem ser encontrados, com
todos os seus detalhes, em [8,/12]. O

Agora usando a funcao Mainardi definida na Secao 2.1.4, construi-
mos outra férmula integral para este operador.

Teorema 2.28. Consideremos as hipdteses do Teorema[2.27 Entao,
podemos reescrever os operadores

(Bo(—t7A) 1t >0} e {Eao(—t"A):t >0}

da seguinte forma:

Fo(—t*A) = / Mo (s)T(st%)ds, t>0,
0

Eoo(—t"A) = / asM, (s)T(st™)ds, t>0,
0

com {T(t) : t > 0} o semigrupo analitico gerado por —A. (Veja [67])

Outro resultado muito importante é a seguinte proposigao.
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Proposicao 2.29. Sejam a € (0,1), A\e Re A: D(A) C X - X um
operador setorial positivo. Entao para x € X, temos

L{E,(—t*A)z}(\) = X*"1(\*+ A) "1z

L{t° By o(—t*A)z}(N\) = (A + A) "Lz,

Demonstracao. A prova das igualdades acima tem um raciocinio simi-
lar; por isso nos focaremos apenas na segunda. Seja z € X, e note que

pelo Teorema [2.2§]

L{t“*le(ft“A)x}(/\):/ e MTLE, o(—t* A)adt
0

:/ e Aol (/ asMa(s)T(st")xds) dt.
0 0

Fazendo a mudanca de variavel s = wt~™“ e utilizando o Teorema de
Fubini, obtemos

L{t* ' By o(—t*A)z}(N)
= /OOO e Mot (/OOO awt_O‘Mu(wt_a)T(w)xt_adw> dt

= / w (/ at_(1+°‘)Ma(wt_°‘)e_>‘tdt> T(w)zdw.
0 0

Agora, seja t = Tw!/* em H, com

H= (/ ozt_(Ha)Ma(wt_a)e_’\tdt) .

0
Pelo item v) da Proposigao m

e /oo a(7w1/0¢)—(1+a)Ma(w(Twl/a)—a)e—k(q—wl/Q)wl/adT
0

:w_l/ aT_(HO‘)Ma(T_“)e_(’\wl/a)TdT
0

_ w—le—/\ w.

Portanto pelo item iv) do Teorema temos

L{t* B a(—t A)}()) = /OOO N T (w)zdw = (A + 4)~z.

O
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Teorema 2.30. Consideremos as hipdteses do Teorema[2.27 Entao,
para © € X a fungdo E,(t*A)x é analitica para t > 0 e € a unica
solugao de

DPEL(—t“A)x = —AE,(—t“A)z, t>0.
Demonstracao. Seja x € X e definamos
v(t) = Eo(—t*A)x.
Da Definicao e da analiticidade desta func¢ao, temos
DEV(t) = IV (8) = g1 5 /(1)

Note que o Teorema garante condigbes para que v/ (t) esteja
definido como:
1
V(t) = 7/ AN + A) 7L,
H,

21

convergente tal que ||v/(t)| < C.
Consequentemente, deduzimos a igualdade

L{Dfv(t)}(A) = L{g1-a * V' () }(N)
= L{gi-o ()N L (O)}(N)

para Re\ > 0. Usando as propriedades da transformada de Laplace
temos

1 oo
L a a —At—«
{g1-a(t)} = / Mgr_a(t)dt = Ti—a) /0 e Mt dt,

fazendo s = At, obtemos

L{gl_a(t)} = I‘(%_a) /000 6785709\0‘716{5

)\a—l < —8 _—«
_71"(1—04)/0 e s %ds

)\oz—l 0 (1 -1
— —S8 —a—d
F(l—a)/o €’ s

Aafl
TTr-— @)
= Ao,

I'l-a)
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Logo,
L{Dfv(t)} (V) = [N IAL{v(6)} (V) — v(0)].
Pela Proposigao conhecemos L{v(t)}()), logo para Re\ > 0
L{:Dv(t)}(N) = A2 1 (A + A) 7l — 2> lg,

Por outro lado, A é um operador fechado e portanto a Proposicao
2.29| garante, para ReA > 0, que

L{-Av(t)}(A\) = —AL{v(t)}(N\) = A [)\0‘71(/\CY + A)flx] .
Agora usando
AN+ A) e =2 - A\ 4+ A) e,
concluimos que
L{=Av(t)}(\) = AT\ + A) e — A g
para ReX > 0, e pelo Teorema [2.4] a prova fica completa. O

Corolario 2.31. Sejam A : D(A) C X — X um operador setorial
positivo e f : [0,00) x X — X wma fungdo continua e localmente
Lipschitz na sequnda varidvel, isto €, para cada x¢o € X, existe uma
bola aberta By em X e uma constante Lo = Lo(Bg) > 0 tal que

1f(t,2) = F&y)ll < Lollz =y,

para todo z,y € By et € [0,00). Entao, existe tg > 0 e uma unica
fungao continua u : [0,t0] = X que satisfaz

u(t) = Ea(—to‘A)uo—l-/O (t—s)aflana(—(t—s)aA)f(s,u(s))ds, (2.6)

para todo t € [0,t], ou seja, u(t) € a unica solugdo local do problema
fraciondrio de Cauchy

Dfut) = —Au(t) + (t, u(t)), £ >0, o
u(0) =up € X. ’
Demonstragao. Para detalhes desta prova veja [8}12]. O
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Observagao 2.32. i) Embora esta se¢do tenha discutido de ma-
neira breve as solugoes locais para os problemas fracionarios de
Cauchy do tipo , no Capitulo 3 abordaremos um pouco mais
este assunto, porém devotados ao caso de operadores quase seto-
riais.

ii) Vale a pena enfatizar que as fungdes que satisfazem a formula
integral (2.6)) sdo chamadas de solug¢oes mild do problema (2.7)).

Para complementar e finalizar a discussao introduzida nesta segao,
apresentamos um resultado que faz estimativas das familias de opera-
dores de Mittag-Leffler no espaco das poténcias fracionarias X”, com
B8 > 0, que foram definidos anteriormente.

Teorema 2.33. Considere o € (0,1), 0 < 8 < 1, e suponha que
o operador A : D(A) € X — X seja setorial. Entdo, existe uma
constante M > 0 tal que

1Ea(—t* Az xs < Mt~ |z||x,

| Baa(~t*A)zllxs < Mt™7||z| x,

para todo t > 0.
Demonstra¢ao. Temos que

Aﬁ
| Ba(—t*A)a x5 = H2 / AAa-1(0e 4 A)‘ldiH
YiNA H, x

Entao, como A é um operador fechado, concluimos que

[ Ea (=t A)z xs

1
= ’ —/ e“AalAﬁ(AaJrA)ldiH
21t Jp, X
7« -
= / et AP ((u/t)™ + A) 1xd,uH
2 H, X

A dltima igualdade segue da mudanga de variavel p = At.
Portanto,

« tio{ € o— o -1
Bt A)alln < G [ MRl 1A (/)" + 4) s
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e pelo Corolario [I.52]

1 Ea(—t*A)allxs <77 (C/ eRe“Iu‘“”‘”(HM) ]l x-

a

Note que escolhendo M > 0 tal que

C

7/ eRe)\|/\|a(571)d|)\| < M,
27T H,

concluimos a demonstragao deste resultado. De forma analoga pode-se
demonstrar a segunda estimativa. O
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Capitulo 3

Problemas fracionarios
com operadores quase
setoriails

Faz aproximadamente 50 anos que os operadores setoriais come-
caram a ser estudados extensivamente. Muitos operadores diferenci-
ais elipticos importantes pertencem a classe de operadores setoriais
(veja |20] para mais detalhes), especialmente quando sdo considerados
nos espagos de Lebesgue (por exemplo em LP). No entanto, se conside-
rarmos espagos de fungbes mais regulares, como o espago das fungoes
Hoélder continuas, entao esses operadores elipticos, em geral, contém um
setor em seu resolvente, mas nao a estimativa requisitada e portanto
nao sdo operadores setoriais (para uma descri¢ao mais completa destes

fatos, veja [3959]).

Também temos problemas como o exposto na introducao desta dis-
sertacao, em que temos um dominio em que os operadores sao setoriais
mas quando estudamos o problema limite, perdemos esta caracteriza-
¢ao. Neste caso conseguimos construir uma nova classe de operadores
que ainda assim geram semigrupos.

E por isso que dedicamos este capitulo a estudar esses operadores
e os respectivos problemas fracionarios de Cauchy associados a eles (a
principal referéncia para este assunto é o artigo de Wang-Chen-Xiao
em [72]).
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3.1 Uma introducao ao cilculo funcional H*

Comegamos fazendo uma rapida descricao de algumas classes de
fungoes que sao abordadas por Cowling-Doust-McIntosh-Yagi, Markus,
McIntosh e Periago-Straub nos respectivos [10,49,52459)].

Para ¢ € (0,7/2), considere o setor aberto

Sg ={z € C\{0} : |argz| < ¢},
e defina Sy = ST;. Denote ainda
H(Sg) ={f: Sg — C: f é holomorfo}
e HX®(S)):={fe€H(S)) : f¢limitada}.
Em C\{—1} consideramos as fungdes ¢q e ©,, para n € N U {0},
dadas por

1 z
wo(z) == e Yn(z) = m,

1+z2
<oo},

VI(S3) = {f € H(Sg) : swp [¢7(2)f(2)] < OO},

Z€S,

e definimos o conjunto

Wo(S9) = {f € H(SY): sug) 500((ZZ))

e, para —1 <y < 0e s <0, o conjunto

com n o menor dos inteiros tal que n >2ey+1< —(n—1)s.

Observagao 3.1. Para auxiliar na caracterizagao dos espagos \110(52)
e \I/z(Sg), ressaltamos que:

i) Como ¢ € (0,7/2), para todo z € Sg temos a estimativa
|1+ 2] =[] |1 + 2|
e 1+ )

-arg z i

+ |zle

:‘eiz 2
arg z n |Z‘ cos ar2gz

arg z
|

> |cos
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= 1+ z])

arg z
‘cos—‘(
2

¢

> cos 5(1 + |2))-

Portanto se f € Wo(S), entao existe My > 0 tal que
<M1+ 270, VaesL (3.1)

Por outro lado, se f € H(Sg) e vale (3.1]), entao

f(2) |1+ 2| 0
<M, Vz € Sy.
= Mo | 7 1l < o0, KASH P

¢o(2)
Em outras palavras, Wo(S3) contém todas as fungdes de H(S3)
para as quais existe My > 0 tal que (3.1) é valida.

ii) Através de uma justificativa anédloga a feita acima, uma fungao
fe H(Sg) pertence ao conjunto \Ilj(Sg) se, e somente se, existe
uma constante My > 0 tal que

lf(2)] < Mglz|7* (1 + [2])",
para todo z € Sg.

Defina entao os conjuntos

FJ(s9) = |J w289 U Wo(S)) e
s<0
F(Sg) ={fe H(Sg) . existem k,n € IN, tais que fyF € FJ(Sg)} .

As defini¢gbes acima nos permitem enunciar o seguinte resultado.

Proposigao 3.2. Se¢p € (0,7/2) e f € F(Sg), entdo existem constan-
tesr, Ky > 0 tais que

If() < Ky(l2]7" +|2]"),  VzeSD. (3.2)

Por outro lado, se f € H(Sg) e satisfaz (3.2)), entdo tomando k € N

com k > r, obtemos que fyF € UI(S3), para todo v —k < s <0 e
nelNta quen>2ey+1<—(n—1)s.

Demonstracao. A demonstragao deste resultado, embora similar as jus-
tificativas feitas na Observacao podem ser encontradas com deta-
lhes em [59]. O
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Da proposi¢ao acima concluimos que HOO(Sg) C F(Sg). Pela defi-
nigao de F(S3) temos que F(S3) C H(SY) e pela definigao de Fy'(S9)
temos que Fy (Sg) C H“(S’g). Assim as classes de fungbes apresenta-
das satisfazem a cadeia de inclusoes

FJ(53) € H®(S9) C F(S9) C H(S3).

Neste ponto estamos preparados para introduzir os operadores quase
setoriais, os quais temos citado durante toda esta dissertagao.

Definigao 3.3. Sejam —1 < v < 0e 0 < ¢ < 3. Denotamos por
©(X) a familia de todos os operadores fechados A : D(4) C X — X
que satisfazem

i) o(A) €Sy \ {0}, e

ii) paratodo ¢ < p < 7 com pu € (¢, ) existe uma constante C,, > 0
tal que
[:— AN S G, ¥se €\ S,

O operador linear A é chamado de operador quase setorial em X se
A€ 03(X).

Fica claro que a defini¢ao de operador quase setorial difere razoavel-
mente da definicao de operador setorial positivo apresentada na Secao
e por isso julgamos necessario fazer duas consideracoes.

Observagao 3.4. i) O dominio do operador A nao precisa ser denso
em X, como acontece no caso de operadores de tipo setorial. Esta
é uma diferenca bastante relevante, porém para termos uma teoria
satisfatoria de poténcias fracionéarias complexas para os operado-
res quase setoriais, necessitamos supor a densidade do dominio do
operador. No nosso caso, como estamos apenas preocupados com
poténcias fracionarias reais, nao existe esta limitagéo (veja 59|
para mais detalhes).

Existem alguns estudos mais completos sobre poténcias fraciona-
rias complexas para operadores que nao possuem dominio denso
como exemplos [14}15}/50}/68|.

ii) A estimativa do operador resolvente é “pior” no caso de operadores
quase setoriais do que no caso de operadores setoriais, e este fato
levara a implicagoes interessantes sobre o semigrupo gerado pelo
operador quase setorial.
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Para a completude deste estudo, incluimos um exemplo de um ope-
rador quase setorial que nao é setorial.

Exemplo 3.5. Considere X = C. (R, C?) o espago das fungoes conti-
nuas de R em C? que se anulam no infinito. Para cada f € X, existem
f1, f2 € C(R, C) tais que

ft) = (fl(t),fz(t)), vt € R.
O espago X munido da norma

1fllx = sup [f1 ()| + sup | f2(2)]
teR teR

é um espago de Banach.
Fixe v € (—1,0), considere a matriz

1+ 41+ ?) 2y
alt) = 0 142 —i(+e2) | ER

e defina D(A) :={f € X : ¢f € X} e o operador linear

A: DA CX — X

f = qf
v Como ¢(t) é bastante regular, ndo é dificil de verificar que A é um
operador fechado. De fato, dada a sequéncia x,, € D(A) vamos

provar que se x,, - x com x € X e Ax, — y com y € X entao
2z € D(A) e Az = y. Porém, note que A é inversivel, com

A7l X — D(4)

fo= qf
com
1—i  —t
2(1+2) 2(1+t2)?
') = , VteR,
0 1+1
2(1 + )

ou seja, A1 € £(X). Mas entdo para todo n € N temos

1A y—zllx = A" y—znton—2]x < A7 Y=z x+]zn—2]x,
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€ como
A7y = zallx < A7 eeolly — Azallx,
obtemos que

147y = 2llx < A7 e oolly — Aznllx + llzn — 2llx-

Aplicando limite em ambos os lados, obtemos
|A™y —z]lx =0,

assim
ou seja

para todo t € R.

Vale que 0(A) = {z £ iz : + > 1}. Como A ¢é fechado, para
verificar que z € o(A) basta verificar que z — A néo é bijetivo.
Neste caso porém, isto é equivalente a provar que

_ 442y
zoa ST ) (3.3)

det 0 P

com a = 1+t2+i(1+t?).
Agora (3.3)) é equivalente a igualdade
2?2 — 2Re(a)z + |a|? = 0,

ou seja,

L 2Re(a) £ \/A[Re(a)]2 — 4]a|?
2 )

que por sua vez é equivalente a

z=1+t*4i(1+t%).
v' Se escolhermos p € (m/4,7/2), entao para todo z € C\ S,

(= — 4)7!

93



z—[1+ 2 +i(1+¢%)] — 42y
22 =221 +82) +2(1 +2)2 22 —22(1 +¢2) + 2(1 + ¢2)2

z— 1+t —i(1+t2)]
22 —2z(1+¢2) +2(1 +2)2

e através de calculos complicados e precisos, deduzimos a existén-
cia de C' > 0 tal que (veja [59,|71] para os detalhes)

Iz = A) 7 Hlex) < O,

e como o exponente y dessa desigualdade nao pode ser melhorado,
conclui-se que A € @;’r /1€ nao é um operador setorial.

Para evitar redundancias futuras nos enunciados dos resultados, a
partir deste ponto fixamos v € (—1,0) e w € (0, §).

Seguindo Periago-Straub, mostramos de maneira breve, que o ope-
rador quase setorial A € ©Y(X) faz com que a aplica¢ao

Fg(Sp) > f = f(A) € £(X)

com .
A) = — — A7z, 3.4
) = g [ 1@ A (3.4)
esteja bem definida, para todo 6,y satisfazendo w < § < p < 7. Na
integral acima o contorno I'y = {R; "} U {R;e~"?} esta orientado de
modo que o conjunto SS fique a esquerda da curva I'y.

Teorema 3.6. Seja A € O2(X) ew < 0 < p < . Entdo para todo
fe F(;’(Sg), a integral € absolutamente convergente e define um
operador linear limitado em X. Mais ainda, sua defini¢ao é indepen-
dente da escolha de 6 € (w, ).

Demonstrag¢ao. Assuma que n € (6, 7) esteja fixado.

i) Se f € \Il;V(Sg), entdo para A € I'y o item i) da Observagao
garante que

(1+]A)™

||f()\)(/\_A)_1||L(X)SC§K9 INs=7 7

com s —v—1>ns.
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ii) Por outro lado, se f € Wo(S)) e A € I'g, o item i) da Observagao
[3.1] assegura a desigualdade

POV = A) e x) < CaKal A (14 [ADT

Em ambos os caso a integragao sobre a curva I'y, seguindo calcu-
los ja realizados anteriormente nesta dissertacao, garantem que é
absolutamente convergente e define um operador limitado em X.

A independéncia da escolha de 6 e p segue da analiticidade do in-
tegrando, que possibilita a troca do caminho que estamos integrando
sem a alteragao do valor da integral (Teorema de Cauchy). O

Um resultado tipico desta teoria diz respeito as propriedades de
soma e composi¢ao de operadores do tipo f(A), porém para nio nos
alongarmos mais nesse assunto lateral, apenas o enunciaremos a pro-

posicao 377}

Proposicao 3.7. Sejam A € 0)(X) ew < p < 7. Entdo para todo
[g€ Fj(S)) ea, B €C,

i) af(A) + Byg(A) = (af + Bg)(4), (fog)(4) = f(A)og(A).
i) f(A)g(A) C (f9)(A)-

iir) f(A)g(A) = (fg)(A), sempre que g(A) € limitado no dominio
D((f9)(A)) € D(g(A)).

Agora enunciamos um resultado que, de certa forma, melhora a apli-
cabilidade do Teorema [3.6] e nos ajuda a alcangar os objetivos iniciais
desta segao.

Teorema 3.8. Seja A € OF e tome w < 0 < p < 7/2. Assuma que
fe H‘X’(Sg) satisfaz as segquintes condigoes:

i) A funcio z — f(z)(z — A)~1 € absolutamente integrdvel em Ty.
i) Sup_,, .y, | f(re'®)| = 0, quando r — oo.

Entao f(A), como dado em (3.4)), € um operador linear limitado. (Veja
159/)

Observe que para cada t > 0, a funcdo A — e~ * satisfaz todas as
hipoteses do Teorema [3.8] e portanto podemos definir o operador linear

limitado )
—\t —\t -1
A) = — A—A)"dA.
e (4) 211 Ty e )
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Através de uma mudancga de variavel simples, obtemos a formulagao
analoga
1

At
—A) = —
=
w—%

M+ A)7la,

com I'y,_z C p(—A), que possui um formato muito similar a equa-
¢ao integral de um semigrupo gerado por um operador setorial (para
maiores detalhes veja o Teorema [1.44)).

Para formalizar a discussao anterior, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.9. Se A € O)(X) e 0 € (w,n/2), defina a familia de
operadores limitados {T'(t) : t € S%fw}, dado por

T(t) == ! M+ A)~tax (— Qim/F e’\t()\—A)ldA>.

21 —Ty

com —T'g C p(—A) como definido anteriormente.
Entao as sequintes afirmagoes sao verdadeiras

i) T(t) é analitica no setor S%ﬂ) e %T(t) = (—A)"T(t), com
te S

w*

w*

it) T(s+1t) =T(s)T(t) para todo s,t € 5%7
ZZZ) Eziste Cy = Co(’y) > 0 tal que ||T(t)||L(X) < Coti'yil, Vi > 0.
iv) Assuma que Q2 C X denota o conjunto em que

lim T'(t)x = x.

t—0

Entio D(A) C QG X.

v) Se Re X >0, entio (A + A)~! = / e MT(t)dt.
0

Demonstragao. Para a demonstragio deste resultado veja [59]. O

Observagao 3.10. i) Operadores que possuem as caracteristicas
asseguradas pelo Teorema [3.9]serao chamados de semigrupos ana-
liticos com crescimento de ordem 1 + . Originalmente estes se-
migrupos foram introduzidos por Da Prato em [11], entretanto a
defini¢ao utilizada aqui, feita por Periago-Straub em [59], é ligei-
ramente diferente uma vez que:

v" O conjunto (J,, T'(t)X nao & necessariamente denso em X.
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v/ Para cada x € X, a aplicagao
{teR:t>0}3t—THt)xeX
é analitica e nao apenas continua.

ii) Uma diferenga bastante interessante garantida pelo item iv), é
que semigrupos como esse nao estao definidos em todo o espago
vetorial X quando ¢t — 0. Essencialmente, nesta situagao, vamos
consideré-los definidos apenas em D(A).

iii) Se T'(-) é um semigrupo analitico com crescimento de ordem 1+,
o operador G : D(G) C X — X, com

D(G) = {x € X :lim w existe },

t—0

e definido por
Tt)r —x
Gz = lim L,
t—0 t
serd chamado de gerador infinitesimal, como feito anteriormente.
Porém, como demonstrado em [11], podemos verificar apenas que
G é um operador fechéavel.

Para encerrar esta discussao, faz-se necessario ainda introduzir as
poténcias fracionarias de operadores quase setoriais. A vantagem que
temos neste ponto é que podemos utilizar toda a teoria construida
anteriormente.

Para cada 8 € R\ {0}, considere a fungao

¢pg: C\(—00,0] — C
2z — 2P

Dado p € (0,7/2), como ¢g satisfaz a desigualdade
6s(2) < |27 + 2177, vz e s,
entdo pela Proposigao concluimos que ¢ € F(S}).
Os resultados que temos até o momento ndo nos permitem aplicar
a funcdo ¢g em um operador A € O7,. Por isso, necessitamos de um

resultado auxiliar o qual, devido a tecnicalidade, ndo demonstraremos
aqui.
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Teorema 3.11. Sejam A € O], p € (w,m/2) e f € F(S)). Entio se
k,n € IN sdo tais que fi¥ € FJ(SS) temos que o operador linear f(A)
dado por (3.4]) estd bem definido, € fechado e

D(f(A)) :={z € X : (f¢5)(A)z € D(A~VF)}.

Acima (fyF)(A) também é dado por (3.4). Mais ainda, a construgdo
do operador f(A) € independente da escolha de k,n. (Veja [59])

O teorema acima nos permite introduzir a seguinte nocao.

Definigao 3.12. Se 8 € R, a poténcia fracionaria de ordem S de um
operador A € ©) é dada por

Aﬁ—{IX’ se 5 =0,
T ¢s(4), seB#O.

No caso de operadores quase setoriais nao conseguimos demonstrar
que a poténcia fracionaria A=?, com f > 0, define sempre operadores
limitados. O seguinte resultado resume este fato.

Proposicao 3.13. Assuma que A € O, e que B > v+ 1. Entdo
AP e L(X).

Demonstragao. Este resultado segue do fato de que se 5 > v+ 1, pode-
mos verificar que a funcéo ¢z satisfaz as hipoteses do Teorema O

Agora enunciamos um resultado que versa sobre algumas proprie-
dades das poténcias fracionarias de operadores quase setoriais. A de-
monstragao desse resultado é padrao e serd omitida.

Teorema 3.14. Para A € O], e a, § € C as sequintes afirmagdes sdo
verdadeiras.

i) O operador A% € fechado.

i) AAP C AP,
iii) Se D(A®TP) C D(AP), entdo AYAP = ATH,
i) A% € injetiva e (A%)~t = A=,

v) A" = A...A (n-vezes) para todon € N e A° = 1.

Para encerrar esta segao, introduzimos dois ultimos resultados im-

portantes para a discussao que promovemos nas proximas secoes.
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Proposicao 3.15. X? = D(A5), com a norma
lzllxs = [[ A% x,
define um espaco de Banach.
Proposicao 3.16. Sejam A € ©)(X), 0 € (w,7/2) e considere
{T(t): teS3_,} CL(X),
o semigrupo analitico com crescimento de ordem 1 + 7 associado ao
operador A. Entao as sequintes afirmagoes sao verdadeiras
i) Sete S% e B3>0, entdo Im(T(t)) C D(AP),

1
7/ MeMAN+ A)"lzd\, Vze X,
T'_o

—w

APT () =
():v 271

e existe uma constante C' = C' (v, ) > 0 tal que
[APT ()] (x) < Ct77F7L Wt >0.

ii) Se B> 1+, entdo D(A®) C Q = {z € X :limy_,o+ T(t)r = x}.

3.2 Estudo dos operadores S,(t) e P,(t)

Exatamente como feito na Se¢ao 2.3 porém desta vez com operado-
res quase setoriais, nosso objetivo nesta secdo é estudar duas familias
de operadores de Mittag-Lefller.

Os resultados obtidos nesta se¢ao nao sé nos auxiliam a entender um
pouco melhor essas familias de operadores, como também sao utilizados
durante o restante deste capitulo.

Definigcao 3.17. Para A € 0Y(X), consideramos as familias de ope-
radores

{Salt):te S5 ) e {Pu(t):teS:_ .},
relacionados com as fungoes gerais do tipo Mittag-Leffer, definidas por

Sa(t) = Ea(=At")(A) Eo(=At")(A = A)~dA,

21 Ty

Palt) == Bua-M)(4) = 5 / B (SN0 — A) L,

O contorno da integral T'p := {Ry e} U {R e~} orientado de forma
a manter o conjunto Sy ao lado esquerdo e w < 0 < p < 5 — |argt|.
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Observagao 3.18. A notacdo que utilizamos para a familia de ope-
radores de Mittag-Leffler geradas por operadores quase setoriais sao
distintas das utilizadas para descrever estas mesmas familias no caso
de operadores setoriais, como pode ser visto ao compararmos a Segao
[2:3] com nossa tltima defini¢ao. O principal motivo desta escolha foi
apenas para preservar as notagoes geralmente utilizadas pelos autores
Wang-Chen-Xiao [72].

O proximo teorema estabelece propriedades bésicas da familia de
operadores de Mittag-Leffler.

Teorema 3.19. Para cada t € S% o0s operadores Sy (t) e Py (t) sdo
lineares e limitados em X. Além disso, existem constantes

—w?

Cs=C(a,7) >0 e Cp,=C(a,v)>0

tais que
[Sa(®)|ls(x) < Cst™*0FM v >0, (3.5)

[Pa(t)llcix) < Cpt™ @00 V> 0. (3.6)

Demonstracao. Como para cada t € S% _.» as funcoes
A= Eo(—=Xt) e A = Eqo(—At)

satisfazem todas as hipoteses do Teorema (verifique o decaimento
assintotico das fungoes de Mittag-leffler na Segao , concluimos que
Sa(t), Py(t) sdo operadores lineares limitados em X. Assim s6 precisa-
mos demonstrar as estimativas e .

Assuma que {T(t) : ¢t € S%_w} seja o semigrupo analitico com
crescimento 1 + v garantido pelo Teorema Entao o item iv) da
Proposigao [2.18] e 0 Teorema de Fubini nos garantem que

_L [e% _ —1
Salt)e = 5 E( M)A — A)zd)

= // M (s)e M 5ds(A — A)~!
2i Fe

Ma(s) / IS (N — A)"Lzd)Nds
Ty

—w"

27i
/ M (s)T (st™)xds, Yt € S%
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Logo, se € X, o item 4i) da Proposigao e o item 4ii) do Teorema
.9 garantem a estimativa

Sa(t)elx = H /0 M ()T (51

X

o0
< [ Mals)Colst®) ol s
0
— o) / Ma(s)s™ || x ds
0

(=) _
=Cp—t a4 , vt > 0.
OI‘(l—a(lJr’y)) ]l x

Com um processo analogo obtemos:

w?

P,(t)x = / aMy(s)sT (st™)ds, Yt € S%_
0

(1 —
| Pa(t)z| x < aCOMt_a(7+l)||x||X, vt > 0.

Desta forma ficam demonstradas as estimativas (3.5) e (3.6). O
Durante a demonstragao do tltimo resultado provamos uma identi-

dade que é muito interessante. Para enfatizar tal identidade, enuncia-
mos o seguinte corolério.

Corolario 3.20. Assumindo as mesmas hipdteses do Teorema |3.19

concluimos que

T —w>

So(t)z = / Mo (s)T(st™)zds, vt e S%
0
e que

P,(t)x = / aM,(s)sT (st*)xds, vt € S%
0

No que segue provamos um série de resultados interessantes sobre
as familias de operadores de Mittag-Leffler para operadores quase se-
toriais.

Teorema 3.21. Os operadores S, (t) e P,(t) sdo continuos em (0, 00)
na topologia de L(X). Além disso, para todo r > 0, a continuidade é
uniforme em [r,00).
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Demonstragao. Seja e > 0. Para todo r > 0, usando o item i) da
Proposigao podemos escolher d1, d > 0 tal que

2Co " —(147) €
‘ 20, [
0 —(1+7) €
i) /62 M, (s)s ds < 5 (3.8)

com Cj a constante dada pelo item 4ii) da Proposicao

Pela item ¢) da Proposigao para cada x € X existe uma cons-
tante positiva d, tal que para ty, ta > r satisfazendo [t; — ta] < 0,
temos

02
€
: Mo ()Tt s)x — T(t5s)z||xds < 6 (3.9)
1
Mas entao
[Sa(t1)x — Sa(ts) 9C||X
T(st{)x — / Mo (8)T(st)xzds
0 X
e portanto,
[Sa(t1)z — Sa(t2)z||x
01
=/ Ma(s) (IT(st) e xy + 1T (st5) [l 2 (x)) 1zl xds
d2
+ Mo ()| T(st$)x — T(sts)x||xds
5
o 1
+ Mo (s) (1T (st?) | ey + 1T (st3) ex)) ]l xcds.
2
Porém, o item #4i) da Proposicao garante que
[Sa(t1)z — Saltz)w] x
o1
< G0 (1 4 174 [T M 01570 el
0
S2
[ Ma()IT(st9) — T(st5) ] s
01
+C, ( —a(1l+7) +t—a(1+’y)) Ma(s) (1+7) ”I”de’

02
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o0 que, através das desigualdades (3.7)), (3.8) e (3.9), nos ajuda a concluir

que

20, [%
M., —(147) d
ro(1+7) /0 (s)s ]| xds

d2
+ Mo ()T (std)x — T(sts)z| xds

[Sa(t1)x — Sa(tz)zlx <

1

2Cy °°
=0 M, (s)s~ A+ d
ra(l+y) /52 (5)s llxds

< (¢/2)||llx,
isto é,
€
[Sa(t) = Sa(t2)llex) < 3 <€

Em outras palavras, S, (t) é uniformemente continua em [r, co) na
topologia de £(X). O argumento é o mesmo para P, (t). Assim a prova
esta completa. O

Teorema 3.22. Se 0 < 8 < 1—1, entao vale
i) As imagens de Sy (t) e Pu(t), para t > 0, estio contidas em XP.
it) Para cada x € X wvale a igualdade

d

%Sa(t)ac = —t*"rAP, (1), vt > 0.

Mais ainda, se x € D(A), entdo a aplicagdo
d
(0,00) 3¢ — £Sa(t)x eX

€ localmente integrdveis.
iii) Para todo x € D(A) et > 0 temos
1ASa ()] < Ot~ | Az,
com C uma constante que depende apenas de vy, «.
Demonstra¢ao. Vamos fazer esta demonstragao item a item.
i) Pelo item 4) da Proposigao se > 0 temos que

T(t)z € D(AP), Ve X eVt>0,
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e unindo este fato ao item 4:) da Proposigdo e ao Corolario
[3.20] concluimos

[4°Pu@)alx < | aMa(o)sl AT () e o] s
0 oo
Sa/ M, (5)sC’ (st) 7P~ Y|z x ds
0
= 't~ OHAHD / M, (s)s~ ) ||z|| x ds
0

— Orop-atrisry TA=v—=F)
= Clat= P sy e

A estimativa acima esté boa justamente porque 0 < <1 —~

ii) Sex € X et > 0, o Corolario e o Teorema da Convergéncia
Dominada garantem que

S (t)z = Jim et F T = Sa(t)

h—0 h
~ lim  Mo(s)(T(s(t+ h)™)x — T(st*)z) s
h—0 h
/ M, (s) lim T(s(t+ h)*)z — T(st")xds
h%O h

:/0 Ma(s)ﬁ [T(st™)zx]ds

= /OO — M (s)AT (st*)at* sds
0

= -t A/O asM,(s)T (st*)ds

= 1" LAP,(t)x.

Além disso, para todo x € D(A), o item i) da Proposigao e
a Proposicao [3.16] nos asseguram que

AR @l <17 [ as M )Tt 4] s

I'1—7) oy
< aCyan-— 1 y=ar=1) 4
= aCOF(l - a’y)t [4zllx, (310)

ja que —ary — 1 > —1, ou seja, S/, (t)x é localmente integravel em
(0, 00).
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iii) Para finalizar, pelo item i) da Proposigao e pela Proposicao
1. 10]

| ASa(t)zl|x < / Mo ()| AT (5t)| o0y 1z s
o0
< Cpt—o+) / Mo(s)s™ 17 ds|| Az x
0

o — - ) .
- COP(l —a(l+ 7))75 |Az||x, Vo € D(A)

O

A demonstragao do item ¢) do resultado anterior também nos ga-
rante a estimativa

I(l—~—p)
L(1—aly+8)

Entretanto, para facilitar a citagao em resultados mais a frente, enun-
ciamos a seguinte proposicao.

|APP,(1)||x < C'at=@(+A+D)

Proposigao 3.23. Seja0 < f<1—v et > 0. Para todo x € D(A)
temos que
AP, ()] 2(x) < Ct™FF vt >0, (3.11)

com C' uma constante que depende de vy e .

Demonstracdo. E uma aplicacao direta do resultado anterior. O

O proximo teorema também discute o fato da fungao u(t) = S, (t)ug
ser a unica solugdo do problema de Cauchy fracionario

{ Du(t) = —Au(t), t >0,
u(0) = uyp.

Este tipo de resultado é classico e muito importante.
Teorema 3.24. As sequintes propriedades sao verdadeiras:
i) Se B> 1+, entdo para todo x € D(AP), temos

7}1_r>r(1) So(t)z = x.

it) Para todo x € D(A) temos

t
(Sult) — D = / AP (s)ads, V> 0.
0
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1) Sejam x € D(A) et > 0. Entdo DSy (t)r = —AS(t)x.
i) Para todo t > 0 vale que So(t) = J = (t271PL(1)).

Demonstra¢ao. i) Para x € X, pelo item ii) da Proposicao e
pelo Corolério temos

So(t)r —x = /000 Mo (s)(T(st*)z — z)ds.

Agora, o Teorema o item i7) da Proposi¢ao e o Corolario
[3:20] garantem que

M, (s)(T(st™)x — )

é integravel e que My (s)(T(st*)xz — ) — 0, quando ¢ — 0T

Com isso, pelo Teorema de Convergéncia Dominada,
Sa(t)r — 2 — 0, quando t — 0T,

o que conclui a demonstragao.

ii) Pelo item iv) do Teorema e pela equagao (3.10)), para todo
x € D(A),

(Sa(t) —I)z = Slir& (Sa(t)z — Sa(s)z)

zslg& i %Sa(w)xdw

t

= lim —w* AP, (w)zdw
s—0t Jg

t
= / —w* AP, (w)zdw
0
_pay

ary

iii) Note que % € F(S}) e que o operador %(A) ¢ injetivo e inte-
gravel em (0,t). Seja € D(A). Pela Proposigao [3.7]

Sa(t)s = En(~51) ()7 = (Ea(~1)p0)(4) ( - ) (A

De (2.2)) temos

sup |2t Eq (—2t%)| < oo.
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Assim,

|2Eq (—2t%)(1 + z)_1| = ‘I—T—zEa(_Zta)

2B (—2t%) t*
(142) to
|2t* Eq (—2t%)]

(1 4+ 2)te

< ¢

- |(1 + Z)\t"‘

< Clz|7He,

com C uma constante que nao depende de t. Logo
— 2B (—2t*)(1+2)"t € FJ(SS),
com Fy'(S))) definido como na Observa(;éo Note também que
pelo Teorema [2.30]
DEE (=2t (14 2) "1z — A)!
= (=2)Eq(—2t*)(1+2)" Yz — AL

Agora, combinando este resultado e a Proposigao [3.7] pela Defi-
ni¢ao 317 obtemos
Df ((Ba(=2t*)(1 4 27)71)(4))
_ QL (—2)Ba(—2t*)(1 4+ 2)" (2 — A)'dz
i Jr,
= (=2)(A4) (Ba(—2t") (1 +2)71)(4)
= —A(Ea(—zt")(l + z)_l)(A)

iv) Nesta prova usamos um argumento anilogo ao utilizado na de-
monstragao do item iii). Note que

2 Eg o(—2t%) € FJ(S)),
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para t > 0, e assim
Tt Pa(t)) = JE (1% gy ( — 2t%)(A))
= (Eo(—2t%))(A) = Sa(t),

com isto
JE(t T By o (—2tY)) = Eqo(—2t%),

logo o item iv) fica verificado e assim terminamos a demonstragao
deste resultado.
O

Com as ferramentas expostas anteriormente comecaremos a intro-
duzir a teoria que garante a existéncia e unicidade de solu¢ao mild e de
solucao cléssica para EDP’s abstratas lineares e nao lineares.

3.3 O problema linear

Esta se¢do é dedicada ao estudo do problema de Cauchy abstrato
linear nao-homogéneo

{ eDfu(t) + Au(t) = f(t), 0 <t <T, (3.12)

u(0) = ug

com a € (0,1), .Df a derivada fracionaria de Caputo de ordem «,
A€oy, f:]0,T] = X e ug pertencente a um subconjunto de X.

Assuma por um instante que f € L'(0,7;X) e que u : [0,T] = X
satisfaz (3.12) e as seguintes condigoes:

i) ueC(0,T); X).
ii) u(t) € D(A) para todo t € (0, T).
iii) g1_o *u € C1((0,T]; X).

iv) Au e L'(0,T; X).

Aplicando J{* em ambos os lados de primeira igualdade de (3.12]),
a Proposi¢ao garante que

u(t) — u(0) + JFAu(t) = JFf(t), vt € 10,71,
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e portanto, da defini¢do de integral de Riemann-Liouville de ordem «,
reescrevemos a igualdade acima como

u(t) = w0 — s [ (=9 uo)is + s [0- 9 ()

I'(e)
(3.13)
para todo ¢ € [0, 7.
Para continuar a ideia que comegamos a introduzir acima, provamos
o seguinte resultado.

Lema 3.25. Assuma que f € L'(0,T;X) e que u: [0,T] — X ¢ uma
fungao que satisfaz as equagdes (3.12) e as hipdteses i) — iv) acima.
Entao u(t) satisfaz a equagdo

t
w(t) = Sa(t)ug +/ (= )"\ Pult — s)f(s)ds, Vit e[0,T].
0
Demonstragao. Como discutido na Segao [2.1] reescrevamos a equagao
(3.13) na forma
A(t) = up — ga—1 * AU(t) + ga_1 * f(t)ds,  Vte€[0,00), (3.14)

com as funcoes f € LL (0,00; X) e @t € L}, .(0,00; X) dadas por

loc loc

zo_ J f(t), te[0,T], o [ ou(), telo,T7,
f(t)_{ 0, te(T,o0), ° “(t)_{ 0, te(T,).

Mas entao, ao aplicar a transformada de Laplace em (3.14)), obtemos

L0} () = 52 - )\%AL{a(t)}()\) + L{f@v}m ReA > 0.
Como A* € p(—A), deduzimos a igualdade
LE(0}) = A O+ A) ug - (A A) T L{FO}N),  ReA > 0.
Pelo item v) do Teorema [3.0] sabemos que )

o0
A1 4 A) Ly = Ao~ / N (gt
0
e portanto realizando a mudanga de variavel ¢t = w® deduzimos

AT 4 A) Ty = / a(Aw)* te™ M) T (1 Yy dw
0
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= —/OO 1 ie_(’\w)a T(w*)ugdw

e pelo item v) da Proposigéo e pela regra de Leibniz para integrais

)\0471()\04 4 A)fluo

= 7/ 1 (d/ e“”\tat(H"‘)Ma(ta)dt) T(w*)updw
0 w d\ 0
(o) oo
:/ / e~ Mot ™ My ()T (w ) uodtdw.
o Jo

Realizando outra mudanga de variavel, desta vez w = s/t, conclui-
mos que

)\a—l()\a + A)—luo

:/ / e Mat~ I N (T (S> ugdtds,
o Jo t

e mudando de variavel novamente, t~“ = 7, finalmente encontramos a
igualdade

oo 0
AT 4 A) Ty = —/ e (/ Ma(n)T(ns“)uodn) ds
0 oo

= [T ([ s o) as

= / e So(s)ugds.

0

Da mesma forma que feito anteriormente, deduzimos que
A+ AT L{f ()}
o] t
= / e N / (s = 7)* ' P, (t — ) f(7)drds.
0 0

Lembrando de (3.15)) concluimos entdo que
e} t
L{a(t)}(\) = / e M (Sa(t)uo +/ (t—8)* 1P, (t — s)f(s)ds> dt,
0 0

e pelo Teorema que garante a unicidade da transformada de La-
place, completamos esta demonstracao.
O
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Munidos do Lema [3.25] somos finalmente capazes de formalizar a
nogao de solugao mild para (3.12)).

Definigao 3.26. Uma funcao u € C((0,T]; X) que satisfaz
t
u(t) = Sa(t)ug +/ (t—s)* 1P, (t — s)f(s)ds, ¥te (0,T], (3.16)
0

sera chamada de solu¢ao mild do problema ([3.12]).

Observagao 3.27. i) Observe que a nogao dada por (3.16]) ja foi
introduzida anteriormente no Capitulo [2[ em (2.6)), porém agora
esta Formula da Variagao das Constantes fracionaria esta apenas

definida para t > 0. Lembre-se que isto deve-se ao fato de que
Ae€0o].

ii) E importante observar que o Lema serve apenas de inspiracao
para a definicao de solugao mild, j4 que uma solugao mild nao
necessariamente precisa satisfazer os itens i) — iv).

iii) Eventualmente seremos capazes de provar que uma solu¢do mild
de de fato satisfaz os itens i) —iv), e nesse caso, que cumpre
as equagoes . Para diferenciar estas solugoes, criamos uma
outra denominacao.

Definigao 3.28. Seja u € C((0,T]; X) uma solugdo mild de (3.12). Se
u satisfizer

i) ue C(0,7]; X),
i) Dpu(t) € C((0,T); X),
iii) w(t) € D(A) para todo ¢ € [0, T,
diremos que u é uma solugao classica de (3.12]).

No restante desta se¢ao nos devotamos a apresentar um tultimo re-
sultado que discute a existéncia e unicidade de solucao classica para

(3.12). O caso de solugdo mild para o problema (3.12)) pode ser visto
como um caso particular do Teorema e por isso nao o demonstra-
remos aqui.

Teorema 3.29. Seja A € O)(X) e suponha que f(t) € D(A), para
todo 0 <t < T, Af € L*(0,T;X) e que f(t) seja Holder continua
com exponente 0’ > a(1 +7), isto €,

I£(t) = f(s)lx < K|t—s|®, Vit se(0,T)
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Entao, para todo ug € D(A), existe uma dnica solugdo cldssica para o

problema (3.12)).

Demonstragao. Note que v(t) := S4(t)ug é solucdo classica do pro-
blema linear homogéneo

1
v(0) = uo € D(A), (3.17)
pelo item 4i) de Teorema e pelo item #ii) do Teorema Agora o
Lema garante que que u(t) é a tnica solucdo classica do problema
(13.17).

{ Dfv(t) + Av(t) =0, 0 <t < T,

Seja
t
w(t) ::/ (t— $)°=1Po(t — 8) f(s)ds, 0 < t < T
0
Vamos demonstrar que u(t) := v(t) +w(t) é a tnica solugdo classica do
problema linear nao homogéneo ((3.12)).

Pelo fato de A ser um operador fechado, pela desigualdade de Holder
e pelo Teorema [3.19] temos

ol = [ (= 8 Palt — 5)AT(1ds

X

t
< AF®) = 0.0 / (t— ) VPt — )| o (x)ds

t
< ||Af(t)\|Loc((o,T);X)Op/ (t — )~ (@D gs
0

—va

t
= CpHAf(t)HLOO(O,T;X) —Oé"}/’

o que implica que w(t) € D(A), para todo 0 <t < T.

Agora mostraremos que .D{w(t) € C((0,T]; X). Primeiramente,
pelo Teorema [3.19] e pelo Teorema da Convergéncia Dominada verifi-
camos que w(0) = 0.

Se definirmos H (t) := t*~1P,(t), entdo w(t) = H * f(t), e portanto
das propriedades de convolucao, da Proposigao e do item iv) do
Teorema obtemos

Dfw(t) = DI w(t) = DL (H « (1))
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= DH[((FH)  £)(8)] = D} (Sa * 1) (#).
S6 nos resta verificar que
m(t) := (Sa * f)(t) € C'((0,T]; X).

Seja h € (0,T) e tome t € (0,7 — h). Entao

m(t+h)—m(t)  [*Sa(t+h—s)—Sa(t—s)
3 —/0 o f(s)ds

o (3.18)
+%/t So(t+ h—s)f(s)ds.

Considerando as estimativas do Teorema [3.19] e as hip6teses sobre
f, podemos utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada e o item i7)
do Teorema [3:22) e concluir que

P Syt +h—s)— St —s)

jip, [ SRR S
b Sa(t+h—s5)— St —s)
_/0 i, h f(s)ds

= [ sute= 91 (3.19)

= [t AR = 5
—Aw(t).

Para tratar do termo restante em (3.18]), consideramos a mudanga
de variavel t + h — s = 7, que nos leva a

t+h h
%/ Sa(t+h—s)f(s)ds = %/0 Sa(T)f(t+h—T)dr

Lo
i [ S+ h= ) = =)+ =)+ 10 - @) ar
1 h

:E/o Sulm)(ft+h—7) = f(t—7))dr

3 [ samre=n) - sanar+ 4 [ saoron
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Logo, pelo Teorema [3.19] e pela Holder continuidade de f, temos

h
% /0 Sa(r) (f(t+h—7) — f(t—7))dr

I -
< [ 1S o 170+ 5 =) = fit = 7)lxdr

C,KhY —a(+7)
1—a(l+7)

bl

1
h

h
/0 Sa()(f(t — 5) — F(£))ds

X

IA

h
i [ 182 lecollse =9 = @)l xds

C KhY—o(+)
T 1+0—a(l+7)

Como f(t) € D(A), para 0 < t < T, pelo item ¢) do Teorema
temos

h
Jim 2 [ Sor(0)ds = 1(0)
Portanto
1 [tth
hirgl+ 7 /t Sa(t+h—s)f(s)ds = f(t). (3.20)

Combinando (3.19) e (3.20) deduzimos que m ¢ diferenciavel & direita
dete

m! (t) = f(t) — Aw(t), Vte (0,T).

Com um argumento similar obtemos que v é diferenciavel & esquerda
de t, e concluimos que

m/(t) = f(t) — Aw(t), Vte (0,T].

Para encerrar provamos agora que Aw(t) € C((0,T]; X). Considere
Aw(t) = I (t) 4+ I2(t), com

L(t) = / (t— ) AP (t — 5)(f(s) — [(£))ds,
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I(t) = /t At — 8)* LP,(t — 5) f(t)ds.
0
Pelo item i) do Teorema temos
I(t) = =(Sa(t) = D f()

e pelo Teorema Sa(t) € uniformemente continua. Assim I(f) é
continua para 0 <t <T.

Agora, vamos provar que I (t) também é continua para 0 <t < T.
Se h € (0,T) et e (0,T —h), entdo

Li(t+h)— I (t)

_ /Hh(t th— $) APt + h— $)(f(s) — f(t+ 1)) ds
0

—/0 (t— 5)* " APu(t — 8)(f(s) — f(t))ds

que podemos rearranjar para obter

L(t+h)—Ih () = /t ((t+h— )" AP,(t + h — 5)

—(t—8)*TAP,(t — s)) (f(s) — f(t))ds

t

(t+h—s)* APy (t+ h —s)(f(t) — f(t+ h))ds

Hh(t +h—8)* AP (t+ h —s)(f(s) — f(t+h))ds

+

+

T S—

= hi(t) + ha(t) + hs(t).
Usando o Teorema em hq(t), temos
hlirg+(t +h—s)* AP (t+ h — s)(f(s) — f(t))
= (t =) APu(t — 5)(f(s) = f(1)).

Por outro lado, para t € (0,7 fixo, usando a estimativa (3.11)) e a
Holder continuidade de f, temos

I(t+h =) AP (t+ h = 5)(f(s) = f())lIx
<t +h—s|*THAP(t+h = s)llecx . (s) = F(B)1x
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/ —a(l4+vy)—1 4
<SCOK(t+h—s) U7t — )
e aplicando limite, temos

lim [(t+h —s)* " AP (t+h = s)(f(s) = ()] x
h—0+
< Ot — )70+ 11— 5)7
< OLE(t— )@ —meM=1 ¢ L1(0,t; X),
ja que @ > a(1 + ). Assim pelo Teorema da Convergéncia Dominada
obtemos

hlin& (t+h—s)*"AP,(t+h—s)(f(s) — f(t))ds
=0+ Jo

- / (t— ) APy (t — 5)(f(s) — F(£))ds,

isto implica que, hi(t) — 0, quando h — 0F.

Para hs(t), vamos usar o Teorema e a estimativa (3.11)), entao

/t(t +h—8)*TAPL(t+ h — s)(f(t) — f(t+ h))ds
0

X

< / (t+h— 8) Y APu(t + h — 8)l| e | £(8) — F(t+ B)l|xds

t
< / CIK(t+ h — s)7 2001 g
0

ClKh?

< p " (pme(ity) —a(l+v) )
~a(l+7) (h (h+1) )

Assim hy(t) — 0, quando h — 07,

Por fim h3(t) — 0, quando h — 0*. De fato, como sabemos por
hipotese que Af € L*°(0,T; X), usando os Teoremas e con-
cluimos

/t+h(t +h—8)*""Py(t+h—s)(Af(s) — Af(t+ h))ds

X

t+h
é/ (t+h— s Y Palt +h— )]ceo

t

[(Af(s) = Af(t+ h)llLe(o,7:x)ds

116



t+h
< / (t+h— 8" 0, (t + h — s)~@0+7)
t

(IAf(s) | Lo 0,15x) + JAF(E 4+ h) || Lo (0,7:x)) ds

20 )
Z:YHAf(S)HL‘”(O,T;X)h .

<

Com este mesmo raciocinio temos
Ii(t—h)—1I1(h) -0, quando h—0".
Consequentemente, Aw € C((0,T]; X) o que implica que
m’ € C((0,T]; X).

Portanto, demonstramos que u(t) = v(t) + w(t) é a solugao classica do

problema ([3.12)) e pelo Lema a solugdo é unica. O

3.4 O problema nao-linear

Nesta secao aplicamos a teoria estudada para o problema fracionario
de Cauchy nao-linear

{ eDiu(t) + Au(t) = f(t,u(t)), t >0,

w0 = (3.21)

com f : [0,7] x X — X, .D§ denotando a derivada fracionaria de
Caputo de ordem « tal que a € (0,1), A € © e ug que pertence a um
subconjunto de X (eventualmente podendo ser o proprio conjunto X).

Nosso objetivo, como na secao anterior, é provar a existéncia e uni-
cidade de solugao mild e de solugao classica para . Nos aprovei-
tando do conceito de solugao mild introduzido na ultima secao, fazemos
a seguinte definigao.

Definigao 3.30. Uma fungdo u € C((0,T]; X) sera chamada de solu-
¢ao mild para o problema (3.21]) se satisfizer

u(t) = Sa(t)ug + /0 (t—8)* P, (t — 8)f(s,u(s))ds, Vte (0,T].

No teorema a seguir impomos uma certa caracteristica Lipschitz na
fungao f e provamos a existéncia e unicidade apenas local de solugao

mild para (3.21)).
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Teorema 3.31. Sejam A € O)(X), —1 < v < —1/2 e suponhamos
que a fungdo f:[0,T] x X — X seja continua com respeito a varidvel
t e que existam constantes M, N > 0 tais que

£t ) = fF(ty)lx < MO+ |2l + vl Hllz = ylx,
e ainda
1ft2)l[x < NI+ [lzll%),
para todo t € (0,T] e para todo x, y € X, com v uma constante em

[1, %) Entao, para todo uy € X, existe Ty € (0,T] tal que o pro-

blema (3.21) tem uma dnica solugio mild definida em (0, Tp].

Demonstracao. Fixemos r > 0 e definamos o espago métrico

F(T,up) ={ue C(0,T];X); sup |u(t)—Sa(t)uollx <1},
te(0,T]

com a métrica

dr(ui,uz) = sup ||ui(t) — ua(t)] x-
te(0,T]

Note que ( F.(T', up), DT) é um espago métrico completo e que para
qualquer u € F,.(T, ug), se s € (0,7, vale a desigualdade
s>+ u(s)| x
< ||Sa(1+7) (s) + s“(lﬂ)Sa(s)uo _ 5a(1+7)SQ(S)UO||X
< 5" u(s) = Sals)uollx + 5“7 Sals)uollx

que pelo Teorema [3.19 pode ser aprimorada para
150+ Vu(s)x < T*Dr 4 Cylluoll (3.22)

Defina entao L := Ty 4+ C||lug||x. Escolhendo 0 < Ty < T tal
que

T_afy a(V
CpN—— 0 o +C,NL"T, ( (HVHV)B(—’ya,l—Va(l—i—'y)) <7 (3.23)

T, _ _
MC,=0— 4 2rr 7 20T =IIB_ oy 1—a(1+7y)(v—1)) <
—ay

(3.2

)

»Jkl\:)M—l
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com C), a constante dada pelo Teorema e B(:,) denotando a fungao
beta. Considere a fungao I'* definida em F,.(T,ug) e dada por

(TYu)(t) = Sa(t)ug + /0 (t —8)* 1P, (t — 5)f(s,u(s))ds.

Dado f como nas hipoteses deste teorema, os Teoremas[3.19] e [3:21]
juntamente com a desigualdade ((3.24)), garantem que

(Mu)(t) € C((0,T]; X),

e com e temos
§(T*w) () — Sa(t)uolx = H / Y Pyt — )(f (s u(s))ds

X
< / (t = 82 Pt — 9)lle ol s u() e ds
< [ Cult=s7 = O IN L+ a0
/CNt—s> @11 4 us) % )ds
—C,N / $)707 " ds + Gy N / (t = )= u(s) % ds

—a'y

< C,N=° To +C’ N/ LY (t — s)~ 7 Lgmval+r) g

ay
<CNT0

+ CpNL"T, O‘(V(H'YH'Y)B(—WO(, 1—va(l+7))

<.
Em outras palavras, I'* leva F,.(Tp,ug) em si mesmo.

Agora vamos demonstrar que I'* é uma contragdo. Considere as
fungoes u, v € F.(Tp,u) e usando ([3.24) observe que

[(T%u)(t) = (T%0) ()] x
< CpM/O (t =) 1+ Jus)lI + o) 5 Dlluls) — v(s) | xds

t
< CpMdr(u,v) / (t—s)~ M1+ 2L”7157°‘(”71)(1+7))ds
0
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< 2L, Ty 0N By 1 — a1 4+ ) (v — 1))dr(u,v)
T, 1
0 v dT(U,'U) S idT(uﬂj)'

+MC,

A desigualdade acima prova que I'® é uma contragao em F,.(Tp, uo).
Assim pelo Lemam I'® tem um tnico ponto fixo u € F,.(Ty, up) que
¢ a solugao mild para o problema (3.21)) em (0, 7). O

A seguir enunciamos um resultado que trata de solugbes mild nos
espagos X 8. que sdo bastante tteis em aplicagoes.

Corolario 3.32. Sejam A € ©)(X) e —1 < v < —2. Considere
B e (147, —1—2v). Suponha que f: (0,T] x X? — X ¢ continua com
respeito a t e existem constantes M e N > 0 tal que

1£(t2) = fE )l < MO+ 21”7 + Iyl lle = ylls,

com
1f ()] < N+ [l]5),

para todo t € (0,T] e para todo =, y € X?, com v constante em

[ ,—%). Entdo, para todo ug € XP, existe Ty > 0 tal que o problema

(3-21)) tem 1inica solu¢do mild u € C((0,Tp]; X?).

Demonstracao. A prova do corolario é feita com um processo analogo
que o Teorema |3.31] e por isso ela serd omitida. O

Observagao 3.33. Se A € O (X) entdo os resultados anteriores nos
ajudam a deduzir que a existéncia e unicidade de solugao mild do pro-
blema (3.21)) esta ligada ao cumprimento das seguintes condigoes:

v ug € XP com B>1+7;

v A fungdo néo linear f : [0,7] x X — X é continua com respeito
a t e existe a fungdo continua L(-) : RT — R™ tal que

1f(t2) — fty)llx < Ly(r)]lz — yllx,

para todo 0 < ¢ < T e para todo =, y € X satisfaz que ||z| x,
lyllx <.

Seja 1> 1+~ tal que —1 <y < —1 , e seja X' = D(A) o espago
de Banach dotado da norma ||z||x:1 = ||Az| com z € X1 .
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Teorema 3.34. Sejam A € O}(X), -1 <y < —% eup € X' = D(4).
Se existe uma fungao continua My(-) : Rt — RT e wma constante
Ny >0 tal que a fungio f:(0,T] x X' — X! satisfaz

1f(t @) = f(ty)llxn < My(r)lle — yllx
com
1F(t, Sa(tuo)llxr < Np(L 4=+ [lug| x1),
para todo 0 <t <T ex, y € X' satisfazendo

sup ||z(t) — Sa(t)uol|x: <,
t€(0,T]

sup [[y(t) — Sa(t)uol[xr <
t€(0,T]
Entao existe Ty > 0 tal que o problema (3.21)) tem wma tinica solugao
mild definida em (0, Tp].

Demonstracdo. A prova é analoga que a prova do Teorema A
principal mudanca é que ug € X', r > 0 e o conjunto considerado ¢

F!(T,up) = {u € C((0,T]; X'); sup |lu— Sa(t)uolx: <r}.
te(0,T]

O

Finalmente procuraremos a solugao classica com o nosso ultimo te-
orema.

Teorema 3.35. Sejam A € O) e —1 <y < —1/2. Suponha que existe
uma fungao M} : RT — RT e uma constante k > a(1 +v) tal que a
fungao f :[0,T] x X — X satisfaca

1£(t,2) = f(s,)llx < Mp(r)(jt = s* + [|lz — yllx),

para todo 0 < t < T e xz,y € X com ||z||x, |lyllx < r. Suponha
ainda que as hipoteses do Teorema|3.34 sao vdlidas e que u € a solugao
mild correspondente a ug, definido em [0,Ty], entdo u € a unica solugdo
classica do problema nao linear em [0,Tp], tal que ug € D(A)

com Aug € D(AP) e B> (1 +7).

Demonstrag¢ao. Como u(t) ja é uma solugdo mild do problema em um
certo intervalo (0, Tp], como é garantido pelo Pelo Teorema e como
sabemos que

u(t) = Sa(t)uo + /0 (t —8)* 1P, (t — 5) f(s,u(s))ds, ¥t € (0,Tp),
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se definirmos F'(t) := f(t,u(t)) entdo reescrevemos a equagao acima
como

u(t) = Sa(t)uo +/0t(t —8)* 7 P, (t — s)F(s)ds, Yt € (0,Tp).

Mas entao pelo Teorema precisamos verificar que F(t) é Holder
continua com exponente ¢ > a(1 + ) em (0,7p], o que é equivalente
a verificar que u(t) é Holder continua com exponente ¢ > (1 + ) em
(07 TO] .

Para isso, fixe ¢t € (0,Tp] e tomando 0 < h < 1 tal que h+t < Ty,
obtemos

Jult + h) = w(®)llx = || St + h)uo + -

t+h
~—|—/ (t+h—s)°"1P(t+h—s)f(s,u(s))ds
0

fSJWmfA(FwV”Pﬁfﬁﬂ&M@MS

=||Sa(t + h)ug — Sa(t)uoll x

+

h
/0 (t+h—8) 2" P(t+h—s)f(s,u(s))ds

X

t+h
+ / (t+h—8)°"1P(t+h—s)f(s,u(s))ds
h

7/0 (tfs)aflp(t*S)f(svu(s))ds

=[Sa(t + h)uo — Sa(t)uollx

X

h
+ / (t+h—8) " P(t+h—s)f(s,u(s))ds
0

X

"

/Ot(t— P 8)[£(s+ houls 1) — F(su(s) | H
I, + I + Is.

Agora pelo Teorema pelo item #i) do Teorema e pelas
hipéteses sobre f, temos

X

11:‘

td
/0 gsa(s)uods
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t
/ —s“"LAP, (s)uods
0

CP —ay _ g—ay
g_m((tﬂz) 7).

X

Pelo Teorema tomando N2 = sup,¢ g 1) [|f (£, u(t))]], temos

h

B<C, [ (e h=s) (s u() xds
0

L Gl

((E+h)= —t77).

Na ultima integral verificamos que

t
<My [ (6= )T (A + fuls + £ - 5) — u(s) ) ds
0

MC, . ¢ e
< M 7h’<+M'cp/ (£ — 8)° 1 [fu(s + h) — u(s)| xds.
0

—ay

Com estas estimativas e a desigualdade
(t+h)~ =77 < O,
que é valida ja que 0 < —ary < 1,
< CpNa2 + C,
T

[ut +h) —u(t)][x ((t+h)™7 —177)

!
+ MP To—a’vhk

t
+M'Cy / (t = )" Hlu(s + h) — u(s)||xds
0
<OpN2 +C,+M'C,
< "oy

t
+ M'Cp/ (t =)= uls + h) — u(s)| xds,
0

he

com ¢ = min{k, —ay} > a(y + 1). Finalmente usando o Teorema
temos u Holder continua com expoente ¢ > a(y+ 1) em (0, Tp]. O

Com isto terminamos a parte teédrica do trabalho e a continuagao
daremos uma aplicagoes fisicas muito interessantes. Para quem tenha
interesse em olhar outras aplicagoes veja [594|71L72].
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3.5 Um exemplo de aplicagao da teoria

Nesta secao apresentamos um exemplo motivado por problemas fi-
sicos em que mostramos como a teoria estudada nesta dissertagao pode
ser aplicada em problemas concretos. O exemplo é um problema de
comportamento dindmico andémalo de processos de transporte. Para
mais exemplos veja [59,/66L(71}/72].

Antes de comegarmos a discussdo, enunciaremos um interessante
resultado sobre alguns operadores quase setoriais que foram descritos
no Exemplo 2.3 do artigo [59].

Proposigao 3.36. Suponha que Q C R™, para algum n € N, seja um
aberto limitado com fronteira 0S) de classe 4m e que X denote o espago
de Banach C (), para v € (0,1), munido de sua norma cldssica | - ||,
(0 espago das fungées Holder continuas).

Considere o operador A: D(A) C X — X dado por

Au = Z ag(z)DPu(x),

|B|<2m

com seu, dominio
D(A) := {u € C*(Q) : DPulsq = 0 para todo |B| < m — 1},

n 5 n 10
de modo que |B| = ijl B; e DP = Hj:l Zai%

que os coeficientes ag : Q — C de A satisfazem:

Bj
) . Assuma ainda

i) ag € CY(Q) para todo |B] < 2m;
ii) ag(r) € R para todo x € Q e |B| = 2m;

iii) existe a contante M > 0 tal que

M7 < Y ap(a)e’ < MIBP,

|B]=2m
para todo £ € R™ e x € Q.

Entao existem A e > 0 tal que o operador A+ A € O, de modo que
w=(r/2) —e ey = (v/2m) — 1. Mais ainda, o expoente vy € justo.
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Demonstra¢ao. Como a demonstragao deste resultado foge do objetivo
principal teérico desta dissertacao, vamos apenas indicar aonde a de-
monstracao pode ser encontrada.

A parte da prova que corresponde a existéncia do setor e que ele
esté contindo no espectro de A, pode ser encontrada na “Satz” 2 do
artigo |71]. A parte das estimativas do operador resolvente sao feitas
na “Satz” 1 e na “Bemerkung 17 do artigo |71].

Por fim, a justificativa da estimativa do resolvente ser justa com
relagdo a v, pode ser encontrada na “Bemerkung 2” do artigo [71]. O

Agora abordaremos um exemplo de equagao diferencial parcial em
que podemos aplicar nossa teoria.

Seja 2 € R™ um dominio limitado com fronteira Q) de clase C*.
Consideremos o problema linear limitado de derivada fracionaria:

eDu(t, x) = Au(t,z) + f(u(t,x)), x € Q, t >0,
u(t, x)|on = 0, (3.25)
u(0,2) = ug(z), = € Q,

no espaco C'(Q) (0 < I < 1), com A simbolizando o Laplaciano com
respeito a varidvel espacial z e ¢Dy a derivada fracionéaria de Caputo
de ordem « € (0,1) (veja Definicdo [2.24] para os detalhes).

Assuma entao que A := —A com

D(A) ={u e C2+l(ﬁ); u =0 em 00Q}.
Nessas condigoes, se escolhermos m = 1 e definirmos a familia

[ 1, |Bl=2ealgum 5; =2,
ag(x) = { 0, otherwise,

entdo a Proposicao [3.36] garante que para certos v,e > 0, o operador
A + v é quase setorial, ou seja
(m/2)=e( Ay
A+veof i (c@).
Reescrevendo o problema ([3.25)) na forma abstrata, obtemos a equa-
¢ao:
eD2u(t) + Au(t) = F(u), t >0,
u(0) = uo.
Assuma agora que f: R — R é continuamente diferenciavel e que
satisfaz
k(r)

r

[f(z) = f(y)] <

|z —y|, |z|, |yl <r (3.26)
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para algum r > 0. Entdo f define um operador de Nemytskii de cYQ)
em C'(Q) que é dado por

com
IF () = F(0) ey < k() 11— oll gy
sempre que
||UHcl(ﬁ)= ||U||cl(ﬁ) <7

Note que v = £ — 1 € (—1,—1/2), entdo do Teorema e da
Observagao (3.33)) temos que (3.25)) tem uma tnica mild solution para
ug € D(AP) com 8> 1/2 e quese f' e f" sdo fungdes continuamente di-
ferenciaveis que satisfazem (3.26)), entao temos que o operador Nemyts-
kii satisfaz o Teorema e o Teorema logo para ug € D(A) com
Aug € D(AP) e B > 1/2 a solucdo mild de (3.25)) correspondente é a

Gnica solugao classica.
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Capitulo 4

Conclusao

Neste capitulo final fazemos uma breve apresentacao dos assuntos
abordados por esta dissertacao.

v" O estudo do espectro dos operadores ¢ muito importante na reso-
lucao das equacoes diferenciais. Particularmente, os operadores
setoriais sdo essenciais na solugdo de problemas de Cauchy com
derivada fracionaria.

v" O problema de Cauchy unidimensional

{ 2'(t) = ax(t), a€R, tel0,00),
x(O) = 2o,

foi generalizado pela equacao abstrata

{ 2/ (t) = Ax(t), te€0,00),
2(0) = wo.

com A um operador que pode ser ilimitado. Isto nos levou ao
estudo dos semigrupo e respectivos geradores infinitesimais; sejam
eles geradores infinitesimais setoriais ou quase setorias.

v' O calculo fracionario é uma generalizagao natural do calculo de
Newton e Leibniz. Esta teoria tem se mostrado extremamente
relevante na interpretacao de varios problemas mateméaticos que
modelam a realidade.

v' Os operadores de Mittag-Leffler sao familias de operadores que
generalizam as nogoes classicas de semigrupos. Porém Vale ob-
servar que estes operadores nunca satisfazem a propriedade de
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concatenagido dos semigrupos, e portanto nunca definem semi-
grupos. Veja [58] como fonte deste resultado.

Os operadores S, (t) e P,(t) sdo duas familias de operadores de
Mittag-Leffler muito importantes na solugdo de problemas de
Cauchy com derivada de Caputo que estao associados aos ope-
radores quase setoriais (A € O7). Estas familias sdo muito di-
ferentes das do caso de operadores setoriais e necessitam de um
estudo bastante complexo do calculo funcional em H®°.

128



Referéncias Bibliograficas

1

2]

3]

4]

5]

16]

7]

18]

19]

M. Allen, L. Caffarelli, A. Vasseur, A parabolic problem with a
fractional time derivative, Arch. Ration. Mech. Anal. 221 (2016)
603-630.

H. Amann, Liner and Quasilinear Parabolic Problem, Birkhauser-
Verlag-Basel, 1995.

J. M. Arrieta, A. Carvalho, G. Lozada-Cruz, Dynamics in dumb-
bell domains I. Continuity of the set of equilibria, J. Differential
Equations 231 (2006) 551-597.

J. M. Arrieta, A. Carvalho, G. Lozada-Cruz, Dynamics in dumb-
bell domains II. The limiting problem, J. Differential Equations
247 (2009) 174-202.

J. M. Arrieta, A. Carvalho, G. Lozada-Cruz, Dynamics in dumb-
bell domains III. Continuity of attrators, J. Differential Equations
247 (2009) 225-259.

H. Bateman, Higher Transcendental Functions, McGraw-Hill,
New York, 3, 1955.

H. Brezis, Analyse Fonctionnelle: Theorie et Applications, Collec-
tion Mathématiques Appliquées Pour la Maitrise, Dunod, 1987.

P. M. Carvalho-Neto, Fractional Differential Equations a Novel
Study of Local and Global Solutions in Banach Spaces, Tese de
Doutorado, ICMC-USP, 2013.

P. M. Carvalho-Neto, G. Planas, Mild solutions to the time frac-
tional Navier-Stokes equations in RN, J. Differential Equations
259 (2015) 2948-2980.

129



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

21]

[22]

23]

M. Cowling, I. Doust, A. Mclntosh, A. Yagi, Banach space ope-
rators with a bounded H* calculus, J. Aust. Math. Soc. Sect. A
60 (1996) 51-89.

G. Da Prato, Semigruppi di crescenza n, Ann. Scuola Norm. Sup.
Pisa 20 (1966) 753-782.

B. De Andrade, A. N. Carvalho, P. M. Carvalho-Neto, P. Marin-
Rubio, Semilinear fractional differential equations: global so-
lutions, critical nonlinearities and comparison results, Topol.
Methods Nonlinear Anal. 45 (2015) 439-469.

B. De Andrade, A. Viana, On a fractional reaction-diffusion equa-
tion, Z. Angew. Math. Phys. 68 (2017) 68-59.

R. DeLaubenfels, F. Yao, S. Wang, Fractional powers of operators
of regularized type, J. Math. Anal. Appl. 199 (1996) 910-933.

G. Dore, Fractional Powers of Closed Operators, Unpublished
notes, 2003.

N. Dunford, J. T. Schwartz, Linear Operators, Prat I, General
Theory, interscience Publishers, New York, 1948.

K-J. Engel, R. Nagel, A Short Course on Operator Semigroups,
Springer-Verlag, New York, 2006.

K-J. Engel, R. Nagel, One-Parameter Semigroup fo Linear Evo-
lution Equations, Springer-Verlag, New York, 2006.

A. Erdélyi, W. Magnus, F. Oberhettinger, F. G. Tricomi, Higher
Transcedental Functions, McGraw Hill, Elsevier, London, 3,
1955.

A. Friedman, Partial Differential Equations, Holt, Rinehart and
Winston, New York, 1969.

Y. Giga, T. Namba, Well-posedness of Hamilton-Jacobi equations
with Caputo’s time fractional derivative, Comm. Partial Differen-
tial Equations 42 (2017) 1088-1120.

J. A. Goldstein, Some remarks on infinitesimal generators of
analytic semigroups, Proc. Amer. Math. Soc. 22 (1969) 91-93.

R. Gorenflo, F. Mainardi, Parametric subodination in fractio-

nal diffusion processes, Fractional Dynamics. Recent Advanced,
World Sci. Publ. Hackensack, NJ, (2013) 229-263.

130



[24]

[25]

[26]

27]

(28]

[29]

[30]

31]

32]

[33]

[34]

[35]

[36]

H. J. Haubold, A. M. Mathai, R. K. Saxena, Mittag-Leffler func-
tion and their applications, J. Appl. Math. (2011) 1-51.

D. Henry, Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations,
Lecture Notes in Mathematics, Springer Verlag, Berlin, 840, 1981.

E. Hernandez, D. O’'Regan, K. Balachandran, On recent develop-
ment in the theory of abstract differential equation with fractional
derivatives, Nonlinear Analysis: Theory, Methods e Applications,
73 (2010) 3462-3471.

M. Haase, The Functional Calculus for Sectorial Operators, Ope-
rator Theory: Advances and Applications, Birkhduser Verlag, Ba-
sel, 169, 2006.

E. Hille, R. S. Phillips, Functional Analysis and Semi-Groups,
American Mathematical Society, Colloquium Publications, 31,
1957.

F. Hoppenstadt, Asymptotic series solutions of some nonlinear
parabolic equations with a small parameter, Arch. Rat. Mech.
Anal. 5 (1969) 284-298.

M. Ikehata, Mittag-Leffler’s function ans extracting from Cauchy
data, Contemp. Math. 348 (2004) 41-51.

O. K. Jaradat, A. Al-Omari e S. Momani, Existence of the mild
solution for fractional semilinear initial value problems, Nonlinear
Anal. Theory Methods Appl. 69 (2008) 3153-3159.

S. Jimbo, Singular perturbation of domains and semilinear elliptic
equation, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. IA Math. 35 (1988) 27-76.

S. Jimbo, Singular perturbation of domains and the semilinear
elliptic equation II, J. Differential Equations 75 (1988) 264-289.

S. Jimbo, The singularly perturbed domain and the characteri-
zation for the eigenfunctions with Neumann boundary condition,
J. Differential Equations 77 (1989) 322-350.

T. Kato, Perturbation Theory for Linear Operators, Classics in
Mathematics, Springer-Verlag, Berlin, 1995.

V. Keyantuo, C. Lizama, M. Warma, Existence, regularity and
representation of solutions of time fractional diffusion equations,
Adv. in Differential Equations 21 (2016) 837-886

131



37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

147]

48]

[49]

[50]

A. A. Kilbas, H. M. Srivastava, J. J. Trujillo, Theory and Appli-
cations of Fractional Differential Equation, Elsevier, Amsterdam,
2006.

E. Kreyszing. Introductory Funcional Analysis with Applications,
John Wiley and Sons. Inc. 1978.

G. Lancien, Counterexamples concerning sectorial operators,
Arch. Math. 71 (1998) 388-398.

K. Li, J. Peng, J. Jia, Cauchy problems for fractional differen-
tial equations with Riemann—Liouville fractional derivatives, J.
Funct. Anal. 263 (2012) 476-510.

M. Li, Q. Zheng, On spectral inclusions and approximations of
a-times resolvent families, Semigroup Forum 69 (2004) 356-368.

C. Lizama, M. Murillo-Arcila, Maximal regularity in [, spaces for
discrete time fractional shifted equations, J. Differential Equati-
ons 263 (2017) 3175-3196.

A. Lunardi, Analytic Semigroups and Optimal Regularity in Pa-
rabolic Problems, Basel, Birkh&user, 1995.

F. T. Machado, V. Kiryakova, F. Mainardi, Recent history of
fractional calculus, Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul. 16
(2010) 1140-1153.

F. Mainardi, An historical perspective on fractional calculus in
linear viscoelasticity, Fract. Calc. Appl. Anal. 15 (2012) 712-717.

F. Mainardi, Fractional Calculus and Waves in Linear Viscoelas-
ticity, London, Imperial College press, 2010.

F. Mainardi, Fractional diffusive waves in viscoelastic solids,
Appl. Mech. Rev. 46 (1993) 549.

B. B. Mandelbrot, Fractals: Form, Chance, and Dimension,
Translation of Les Objets Fractals, W. H. Freeman, San Fran-
cisco, 1977.

H. Markus, The Funtional Calculus for Sectorial Operators,
Birkhauser-Verlag, Basel, 69, 2006.

C. Martinez, M. Sanz, The Theory of Fractional Powers of Opera-
tors, North-Holland Mathematics Studies 187, Elsevier-Science,
Amsterdam - New York, 2001.

132



[51] M. M. Matar, Existence and uniqueness of solutions to {ractional
semilinear mixed Volterra-Fredholm integrodifferential equation
with nonlocal conditions, Electron. J. Differential Equation 155
(2009) 1-7.

[52] A. McIntosh, Operators which have an H* functional calculus,
Proc. Centre Math. Anal. Austral. Nat. Univ. 14 (1986) 210-231.

[53] K. S. Miller, B. Ross, An introduction to the fractional Cauchy
problem with nonlocal initial conditions, Appl. Math. Lett. 24
(2011) 1435-1442.

[54] F. W. J. Olver, Introduction to Asymptotics and Special Functi-
ons, Academic Press, New York, 1974.

[55] R. B. Olver, Exponential asymptotics of the Mittag-Leffler func-
tion, Proc. Royal Soc. Lond. London 458 (2002) 3041-3052.

[56] G. Pagninia, E. Scalas, Historical notes on the M-
Wright /Mainardi function, Commun. Appl. Ind. Math. 6
(2015) e-496.

[57] A. Pazy, Semigroups of Linear Operators and Aplications to Par-
tial Differential Equations, Springer-verlag, New York, 1983.

[58] J-G. Peng, K-X Li, A note on property of the Mittag-Leffler func-
tion, J. Math. Anal. Appl. 370 (2010) 635-638.

[59] F. Periago, B. Straub, A functional calculus for almost secto-
rial operators and applications to abstract evolution equations,
J. Evol. Equ. 2 (2002) 41-68.

[60] I. Podlubny, Fractional Differential Equation, Academic Press,
San Diego, 1999.

[61] M. Renardy, R. C. Rogers, An Introduction to Partial Differential
Equations, Texts in Applied Mathematics, New York, Springer-
Verlag, 2004.

[62] R. Ponce, On the well-posedness of degenerate fractional diffe-
rential equations in vector valued function spaces, Israel J. Math.
219 (2017) 727-755.

[63] B. Ross, Fractional calculus, Math. Mag. 50 (1977) 115-122.

133



[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

71]

[72]

73]

[74]

[75]

B. Ross, Fractional Calculus and its Applications, Lecture Notes
in Mathematics, Proceedings of the international conference held
at the University of New Haven, 1975.

S. G. Samko, A. A. Kilbas, O. I. Marichev, Fractional Integrals
and Derivatives. Theory and Applications, Gordon e Breach Sci.
Publishers, Yverdon, 1993.

H. Schiessel, R. Metzler, A. Blumen, T. F. Nonnenmacher, Ge-
neralized viscoelastic models: their fractional equations with so-
lutions, J. Phys. A. Math. Gen. 28 (1995) 6567-6584.

X-B Shu, F. Xu, The existence of solutions for impulsive fracti-
onal partial neutral differential equation, J. Math. 2013 (2013) 9

pages.

B. Straub, Fractional powers of operators with polynomially
bounded resolvent and the semigroups generated by them, Hi-
roshima Math. J. 24 (1994) 529-548.

A. E. Taylor, D. C. Lay, Introdution to Funtional Analysis, John
Wiley and Sons, New York, Berlin, 1980.

E. Topp and M. Yangari, Existence and uniqueness for parabolic
problems with Caputo time derivative, J. Differential Equations
262 (2017) 6018-6046.

W. Von Wahl, , Gebrochene potenzen eines elliptischen opera-
tors and parabolische differentialgleichungen in Rdumen Hoélders-
tetiger funktionen, Nachr. Akad. Wiss. Gottingen, Math.-Phys.
Klasse, 2 (1983) 231-258.

R-N. Wang, D-H Chen, T-J. Xiao, Abstract fractional Cauchy
problems with almost sectorial operators, J. Differential Equati-
ons 252 (2012) 202-235.

R. N. Wang, T.J. Xiao, J. Liang, A Note on the Fractional Cal-
culus and Differential Equation, John Wiley, New York, 1993.

D. V. Widder, The Laplace Transform, Princeton University
Press, London, 1946.

E. M. Wright, On the coefficients of power series having expo-
nential singularities, J. Lond. Math. Soc. 8 (1933) 71-79.

134



[76] E. M. Wright, The asymptotic expansion of the generalized Bessel
function, Proc. Lond. Math. Soc. 38 (1935) 257-270.

[77] E. M. Wright, The asymptotic expansion of the generalized hy-
pergeometric function, J. Lond. Math. Soc. 10 (1935) 287-293.

[78] K. Yosida, Funtional Analysis, Springer Verlag, New York, Berlin,
1978.

135



	Introdução
	Preliminares
	Análise espectral de operadores lineares
	Semigrupos
	Operadores setoriais 
	Potências fracionárias para operadores setoriais

	 Cálculo fracionário
	Pré-requisitos
	Transformada de Laplace
	A função Gamma e a função Beta
	A convolução
	Função geral de Mittag-Leffler
	A função de tipo Wright

	Derivada e integral de ordem fracionária
	Uma introdução aos problemas fracionários de Cauchy

	Operadores de Mittag-Leffler

	Problemas fracionários com operadores quase setoriais
	Uma introdução ao cálculo funcional H
	Estudo dos operadores S(t) e P(t)
	O problema linear
	O problema não-linear
	Um exemplo de aplicação da teoria

	Conclusão

