Nat3d Machado

Sistemas semirramificados de funcoes

e algebras de Cuntz—Krieger

Florianépolis

Fevereiro de 2018






Nat3d Machado

Sistemas semirramificados de funcdes e

algebras de Cuntz—Krieger

Dissertacdo submetida ao Curso
de Po6s-Graduacao em Matemé-
tica Pura e Aplicada, do Centro
de Ciéncias Fisicas e Matemati-
cas da Universidade Federal de
Santa Catarina, para obtencao
de grau de Mestre em Matema-
tica, com area de concentragao
em Anélise.

Universidade Federal de Santa Catarina — UFSC
Centro de Ciéncias Fisicas e Matemadticas

Programa de Pés-Graduagao em Matemética Pura e Aplicada
Orientador: Professor Doutor Gilles Gongalves de Castro

Florianépolis

Fevereiro de 2018



Ficha de identificac@o da obra elaborada pelo autor,
através do Programa de Geragdo Automatica da Biblioteca Universitaria da UFSC.

Machado, Nata

Si stemas senmirram ficados de funcdes e &l gebras
de Cuntz-Krieger / Natd Machado ; orientador,
Glles Congalves de Castro, 2018.

131 p.

Di ssertacdo (mestrado) - Universidade Federal de
Santa Catarina, Centro de C éncias Fisicas e
Mat emati cas, Programe de Pés-Graduagdo em Matematica
Pura e Aplicada, Florianopolis, 2018.

I nclui referéncias.

1. Matemética Pura e Aplicada. 2. Algebras de
Cuntz-Krieger. 3. Sistemas semrran ficados de
funcdes. 4. Espaco de Hilbert das seni-densi dades. 5.
Repr esent agdes Monicas. |. Goncal ves de Castro, Glles

I'l. Universidade Federal de Santa Catarina.
Prograna de Po6s- Graduagdo em Matematica Pura e
Aplicada. I11. Titulo.




Nata Machado!

Sistemas semirramificados de funcoes e
algebras de Cuntz—Krieger

Esta Dissertacao foi julgada adequada para obtencao do Titulo
de “Mestre” e aprovada em sua forma final pelo Programa de
Pés Graduagao em Matematica Pura e Aplicada.

Professor Doutor Ruy Coimbra Charao
Coordenador

Banca examinadora:

Professor Doutor Gilles Gongalves de
Castro
Orientador

1 Bolsista do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico

e Tecnolégico — CNPq.



Professor Doutor Artur Oscar Lopes
UFRGS

Professor Doutor Danilo Royer
UFSC

Professor Doutor Giuliano Boava
UFSC

Florianépolis
Fevereiro de 2018



AGRADECIMENTOS

Agradego aquele que com uma simples palavra formou

todo o universo.

Agradecgo aos meus pais e a0 meu irmao, sou o que sou

por causa do amor e cuidado de voceés.

Agradeco a Paula Savana pela dose diaria de amor, carinho

€ compreensao.

Agradeco a todos os meus amigos pelo suporte emocional
nestes dois anos. Em especial agradego aos queridos Cesar Smani-
otto Junior e Luiz Fernando Bossa, com os quais toda conversa

termina em futebol, politica e muita risada.

O pouco que sei é devido a todos os mestres que me
ajudaram ao longo desta caminhada. Por isso, agradego a todos
os professores que transmitiram a mim os seus conhecimentos
durante este mestrado: Daniel Gongalves, Danilo Royer, Fabio Bo-
telho, Fernando Mortari, Ivan Pontual, Vladimir Pestov. Agradeco
também ao professor Eliezer Batista pelas inimeras conversas de
corredor que servem como motivagao aqueles que um dia almejam
tornar-se matemadaticos. Em especial, agradeco ao meu orienta-
dor Gilles Gongalves de Castro por toda a atencio e paciéncia
concedidas a mim na confecgao deste trabalho e também no dire-
cionamento da minha vida académica. Agradeco aos professores
que aceitaram participar da banca examinadora deste trabalho,
Artur Lopes, Danilo Royer e por dltimo, mas ndo menos impor-

tante, Giuliano Boava, a quem agradego também pela amizade e



prestatividade.

Para finalizar, agradeco a todos os funcionarios adminis-
trativos do Departamento de Matematica e também ao CNPq

pelo suporte financeiro.



RESUMO

Apresentamos representacoes de algebras de Cuntz—Krieger as-
sociadas a sistemas semirramificados de fungoes e também in-
troduzimos o operador de Perron—Frobenius associado a um tal
sistema. Além disso, mostramos que quando a algebra de Cuntz—
Krieger é representada no espago de Hilbert das semi-densidades,
o operador de Perron—Frobenius pertence a imagem da represen-
tacdo. Por fim, fornecemos uma caracterizacdo de quando uma
representacao associada a um sistema monico é ménica e mostra-
mos que a representacao da algebra de Cuntz—Krieger no espaco
das semi-densidades é universal no sentido de conter todas as

representacgoes associadas a sistemas monicos nao negativos.

Palavras-chave: algebras de Cuntz—Krieger; sistemas semirra-
mificados de funcoes; espago das semi-densidades; representagoes

monicas.






ABSTRACT

We present Cuntz—Krieger algebras representations associated
with semibranching function systems and we show that if such
a representation is on the half densities Hilbert space, then the
Perron—Frobenius operator associated with semibranching func-
tion system is in the representation range. Finally, we show a
necessary and sufficient condition for a representation associated
with a monic system to be monic and also that the half densities

space representation has an universal property.

Key-words: Cuntz—Krieger algebras; semibranching function

systems; half densities space; monic representations.
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INTRODUCAO

As élgebras de Cuntz—Krieger foram originalmente apre-
sentadas no artigo [5] e surgiram da tentativa de generalizar as
algebras de Cuntz que, por sua vez, vieram & tona como o primeiro
exemplo de uma C*—algebra concreta, simples e separavel de di-
mensao infinita. A generalizagdo deu-se no sentido de introduzir
um pardmetro matricial (uma matriz quadrada M com entradas 0
e 1) na construcao de tais algebras, sendo que se na construgao M
for escolhida com todas as entradas iguais a 1, entdo recupera-se

a algebra de Cuntz.

Sistemas semirramificados de fung¢des podem ser enten-
didos com uma generalizagao da dindmica gerada pelo operador
shift e suas inversas parciais nos espacos shift. Esta dinamica, por
sua vez, é o plano de fundo de um conceito muito importante na
area de sistemas dindmicos que é o conceito de autossimilaridade,

presente nos fractais.

Neste trabalho, construimos representacoes de algebras
de Cuntz—Krieger relacionadas a um sistema semirramificado de
funcoes de tal maneira que possamos extrair informagoes sobre
a representacdo olhando apenas para o sistema semirramificado.
Por exemplo, podemos concluir que as projecoes 1;17" e T;*T; sao
nao nulas se os conjuntos D; e R; tém medida positiva (pagina
61).

Seja Y um espago topoldgico compacto e Hausdorff. Sa-
bemos que se ¢ : Y — Y é um homeomorfismo, entdo a aplicacao

¢ :C(Y) — C(Y), dada por ¢(f) = f o ¢ é um x—isomorfismo
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unital. Migrando da estrutura topoldgica para a estrutura mensu-
ravel, considere um espago de medida boreliano (X, B,v) e um
automorfismo boreliano ¢ : X — X, isto é, ¢ é uma bijecdo bimen-
surdvel tal que? v ~ v o ¢~ 1. Denote por d,(v o ¢~!) a derivada
de Radon-Nikodym de v 0 ¢~ com relacdo a v. Gostarfamos que
T (1)) := 1o ¢ fosse um operador linear e limitado em L?(X,B,v),

no entanto, temos que
[lwestav= [WPrawes ) = [P wes v

e nio é possivel garantir que [|?d, (v o ¢~ 1) seja v—integravel.
Porém, introduzindo um fator de correcio e fazendo Ty(1)) :=
W o ¢, temos que T é um operador linear, limitado e de
norma menor ou igual a 1. Note que introduzimos o fator de corre-
¢do porque ndo conseguimos garantir que | o | é v—integravel
e isto nos leva a pensar que o espaco L*(X,B,v) é “pequeno”
para abrigar as fung¢bes obtidas através da composi¢do com ¢.
Assim, com base nas construgoes feitas em [2, p.419] e [19, p.84],
apresentamos no Capitulo 1 duas maneiras de associar um espago
de Hilbert a uma classe de medidas sobre um espaco mensuravel
(nas referéncias citadas o espago tomado é sempre boreliano). Um
desses espacos ¢ o chamado espaco de Hilbert das semi-densidades
W, no qual é possivel representar algebras de Cuntz—Krieger a
partir de um sistema semirramificado de fungoes. Estas represen-
tacOes tomam papel principal quando falamos do operador de
Perron—Frobenius e representacoes associadas a sistemas monicos
(Capitulos 2 e 3). Quando a algebra de Cuntz—Krieger é represen-
tada através dos operadores T; (ver pagina 60) é necessario o fator
de correcdo na definicdo do operador, ja quando a representacao

se da no espaco das semi-densidades, através dos operadores W;

ver Definicdo A.26 na pagina 119.
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(ver pagina 76), este fator j4 ndo se faz mais necessario. Toda esta
problematica que acabamos de mencionar é um sub-problema de
um problema maior que é o de encontrar representagoes unitarias

do grupo de automorfismos de uma classe de medidas.

No Capitulo 2, fixamos uma matriz A e revisamos alguns
detalhes da construcdo dos espacos shift e da dlgebra de Cuntz—
Krieger Op. Apresentamos também os sistemas semirramificados
de fungGes e uma representacdo de Op associada a um tal sis-
tema. Em seguida, associamos o operador de Perron—Frobenius
(estudado em teoria ergdédica) ao nosso sistema semirramificado e
relacionamos o operador a nossa representaciao de Op. A teoria
que desenvolvemos neste Capitulo é baseada nas duas primeiras
segoes do artigo [17], no qual sdo empregadas as técnicas que

desenvolvemos para construir sistemas ortonormais de wavelets.

No Capitulo final, apresentamos duas outras novas classes
de representacoes de Oy: representagoes monicas e representacoes
associadas a sistemas monicos, sendo que esta tltima generaliza
a representacdo que apresentamos no Capitulo 2. O objetivo
principal do Capitulo é caracterizar quando uma representagao
associada a um sistema monico é monica. Este Capitulo é baseado
nos Capitulos 4 de [1] e 5 de [4], que além do assunto aqui tratado
relaciona sistemas semirramificados de fung¢des a diagramas de
Bratteli.

Pressupomos que o leitor desta dissertacao esteja fami-
liarizado com conceitos de teoria da medida, andlise funcional
e algebras de operadores. Com o objetivo de facilitar a leitura,
o apéndice 1 foi escrito para que o leitor possa estar a par do

enunciado dos principais teoremas que usamos ao longo do texto.

Todos os espacos de fungdes (C(X), L2(X, B, i), etc.) sdo
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considerados com contradominio em C e, além disso, neste tra-
balho consideramos os produtos internos como formas conju-
gado-lineares na primeira entrada e lineares na segunda entrada.
Para indicar a funcdo caracteristica de um conjunto A, usamos o
simbolo x4 e no caso em que A é o conjunto universo, escrevemos
1 4. Além disso, o simbolo Iy é usado para expressar o operador
identidade de um dado espago vetorial W. Os indices serdo omi-
tidos sempre que estiver claro no contexto qual o conjunto que
estamos trabalhando. A menos de mencao em contrério, todas
as medidas neste trabalho sdo positivas e finitas e, além disso,
quando escrevermos que uma propriedade vale v—qtp, queremos
dizer que o conjunto dos pontos em que tal propriedade nao é
valida estd contido num conjunto mensuravel cuja medida v é
zero. Algumas vezes, omitiremos o espaco mensuravel na notagao

de L?(X, B, u), isto é, escreveremos apenas L?(u).
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1 ESPACOS DE HILBERT
ASSOCIADOS A CLASSES
DE MEDIDA

Neste Capitulo, apresentamos o conceito de classe de
medidas e também o de espaco de Hilbert L? associado a uma
tal classe. Em suma, este espaco codifica os espacos L? de todas
as medidas que estdo na classe. Além disso, quando a classe é o
conjunto de todas as medida finitas sobre um espaco mensuravel
dado, existe uma segunda maneira de construir um espaco de
Hilbert associado a esta classe. Encerramos o Capitulo provando

um Teorema que relaciona as duas construcoes.

1.1 O espaco L? de uma classe de medidas

Defini¢ao 1.1. Sejam (X, B) um espago mensuravel, M(X, B)
o conjunto de todas as medidas finitas em (X,B) e C um
subconjunto de M(X,B). A tripla (X, B, C) é dita uma classe
de medidas se C satisfaz a seguinte propriedade': se u € € e

v~ u, entdo v € C.

Observagdo 1.2. Em outras palavras, uma classe de medidas é
uma uniao de classes de equivaléncia. Pode ser que € = [u], em
que p é uma medida qualquer em M(X, B), ou pode acontecer
C =M(X,B).

1

ver Definigdo A.26 na pagina 119.
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Agora, vamos apresentar um dos conceitos mais impor-
tantes deste Capitulo, que é o conceito de média geométrica entre
duas medidas. Fixamos uma classe de medidas (X, B, C) e reite-
ramos que todas as medidas tratadas neste Capitulo sdo sobre
(X, B) e finitas. Denotaremos por By (X) a C*—dlgebra comuta-

tiva das fungdoes B—mensuraveis e limitadas de X a valores em

C.

Observagao 1.3. A notagdo padréo para Beo(X) é Boo (X, B) pois
estamos tratando de fung¢ées B—mensuraveis. Porém, como fixa-
mos um espago mensuravel para todo o Capitulo 1, vamos omitir

a o—algebra B na notagio B (X, B).

Definicao 1.4. Sejam p e v medidas. Definimos C** como o
conjunto de todas as medidas o que satisfazem a seguinte propri-
edade:

i

Proposiciao 1.5. ? Sejam u,v e w medidas tais que p < w e

2
< [1rPdn [1oPdn, ¥ f.9 € Bu(X).

v < w. Entio a medida ', dada por

w'(A):/ Vdep dyv dw
A

pertence a C*Y e, além disso, c < w', ¥V o € CH”.

Demonstragio. Sejam f, g em By (X), 0 € C*" e e > 0. Ob-

servemos primeiramente que w’ € CH*”. Com efeito, note que

dyw' =+/d,p dyv e que

ver apéndice A, Teorema A.28 e Defini¢do A.29 na pégina 120.
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o

2 2
A.32

[ fa Ve v aw
2
< ([ v o vy av)
Holder 9 9
< /\fl d, p dw/!g dyv dw

— [1rPdn [ lgPav.
2§/|f!2du/9\2d1/

= [1Pdon dw [IgPduv d
< [P @on+ o) [1gP @ov+ o)
=/\f<dwu+a>é

Além disso,

o

2 12
dw/ ’g(dwv+6)2 dw.
(1.1)
Defina f; = \/dw%w eg = \/ﬁ. Queremos verificar que f; e
g1 também se aplicam a estimativa (1.1), para isso precisamos

garantir que tais fungdes sdo limitadas. Observe que para todo
x € X,

@) f(@)] _ [f]ls
\fl(x)\—\/mﬁ NG < NG

e também

__ =) [f(@)] _ [flls
Igl(:v)l—\/mﬁ NG R

Logo, f1 e g1 pertencem a By (X) e, portanto, temos por (1.1)

que

‘/flgl do

2
S/‘f} (dwu—ke)%

2 112
dw/‘gl (dov+e)?| dw.
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Explicitando, temos que

ik ,
Jorra@rre (05 Ve Vi€ BealX).
(1.2)

Pela Proposigao A.23, existe uma sequéncia crescente {¢p, }nen em

NT(X,B) de fungdes simples, e portanto limitadas, convergindo

para {/(d, pt + €)(dy, v + €). Assim, pelo Teorema da convergéncia
mondétona A.24, temos que para todo A € B,

2
U(A):/dUA':24 lim / [P do
A n=00 J4 /(dwp+e)(duor +e)
ﬁ hm/gpn\ dw A24/\/ dop+e)(dov+e) dw.

n—oo

Tomando € = %, para m € N*, podemos concluir que para todo

AeB
1
) < lim /\/ w,u—l- <dwl/+> dw
m—00 m
;)/\/dw,u dyv dw = W'(4)
A

Na igualdade (x) usamos o Teorema da convergéncia dominada

de Lebesgue A.25 para fazer a passagem do limite sob o sinal

de integracdo. Uma funcao que domina a sequéncia de fungoes

{\/(dwu+ Ly(dy v+ %)}@1 ¢ = /([dopt+ Ddyr+1). A

integrabilidade de ¢ é consequéncia direta da desigualdade de
Holder:

[oaws(fanen dwf(/(dml) 1)

=




1.1. O espago L*? de uma classe de medidas 21

Se ¢ é uma outra medida que satisfaz p K s e v < ¢, a

Proposigao 1.5 garante que as medidas ¢’ e w’ sdo iguais, sendo

g’(A):/ Vdep dev dg, VA€ B.
A

Definigdo 1.6. Sejam p e v medidas em (X, B). A média geo-

métrica entre u e v é a medida /uv, dada por:

Vi (A) :/ Vdop dyv dw, A€ B,
A

em que w é qualquer medida tal que p K we v K w.

Observagao 1.7. Nas condi¢oes da Definigdo de média geométrica,
note que é sempre possivel encontrar uma tal w, por exemplo,

w = u + v. Além disso, note que /i = L.

Iniciemos agora nossa tentativa de associar a nossa classe
um espaco de Hilbert que contenha os espacos L? das medidas que
estdo na classe. Seja V = By (X) x €. Por um motivo que ficard
claro ao longo da nossa construcgao, escreveremos os elementos
de V como fy/dpu, em vez do par ordenado (f,u). Seja V o
C—espago vetorial livre gerado por V. Os elementos de V sdo as
somas formais finitas da forma Z?:l a;u;, com o; € C,u; € Ve
n € N*.

Observagdo 1.8. De maneira formal, o K—espaco vetorial livre
gerado por um conjunto S é a soma direta de #S cépias do corpo

K. Assim, rigorosamente temos que
V=@DC = {£: V — C| #supp(¢) < oo}
Vv

Fixe ¢ pertencente a V e considere o seu suporte {v1,...,vn}.
Definindo v; := £(v;), obtemos que £ = Z;n:l VX {o;}- Além disso,

abusando da notacao e denotando Y {v;} POT Vj, obtemos que & se
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escreve como a soma 7" v;vj, sendo este motivo dos elementos

de V serem considerados como somas formais.

Considere a aplicagao ¥ : V x V — C, dada por

WY asfi/ e Y- By /T0) = 30 S s [ Figy d i
i=1 Jj=1

i=1 j=1

Pela Proposigdo 1.5, temos que ¥ estd bem definida. Agora,

vejamos algumas propriedades de ¥ satisfaz.

Afirmacgao 1.9. Para quaisquer u,v e w € V e a € C wvale que:

1. Y(u,v+ aw) = ¥(u,v) + a¥(u,w).

2. U(u,v) = V(v,u).

3. U(u,u) > 0.

4o [P (u,0)] < /U (u,u)y/¥(v,v).

Demonstragao. Nos ateremos apenas aos itens 3 e 4, visto que os
itens 1 e 2 sdo triviais. Sejam w = Y. a;fiv/du; e
v = i1 B95\/dvj em V. Defina w = 370 pi + 350 vi e
observe que as medidas y; e v; sdo absolutamente continuas com

relacdo a w. Assim, temos que

n

W) = 3> s [Tty oy

i=1 j=1

:Zzaiaﬂ’/fi\/dw/iz‘ fj\/dwuj dw

i=1 j=1

—/ZZ%ajﬂ\/dwui fivdopy dw

i=1 j=1
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/ Zazfz de pi ) Za]fj wl‘] )dw > 0. (1.3)

Mostremos agora o item 4. Observe que

¥ (u, v)]

= Zzalﬂ]/flgjd\/ﬂzyj

=1 j=1

= /ZZazﬁ]fl\/dw,ul g]\/d v; dw

=1 j=1

= / Zazfl w,U'L (Zﬁjgj\/m) dw
=1

IN

dw

Y Bigivduv;

j=1

dw /

Zazfz do i

Holder \J /

J/ Z @i fifin/dw pin/dy 1y dw (multiplicagao)

2
dw

2
> Bigivduv;

j=1

w,uz

i,7=1

\l/ ZEﬁjEQj\/dem/dej dw

1,7=1

J aza]/fzf]d\/uzﬂj\l
2,7=1

= /U (u,u)\/¥(v,v).

Z ﬁzﬁ]/gzg]d\/ljz’/j

i,7=1
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Observagdo 1.10. Os itens 1,2 e 3 nos dizem que ¥ é uma forma

sesquilinear semi-definida positiva.

Infelizmente, ndo podemos garantir que ¥ (u,u) =0 se, e
s6 se, u = 0. Com efeito, se 4 € Ce A € B é tal que u(A4) =0,
entdo X 4v/dpu #0e U (X 4v/dpu, X 4vVdp) = [, dp=0. Assim,
para que obtenhamos um espago munido de um produto interno
induzido por ¥, o caminho natural é fazer o quociente de V por
N :={v eV |¥(v,v) = 0}. Para isso, precisamos garantir que N
é um subespaco vetorial V. Sejam « € C e w,v € N. Note que

0 < ¥(v+aw,v+ aw)

= U(v,v) + o> T (w, w) + a¥(w,v) + a¥ (v, w)
= 2Re(a¥(v,w)) < 2 |Re(a¥(v,w))]
< 2]a¥ (v, w)| < 2|a|/¥(w, w)\/¥(v,v) = 0.

Logo, N é subespaco de V e assim podemos definir o espaco

vetorial quociente VYV, que é o quociente de V por N.

Defina (.,.) : Vy x Vx — C, dada por ([u], [v]) = ¥(u,v).
Verifiquemos que a aplicacdo (. ,.) independe da escolha dos
representantes das classes de equivaléncia. Com efeito, sejam
u,u1,v e vy elementos de V tais que [u] = [ui] e [v] = [v1].
Dado w € V, temos que |¥(u,w) — ¥(u1,w)| = |¥(u — ug,w)| <
VU (u—ur,u—up)y/¥(w,w) = 0. Logo, para todo w € V,

U(u, w) = ¥(u;,w) e analogamente, para todo w € V, ¥(w,v) =

U (w,vy). Concluindo, temos que ¥(u,v) = ¥(u1,v) = ¥(ug,v1) e,
portanto, (Vu, (. ,.)) é um espago vetorial com produto interno.
Observagao 1.11. Sejam o € C, f,g € Boo(X) e u € C. A priori,

os elementos fv/du+ gv/dp e (f +g)v/du de V ndo tem relagao
alguma entre si, bem como os elementos (af)/du e a(f/dp).

Na construcao de V, os elementos de V' desempenham apenas um
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papel simbodlico. No entanto, vamos verificar que quando passamos
ao quociente Vv tais igualdades sao validas, ou seja, os elementos
deixam ser apenas simbolos e passam a satisfazer certas relacoes.
Para tanto, tome w = Y ;" | v;hiv/d u; € V e observe que

([FvV/an+ agy/du] - [(f +ag)Vdu| , [w])
= [/ + agy/dp - f+ag¢d7},[w]>

=U( fy/dp+agy/du—(f +ag)\/dpu, Z%h\/@
:Z%/fhid\/ﬂ—i—az:%/ghid\/m
i=1 i=1
=3 [T ag) dvim
=1
=Z%/(f ag)hid /g — Z%/ (f + ag) hid /g

Agora, se v € C é tal que v < p e d, v € Boo(X), temos também

que

([(#vaer) van] = [svav]. )
((vaer) Viu =g vav] o)

=W((fVduv)Vdp—fVdy, Z%h Vidpi)

S

=Y f f\/duuhid\/m—ggw/fhidm

i=1

3

=1
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Z%’/fhid\/rﬂi
i=1

= Z Vi /fhi VA v g Ay, s d(p+ 7)

_Z’Yi/fhid\/rﬂi
=1

= v /fhi Vs v i s A+ i)
=1

- Z%‘/fhz‘d\/l/ui
i=1

= Z%/fhid\/wti - Z%/fhz‘d\/vm =0
i=1 i=1
Como w foi qualquer, segue que

[f\ﬁJrag\ﬁ} [f+ozg\/dTL}ZO
e também

|(FVav) Vau| - [svav] =o.

Nao podemos assegurar que (Vy,(.,.)) é um espago de
Hilbert, mas é bem sabido que para obter um espago de Hilbert a

partir de espaco com produto interno basta fazer o completamento.

Defini¢ao 1.12. O completamento de (V, (. ,.)), denotado por
L?(X,B,C), ser4d chamado de espago de Hilbert associado d
classe de medida (X, B,C).

Exemplo 1.13. Sejam M"™ uma variedade diferenciavel e B a
sua o—4&lgebra de Borel. Denote por M(M, %) o conjunto de todas
as medidas finitas em (M, %) e A" a medida de Lebesgue em R",

munido com a o—4algebra de Borel. Defina

€= {ne M(M,B) | pop~t ~ A", ¥V (U, ) carta local de M}.
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Note que (M, B, 6) é uma classe de medidas e, portanto, proce-
dendo como anteriormente, é possivel associar o espaco de Hilbert
L2(M,B,C) a M.

E possivel mostrar que a associacio M +— L?(M, B, é) da
origem a um funtor da categoria das variedades diferenciaveis na

categoria dos espagos de Hilbert (ver detalhes em [2, p.422]).

Seja p € C. Como pu é finita, Boo(X) C L*(X,B,pu) e
além disso, pelo Teorema A.37, mH'HLQ(W = L*(X,B,pn),
pois as funcgoes simples sdo limitadas. Agora, defina a funcao
L : (Boo(X), || -llr2(w)) = L*(X, B, €), dada por

= I([f/dp)).

Em que I é a isometria linear candnica de Vy em L?(X, B, Q).

Pela Observacao 1.11, £ é linear. Além disso,
IECHI? = (Fv/dm, £/dp)
~ [1rPavim
— [11Pdn =111,

Logo, £ é uma isometria e pelo Teorema A.7 se estende a uma
isometria entre L2(X, B, 1) e L(Bso(X)). Assim L?(X, B, 1) é um
subespaco fechado de L?(X, B, €).

Teorema 1.14. Eriste tinico 11 : Boo(X) — B(L*(X,B,C)),

x—homomorfismo, tal que II(f)(g/dp) = (fg)v/d p, para toda
fungio f e g pertencente Boo(X) € para toda medida pv pertencente

aC3

3

Neste enunciado hd um abuso de notacdo que é devidamente explicado na
demonstragao.
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Demonstragio. Fixe h € Byo(X). Defina 65, : V — V, dado por

On( > aifi/dpi ) Zazhfz d .
=1

Claramente 6, é linear. Além disso, se v = Z;n:l Bjgj\/dv;, note

que

(6 (0 ZZ j [ 1nPgig;d s < (I (o).
- (1.4)

Queremos que 6, induza um operador linear em V, para tanto,

defina O, : Vy — V, dado por

On([v]) = [On(v)]-

Por (1.4) e pela linearidade de 05, temos que se v —v2 € N, entao
Or(v1) — Op(v2) € N, logo ©p estd bem definido. Agora, note que

para qualquer v € V vale

1©n([WDI* = [[[Ba(0)]II* = ¥(On(v), On(v))
< R2 % (v, v) = [l ([v], [V]) -

Portanto, ©j, é limitada e |[©|| < ||h||,. Pelo Teorema A.7, temos
que existe um Unico operador linear e limitado
n o L2(X,B,€) — L?(X,B,€) que faz comutar o diagrama:

Oy

VN VN

L*(X,B,0) — " L*(X,B,0),
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em que I é a isometria canonica de Vy em L?(X,B,C). Agora,
defina I1 : Boo(X) = B(L*(X, B, €)), dado por II(f) = 7y, e note

que
I([gv/dpl)) = ms(I([g\/d )
= I(9([g\/d p)))
= I([fg/d u).

Abusando da notagdo, isto é, omitindo I e a notacao de classes
de equivaléncia, temos que II(f)(gv/dp) = (fg)v/d i, como no

enunciado. Verifiquemos que II é um *—homomorfismo unital.

Para ver que II é unital, note que 1 = Iy e portanto
©1 = Iy, . Assim, como I;2(x ) faz comutar o diagrama (1.5),

temos pela unicidade da extensdo que II(1) = 7y = [12(x 5 ¢)-

Sejam f,g € By(X) e a € C. Considere também
w=7y " aifi/dpu € Vev= Z;nzl Bjgj\/dv; € V. Note que

Oftag([u [Z ai{(f + ag) fz}MI
= Z i (£ + ag)fiv/dpu
SN ool [0V + o[0T )

=1

Zaz FI)Vdpi| +a

Zaz gfz V dﬂi]
=1

= 07 ([ul) + aOy([u]) = (Of + aBy) ([u]).
Portanto,

©(Oftag) =10 (05 +aBy) =T0O;+a(locBy)
=mnpol+angol = (my+amg)ol.
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Assim, se h = f + ag, entdo m¢ + amy, comuta o diagrama (1.5).
Logo, II(f + ag) = Tjtag = 75 + amg = II(f) + oIl(g). Além

disso, temos que

O fq([u [Zaz{ f9) fz}m

Zai{f(gfi)}\/dTLi

= 0y( Zaz (9fi)v/d pi|)
:®f Zaz fz d,uz] )
_ 6,06, (1)

Logo,

0(Bpg) =10(0f00y)=[00f)00, = (mfol)oB,
=7fo(lo@y)=mfo(mgol)=(mpomy)ol
Assim, se h = fg, entdo mpom, comuta o diagrama (1.5). Portanto,
I(fg) = gy = mp o mg = 11(f) o I(g).

Com o que mostramos até agora, obtemos que II é um
homomorfismo de algebras. Por fim, vejamos que II é um *—ho-

momorfismo. Primeiramente, note que
(©f([u]), [v]) = <[9f(“)] [v]) = W (0f(u),v)
= Z Z aZ/Bj /ffzgj d \ Hils

i=1 j=1

_Zzazﬁj/fz fg] d\/,uz’/]

=1 j=1



1.1. O espago L*? de uma classe de medidas 31

= W(u, 67(1))
= ([ul,67([0))).

Il
S
£,
=

|
—~
e
Pt
\/

Agora, sejam w e z pertencentes a L2(X, B, C). Entao, exis-
tem sequéncias {wplnen € {zZntnen em Vy tais que

w = lim I(w,), z = lim I(z,) e, além disso, por definicao
n—oo n—oo

temos que
(W, 2) 2 = nlggo (wn, 2n) -
Em particular, se w = I(w') entdo (w,z);2 = lim (W', z,).

n—oo
Assim, temos que

<7Tf(UJ),Z>L2 = lim (mr(I(wm)),2) -

m—o0

= lim (I(©f(wm)),2) 2

m—00

= lim lim (©¢(wm), zn)

mM—00 N—00

= lim lim <wm,®?(zn)>

mM—00 N—00

- i (1w 1)

= lim lim <I(wm),7rf(f<zn)>>L2

mMm—r00 N—r00

= lim <I(wm),7rf(z)>L2 = <w,7rf(z)>L2.

m— 00

Segue que II(f)* =7} = mp =11 (f).

Serda que II é injetora? Note que se II(f) = 0, entdo
©f = 0 e assim Of(v) € N, para todo v € V. Em particular,
0r(1/dp) € N, para toda p € C. Assim, temos que

0= (0;(1/dp),0;(1/dp))
= (fv/dp, fV/an)

SR
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Portanto, f =0, u—qtp, para toda p € C. Porém, nao podemos

assegurar que f = 0.

SejaIl; : Boo(X) — B(L?*(X, B, €)) um *—homomorfismo
que satisfaz IT; (f)(gv/d p) = (fg)vVdu, Vf,g € Boo(X),V € C.
Seja f € Boo(X) e u= 31" a;fir/du; € V. Note que

Hl Zaznl \/ d,uz D)
= Zail([ffi\/dﬂi )

(3o,
= 1(O[u]).

Assim, com f no lugar de h, obtemos que II;(f) comuta o

diagrama (1.5). Logo, pela unicidade da extensdo, temos que
L (f) =mp =TI(f). O

1.2 O espaco de Hilbert das semi-densidades

Além da construcio do espaco L?(X, B, M(X,B)), hd uma
segunda maneira de associar um espago de Hilbert a M(X, B). A
seguir, apresentaremos outra construcao de um espaco de Hilbert
associado a M(X, B), denominado espago de Hilbert das semi-
densidades e denotado por W. Ao fim do Capitulo (ver Teorema

1.23), mostraremos que, apesar de construidos independentemente,
os espacos L?(X,B,M(X,B)) e W coincidem.

Defina W = {(f, 1) | p € M(X,B) e f € L*(X,B,p)}. Di-

remos que um par (f, u) € W se relaciona com um par (g,v) € W
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se existir uma medida w € M(X,B) tal que p K w, ¥y K w e
fvVdw 1= gv/do v, w—qtp, e neste caso escreveremos (f, u)R(g,v).

Observagao 1.15. Quando nos referimos aos pares (f,u), (g,v)
em W, as letras f e g representam classes de equivaléncia em
L*(X, B, ) e L?(X, B, v), respectivamente. Por outro lado, quando
escrevemos f+/d,, it = gv/d, v, w—qtp, estamos nos referindo as
fungbes f e g. Vejamos que tal igualdade vale para qualquer repre-
sentante das classes e, portanto, que # estd bem definida. Sejam
f1 e f2 representantes de uma mesma classe em L?(X, B, i), isto é,
f1 = fa, u—qtp. Considere também w € M(X,B) tal que p < w.
Note que

/|f1 V dw,u - f2 \Y dwu‘de = / |f1 - f2|2dw:udw
A.22
= / i = fol*dp =0,
Assim, novamente por A.22, temos que fiv/dyp = fovde p,
w—qtp. Logo, se fv/d, 1t = gv/dy, v, w—qtp, para w tal que p <K w
e v < w, entdo fiv/dy p = g1vVdw v, w—qtp, para quaisquer re-

presentantes fi; e g1 das classes de equivaléncia de f e g, respecti-

vamente.

Afirmacao 1.16. Sejam (f,u) e (g,v) elementos de W, tais que
(f,1)R(g,v). Sew € M(X,B), p < ev <KW, entdo

fVdw p=gvdwv, & — qtp.

Demonstragio. Fixe w’ € M(X,B) tal que p < o’ e v < . Por
hipdtese, existe uma medida w € M(X, B) tal que

fVdop=gvdov, w—qtp.
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Assim, temos que
0:/(f\/m_g dwu)(f\/m-g dwu)dw

:/|f]2dwpdw+/|g|2dwydw
- [ (o) Vi udovde
= 1P+ [lgPav- [ (Fo+andvim
— [11Pdsndw + [lgPdovas
- [ Go+ar) Vi udivaw
:/(f\/dw/,u—g\/dw/ V) (Vo p—gVdov ) ao.

Portanto,

f\/dw’MZQ dw’V7 w/_qtp-

Proposicao 1.17. R € uma relacdo de equivaléncia.

Demonstracio. B facil ver que R é refleziva e simétrica, por isso
vamos apenas mostrar a transitividade. Sejam (f, 1), (g,v) e (h,w)
tais que (f, u)R(g,v) e (g,v)R(h,w). Definindo 6 = u + v + w,

temos pela afirmacao anterior que

fVdop=gvdgv=nhydow, 0 —qtp.
O
Defina W como o conjunto quociente de W por . Em W

denotaremos a classe de um elemento (f,u) por f+/d p, isto pois

mais adiante vamos relacionar a construcao da primeira seg¢ao
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com esta. O fato é que W nao é apenas um conjunto, W é um
espaco de Hilbert, que é chamado espago de Hilbert das semi-
densidades de (X,B). A seguir, apresentamos a estrutura de

adicdo e multiplicagdo por escalar em W. Defina

+:WxW — W
(fVdpgVdv) — (fVdop+gvdev) Vdw

em que w € M(X,B) é uma medida tal que p K w e v < w.

Afirmacao 1.18. A funcio + estd bem definida, ou seja, inde-
pende da escolha dos representantes das classes e da medida w.

Ainda mais, (W,+) é um grupo abeliano.

Demonstragio. Sejam (f1, 1), (91,11), (f2, n2) € (g2, v2) perten-
centes a W e wy, we em M(X,B) tais que 1 < wi, 11 < wi,

po K wo, Vg K wa, (f1, u1)R(f2, u2) e (91,v1)R(g2, v2). Queremos
verificar que

(fl\/dm 11+ g1v/dw, V1,w1> R (fzx/ dwy p2 + g2/ dus, V2,w2) .
Antes de tudo, vejamos que tais pares estao bem definidos, ou seja,

vejamos que fi \/dw1 w1+ ag1 \/dw1 vy e fo \/dw2 o+ go \/dw2 V9 880
w1 e wo quadrado integraveis, respectivamente. Faremos apenas

uma conta, a outra é andloga. Note que

2
/‘fl\/m-i-gl\/dwl Vl) dwy

=/|f1|2du1+/|gl|2dul

+ /(flgl + f191)V/dw, 1 dy, v1dwy

Z/lfl\zdﬂlﬂL/!gl!QdVl

-+ /QRe(flgl) dwl M1 dwl %1 dwl
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S/|f1|2du1+/|g1|2d1/1+2/|f191|\/dmu1 dw, v1dwy
Holder 9 9
< /!fl\ du1+/|91| du

+2\//\f1|2dw1 p1 dwy \// |g1]? dw, 1 dwy
:/\f1|2dM1+/\91\2dV1+2\//|f1!2dlt1 \//|91|2dV1

— 1122y + 201l 2 91 2200y + 9112200

= (Il 22y + N9l £2(n)) -

Prosseguindo, defina ¢ = wy + w9 e note que as medidas
Wi, Vi e w; sdo absolutamente continuas com relagdo a ¢, com

i =1,2. Além disso, por hipdtese

Aivdepr = for/de p2, < — atp,

e também
g1V de v1 = g2/ d¢ 12, ¢ — qtp.

Somando as duas igualdades acima, obtemos

fivdepr + g1/ dovt = for/de 2 + g2v/dc 2, ¢ —qtp. (1.6)

Relembrando a Regra da cadeia A.33 para as derivadas de Radon—

Nikodym temos que
de pi = dy; i dew; e devy =dy, videwy, @ =1,2.

Assim,

(fl\/dw1 M1 +91\/dw1 Vl) \/dcwl

= (fQ\/de f12 + g2/ V2> Vdewa, s — qtp.
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Logo,

(fl\/dw1 1+ g1v/ duy V1,w1> R (fzv du, 12 + g2/ dw, V27w2) :

Sejam f+/d u, gvVdr e hv/dw pertencentes a W. Queremos veri-

ficar a associatividade de +, para tanto, defina ¢ =pu+v+w e

observe que

(f\/dTHrg\/cE> + hVdw
(VA i+ /A v) VS + hvdw
(

(

(SVA i+ gv/Av) VA + hy/dcw) Vs
VA + gy/dcw + hy/d w) Vs
(vt (9v/dcw + hy/dcw) Vacs) Vs
= IVap+ (9v/dcw + hy/dw) Vs
+f\/@+(g\/c@+h\/@).

Seja n : X — C a fungdo nula. Note que para quaisquer
duas medidas p e v em M(X, B) vale que (n, u)R(n,v). De fato,

Ny dpv =0 =1n/dpyv v

Seja Ow a classe das fungoes nv/d . Mostremos que Oyy é

o elemento neutro de W. De fato,

FV/Adp+ 0w = f/dp+ny/dp

= (fm+WM) Vdp
= f/dp.

Além disso,

INap+ (VA= (F/ &+ (- NV ) Vg
=nv/du = Ow.
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Logo, como f+/d p foi qualquer, temos que Oy é o elemento neutro
de W e, além disso, todo elemento de W admite um inverso com
respeito a +. Concluindo, note que a comutatividade de + é
trivial. O

Observagdo 1.19. Note que valem as seguintes igualdades:

IVt gv/an = (FV/dn+ 9v/de) Vi
=(f+9)Vdpu.
2. Seja v € M(X,B) tal que v < p. Entdo, vale que
(f\/du u) Vdpu = fVav.
De fato, tome w = p e observe que d, it = 1, w—qtp, e

v < w. Assim, (f\/duy) Vdo pu = fv/dy v, w—qtp.

Defina

®:CxW — W
(a, fvdp) — (af)Vdp

Afirmacgao 1.20. ® estd bem definido e satisfaz:

1. 16 fy/dpu= fJ/du, Vf/dueW.

2. (a1 +a) O fy/dp=a1 0 f/du+a © fy/dpu,
Yai,as € C, f/dpueW.

3. (a1a2) ® f/du=a1® (a2 ® fv/dpu), Yai,as € C,
vV fV/deW.

4. a® (fivdpr + fo/dpe) = a® fivdm +a® for/d ps,
Va e CV fivdp, fo/dpz € W.
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Demonstragao. Sejam o« € C, (f,u) e (g,v) em W tais que
(f,)R(g,v). Entao f/dutv pt = gv/dpyys v, (k+v) —qtp e assim
afy/dutv = agy/du+v v, (0 +v) — qtp. Logo, (af, p)R(ag,v)
e consequentemente ©® estd bem definido. Vamos agora a demons-

tracao dos itens 1 a 4.

1. Trivial!

2.

(o1 +a2) © f/dp =[(on + a2) flV/d p
= (o1f +aaf)V/dpu
= (o )V dp+ (azf)y/dp
= O f/du+as® f/dpu.

(az) @ f/dp = [(cna2) f]y/dp
[a1(aa f)V/dp

a1 © (agf)V/dp
=10 (020 fV/dp).

4. Defina w = p1 + p2 e observe que:

a® (fl\/a+f2\/M>
=a® (f1\/Tul+f2\/Tuz> Vdw
= (Ozfl\/m—i-afg\/T,UQ) Vdw
2 () VAT + (o) VA

2 (afi) VA + (af2) Vs
= a0 fivdum+ a0 fon/dps.
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Do que fizemos acima, segue que a tripla (W, 4, ©®) é
um espaco vetorial. Além disso, segue do item 1 da Observa-
¢do 1.19 e da definigdo de ® que, para toda medida p, a fungdo
L: L*(X,B,u) — W dada por £(v)) = 1/d 1, é uma transforma-
¢ao linear. A seguir, vamos definir uma estrutura de espaco com
produto interno em W e esta, por sua vez, garantird que £ é uma
isometria e que portanto L?(X,B, 1) é um subespaco fechado de
W.

Defina
<.,.>W:WXW — C

(VT gVTw) [ Fgd v

Afirmacgao 1.21. A funcgio (. ,.)w estd bem definida e é um

produto interno em W.

Demonstragio. Vejamos a boa definigao de (. ,.)y. Observe que
se f€ L?(X,B,pn), g€ L*(X,B,v) el =pu+v, entdo

‘/fgd\/ﬁ S/\fg!\/deﬂ dgvdo

< \//|f!2d9#d9 \//|g|2d97/d9

= ”f”LQ(,u) Hg”L2(u)

Além disso, supondo que (f, u)R(f1, 1), (9,7)R(g1,v1) e redefi-

nindo 6 = p+ 1 +v+v1, temos que fv/dg = f1v/dg i1, 0 —qtp
e também g+/dgv = g1v/dg v1, 0 — qtp. Portanto,

/fgd\/ﬁ:/f dop g/dgrdb.
Z/fl dop1 g1/dgr1 d0
:/flgld\/m-
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Agora, mostremos que (. ,.)w é um produto interno. Para
tanto, escolha hvdw € W, a € C e defina ¢ = 4+ v + w.

1. Linearidade no sequndo argumento:

<f\/<ﬂ,g\/5+a®h\/(ﬂ>w
:<fﬁ,(g d<u+ah@)¢<§>w
z/f(g\/@Jrah\/@)d\/lf
Z/fg\/@d\/LTﬁLa/fh\/@d\/ﬁTg
- (v (ov) v,
VTR () ),
= <f\/@,g\/cﬁ>w +a <f@, h\/a>w.

2. Antissimetria:

(1Vanav), = (ranovan), = [Teavm
— [ t9avim = (oVav. s Vau),

3. Positividade: Note que (f/dp, f\/du>w = [|fI?dup > 0.
Além disso, se <f\/d ,f\/d,u>W = 0 entdo f = 0, u—qtp.
Logo (f, w)R(n, 1) e, portanto, f+/d = Oyy.

Como os elementos f/du,gvVdv e hv/dw € We a e C
foram tomados sem particularidades, temos que as propriedades

acima valem em geral e assim (. ,.)yw ¢ um produto interno em

W. O
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Agora, note que

lov/dalfy = (evdp v/
— [1wravmm 17)
= [ 1P = 6

Dai, segue que £ : L?(X, B, ) — W, dada por £(3)) = ¥y/d p, é
uma isometria. Assim, dada p € M(X, B) qualquer, temos que

L?(X,B, 1) é isomorfo a um subespaco fechado de W.

Proposicao 1.22. (W, (. ,.)w) é um espago Hilbert.

Demonstragio. Seja { fn\/d pin }neny uma sequéncia de Cauchy em
We P ={neN| u,(X)#0}. Defina

1wy
Y Zf”un(X)’

neP

E claro que v é uma medida finita e que p, < v para todo n € N.
Além disso, pela Equacao 1.7 temos que

5@ e/ T = || (/i — /i) V|
= |V a0 = Fn /A b

Logo, a sequéncia {f,v/dy fin}nen é de Cauchy em L?(X, B, v)

e, portanto, converge para uma funcao ¢ € L*(X,B,v). Vamos

2
L2(w)

mostrar que fn+/d py, converge para ¢V dv, para isso basta notar

que

|

o/ = |2 (o = /) V[
<g>‘fnm_¢‘2

L2(v)
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Assim,
lim ' fn\/d.unfcp\deH = lim ‘ fn\/du,ufnfsal L2( ):
n—oo n—oo 2(py
Logo, fnv/d iy, converge para pvdwv. O

Fomos apresentados até agora a duas construcoes, a pri-
meira associa o espaco de Hilbert L?(X,B,C) a uma classe de
medidas qualquer e a segunda construcao associa o espaco W a
classe M(X, B). Gostarfamos de saber qual a relagao entre estas
construgoes e se as duas resultam no mesmo espago no caso em

que € = M(X, B). O préximo Teorema responde & nossa questao.

Teorema 1.23. Seja C uma classe de medidas. Entdo, existe
um isomorfismo isométrico entre L*(X,B,C) e um subespago
fechado de W. Além disso, se C = M(X,B), entdo L*(X,B,C) ¢é

isometricamente isomorfo a W .

Demonstragdo. Fixe € uma classe de medidas. Respeitando as no-
tagoes da primeira secdo, defina o operador T : Vy — W, dado por
T([Xh, cifi/dp)) = >0 a; © fin/d pi. Vejamos que T esta
bem definido. Sejam u = Y1 a;fiv/dp; e v=>3"", Bigi\/dv;
em V tais que u — v € N, ou seja, ¥(u — v,u — v) = 0. Definindo

W=y pi + Y it v, pela Equacao (1.3), temos que
2
n m
/ Zaifm/dw i — Zﬁjgj\/dw vj| dw=¥(u—v,u—v)=0.
i=1 j=1
Assim, Y @ fin/dw pi = Z;n:l B;9j+/dw vj, w—qtp, e portanto,

( Zaz‘fim,w ) R ( Zﬂjgj\/(m,w ).
=1 j=1
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Logo,

z:;aiin\/dTu—iaifi\/(m
= (Zazfz w//fz) Vdw
= (Zﬁggg Vdov; | Vdw

Assim, T estd bem definida. Agora, verifiquemos que 1" é
linear e isométrica. Para tanto, tome u,v € V e w como antes, e

também um escalar o € C. Note que

T(lu] + afv]) = T([u + av])

=Y @ o fivdu+ Y (aB) © g;/dy;
i=1 j=1

=Y o fi/dui+> a® (ﬁj ®gj\/d71)
i=1 j=1

=S @ fiVdum+ao |38 0g/dy;

i=1 Jj=1
— T([u]) + 0 © T([v]).
Além disso,

(T([u]), T([v]))w = <Z @ © fiv/dp, > B @ gj/d yj>
i=1 =

w

< <Z azfz wﬂz) \/aa Zﬁjgj V dw Vj \/(E>
j=1
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:/<Zaifi\/dw,ui> Zﬁjgj\/dwvj dw
=1

Jj=1

= /ZZ%ﬁjﬁgj\/dw pin/de vj dw

i=1 j=1
n m .
=Y ais; [ Ty d i = Wwo) = {fu o],
i=1 j=1
Segue que T é uma isometria linear e, pelo Teorema A.7, se
estende a uma isometria linear entre L2(X,B,C) e T(Vy), que é

um subespago fechado de W.
Suponha € = M(X,B). Tome f/du € Wee > 0. Pelo

Teorema A.37, existe uma funcgao simples, e portanto, limitada,
¢ tal que [|f — ¢||[2(,) < &. Neste caso, temos que T'([p\/d p]) =
wv/d . Assim,

£V = ov/aul| = || = o) vaul|
=If =l <e

Isso mostra que T'(Vy) é denso em W e, portanto, T se estende

a uma isometria linear entre L?(X,B,C) e W. O
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2 SISTEMAS SEMIRRAMI-
FICADOS DE FUNCOES E
ALGEBRAS DE CUNTZ-
KRIEGER

Neste Capitulo vamos introduzir os sistemas semirramifi-
cados de fungdes e construir representagdes da algebra de Cuntz—
Krieger 04 associadas a tais sistemas. Falaremos também sobre
o operador de Perron—Frobenius P, associado a um sistema se-
mirramificado de fungdes e construiremos uma representacio de
Oa que assegura que P, pertence a imagem desta representagao.
Para comecar, revisaremos os espagos Shift e a construcido das

algebras de Cuntz—Krieger.

2.1 Espacos Shift e algebras de Cuntz—Krieger

Os espacos Shift e Shift admissivel aparecem naturalmente
no estudo das algebras de Cuntz—Krieger, por isso fazemos aqui
uma breve introducdo destes objetos. Fixe um ntimero natural
m > 2 e uma matriz A € M,,({0,1}) que tem linhas nao nulas.
Denotaremos I = {1,...,m} e A = (ai;); ;c;-
Defini¢ao 2.1. Um elemento oo € I" = [ x --- x [ é dito uma
palavra finita de comprimento n do alfabeto I. Denotaremos

por Er o conjunto de todas as palavras finitas do alfabeto I, ou
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seja, Ep = U9 I". O Shift gerado por I é o conjunto £ = A

de todas as palavras infinitas do alfabeto I.

Observacao 2.2. Existe uma tnica palavra de tamanho 0, esta é
chamada de palavra vazia e é denotada por A. Nao escreveremos
os elementos de Er e E como n-uplas ou sequéncias, uma pa-
lavra finita (z1,z2,...,z,) serd denotada por x1z5y...x, € uma
sequéncia (x1,x2,x3...) pOr T1x2x3. ... Para nos referirmos ao

comprimento de uma palavra «, usaremos a notagao |«/.

Definicao 2.3. Uma palavra finita ou infinita © = z1x2 ... 2, . ..
¢ dita A—admissivel se agyq,,, = 1 para todo 1 < k < |z].
Denotaremos por E% o conjunto de todas as palavras (finitas)
A—admissiveis de Er. O Shift admissivel gerado por A é o sub-

conjunto Fy de E de todas as palavras (infinitas) A—admissiveis.

Observagdo 2.4. Por vacuidade, A é A—admissivel. Quando néo
houver risco de confusdo, chamaremos uma palavra apenas de

admissivel, em vez de A—admissivel.

Definicdo 2.5. Sejam o« € Er e f € Erp U E. Definimos a
concatenacdo aff de o com  como a palavra obtida ao listar
os caracteres de « seguidos dos caracteres de 3. Se existir v €
Er UFE tal que § = av, diremos que o é um prefizo de (3 e
escreveremos a < 5. Quando a < 8 e a # (3, escrevemos «a < f3.
O cilindro gerado por « é o conjunto [a] = {ay| v € E} de todas
as palavras infinitas que tem « como prefixo. Denotaremos por
C(I) ={[a]| a« € Er} U{0} o conjunto de todos os cilindros de E

mais o conjunto vazio.

Definigao 2.6. Seja a € E?;. O cilindro admissivel gerado
por a é o conjunto [a]y = [a] N By = {ay| v € Ep € ajq)y, = 1}

de todas as palavras infinitas admissiveis que tem « como prefixo.
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Note que (), E € C(I), pois [A] = E. Ademais, para quais-

quer «, 8 € Er vale que

[a]’ se B <«
[N Bl =18, sea<p (2.1)
0, caso contrario.

Por fim, para qualquer palavra ndo vazia «, temos que E \ [a] =
U,es[7], em que J é o conjunto finito 1\ {a}. Concluimos
entdo que, conforme a Definicao A.9, a familia C(I) forma uma

semialgebra de subconjuntos de E.

Em [16, p.17], mostra-se que F admite uma métrica d
com a qual E é compacto e cuja familia das bolas abertas de
(E,d), bem como a familia das bolas fechadas, coincide com C([).

Assim, €(I) forma uma base clopen para a topologia de E.

Partindo deste pressuposto, é facil perceber que o com-
plementar de E4 ¢ um conjunto aberto. Com efeito, tomando
r € E\ By, temos que existe k > 1 tal que ag, 4, , = 0. Segue
que z € [x1...x41] C E\ Ep e E\ Ey é aberto. Portanto, Fy é
fechado e, consequentemente, compacto. Assim, F4 é um subes-
pago métrico de E, que é compacto, separdvel e tem uma base
clopen para a sua topologia, a saber, Cpo([) := {[a] N Ey| o €
EpyU{0} = {[ada] a € B} U{0}.

Futuramente, vamos apenas trabalhar com €4 (7), por-
tanto, vamos abandonar o uso do indice A nos cilindros [a]a

supondo que o leitor entenda o contexto.

Observagdo 2.7. A topologia de (E,d) é exatamente a topologia
produto em E = IV, considerando I com a topologia discreta.
Fazemos mencao da métrica pois vamos considerar £4 como um

espaco mensuravel boreliano munido da medida de Hausdorff,
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sendo que esta pressupoe uma estrutura métrica. Explicitamente,

1 C
a métrica d é dada por d(p,7) = <2) , sendo ¢ o comprimento

do maior prefizo comum entre p e 7. O fator 3 em d poderia ser
trocado por qualquer r € (0,1) e mesmo assim d manteria as

propriedades mencionadas até aqui.

Agora que conhecemos a estrutura de E e E, podemos
falar de fungdes nestes espagos. Uma fungdo que merece destaque
tanto em E quanto em FEj é a funcao shift unilateral a esquerda

s, dada por

s: F — F

r1X2x3 ... +——> T2XT3T4...

Note que se o é uma palavra finita, entdo s~1([a]) =
Uicrlia] e assim s é continua e também sua restricao a E,. Note
que ao restringir o dominio de s para E, a imagem de s fica

contida em E,.

A funcéo s retira a primeira letra das palavras, mas pode-
mos pensar em fungdes que adicionam uma letra as palavras. Para
cada i € I, considere a funcao s; : E — F, dada por s;(a) = ia.
Se @ = ajas ... q, temos que a; = 7 ou «q # i e assim respecti-
vamente temos que s; ' ([a]) = [az...ax] ou s; ! ([a]) = 0. Logo,

para cada ¢ € I, s; é continua.

Se quisermos restringir o contradominio de s; para Fj,
obteremos que o dominio das funcoes s; deve ser o subconjunto
D; de todas as palavras de E, que podem receber a letra ¢ na

primeira posicao, a saber,

Di:{x:$1l‘2-"€EA‘amlzl}.
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Note que

jeI
aijzl

logo, é clopen e, além disso, compacto. Observe também que, como
A tem linhas ndo nulas, os conjuntos D; sdo nao vazios e também
que s; : D; — E, é continua relativa as topologias induzidas em

DZ‘ (§ EA.

2.1.1 Algebras de Cuntz—Krieger

Nesta subse¢do vamos introduzir a algebra de Cuntz—
Krieger associada a matriz A e mostrar algumas propriedades que
ela detém. Fixemos o conjunto § = {S;};cs, denominado conjunto
de geradores. Note que G é uma cépia de I com os elementos

renomeados.

Definigao 2.8. A algebra de Cuntz—Krieger Oy é a C*—algebra
universal gerada pelo conjunto § = {S;},c; e que satisfaz as

seguintes relagoes:

1. 515’1*51 = Si, Viel.
2. 327, S:SF =1, sendo 1 a unidade de Oy4.

3. 878 =27, a;;8;SF, Vie I

As itens 1,2 e 3 da Definicdo acima sao chamadas de
relagées de Cuntz—Krieger. Note que a primeira relacdo nos
diz que os elementos de G sdo isometrias parciais. J& a segunda
relacdo implica que hd uma certa relacao de ortogonalidade, a

saber, S7S; = 0 sempre que i # j (ver [6, p.12]).
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Podemos falar de palavras do alfabeto G e para isso vamos

utilizar o que ja vimos a respeito de palavras do alfabeto I.

Definicao 2.9. Seja a € Er. Definimos o elemento S, de Og
por:

1 sea=A

Y

Sa1Sas - Say, S =01009... Q.

Nas condigoes da Definigdo anterior, note que

1, se o = A
Sk Sx ...Sk

A~ —1 [eh)

*_
S, =
Sse v = (g ... (.

Agora, vamos elencar uma série de propriedades de Oy
cujas demonstracoes podem ser encontradas em [23] a partir da

pagina 30 e em [6] a partir da pagina 11.
Proposicao 2.10. Sejam o, € Ep. Sao vdlidas as sequintes
assercoes:

1. Sy # 0 se, e somente se, a € admissivel.

2. 85,5554 = Sa, ou seja, Sy € uma isometria parcial.

3.
SaSk, sef < a

Sa5’2555’§ = SﬁSE’ sea<f
0, caso contrdrio.

Segue como corolario do item 3 da Proposicdo acima que'

Dy :=spanc{SaS, | @ € Er}

L Pelo item 1 da Prop. 2.10 as palavras podem ser restringidas apenas as

admissiveis.
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¢ uma (C*—)subdlgebra comutativa de 0. Além disso, em [23]

mostra-se que1

Op = spang{SaS; | o, B € EF}.

A relacdo Y ;% | S;Sf =1 implica que 1 € Dy e, portanto,
Dy é uma C*—4algebra comutativa com unidade. Assim, o Teo-
rema de Gelfand (ver [18, p.44]) garante que Dy é x—isomorfa
a uma C*—3algebra de fungoes continuas partindo de um espaco
topolégico X compacto e Hausdorff. Na pagina 254 do artigo de
Cuntz e Krieger ([5]), os autores estabelecem quem é o tal espaco

X, e este surpreendentemente é o shift admissivel Ey.

Teorema 2.11. Eziste um x—isomorfismo I' : Dy — C(Ey) que
satisfaz

Demonstragao. Ver [6, p.23]. O

Definigdo 2.12 (REPRESENTACAO DE 0,). Uma repre-
sentacdo de Oy é um par (m, A), sendo A uma C*—Aalgebra
e : 04 — A um x—homomorfismo unital. Uma representagao

de Oy sera dita fiel se for injetora.

Observagao 2.13. Sejam A uma C*—algebra e {b;};c; uma fa-
milia de elementos de A que satisfazem as relagées de Cuntz—
Krieger. Pela propriedade universal das C*—algebras universais
(ver [23, p.24-29]) aplicada a O, temos que existe uma unica

representagao (m, A) de Oy tal que 7(S;) = b;, para todo i € I.

Para encerrar nossa breve revisao a respeito das algebras
de Cuntz—Krieger, vamos falar a respeito da simplicidade de tais

algebras.
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Teorema 2.14. % Se a matriz A ¢ irredutivel, entdo Oy é simples,

ou seja, os unicos ideias fechados de Oy sdo os triviais.

Demonstragio. ver [5, p.257]. O

Observagdo 2.15. Se Oy é simples, toda representagdo nao nula
(m, A) de Oy é fiel. Isso se deve ao fato de niicleos de x—homo-

morfismos serem ideais fechados.

2.2 Sistemas semirramificados de funcdoes

Nesta secdo, apresentamos o objeto de estudo principal
deste trabalho que sdo os sistemas semirramificados de fungoes.
Fixamos um espaco de medida finita (X, F, u) e relembramos que a
matriz A e o conjunto de indices I sdo como no inicio do Capitulo.
Queremos obter uma representacdo de O na C*—dlgebra de
operadores lineares e limitados B(L?(X,J, 1)) que seja compativel
com a dindmica imposta por um sistema semirramificado de

funcdes, a qual apresentamos a seguir.

Definicao 2.16. Seja 8§ = {o0; : D; — X}ic; uma familia de
fungoes mensuraveis, em que {D;};c; C F. Dizemos que § é
um sistema semirramificado de funcoes se sao satisfeitas as

condicoes:

1. 0;(AND;) e FVYAETF, Viel.

2. (X \UierRi) = 0e p(R;NRj) = 0sei # j, em que
Ri = Uz(Dz)

2 Veja a secdo de matrizes no apéndice A
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3. Para cada ¢ € I, existe a derivada de Radon—Nikodym

®; :=d,(poo;) e, além disso, > 0, u—qtp, em que

ip;

1o o; é amedida dada por:

pooi(A) =puloi(AND;)), AeTF.

Além disso, se existe uma funcdo mensuravel o : X — X tal que
ooo; = lp, para todo ¢ € I, dizemos que o é uma funcdo de

codificacdo para 3.

A partir de agora, fixamos um sistema de fungoes semir-
ramificado 8 = {0;};er junto de uma funcao de codificagio o, as
notacoes usadas serdo as mesmas da Definicdo que acabamos de

fornecer.

Observagao 2.17. Note que fX\Di O, dp = (poo;)(X\D;)=0.

Logo, pela Proposi¢ao A.22, temos que ® =0, pu—qtp. Assim,

{x\D;

temos que ®; = @iXDZ_, u—qtp.

Lema 2.18. Sejam i€ I, AC X e B C D; mensurdveis. Entdo,
vale a igualdade c~1(A) Noy(B) = 0;(AN B).

Demonstragido. C: Se x € 0~ (A) No;(B), entdo temos que x =
oi(y), para algum y € B. Além disso y = o(0i(y)) = o(z) € A.
Entao y € AN B e portanto x € 0;(AN B).

D: Sex € 0;(AN B), existe y € AN B tal que 0;(y) = . Assim,
x € 0;(B) e o(z) =y € A e portanto x € 0~ 1(A) N o;(B). O

Decorre do Lema que, sob a hipdtese da existéncia de uma
fungao de codificacdo para 8, nao precisariamos exigir que o;(A N
D;) € F, VA € F, bastaria apenas exigir que as imagens R; fossem

mensuraveis (tome B = D; no enunciado do Lema). Ainda sob
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esta hipétese, assegura-se que poo; é uma medida, pois ganhamos
a injetividade de o;. Caso contrario, deve-se subentender que poo;

é uma medida por definicdo.

A seguir, fornecemos um Exemplo simples de sistema se-
mirramificado de fungdes. Embora trivial, julgamos importante
fornecer um tal Exemplo para que o leitor possa melhor com-
preender as ideias que motivaram a Defini¢do. Vamos utilizar
as mesmas notacoes do texto, no entanto, tenhamos sempre em
mente que ja temos um sistema semirramificado de fungoes fixado

e isto seguira apdés o Exemplo.

Exemplo 2.19. Sejam X o intervalo fechado [0,2], F a o—4l-
gebra de Borel de X e A a medida de Lebesgue em X. Defina
Dy =[0,1] e Dy = [1,2] e note que 08 mesmos S40 mensuraveis.

Defina
c: X — X

x =

e também para cada i € {1,2},

Uz‘:DZ’ - X
x = Z.

Claramente, o, 01 e 02 sao mensuraveis e g o 0; = Ip,,
para todo i € {1,2}. Note que 0;(D;) = D;, i =1, 2, ou seja, a
imagem da fungoes o; sdo mensuraveis. Vejamos que {01,092} é
um sistema semirramificado de fungdes em (X, F, A). Pelo Lema
2.18 e a observagao logo abaixo do Lema, segue que é satisfeito o
item 1 da Definicdo 2.16. Além disso,

oi(D;) = [0, 1] U[172] =[0,2] = X,
1

2
1=
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e também

2
AC(ou(Di) ) = A0, 11, 2]) = A({1}) = 0.
=1

Finalizando, note que A o 0;(A) = A(AN D;), para todo A C X

mensuravel e para todo i € {1,2}. Assim,

/ Xp, dA = AMAND;)=MXoo;(A)
A

e, portanto,

dy(Aoai) = Xp,,V i€ {1,2}.

Assim, sdo satisfeitos os itens da Definicdo 2.16 e, portanto,
{01,092} é um sistema semirramificado de fungoes cuja fungao de

codificacgao é o.

Proposigdo 2.20. ? Sejam f € N(X,F) e i € I. Entdo, para
todo B C D;, vale que

/ foadu:/fd(uoai):/f@d,u, Viel.
oi(B) B B

No sentido que Xai(B)(f o0) € p—integravel se, e s6 se, Xpf €
o o;—integravel se, e so se, X gf®; € p—integravel e neste caso

as integrais coincidem.

Demonstragio. Comegamos supondo que f € N1 (X, F) é simples,
ou seja, f = Z?Zl ajX g, com aj > 0, Ej € FeX = U§:1 E;.

Neste caso, foo = Z?:l a4 X g-1(E,) © assim

Ver pagina 117.
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k
/ fOO'd,M = /Za’jXJ_l(Ej)mUi(B)d'u
oi(B) Jj=1
2.18 u
= /Z%X@(Ejmmd“
=1

k
=" aju(0:(E; N B))
j=1
k

= Zaj,u, o UZ‘(E]‘ N B)
j=1

k
:/ZGJ‘XEijd(MOUz')
j=1
:/fd(,uoai).
B

Agora, passamos ao caso que f € NT(X,F) é qualquer.
Podemos pela Proposigdo A.23 escolher uma sequéncia crescente
em N1 (X, F) de fungdes simples {¢y, }nen convergindo a f. Assim,
pelo Teorema da Convergéncia Monétona A.24 e pelo caso anterior,

temos que

/ foodu= lim pnoodpu
oi(B) B

n—oo Ui( )

= lim [ ¢,d(pooy)

n—oo

= /defMOJi)-

Para o caso em que f é uma funcao real qualquer, vamos

novamente recorrer ao caso anterior e escrever f como diferenga
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de funcoes reais positivas, a saber f = f* — f~. Assim

/ai(B)foo-d'u /UZ(B froodp- / fToodu
/f+ (pooi) /f d(po o)
~ [ fatuoa).

Para o caso que f é qualquer, escrevemos f = f; + ifs,

em que f e fo s@o fungbes reais e obtemos

/ foodu= / floadu—i-i/ faoodpu
oi(B) oi(B) oi(B)
/fl (noo; +Z/f2 j1o ;)
:/fd(uocri).
B

Em todos os quatro casos, é facil ver que (f o O')Xai(B) é
p—integravel, se e s6 se, fX g € o o;— integravel. Além disso,

segue do Teorema A.32 que

/(Ti(B)f""d’“‘:/de(“”i)Z/qu%du.

O]

O que fizemos acima foi mostrar como se comporta a
integral diante da mudanca de variavel x = o;(u). No caso B = D,
por causa da Observacao 2.17, vamos omitir o simbolo D; na
integral fDi f®;dpu.

A partir de agora, vamos em busca de construir uma

representacao de Oy em B(L?(X,J, u)). Para cada i € I, defina
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o operador T : L*(X, T, ) — L*(X, T, i), dado por *
_1
Ti() = Xg, (‘I)i 2¢) °0.
Afirmacao 2.21. Para todo i € I, T; € B(L*(X, %, u)).

Demonstragio. Sejam i € I e ¢ € L2(X,F, ). A linearidade de

T; é 6bvia. Agora, note que

¢OU2 2.20 2
/'Tz’WleN:/E‘@ol a2 [hg,qy

- /D pPdns [lofan

Esta conta mostra que T; estd bem definido e que ||T;(¥)|| < ||¥]].
Logo, T; é continuo e ||T;|| < 1. O

Podemos entdo nos perguntar, qual o adjunto dos opera-
dores T;. Sejam ) e £ € L%(X,F, ) e i € I, observe que

4 Convencionamos que 0x (algo ndo definido) = 0.
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Na igualdade (*) usamos o fato que £ R = ((ogioo)X R, Segue
1
que para todo & € L2(X, T, ), T (&) = D2 (Eooy).

Note que para qualquer Y C X mensuravel, a aplicacao
Py (1) = Xyt é uma projegdo ortogonal em L?(X,JF, ). De fato,
Py é linear e limitado, além disso, PZ(v) = (Xy)*¢ = Xy =
Py(¥) e (Py(v),8) = [ Xy¥ €dp= [ ¢ Xy&du= (3, Pr(€)),
implicando que P2 = Py = Py. Entao podemos associar ao nosso
sistema de fung¢oes semirramificado 8§ as projecoes Q); := Pp, e
P; := Pg,, que sao respectivamente chamadas de projecdo inicial
e projecio final. Vejamos algumas relacoes que estes operadores

satisfazem.
Proposicao 2.22. Valem as assercoes:
1. LT =P, Viel.
2. TiT,=Q; e T;T, =T, Viel
3. Sei#j, entdo PPy =0 e c; Pi=Tpx5,)-
Demonstragio. Seja & € L*(X,TF, ).
1. Fixe 7 € I e note que
_1
LT (&) = Xg, <(I)i 27?(5)) oo
11
= XRi <(I)z 2(I)z?§ © Ji) cag
2.17
= Xg, (XDi 0‘7) (§ooioo)
= Xg,§ = Fi(§).

Portanto, T;T = P;, Vi € I.
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2. Fixe ¢ € I e note que

1
TyTi(§) = @/ Ti(§) 0 0
1 _1
=2 <XRZ <(I>Z- 25) oo) o 0;
11
= XRi © O-iq)z? (I)Z 25
2.17
= XDZ.f = Qi(§).
Logo T;'T; = Q; e consequentemente
TTTT(§) = ThQi(8)

= Xg, (XDZ-(I)Z‘ 25) °co

~
(]
Q

= Xr, (q)iéf
=T;(§).

3. Por hipétese, u(X \ UierR;) =0 e u(R; N R;) =0, se i # j.
Assim, PiP;(§) = XRijg =0 e, portanto, P;P; = 0. Além

disso, note que
Y P =D Xpé=Xo,,ré=1xé=¢
iel iel

Logo,

Z P =12 x5 -
icl

O
A Proposigao 2.22 assegura que a familia {7} };cr satisfaz

as relacoes 1 e 2 da Definicao da algebra de Cuntz—Krieger Oy4.

Assim, para que a familia {7;};c; nos dé uma representagao
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de Op precisamos apenas que seja verificada a relacao T;T; =
ZT:1 ai T;T;, Vi € I, ou seja, Q; = Z;n:l a;jPj, Yi € I. Logo,

se exigirmos que valha a igualdade

D; = U R, p—qtp, Viel, (2.2)
JjerI
aijzl
obteremos que a familia {T; },c; gera uma representacao da algebra
Op em B(L%(X,J,p)) (ver Observagao 2.13).

Observagdo 2.23. A igualdade (2.2) é chamada de condi¢ao C-K
e daqui por diante a suporemos valida para o sistema semirrami-

ficado 8.

Exemplo 2.24 (SISTEMA SEMIRRAMIFICADO ASSOCIADO
AO SHIFT ADMISSIVEL®). Sejam & a dimensdo de Hausdorff
de E,, H a sua respectiva medida de Hausdorff e B a o—algebra
de Borel de Ej. Vejamos que a familia {s;};c; que definimos
na pagina 50 forma um sistema semirramificado de fung¢des em

(Ea, B,H) e que s é a funcgao de codificagao do sistema.

Lembre de que os conjuntos D; sao clopen e, portanto,
borelianos. Além disso, as fungdes s e s; sdo continuas e, portanto,
Borel-mensuréveis. Claramente, sos; = Ip, e s;(D;) Ns;(D;) = 0,
se i # j. Assim, pelo Lema 2.18, temos que as imagens dire-
tas de conjuntos mensurdveis via as funcbes s; sdo mensura-
veis, pois R; = [i]s é mensuravel. Também nota-se facilmente

que Ey = (J;cr Ri- Por fim, note que as fungdes s; sao tais

d
que d(s;(p),si(T)) = @ e portanto sdo similaridades de ra-

Zao % Segue do Teorema A.19 que para todo boreliano B con-

5
°  Para melhor compreender algumas ferramentas usadas neste Exemplo, o

leitor é convidado a consultar o apéndice A no assunto compreendido entre
a Definigdo A.11 e o Teorema A.19.
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1
tido em D;, H(s;(B)) = ﬁfH(B). Portanto, para todo ¢ € I,

1
dy(Hos;) = ?XDZ-' Concluindo, {s;}ie;r é um sistema semir-

ramificado de fungbes em Ej, e s é a funcdo de codificacdo do

sistema.

Observagdo. Para aplicar o Teorema A.19, os conjuntos D; e Ey
precisam ser Poloneses. De fato, é bem sabido que conjuntos
compactos sdo completos e que em espagos métricos, subespagos
herdam a separabilidade do espaco. Sendo assim, estamos sob as

hipoteses necessarias.

Perceba também que é valida a condicdo C-K (equa-
¢ao (2.2)). Assim, podemos obter uma representagao de Oy em
B(L?(Ey, B, H)) se definirmos os operadores T; como antes. Neste

caso, explicitando T; e T;", temos que:

(\/i)alﬁ(xgxg . ), se r1 = )

Ti(Y)(z1@oms ... ) = { 0 sex) #i

e também

ﬁ¢(ixlx2 col)y se Gy, =1

0, se iz, = 0.

TE (4 (@rzazs ) = {

Queremos entender com mais detalhe a estrutura men-
surdvel do Shift Admissivel Ey, no caso em que A é irredutivel.
Para isso suponha que H(E,) € (0,+00) e lembre do seguinte

resultado da teoria de matrizes.

Teorema 2.25 (TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS). Seja
A € M, (R) irredutivel e com entradas nao negativas. Entdo valem

as assergoes a Sequir:
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1. r(A) é um autovalor nao nulo de A com multiplicidade

algébrica 1, em que r(A) € o raio espectral de A.

2. Euiste unico vetor real v = (v1,...,v,) tal que Av = r(A)v e

S v = 1; v é um vetor cujas entradas sao todas positivas.

3. Emiste tinico vetor real w = (wy,...,wy,) tal que wl' A =
r(A)w? e 31 viw; = 1; w é um vetor cujas entradas sdo

todas positivas.

r(A), v e w sdo chamados de raiz de Perron, vetor de Per-
ron a direita e vetor de Perron a4 esquerda da matriz A,

respectivamente.

Demonstragio. [12, p.534]. O

Corolario 2.26. Nas condicoes do Teorema de Perron—Frobenius,
sejam X >0 e u = (uy,...,un) # 0, com entradas ndo negativas,
tais que Au = Au. Entdo A = r(A) e assim u é maltiplo de v, que

¢ o vetor de Perron o direita de A.

Demonstragéo. Seja w o vetor de Perron a esquerda de A. Note

que wlu = Yo uiw; > 0 e também

r(A)wlu = w! Au = wh M = Ml u.

Dividindo a igualdade por w’u obtemos r(A) = X. Além disso,
r(A) é um autovalor de multiplicidade algébrica (e portanto geo-

métrica) 1, segue que u = Kv. O

Sejam r e p = (p1,...,pm) a raiz e o vetor de Perron a
direita de A. A partir de p vamos definir uma medida de probabi-

lidade em FEj, nossa estratégia serd definir uma fungdo o—aditiva
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em uma semialgebra de Ej4 e entdo usar o Teorema de Carathéo-
dory A.10.

Observamos anteriormente que C(I) é uma semiélgebra
de conjuntos de E. E ficil ver que esta propriedade se transfere
para Cx(I), ou seja, Ca([) é uma semidlgebra de conjuntos de
E, (cuja o—4algebra gerada é a de Borel B). Defina a fungao
n:C(I) — [0, +00] da seguinte forma:

0, seC =10
n(C) = Fp,,, seC=la;...a
1, seC=[A]=E.

Devemos verificar que 7 restrita a Cx () satisfaz a oc—adi-
tividade. No entanto, como os elementos de Cx([) sdo compactos,
a hipdtese de que um cilindro C' € Cx(I) pode ser expresso como
uma unido enumerdvel disjunta de elementos ndo vazios de Ca (1)
nao se realiza. Sendo assim, é suficiente verificar que n é aditiva,
isto &, n (U, A;) = > 1" 1 n(A;i), se os conjuntos A; sdo disjuntos
dois a dois.”

Lema 2.27. n € aditiva.

Demonstragdo. Seja o = aq ... ay. Note que

= U [aj]

jel
a =1
g

vejamos que neste caso particular 7 satisfaz a propriedade aditiva.

6 A partir daqui o indice A é suprimido nos cilindros admissiveis.
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Com efeito,
S nllad) = Y angn(ai]) = 3 aart =t 0p,
Qqy =1 j=1 =

m
_k () _g 1-k
=r E QopjPj = T TPap =T Pay

=1

= n([a]).

Na igualdade (%), usamos o fato de que Ap = rp. Para o
caso geral, escreva [a] = Uj-vzl[ﬁj |. Por questoes de simplicidade,
sempre escreveremos o mesmo N, pois esta serd a representagao
genérica que adotaremos do cilindro [«] escrito como unido dis-
junta de outros cilindros, mas sempre tendo em mente que este IV
nio ¢ fixo. Dado j € {1,..., N}, temos que [3/] C [a] e portanto
|37] > |a|. Assim, nossa prova se dard pelo segundo principio de
inducao em

L= max {|6] = |of}-
Se L = 0, entdo N = 1, B! = a e o resultado segue

trivialmente. Agora, suponha que valha a afirmagcao:

N N

se [a] = | J[#'] 6 tal que 0 < L < n entdo n([a]) = Y _n([5]).

J=1 J=1

Vejamos que se [a] = Uj»vzl[ﬁj] é tal que L =n + 1 entdo

7 mantém a propriedade aditiva. Escreva

n+1 '
wW=Ul U @

187 —|al=i
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Tome | € {1,...,N} tal que |5!| — |a| = n+1 e defina o conjunto
B={#|1<j<N |F|-lol=n+lep =p,VYie
{1, lof +n}}.

Afirmacgao.

U 181 =181 Blapsn)-

BieB

Demonstragdo. C: Trivial!
D: Como [ . "ﬁ|loz\+n] C [a] existe tnico i € {1,...,n+ 1} tal

que

B B (V| U 871] #0

1<GEN
187 |—|a|=1

e i > n pois a equacado 2.1 na pagina 49 garante como se da a
intersecdo de cilindros. Se i = n, [3} ... 5|la| 4n) € um dos cilindros

que compdem a unido | J 1<j<v [87] e neste caso terfamos que [a]
|87 |—|a|=n

nio é unido disjunta dos cilindros [37] pois [3']N[BY ... 6|la\+n] # 0.

Logo, [3! .. \la|+n] cy A (7] e isto conclui a afirmagdo.
O

Segue que é possivel rearranjar |J 1<j<n  [3?] de forma
187]—|al= "+1

que se torne uma unido disjunta de cilindros [} s, Bla\ +n]
que s € N* e [; =, tornando possivel a aplicagdo da hlpotese de

indugao.

Suponha sem perda de generalidade e para fins de escla-

recimento que s = 1 (o caso s > 1 é andlogo). Neste caso,

U 1#1=108 Bl

1<GEN
187 |~ lal=n+1
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ou seja, U‘lelg‘j?N [89] = UﬁjeB[ﬁj]. Neste caso
—|la|=n+1

n(le) =) D a8 | +0d81 - Blajn))

i=1 \|g|~lal=i

= Yo alEN |+ Y a8

i=1 \|Bi|—|a|=i BiEB

=> 1 > |+ > )
i=1 \|8i|Jol=i 167~ lal=n-+1
N

= ()

Com a mesma demonstracao observa-se que 7 satisfaz a

propriedade aditiva para o = A. ]

Assim, pelo Teorema de Carathéodory, 1 se estende a uma
medida em B, que por abuso de linguagem denotaremos por 7

também. Vimos no Exemplo 2.24 que

H(R;) =27 °H(Dy) =270 > H(R;) =27 ayH(R)
j=1

a;j=1

Assim, definindo h = (H(R1),...,H(Ry)) temos que 2°h = Ah
e pelo Coroléario do Teorema de Perron—Frobenius, obtemos que

r =29 e h = kp, para algum £ > 0. Portanto,
In(r) = =
5:1(2)ei}CEA E H(R g Hpi:figpi:l{.
n
i=1 i=1

Poderiamos considerar H como normalizada e obter Kk = 1.

Independente disso, é um tanto quanto surpreendente o fato de
que H estd intimamente ligada com o vetor de Perron de A.
(resultado obtido em [17, p.57])
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2.2.1 Operador de Perron—Frobenius

Queremos associar a ¢ um operador de translacao T,, que
toma uma fungdo v € L*(X,J, 1) e retorna v o 0. T, pode nao
estar definido, como mencionamos na Introducao, mas supondo
que as derivadas ®; sejam todas limitadas, temos que ¥ oo €
L*(X,F, ). De fato,

/|¢oa|2du=Z/R_ |woa|2du2§02/w|2¢>idu

el el
<(S el [P dn
i€l

Portanto, T,, € B(L*(X,F,pn)) e | T,|| < V2 ier 1Pl co-

O operador de Perron—Frobenius associado a & é por

definicao o operador adjunto de T;,. Vejamos quem é T7*.

@), = [Foocan=3 [ Foacay

el

—Z/R.(i/zoa)(ﬁoaioa)d,u

icl

2:202/1/1 @Z(fool)d,u

el
= /¢( > ®i§oa) )dp.
el
Segue que
Tr(&) =) ®ioo.
el

Observe ainda que 7 tem uma relagao estreita com a nossa
representagao de Oy, de fato,

1
Tr=> ®T;.
el
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Denotando o operador de Perron—Frobenius do Exemplo
2.24 por P,, obtemos que P, = 2% Yicr

o vetor de Perron a esquerda de A define um ponto fixo para P,

T7. Vamos verificar que

e isto é interessante pois existe uma relagdo entre pontos fixos
do operador de Perron—Frobenius e estados KMS associados a

evolugbes temporais (ver [15]).

Proposicao 2.28. Seja w = (w1, ...,wy,) o vetor de Perron d
esquerda de A e § =3 0", wiXp, € L?(Ey, B,X). Entdo P,(£) =
£.

Demonstragdo. Em primeiro lugar, observe que se ¢, j € I, entao

XRj o0; = XUi_l(Rj) = 5inDi’ pOiS H(Rz M R]) =0 (em que 51’]’ é
o delta de Kronecker). Assim, temos que

m m
— -5
Pr(6)=27 ) T/(§) =27 ) 27 xptoo;
i=1 i=1
m m
-
=23 X, [ o
i=1 j=1
m m
= 2_6ZXD wiX R, 00 = 2 ‘SZXD Wy
=1 =1
m m m m
=27) ) aiXpwi=27") X, ) aiw:
=1 j=1 7j=1 =1
m m
-4 1
=2 ZXRrwj:Q rZXRwJ
7j=1 7j=1
=272% =¢

O

Voltando ao caso geral, se tivermos que as derivadas ®;

sao constantes em D; automaticamente o operador de Perron—
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Frobenius pertencera a C*—algebra gerada por {T;};cr (este é
o caso do Exemplo 2.24). No entanto, é possivel representar
Op sem que imponhamos uma hipdtese tao restritiva, e é aqui
que entra em cena o espago de Hilbert das semi-densidades W
que apresentamos no primeiro Capitulo e que a partir de agora
consideramos construido sobre o espago mensuravel (X, F). Todas
as notacdes serdo mantidas, porém, antes de partirmos para a

nova representacao temos que falar sobre algumas tecnicalidades.

Fixemos duas medidas w e v finitas em (X, J) e também
i € I. A partir de w surgem naturalmente algumas outras medidas
e estas serdo importantes para a representacao de O que apre-
sentaremos posteriormente. A primeira delas é a medida w o o3,
dada por woo;(A) =w(o;(AND;)), A€ F. Outra medida que
aparece nas contas é a medida w o o; !, dada por wo g} *(A) =
w(o;1(A)), A€ F, sendo o; ' (A) a imagem inversa de A por ;.
Esta medida é conhecida como medida pushforward induzida por
oi. Note que woo; *(A) = woo; H(ANR;) = w(c(ANR;)). Temos
também as medidas woa[loai e woaioai_l, que com um conta sim-
ples verificamos que sdo dadas por (wo ;' 00;) (4) = w(AND;)
e (woojo ai_l) (A) = w(AN R;). Surge entao o que chamamos
de medida concentrada num conjunto E que denotaremos wg,
dada por wg(A) = w(AN E). Note que wg = [ Xpdw, logo
dywr = Xp. Além disso, as medidas w o a;l e woo; ja sado
concentradas em D; e R;, respectivamente. Vamos agora mostrar
alguns lemas que relacionam estas medidas que acabamos de defi-
nir e que serdo importantes na construcao de uma representacao
de Oy em W e também para o cadlculo do operador de Perron-
Frobenius associada a tal representagao. Antes, observamos que a
Proposicao 2.20 nao exige nenhuma particularidade da medida p

e assim vale igualmente para qualquer outra medida.
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Lema 2.29. Sew < v, entdo woo; K voo; e(,uoo*;1 < 1/00;1.
Além disso, dyog,(w o 0;) = Xp.(dyw)oo; d
Xg,(dyw)oo.

I/OO';l(w o U'i_l) =

Demonstragdo. Seja A € F. Observe que

wooi(A) =w(oi(AN D))

= / d,wdv
O’Z(AQDZ)

220/ dywoo;d(vooy)
AND;

= / Xp,(dyw)oo;d(vooy).
A

Logo, wo o; K v oo € dyog, (wo ;) = Xbp, (dy, w) o ;. Por outro
lado,

/XR_(d,,w)oad(Voai_l):/ (dyw)ood(voa;t)
AT ANR;

220/ dy,wd(voo;toa)
o7 '(ANR;)

Z/ dydeDl-

o7 H(ANR;)

:/ Xp, dvwdv
o (ANR)

:/ dw
o, H(ANR;)ND;
—/ dw
o7 H(ANR;)
=woo; '(ANR,).
Logo,woo; ' <voo;ted, -1(woo;')= Xg,(dyw)oo. [

Lema 2.30. Jvwoo; = /(v oo;)(woa;).
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Demonstracao. Seja A € F. Escolha 0 tal que v < 0, w < 0 e

observe que

Viwooi(A) = Vvw(o; (AN Dy)) :/ Vdgrdowdd
ai(AND;)

V(dgv) ooy (dgw) ooy d(6ooy)
AND;

:/A\/XDi(del/)oai Xp,(dgw) 0 g;d(6 0 0;)

2 [ fton (00 7)o (w0 03) dB 0 )
A

2.20

— (y o U,-)(w o Ui)<A)'
]

Lema 2.31. Sejam A€ F e f € L*(X,F,v). Entdo, temos que
(f,va)R(X 4 f, V), sendo va a medida concentrada em A.

Demonstragdo. Devemos achar 6 tal que v <€ 0, vy <€ 0 e

fVdova = X4fvdev, 6—qtp. Tome 0 = v. O

Lema 2.32. Se (£, 1)R(¢,w), entdo (Eoo,voa; HYR(W oo,

woai_l) e também (foa,zielyooi_l)%(woa,zielwoafl).

Demonstragdo. Escolha 6 que satisfaz v < 6, w < 6 e lembre de
que £v/dgv = Y/dgw, O—qtp. Assim,

/ {oa,/deog;l(yoai_l) —772100,/deoaifl(woai_l)rd(ﬁoai_l)
2 [ oo\ Xa (@r) 00— b00\/X e (@rw) 00| a0
— [ v - vy

2.20 / ‘gdda v 1/1\/dgw‘2d0 —0.
D;

2
ood(@oo; )
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Segue que § 0 0\ [dyp, (Voo l) = ¢ ooy [y, i(woo ),
0o ai_l—qtp.

Para a segunda parte defina n =3, 000, 1 ¢ note que

dy(vooit) = dg,-1y(voo; ) dy(B oo )
= XR,-(dG' v)oody,(do ai_l).

Analogamente
dy(woo; ) = Xg,(dgw) oo dy(fo o).

Desta forma, d,(voo; ') e d,(woo; ') sdo suportadas em R; e

2
/ foa\Jdn (Zl/ooi_1> —woa\ldn (Zwooi_1> dn
icl i€l

2
_Z/goa Zdnuoafl—zpoa Zdnwoo;1

il %, il i€l
—E /foa dyvoo; ' Yoo dywoo;
jel

:Jze;/

—1poa\/XR_(dgw) ood (000]71)‘2d77

D I SENCTE

jel
_¢°U*/XR (dgw) oa‘ 900
-y foa\/m—woa\/xmdew)oofd(eoo;l)
jerI

=0.

£o O’\/XRj (dov)oody(fo O'j_l)
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Para concluir que a conta é igual a 0, observe que ja calculamos
cada um dos termos da soma na primeira parte da demonstracao

e estes sao iguais a 0. 0

Para cada ¢ € I, defina o operador W; : W — W dado por

Wi(pVdv) = o oy/d(v o a; ).

Lembre de que v o o, 1 ¢ concentrada em R; e assim, pelo Lema

2.31, temos que

Wi(pVdv) = ooy/dvoo; h)
= ooy/dvoo; g,
= XRii/)OU\/d(VOUz‘_l)‘

Pelo Lema 2.32, temos que W; independe da escolha do repre-

sentante e, além disso, por meio da Proposicdo 2.20, temos que

/|1/)oa|2d(uoai1) :/R. \1/;00|2d(1/00;1)
:/ WP d(voo;too) (2.3)
D;

= [ witar

e assim Yoo € L3(X,F,vo az._l) e W, é um operador continuo.
Tome £vdvy, YyvVdwem W, o € C e note que se v < 6 e w <K 6,

entao
Wi (f\/ﬂ +a0o w@) =W; (eVdv + (azﬁ)\/@)
=W ((¢V/dgv + (av)/dgw) V0)

— (6v/av+ (0v)y/dgw) 0 oy fd( o 07 1)
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:(gog dov) oo+ (ah) oo (dgw)oa> d(0 oot

P2 (o0 fdg(vooh)

+<aw>oa¢deogfl<woaf1>) d(0oo;™)
(500\/d90 (oo ) yd@oo)

+ ((av) 00\ [dypyr(woo)) ooy

D o 0\ fatwonr ) + (at) o oy awo oD

—cooy/dwoo ) +a(poo)y/dwoo; )

= Wi(eVdv) + a © Wi(pVdw).

Queremos verificar que a familia {W;};c; forneca uma
representacao da algebra de Cuntz—Krieger e para isso precisamos
calcular o adjunto dos operadores W;. Sejam &vdv, vvdw € W
e f tal que voo; € 0 e w < . Note que

(Witovdn).vdv) = [ Govcayfu o)

220/41/15001-(1( u(woai_l)oaz)

@foaZ (v ooi)wp,

.Eﬁoai <\/d9(1/oai)d9wpi> do

g0 ai (/do(v o 03)(duwp, dg w)) 6

k3

@foaz‘( de(l/oai)dgw)dH

@ og;d\/w(voo;)
\/7 Xp,§00i (VOO’Z‘)>.

Il
<
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Assim, obtemos que os adjuntos W/ sao da forma

Wi (EVAY) = Eooi/d(v o oy).

Fixando i € I e £&/dv € W, obtemos que
WiW7 (eVdv) = W, (5 0 0y/d(v o ai))
=(¢oog;)ooy/d(voagioa; )
= ({o0g;)oo/dvpg,

= Xg,(§00i)ooVdr

e também que

WWi(eVdv) = Wi (g ooy/d(vo 0;1)>

=(€oo)oain/dvoo; oo

= (£o0)ooi/dup,
= Xp,&Vdv.

Consequentemente, temos que
WiW; Wi(eVdr) = Wi (X &V y)

= (Xp,&) ooy/dwea;T)

= (Xp, 00 &o0)/dvoo; )
= XpEooy/dvoo; )
Y

= W;(Vdv).
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Por fim, falta verificar as relagoes Z;n:1 W;Ws =Ty e W;W; =
> aijW;W;. Note que
m

D WiWi(EVdr) =Y XpVdy
j=1

J=1
m

= ( ZXR-E )Wdv
=1

J

m

:(fszj )Vdv.
j=1
Além disso,

Y agWiWi(Evdr) = Y xg &Vdr

j:1 aijzl

=(> Xr,;€ NGV

a;j=1

= (€ Xg, Vv

aij:1

A priori, ndo podemos escrever ({ Z;nzl XR]) Vdr = &J/dr e
tampouco <§ Zaijzl XRj) Vdr = Xp.{vdr, pois as igualdades

que pressupdem esta conclusdo sdo pu—qtp, ou seja, nada garante
que seja uma igualdade v—qtp, para v qualquer. Assim, temos
duas alternativas, uma delas é supor que as igualdades do item
2 da Defini¢ao 2.16 e da condigdo C-K (equagao (2.2)) sejam de
conjuntos e nio a menos de medida nula. E sob esta dtica que o
autor de [13] trabalha.

A alternativa que nés propomos é representar Q4 ainda
através dos operadores W;, s6 que agora restritos a um subespago

de W, no qual temos controle sobre as medidas. De fato, observe
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que para qualquer medida v que é absolutamente continua com
relacdo a u valem as igualdades Z;”:l Xg, =1xe > a;=1 XR, =
Xp,: v—atp. Assim, nossa estratégia é definir uma classe de
medidas que satisfaga as propriedades necessarias a boa definicio
dos operadores W; quando considerados sobre L?(X, T, @), que
é um subespago fechado de W (Teorema 1.23). Defina C = {v €
M(X,F) | v < pu} e note que € é uma classe de medidas, além
disso, vejamos que a classe € é fechada por composi¢oes com oy,

o; 1 ¢ também por média geométrica.

Lema 2.33. Para todo ¢ € I, temos que p o Ui_l <L W e, além
disso, dy(poa; ') = XRiCI);l oo.

Demonstragao. Como ®; > 0, pu—qtp, em D;, temos que
XRZ_CD;I oo >0, u—qtp, em R;. Além disso, dado A € &F, temos

que

/XRi(I)i_loadu—/ (I)Z._load,u
A ANR;
= / <I>;1 ocody
oi(c(ANRy))
.20

= / o d(pooy)
O’(AﬂRi)

= / o1 dp
o(ANR;)

= u(o(ANRy)) = poo; ' (A).

[\

O

Observagdo 2.34. No Capitulo 3, vamos usar o Lema 2.33 para
garantir que um sistema semirramificado de fun¢des sempre admite

um sistema moénico nao negativo.
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Teorema 2.35. Sejam v e w pertencentes a C. Entdo, para todo

. -1
i€l,voo;, voo; e+/vw pertencem a C.

Demonstragao. Fixe i € I e considere A € F tal que p(A) = 0.
Entéo, pelo Lema 2.33, 0 = o o; ' (A) = p(o; ' (A)) e portanto
voa; }(A) =v(o;'(A)) = 0. Logo, voo; ! € C e analogamente
voo; € C. Por fim, observe que, como v e w sdo absolutamente

continuas com relacdo a p, Viw(A) = [,/dyv dyw dp =
0. O

Assim, temos que os operadores W; e W} restritos a
L?*(X,T,C) estdo bem definidos e portanto dio origem a uma

representacao de Oy.

Observagio 2.36. Defina D = {fVdv | f € L*(X,F,v), v € C}.
Serd que L?(X,J,C) é isomorfo a D?

Primeiro, note que se v € C e f € L*(X,F,v), entdo
VAV = [/ uy/Th e assim D C { gV | g € (X, 5, )},
Além disso, como p € C, D D { g/dpu | g € L*(X,F,u)}. Por-
tanto, D = { gv/du | g € L*(X, T, 1)}, ou seja, D é um subespaco

fechado de W que é isometricamente isomorfo a L?(X,F, u).

Agora, pela demonstracdo do Teorema 1.23, temos que

L?*(X,J,@) é isomorfo ao conjunto

{> aiofiv/dvi |n€N, a; €C, fi € Bo(X), v; € €},
i=1

que, por um abuso de notacdo, chamaremos de L?(X,J, @) tam-
bém. Assim, note que

n

Zai © f1 \Y4 dl/z' = Zaifl\/diz/z = (Z(O‘ifi\/dy Vz)) \/(E € D,
=1 =1

i=1
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logo, L?(X,F,C) C D. Reciprocamente, tome f/du € D e
note que existe uma sequéncia de fungdes simples (e portanto
limitadas) {¢n }nen convergindo a f em L2(X,JF, u). Assim, note
que {pnv/d pthnen é uma sequéncia em L2(X, F, €) que converge a
fv/dp. Portanto, fv/du € L?(X,JF,C) e consequentemente D C
L*(X,F,€). Segue que D = L?(X,JF,C) e, portanto, L*(X, T, C)
é isomorfo a L?(X, T, ).

Entao, no caso em que os operadores W; atuam em
L?*(X,F, @), podemos vé-los como operadores W; em L2(X, T, ).
Além  disso, como W;(fydp) = f o oy/d(uoo;?)

= fooy/d, (oo, t)/du, em L2(X,F, 1) terfamos que Wz(f) =

fooy/du(po al._l). No Capitulo 3, vamos ver que a representa-

¢cao gerada pelos operadores WZ serd chamada de representacio

associada a um sistema monico.

A meta agora é associar o operador de Perron—Frobenius
a representacdo obtida através da familia {W;};cr. As contas que
faremos valem para as duas representacoes que apresentamos
acima, tanto a representacdo em W, que pressupoe as igualdades
de conjuntos, como a em L?(X,J,C). Lembre de que o operador
de Perron—Frobenius foi tomado como o adjunto de um opera-
dor de translagao por o. Porém, como os elementos de W sao
compostos de uma funcdo e uma medida, o que deve ser trans-
ladado por o deve ser o par ¥vdw e nio apenas a funcio 1.
Assim, gostariamos de definir a translacdo por ¢ de uma classe
Yv/dw por 1o oy/d(w o o) mas o nio é necessariamente injetora
e portanto ndo garantimos que compor w com ¢ seja uma me-
dida. Para corrigir isso, note que em cada R; a medida w o o; !

comporta-se como a medida w o o. Assim, definimos a translacio
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por o, Wy : W = W (ou W, : L?(X,F,€) — L*(X,T,C)), por

W, (pvVdw) woadd (Zwoai_l).

iel

Segue do Coroldrio A.35 e da equacio (2.3) que se ¢ € L*(X, T, w),
entdo oo € L? (X, T, ierwo 0;1) e também que W, é conti-
nuo. Além disso, segue da segunda parte do Lema 2.32 que W,
independe da escolha do representante das classes. Concluindo,

note que

<Wa(z/zx/®),§\/<ﬁ> = /woangV (Zwoa;1>

i€l
) /zpoogd\ly<2woai1>

el

2.20 @goaj \lyoaj (Zwoa orr)

el

<
m
~

>

J

@foajd\/(’/offj) (woojtoay)

<.
m
~

I
— _p?‘ O —

§oo;dy/(vooj)wp,

<.
m
~

<

Eoojdy/(vooj)w

<.
m
~

I
~
/"~ 0

<7

T o)

<.
m

w@,Zgoaj\/yTaj>.

jeI
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No caso em que X nao é necessariamente igual a J,.; R;, ou

i€l
seja, no caso em que estamos considerando O4 representada em
L?*(X,7,€), a igualdade (x), apresentada na conta anterior, de-

corre do fato que € é fechada por média geométrica.
Portanto, o operador de Perron-Frobenius W, é dado por
Wx(evdr) = Zfoaz Voo
el

: * * N
e assim Wy =, ; W/ e consequentemente pertence a imagem

da representagdo de O, gerada pelos operadores {W;}icr.
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3 REPRESENTACOES MO-
NICAS

Neste Capitulo continuamos a trabalhar com os sistemas
semirramificados de fungoes e representacoes de Op. Nosso ob-
jetivo principal é classificar representagoes oriundas de sistemas

monicos. Vamos supor daqui por diante que A é primitiva.!

Definicdao 3.1. Sejam H um espago de Hilbert e m uma repre-
sentacao de Oy em B(H). Denotando Z; = 7(S;), dizemos que 7

é uma representacdo monica se existe £ € H tal que
soanc{ (ZaZ5)¢€ | @ € Bi} = H.
Um tal & serd chamado de vetor ciclico da representacgao 7.

Observagao 3.2. Na Definicdo acima, as composicdes Z, e Z
sdo tomadas como na Definicdo 2.9. Em outras palavras, uma
representagao é monica se existe um vetor ciclico para a cépia da

C*—subalgebra comutativa Dy em B(H).

Ja nos deparamos ao longo do texto com uma representa-

¢ao monica.

Teorema 3.3. A representacio do Exemplo 2.24 é ménica.

Demonstragio. Lembre de que a familia {T;};c; de operadores
em B(L?*(Ey, B, H)) era explicitamente dada por

Ti(¥) = X, <(I)i_é¢> °8 = X (QgXDi 1/}) os.

Veja a secdo de matrizes no apéndice A

1



86 Capitulo 3. Representagoes Monicas

Além disso,

Tr(w) = F (Wos) =273 Xp, Yo

Afirmacgao. Para toda palavra finita e admissivel o vale que
TaT;(d}) = X[a}d); ¢ € LQ(EAv ‘875{)

Demonstragiao. Mostraremos este fato por indugdo em |af. Os
casos |af = 0 e |af = 1 sdo triviais pois TAT) = 2, B3 €
T, T} = Pg, = Py, Vi € I. Seja k > 1 e suponha que para qualquer
palavra finita admissivel « tal que |a| = k valha que T, T (¢) =
Xia¥> ¥ € L?(Ep, B,H). Vejamos que se 3 = 3 ... By tal fato
vale para 3. Fixe ¢ € L?(Ey, B,3) e denote por 7 a palavra
B2 ...PBr+1. Note que

TpT5 (W) = To, T3 T3, (0) = T5, T, T3 (2% X, 1 055,
=T, (X} 2_76>(D/31¢ °sg,)
= X84 23 (XDB1 OS) <XM 2%6XD61w o Sﬁl> °s
= Xip1] X ©8 X, 08 ¥ 088,08 = X[, X[y ©8 ¥

=X XU ser 1 V=X U ier lim ¥ = X(g¥-

aiﬁQ:l ai32:1

O]

Defina £ = 1, e note que

spanc{(TaT3)é | @ € By} =spanc{X, | a € Ep}.

Agora, mostremos que A := {B € B | X € spanc{X|, | @ €
E%}} coincide com a o—algebra de Borel B. Para concluir isto,

basta mostrar que A é uma o—algebra, neste caso A é uma
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o—algebra que contém os cilindros e portanto B C A, além disso,

como, por definicdo, A C B, segue a igualdade.

Afirmacgao. A é uma o—adlgebra.

Demonstragio. A contém () e Ey pois a funcao nula e 1, per-
tencem a spanC{X[a} | a € Eﬁ‘i} Agora, se A € A, entao Xp\a =
1p, — X4 € como Spanc{X, | o € E%} é um subespaco temos
que X g\ 4 também pertence ao conjunto. Por fim, tome {A, },en
uma sequéncia de conjuntos disjuntos em A e observe que vale o

seguinte limite pontual
Xue, A, = khjolo XUr_ A, = hj“ ZXAH'

Vejamos que este limite se d4 na norma de L%(Ey, B, H). Para
tanto, note que a sequéncia de funcoes {22:1 X 4, Jren € crescente
e estd contida em Spanc{X|, | o € E&}. Além disso, como H é
finita, temos que XUz, 4, © 22:1 X 4, s@o quadrado integraveis.

Por fim, observe que

‘XU = XUz 4

n= k+1

k
An Z Xa,
n=1

k
= XUz, 4, — Z XA,
n=1

Assim, pelo Teorema da convergéncia monoétona, temos que

k
=D Xu,
n=1

2
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= lim (XU A ZXAH><”C
_klggo/XU?IA g — lim /E:IXAndiH

/XU" lAndj{—/\XUZO_lAndg{:O

Assim, Xy, 4, ¢ um limite (em norma) de elementos de
spanc{ Xy | a € E&}, que é fechado. Logo, |52, A, € A. O

Por fim, como A = B, spanc{X|, | o« € E&} é um fechado
que contém todas as fungoes simples que sdo mensuraveis. Logo,
pelo Teorema A.37, spanc{X, | « € E%} = L*(Ey, B, H). O

Voltaremos agora ao contexto dos sistemas semirramifi-
cados de fung¢bdes. Lembrando de que temos fixado um sistema
semirramificado de fungbes 8 = {0;}icr que satisfaz a condigao
C-K e que tem o como a fungao de codificagdo do sistema (ver

pagina 55).

Definicdo 3.4. Dizemos que uma familia de fungoes {f;}icr C

L*(X,F, ) é um sistema moénico de § se vale que
fil? =du(poo; "), VieIe fi#0. u—qtp, em R;.

Além disso, se as fungoes f; sdo nao negativas dizemos que {f; }ier

é um sistema moénico ndo negativo de §.

Observagdo 3.5. Claramente as fungoes f; sdo suportadas em R;,

pois as medidas o o; ' o sdo. Além disso, se z € C e |z] = 1,

entao §, = {z du(po 0;1)} define um sistema monico de 8.
icl
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Nas condigoes do Exemplo 2.24, note que d(s(p),s(7))
= 2 d(p, ) e portanto s é uma similaridade de razao 2. Assim,

pelo Teorema A.19 temos que se B C R;, entéo

Logo,
dge(Hos; ') =2"Xp, Viel

3 ) . A ~ .
Segue que {22 X . }ier ¢ um sistema monico ndo negativo para o
sistema semirramificado de func¢oes associado ao Shift. Chamare-

mos sistemas monicos associados ao Shift de inerentes.

Usando o Lema 2.33, podemos mostrar que todo sistema
semirramificado de fungoes admite um sistema monico nao nega-
. . . -1 .
tivo (basta definir f; = /X . ®; " o 0). Em seguida, mostraremos
uma reciproca do Lema, isto é, veremos que na presenca de um
sistema monico o item 3 da Defini¢ao de sistema semirramificado

de funcoes é automaticamente verificado.

Proposicao 3.6. Seja {f;}icr um sistema monico de 8 e defina
gi = |fil>, Vi € I. Entio d,(uoo;) = XDiﬁ e, além disso,
du(poai) >0, p—qtp, em D;.

Demonstragdo. Note que g; o o; > 0, u—qtp, em D;, pois g; >
0, p—qtp, em R;. Assim, se A € F, temos que

1 1
L g :/ d
/AXDZ gi ° 0 a AND; 9i © 0 .

1
AnD; 9i © 05

1
:/ d(poa;tooy)
A

nD; 9i © 0;
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1
2 d(ea))
o/(AND;) §i © 0i 00
1
= / —d(poo;t)
oi(AnD;) Yi

oi(AND;) Yi

= p(oi(AN Dy)).

Segue que .

Pigioa;

du(poa) =X
]

Observagao 3.7. O Lema 2.33 e a Proposicao 3.6 nos dizem que
o item 3 da Defini¢do de sistema semirramificado de fungoes é
equivalente a existéncia de um sistema monico para S. Além
disso, estes resultados nos garantem que d, (o o; 1) existe e é
maijor que zero, u—qtp, em R; se, e s6 se, d,(u o 0;) existe e é
maior que zero, u—qtp, em D;. Como consequéncia, temos que
em um sistema semirramificado de fungoes as medidas p o o; e
ip;, bem como as medidas o o; Le IR;, sao equivalentes. De
fato, como poo; < pp, € o ai_l < UR,, segue do Lema 2.29
que pRr, K< @ o ai_l e pup, < poo;. Portanto, temos que

pp, < j1o0; < fip, € g, < ooy " <K pig,.

Isto nos diz que as fungoes o; sdo automorfismos borelianos sobre

a sua imagem.

Seja { fi}ier um sistema monico de 8. Podemos construir
uma representacao de O, a partir das funcgoes f; que generaliza
a representacdo que construimos anteriormente. Defina novos

operadores T; em L?(X,J, ), dados por
T;(¢) = fipoo.
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Note que

/|fi¢oa|2du:/ Pl o ol dp
R;
—/ ool d(uoa)
R;

=/Dl_ [4[* d pp, </\wl2du-

Isto mostra que T; estd bem definido e que [|T;|| < 1.

O préximo passo é calcular o adjunto dos operadores 7;.

Para isso, tome funcdes 1 e £ em L?(X, T, 1) e note que

(Ti(), €) Z/fiwoaﬁdNZ/Rﬁz/mgdu

fi Yoo
fz fz

600'7,
/fz oo CordH = <¢7XDfoUz>

fioo&dp= Ed(poo; )

Portanto,
{ooi
Pifioo;

T7 () =

Agora, observe que

1) = fi (Xp, 5o ) o0

Pifioa;

Eoog;00

= i 00
XR,sz XDZ inO'iOO'

:Xle’L foaioa

fioogioo

= Xnf: ;f — Xr:
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Além disso,

TTE) = X, Tl = T

= Xbp, (fz §i00> 00

= Xp;Xr,; © 0if 0000 = XDlg

Com contas analogas ao que fizemos na Proposicao 2.22
mostra-se que os operadores T; satisfazem as relagoes de Cuntz—
Krieger. Representacoes como esta sdo chamadas de representa-

¢oes assoctadas a sistemas monicos.

Observagio 3.8. Escolhendo o sistema moénico do Lema 2.33, em

que fi =/ Xg,® L6 o, temos que

T () :XRﬂ/(pz'_l oo oo =Xp <<I>Z% ¢> oo.

Desta maneira, recuperamos a representacdo que construimos no
Capitulo 2.

Denotando (7, B(L?(X,J, ;1)) a representacio de O as-
sociada ao sistema monico {f;}ier que faz 7(S;) = T;, surge uma
pergunta natural: serd que (7, B(L?(X,JF, 1)) é uma representa-
¢ao moénica? Antes de responder a esta questao, relembremos o

que significa equivaléncia unitaria entre representagoes de Oy .

Definigao 3.9. Sejam H;, Hj espagos de Hilbert e (71, B(Hy)),
(ma, B(H3)) representagoes de Oa. Diremos que (71, B(H1)) é uni-
tariamente equivalente a (my, B(Hs2)) se existir um operador

unitario U : Hy — H; tal que

mo(a) = U*mi(a)U, ¥V a € O4.
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Defini¢cao 3.10. Sejam H;, Hy espagos de Hilbert e
m A1 — B(Hi), m2: Ae — B(Hz) *—homomorfismos, em que
A e Ay sdo C*—4élgebras. Suponha que exista um *x—homomor-
fismo ¢ : Ay — A;. Diremos que w1 é ¢p—unitariamente equi-
valente a my se existir um operador unitario U : Hy — Hj tal

que

mo(a) = Umi(p(a))U, V a € As.

Teorema 3.11. A representagio (7, B(L*(X, T, p))), dada atra-
vés dos operadores T;, € monica se, e somente se, € unitariamente
equivalente a wma representacdo de Op que € associada a um

sistema monico inerente.

Demonstragio. Sejam {g;}ie; C L?(Ex, B, ) um sistema monico
inerente e (w1, B(L?(Ey, B,v))) a representacio de O, associada.
Denotando 71(S;) por V;, temos que V;(¢) = g;1 os e também

Ve () = Xp, L5

giosi

Suponha que exista um  operador  unitario
U: L*(Ey,B,v) — L*(X,F,p) tal que 71(a) = U*n(a)U, para
todoa € Op, ou seja, suponha que (m, B(L*(X,F,u))) e

(71, B(L?(Es, B,v))) sejam unitariamente equivalentes. Neste
caso, vale que V; = U*T;U, Vi € I e equivalentemente UV, =
T;U, Vi € I. Verifica-se facilmente por inducado que

UV Vi =T,TU, ¥ o € B

e também que (anédlogo ao que fizemos no Teorema 3.3)

VaVir () = Xt
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Por fim, defina { = U(1p,) e observe que
spanc{TuT2é | a € B} = spanc{TuTiU(Lp,) | a € B}
= spanc{UV, V1, | a € E%}
=spanc{UX |y | @ € E&}

=U (SpanC{X[a] | o € E%}) .

Assim, como U é uma isometria sobrejetora temos que
spanc{TaTié | @ € Bp} = U (spanc{Xyy | o € B4})
=U (L*(Ep,B,v))
= LA(X,T, p).

Mostremos agora a reciproca deste resultado, ou seja, se
a representacio (7, B(L?(X,J, 1)) é monica, existe um sistema
monico inerente de forma que a sua representagao associada seja

unitariamente equivalente a (m, B(L?(X,J, 11))).

Seja & um vetor ciclico para a representagao w. Lembre do
Teorema 2.11 que estabelece a existéncia de um *—isomorfismo
I': Dy — (C(En), || - [loo) que satisfaz I'(SaS3) = X4, Va € B
Defina a fungdo h : (C(Ey),| - [l) — C dada por h(f) =
<§, W(F_l(f))§> e note que h é um funcional linear positivo. De
fato, se f € C(Fy) ¢ tal que sua imagem estd contida em RT,
temos que h(f) = (m(P~HV/F)En(T 7/ F))E) > 0. Assim, se-
gue do Teorema de Representacdo de Riesz A.45 que existe uma

medida de Radon v (em particular, finita) em (Ey, B) tal que
W) = [ £dv ¥ e CiE).

Defina 7 : (C(Ep), || - lloo) — B(L*(Ea,B,v)) por

m1(f)(¢) = f. Como fungdes continuas em compactos sdo limita-



95

das, é facil ver que 7 estd bem definida e que é um *—homomorfis-
mo. Vamos mostrar que 7 € I'—unitariamente equivalente a mp,
ou seja, existe um operador unitario
U : L?(Ey,B,v) — L*(X,J,u) tal que para todo a € Dy o

seguinte diagrama comuta

7, (a)

L2(X73:nu) %LZ(X,HT,‘LL)

LQ(EA737V) LQ(EA7B7V)'

m1(T'(a))

Defina U : (C(Ew). | - llz2)) — L*(X,F, 1) dada por
U(f) = n(71(f))¢. Claramente U é linear, vejamos ainda que U

é uma isometria. Tome f € C(Fj,) e note que
1020 = (T T()) = (& m 1 (F) 7 (T (£)E)
= (&n(CH(fP)E)) = h(If?)
= 1P v =171E20,
Pelo Teorema A.47, C(E,) é denso em L?(E,, B, v). Logo,

pelo Teorema A.7, U se estende a uma isometria U de L2(Ey, B, v)
am(D-1(C(Ey)))¢ = L*(X,F, ), pois 7 é mdnica.

Verifiquemos que U faz comutar o diagrama anterior, isto
é n(T71(f) = Um(f)U*, Vf € C(Ey). Tome f € C(E) e
w € L*(X, T, i) e note que
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Para cada k € N*, o operador Z 1 ik T T;jk pertence a
7m(Da), entdo existe hy € C(Ey) tal que

Nk
> kT, Ti, = w07 (),

Assim,

(O (P = (07 () Jim n(r )

= hm 7T(F 1(f)) (r- ( k)
= lim 7(D7}(fhx))¢ = lim U(fhy)
)

= hm Urmi(f
= kl;riloUﬂl(f)U*W( B (hk))§

=Um (f)U* (hm m(T 1 (he))€)

k—o0

h

=Um(f)Uw.

Para cada i € I, defina V; = U*T;U e g; = Vi(1g,). O
proximo passo € verificar {g; }icr ¢ um sistema ménico inerente e
que V;(¢) = gi¥ o's, ou seja, os operadores V; sdo exatamente os
geradores da representacao de Oy associada ao sistema moénico

{gi}ier. Para isso, vamos mostrar alguns resultados auxiliares.

Afirmacao. T/n(TY(f))T; = m1(T~(f 0 81)), Vf € C(Ey).

Demonstragdo. Primeiramente vamos verificar este resultado nas
fungbes caracteristicas de cilindros. Seja a = «a ... oy uma palavra

admissivel e § = as...q;. Note que

Xy sear=i

Xaosi:Xfloé =
[o] s; ([a]) 0, —
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Segue que

Por outro lado,
(0 (X o)V Ts = T Ta T, = T Ty THT4TS, T

2

Assim, se a; # ¢ temos que T, T; = 0 e, portanto,

E*W(F_I(X[a}))ﬂ = 0. Agora, se a1 = 7 temos que
T} T, TT3TS, Ts = Ty TTSTET T, = ToT3T T T

=Ty T T = TpT; | > TiT;

a;j=1
= W(F_I(X[ﬁ])) Z W(F_I(X[j]))
a;j=1
= 2 " (Xgjpe)

aij:1

= W(F_I(X[,B])) = TsTp.

Usamos na conta acima que 7;" ¢ uma isometria parcial, ou seja,
TXT;TY = T e também que T;T; € m(Dy) e portanto comuta
com Tng. Assim,

TgTE, se a; =1

(@ (X)) Ti = '
0, se a1 # 1.

Segue que o resultado vale para fungdes caracteristicas de cilindros
e portanto se estende por linearidade a subdlgebra
spanc{Xg | B € E&}. Esta, por sua vez, satisfaz as hipéteses

do Teorema de Stone—Weierstrass A.36, logo, é uma subalgebra
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densa em C(E,). Assim, o resultado se estende a C(FE,) por

continuidade. O

Prosseguindo, tome f € C(Ey) e note que

/ flai2dv = {gi, fgi) = (Vi(L,), fVi(LE,))
= (U TU(]IEA) fU*T-U(]lEA)>

= (Tim HEA NE Um (f)U*Tim(T 7 (1g,))E)
= (Ti( HNTE)) = (& Ty n(THH)THE))
=

Em(T Y fosy) £> h(f os;) /foszdy

Em particular, para todo cilindro [a] temos que

/H|gi|2dV:/X[a]OSidVZ/XSi—l([a})dV:VOSz'1([04])-

Definindo 7'([y]) = f[“/] |g;|>d v, temos que 1’ é uma funcio na
semidlgebra dos cilindros que satisfaz o Teorema de Carathéodory
A.10 e que portanto admite uma tnica extensdo a B. Assim,
como v o sl._1 e 1, dada por n(B) = [ |9i|?> d v, sdo medidas que

estendem 7/, temos que

7

vos; '(B) =n(B) :/ lgi|*dv, VB € B.
B

Logo,
du(VOSi_l) = |gi‘2'

Afirmacdo. 7(I~Y(f o 8))T; = Tyn(T1(f)), Vf € C(Ey).

Demonstragdo. Seja a = o ... a; uma palavra admissivel. Denote

por B a palavra as...q; e note que

Xia] ©8 = Xs=1(fa)) = XU jer Ll

Gjog =
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Assim,

TioTXT;, se i, =1
m(I™ (X[a]os Z TjaT;aTi — iatioti o

Aja, =1 0, S€ Uiy = 0.

Se a;q, = 0, pelo item 1 da Proposicao 2.10, temos que
T (X)) = TilaTy = 0.
Por outro lado, se a;o, = 1 temos que
R (X 09T = T Th = TLLTITT,
— TTITTLT = TiTL T
— Tr(D (X))

Concluindo, pelo Teorema de Stone—Weierstrass, o resultado se
estende a C(E}y). O

Agora, note que se f € C(FEy), temos que

Vi(f) = U'TU(f) = U Tm(D~H(£))(€)
= U n(TH(f 08))T5(¢)
= (U (T (fos))U) (U TiU(1g,))
=mi(fos)Vi(lg,) = (fos)g.

Assim, como C(Ey) é denso em L?(E,,B,v), dada uma fungio

Y € L2(Ep, B, v), existe uma sequéncia {f, }neny em C(Ey) tal

que ) = 1i_>m frn (limite na norma de L?(Ey, B, v)). Desta forma,
n o
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temos que
/|¢os—fnos\2|gi|2dy:/|wos—fnos|2d(yosi_1)
— [ Wos—fuosPdwes )
R;
— [ o= P dwesos)
D;
< [1w- ffa

Ou seja, gi(fn os) converge em L?(E,,B,v) para g;(¢ os) e

portanto
Vi(y) = lim Vi(fn) = lim gi(fnos) = gi(¢ o).

Para que os operadores V; sejam de fato uma representacao
de O4 associada a um sistema monico, é preciso garantir que
gi # 0, v—qtp, em [i]. Para isso, defina N; = supp(g;) = {z €
Ey | gi(x) # 0} e observe que v(N;\[i]) = 0, pois |g;|? é suportada
(a menos de medida nula) em [i]. Assim, sem perda de generalidade,
considere que N; C [i]. Vamos mostrar que Xji = Xn, para entdo

concluir que v([i7] \ N;) = 0, como desejado.

Note que se 1) € L?(Ey, B, v), entdo

X = m(X )Y = Un(C (X )Us
= UT{T;U = iV} ().
Assim,
ViVt (¥) = X ¢ (3.1)
Agora, vamos calcular explicitamente quem ¢ V;*. Nao podemos

pos;

i 9i0S;

inferir ainda que, como na péagina 92, V*(¢) = Xp pois
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para chegar a este resultado usa-se o fato de que as fungdes que
compoem um sistema ménico sao diferentes de zero (a menos de
medida nula) em R;. Assim, tome 9 e ¢ em L?(Ey,B,v) e note

que

<%W%@%=/mdwswdvz/)mwoswdv

N;

‘/glgzwowdu: YOS awos)
9i g

Portanto,

pos;
( ) Xs(N g OSZ

Assim, temos que

* ¢ O 8

ey Jbosios
os;os '

= X Xs-1(s(3:)) 9

giosjos
= X~ XN, 9i ﬂ—XNl/’

Logo,
(3.1) * (3:2)
X = ViVil(le,) = X,
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Finalmente, denote por (72, L?(Ey, B, v)) a representacio
de O4 associada ao sistema monico {g;}ier, que leva S; em V.
Para observar a equivaléncia unitaria entre as representagoes 7 e
T2, basta verificar que U*m(SoS3)U = m2(Sa.53), ou equivalente-
mente, U*T, O‘T/;; U= VaVﬁ* e depois estender tal fato para Oy (ver
pagina 52). O

Por fim, mostraremos que a representacdo de Oy no es-
paco de Hilbert das semi-densidades W, gerada pelos operadores
W; (ver pagina 76), é universal. Universal no sentido que toda
representacao de O, associada a um sistema monico ndo negativo
¢é englobada pela representagao que é dada pelos operadores W;.
Este resultado foi mostrado no contexto das algebras de Cuntz
em [1, p.18].

Teorema 3.12. Seja £ a isometria canonica de L*(X,TF, 1) em
W, dada por L(¢) = Pv/du. Suponha que o sistema monico
{fi}icr seja nao negativo. Entao para todo i € I o sequinte dia-

grama comuta:

LQ(Xa 9:7HJ) L'LZ(XM&F’ ,LL)
L L
w W
W;

Demonstragio. Seja 1 € L*(X,F, u). Note que

LTi(Y) = L(fip 0 0) = (fi 0 0)\/dp

(woovﬁAuoaiW)vﬁu
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=1o a\/m = Wz(w\/@)
= W, L(Y).
[

O operador £ é chamado de entrelacador das represen-

tacoes.
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CONCLUSAQO

O objetivo inicial deste trabalho era estudar como cons-
truir familias ortonormais de wavelets em fractais tendo como
plano de fundo os sistemas semirramificados de fungoes ([17]).
Devido & dificuldade de encontrar referéncias solidas e claras para
a construgao do espago de Hilbert das semi-densidades W e ao fato
de que as representagoes associadas a sistemas monicos surgiram
como um exemplo natural de aplicagdo deste espaco, decidimos

limitar o escopo do trabalho.

No Capitulo 2, vimos como associar representacoes de
algebras de Cuntz—Krieger Q4 a um sistema semirramificado de
fungbes e também o conceito de operador de Perron—Frobenius de
um tal sistema. Neste contexto, surgiu naturalmente a representa-
¢ao da algebra de Cuntz—Krieger no espaco das semi-densidades
W, esta assegurava que o operador de Perron—Frobenius pertencia
a imagem da representacido. No entanto, para construi-la foi pre-
ciso impor algumas hipoteses extras ao sistema semirramificado
ou, como propusemos, restringir a representagdo a um subespacgo
de W.

Desta nova proposta, surgiram as representagoes associ-
adas a sistemas monicos (Observagdo 2.36) e com elas as repre-
sentagdes monicas. O objetivo principal do terceiro Capitulo foi
provar o Teorema 3.11 que estabelece uma relagao entre represen-
tacOes monicas e representagoes associadas a sistemas monicos.
Ao fim do Capitulo, generalizamos um resultado que foi mostrado

para algebras de Cuntz, e que d4 um tom de universalidade a
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representagao de Oy no espaco das semi-densidades.

Ha generalizagoes do que aqui estudamos, tanto no sen-
tido de sistemas semirramificados de fungdes quanto no sentido
da &lgebra a ser representada. Sistemas ramificados (Branching
systems) tem sido usados para construir representacoes de dlge-
bras de grafos e ultragrafos. Para mais informagoes ver [7], [8],

[9], [10] e [11].
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APENDICE A
— PRE-REQUISITOS

Neste apéndice vamos relembrar algumas defini¢oes e
teoremas que foram mencionados no texto. Nosso objetivo nédo
¢ demonstrar resultados ja consagrados nas literaturas classicas,
queremos apenas que o leitor tenha acesso rapido aos teoremas e
defini¢oes para que possa avaliar com mais clareza os topicos que
foram desenvolvidos ao longo do trabalho. Revisaremos alguns

topicos de teoria de matrizes, andlise funcional e teoria da medida.

A.1 Matrizes

Nesta se¢ao definiremos matrizes redutiveis, irredutiveis e

primitivas e em seguida forneceremos algumas caracterizagoes.

Definigao A.1. Seja A € M, (R). O raio espectral de A é definido
como

r(A) := max{|A| | A autovalor de A}.

Definicdo A.2. Seja P € M,(R). P serd dita uma matriz de
permutagdo se exatamente uma entrada em cada linha e em

cada coluna tiver valor 1 e o restante das entradas for 0.

Definicao A.3. Seja A € M,,(R). A sera dita redutivel se existir

uma matriz de permutacao P tal que

B C
On—r,r D

PTAP = ,1<r<n-—1.
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Definicao A.4. Seja A € M,(R). A serd dita irredutivel se A

nao for redutivel.

Definicdao A.5. Seja A € M,(R) com entradas ndo negativas. A

sera dita primitiva se:

1. A é irredutivel;
2. r(A) #0;

3. se A1,..., \, s@o os autovalores de A, entdo |A\;| = r(A) para

um unico 3.

A seguir, fornecemos caracterizagoes para matrizes irre-
dutiveis e primitivas cuja demonstracao pode ser encontrada em
[12, p.403, p.540].

Proposicao A.6. Seja A € M,(R) com entradas nio negativas.
Entdo, A ¢é irredutivel se, e somente se, (I, +A)"~! tem todas as
entradas maiores que zero, em que l,, € a matriz identidade de
ordem n. Além disso, A é primitiva se, e somente se, existe k > 1

tal que A* tem todas as entradas maiores que zero.

A.2 Teorema de extensao de operadores limitados

O Teorema a seguir possui versoes ligeiramente diferentes,
algumas no contexto de espacos métricos e outras restritas ao
caso de espagos normados. Alguns livros de Anélise funcional
demonstram uma versao mais basica do que a utilizaremos neste
trabalho. Por este motivo, apresentaremos aqui a versao que nos

é mais util junto de sua demonstracgao.
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Teorema A.7. Sejam X e Y espacos vetoriais normados, X' e
Y’ espacos de Banach e T : X — Y um operador linear e limitado.
Considere ainda Ix : X — X" eIy : Y = Y’ isometrias lineares
cujas imagens sao densas em X' e Y' respectivamente. Sob tais
hipdteses, existe um tnico operador linear e limitado T" : X' — Y’

que faz comutar o seguinte diagrama:

x— T .y

X/

Além disso, ||T'|| = ||T| .

Demonstragio. Vamos construir o operador T’ e mostrar que
satisfaz as propriedades desejadas. Fixe w € X’ e escolha em X
uma sequéncia {wy nen tal que {Ix(wy)}nen converge para w.
Como Ix é isometria, temos que {wy,}neny é de Cauchy. Além
disso, como T ¢ limitado, temos que {T'(wy)}nen é de Cauchy.
Logo, {Iy (T (wy)) }nen é também de Cauchy em Y e, portanto,

convergente para um elemento que denotaremos por Y.

Afirmacgao. O elemento y,, independe da escolha da sequéncia

{wn}nEN-

Demonstragao. Seja {z,}neny uma outra sequéncia tal que
{Ix(zn)}nen converge para w. Observe que {Ix (wy, —2n) }nen con-
verge para 0 e, portanto, {w, — 2y }nen converge para 0. Conclui-
mos entdo que {Iy (T (wy, — zn)) }nen converge para 0 e, consequen-
temente, que as sequéncias {Iy (T (wp))tnen € {Iyv (T (zn)) tnen

convergem para o mesmo limite. O
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Defina o seguinte operador:

X' — Y
T o Y.

Pela Afirmacao anterior, temos que 1" estd bem definido. Agora,
fixe v € X e tome a sequéncia constante {v},cn para calcular

T'(I;(v)). Desta forma, obtemos que
T'(Ix(v)) = Iy (T(v)),
e portanto, 7" faz comutar o diagrama do enunciado.

Afirmacao. 7' € wum operador linear e limitado, com
T[] = [IT'] -

Demonstragio. Sejam x e z pertencentes a X’ e o um escalar. Es-
colha sequéncias {zy, }nen € {2zn tneny em X tais que {Ix(z,) tnen
e {Ix(2zn)}nen convergem para = e z, respectivamente. Assim,
temos que

T (x+ az) = lim Iy (T(z, + az,))

n—oo

= lim Iy(T(z)) +a lim Iy(T(zn))

n—oo

=T'(z) + aT'(2).
Note também que

17| = |

Jim Ty (T(wa)|| = Tim [y (T ()]
= lim [T ()| < T |[T]]](zn)]

= lim [|T|[{|Zx ()] = T[] [|2]]
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Como z foi tomado arbitréario, temos que 7" é limitado e também

[|7"|] < ||T||. Por fim, escolha u € X tal que ||u| =1 e note que
1T ()| = Iy (T ()] = [|T'(Ix (w))]|

< ||| 1 x @l = [|77]| u]
=[]l
Portanto, ||T|| < ||T'|| e, por conseguinte, ||T'|| = ||T”|]. O
Para a unicidade, suponha que exista um operador
T” : X' — Y’ linear e limitado que faz comutar o diagrama

do enunciado. Dado =z € X', temos que existe uma sequéncia

{Zn}neny em X tal que {Ix(x,)}nen converge para x. Portanto,
T'(x) =T"( lim Ix(x,)) = lim T"(Ix(x,))
n—oo n—oo
= lim Iy(T(z,)) = T'(z).
n—oo
Segue que T” = T". O

Observagio A.8. E facil ver que se T' é uma isometria, entao T” é

uma isometria.

A.3 Tépicos de medida e integracao

Iniciamos apresentando o bem conhecido Teorema de

extensao de Caratheodory.

Definigao A.9. Sejam X um conjunto e € uma familia de sub-
conjuntos de X. Dizemos que C é uma semidlgebra se satisfaz

as seguintes propriedades:

1. 0, X € C.
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2. Se A,B € C,entdo AN B € C.

3. Se A € €, entao X \ A pode ser expresso como uma uniao

finita de elementos de €, disjuntos dois a dois.

Teorema A.10 (EXTENSAO DE CARATHEODORY). Sejam

C uma semidlgebra e n: € — [0, 4+00] uma fungio satisfazendo:

1. n(0) =0.

2. N (UnenAn) = >, enM(An) para toda sequéncia {An}nen
em C de conjuntos disjuntos dois a dois.(oc—aditividade)

3. A funcgdo n satisfaz a propriedade de o— finitude, ou seja,
existe uma sequéncia {An}neny C C tal que X = UpenAy, e
n(A,) < +o00,Vn € N.

Entao, existe uma dnica medida nx definida na o—dlgebra gerada

por C tal que nxe = 1.
Demonstragio. [24, cap. 21, s¢ 2]. ]

A.3.1 Medida de Hausdorff

Comecgaremos com uma condigdo necessaria para que a
imagem de um conjunto boreliano, via uma funcao continua, seja

também um conjunto boreliano.

Defini¢do A.11. Um espago métrico X é chamado de espaco

métrico Polonés se X é separavel e completo.

Teorema A.12. Sejam X e Y espagcos métricos Poloneses e
F: X =Y uma fungdo continua. Se A C X ¢é boreliano e Fj, é

injetiva, entao F(A) é boreliano.
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Demonstragao. [14, p.89). O

Vamos agora tratar de uma classe muito especial de me-
didas, as medidas de Hausdorff. Podemos entender a medida de
Hausdorff como uma generalizagdo da medida de Lebesgue para
o contexto de espagos métricos. Enquanto na medida de Lebes-
gue a fungio volume (comprimento, area, ...) desempenha papel
fundamental, na medida de Haussdorff a funcdo importante é o
diametro, que esta definido para todos os subconjuntos de um

espago métrico.
Fixe (M, d) um espago métrico.

Defini¢cao A.13. Seja N um subconjunto de M e s > 0. Para
cada € > 0, defina D¢ o conjunto de todas as coberturas enumera-
veis de N por subconjuntos de M com didmetro menor ou igual a
€. Definimos a medida exterior de Hausdorff de dimensdo

s do conjunto NN por:

F(N) = lim inf > diam(C)*.
e—0 GeDs=
Cces§

Observacio A.14. Podemos restringir as coberturas apenas a

conjuntos abertos ou apenas a conjuntos fechados.

Defini¢ao A.15. Seja s > 0. Dizemos que um subconjunto N de
M é H’—mensurdvel no sentido de Carathéodory se para todo

subconjunto A de M vale que
FH(A) =F(ANN)+FH (A\ N).
Em [16, p.71], mostra-se que para cada s > 0 o conjunto

ars / . / ,
de todos os H —mensuraveis formam uma o—algebra que contém

a o—élgebra de Borel. Além disso, a medida exterior H~ restrita
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aos seus mensuraveis torna-se de fato uma medida, sendo esta

denotada por H?.

Teorema A.16. Seja A um subconjunto boreliano de M. Entdo,

¢ valida uma das trés assercoes:

1. H(A) =0, Vs >0,
2. H35(A) = o0, Vs >0,

3. Eziste unico so > 0 tal que H*(A) = oo, Vs < sg e H*(A) =
0, Vs > sp.

Demonstragao. [16, p.76]. O

Definigao A.17. Nas condigoes do Teorema A.16, definimos a
dimensdao de Hausdorff de A por:

0, seH?(A)=0,Vs>0
Dim(A) = ¢ oo, se H5(A) = o0, Vs >0

Sp, caso contrario.

Defini¢ao A.18. Seja (N,d') um espago métrico. Uma fungao
f: M — N serd chamada uma similaridade se existir r > 0 tal
que

d'(f(x), f(y) =7-d(z,y), Y,y € M.

Neste caso, o niimero r serd chamado razdo de similaridade
de f.

Note que similaridades sao func¢des continuas e injetoras.
Portanto, adicionando a hipétese que M e N sdo Poloneses, temos
pelo Teorema A.12 que a imagem de um conjunto boreliano, via

similaridades, é um conjunto boreliano.
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Teorema A.19. Suponha que M e N sejam Poloneses. Seja
f: M — N uma similaridade de razao r > 0, s > 0 e B um

boreliano de M. Entao,
Ho(f(B)) = r"H*(B).

Demonstragao. [16, p.78]. O

Corolario A.20. Sob as hipéteses do Teorema A.19, Dim(f(B)) =
Dim(B).

Observacio A.21. Todos os resultados e defini¢oes sobre a medida
de Hausdorff mencionados aqui, sdo validos para um conjunto
qualquer, em vez de um boreliano, inclusive a definicdo de dimen-
sdo. Apenas deve-se tomar o cuidado com o fato de que alguns
conjuntos nao sdo mensuraveis e, portanto, a medida em questao

¢ a medida exterior.

A.3.2 Integracdo e densidade

A seguir, apresentaremos importantes teoremas da teo-
ria de medida e integracdo. Para enuncid-los de maneira mais
simples, vamos fixar (X,JF) um espago mensuravel e trés medi-
das p,v e w em (X, ). Denotaremos por N(X,F) o conjunto de
todas as fungdes mensurdveis de X para C, ja o conjunto de
todas as fungdes mensuraveis de X para [0, +00] serd denotado
por Nt(X,F). Além disso, sempre que mencionarmos o termo

convergéncia, estaremos nos referindo a convergéncia pontual.

Proposicdo A.22. Seja f € NT(X,F). Entio f =0, u—qtp, se,
e sé se, [ fdu=0.

Demonstragao. [3, p.34]. O
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Proposicao A.23. Se F € NT (X, ), entdo existe uma sequén-
cia crescente {on tnen em NT(X,F) de fungoes simples que con-

verge para F.

Demonstragao. [3, p.13]. O

Teorema A.24 (TEOREMA DA CONVERGENCIA MONO-
TONA). Se uma sequéncia crescente {@n tnen em NT(X, F) con-
verge para uma funcdo F, entdo F € N*(X,F) e

/F du= ILm on dp.

Demonstragao. [3, p.31]. O

Teorema A.25 (TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMI-
NADA DE LEBESGUE). Seja {¢n}tnen uma sequéncia de fun-
coes p—integraveis em N(X,F). Se {on}tnen converge, p—qtp,
para uma funcdo F' e além disso, existe uma fungdo pu—integrdvel

¢ tal que || < ¢ para qualquer n natural, entdo F' é mensurdvel,

/F dp= li_)rn /gon d u.

Demonstragio. Escreva F' = Re(F) + iIm(F'), em que Re(F) e

Im(F) sao as partes real e imaginaria de F', respectivamente.

p—integrdvel e

Em [3, p.44] temos a demonstragido do Teorema da Convergéncia
Dominada para o caso de funcbes a valores reais. Para estender
ao caso complexo, basta observar que {Re(yy)}nen converge a
Re(F) e {Im(¢n) Inen converge a Im(F') e entao aplicar o caso

real do Teorema. O
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De posse do Teorema da convergéncia mondtona, mostra-
se que a funcao

9’9Ai—>/qu
A

é uma medida, sendo F' € N* (X, F) qualquer.Por outro lado, sera
que toda a medida em (X, J) pode ser expressa por uma integral

na medida u? O que faremos a seguir é responder a esta pergunta.

Definicao A.26. Diremos que v é absolutamente continua
em relacdo a u se dado A € F tal que u(A) =0, entdao v(A) = 0.
Neste caso, escreveremos v < . No caso em que v < pr e p < v,

diremos que u e v sdo equivalentes e denotaremos j ~ v.

Sempre que quisermos obter uma medida que é abso-
lutamente continua em relagdo a outras duas, basta tomarmos
a medida dada pela soma. De fato, se (u + v)(A) = 0, entdo
u(A) =v(A) =0. E fcil ver também que a relacdo ~ é, de fato,

uma relacdo de equivaléncia.

Definicao A.27. Diremos que a medida u é o—finita se exis-
tir uma sequéncia de conjuntos mensuraveis de medida finita
Ag, Ay, Ag ... tais que X = (J;oy Ai-

Teorema A.28 (TEOREMA DE RADON-NIKODYM). Supo-
nha que p e v sejam o—finitas e que v < p. Entdo, existe uma
fungio f € NT(X,F) tal que

I/(A):/Af du, VAeZF.

Além disso, f € dnica, pu—qtp.

Demonstragao. [3, p.85]. O
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Definicdo A.29. A fungdo f do Teorema A.28 é chamada de
derivada de Radon—Nikodym de v em relacdo a u e é classica-
mente denotada por %’ no entanto, neste trabalho denotaremos

por d,v.

H4 versdes mais gerais do Teorema de Radon—Nikodym
que tratam de medidas com sinal e também medidas complexas.
Além disso, a funcdo f pode ser construida de forma que retorne
apenas valores reais. Para mais explicagoes, o leitor pode consultar
24, p.235] e [20, p.121].

Observagao A.30. A funcao d, v é pu—integravel se, e s6 se, v é

finita. Outro fato facil de se notar é que d,pu =1, p — qtp.

Elencamos a seguir algumas propriedades a respeito das
derivadas de Radon—Nikodym que explicam o porqué de nome-
armos a funcao f de derivada. Vamos supor que estejamos nas
condigoes do Teorema A.28. A demonstragao destes fatos pode

ser encontrada em [24, p.250].

Proposicao A.31 (LINEARIDADE). Seja ¢ > 0. Além disso,
suponha que w < p. Entao, temos que w4 cv <K p e

dy(w+cv) =dyw+c dyv.

Teorema A.32. Para toda fungio F € N(X,F) vale que

/de:/quudu,

no sentido que ' é v—integrdvel se, e so se, F'd, v é p—integrdvel

e existindo as integrais, vale a igualdade.

Corolario A.33 (REGRA DA CADEIA). Se w é o—finita e

w KL v, entdo temos que w K |4 €

dyw=d,w d,v.
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Corolario A.34. Suponha que p ~ v. Entao, vale que
dyp dpv =1, p— gip.

Corolario A.35. Para toda funcio F € N(X,F) tal que
JF d(p+ v) existe, vale que

/F d(u+u):/qu—|—/qu.

Demonstracao.

/qu+/F dv

/ (utv) 1 d(p+v) + /Fd(MJrV)V d(p+v)
/F (o)t Aoy v) d(u+v)
/

F (i) (n+v) d(;H—u):/Fd(u—i—u).

O]

Terminamos enunciando alguns teoremas sobre densidade

e também o Teorema de representagdo de Riesz.

Teorema A.36 (STONE-WEIERSTRASS). Seja X um espago
topoldgico compacto e Hausdorff. Seja A uma subdlgebra de C'(X)

que detém as sequintes propriedades:
1. Auto-adjungio: Se f € A, entio f € A.
2. A éunital: 1x € A.

3. A separa pontos: Para quaisquer x,y € X, existe uma fungdo

f € A tal que f(x) # f(y).
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Entio, A € densa em C(X).

Demonstragio. O resultado é mostrado em [21, p234] apenas para
o caso de fungoes a valores reais e o caso geral é deixado como

exercicio. A extensao do resultado pode ser vista em [22, p.54]. [

Teorema A.37. Seja So(X,F, ) o conjunto de todas as classes
de equivaléncia de fungdes simples u— integraveis. Entdo, para
todo p € [1,400) temos que So(X,F,u) € denso em LP(X,F, p).

Demonstragao. [24, p.452]. O

Fixe daqui por diante X um espago topoldgico Hausdorff
e B a o—algebra de Borel de X.

Definicdo A.38. Seja p uma medida em (X, B) e E € B. Dire-

mos que u é reqular externa em E se
w(E) =inf{u(U) | E C U, U aberto}.
Diremos que p é regular interna em E se
w(E) =sup{u(K) | K C E, K compacto}.

Diremos que p é regular em E se p é regular interna e externa em
E. Além disso, diremos que i é regular se é regular em todos os

elementos de B.

Definicdo A.39. Seja u uma medida em (X, B). Dizemos que

¢ uma medida de Radon se:

1. u é regular externa em todos os elementos de B,

2. p é regular interna em todos os abertos de X,
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3. p é finita em todos os compactos de X.

Uma medida complera em (X,B) é uma fungio
n:B — Ctal que n(0) = 0 e n(Upendn) = > ,en(An) para
toda sequéncia {A;,}nen € B de conjuntos em disjuntos dois a
dois. De posse de uma medida complexa 7 em (X, B), podemos

definir |n| que é a medida de variag¢do total de 7, dada por

‘77‘ - Supz ‘77 7 VE € Ba

sendo o supremo tomado sobre todas as particoes enumeraveis
{B;} € B do conjunto E.

Observagao A.40. Em [20, p.117,118] mostra-se que || é uma

medida finita em B.
Definicdo A.41. Diremos que 7 é regular se |n| for regular.

Observacio A.42. Uma versdo do Teorema de Radon—Nikodym
(ver [20, p.121-125]) garante que existe um fungdo mensuravel
0: X —>Ctalque|f(z))=1, VeeXe

[ran= [ soapl
Assim, observe que

/\f\pdn' _ ‘/\f!pé’d\n\ < [1srap
e também

[ueaia| = | [1vgam] =| [ 15 a0
< [1re|5lan=[1ran

Segue das desigualdades acima que

LP(X,B,n) = LP(X,B,n|).
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Adicionando a hipotese de que X é localmente compacto,

temos que o conjunto
Mc(X,B) = {p | n medida complexa regular em (X, B)}

é um espacgo de Banach, sendo ||u|| = |u](X).

Teorema A.43 (TEOREMA DE REPRESENTACAO DE RI-

ESZ). Suponha que X seja localmente compacto. Entao a fungdo

® : Mc(X,B) — CH(X), dada por <I>(,u)(f):/fd,u

é um isomorfismo isométrico, em que C{(X) é o dual topoldgico

de C() (X) .
Demonstragio. [20, p.130] O

Ainda sob a hipodtese de que X é localmente compacto,
ha uma segunda versao para o Teorema de Riesz no caso de
funcionais lineares positivos em C.(X), que é o conjunto de todas

as func¢des continuas de suporte compacto em X.

Definicao A.44. Seja 7 : C.(X) — C um funcional linear. Dire-
mos que 7 é um funcional linear positivo se 7(f) > 0 para toda
fungao f > 0.

Teorema A.45. Seja 7 : Co(X) — C um funcional linear positivo

em C.(X). Entao, existe uma unica medida pn em (X, B) tal que

(f) = /fdu, VS € Cu(X).

Além disso, 1 € uma medida de Radon.

Demonstragao. [20, p.41] O
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Observagao A.46. Se X é compacto, entdo Co(X) = Cp(X) =
C(X).

Teorema A.47. Suponha que X seja localmente compacto e
considere p uma medida de Radon em (X,B). Se p € [1,+0o0],
entdo C.(X) é denso em LP(X,B, u).

Demonstragao. [24, p.486] O
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