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RESUMO

A mudanga de varidvel é uma técnica basica da matematica, utilizada em suas mais diversas
dreas, com um objetivo simples: simplificar um problema substituindo sua varidvel inicial por
uma outra em funcdo dela. Com esta ferramenta podemos transformar um problema
desconhecido num conhecido, ou um problema complexo num simples. Neste trabalho,
estudaremos diversos problemas, alguns histéricos e alguns recreativos, em que esta técnica

se mostra uma ferramenta valiosa para solucion4-los.

Palavras-Chave: mudanca de varidvel, resolu¢do de problemas.



ABSTRACT

The change of variables is a basic technique of mathematics, used in many different areas,
with a simple objective: to simplify a problem by substituting its initial variable by another
one, which is a function of the original variable. With this tool, we can transform an unknown
problem into a known one, or transform a complex problem into a simpler one. In this paper,
we’ll study several problems, some historic and some recreational, where this technique is

shown to be a valuable tool to achieving the solutions of these problems.

Keywords: change of variables, problem solving.
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1 INTRODUCAO

Ao longo da graduacdo, ao estudar diferentes dreas da matemadtica, hora ou outra o
método da mudanga de varidvel aparecia de forma discreta para auxiliar na resolucao de
problemas.

Surge dai a motivacdo para este trabalho. Reunimos aqui uma colecdo de dez
problemas, entre cldssicos e recreativos, de diferentes dreas da matematica, em que o método
da mudanga de varidvel se mostra como um caminho sublime no desenvolvimento destes
problemas.

Este trabalho traz problemas de célculo, de dlgebra, de andlise combinatéria, de
trigonometria e de geometria analitica, mas vale notar que poderiamos ter trazido problemas
de ainda mais areas, e os que aqui estdo apresentados s@o apenas o resultado da caprichosa
selecdo feita.

Como serdo apresentados neste trabalho problemas de diversas dreas, foi decidido que
ao invés de ter vdrias sec¢Oes trazendo defini¢des e teoremas de cada drea que serdo usados ao
longo do desenvolvimento dos problemas, teremos em cada problema, logo no inicio, uma
“caixa de ferramentas” que trard os teoremas, resultados e definicdes relevantes ao
desenvolvimento daquele problema.

Nido serdo demonstrados estes teoremas e resultados trazidos nas caixas de ferramentas,
uma vez que o proposito deste trabalho ndo € entrar a fundo nestes conceitos das diferentes
areas da matemdtica, e sim desenvolver os problemas e destacar o método da mudanca de
variavel.

Por fim, com este trabalho espera-se que o leitor seja capaz de perceber o poder do
método da mudanca de varidvel, na medida que além de simplificar problemas, esta técnica
também € capaz de transformar problemas que a primeira vista parecem impossiveis em
problemas possiveis, e também é capaz de generalizar a solu¢do de um problema para uma
infinidade de outros problemas, além de ser um caminho estdvel para se procurar solucdes e
provar resultados.

Para uma motivagdo inicial, trago nesta introdu¢do um exemplo de problema nao-

matematico que ilustre o método da mudanca de varidvel na solu¢ido de um problema:
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Problema nao-matematico.
Um homem primitivo deseja atravessar um riacho, mas nido pode fazé-lo da
maneira habitual porque o nivel da dgua subiu desde a véspera. Por isso a travessia

tornou-se o objeto de um problema. “A travessia do riacho” é o x deste problema.

Assim como no problema anterior, neste é entendido que ndo hd maneira trivial de
resolver este problema. O homem precisa entdo usar de seus conhecimentos e ter uma ideia de
reduzir o problema a um mais simples.

Ele pode por exemplo pensar em atravessar o riacho por cima de uma arvore caida que
ligue as margens, e deve entdo buscar uma arvore caida que lhe sirva, e esta € sua nova
variavel y.

No entanto, as vezes isto ndo basta € o homem pode ndo encontrar nenhuma &arvore
caida nas margens do riacho, apenas arvores de pé. O homem precisa entdo de mais uma
ideia, a de derrubar uma arvore, e como fazer isto € sua nova variavel z.

Supondo agora que o homem tenha conhecimento suficiente para derrubar a arvore,
solucionando o problema em z, assim como no problema algébrico, ele precisa agora apenas
solucionar o problema nas demais varidveis na ordem inversa de suas invengoes.

O ato final da solug@o serd o homem por cima da drvore caida atravessar o riacho. Vale
ressaltar que quando mudamos a varidvel do problema, precisamos fazer uma andlise das
solucdes encontradas na nova varidvel para garantir que estas servem também para o
problema original.

Por exemplo, neste problema nao matematico, qualquer arvore que possa ser derrubada
€ uma solucdo para o problema na varidvel z. No entanto, se a drvore for muito pequena, esta
solucdo pode ndo servir para o nosso problema na varidvel anterior, onde se deseja ligar as
duas margens do rio com uma arvore caida.

Esta andlise se mostrard necessdria também em alguns dos problemas matematicos que

trabalharemos ao longo deste trabalho.
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2 A ARTE DE RESOLVER PROBLEMAS COM MUDANCAS DE VARIAVEL

Os problemas trabalhados nesta secdo e suas dedugdes foram encontradas no livro A
Arte de Resolver Problemas, 2* impressdo, por George Polya. O autor traz neste livro uma
conversa muito interessante acerca de como resolver problemas matematicos, inspirado pelo
matematico Pappus da Grécia antiga.

Estas discussdes feitas pelo autor s@o belas ilustracdes do valor que o método da

mudancga de varidvel tem na matemadtica, e serdo parafraseadas ao longo desta secdo.

Quadro 1 — Caixa de ferramentas 1.

Poténcia de poténcia: dados a >0 e x um nimero real

qualquer, segue que

(az)x — (ax)z = q?*

O primeiro problema que vamos analisar € um problema algébrico, onde devemos

determinar o valor de x que satisfaz a equagdo

1 1
8<4x+4—x)—54<2"+2—x)+101 =0

Este problema a primeira vista ndo tem nada de trivial. No entanto, podemos tentar
chegar em uma expressdo mais simples realizando redugdes sucessivas através de mudancgas
de varidveis. Segundo o autor, “mesmo com alguns conhecimentos, é preciso surgir uma boa
ideia, um pouco de sorte, um pouco de invenc¢ao” para conseguirmos pensar em uma mudanga
de varidvel que nos ajude com o problema. O que precisamos perceber aqui é que 4* = (2%)?,

47% = (2%)72, e portanto pode haver vantagens em utilizarmos a mudanga
y=2*

Com esta escolha ficamos com a equagao:
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8(2+1) 54( +1)+101 0
y — yTr— =
y? y

De fato esta equacdo parece mais simples que a anterior, j4 que agora nossa incognita
ndo estd mais no expoente de algum nimero. No entanto, ainda ndo terminou nossa tarefa.
Esta equacdo ainda ndo tem solucdo simples, entdo precisamos de mais uma mudanca

perspicaz.

Esta escolha transforma a equagdo em
8(z2—-2)—54z+101=0
8z% — 54z + 85 = 0.
Agora sim temos um problema simples de se resolver, ja que tudo que precisamos saber

€ como resolver uma equacgdo de segundo grau. Sem delongas, a solucdo deste problema em z

sera:

2 5 2
y—zy+1=0, y-——y+1=0
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=2, Y2 =75, y3 =4, Y4=%-
E finalmente em x temos as equagdes
2=2" l=2x 4 =2% 1=2x
’ 2 ' ’ 4
x =1, x, = —1, X3 =2, Xy = —2.

Perceba que a ordem dos cdlculos € inversa a ordem de invencdo das incdgnitas, ja que
primeiro calculamos z, para depois y e entdo x, que era a incognita originalmente procurada.
Olhando para o desenvolvimento deste problema é facil de ver porque € assim.

O interessante € que segundo o autor este método ndo estd limitado a problemas
matematicos, mas também a qualquer tipo de problema. De fato, o problema nao-matemético
exposto na introducdo deste trabalho é deste mesmo autor, e ilustra 0 mesmo método que

usamos tanto nesta se¢ao quanto usaremos nos desenvolvimentos dos demais problemas.
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3 PROBLEMAS DE ALGEBRA

3.1 Como Euler resolveu a equacio de segundo grau

Esta deducdo foi encontrada na Revista do Professor de Matematica nimero 64, mas
vem originalmente do livro History of Mathematics de Davis E. Smith, volume II. O método é

devido a Euler e Bézout e foi aperfeicoado por Sylvester (1840) e Hesse (1844).

Quadro 2 — Caixa de ferramentas 2

Teorema 1: Um sistema linear homogéneo possui solugdes
além da trivial se, e somente se, o determinante da matriz de
seus coeficientes € igual a 0.

(POOLE, 2004)

Considere a equagdo quadratica na sua forma tradicional (com a, b,c € R;a # 0)
ax*+bx+c=0
A mudanca de varidvel utilizada por Euler foi a seguinte
X=u+z
Onde u, z € R, e segue também que
x> = (u+2)x

Esta mudanca € pouco intuitiva, pois parece ndao haver vantagens em trocar uma
varidvel pela soma de duas outras, mas no decorrer da dedu¢do esta mudanca se mostrard
solene.

Montamos entdo o sistema de equagdes da esquerda, que aplicando a mudanca de

variavel fica como na direita
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ax®+bx+c=0 ax*+bx+c=0
x—x=0 x—(u+2)=0
x> —x2=0 x*—(u+2z)x=0

Note que outra parte pouco intuitiva da dedugdo € que ndo se mudam todos os x. Isto
porque o objetivo de Euler aqui era o de montar um sisttema homogéneo nas incdgnitas

x,x* e x*. Para tal, multiplicamos todas as equacdes por x e obtemos

ax* + bx*+cx =0
x>*—(u+2z)x=0
x*—(u+2z)x>=0

Decorre do Teorema 1 exposto na caixa de ferramentas desta secdo que para que este
sistema tenha solugdo diferente da trivial, o determinante da matriz de seus coeficientes deve

ser igual a 0. Deste modo, estabelecemos que

a b c
0 1 —(u+2)=0
1 —(u+2) 0

Desenvolvendo este determinante, obtemos

—a(u+2?-bu+z)—c=0

—au? —2auz —az®*—bu—bz—c=0

au? +2auz +az>+bu+bz+c=0

au® + (2az+b)u+ (az? +bz+¢c)=0

Ou seja, uma equagdo do segundo grau na varidvel u. Agora, arbitramos o seguinte

valor para z



16

Isto € pertinente, pois somos livres para escolher qualquer valor real para z desde que a
varidvel u se adapte de forma a manter verdadeira a primeira mudanca de varidvel que foi

feita no comeco do problema. Note agora como é oportuna esta escolha, pois decorre da
equagdo anterior que

2az+b =0

E assim ficamos apenas com

au’+az>+bz+c=0

au®’ = —az?—-bz—c

Substituindo z chegamos em

, —b*+2b*>—4ac
4q?

b% — 4ac

Finalmente, substituindo os valores de u e z na equacdo x = u + z, temos

VvbZ —4ac b

2a 2a

x =4
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Ou seja

—b +Vb?% — 4ac
x:
2a

Que € a popular formula de Bhaskara para equacdes quadréticas ensinada nas diversas

escolas brasileiras.
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3.2 A irredutibilidade do polinémio ciclotomico u(x) =1 + x + x* + -+ + x?~1 sobre Q,

sendo p um nimero primo positivo

Este problema estd proposto no livio Algebra Moderna, 4* edi¢do, de Hygino H.
Domingues e Gelson Iezzi. Um polindmio € irredutivel sobre Q se € impossivel fatori-lo
como o produto de polindmios nio constantes com coeficientes racionais.

Quando se trata de irredutibilidade sobre os complexos ou reais, existem restricdes bem
claras. N@o hé polindmios complexos irredutiveis de grau maior que 1, e ndao hd polindmios
reais irredutiveis de grau maior que 2.

No entanto, nos racionais a situacdo € diferente, existem polindmios arbitrariamente
grandes e irredutiveis sobre Q. Apesar disso, existe um critério bastante simples que nos

permite verificar se um polindmio racional € ou ndo irredutivel: o critério de Eisenstein.

Quadro 3 — Caixa de ferramentas 3.

Critério de Eisenstein: Seja q(x) = apx® + a;x* + -+ + a,x™
um polindmio de coeficientes inteiros. Se existe um ndmero
primo p que seja divisor de ag, a4, ..., Ay—1 mas ndo de a, e se
p? nio divide a,, entdo q(x) é irredutivel sobre o conjunto dos

racionais.

(DOMINGUES, 2003)

Translacio de Polindmio: Seja q(x) = apx® + a;x* + -+
a,x™ um polindmio. O polindmio obtido apds aplicar a mudanca
da varidvel x por x + a, para algum a inteiro, é chamada de uma
translacdo do polindbmio. Se o polindmio transladado for

irredutivel, entdo o polindmio original também € irredutivel.

(DOMINGUES, 2003)

Soma de Progressao Geométrica: Seja (ay,aq,a,,..) uma
progressdo geométrica de razdo g. A soma dos m primeiros

ag(q"-1)

termos desta P.G. € dada por §,, = p—

(STEWART, 2007)
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O polindmio em questdo u(x) =1+ x + x*+ -+ xP~1 ndo pode ter o critério de
Eisenstein aplicado imediatamente. Para podermos induzir a irredutibilidade dos polindmios
desta forma, iremos primeiramente particularizar o problema. Escolhendo p = 5, ficamos
com aequacio u(x) = 1+ x + x* + x> + x*.

Da mesma forma que na equacdo geral, ndo temos como aplicar o critério de Eisenstein
ainda. No entanto, através de uma mudanca de varidvel, podemos transladar o polindmio de

forma que o novo polindmio seja avalidvel pelo critério. A mudanca usada sera
x=y+1
Que transforma o polindmio em
uy+ D =vM=1++D++D*+ @+ 1D°++D*

b+ D*=y*+4°+6y*+4y+1

(y+1)3= y*+3y*+3y+1
y+1)?%= y*+2y+1
y+1= y+1
1= 1

v(y) =y*+5y°>+10y*+ 10y + 5

Perceba que o nimero p = 5 divide os coeficientes 5,10,10 e 5, mas ndo divide o
coeficiente 1, e além disso p* = 25 ndo divide o coeficiente 5. Logo, pelo critério de
Eisenstein, v(y) é irredutivel sobre Q e portanto u(x) também o é.

Nio é coincidéncia que quando particularizamos o polindmio u(x) =1+ x + x* +
«+++ xP~1 com p = 5 0 nimero primo usado no critério de Eisenstein foi também p = 5. Na
verdade, para qualquer nimero p primo que escolhermos para particularizar o polindmio
u(x), serd este mesmo p o primo usado para satisfazer o critério.

Isto porque no desenvolvimento da soma apds a mudancga de varidvel, sempre teremos:

1. ay = p, pois a soma serd de p termos da forma (y + 1), 0 < i <p —2;
2. a, = 1, pois somente haverd um termo da forma (y + 1)P~1;
3. a; miltiplos de p, para 1 < j < p — 2, pois

uy+ D =1+G+ D+ G+ D>+ + (y+1)P?
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Note que isto € uma soma de P.G. de termo inicial 1 e razao (y + 1). Segue que

y+1)?P -1
y+1) -1

u(y+1) =
Y2+ CpyP 4+ Gy +1 -1

uly+1) = "

U+ D =p+ CGapy + oot Crpy? > +yP7

Ou seja, os a; sdo da forma C; ,, onde C; ,, € o coeficiente binomial. Agora basta mostrar

que os Cj, sdo miltiplos de p, para 1 < j < p — 2. Temos

_p-D.(p-jt+t1)

C; 7

'],P

Como j < p, todos os fatores irredutiveis de j! sdo menores que p. Como p € primo e
como j! divide p(p — 1) ...(p —j + 1), segue que j! divide o produto (p — 1) ...(p—j + 1 e
entdo o coeficiente binomial ;,, € multiplo de p.

Concluindo, sempre que tivermos um polindmio u(x) = 1+ x + x* + - + xP~! para
algum ndmero p primo, podemos mostrar que este polindmio € irredutivel utilizando o critério
de Eisenstein na sua versao transladada com a mudanga de varidvel x = y + 1.

Além disso, ja até sabemos qual o niimero que serd usado no critério de Eisenstein. Este

ndmero é exatamente o p primo que define o polindmio u(x).
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4 PROBLEMAS DE TRIGONOMETRIA

4.1 Uso da equacdo biquadrada ax* + bx? + ¢ = 0 para determinar o seno e o cosseno

de 18°

Este problema e sua dedu¢do foram encontrados no livro Manual de Trigonometria de

Luis Lopes.

Quadro 4 - Caixa de ferramentas 4.

Seno e cosseno da soma:

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a) sin(b)
(LOPES, 1992)

Identidade fundamental trigonométrica:

sin®(a) + cos?(a) = 1

(LOPES, 1992)

Seno e cosseno de arco duplo:

sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)

cos(2a) = cos*(a) — sin*(a)

cos(2a) = 2 cos?(a) — 1
(LOPES, 1992)

Um caminho para encontrar o valor do cosseno de 18° € a partir de outro angulo que tem

valor de seno e cosseno bem conhecidos, o 90°. Note que

cos(90°) = 0 = cos(5.18°)
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Assim, para obter o valor de cos(5 .18°), deduziremos a férmula para cos 5a utilizando

as relagdes expostas na caixa de ferramentas deste problema.

cos2a = 2cos’a —1

sin2a = 2sina cosa

cosd4a =2cos’2a—1=22cos?a—-1)*-1

cos4a = 8cos*a —8cos?a +1

sin4a = 2sin2a cos 2a = 2(2sina cos a)(2 cos? a — 1)

sin4a = 8sina cos® a — 4 sin a cos

sin4a = —8sin3 a cosa + 4 sin @ cos a

Finalmente, temos

cos 5a = cos(4a + a) = cos4a cosa — sin4a sina

cos5a = cosa (8 cos* @ —8cos?a + 1) —sina( — 8sin a cosa + 4 sin a cos a)

cos5a = 8cos®a — 8cos® a + cosa + 8sin* a cosa — 4 sin? @ cos a

cos5a = 8cos® a — 8cos® a + cosa + 8(1 — cos? a)*cosa — 4(1 — cos* a) cos a

cos5a = (8+8)cos’a+ (—8—16+4)cos3a+ (1+8—4)cosa

cos5a = 16cos®> @ — 20cos®a + 5cosa

Para a = 18°, segue que

16 cos® @ — 20 cos*a + 5cosa = cos(5.18°) = 0
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Agora, utilizaremos a mudanca de varidvel x = cos a, e entdo dividindo toda a equagdo
por x, chegamos na equagdo biquadrada em x, que tem como uma de suas raizes o valor de

cos(18°) >0

16x* —20x>+5=0

Para solucionar esta equacdo, utilizamos uma segunda mudanga de varidvel y = x?,

transformando a equacdo em uma quadrética, mais simples de se resolver

16y*— 20y +5=0

Resolvendo esta equacdo, obtemos os seguintes resultados

545
8
5-+/5
8

yi==

Y. =&

As raizes de valor negativo sdo descartadas pois como comentado anteriormente,

cos(18°) > 0. Voltando a variavel original x, as solucdes ficam

5++/5
X1 = 3
1

5-+/5
kx2= 8

Aproximando estes niimeros e voltando para o cos a, temos as opgoes

{cos a; = 0,951
cosa, = 0,588

Como a = 18°, ndo faz sentido a segunda solucio, ja que

cos 18° > cos 30° = 0,866
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Assim, segue a conclusio

5++/5

cos 18° =

Agora, para calcularmos o seno, basta utilizarmos a identidade fundamental

trigonométrica

cos?18° +sin?18 =1

qge |1 GV _ 3 45
sSin = 3 = 3 3

g |6 _2V5_ [5-2V5+1
SIS = 116~ 16 16

(V5-1? V5-1
42 4

sin 18° =

Ainda sobre o seno de 18°, perceba que com esta medida que calculamos, € possivel
construir um pentdgono regular apenas com régua e compasso, ja que o seno de 18° € igual ao
cosseno de 72°, que € o angulo central do pentdgono quando tracamos os raios da
circunferéncia circunscrita ligados aos vértices do pentidgono. Para fazer esta construcgdo,

basta seguir as instrucoes:

1. Construa o tridngulo ABC retangulo em A, com AB = 2AC. AC serd nossa
medida unitdria para o resto da construcao, assim faz sentido dizer que AB mede
2 e AC mede 1.

2. Note que a hipotenusa BC do tridngulo tem medida /5. Agora, trace a
circunferéncia (C,AC) e marque o ponto D no encontro desta circunferéncia

com o segmento BC.
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3. Note que BD mede V5 — 1 Divida BD em 4 partes iguais marcando o ponto
médio E de BD e entdo o ponto médio H de BE. Note que BH mede

V5 -1

= sin 18° = cos 72°

4. Marque o ponto [ nareta CD, tal que CI tenha medida igual a de BH.

5. Trace o segmento I/, tal que J seja um ponto na circunferéncia (C, AC) e I] seja
perpendicular a reta CD.

6. Note que com estes passos, criamos o ingulo de medida 72°, DCJ. Marque os
pontos K, L e M na circunferéncia tal que D] = JK = KL = LM = DM.

7. Trace os segmentos DJ, /K, KL,LM.DM.

8. Temos finalmente o pentagono regular DKJLMN.
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4.2 Anilise diofantina: pontos racionais sobre a circunferéncia x> + y*> = 1
Alguns pontos racionais imediatos desta circunferéncia sdo (1,0),(—1,0),(0,1),
(0,—1). Mas € pertinente questionar como obter de forma metdédica outros infinitos pontos

racionais desta circunferéncia, j4 que o método intuitivo de isolar um das incdgnitas nos

apontaria para solucdes em geral irracionais, ja que trabalhariamos com uma raiz quadrada:

y=+J1—-x% x=4[1-—y?

Quadro 5 - Caixa de ferramentas 5.

Teorema do angulo inscrito: Numa circunferéncia, a medida
do angulo central € igual ao dobro da medida do angulo
inscrito que subtende o mesmo arco.

(LOPES, 1992)

Identidade fundamental trigonométrica:

sin(a) + cos?(a) = 1

(LOPES, 1992)

A seguinte mudanca de varidvel nos fornece pontos que atendem as demandas do
problema. Primeiro vamos analisar porque esta mudanga funciona, e entdo averiguar de onde
ela surgiu. Para t racional, note que x e y também serdo racionais na mudancga, pois produto,

soma, subtracdo e divisdo de nimeros racionais resulta em um nimero racional.

_1—H 2t

X = ) =
1+¢2 YT ix e

Para verificarmos que esta mudanga de fato atende ao problema, basta substituirmos na

equagao da circunferéncia
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1—1t2 2+( 2t )2_1
1+ t2 1+¢t2)

1 —2t% + t* + 4t? B
(1 + t2)? B

14 2t% +t*

1+ 22 +t*

Logo, de fato a mudancga de varidvel soluciona o problema, e ainda mais, ela simplifica
o problema na medida em que agora temos apenas uma varidvel para definir afim de obter

pontos da circunferéncia.

1 4 3
Por exemplo, escolhendo t = p obtemos o ponto (E’ E)

. 2 5 12
Se utilizarmos agora t = 3 obtemos o ponto o'

Perceba que os nimeros (3,4,5) e (5,12,13) que encontramos nao sdo nimeros

desinteressantes quaisquer, sao ternos pitagdricos!
~ m n
Se representarmos as solugdes de x = —e y =—com m,n,z € Z, os ternos (m,n, z)
z z

que encontramos a partir da escolha de valores racionais para t serdo sempre ternos
pitagdricos.
Isto decorre do fato da equagdo x* + y* =1 do circulo ser um teorema de Pitdgoras

manipulado algebricamente

2 2

m n
m2+n2:ZZ g ?4-?:1 o x2-|—y2:1
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Agora, vale a pena explorarmos de onde veio esta mudanga. Primeiro, vamos analisar

no circulo a relacdo de x e y com as razdes trigonométricas.

Note que as medidas x e y coincidem respectivamente com cos @ € sin @, ja que o raio
da circunferéncia mede 1, e analisando o tridngulo retangulo formado, estas razdes

trigonométricas sao dadas por

, y
cosa = —, 51na=I

Substituindo na equacdo da circunferéncia, temos a identidade fundamental

trigonométrica
cos’a + sin*a =1

A estratégia agora serd tentar escrever tanto cos a quanto sin ¢ em funcdo de uma tnica

. s . a 4 A . A
variavel. Esta varidvel serd tan > Como a é um angulo central da circunferéncia, para
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A a . N . A . . s
obtermos o angulo S na circunferéncia basta tomarmos um angulo inscrito no circulo referente

ao mesmo arco que a. Observe:

O novo tridngulo retangulo formado marcando o ponto E onde temos o angulo % tem

catetos 1 + x e y. Logo, podemos escrever a tangente de %

t a Y
an— =
2 14+x
a sina

tan- = ———
2 1+4+cosa

.. a ~ .
Fazendo agora a mudanca de varidvel t = tan --e entdo isolando o seno temos
sina =(1+cosa)t

Substituindo na identidade fundamental trigonométrica, e isolando cos a, chegamos em

uma equacao de segundo grau

cos’a+ (1 +cosa)?t? =1
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cos?a + t? 4+ 2t?cosa + t?cos’a =1

(t? + 1) cos’a + (2t?*) cosa + (t2 —1) =0

—2t% 4 \J4tt — 4(t2 + 1)(t2 - 1)

cosa= 222+ 1)
2t VALY - 4tt + 4
osa= 2(t2 + 1)
—2t*4+2 —t?*+1
cosa =

202+1)  £+1

As duas solucdes sdao

—(t*+1)
cosag=—35——=-1
t“+1
1—t?
cosa = >
1+t

Como ndo queremos um valor fixo para x = cos «, utilizaremos a segunda solucdo, e

voltando a equacdo sina = (1 + cos a) t obtemos também o valor do seno

na=(1428 t—( - )t
siha = 14+t2)" \1+41¢t2

Logo, temos os valores de cosa e sina, que sdo os valores que é exatamente a

mudanca que usamos para x € y no comec¢o do problema

1-—t? _ 2t
, siha =y =
1+ ¢2 YTiv e

cosa = x =
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5 PROBLEMAS DE CALCULO

5.1 Funcdo gama I'(x) = fooo et t*"1dt aplicada a x = %

Esta deducdo foi encontrada no livro Andlise de Fourier, por M. R. Spiegel. Trata-se da
demonstracdo de um famoso resultado de uma das fungdes especiais da Matematica, a fungdo
gama, que generaliza o fatorial de um nimero natural para o conjunto dos reais diferentes de

inteiros negativos. O gréfico a seguir ilustra a funcdo gama:

Tr

Esta funcdo foi criada por Euler, de forma que mantivesse a relagdo de recorréncia do
fatorial de um ndmero natural para um conjunto maior. Neste caso, este conjunto é R\Z_, ou
seja, reais diferentes de inteiros negativos. Assim, vale

I'(x+1) =xI'(x)

E, portanto, vale também, para todo inteiro positivo n:



32

F'x+n)=(x+n—1Dx+n-2)..(x+ DxI'(x)

Assim, conhecer o valor de I'(x) em um ponto nos permite também conhecer o valor de
I'(x) em todos os pontos da forma x +n com n inteiro ndo negativo. Como I'(1) =1,
conhecemos o valor de gama em todos 0s pontos n inteiros positivos, que sdo exatamente os

valores da funcdo fatorial, de forma que
rn+1) =n!
Por conseguinte, se obtivermos o valor da fun¢do gama em um ponto x ndo inteiro
positivo estaremos obtendo o valor de gama nao somente neste ponto, mas também em uma

infinidade de outros pontos da forma x + n com n € Z.

Isto mostra a importincia do famoso resultado mostrado a seguir, que vamos provar.

Quadro 6 — Caixa de ferramentas 6.

Coordenadas Polares: E um sistema de coordenadas
bidimensional em que cada ponto no plano € determinado por
uma distancia(r) e um angulo (8), em relagdo a origem do
sistema. Assim, uma curva representada no sistema de
coordenadas cartesiano pode ser convertida para o sistema de

coordenadas polar, fazendo uma mudanca de varidveis:

X =rcosé, y =rsinf

Decorre desta mudanga também a seguinte relacao:

(STEWART, 2007)
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Comecemos o desenvolvimento do problema aplicando a funcdo no ponto em que

queremos fazer o calculo

Neste ponto, fazemos a primeira mudanca de varidvel desta solugdo
t =u? dt = 2u du

Voltando na integral, ficamos com

Agora, com um truque algébrico, for¢caremos o aparecimento de uma soma de varidveis
ao quadrado, para que possamos utilizar a mudanga de sistemas de coordenadas para o

sistema polar. Elevando a equag¢do ao quadrado, é razodvel escrevermos da forma

r? G) =4 < fo T du) < fo T dv)

r? (%) = 4f f e~ W) gy dv
o Jo

Fazendo a mudanca para o sistema de coordenadas polares, temos o seguinte

u=rcoso, v =rsind, u?+v? =r? dudv =rdrdb
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Substituindo na integral, ficamos com

/1 70°
F(—)=4f f e "rdrdf
2 0 0

Perceba que os limites de integracdo devem ser estes pois quando u e v variam do 0 ao

e . . e (P42 .
infinito, também r varia do 0 ao infinito. Agora, como a funcio e~ *¥") estd sendo

integrada no primeiro quadrante, ja que u e v ambos variam de O ao infinito, faz sentido 8
. . , T
varrer todo este quadrante, ou seja, variar de 0 até .

Esta funcdo tem primitiva ndo muito dificil de se identificar. Pela regra da cadeia

Com este resultado, devido as caracteristicas da funcdo gama, € possivel calcular a
~ 1
funcdo em qualquer ponto da forma x = >tz onde z € Z.

Segue deste resultado também, se voltarmos um pouco na dedugdo, que
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© Vr °
f e U du=7, ou f e % du=+nm
0 —co

u

A segunda equivaléncia segue do fato de a funcdo e™ * ser par, e portanto

f e W = 2[ e ¥ du
—0o0 0

Isto significa que a drea abaixo do grafico de e ¥ para todo u € R é exatamente /7.

-3 —25 -2 —1.5 -1 —-0.5 0 05 1 15 2 2.5 3

051

Como uma observacgdo final, vale comentar que esta Ultima integral e a funcdo gama
aparecem também no ramo da probabilidade. Por exemplo, esta ultima integral aparece no
desenvolvimento da integral da funcdo de densidade da distribui¢do normal, uma das mais
utilizadas para modelar fendmenos naturais.

Ja a funcdo gama tem sua propria distribuicdo de probabilidade, chamada de
distribuicdo gama, que € utilizada por exemplo para modelar quantidade de chuva em uma

determinada regido num determinado periodo de tempo.
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5.2 Velocidade de escape da Lua
Este problema estd proposto no livro Célculo volume 1, 12* edi¢cdo, por George B.
Thomas, e fala sobre a velocidade que um corpo precisa atingir para libertar-se do campo

gravitacional da lua.

Quadro 7 — Caixa de ferramentas 7.

Segunda lei de Newton: A forca resultante (F) que atua
sobre um corpo € proporcional ao produto da massa (m) do

corpo pela aceleracdo (a) por ele adquirida:

F =ma

(THOMAS, 2013)

Equacoes diferenciais separaveis: Sao equacdes que podem
. d .
ser escritas na forma ﬁ = g(x)h(y), ou seja, como o produto

de funcdes em x e y. Neste caso, a solu¢do y(x) da equacdo

diferencial saird implicitamente no desenvolvimento de:

1

Ok | 9 ax

(THOMAS, 2013)

A forga de atracdo gravitacional exercida pela Lua no corpo é dada por

mgR?

SZ

onde m € a massa do corpo, g € a aceleracdo da gravidade na lua, R é oraioda Luae s

¢ a distancia do corpo até o centro da Lua, como na ilustracao retirada do livro:



37

" Massa m

. mgR~* T T
F=- |
5

e K i

9] —

Centro

da Lua

Supondo que o corpo seja lancado verticalmente para cima a partir da superficie da Lua
com velocidade inicial vy no tempo t = 0, o problema pede que se prove, usando a segunda

lei de Newton, que a velocidade do corpo na posi¢do s € dada por

2gR?
v = gs + vy — 2gR

Como sugerido na descricdo do problema, vamos utilizar a segunda lei de Newton.

Como F € a unica forca atuando sobre o corpo, segue que

mgR?
F=— gz =ma
S

Dividindo os dois lados da equagdo por m, resta

Agora, da Fisica temos que por defini¢do a aceleracdo de um corpo € igual a derivada
temporal de sua velocidade, que por sua vez € a derivada temporal da posicao do corpo.

Aplicando a regra da cadeia segue entio que

_dv_dvds_dv
CTdt Tdsdr ds’
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. . dv ~ .
Assim, faremos a mudanga de varidvel a = v -, ha equagdo da segunda lei de Newton.

Note que chegamos entdo numa equacdo diferencial separavel

Logo, separando a equacdo colocando os termos s com ds e os termos em v com dv, e

integrando dos dois lados, temos (sendo termos na forma C; constantes vindas da integracdo)

— szidszfvdv
g 2

2

—gRZ(—1)+C LA,
s 172 2

29gR?
=29

+ C3

Nossas condicdes iniciais falam de v = vy no tempo t = 0, ou seja, no momento do
lancamento. E correto afirmarmos entdo que neste momento, s = R, j4 que é o exato

momento em que o corpo vai ser lancado. Segue entdo

2gR?
voz = (gle +C3 - C3 =1702—2gR

Substituindo entdo esta expressdo no lugar de €3 na equacdo de v, temos finalmente o

que queriamos provar:

2gR?
v = gs + vy — 2gR

Podemos concluir que a velocidade se mantém positiva desde que v, — 2gR = 0, ou

seja, desde que v, = ,/2gR . Dizemos portanto que vy = ,/2gR € a velocidade de escape da

Lua.
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Na verdade, esta forma geral representa a velocidade de escape de um corpo celeste
qualquer, utilizando os valores apropriados de gravidade e raio.

A titulo de curiosidade, podemos trazer dados para o problema, e entdo calcular esta
velocidade para a Lua. Como a gravidade na Lua é de aproximadamente 1,62 m/s? e o raio

da Lua € de aproximadamente 1738 km = 1738000 m, temos que

Vo =+/2.1,62.1738000 m/s

vy = 2,38 km/s
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5.3 Modelando uma populacao de ursos com uma equacio logistica diferencial

Este problema estd resolvido no livro Célculo, volume 1, 10* edi¢do, por George B.
Thomas, e fala sobre uma populagdo de ursos vivendo num parque nacional, sendo que o
crescimento da populacao segue uma equacgao logistica diferencial.

Esta é uma equacdo prépria para descrever crescimentos populacionais, utilizando um
crescimento quase exponencial num estdgio inicial até chegar num estdgio de satura¢do onde
o crescimento diminui gradativamente, em respeito a um limite estabelecido.

O autor resolve a equacdo diferencial como uma equacgdo separdvel. No entanto, nesta
secdo veremos um jeito diferente, utilizando uma mudanga de varidvel para transformar a

equacdo diferencial numa mais simples.

Quadro 8 - Caixa de ferramentas 8.

Derivada do produto: Se u e v sdo fungdes derivaveis em x,

entdao o produto uv também €, e

(THOMAS, 2013)

Equacoes diferenciais lineares de primeira ordem: Para
resolver a equagdo linear Z—z+P(x)y = Q(x), basta

multiplicar os dois lados pelo fator integrante I(x) e integra-

los.

I(x) = el P(x)dx
(THOMAS, 2013)

O problema descreve um parque que tem capacidade para abrigar no maximo 100
ursos, e diz que no momento ha 10 ursos no parque. Assim, a equagdo logistica diferencial
indicada pelo autor para o problema tem uma solu¢do que converge para um limite de 100

ursos, apresentada a seguir.
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ap = 0,001(100 — P)P
dt

Nesta equacgdo, P € a fungdo de t que representa a populacio de ursos, sendo t o tempo
representado em anos passados desde o momento inicial quando haviam 10 ursos no parque.
Com estes dados, é pedido que determinemos uma solu¢do P(t) para o problema, e que
calculemos quanto tempo deve levar para que haja 50 ursos no parque.

Fazendo a distributiva de (100 — P)P, ficaremos com uma equagio onde aparecem uma
funcdo, o quadrado desta fun¢do e a derivada desta funcdo. Porém, utilizando uma bela
mudanca de varidvel, podemos reduzir este problema a um onde s aparece uma fungdo e sua

derivada, sem o quadrado da func¢do. A mudanca é
zP =1
Derivando os dois lados desta equacdo em relacao a t, temos que

dP+sz 0
—_— _— -
Zar T ar

dP_ dz P

dt —  dt'z
Veja que voltando a equacgado diferencial e fazendo as contas, atingimos o objetivo de

eliminar o elemento de quadrado da fungao.

dz P 1\ 1
——.—=0,001(100——>—
dt z z)z

dz 1 _0,001(100z — 1)

dt ' z2 72
dz _z 1
dt 10 1000
dz =z 1
—_—t —=—
dt 10 1000

Ora, esta ¢ uma equacgdo diferencial linear de primeira ordem que € simples de se

resolver usando o fator integrante, que neste caso sera
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1 t
v(t) = e/T0% = ¢T0

Multiplicando os dois lados da equagdo diferencial por v(t) e integrando-os, obtemos a

solucdo geral da equagdo em z.

t
id Oe10 c
—_ 10 =
j (Ze ) t 1000+ 1
t
t el c
10 = ——
ze 100+ 1
t
eﬁ Cl _t
zZ= ~+—F=0,01+Ce 10

100e10 e10
N s 1 ~
Voltando a varidvel P = ~, temos a solucdo geral do problema dos ursos.

1
P =

t
0,01 + C,e” 10

Utilizando o valor inicial fornecido pelo problema de que haviam 10 ursos no parque

em t = 0, podemos calcular o valor da constante para a solug¢do particular do problema.

P0)=10=———
© 0,01 + C,e°

100,01+ C,) =1

10, =1-0,1
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. 9
17100

Substituindo o valor de C; na solugdo e fazendo pequenos ajustes chegamos em

p__ 100
1+ 9et/10

Agora podemos calcular quanto tempo levaria segundo este modelo para que o parque

contenha 50 ursos.

100

20 = T3 ge-wmo

2

1= 11 9e w0

9e—t/10 =1

e—t/10 — 1

L omio o
10 "o~ 1"

t=10In9 = 22

Portanto demorariam aproximadamente 22 anos para que hajam 50 ursos no parque.
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6 PROBLEMAS DE COMBINATORIA

6.1 Numero de solucoes inteiras de uma equac¢ao com n variaveis maiores ou iguais a z

Este problema estd desenvolvido na Revista do Professor de Matematica N° 73, no
artigo “Combinatéria: ndmeros de solucdes inteiras e ndo negativas de uma equagdo”, por
Mauro Munsignatti Jr.

O intuito do autor € inicialmente mostrar um método de se responder o questionamento
sobre o nimero de solugdes inteiras ndo negativas de uma equagdo com vdrias varidveis.
Porém, a parte mais interessante e que o autor faz sem dar muita importancia € o fato de que
podemos generalizar a solucdo para uma quantidade de problemas muito maior, de equacdes
onde as varidveis s30 maiores ou iguais a um nimero Z inteiro qualquer ao invés de apenas

ndo negativas, utilizando mudancas de varidveis! E isso que iremos explorar nesta secao.

Quadro 9 - Caixa de ferramentas 9.

Combinacoes completas: O nimero de modos de selecionar

p objetos, distintos ou ndo, entre n objetos distintos é dado por

_(n+p-1)!
P pl(n —1)!
(CARVALHO, 2004)

CR

Faz sentido comegarmos mostrando a solu¢do do problema para o caso em que as
varidveis devem ser ndo negativas. Tomemos uma equacdo simples como exemplo para

compreendermos a ideia por trds da solucdo geral.

x1+x2+X3=3

Quantas solugdes inteiras ndo negativas existem para esta equacdo? Bom, como o
problema € bem simples, podemos simplesmente listar as solu¢des neste primeiro momento:
(3,0,0), (0,3,0), (0,0,3), (2,1,0), (2,0,1), (1,2,0), (0,2,1), (1,0,2) (0,1,2) (1,1,1). 10

solugdes.
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Se tomarmos uma equagdo diferente, no entanto, com mais varidveis e igualadas a um

valor maior, como
X1+x2+X3+x4 =8

Seria bastante cansativo tentar listar todas as solugdes. Porém, segundo o autor, existe
um jeito simples de se resolver este problema, utilizando combina¢des completas. De forma
geral, dado uma equacdo da forma x; + x, + .-+ x,,_1 + X, = p onde as varidveis sdo todas

ndo negativas, o nimero de solugdes inteiras ndo negativas deste problema ¢ dado por

n+p-—1)!

CR, n = (n+p-1)
’ p!(n—1)!

Vejamos que de fato se aplicarmos isto ao nosso primeiro exemplo x; + x, + x3 = 3,

acharemos a mesma quantidade de solucdes que encontramos através da listagem.

_ B3+3-1)!
CRss =73 B3-1!
5!
CR3’3 ﬁ_ 10

Podemos entdo usar este método para calcular também o niimero de solugdes inteiras

ndo negativas do nosso segundo exemplo x; + X, + x3 + x4, = 8

_(4+8-1)!
CRaa =g (4 —1)!
111

z

Agora, o interessante é notar que podemos transpor problemas diferentes para esta
mesma situagdo usando a mudanca de varidaveis. Consideremos a questdo de vestibular (UEL-

2004) apresentada no artigo:
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Numa competicdo internacional, um pais obteve, no total, 10 medalhas dentre as
de ouro, prata e bronze. Sabendo-se que esse pais recebeu pelo menos uma
medalha de ouro, uma de prata e uma de bronze, quantas sdo as possibilidades de

composicdo do quadro de medalhas do pais?

Note que agora procuramos nio mais solucdes inteiras nao negativas, mas sim solugdes
inteiras estritamente positivas para a equacdo x; + x, + x3 = 10, ou seja, devemos ter
x1=21, %21, x3=>1.

Podemos resolver este problema a partir da solucdo deduzida anteriormente utilizando
uma mudanca de varidveis em que nossas novas varidveis sejam nao negativas ao invés de

inteiras positivas. Neste caso, usaremos

X1:y1+1, x2:y2+1, x3:y3+1

Com esta escolha temos que y; =x; —1>0, y, =x,—-1>0, y3=x3—1>0.0

problema fica reduzido entdo ao caso que ja conhecemos. A equacdo do problema fica

yity:+ys=7

E o nimero de solugdes inteiras ndo negativas desta equagao €

_B+7-1)!
CRrs == (3-1)!
9!
Cr5 =51~ 36

Assim, hd 36 possibilidades de compor o quadro de medalhas deste pais.
O que podemos abstrair deste desenvolvimento € que com o uso de mudanga de

varidveis podemos entdo resolver uma infinidade de equagdes da forma

x1+x2+~"+xn_1+xn=p
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Onde os x; podem ser limitados inferiormente por diferentes nimeros z inteiros,
inclusive nimeros z negativos!

Por exemplo, considere a seguinte equagdo com x; = 3, x, = —5, x3 =0, x, = —10,
X5 = 2

X1+ Xy +x3+x4 +x5 =25

Mudando as varidveis para que tenhamos y; =0, y, >0, y3 >20,y, = 0,y; = 0, as

mudancas serdao

X1 =y +3, X, =Yy, — 5, X3 = Y3, X4 = Yyq — 10, Xs =Yy3 +2

Ficamos com

yitY,+Yys+ys+ys =35

E, portanto, a equagdo original tem o seguinte nimero de solucdes inteiras:

_(5+35-1)!
CRsss = 35 (5—1)!
39!

CRss 5 = 82251

~ 3514
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7 PROBLEMAS DE GEOMETRIA ANALITICA

7.1 A hipérbole xy = 1

Py ~ 1
Desde de os tempos de escola, aprendemos que o grafico da fungdo y = ~ representa

uma hipérbole. No entanto, quando estudamos geometria analitica a nivel superior, vemos que

uma hipérbole tem uma série de equagdes que podem representa-la, como

N
N
N
N

QN| i
%03

Estas equagOes retratam os casos mais cldssicos, quando os focos estdo sobre os eixos e

o centro da hipérbole € a origem. Num caso mais geral, temos algo da forma

Ax* + Bxy + Cy*+Dx+Ey+F =0

Esta equacdo descreve uma série de conicas, mas dependendo dos valores destas
constantes pode descrever inclusive uma hipérbole. Visto que nenhuma destas formas parece
tao simples quanto a equacdo xy = 1, um aluno que esteja iniciando nestes estudos pode se

questionar: “serd mesmo que a equacdo xy = 1 descreve uma hipérbole”?

Quadro 10 - Caixa de ferramentas 10.

Rotacao de eixos em torno da origem: A rotacdo dos eixos
x e y no sentido anti-hordrio de um angulo 8 d4 origem a
novos eixos X e y, em relacdo aos quais um ponto P de
coordenadas originais (x,y) terd agora coordenadas (X,7).

Essas novas coordenadas estdo relacionadas as antigas por:

()=(s “was0))
(5)= (e cose) )

(BEZERRA, 2010)
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A verificagdo de que xy = 1 realmente descreve uma hipérbole vem da mudanca de

varidveis caracterizada pela rotagdo de eixos. Mais especificamente, realizaremos uma rotacao
de 45°, que dard para nossas novas varidveis as relacoes

T

_A A . 7T _/\- 7T+A n
X = X cos ysm4, y—xsm4 ycos4
V2 V2o
x=7(x—y). y=7(X+y)

Substituindo na equacdo xy = 1, ficamos com

Esta sim, claramente uma hipérbole, se encaixando na primeira defini¢do de hipérbole

apresentada no comeco deste problema. E interessante analisarmos graficamente o que esta
rotacdo representa.

¥ 4|
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N

Veja que ap6s a rotagdo de 45° temos uma hipérbole das mais cldssicas, centrada na
origem do plano de coordenadas e com seus focos sobre os eixos. Assim, € claro que a
expressao xy = 1 representa uma hipérbole.

Para finalizar, vale destacar que na expressdo geral das conicas, citada no comeco do
problema e expressada a seguir, existe um critério para saber se a equacdo representa uma

hipérbole.

Ax*+Bxy +Cy*+Dx+Ey+F =0

Dada uma conica ¢ com uma expressao desta forma, ¢ serd uma hipérbole ou um par de
retas se B> — 4AC > 0.

Assim como no caso desenvolvido, podemos eliminar o termo xy da equacdo através de
uma rotagdo. Também elimina-se os termos x e y através de uma outra mudanca, a translacdo
dos eixos x e y. Disto, concluimos que existem uma infinidade de hipérboles que com a
rotacdo e a translacdo certa podem ser escritas ela da forma simples xy = K, para algum

K e R.



51

8 CONSIDERA COES FINAIS

Com os estudos realizados ao longo do desenvolvimento deste trabalho, ficou claro o
poder e a versatilidade do método da mudancga de varidvel.

Em alguns problemas, pudemos provar resultados de forma categérica, enquanto em
outros chegamos em generalizagcdes nascidas de um problema que abarcavam uma quantidade
infinitamente maior de outros problemas.

Houve também problemas em que o método nos deu rotas alternativas de
desenvolvimento da solucdo, e problemas em que o método proporcionou uma rota quando
parecia em um primeiro momento nao haver rotas possiveis.

E interessante perceber também que o método nio somente nos ajuda na resolucio de
problemas praticos, numéricos, mas também na demonstracdo de resultados puramente
algébricos.

Interessante também € reiterar o quanto o método € utilizado nas mais diferentes areas
da Matemadtica, visto que trouxemos aqui diversas dreas, mas ainda ficaram de fora mais de
problemas que tem solucdo através das mudancgas de varidveis.

No inicio dos meus estudos neste tema, eu tinha apenas uma leve curiosidade com o
mesmo. No entanto, apos ver alguns destes problemas serem resolvidos de forma tao elegante,
passei a me interessar muito pelo assunto, procurando tanto nas minhas aulas quanto no dia a
dia encontrar novos problemas que eu pudesse utilizar o método para expor aqui neste
trabalho.

Também foi valioso este estudo na medida que me fez pesquisar muitos livros de
diversas dreas da Matemdtica, me dando um pouco mais de bagagem numa visdo geral das
diversas dreas estudadas na graduacdo, e até em alguns assuntos além dos estudados na

graduacio.
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