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RESUMO

Esse trabalho tem como objetivo apresentar uma introdugao a teoria
de valoragoes em corpos, bem como sua relagdo com algumas outras
teorias da matematica. O trabalho foi pensado com alunos da gra-
duacao em mente, significando que conceitos incomuns na graduagao
serao abordados na medida do necessario para o entendimento do leitor
nao habituado com os mesmos.
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1 INTRODUCAO

Esse trabalho tem como tema estudar o conceito de valoracao
em corpos. Por se tratar de uma monografia de TCC, e portanto poder
eventualmente ser lido por um aluno de graduagao em matemadtica,
ou area relacionada, serd dada uma abordagem o mais auto-contida
o possivel para ele. Nessa abordagem, assumiremos conhecimento do
leitor em teoria de anéis e grupos, bem como nos conceitos introdutoérios
de andlise. Conceitos de algebra linear ajudarao na intuigdo, mas nao
sao, de fato, mais pré-requisitos.

Escolhemos ter esses conteudos como pré-requisito pois os mes-
mos sao normalmente obrigatérios em cursos de graduagao, mas outros
conteudos relevantes, tais como topologia, grupos ordenados e médulos,
serao introduzidos ao leitor conforme necessério.

Como dito, comegaremos com uma introdugao a topologia na
qual apresentaremos o conteido necessério ao leitor. Em seguida, ini-
ciaremos o estudo de valor absoluto em um corpo, seguindo a definicao
de normas em um espaco vetorial. Serd apresentado uma classe de va-
lores absolutos com uma propriedade que nao é anédloga a de normas,
e que serd nosso alvo de estudo, junto com suas generalizagOes. As
propriedades métricas e topoldgicas que se pode obter serao estudadas
logo em seguida.

Buscando generalizar o que foi estudado, definiremos um grupo
abeliano ordenado, e apds estudarmos algumas das propriedades que
surgem, iremos uséd-los como ferramenta na generalizacao que busca-
mos. Apds isso, algumas caracterizagoes serdo provadas, relacionando
0 nosso objeto principal de estudo com divisibilidades e corpos proje-
tivos.

Finalmente, iremos ver como valoracoes nos ajudam a entender
polindmios com coeficientes em um dominio de integridade, e usaremos
o que vimos para definir e estudar brevemente os anéis de Prifer. Apéds
isso, veremos que outros estudos podem ser feitos na area, bem como
mencionaremos generalizacoes que foram usadas fora da &rea.

A referéncia principal desse trabalho sera o livro Valuation The-
ory de Otto Endler [1], e essa serd referida como “referéncia principal”
ou apenas como “referéncia’”.
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2 NOCOES DE TOPOLOGIA

Com o intuito de deixar esse trabalho o mais acessivel possivel
para alunos de graduacgao, iremos dar algumas nogoes topoldgicas con-
forme for necesséario saber para nossos fins, comegando pela defini¢ao
de espago topoldgico. O leitor interessado pode consultar [2].

Definigao 1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma topologia em X ¢é
uma familia T de subconjuntos de X com as sequintes propriedades:

)0, X er

2)A,Ber — ANBerT

3)TCr = YUer

UET

O par (X,7) € dito um espago topoligico e os elementos de T
sao chamados de abertos. Se x € X e U € T sao tais que x € U, entao
U é€ dita ser uma vizinhanca aberta de x.

Observagao 2. Note que a propriedade 2 € suficiente para mostrar que
uma intersecao finita de abertos €, novamente, um aberto. Um esboco
de como mostrar isso € notar que A;NAsN...NA, = A1N(AxN...NA,),
aplicar inducgao supondo que a intersecao dos n—1 abertos € um aberto
e aplicar a definigdo para mostrar que a interse¢do de Ay com esse
aberto ainda € um aberto.

Exemplo 3. Dado um conjunto X ndo vazio, a familia de todos os
subconjuntos de X € uma topologia para X, chamada de topologia dis-
creta sobre X. De fato, ) e X sdo subconjuntos de X, a intersecao de
dois subconjuntos de X é um subconjunto de X e a unido de quaisquer
subconjuntos de X € um subconjunto de X.

Exemplo 4. Dado um conjunto X ndo vazio, T = {0, X} € uma to-
pologia para X, chamada de topologia cadtica sobre X. De fato, por
construcdo, 0, X € 7. Dados dois elementos de T, ou ambos sio X,
nesse caso a intersecio é X € T, ou um deles é (), e nesse caso a
intersecdo é ) € .

Exemplo 5. Seja (M, d) um espago métrico. Da andlise, definimos um
aberto dele como sendo um congunto U tal que para qualquer x € U,
existe 1 € R := {s € R;s > 0} tal que B,(z) C U. E conhecido que
o conjunto de todas as bolas de M tem as propriedades da defini¢do
acima, logo, € um espaco topoldgico sobre M .

Por algum tempo, o ultimo exemplo serd o unico tipo de espago
topoldgico que trabalharemos, mas quando falarmos de valoracoes de
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Krull, precisaremos de espagos topoldgicos que nao vem de um espago
métrico. E interessante dar um nome para os espacos métricos com-
preendidos no ultimo exemplo.

Definicao 6. Um espago topoldgico (X, 7) € dito metrizdvel se existe
alguma métrica d sobre X tal que T € o conjunto dos abertos dessa
métrica. Nesse caso, dizemos que T € a topologia induzida por d.

Em topologias metrizaveis, sabemos da definicao que dado um
aberto e um ponto dele, existe uma bola centrada nesse ponto que
esta contida no aberto. Esse nocao se estende para espagos topoldgicos
via bases, das quais falaremos adiante. Por hora, iremos provar um
resultado semelhante que nos ajudara adiante.

Teorema 7. Seja X um espaco topoldgico e U C X. Entao U € aberto
se, e somente se, para todo x € U existe uma vizinhanca aberta U, de
x tal que U, CU.

Demonstracao. Suponha que U seja aberto. Entao para cada z € U,
tome U, = U. Claramente, U, é aberto e x € U, C U. Reciproca-
mente, se temos U, para cada z como na hipétese, de {z} C U, C U

temos
Uv=Jf{ztcJU.CU
zecU zeU

Sabemos da definicao de espaco topoldgico que uniao qualquer de aber-

tos é aberto, logo U = |J U, é aberto.
zeU
|

Assim como em espagos métricos, estamos interessados em sa-
ber quando uma sequéncia é convergente e uma funcao é continua.
Para chegar a essas definigdes, note que d(x,y) < £ é o mesmo que
y € Be(z). Substituindo essa bola por um aberto que contém x como
elemento, obtemos a definicao para espagos topologicos. Veremos mais
adiante, quando falarmos em bases, que essa definicao coincide com a
defini¢do usual para espagos métricos. Abaixo, daremos essas defini¢oes
formalmente.

Definicao 8. Seja (X, 7) um espago topoldgico e (x,), cyy wma sequéncia
de elementos de X. Dado um elemento x € X, dizemos que a sequéncia
(%n), ey converge para x se para toda vizinhanga aberta U de x, existe
ng € N tal que para n > ng temos x, € U. Denotaremos isso por

n—oo

Ty — T
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Note que nao definimos os sentido de lim z, = z. Evitaremos
n—oo

usar o simbolo de igualdade nesse caso, pois diferente do que acontece
com espacos métricos, em um espago topolégico, uma mesma sequéncia
pode convergir para varios elementos distintos.

Exemplo 9. Considere X um conjunto com ao menos dois elementos
e T a topologia cadtica em X. Seja (xy),cy qualquer sequéncia de de
X e x € X qualquer. Dado uma vizinhanca aberta U de x, temos
z e U € {0,X}, logp U = X. Entdo, tomando ng = 0, se n > ng
temos x,, € X = U, logo qualquer (), oy converge para qualquer x.

Mais abaixo, quando virmos espagos topoldgicos de Hausdorff,
mostraremos que neles toda sequéncia que converge para algum ele-
mento converge para um unico elemento. L4, definiremos o sentido de

lim x, = z da maneira evidente. Agora, mudando para continuidade,
n—roo

a motivagao é andloga ao que foi feito antes.

Definicao 10. Sejam X e Y espacos topoldgicos e F' : X — Y uma
funcdo. Dado x € X, diremos que f € continua em X se para toda
vizinhanga aberta V de F(x) em Y, existe uma vizinhanga aberta U
de x em X tal que f(U) := {f(x);x € U} CV, isto é, para qualquer
' € U temos f(z') € V. Se f for continua em todo ponto de seu
dominio, diremos que f € continua.

A seguinte caracterizagao é usada frequentemente:

Teorema 11. Sejam X e Y espacgos topoldgicos e f : X — Y uma
funcao. Entdo f € continua se, e somente se, para todo aberto V de'Y
temos que f~1(V) := {z € X; f(z) € V} € aberto. Em outras palavras,
fungées continuas sao, precisamente, as fungéoes que levam apenas (mas
ndo necessariamente todos) os abertos em abertos.

Demonstracdo. Suponha f continua. Entao, dado um aberto V' de Y,
considere U = f~}(V). Para cada x € U, temos f(z) € V e como f é
continua, ela é continua em x e logo existe uma vizinhanca aberta U,
de z tal que f(U,) C V. Tome 2z’ € U,. Temos f(z') € f(U) CV
e logo 2/ € f~1(V) = U. Disso, conclufimos U, C U. Do teorema 7,
U é aberto. Reciprocamente, suponha que f~1(V) é aberto para todo
aberto V' de Y. Entao, dado « € X e V vizinhanga aberta de f(z) em
Y, tome U = f~1(V). Da hipétese temos que U é aberto, de f(z) € V
temos que x € U e dado 2’ € U temos que f(z') € V, provando a
continuidade de f em x. Como z foi qualquer, concluimos que f é
continua.
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Agora introduziremos o conceito de base de um espago topoldgico,
que é similar ao conceito de bolas de um espaco métrico.

Definicao 12. Seja X um conjunto. Uma colecio 8 # O de subcon-

juntos de X ¢é dita uma base de X se |JB = X e se dados B1,Bs € §
e x € By N By, existe B € [ tal que x € B C By N Bs.

Exemplo 13. Se X é um conjunto qualquer, entdo {X} € base de X,
bem como a cole¢ao de todos os subconjuntos de X .

Exemplo 14. Se (M,d) é um espago métrico, entdo o conjunto 5 de
todas as bolas do espaco métrico é uma base de M.

Teorema 15. Seja X # () um conjunto e 8 uma base de X. Defina
uma cole¢do T de subconjuntos de X da sequinte forma: U € T se, e
somente se, para todo x € U, existe B € 8 tal que x € B C U. Entao
T € uma topologia em X com 3 C 7 e além disso, se T’ € uma topologia
de X para a qual B C 7/, entdo 7 C 7' (isto é, T é a menor topologia
de X que contém ).

Demonstracao. Por vacuidade, ) € 7. Além disso, tome z € X e note
que como [ é base, existe B € [ tal que x € B. Entao, B C X,
mostrando que X € 7.

Agora, tome U,V € 7. Dado z € UNV/, existem By, By € (3 tais
quex € By CUex € By CV. Tome B € Stalquex € B C ByNBy,
que existe pois [ é base, e observe que x € B C ByNBy CUNV,
logo UNV € 7. Finalmente, considere T' C 7 e note que dado z € T,
existe Uy € T tal que x € Uy. Tome B € S tal que z € B C Uy e

conclua que z € B C |J U, provando que 7 é topologia.
UET
Agora, considere U € (§ e note que dado = € U, temos x € U C

U,logo U €.
Se 7/ é topologia em X tal que 8 C 7/, tome U € T qualquer e
para cada x € U, fixe B, € f com z € B, CU. Temos B, € 8 C 7/,

logo, de 7’ ser topologia, U = |J B, € 7/, provando 7 C 7.
zcU
|

Exemplo 16. A base {X} gera a topologia cadtica. De fato, se U é um
aberto nao-vazio da topologia gerada, temos que para v € U escolhido
arbitrariamente, x € X CU. Como U C X, concluimos X = U.

Exemplo 17. Jd a base formada por todos os subconjuntos de X gera
a topologia discreta. De fato, dado U C X, para x € X tome B = {z}.
Temos x € B C U, logo U € aberto.
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Exemplo 18. Se (M,d) é espago métrico e 5 é a base das bolas do
espaco, a topologia gerada por B € a topologia induzida de d.

Diversos conceitos da topologia que sao dados em fungao de aber-
tos podem ser dados em fungao dos elementos de uma base. Como
exemplo, mostraremos isso para limite de sequéncias e para continui-
dade.

Teorema 19. Seja (X, 7) o espago topoldgico gerado por uma base
B de X. Dada uma sequencia s = (x;),cy de elementos de X e um
elemento x € X, a sequencia s converge para T se, e somente se, para
todo B € B com x € B, existe ng € N tal que se n > ng, entdo x, € B.

Demonstracdo. Como todo elemento de  é aberto, se s converge para
z, aplicamos a definicao de convergéncia para obter o resultado que
queremos. Reciprocamente, dado U € 7 com « € U, tome B € f3 tal
que z € B C U. Temos que da hipdtese, existe ng € N tal que se
n > ng, entao x, € B C U, concluindo a demonstragao.

|

Teorema 20. Sejam (X,7) e (Y,v) os espagos topoldgicos gerados,
respectivamente, pelas bases B C 7 e v C v. FEntdo uma funcdo f :
X — Y € continua em um ponto x € X se, e somente se, para todo
C €~ com f(z) € C, existe B€ 8 com x € B tal que f(B) C C, isto
é, para todo y € B, f(y) € C.

Demonstracao. Novamente, como elementos de 3 sao abertos de X e
elementos de y sao abertos de Y, assumindo a continuidade de f, o
resultado que queremos provar é imediato. Reciprocamente, considere
V € v com f(x) € V. Entao existe C' € v tal que f(x) € C C V. Da
hipétese, existe B € 8 C 1 tal que para todo y € B, f(y) € C C V,
provando a continuidade da funcao.

|

Como podemos ver até o momento, a nocao abstrata de topo-
logia nos dé uma teoria ja rica. Ainda assim, é necessario pedir mais
coisas para que os espagos topolégicos se comportem mais proximos da
intuicdo métrica que temos (por exemplo, toda sequencia convergente
ter um tdnico limite). H4 vérias formas de se fazer isso, como por exem-
plo com os Axiomas de Separagdo, mas veremos aqui apenas o axioma
conhecido como T2 (ou Hausdorff).

Definicao 21. Um espago topoldgico (X, T) € dito ser um espago de
Hausdorft quando dados x,y € X com x # y, existem abertos U,,U, €
T tais que x € Uy, y € Uy e U, NU, = 0.



16

Nem todos os espagos que trabalharemos serao metrizaveis, mas
normalmente, estes serao Hausdorff. Mostraremos que em um espaco
Hausdorff, o limite é tinico sempre que existir.

Teorema 22. Seja (X,7) um espago topoldgico Hausdorff. Se s =
(74),cn € uma sequéncia de elementos de X e x,y € X sdo tais que s
converge para T e § converge para y, entdo x =1y.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que = # y. Entao, pela pro-
priedade Hausdorff, existem U,,U, € 7 tais que x € U,, y € Uy e
U, NU, = (. Da defini¢do de convergéncia, existem nq,ns € N tais que
sen > nj em > ng, entdo x, € U, e z,, € Uy. Tome n = max(ni, na).
Temos n > ny e n > ng, logon € U, e n € U,. Mas isso contradiz
U, NU, = 0. Por absurdo, z = y.

Observagao 23. Se o caso acima ocorrer, definiremos lim =z, := x =
n—oo
.

Por ultimo, faremos uma outra construgao nos moldes do que foi
feito em bases. Essa construcao nao é usual em introducoes, mas um
caso muito particular dela serd usado quando estudarmos valoragoes
de Krull. Essa construgao serd repetida la no caso que nos interessa,
e portanto o leitor nao interessado poderd ir diretamente a préoxima
sessdo. Por esse motivo, usaremos um conceito que sé iremos definir (em
um caso particular) mais & frente, assumindo que o leitor interessado
ja conhece o mesmo.

Considere (R, -, <) um monoide comutativo dirigido (para baixo),
isto é, um monoide comutativo parcialmente ordenado tal que dados
z,y € R, existe z € R tal que z < z e z < y. Suponha também que R
admite minimo 0, que R # {0} e que dados z,y € R tais que = < y,
existe ' € R tal que 2’ > 0 e z + 2’ < y. Dado um conjunto M, seja
d: M x M — R uma funcao satisfazendo propriedades andlogas as de
espago métrico, isto é:

1)d(z,y)=0ez=y

2) d(z,y) = d(y, z)

3) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

Em M, podemos definir uma base 7 da seguinte forma: Dados
x € Mer e R* =R\ {0}, defina a bola de centro z e raio r como
o conjunto B,.(z) = {y € M;d(z,y) <r}epf ={B.(z);z € Mer €
R*}. Temos de imediato a seguinte propriedade:

Teorema 24. Nas notacdes acima, dado r € R* e dados x,y € M tal
que d(x,y) < r, existe s € R* tal que Bs(y) C B(z).
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Demonstragao. De fato, tome s tal que d(z,y) + s < r, como na
definicao de M. Se z € Bg(y), entdo d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) <
s+d(y,z) <r,logo Bs(y) C B.(x).

|

Note que S é de fato uma base, pois dado x € M, d(z,z) = 0,

portanto qualquer r € R* é tal que x € B,.(z) e temos |J B.(x) = M.
zeM
Além disso, se By(z), Bs(y) € B, considere z € B,(x) N B,(y) e tome

t,te,ty € R* tais que:

(1) Bi,(2) € By(z) e By, (2) C Bs(y) (existem, do teorema
acima).

(2) t <t, et <t, (existe, pois M ¢ dirigido.)

Temos que By(z) C By, (2) C Br(z) e B(2) C By, (2) € Bs(y).
Provamos que z € B(z) C B.(z) N Bs(y). Tome 7 como sendo a
topologia gerada por .

Ja vimos caracterizagoes da nogoes de limite de sequéncia e con-
tinuidade para topologias geradas por bases, mas nesse caso particular,
nossa topologia assume caracterizagoes ainda mais parecidas com as de
um espago metrizavel, onde as bases precisam ser centradas no ponto
em questao:

Teorema 25. Nas notacgoes acima, U € T se, e somente se, para todo
x €U, existe r € R* tal que B.(z) CU.

Demonstragdo. Se U é um aberto, entao dado x € U, existe B;(y) € S
tal que z € Bs(y) CU. Tome r € R tal que B, (z) C Bs(y), e obtemos
a bola centrada em x desejada. Reciprocamente, suponha que tal r
sempre exista. Entao, dado = € U, a bola B, (x) é um elemento de § e
x € By(xz) C U, provando que U é aberto. |

Teorema 26. Nas notagoes acima, (M, 7) é Hausdorff e lim z, =z
n—oo

se, e somente se, para todo € € R*, existe ng € N tal que para n > ng,
d(zp,x) <e

Demonstragao. Considere xz,y € M com x # y e note que d(z,y) > 0.
Separaremos em dois casos: suponha inicialmente que existe s € R* tal
que s < d(z,y). Entado podemos tomar r € R* tal que s +r < d(z,y).
Entéo, z € B,.(z), y € Bs(y) e se supormos z € B,.(x) N By(y), temos
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) <r+s <d(zvy), o que é uma contradigio,
logo B,(xz) N B.(y) = 0.



18

Agora, suponha que nao exista s € S* tal que s < d(z,y). Con-
sidere r = d(x,y) e note que x € B,.(z) e y € B,(y). Agora supo-
nha por absurdo que exista z € B,.(z) N B,(y). Entao como r > 0,
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) <r+r <r =d(z,y), o que é uma con-
tradi¢ao e logo B.(z) N B.(y) = . Como para cada z,y € M com
x # y um dos dois casos acontece, concluimos que (M, ) é Hausdorff.

Finalmente, suponha que nh_)rréo z, = x. Entao dado € € R*,

B.(x) é uma vizinhanga aberta de z. Da convergéncia, existe ng € N
tal que se n > ng, entdo =, € B.(z). Mas entdo, d(z,,x) < €, €
encontramos o valor desejado. Por outro lado, se tal ng existe para
qualquer &, podemos tomar um B,(y) € § com z € B,.(y) e lembrar
que existe e € R* tal que B.(z) C B,(y). Entéo, tomando ng adequado,
temos que se n > ng, entdo d(z,, ) < € e entdo, x, € B:(x) C B,(y)

e lim z, = x.
n—oo

Teorema 27. Nas notagdes acima, se N # () é um conjunto, (S, +, <)
é monoide dirigido nas mesmas hipdteses de R ed : N x N — S €
uma fungao com as propriedades de espago métrico, entao uma func¢do
f: M — N € continua em x € M se, e somente se, para todo € € S*,
existe § € R* tal que se para qualquer y € M, vale que d(z,y) < 6 =

d'(f(x), f(y)) <e.

Demonstragao. Seja B.(y) a bola de N com centroy € N e raio s € S*
e B é o conjunto das bolas de (INV,d'). Suponha f continua e tome
x € M, e € S*. Entao f(z) € BL(f(z)) € 8, logo existe B,.(z') € 8
tal que f(B,(z")) C BL(f(x)). Tome § € R* tal que Bs(z) C B.(2') e
note que se d(z,y) < 4§, entdo y € Bs(z) e logo f(y) € BL(f(x)), isto
é, d'(f(y), f(x)) < e. Suponha agora a hipétese da reciproca. Temos
que dado Bl.(y) € 8’ com f(z) € B.(y), podemos tomar ¢ € S* tal
que B.(f(x)) C Bl(y). Entao, pulando passos andlogos aos que ja
foram feitos algumas vezes, existe 6 € R* tal que se d(z,z) < ¢, entao

d'(f(2), f(x)) <e. n
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3 VALORES ABSOLUTOS

Definicao 28. Seja K um corpo. Uma fungio |- | : K = R € dita um
valor absoluto em K se valem, para todos x,y € K:

1) |x] >0 e x| =0 se, e somente se, x = 0.

2) |z +y| < |z] + |yl

3) |wy| = ||yl
Além disso, se |x +y| < max(|x|,|y|), | - | € dita ndo-arquimediana e
caso contrdrio é dita arquimediana. O par ordenado (K, |-|) serd dito
um corpo com valor absoluto.

Observagao 29. Note que se uma fungio |- | : K — Ry satisfaz
|z 4+ y| < max(|z|, |y]), entao, de max(a,b) < max(a,b) + min(a,b) =
a+b para a,b € Ry, temos |z +y| < |z| + |y|. Com isso, concluimos
que se queremos mostrar que uma funcdo € um valor absoluto ndo-
arquimediano, nao precisamos mostrar 2., jd que ela é consequéncia da
propriedade extra que temos que mostrar.

Exemplo 30. Defina [0l =0 e || = 1 para © # 0. Entdo |-| € um
valor absoluto nao-arquimediano sobre K, demominado valor absoluto
trivial.

Exemplo 31. Considere K subcorpo de C. Como ja conhecido, a
fungdo | - | usual tem as propriedades da defini¢do acima, e é um valor
absoluto arquimediano.

Teorema 32. Sejam a,b,c,d € Z* e fire py primo positivo. Para
k € Z*, defina ni, como o maior inteiro tal que py*|k, isto €, ny € o

expoente de po na decomposi¢io de k em fatores primos. Se § = 4,

entao ng — Ny = Ne —Ng € a fungdo vy, : Q = Z com vp, () = na —np

estd bem definida.

Demonstra¢do. Seja P o conjunto de todos os primos positivos e escreva

a = Ugq Hpap7 b:uprBpa c:uch’Yp’ d:ude(SP,

pEP pEP pEP pEP

em que cada produto tem uma quantidade finita de fatores diferentes

de 1 eu; € {—1,1} para i € {a,b,c,d}. De ¢ = &, obtemos que

ad = cb, isto é, [[ p*»*% = [ p*»*P. Da unicidade da fatoracio
peEP pEP

em primos, sai que para qualquer p € P, a), + 6, = ¥, + p e portanto

oy, — Bp = Yp — 0p. Em particular, para p = pg, ng — np = ap, — Bp, =



20

Ypo — Opy = Ne — Nq. Isso mostra que vy, estd bem definida.

Observacgao 33. A demonstracdo do teorema acima também nos re-
vela uma versao do Teorema Fundamental da Aritmética para nimeros
racionais. Dado v = § € Q*, como temos uma quantidade finita de
primos que aparecem na decomposicao de a ou de b, temos uma quan-
tidade finita de primos p tal que v,(x) # 1. Escrevendo a e b como na
demonstracao, note:

uq [ por
_a_ _ PP _ Ua ap—B, _ Ya vp ()
xibiubnpﬂpiub pr piub pr
PEP peEP peEP

Notando que Z—‘; € {—1,1}, acabamos de escrever x como o pro-
duto de um inversivel por um produto de poténcias de primos positivos,
porem 0S8 expoentes aqui nao estao restritos a N e sim a Z. Para o
unicidade, note que o inversivel serd —1 se x < 0 e 1 se x > 0, logo

este serd tinico. Suponhax =u [] p* ondeu = Z—‘Z e Ap € Z com uma

peP
quantidade finita de p € P tais que A, # 0. Defina ¢, = min(A,,0) e
np = —max(Ap, 0) e observe que A\, = (p —1p, logo z = u [] %. Mas

peP
m

entdo, fazendom =u [[ p» en= [] p™, z = e por vy estar bem

pEP pEP
definida para todo p, A\p = (p — 1p = vp(

W)

= vp(x).

Lema 34. Seja po € P, v = vy, € x,y € Z*. Entio v(x +y) >
min(v(z),v(y)).

Demonstracao. De fato, escreva

T = upov(x) H pvp(ac)
PEP\{po}

Y= u/pov(y) H pvp(y)
pEP\{po}

com u,u’ € {—1,1} e note que como z,y € Z*, v(x) > 0 e v(y) > 0.
Suponha inicialmente que v(z) < v(y). Entao podemos colocar
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pg(x) em evidéncia para obter

x—l—y:pov(x) ” H pvp(x) +u/p0v(y)—v(w) H pvp(y)
pEP\{po} PEP\{po}

e como v(x) < v(y), v(x) >0 e v(y) > 0, obtemos
w T 0@ tup @@ ] pn® ez
pEP\{po} pE€P\{po}

Agora, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, existem u” € {—1,1}
e
Ap € N tais que

VT v —v(T U, Ap 1
u H p () + u'po (y)—v(=z) H p »(y) — upo" H pA,,
PEP\{po} PEP\{po} PEP\{po}

e disso podemos concluir

ery=py (u'pye [ o) =um@ I p
pEP\{po} pEP\{po}

e portanto v(z+y) = v(x)+Ap, > v(r) = min(v(z),v(y)). Caso v(y) <
v(x), temos v(z + y) = v(y + =) > min(v(y), v(z)) = min(v(x),v(y))..

Teorema 35. Sejam z,y € Q* e py € P. Entdo para v = vp, valem:
a. v(zy) = v(z) + v(y)
b. vz +y) = min(u(z), o(y))

Demonstracdo. Similarmente ao Lema 34, escreva

v=u ] @ =upe’@ [ p»@

peEP PEP\{po}
y f— u/ H pvp(y) p— u/pov(y) H pUP(y)
pEP pEP\{po}

com u,u’ € {—1,1}.

a. zy =u [ p»@ o/ I p*»@ = wu/ ] p»@+2®) e como
peP peP peP
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temos que uu’ € {—1,1}, concluimos que v(zy) = v(z) + v(y)
b. Escreva, para a,b, c,d € Z apropriados, z = § ey = 5. Entao,
usando o item anterior e o lema 34,

ad + be

vlzty)=v ( o ) = v(ad + be) +v (bld) > min(v(ad), v(be)) + v (bld)

o (00 0 (5) w0+ (55) ) = 0 35 (3

- (0 (3):(3)) = mitteh ot

Observacao 36. A funcdo vy, (e qualquer outra v, para p primo)
definida acima ndo € um valor absoluto em Q, mas posteriormente,
quando definirmos uma valoracdo, veremos que esse teorema quase
prova v, serd uma valoragio em Q para todo p € P. Iremos provar
a parte que falta quando tal definicao for dada. O exemplo abaizo mos-
tra um caso particular da relacdo entre valoragoes e valores absolutos
nao-arquimedianos.

Exemplo 37. Dado um primo p € P, deﬁna uma fungao ||, : Q = R
por |0, = 0 e para x # 0, |z|, = vpm, onde v, foi definida no
teorema 35. Mostraremos que essa fung:ao é um valor absoluto nao-
arquimediano. De fato, sejam x,y € Q. Entdo:

1) Para x =0, |x|, =0 e para x # 0, |z|, > 0.

2) Se x =0, temos |z +ylp, = |ylp < |y, = max(|z|p, [ylp). Se
y =0, temos |z +ylp = |z|p < |z], = max(|zp, |ylp). Sex,y € Q" o
teorema 35 garante que v,(x+y) > min(vy(z), vp(y)). Concluimos que

))

IS 1 B 11
e+l = T S @~ P nm e ) = maxels [vlp)-

p

3)Sex=0o0uy=0, |zyl, = 0], =0 =|z[plylp,. Casoz,y € Q*, o
teorema 35 garante vp(xy) = vp(x) + vp(y) e logo

1 1 1 1 1

|37Z/|p =

Temos que | - |, € valor absoluto ndo-arquimediano, denominado
valor absoluto p-ddico (em Q).

Daqui em diante, dado um corpo com valor absoluto (K,| - |),

pvp(a:y) = pvp(ar)+vp(y) = pv,,(x) ,p’up(y) = pvp(;c) 'pvp(y) = |$|P|y|17
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usaremos apenas K no lugar de (K, |- |) quando o valor absoluto ficar
claro no contexto.

Abaixo, seguem quatro propriedades essenciais de valores abso-
lutos. Com excecao da propriedade 3., elas serao provadas no contexto
de Valoragoes de Krull, mais para frente. No caso da propriedade 3.,
esta é relacionada com a continuidade do valor absoluto, no sentido que
veremos em breve, o que pode ser justificado notando que ela essenci-
almente diz que quando z e y estdo préximos, entdo |z| e |y| também
o estao. Observe que as trés primeiras propriedades ja sao conhecidas
para o caso do valor absoluto usual de C.

Teorema 38. Seja K um corpo e | - | um valor absoluto em K. Entao
1) Para toda raiz da unidade w € K, |u| = 1. Em particular,
11| = 1.
2) e~ =™t e| - 2| = |,
3) [z = Jyll < |z —yl.
4) Se |- | é ndo-arquimediana e x,y € K sao tais que |x| # |y|,

entdo |r + y| = max(|z|, |y|).

Demonstragao. 1) Primeiro, note que u # 0, pois 0 nao é raiz da uni-
dade, logo |u| # 0. Seja n tal que u™ = 1g. Entéo |1g||u|® = |1k]||u"| =
[1gu™| = |u™| = |1g| = |1x] - 1. Como 1gx # 0, temos |1g| # 0, e
como R é corpo (e portanto dominio de integridade) temos |u|™ = 1.
Mas |u|™ € R, e como 1 é a unica raiz positiva da unidade de R temos
|u| = 1. Como 1k ¢é raiz da unidade em K, temos |1g| = 1.

2) De fato, |27 !||z| = |7 12| = |1x| = 1. Ainda, —1x é raiz da
unidade, logo | — 1g| =1e | —z| = |- 1k - 2| = | — Ik||z] = 1]z| = |z|.

3) Caso [z] = [y|, temos |z| = |z —y +y| < |z —y| + |y|, logo
| =lyll = =] =yl = |z =y +yl =yl < [z—y[+[y[ [yl = [z —y|. Caso
2] < Jyl, temos |y] > |z, e portanto |[z] — |yl| = |yl — 2] < |y — 7] =
|z —yl.

4) Suponha inicialmente que |x| > |y|. Entéo, |z| = [z +y—y| <
max(|z + y[,| — y|) = max(|z + y/,|y|). Mas temos |z + y| > [y,
pois caso contrario terfamos |z| < |y| < |z|, o que é uma contradigao.
Entao concluimos max(|z|, |y|]) = |z| < max(|z + y|,|y|) = |z + y| <
max(|z|, ly|). Caso |z| < |y|, temos |y| > |z| e portanto |z + y| =
jy -+ 2] = max(lyl, Ja]) = max(|z], |y, ]

Teorema 39. Seja |-| um valor absoluto sobre K. Definindo d(z,y) =
|z —yl|, com z,y € K, temos que d é uma métrica sobre K, e portanto
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induz uma topologia sobre K que tem as bolas abertas do espago métrico
(K, d) como base.

Demonstracdao. Verificaremos as propriedades de espago métrico. Para
isso, considere z,y, z € K quaisquer.

1) d(z,y) = |z —y[ > 0.
2)d(z,y) =0&|z—yl=0cz-—y=0zc=y.
3 da,z) =z -zl =z —y+y—z[ < |z —yl+ly—2 =

O fato que esse valor absoluto gera uma topologia vem do fato de

que toda métrica gera uma topologia e esta é da forma que descrevemos.
|

A métrica definida acima é natural, no sentido de que sua de-
finicao é essencialmente a mesma dada para espagos métricos normados.
Assim como nesse caso, tal métrica tem uma boa compatibilidade com
a estrutura considerada: As operagdes de corpo sdo continuas, assim
como a funcao inverso, e como mencionado antes, o valor absoluto é
uma funcdo continua. O enunciado formal disso é dado abaixo, bem
como sua demonstracao. Apds isso, outro resultado 1til serd dado sobre
a continuidade uniforme de certas restri¢oes da fungao inverso e com
isso poderemos, por exemplo, provar que determinadas sequéncias sao
de Cauchy, com o objetivo de construir completamentos. Os célculos
serao similares nos dois casos.

Teorema 40. Seja |-| um valor absoluto sobre K e d a métrica induzida.
Entdo dado b € R, a fungdo f, : {x € K;|z| > b} — K definida por
fo(x) = =1 € uniformemente continua.

Demonstragio. Seja Dy = {z € K;|z| > b}. Para e > 0, tome § =

(b _eb? eb?
min (57 1+sb)' Sendo ¢ < o5

§+eb=0(1+¢eb) < eb® =
§ < eb? — b= eb(b— ) =

0

0
b—o = °

Entao, se |z — y| < d, provaremos uma série de afirmagoes.

1 1 )

]

yeD, = |y|>b = |y|-6 >b-0 = < —
lyl—8 — b—14

<
lyl—6 —b—20

<eb
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Mas de b < |y| segue €b < ¢|y| e portanto |y|‘5_5 < eb < e¢ly|. Logo,

lyl=ly—z+z[<|ly—z[+|z| <d+ 2] = |z[>|y[-0

1
ly|=o~

ecomo b >0, temos que [y| >b>5>6 = |y[-5>0e|L| <
Finalmente,
1 1 _‘y
r y|

1l jy—=
| oz

1‘ b 1 _ | ‘1
—_ 7'776\?/7:6
y| oyl =46 |yl |yl

Concluimos que f;, é uniformemente continua.
|

Corolario 41. A funcdo f : K* — K* definida por f(z) = 27! ¢
localmente uniformemente continua, isto é, dado x € K*, existe um
aberto U de K* (com a topologia induzida) tal que x € U e fly €
uniformemente continua.

Demonstragdo. Seja b = % e U = B (z). Note que de 0 ¢ U,
U = R*NU e portanto U é aberto de2R*, z € U edado y € U,
temos |z| — |y| < |z —y| < ‘g—l e portanto |y| > |z| — \%I = %l, isto é,
y € Dy. Entao, U C Dy e como f;, é uniformemente continua em Dy,
flu também o é.

|

Os seguintes resultados serao tteis mais a frente:

Teorema 42. Seja K um corpo e || um valor absoluto sobre K. Dada

uma sequéncia (r,), oy de elementos de K, lim x, =0« lim |v,|=
n—oo n— oo
0.

Demonstracdo. As equivaléncias abaixo sao consequéncia imediata das
definigbes de limite de sequéncias em seus respectivos espagos métricos:

lim 2, =0&Ve>0,INeN;VneN,n> N, |z,-0|<e & li_)m |zn| = 0.

n— oo

Teorema 43. Sejam X,Y espagos métricos e f: X — Y uma fun¢do
localmente uniformemente continua. Entdo f € continua.

Demonstracdo. De fato, considere z € X. Entao existe um aberto U
de X tal que € U e f|y é uniformemente continua. Dado € > 0,
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existe &' > 0 tal que Vy,z € U, d(y,2) < & = d(f(y),f(2)) <ce
além disso, como = € U e U ¢ aberto, existe r € R tal que B,(z) C U.
Tome 6 = min(é’,r) > 0 e note que se y € X é tal que d(z,y) < 4,
entdo x,y € B, (z) CU e d(z,y) < ¢, logo d(f(z), f(y)) < &, provando
a continuidade de f em . Como z foi arbitrario, f é continua.

|

Teorema 44. Seja | - | um valor absoluto sobre K e T a topologia
induzida. Entdo (K,+,-,7) é um corpo topoldgico, isto €, as operagoes
de subtracao e multiplicacao de K sdo continuas, bem como a funcdo
inverso (usando a topologia produto em K2). Além disso, a funcdo | - |
€ continua.

Demonstra¢do. Como 7 é metrizavel, trabalharemos com a continui-
dade no espaco métrico que a induz. Agora sejam xg,yg € K quaisquer.
Dado ¢ > 0, tome § = §. Entao, se x,y € K sdo tais que |z —x0| < d e
ly — yo| < 9, entdo

l(x—y)—(zo—yo)| = |(x—z0)+(yo—y)| < |z —z0|+|yo—y| <+ =¢,

0 que mostra que a subtragao é continua. Para a multiplicacao, pode-

£ L) Nesse caso, se z,y € K sao tais

mos tomar 6 = min £
37 3|zol” 3lyol

que |x — xo| < d e |y — yo| < d, entdo

lzy — zoyol = |2y — xyo + 2yo — Toyol < [y — Yo + Yo — Toyo| =
= |z|ly — yo| + | — zollyo| = |z — 2o + 20|y — yo| + |z — z0|[yo| <
< |z —zolly — yo| + |zolly — yo| + |2 — z0||yo| <

e g e e
< 86+ |wol6 + Slyo| < 1/ -4/ 2 4 wl=-
Haalo + 0] < /5[5 + Il 4 el =

mostrando a continuidade da multiplicagao. O inverso ser continuo
é consequéncia do Corolario 41 e do Teorema 43. Concluimos que
(K, +,-,7) é corpo topoldgico. Finalmente, para mostrar que o valor
absoluto é continuo, considere a € K, ¢ > 0 e tome 6 = ¢. Para z € K
tal que |z — a] < §, temos, do teorema 38, ||z| — |a|]| < |z —a] < § =¢,
provando a continuidade do valor absoluto.

|

Exemplo 45. Tomando K subcorpo de C e || o valor absoluto usual,
temos que a métrica d induzida € a métrica usual de K.

Exemplo 46. Tomando K qualquer e | -| o walor absoluto trivial, a
métrica d induzida é a métrica discreta. De fato, se x # vy, entdo
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d(z,y) = |lx—y| = 1. Como € conhecido, essa métrica induz a topologia
discreta, na qual todos os subconjuntos sao abertos e em particular, os
compactos sao precisamente os conjuntos finitos. Temos que nesse caso
B(0) = K e portanto, se assumirmos que K € infinito, temos que nem
sempre o fecho de wma bola é um compacto. Da mesma forma, a bola
fechada Bs[0] := {y € K;d(y,0) < 2} = K, e portanto nem toda bola
fechada € um compacto. Observe que nem sempre essas duas nogoes se
coincidem: B1(0) = {0} e B1[0] = K.

Como de costume, ¢é interessante definir critérios para saber-
mos se dois objetos sao essencialmente os mesmos. Utilizaremos dois
critérios aqui: um deles, equivaléncia, ird nos dizer quando dois valores
absolutos sobre o mesmo corpo induzem a mesma topologia, ja isomor-
fismo nos dird quando dois corpos com valor absoluto tem a mesma
estrutura algébrica. O primeiro serd dado pela definicao abaixo, en-
quanto o segundo serd dado na préxima segao.

Teorema 47. Dados valores absolutos |- |1 e |- |2 nao-triviais sobre K,
sao equivalentes:

1) Existe s € R tal que para todo x € K, |z|; = |z|5.
2) |-l el |2 induzem a mesma topologia.
3) Para todo x € K, tem-se |z|; <1 |z]2 < 1.

Demonstragao. (1 = 2) Sejaxz € Ker € R, r > 0. Mostraremos
que a bola B* = B! (z) relativa a |-|; contém alguma bola B2 = B2 (z)
relativa a | - |2. De fato, seja v’ = r=. Entdo, dado y € B2, temos
|z —yl = |z —yl§ <7'* = (r=)* =1, logo |# —y|1 <reye B Para
mostrar que toda bola B2 = B2(x) relativa & | - |» contém alguma bola

relativa & | - |1, note que | - |2 = |- |§ com % > 0 e aplique o que acaba
de ser provado. Isso mostra que as métricas induzidas sao equivalentes,
logo as topologias sao as mesmas.

(2 = 3) Suponha que |z|; < 1 e considere a sequéncia

(|x|’i)i€N = (|xi|1)i€N. Entao como |x|; < 1, essa sequéncia converge
para 0 e do resultado anterior, lim z° = 0 na métrica de | - |;. Entao,
1—> 00

como as topologias geradas sao iguais, temos que lim z* = 0 na métrica
1— 00

de |- |2 e lim |24 = lim |2%]s = 0, o que nos garante que |z|y < 1.
1—> 00 1—> 00
Supondo que |z]|2 < 1, usamos a simetria da hipdtese: observe que |- |2
e | - |1 induzem a mesma topologia, por hipétese, e aplicando o que
acabamos de provar, |z|; < 1.
(3 = 1) Como |- | é nao trivial, existe y € K tal que |y|; > 1.



Defina s = 1n\ZE- Entao, considere m,n € Z e i € {1,2} quaisquer.
Temos
m  Inlz|;
— 2l; < mnlyl; <nlnljz|; © njy|* <ln|z|} <
n  Inlyl;
ol <ol o W5 o160 <1
Isto é,

m m m _In|x
sl h<ielp<ialc o2
x" " n  Inlyla

m  In|z|;
nInfyh

Como 2 representa um numero racional qualquer, temos que

1 1 1
lfl‘lg‘li = 12};‘;7 logo, In|z|; = IE}Z}; In|z|s = sln|z|z = In|z|§ o que

resulta em |z|; = |z]5.

Definicao 48. Dois valores absolutos em K sdo ditos equivalentes se
valem as condicoes do teorema 47.
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4 COMPLETAMENTO

Um teorema importante sobre espagos métricos diz que todo
espago métrico admite completamento, que é inico a menos de isome-
trias. Em particular, os espagos métricos induzidos por valores absolu-
tos também o admitem e é relevante perguntar se tal completamento
pode ser munido de operagdes que o tornem um corpo, e neste caso, se
quaisquer corpos com essa propriedade sao isomorfos. Esse resultado
é verdadeiro, e o objetivo dessa sessao é enuncid-lo e prova-lo, mas
nao assumiremos o resultado sobre espagos métricos para isso. Em vez
disso, iremos definir um completamento e, dado um corpo com valor
absoluto, iremos usar a prépria estrutura do corpo para completé-lo.
A abordagem utilizada serd a mesma;: iremos considerar o conjunto de
todas as sequéncias de Cauchy, e entao tomar o quociente pelo conjunto
das sequéncias que convergem para 0, mas no nosso caso, esse quocCi-
ente serd visto como um quociente de anéis, istd é, provaremos que o
conjunto das sequéncias de Cauchy com as operagoes de adicao e mul-
tiplicagao pontuais formam um anel (que ndo é um corpo) e que o con-
junto das sequéncias que convergem para 0 é um ideal maximal. Além
disso, definiremos o que é uma imersao e um isomorfismo, e mostra-
remos que quaisquer completamentos sdo isomorfos. A secdo termina
com o Teorema de Ostrowski, que motiva o estudo de valores absolutos
nao-arquimedianos.

Definicao 49. Sejam K, L. corpos com respectivos valores absolutos
|-k €] |L. Um homomorfismo A : K — L € dito uma imersao de
(K, |-|g) em (L, |- |L) se para qualquer x € K tem-se |z|x = |A(z)|L. Se
A € bijetora, entdo \ € dito um isomorfismo entre os corpos com valor
absoluto.

Observagao 50. Nas notagoes acima, A € injetora pois dado x €
Ker(X), temos 0 = |0 = |[A(2)|L = |z|k, logo x = 0. Também podemos
justificar isso dizendo que todo homomorfismo ndo nulo entre corpos
€ injetor. Aqui, convencionaremos que homomorfismos entre corpos
sao sempre tais que a unidade é preservada, entao todo homomorfismo
entre corpos €, de fato, injetor.

Teorema 51. Sejam K, IL corpos com respectivos valores absolutos |-|x
el L e A: K— L uma imersao. Entao A é continua.

Demonstra¢ao. Considere a € K. Dado € > 0, tome § =¢. Sex € K é
tal que |[x—alg < 0, entdo |A(z)—A(a)|L = |AM(z—a)|lL = |[z—a|x < I =&.
Concluimos que A é continua. |
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Definigao 52. Considere um corpo K com um valor absoluto |-|. Um
corpo K' com um valor absoluto | -|" € dito um completamento de K
se K' é completo e existe uma imersao ¢ de K em K’ tal que «(K) seja
denso em K'.

A seguir, precisaremos do seguinte teorema de espagos métricos:

Teorema 53. Sejam X,Y espacos métricos, f : X — Y uma funcgao
uniformemente continua e (x;);cy uma sequéncia de Cauchy de X.
Entao, (f(xi));cn € uma sequéncia de Cauchy de Y.

Demonstracdo. Tome € > 0. Entao existe um § > 0 tal que para quais-
quer z,y € X com d(z,y) < ¢ temos d(f(x), f(y)) < e. Além disso,
existe um ig € N tal que para ¢,j > 49, temos d(x;,z;) < 0. Dessas
duas afirmacoes, i,j > ip = d(z;,z;) <6 = d(f(x:), f(z;)) <ce
(f(x:));en € de Cauchy.

[ |

Lema 54. Seja (K,|-|) um corpo com valor absoluto, C' o conjunto
das sequéncias de Cauchy de K e O o conjunto das sequéncias de K
que convergem para 0. Entdo dado (x,), .y € C\ O, existe ng € N tal
que se n > ng, entdo x, # 0. Além disso, se Vn € N, z,, # 0, entdo

(i)neN ecC.

Demonstracdo. Para a primeira afirmagao, usaremos a contrapositiva
da seguinte forma: seja (v,),.y € C. Se para todo ng € N existe
n > ng tal que x,, = 0, entdo (v,), .y € O. De fato, tome ¢ > 0. Entao
existe ng € N tal que para todo n,m > ng, |z, — x| < . Pela hipdtese
da contrapositiva, existe k > ng tal que z = 0 e logo, para todo
n > ng, temos n, k > ng, o que implica |z,| = |z, — 0| = |z, — x| < e
e (Tn) ey € O.

Para a segunda afirmacao, note que da hipétese de nao convergir
para 0 existe ¢ > 0 tal que para ng = 0 € N existe n > 0 tal que
|zn| = |xn — 0] > €&’. Tome e = min(|zgl, ..., |xn—1,€") e note que
(Tn),en € sequéncia de D, = {x € K;|z| > €}. Do que foi provado
anteriormente, a fungao
fe i De = K* definida por f.(x) = % é uniformemente continua. Disso

) é de Cauchy. |
neN

e do teorema acima, obtemos que (wl

n

Lema 55. Seja (K, |- |) um corpo com valor absoluto. Entao:

1) O conjunto C das sequéncias de Cauchy de K formam um
anel com a soma e produto entrada a entrada.
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2) O congunto O das sequéncias de K que convergem para 0 for-
mam um ideal mazimal de C.
3) A fungio F : C — R definida por F({x;}ien) = lim |x;| estd
71— 00
bem definida e € tal que F(x) = F(y) & x —y € O, e portanto induz
uma fungdo f: C/O — R.

Demonstra¢do. A primeira propriedade é verificada mostrando que C
é subanel do anel das sequéncias de K. De fato, C' é nao-vazio, pois
(0);en € C. Além disso, sejam (2;);cy > (4i);en € C. Temos que dado
e > 0, existem n1,n2 € N tais que se n,m > nq, entao |x, — | < 5
e se n,m > ng, entao |y, — ym| < 5. Além disso, (|zi]);cn € ([¥il)ien
sao de Cauchy, logo sao limitadas por, digamos, M, e M,. Agora seja
ng = max(ni, ne). Temos que se n,m > ng, entdo

e g
|'Tnyn - -Tmym| = lxnyn — TpYm + TnYm — xmym| <

< |Inyn - Inym| + |xnym - xmym| = |1'n‘|yn - ym| + ‘xn - xm||ym| <
e g g

Podemos tomar &' arbitrdrio, e aplicar o resultado acima para

’ . z.
Mfery para obter |T,yn — Tmym| < €’. Disso, concluimos que

€
(Ti = Yi)ien » (Ti¥i)ien € C-
Agora tome (z;)

sen s (Wi)ien € O. Temos que zliglo Ty = z1_1)12o Y =
0, logo, da continuidade de soma e do oposto, nh_}n;o x;—y; =0—-0=0.
Além disso, seja (k;);cy € C. Como (k;);c € de Cauchy, temos (|&;]), oy
limitada por algum M. Além disso, dado € > 0, existe ng tal que se n >
ng, entao |z, | < 17. Paran > ng, temos |kp2,| = |ky||z,| < M55 = €.
Obtemos disso e do resultado anterior que (z; — ¥i);cn » (Ki%i);en € O,
logo O é um ideal. Para mostrar que ele é maximal, considere uma
sequéncia (z;);cy € C'\ O. Defina z} € K por 2] = x;, se x; # 0, e
x; =1 caso contrédrio. Do lema 54, existe igp € N tal que se ¢ > i, entéo
z; # 0, isto é, se i > ip, entdo z; = z;. Como conhecido de espagos
métricos, isso implica que (z}),.y ¢ de Cauchy, uma vez que (;),.y 0
é. Além disso, como nenhum termo de (z}),.y ¢ nulo e (z}),.y ¢ O,
temos, do lema, (7). inversivel. Agora considere I ideal de C' tal
que O & I C C. Entao existe (z;),cy € I\ O € C\ O. Construindo
(mé)ieN como antes, temos que para algum ig € N, se ¢ > 7, entao
r; = x4, isto é, x; —x; = 0. Entdo, como (zj —x;),.y se anula a

—Zi);en € O € 1. Como [ ¢ ideal, temos

partir de ig, temos que (&}
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(77);en = (@] = 24) ;e + (i) ey € I, mas (27);o € inversivel, logo, da
teoria de anéis, I = O.

F estd bem definida pois (), € C = (|@;]);cy de Cauchy
(pois | - | é uniformemente continua, como provamos na segao anterior),
logo |x;| é convergente. Se x —y € O, temos que x — y converge para
0, e logo x e y convergem para o mesmo valor, assim como |z| e |y|.
Entao, F(x) = F(y). A reciproca é provada analogamente. Isso resulta

na funcao f procurada.
[ |

Teorema 56. Todo corpo com valor absoluto admite completamento.

Demonstragao. Seja (K, |-|) um corpo com valor absoluto. Afirmamos
que (C/O, f) como definido no lema 55 é um completamento de K. De
fato, considere (x;);cy , (¥i),en € C. Entao:

I (@ien) =0 F((@)iex) = 0= F((0),e) © (21),e € O
& (@)ien = 0)jen
I (@adien  Wiien) = F((@ien + 0)ien) = F((@i + 9i)en) =
= lim fa; +yi| < lm fag] + T | =
= F((@)ien) + F(@)iex) = F (@ien) + 1 (W)ien)
1 (@idien) = Fl(zimi)ien) = lim [wigi] = lim || Tim [yi] =

= F((@);e) F(Wiien) = £ (@ien) £ (@idien ) -

Concluimos que f ¢, de fato, um valor absoluto sobre C'/O. Além
disso, podemos definir a fungao ¢« : K — C/O por «(z) = (2);cy- Sa-
bemos que ¢ é homomorfismo, e provaremos agora a propriedade da
imersao:

Seja x € K. Temos que f(u(z)) = f ((J;)ZEN) = z11}11;10 |z| = |z|.

Agora, mostraremos que a imagem de ¢ é densa em C/O. De
fato, mostraremos que dada uma sequéncia (¢(z;));. com elementos

na imagem de ¢, temos Zlggo t(z;) = (27),cn- Dado € > 0, como (2;),c

é de Cauchy, existe ng € N tal que se n,m > ng, entao |z, — Zn,| < .
Para n > ng, temos que se m > ng, entao \mn — Zm| < € e portanto
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lim |z, — x;| < . Entao,
11— 00

f (L(xn) - (xi)ieN) =f ((mn - x’i)ieN) = }Lm |20 — @] <e.
Agora que sabemos disso, concluimos que dada um elemento r =
(7i);en € C/O, a sequéncia (u(r;));cy converge para x, logo a ima-
gem de ¢ é densa em C/O.

Finalmente, iremos provar que C'/O é completo. Considere uma
sequéncia de Cauchy (X;),; .y de elementos de C'/O. Como Im(¢) é densa
em C/O, dado i € N, existe uma sequéncia de Im(¢) que converge
para X;. Em particular, existe um elemento y; € K tal que f(X; —
W(yi)) < z+1 Entao, hm f(X;—(y:)) = 0 e portanto Zlggo Xi—u(y) =

0. Somando Ahm L(yz) aos dois lados, que sabemos que existe do que

acabamos de ver, obtemos hm X; = hm t(yi) = (Yi);en- Isso prova a

densidade de C/O, termlnando assim a demonstragao |

Teorema 57. (Propriedade universal do completamento) Seja K' um
completamento de K com ¢ : K — K’ como na definicdo. Entdo dada
uma imersao A de K em um corpo L com valor absoluto |- |, completo,
eziste uma tnica imersio N : K' — L tal que A = X o 1.

Demonstragdo. Seja x € K' e seja (1(2;)),cy sequéncia de ¢(K) que
converge para x. Afirmamos que (\(z;));cy converge para algum X €
L. De fato, tome ¢ > 0. Temos que (¢(z;)),cy converge, logo é de
Cauchy, e para algum ig € N, se 4,j > ig, temos |e(x;) — v(zj)| < e.
Entao, para i,j > g,

(A@i) = Maj)| = Mai = 25)| = | — 2] = [e(@s —2j)] = [o(z) —o(a5)] < e

Logo (A(z;));cy € de Cauchy. Mas L é completo, logo (A(%4));cy
converge para algum X € L. Além disso, seja (1(})), oy outra sequéncia
de ¢(K) que converge para x. Como acima, ()\((:cg)ieN))ieN converge
para algum X’ € L. Temos que dado € > 0, existe algum iy tal que
para i > ig, [t(x;) — x| < § e [u(x]) — x| < 5. Para i > ip:

M) = Mai)| = [A@i — 29)| = |a; — af] = |o(:) — o(2f)] =

= (@) = 2) = () = )| < lolas) =+ |ua}) —al < - + 5 =
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Concluimos X — X’ = lim x; — lim 2 = lim x; — 2 = 0, logo,
1— 00 1— 00 71— 00
estd bem definida a fungido X : K’ — L definida por X (lim ¢(x;)) =
1— 00
lim A(z;). Além disso, podemos fazer verificagbes simples para mostrar
1— 00
que ) é imersdo (lembrando que as operagoes de corpo e a fungao

mdédulo séo continuas):

N(@+y) = lim Mz; +y;) = lim A(z;) + lim A(y:) = N(z) + X' (y),
71— 00 1— 00 11— 00
N(zy) = lim A@y;) = lim A(z;) lim A(y;) = N (2)N (y),
71— 00 1— 00 1— 00
IN(z)] = | im A(z)| = lim [A(z;)] = lim |z;] = [z].
1—00 11— 00 12— 00
Note que para z € K, lim x = x e logo
11— 00

N((z)) = N(lim «(z)) = lim A(x) = A(z).

i—00 i—00

Finalmente, suponha que N’ : K’ — L seja outra imersao com tal
propriedade. Entao, dado = € K’, temos que para x € K,

N (e(x)) = M) = X (u())

e entdo, lembrando que imersoes sdo continuas, se z = lim ¢(x;) €
71— 00
Kl) T; € Ka

N () = N(lim (o(e:))) = lim (N (e(2,))) = lm (V" (u(2,)) = X'(lim (u(2:))) = N (2).

i—00 i—00 i—00 1—»00

Coroldrio 58. Seja K um corpo com wvalor absoluto | - |x. Se (L,]| -
IL), L, |- 1) sdo completamentos de K, entao L e L’ sdo isomorfos.

Demonstragao. Sejam ¢ : K — L et : K — I/ as imersoes da definicao
de completamento. Da propriedade universal, existem tnicos A : L/ —
LeXN:L—>L taisquet= Aot et =X o Mas entao, Id;, o =
t=MXoMNouy,isto é, Id, e Ao X sdo imersoes de . em L satisfazendo
a propriedade universal de ¢. Da unicidade, obtemos A o A’ = Idy,. De
mesma forma, podemos obter X o X = Idy/, o que implica A= = X e A
é isomorfismo. [ |
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Para o teorema a seguir, ver a referéncia [3]. Ele serd usado de
motivagdo na préxima secao.

Teorema 59. (Ostrowski) Todo corpo com valor absoluto completo €
isomorfo a R ou C, com seus respectivos valores absolutos.
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5 VALORACOES

Acima, antes que déssemos o exemplo de valor absoluto p-adico,
definimos uma fungao v, e observamos que esse exemplo seria impor-
tante futuramente. De fato, esta secao é dedicada a definir e estudar
o conceito de valoracao. Veremos que valoragoes sao equivalentes a
valores absolutos nao-arquimedianos, mas é vantajoso estuda-las pela
forma simples que elas apresentam em alguns exemplos e também pela
facilidade que temos em generalizd-las (as valoragoes de Krull, defi-
nidas posteriormente). Intuitivamente, podemos obter uma valoracao
tomando um valor absoluto nao-arquimediano e aplicando uma trans-
formacao da forma —sIn(|z|) nela (formalizaremos o que isso significa
mais abaixo). Dessa forma, transforma-se 0 em oo, 1 em 0, um ntdmero
real positivo arbitrario em um nimero real arbitrario e dualiza-se a or-
dem, isto é, troca-se < por >, < por >, min por max, etc... A defini¢ao
formal é dada abaixo.

Definicao 60. Seja K um corpo. Uma funcio v:K — R :=RU {0}
€ dita uma valoragao sobre K se valem, para todos x,y € K:
r)=oc0er=0

) v(
) v(z +y) > min(v(z), v(y))
3) v(zy) = v(z) +v(y)

Exemplo 61. Em um corpo K qualquer, defina v : K — R por v(0) =
oo ev(x) =0, sex # 0. v é uma valoragio em K, denominada
valoragao trivial sobre K.

Exemplo 62. Considere a funcgdo v, : Q — R obtida estendendo por
vp(0) = 0o a fungdo de mesmo nome no teorema 32. Em outras pa-
lavras, v,(0) = oo e para x € QF, escreva = u [[ ¢*¢ e defina
qEP
vp(x) = . Como jd notamos, essa fungdo estd bem definida. Além
disso, do que provamos apds definirmos essa funcdo, v, € uma va-
loracdo em Q. Faltaria mostrar as propriedades para o caso em que
z =0 ouy =0, o que € trivial. FEssa valoragao é denominada valo-
ralgao p-adica em Q.

Como foi dito no paragrafo de introducao a essa sessao, valoragao
e valores absolutos nao-arquimedianos tem uma equivaléncia entre si.
O teorema abaixo mostra a primeira parte do que precisamos.

Teorema 63. Seja K um corpo, |-| um valor absoluto nao-arquimediano
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es€eR, s>0. Entao vy : K — R definida abaizo € uma valoracdo em
K e dita associada a | - |.

va(z) = { —slnl|z|, sex#0

o0, sex=0

Além disso, se v € valoragdo em K, entdo dado g € R com q > 1,
| |q : K — R definida abaizo é valor absoluto nao-arquimediano em K
e dito associado a v.

], = @) sex#0
= 0, sex=0

Demonstragdo. De fato, é claro que vs(z) = co & x = 0. Além disso,

|z 4+ y| < max(|z],y|) = In|z + y| < Inmax(|z|, [y[) =

= vs(zty) = —sln|z+y| > —slnmax(|z|, |y|) = min(—sln|z|, —sIn|y|) =
min(vs(z),vs(y)) e também,

vs(zy) = —slnzy = —s(lnz + Iny) = —slnz — slny = vs(x) + vs(y).

De maneira semelhante, temos |z|, = 0 & = = 0 e |ay|, =
=@ — =@ =) — =@ =) — [z] Iyl,. Para |z + yly < o), +
lylq, as contas sao andlogas ao que foi feito para v,,.

|

A seguir, mostraremos que, em termos topolégicos, a escolha do g
acima € irrelevante. Também definiremos equivaléncia entre valoragoes,
que terd uma forma similar ao que foi definido para valores absolutos.

Teorema 64. Seja K um corpo e v uma valoragao em K. Entdo todos
0s valores absolutos associados a v sao equivalentes.

Demonstracdo. Sejam p,q € R com p > 0 e g > 0 e fixe x € K. Temos

v(x) v(z)
dois casos: (g) <1ou (%) > 1. No primeiro caso:

v(@) o)

—v(@) 4 <lep @<
qv(;v)

—v(x)
|zl <1<gq <lep p—r)

<le |z, <1

Disso, concluimos que os valores absolutos sao equivalentes. O
outro caso é consequéncia desse, trocando p e q.
|

Teorema 65. Seja K um corpo e vy, vs valoragoes sobre K. Entdo sao
equivalentes:
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1) Quaisquer valores absolutos associados a vy € v $G0 equiva-
lentes.

2) Existe s € R, s > 0 tal que para x € K, vi(x) = sva(x).

3) Dado x € K, vi(z) >0 < va(z) >0

Demonstra¢io. (1 = 2) Sejam |- |1 = p~ " e |- |2 = ¢~ V> valores
absolutos associados a vy e vy, respectivamente. Entao, de 1, existe
s € R tal que |- [y =|-|3. Entdo, vi(x) = —log, |z[1 = —log, |z[5 =
—slog, x|z = sv(z).

(2 = 3) Seja x € K. Entdo vz) > 0 < sva(x) > 0 < va(z) >
0.

(3 = 1) Sabemos que quaisquer valores absolutos associado a
vy (resp. wvy) s@o equivalentes entre si. Basta provar que algum valor
absoluto associado a vy é equivalente a algum valor absoluto associado
a ve. De fato, Sejam |- |y = p™ e |- |o = p~¥2 valores absolutos
associados a vy e vg, respectivamente. Temos

lz)) <1ep @ <1a —u(z) < log,1 =0+ vi(z) >0
& va(z) >0 —va(z) <0=log,1 & p 2" <1 & |2y < L.

Entao, os valores absolutos sao equivalentes.
|

Definicao 66. Duas valoracdes em um corpo K sdo ditas equivalentes
se valem as condi¢oes acima.

As seguintes propriedades sdo anslogas ao que foi feito para va-
lores absolutos:

Teorema 67. Seja v uma valoracdo em K. Temos que:

1)v(1)=0

2) Para toda raiz w € K da unidade, v(u) = 0.

3) Se x € K, entio v(—z) = v(z) e se x # 0, entdo v(z™1) =
—v(z).
4) Se x,y € K sao tais que v(x) # v(y), entio v(z +y) =
min(v(z), v(y))-

Demonstracdo. A demonstragao é similar ao que foi feito para valores
absolutos.

Dol)=v1-1)=v(1)4+v(l) = v(1)=0
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2) Seja n € N* tal que v = 1. 0 =v(1) = v(u™) = nv(u), logo,
den >0, v(u)=0.

3) Como (—1)? = 1, temos que —1 é rafz da unidade, o que
resulta em v(—z) = v(=1-z) = v(=1) + v(z) = 0+ v(z) = v(x).
Além disso, se x # 0, entdo 0 = v(1) = v(zz~!) = v(z) + v(z7!) =
vzt = —v(x).

4) Vendo que os casos x = 0 e y = 0 s@o triviais, suponha x # 0
ey # 0. Seja |-| um valor absoluto associado a v. Do teorema 38, item
4, temos que |z 4+ y| = max(|z|, |y|) e entdo

v(z+y) =—sln|z+y| = —slnmax(|z|, |y|) = —smax(In|z|,In|y|) =

= min(—sln|z|, —sln|y|) = min(v(x), v(y)).

Assim como feito para valores absolutos, podemos dar uma es-
trutura de espaco métrico para valoragoes. Esta serd topologicamente
equivalente & do seu valor absoluto associado. Formalmente:

Teorema 68. Seja K um corpo, v uma valoragdo sobre K e |-| um valor
absoluto associado a v. Parar € R, defina B.(z) = {y € K;v(z —y) >
r}. Entdo o cole¢ao 7 de todos os subconjuntos U C K tais que para
todo x € U, existe r € R tal que B,.(x) C U ¢ uma topologia metrizdvel
em K e, de fato, € equivalente a topologia induzida por |- |.

Demonstragio. () e K sdo trivialmente elementos de 7. Dados U,V € 7,
sejax € UNV. Entao existem r, s € R tais que B,.(x) C U e Bs(z) C V.
Sejam = min(r, s). Entao, By, (z) C B,(x)NBs(x) CUNV e UNV € 1.
Se {Ui}ier C 7, tome z € |J U;. Entao existe ig € I tal que = € Uj,.
i€l
Como U;, € 7, existe r € R tal que B,(x) C U;, C |J U; e portanto
i€l
temos que |J U; € 7. Agora, como |- | é associada a v, existe s > 0 tal
el

que para todo z € K* v(x) = —sIn(|z]). Seja 7’ a topologia induzida
por | -|. Dado U € , considereerereRtalqueB( ) CU.
Temos v(y —z) >r = |y — x| < e~ s e portando a bola (em rela(;ao
a|-|) de centro z e raio e~ s é subconjunto de U. Isso mostra U € 7'.

Reciprocamente, considere V' € 7/. Entao, dado z € U, existe r > 0
tal que a bola (em relagdo a | - |) de centro x e raio r é subconjunto
de U. Note que |y —z| < r = —sln(ly — z|) > —sln(r) e portanto
B_sim@y(w) € V. Isso mostra 7/ C 7 e portanto 7'. Disso, segue 7



metrizdvel: Basta tomar a métrica induzida de | - |.
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6 DIVISIBILIDADE E ANEIS DE VALORACAO

Definicao 69. Seja A um conjunto. Entdo uma relacio < em A €
dita uma quase-ordem (ou uma pré-ordem) se valem as seguintes pro-
priedades:

)Vze Ajz <z

2)Vx,y,z€ A,z <yey<z=z<z

Ela € dita trivial se x < y wvale para todos x,y € A e total se
dados x,y € A temos x <y ouy < x.

Uma quase-ordem | nao trivial em um anel A é dita uma divi-
sibilidade se dados x,y,z € A também valem:

1) x|y e x|z = z|(y — 2)
2) x|y = xzlyz

Lema 70. Seja A um anel e | uma divisibilidade em um corpo K.
Entao dado x € A, x|0. Além disso, Oz se, e somente se, x = 0.

Demonstragao. De z|x, temos z|(x — ) = 0. Supondo x = 0, segue
que 0|z = 0 e supondo que 0|z com = # 0, temos 0 = Oz~ tzz~t =1e
logo, para y € K, y|0 e 0|1, logo y|1. Mais ainda, para z € K*, yz~1|1 e
logo y|z. Como y|0, obtemos que | é trivial, contradizendo a hipdtese.

|

Teorema 71. Seja K um corpo e denote
D :={| CK xK;| € uma divisibilidade em K},
A= {A CK; A € subanel unitdrio de K}.
Entdo a fungio de A em D que leva A € A em |4 definida por
rlar rx=2'"=0our#0ex'z ' €A
é uma bije¢ao. Além disso, Inv(A) = {x € A;z|al}.

Demonstracdo. Mostraremos que essa fungao esta bem definida. Seja
A c A. Temos que dado z € K*, 1 = zz~! € A, pois A é unitério,
disso e de 0|0 resulta z|q4z. Para x,y, z € K, suponha inicialmente que
2,y e z sdo ndo nulos. Se x|y e y|az, temos yr~! € Ae 2y~ € A, do
que resulta zz~! = zy~lyrTt € Ae (y—2)z =yt —z2~t € A,
logo z|az e z|a(y — z). Ainda, se x|ay, entdo para qualquer z temos
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yz(z2)7! = yzz7la™l = ya~! € A, logo x2|ayz. Notando que para

qualquer 0|z & z = 0, temos que se x = 0, entdo Oly =— y =0e
x=0[0=0z=yz, 01z = z=0ex=0]0=(y— z). Notando ainda
que para qualquer z € K, z|0, temos que se z = 0, z|0 = yz e se z|y,
entdo x|(y — z). Também, supondo z # 0,z # 0 e y = 0, entdo z|0 = yz
esez|z, entio 207t € A = -2z '€ A = z|-2=(y-—2).
Como, da definigdo, 01 1, | ndo é trivial e concluimos que |4 é relagao
de divisibilidade, e portanto a funcao estd bem definida.

JAgora sejam A, B € A tais que |4 = |g. Temos que se x € A,
entdo x-171 € Ae 1|az. Entdo, 1|pz e portanto r = x-1~! € B. Entdo
sai A C B. A outra inclusao é analoga, o que prova que a funcao é
injetora. Considere | uma divisibilidade em K. Defina A = {z € K; 1|z}
e mostraremos que A é subanel unitario de K. Temos que se x,y € A,
entdo 1|z e 1|y, logo 1|(z —y) e z —y € A. Além disso, 1|z =
ylry = 1|y, ylay = 1|zy, logo zy € A. Também, como 1|1, temos
1 € A, o que prova a afirmacdo. Finalmente, mostremos que | = | 4.
De fato, considere z,y € K. Se x = 0, entdo z|ay < y =0 < z = 0ly.
Suponha agora que z # 0. Temos

rlayeyrtcAs lyr ! e ajyr e =y.

Obtemos que a funcao é bijetora. Para mostrar a segunda parte
do teorema, note que x € A é inversivel se, e somente se, lz7! =271 €
A, ou seja, se e somente se x|41.

|

A demonstracao acima contém também a demonstragao do se-
guinte teorema:

Teorema 72. Nas notagoes do teorema anterior, dado A € Aex € K,
temos x € A & 1| .

Definigao 73. Seja K um corpo. Um subanel unitdirio A € K ¢é dito

um anel de valoracado de K se para qualquer x € K temos x € A ou
—1
€A

O estudo de anéis de valoracao serd importante mais a frente,
por isso € interessante obter caracterizacoes deles. Uma delas é dada
por divisibilidades da seguinte forma:

Teorema 74. Seja K um corpo. Um subanel unitirio A de K € um
anel de valoragio de K se, e somente se, a divisibilidade |4 € total.

Demonstracdo. Suponha que A seja um anel de valoragao e considere
z,y € K*. Entao como zy~! € K e A é de valoracdo, temos zy~! € A
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ouyzr~—! = (xy~1)~! € A. No primeiro caso, y| 4, j4 no segundo, z|1y.
Falta o caso em que z = 0 ou y = 0, mas notando que do lema 70 z|0
e y|0, concluimos que |4 é total.

Suponha agora que |4 seja total. Dado x € K*, temos |41 ou
1|ax. No primeiro caso, 27! € A e no segundo, * € A. Concluimos
que A é anel de valoragao.

|

Definigao 75. Um anel A € dito local se possui um dnico ideal maxi-
mal. Nesse caso, seu ideal maximal é denotado por Ma.

Observagao 76. Note que nesse caso My = A\ Inv(A). De fato,
como M4 € mazimal, ele € préprio e nenhum inversivel de A estd nele,
isto €, Ma C A\ Inv(A). Agora, seja x € A\ Inv(A). Entdo (x) é um
ideal proprio de A, e portanto estd contido em um ideal mazimal de A.
Mas My € o dnico ideal maximal de A e logo x € () C M 4. Como x
foi qualquer, My D A\ Inv(A), concluindo a prova.

Lema 77. Seja A C K um anel de valoracdo. Entdo o conjunto dos
ideais de A € totalmente ordenado pela inclusao.

Demonstragao. Considere I, J ideais de A e suponha que I & J. Que-
remos mostrar que J C I. Seja z € J \ {0} e fixe y € I'\ J, notando
que y # 0. Entdo, yr~'2 =y ¢ J e como J é ideal e x € J, temos
yr~1 ¢ A. De A anel de valoragao, zy~ ' € A e como y € I e I é ideal,
obtemos = 2y~ 'y € I. De 0 € I, concluimos J C I.

|

Teorema 78. Todo anel de valoragcao de um corpo K € um anel local.

Demonstracao. Se A = K, entdao A é corpo e portanto sé tem ideais
triviais. Entao, {0} é o seu tinico ideal maximal. Caso contrério, temos
que existe x € K\ A. Como 0 € A, temos = # 0 e portanto x~! € A.
Isso quer dizer que = ! ¢ Inv(A) e logo A ndo é corpo. Isso quer
dizer que A possui ideal nao-trivial I. Sabemos que I estd contido em
algum ideal maximal M de A, logo a existéncia de um ideal maximal
estd provada. A unicidade é garantida do lema pois se M’ também é
maximal, o lema nos garante Ml C M’ ou M’ C M, e em ambos 0s casos,
da maximalidade, obtemos M = M.

|

Teorema 79. Seja K um corpo, v uma valoragio sobre K e | -| um
valor absoluto associado a v. Entao:
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1) O conjunto
O :={zeKv(x) >0} ={reckK;|z| <1}

é um anel de valoracao e um subanel maximal de K, chamado anel de
valoragao associado com wv.

2) Inv(0) = {z € K;v(z) =0} = {z € K; |z| = 1}

3) O conjunto

M:= 0\ Inv(0) ={z eK;v(z) >0} ={zeK;|z| <1}
é o unico ideal mazimal de O.

Demonstragdo. 1) Como v(1) = 0, temos 1 € 0. Além disso, se z,y €
0, v(z —y) = v(z + (—y)) = min(v(z),v(-y)) = min(v(z), v(y)) = 0,
logo x —y € O e também v(zy) = v(z) + v(y) > 0, logo zy € O. Dado
z €K, sexz ¢ O, entdo v(z) < 0. Entdo, v(z™!) = —v(z) > 0, logo
z~! € O, o que prova que O é anel de valoracdo. Também, se B é
subanel de K tal que A C B, entdo dado € B\ {0}, temos z € A
ouxz"! € A Sex € A, entdo estd provado que B C A, logo A = B.
Se x ¢ A, entdao v(z) < 0. Agora tome y € K qualquer. Temos que
para algum k € N, v(y) > kv(z). Disso, v(yz~*) = v(y) — kv(z) > 0
e portanto z = yz~* € A C B. Como x € B, temos z¥ € B e logo
y = zaz* € B, portanto K C B e B =K.

)z elwv(0) &z € Vext €O ov@)>0e—v@) =
v(z™h) > 04 v(x) =0.

3) Segue da observacio dada logo apés a defini¢ao de anel local
e do teorema 78.

Daremos abaixo a defini¢do de corpo de residuos. O estudo desse
corpo, que nao sera feito aqui em detalhes, nos revela informagoes im-
portantes sobre a valoragao em questao. Daremos a definicado pois a
mesma serd usada mais tarde.

Definicao 80. K := O/M € dito corpo de residuos de O.
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7 GRUPOS ABELIANOS ORDENADOS E
VALORACOES DE KRULL

O estudo acima nos remete a uma pergunta: Serd que todo anel
de valoracdo de um corpo ¢é induzido de alguma valoracdo nele? A
resposta para isso é nao. De fato, daremos um exemplo abaixo, com
uma construcao geral. Uma construgao explicita é possivel usando
series de poténcias formais, mas nao faremos tal construcao aqui. Ao
longo dessa segao, teremos mais ferramentas para construir anéis de
valoragao desse tipo.

Exemplo 81. Seja K um corpo e A um anel de valoracao de K tal
que A possui ideal primo B satisfazendo 0 & P & M 4. Suponha, por
absurdo, que A € induzido por uma valoragao v : K — RU{oo}. Sejam
z,y € A tais que

xz € MA\P ey € P\ {0}, notando que x # 0, jd que P € ideal. Temos
Vn € N* 2" ¢ B. De fato, o caso n = 1 seque da construgdo de x e
supondo, para algum n firo, que x™ ¢ B, temos z" ! = 2" -z ¢ P pois
B € primo. Como R € arquimediano, existe m € N* tal que m - v(x) >
v(y). Mas entdo, v(%) =v(z™)—v(y) = m-v(z)—v(y) > 0 e portanto
% € A. Disso, dey € B e de B ideal de A, temos x™ :y~§ € B,
0 que € uma contradi¢do.

Note que a contradicao acima sé foi possivel porque R é arquime-
diano. Além disso, note que na definicdo de valoragao, usamos apenas
a soma e a ordem de R. Isso nos motiva a estender a nogao de va-
loracao para outras estruturas (I', +, <) “semelhantes”a (R, + <), mas
que nao sejam necessariamente arquimedianas. De fato, faremos isso
para grupos abelianos ordenados I', e veremos posteriormente que todo
anel de valoragao é induzido de uma valoracao estendida a tais grupos
(valoragao de Krull).

Definicao 82. Sejam (G,+) um grupo abeliano e < uma ordem total
em G. Dizemos que (G,+,<) é um grupo abeliano ordenado se < ¢é
compativel com a operagdo de G, isto €, se para quaisquer a,b,c,d € G
temos que a < bec<d=a+c<b+d. Dadoa € G, definiremos
la| :=a, se a >0, e |a| := —a caso contrdrio. Diremos que (G,+, <)
€ arquimediano se para quaisquer a,b € G com a > 0 e b > 0, existe
n € N tal que a < nb.

Similarmente a antes, omitiremos a operagao e a ordem quando
as mesmas ficarem claras no contexto.



48

Definigao 83. Seja G um grupo abeliano ordenado. Entao um sub-
grupo I de G € dito isolado se para todo x € I temos {y € G;0 <y <
x} C 1.

Observagao 84. Note que sex <0, temos{y € G;0<y<z}=0C1TI
e que para © = 0, temos {y € G;0 <y <z} = {0} C I, pois I €
subgrupo. Disso, quando queremos mostrar que um subgrupo € isolado,
basta mostrar {y € G;0 <y <z} C I quando x > 0.

Teorema 85. Seja G um grupo abeliano ordenado. Entdo dado a € G
com a > 0, o menor subgrupo isolado de G que contem a € dado por

I, = U{bEG;—nagbgna}.
neN

Além disso, {0} e G sdo subgrupos isolados de G e G é arquimediano
se, e somente se, esses dois subgrupos sao 0s unicos subgrupos isolados
de G.

Demonstragao. E claro que a € I, pois de a > 0, —a < a < a. Sejam
x,y € I,. Entdo existem ni,ne € N tais que z € {b € G;—nja <z <
nia} e

y € {b € G;—nga < y < nga}. Temos que —(n; —ng)a <z —y <
(n1 — n2)a.

Isso mostra que I, é subgrupo. Ele é isolado, pois dado x,y € G
tais que x € I, e 0 < y < z. Entao z < na, para algum n € N. Disso,
obtemos —na < 0 < y < z < na, logo, y € I,. Também, dado [
subgrupo isolado de G’ que contém a, seja x € I,. Entao 0 < |z| < na
para algum n € N. Como a € I e I é grupo, temos na € I. De [
isolado, |z| € I. Mas I é grupo, logo = € I e I, C I. Concluimos a
primeira parte do teorema.

E claro que {0} e G sdo isolados. Suponha G arquimediano e
considere I C G um subgrupo isolado nao-nulo de G. Entao existe
a €I com a > 0. Dado b € G, a propriedade arquimediana garante a
existéncia de n € N tal que |b| < na, logo obtemos —na < b < na e
portanto

be{reG,—na<z<na} CI,CI.

Isso prova G C I, logo G = I. Suponha agora que G tenha apenas
subgrupos isolados triviais. Entao, tome a,b € G. Como I, é isolado,
temos I, = G, logo b € I, isto é, existe n € N tal que —na < b < na.
Disso, G é arquimediano.

|

Definicao 86. Sejam G e H grupos abelianos ordenados. Uma funcgao
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f: G — H é um homomorfismo de ordem se f for homomorfismo de
grupo e para quaisquer a,b € G temos a < b= f(a) < f(b). Se f for
bijetora, dizemos que f € um isomorfismo de ordem e dizemos que G e
H sao isomorfos.

Teorema 87. Nas notagées da defini¢cao acima, se f € isomorfismo
de ordem, entdo f~! também o é.

Demonstracdo. Sejam a,b € H com a < b e suponha por absurdo que
f~Ya) > f1(b). Temos que f~L(b) < f~1(a), logo b = f(f~1(b)) <
f(f~Y(a)) = a. Mas entdo a = b e portanto f~1(a) = f~(b), o que
¢ uma contradicdo. Isso mostra que f~! preserva a ordem. Como ji
se sabe da teoria de grupos, f ' é um homomorfismo de grupos, o que
prova o teorema.

Teorema 88. Seja G um grupo abeliano ordenado e I um subgrupo
isolado de G. Entao G/I é um grupo abeliano ordenado pela ordem
[a] < [b] & existe i € I tal que a < b+ 1. Além disso, m : G — G/I
definida por w(a) := [a] é um homomorfismo de ordem.

Demonstracdo. Mostraremos que a relagao < estd bem definida. Supo-
nha a,b,a’,b/ € Gcoma —aeclel —bel. Entao seexistei e I tal
quea < b+i,temosa’ =d' —a+a < a' —a+b+i=d —a+b—b0+b +1.
Counsidere i’ =i+ (¢’ —a) — () —b) € I. Entéo temos o’ <V +4', 0
que mostra que a relacao estd bem definida. Mostraremos que é uma
relagdo de ordem que respeita a soma do quociente. De fato, dados
a,b,c,d € G temos:

1) a<a+0com0 € I, pois I é subgrupo, logo [a] < [a].

2) Se [a] < [b] e [b] < [a], entdo existem 4, j € I tais que a < b+1
eb<a+j,logoa—b<b+i—b=1i<max(i,j)e —(a—b)=b—a<
a+j—a=j<max(i,j), isto é 0 < |a —b| < max(i,j) € I, logo, de
I isolado, |a — bl € I e a — b € I, o que resulta em [a] = [b].

3) Se [a] < [b] e [b] < [c], entdo existem ¢, € I tais que a < b+
eb < c+j. Concluimos que a <b+i<c+j+iecomoj+icel,
temos [a] < [¢].

4) Se [a] < [b] e [c] < [d], temos que existem 7,5 € I tais que
a<b+iec<d+j. Entao,a+c <b+d+i+jcomi+j € I, portanto
la+c <[b+d.

Para finalizar, sabemos da teoria de grupos que 7w como definida
é um homomorfismo. Provaremos que ele respeita a ordem. De fato,
dado a,b € G, a < b, temos a < b+ 0 com 0 € I. Disso, [a] < [b].

|
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Teorema 89. (Teorema do homomorfismo) Sejam G e H grupos abe-
lianos ordenados e f : G — H um homomorfismo de ordem. FEntdo
Ker(f) é subgrupo isolado de G e G/Ker(f) é isomorfo a Im(f).

Demonstracdo. Como f é homomorfismo de grupo, sabemos, da teoria
de grupos, que Ker(f) é subgrupo de G. Além disso, considere x € G.
Temos que se y € G é tal que 0 < y < z, entdo 0 = f(0) < f(y) <
f(z) =0, logo f(y) =0 ey € Ker(f). Do teorema do homomorfismo
para grupos, segue que estd bem definida a fungéo g : G/Ker(f) —
Im(f) definida por g([z]) = f(z) e esta é um homomorfismo de grupos.
Falta mostrar que ele respeita a ordem. Suponha que para [z],[y] €
G/Ker(f) temos [z] < [y]. Entao, existe ¢ € Ker(f) tal que < y + 1.
Como [ respeita a ordem e f(i) = 0, g([z]) = f(z) < f(y +1) =
fly) + f(i) = f(y) = g([y]), o que conclui a demonstragao.

|

Definigao 90. Seja K um corpo. Uma valoracdo de Krull em K é
uma funcgdo sobrejetora v : K — I'U {oc} onde T' € um grupo abeliano
ordenado e estendemos x+00 = co+z =00 ex < 00 para z € I'U{oo}
tal que valem:

1) v(z) = 0o se, e somente se, x =0

2) vz +y) = min(o(z), v(y))

3) v(zy) = v(x) +v(y)

Nesse caso, I' € denominado o grupo de valores de v e denotado
por I'y,. Além disso, duas valoragoes v,w de K sdo ditas equivalentes
se existe um isomorfismo de ordem ¢ :T', — I'y, tal que w = 1o w.

Observagao 91. Na definicao, poderiamos nao ter pedido que v fosse
sobrejetora. Nesse caso, Im(v) seria um subgrupo de T, pois se a,b €
Im(v), considere x,y € K tal que v(x) = a ev(y) = b. Entdov(zy~ ') =
v(x) —v(y). Definindo o grupo de valores como Im(v), temos, essenci-
almente, a mesma definicao, logo nao hd perda em considerar v sobre-
jetora.

Teorema 92. Seja K um corpo e v uma valoragao de Krull de K. Te-
mos que:

)v(1)=0
2) Para toda raiz u € K da unidade, v(u) = 0.
3) Se x € K, entdo v(—x) = v(x) e se x # 0, entdo v(z~!) =

—v(x).
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Demonstragao. Mais uma vez, essa demonstracao é similar ao que ja
fizemos.

Dol)=v1-1)=v(1)4+v(l) = v(1)=0

2) Seja n € N* tal que v = 1. 0 = v(1) = v(u™) = nv(u), logo,
den >0, v(u)=0.

3) Como —12 = 1, temos que —1 é raiz da unidade. Entdo,
v(—z) =v(-1-2) =v(-1)+v(z) =0+ v(x) = v(z). Se z # 0, entdo
0=v(1) =v(xz™!) =v(z) +v(@™t) = v(@™!)=—v(z).

|

Teorema 93. Seja K um corpo e v uma valoragdo de Krull em K.
Entao O, = {z € K;v(x) > 0} é um anel de valoragao de K, denomi-
nado anel de valoracao associado a v e se w € uma valoragdo de Krull
em K, temos O, = O,, se, e somente se, v e w sdo equivalentes. Além
disso, todo anel de valoragao de K ¢é associado a alguma valoragao de

Krull em K.

Demonstragdo. Sejax € K* tal que z ¢ O,. Entdaov(z) < 0ewv(z™!) =
—v(x) > 0, logo x~1 € O,, isto é, O, é anel de valoragao.

Para a segunda parte, suponha primeiro que O, = O,, e seja
a € T',. Como v é sobrejetora e a # oo, existe x € K* tal que v(z) = a.
Além disso, se y € K* é tal que v(y) = a, temos 0 = v(z) —v(y) =
v(zy™!) e 0 = v(y) — v(z) = v(yz~1), logo zy~t,yz~! € O, = O,.
Entdo, 0 < w(zy™!) = —w(yz~=1) <0, logo w(z)—w(y) = w(zy~!) =0
e w(z) = w(y). Disso, estd bem definida a funcdo ¢ : T, — Ty, definida
por ¢(v(z)) = w(x). Note que dados a,b € ', com a = v(z),b = v(y),
temos ¢(a + b) = (u(z) + v(y)) = L(v(zy)) = w(zy) = w(z) + wly) =
t(a)+¢(b) e ¢ é homomorfismo de grupos. Além disso, se a < b, suponha
que t(a) > u(b). Entdo, t(a) — ¢(b) > 0 e w(zy™t) = t(v(zy™t)) =
t(v(x)) — t(v(y)) = tla) —u(b) > 0exy~t € Op = O,. Disso, 0 <
v(zy™!) = v(z) —v(y) =a—beb<a Dea<bobtemosa=>be
portanto ¢(a) = ¢(b), contradicdo. Concluimos que ¢(a) < v(b) e ¢ é
homomorfismo de ordem. E claro que w(z) = (v(z)), da definico,
logo s6 falta mostrar que ¢ é bijecao. De fato, ¢ é sobrejetor, pois dado
b € Ty, como w é sobrejetor, existe € K tal que w(z) = b. Para
a = v(x), t(a) = t(v(z)) = w(x) = b. Para mostrar que ¢ é injetora,
observe que ¢ é homomorfismo de grupo e considere a = v(z) € Ker().
Temos 0 = t(a) = t(v(x)) = w(z), logo z,2~1 € O, = O,. Mas entao,
0<wv(z™!)=—v(x) <0ea=uv(x)=0. Isso prova que ¢ é isomorfismo
de ordem.

Reciprocamente, suponha v e w equivalentes e seja ¢ : Iy — Ty,
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tal que w = towv. Se x € O,, entdo 0 < v(x). Como ¢ é isomorfismo
de ordem, 0 = ¢(0) < ¢(v(z)) = w(z) e € Oy, concluindo O, C O,,.
Além disso, note que ¢! : 'y, = I',, é isomorfismo de ordem tal que
v = 171 ow. Do que provamos, isso implica O, C O, e portanto
Oy = Oy.

Finalmente, seja O um anel de valoragao de K. (K*,.) é grupo
abeliano e (Inv(A),-) é subgrupo de K*. Da teoria de grupos, todo
subgrupo de um grupo abeliano é normal, logo podemos fazer o grupo
quociente I' = K*/Inv(A), que é abeliano. Além disso, considere a
divisibilidade |4. Dados z,z’,y,y" € K* tais que [z] = [2/], [y] = [¢]
e z|ay, temos y'y~ !, xz'~! € A e portanto, do que vimos na se¢ao an-
terior, 1|4z2’~! e 1|4y'y~!. Aplicando a definicio de divisibilidade,
obtemos 7' = 12/| a2’ 2" = z|ay = yl|lav'y 'y = v e 2'|ay’. Re-
sulta que a relagdo < em T tal que [z] < [y] & x|ay estd bem defi-
nida. Mais ainda, essa ordem é total, pois dados [z],[y] € T, temos
xy~t € A ouyx~! € A. No primeiro caso, [r] < [y] e no segundo

[y] < [z]. Também, se [z],[2'], [y],[y'] € T sdo tais que [z] < [y] e
[2'] < [y], entdo .%'|Ay e 2’| 4y’ o que resulta ya'[ayy’ e zz’|aya’|ayy’,
isto é, [z][z'] = [x2'] < [yy'] = [y][y] e < respeita a operagdo do grupo.

Defina v : K — I' U {o0} por v(z) = [z], se  # 0 e v(0) = c0. Que-
remos mostrar que v é valoragao de Krull. Observe inicialmente que
v é sobrejetora e considere z € K. Claramente, v(z) = oo & z =0
e além disso se y € K, podemos verificar as demais propriedades de
valoragao. Caso x = 0 ou y = 0, elas sao triviais, entao suponha x # 0
ey # 0. Entdo, v(zy) = [zy] = [z][y] (lembrando que a operagdo
nesse grupo é denotada multiplicativamente) e supondo v(z) < v(y),
temos da definigdo de < que z|4y e como x|z, temos z|a(x + y) e
v(z +y) > v(z) = min(v(z),v(y)). Isso conclui o teorema.

|

A seguir, veremos a topologia de uma valoragao de Krull. Essa
nao é necessariamente metrizavel, mas ela tem uma estrutura boa.

Definicao 94. Seja K um corpo com uma valoragdo de Krull v com
grupo de valores I'. Dados x € K er € T', a bola com centro x e raio
r é definida como o congunto B,.(z) = {y € K;v(y —z) > r}.

Teorema 95. Seja K um corpo e v uma valoracao de Krull em K com
grupo de wvalores I'. Defina uma familia 7 de subconjuntos de K da
sequinte forma: U € T se, e somente se para todo x € U existe r € T
tal que B.(x) C U. Entdo T € uma topologia em K e 8 = {B,(z);r €
I,z € K} € um base de 7. Além disso, as operagies de subtragdo e
multiplicacao sao continuas.
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Demonstracao. A demonstracao que 7 é topologia é a padrao: () e K
sao trivialmente elementos de 7. Dados U,V € 7, sejax € UNV. Entao
existem 7, s € T tais que B,(z) C U e Bs(z) C V. Como I é totalmente
ordenado, existe m = min(r, s). Entao, B,,(x) C B,.(z)NBs(z) CUNV
eUNV ert. Se{U;}tic; C 7, tome x € |J U;. Entao existe ig € T tal

il
que z € U;,. Como U;, € 7, existe r € I" tal que B,(z) CU;, € J U;
=
e portanto temos que |J U; € 7. Concluimos que 7 é uma topologia

il
em K. Para mostrar que 8 é uma base, observe inicialmente que B, (z)
é aberto para todo x € K,r € T'. De fato, dado y € B,.(z), tome u um
elemento positivode I" e s = r+wu, notando que s—r = r+u—r=u >0
e logo s > r. Temos que B;(y) C B,.(x), pois para z € By(y) temos
v(z —y) > s por defini¢do e

v(iz—z)=v(z—y+y—x)>min(v(z —y),v(y —x)) > min(s,r) = 7.

Agora sai direto da defini¢ao de 7 que todo aberto é uniao de bolas.
De fato, seja U € 7. Dado x € U, existe r, € T" tal que z € B,.(z) C

U. Disso, U C |J B, (z) C U. Falta mostrar a continuidade das
xcU
operagoes do enunciado. Para isso, considere z,y € K. Dado uma

vizinhanga W de x —y, existe r € T" tal que B,.(x —y) € W. Considere
as vizinhancas U = B,(z),V = B,(y) de x e y, respectivamente. Se
(z',y") € U x V, temos

v(a’ —y') = min(v(2’),v(~y")) = min(v(z), v(y’)) > r,

logo ' —y' € B.(z—y) C W. Temos que a operagao de subtragao

é continua para cada par (z,y), logo ela é continua. Agora, seja s =
max(r,0). Usando as vizinhancas U = Bg(x),V = By(y) de = e y,
respectivamente, para (z/,y') € U x V, temos v(z'y’) = v(z') +v(y') >
s+s > r+0 = r e obtemos que a operagao de multiplicagao é continua.
|
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8 CORPOS PROJETIVOS E LUGARES

Ja vimos anteriormente duas equivaléncias aos anéis de valoracao
de um corpo: Valoragoes de Krull e divisibilidades. Veremos agora uma
terceira caracterizacao via corpos projetivos. Nessa se¢ao, veremos uma
versao algébrica de um conceito recorrente na mateméatica. Assim como
podemos criar a reta real estendida e o plano complexo estendido acres-
centando um elemento extra, denotado oo, e estendendo parcialmente
as operacoes, podemos também fazer o mesmo em um corpo qualquer,
definindo a nogao do corpo projetivo associado a ele. Topologicamente,
essa nocao corresponde a compactificacao de Alexandrov. Intuitiva-
mente, as operacoes serao estendidas de maneira a torna-las continuas,
com a convergéncia para oo (usaremos o termo “convergéncia’nesse
caso, pois oo é um elemento do corpo projetivo) sendo interpretada
como os elementos ficando cada vez maiores (em médulo). Essa nogao
faz sentido para R ou C, que tem uma topologia e um valor absoluto
padrao, mas para o caso de um corpo K qualquer nao temos essa no¢ao
formal. De qualquer maneira, as extensoes seguirao a mesma linha des-
ses dois casos particulares. Usaremos o seguinte guia, lembrando que a
discussao a seguir € informal e usada apenas para motivar a definigao:

1) Assumiremos que as operagoes de corpo jd sao continuas, logo
para z,y € K, x + y e xy serd como em K.

2) Se z € K, tome (z;) convergindo para = e (y;) convergindo
para oo. Temos (x;) limitada e portanto (x; + y;) converge para oo.
Disso, £ + 0o = o0 e da mesma forma, oo + £ = oco. Além disso,se
x # 0, (z;y;) também converge para oo, e logo - 00 = 00 - & = 0.

3) Se (z;) e (y;) ambas convergem para oo, o mesmo pode ser
dito para (x;y;), e portanto co - co = 0.

4) Observe que em R temos (1,2,3,...) e (—1,—2,—3,...) ambas
convergindo para oo, mas por um lado (2,4,6,...) converge para oo e
por outro (0,0,0,...) ndo, logo co 4+ oo néo fica definido. O mesmo
pode ser dito sobre 0 - 0o observando as sequéncias (1;0,1;0,01;...) e
(1,10, 100, ...), assim como as sequéncias (0,0,0,...) e (1, 10,100, ...).

Guiando-se nos pontos acima, segue a definicao formal de corpo
projetivo.

Definicao 96. Seja K um corpo. O corpo projetivo de K, denominado
K, € definido como o conjunto KU {occ} (com oo ¢ K). Nesse caso, as
operagioes do corpo K sdo (parcialmente) estendidas para K por

r+oo=00+x=00,VreKe
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z-00=00 1 =00,z € K* =K\ {0}

e também estendemos —oo =00 =071 e oo_1~: 0. Ainda, dado
um corpo L, um lugar de K em I € uma funcdo f : K — L tal que para
quaisquer z,y € K valem:

1) Sex+y e f(x)+ f(y) estao definidas, entio f(z +y) =

f@)+ f(y)-
2) Se xy e f(x)f(y) estio definidos, entio f(xy) = f(x)f(y).
3) f(lx) = 1p.

Observagao 97. A definicao de lugar dada acima seque as linhas da
defini¢do de homomorfismo. De fato, um lugar de K em IL pode ser
visto como uma espécie de homomorfismo de K em L.

Observagao 98. Note que x + y estd definida se e s6 se x # 00 ou
y # 0o e a condicdo de xy estar definido pode ser vista da sequinte
forma: caso ¥ = 0, € verdadeira precisamente quando y = 00, caso
T = 00, ¢ verdadeira precisamente quando y # 0 e caso nenhuma das
duas, € sempre verdadeira.

Teorema 99. Sejam K e L corpos e f um lugar de K em L. Entao
para quaisquer x,y € K valem:

(a) £(0) = 0 ¢ f(o0) = oc.
(b) Se f(x) + f(y) estd definida, entao x + y estd definida. Se
f(@)f(y) estd definido, entdo xy estd definido.

(c) f(=z) = —f(z) e f(a™!) = f(z)7".

Demonstra¢do. Primeiro, note que 0+ 1 e f(0) + f(1) estao definidas,
pois f(1) =1 # 0 (ver observacao acima e a propriedade 3 da definigao
de lugar). Entao, 1 = f(1) = f(0+1) = f(0) + f(1) = f(0) + 1. Disso
obtemos f(0) # oo e logo f(0) € L. Como LL é corpo, 1 = f(0)+1 =
0 = f(0). Agora, note que pelo mesmo motivo de antes, também
estao definidas co + 1 e f(oc0) + f(1). Obtemos f(oo) = f(oo +1) =
f(o0) + f(1) = f(o0) 4+ 1. Se tivéssemos f(oc0) € L, obterfamos 0 = 1,
o que é uma contradicao, logo f(co0) = oo, provando (a).

Para provar (b), suponha que f(z)+ f(y) esteja definida. Entao
f(x) # o0 ou f(y) # oo. Mas como por (a), f(c0) = 00, temos = # oo
ou y # 00, logo x + y estd definida. Agora, olhando para a contra-
positiva, suponha que zy nao esteja definido. Entao temos dois casos:
quando z = 0, temos y = oo e logo f(z) =0 e f(y) = 0o, 0 que resulta
em f(x)f(y) ndo estar definido. No caso x # 0, temos, de zy nao de-
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finido, z = co0 e y = 0. Entao, f(xz) = oo e f(y) =0, o que resulta em
f(x)f(y) ndo estar definido.

Finalmente, precisamos provar (c). Para isso, note que quando
f(x) # oo, temos © # oo e f(—x) = —f(z) pode ser provado da mesma
forma que na teoria de corpos e também note que se adicionalmente
f(x) # 0, temos  # 0 e f(x~1) = f(x)~! pode ser provado analoga-
mente. Agora provaremos o trés casos restantes:

J(=00) = f(00) = 00 = —00 = —f(00)
f(oo™) = (0) =0 =00~ = f(o0) !
JO7) = (o) =00 =07 = f(0)

Isso prova (c), concluindo a demonstracao.
[ |

Observagao 100. Esse teorema nos diz que a condi¢do 1 da defini¢do
de lugar é equivalente a “Se f(x)+ f(y) estd definida, entdo x+y estd
definida e

flx+y) = f(x)+ f(y) e a condi¢ao 2 da defini¢ao é equivalente a “Se
f(@)f(y) estd definido, entao xy estd definido e f(xy) = f(x)f(y)”.
Mas note que essas condicoes alternativas sempre implicam as da de-
finicao, mesmo quando f ndao € lugar. Por exemplo, assumindo as
condigoes alternativas, se f(x +1y) e f(x) + f(y) estdo definidas, em
particular f(x) + f(y) estd e logo f(x+y) = f(z)+ f(y). Concluimos
que se [ satisfaz f(1) =1, as condigoes da definicdo sao equivalentes a
essas. A hipdtese de que f(1) =1 (que foi usada na demonstragio) é
importante. Sem ela, podemos definir f(co) =0 e f(x) = 0o se x # c©.
Essa funcdo satisfaz as condigées 1 e 2 da defini¢cdo, mas f(00)+ f(o0)
estd definida sem que oo + oo esteja.

Teorema 101. Sejam K,L,M corpos, f lugar de K em L e g lugar de
L em M. Entao go f € um lugar de K em M.

Demonstragio. Sejam z,y € K tais que = +y e go f(x) + go f(y)
estejam definidas. Entéo, como g é lugar, f(z) + f(y) estd definida, do
teorema 99. Entao, g o f(z +y) = (f(x) + f(1) = 9 f(2) + g0 f(y).
Por argumentos anélogos, se zy e go f(z)go f(y) estao definidos, temos
que go f(zy) = go f(z)go f(y). Ainda, go f(1) = g(1) = 1, logo, por
defini¢ao, g o f é lugar.

|

Diferente do caso de homomorfismo de corpos, nem todo lugar
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é injetor, mas similarmente ao caso de homomorfismo de anel, lugares
injetores podem ser caracterizados pelos elementos que sao levados em
0. Outras caracterizagoes sao possiveis, como é visto abaixo.

Teorema 102. Sejam K,L corpos e f lugar de K em L. FEntdo sdo
equivalentes:

1) f €injetora.

2) Ker(f) = {z € K; f(z) = 0} = {0}

3) {7 ({o0}) = {z € K; f(x) = 0o} = {00}
4) L) ={z €K f(z) eL} =K

Demonstrag¢ao. (1 = 2): Como f(0) =0 e f é injetora, segue que
Ker(f) = {0}.

(2 = 3) : Sabemos que f(o0) = co. Agora, tome z € K tal
que f(x) = oo. Temos f(z71) = f(x)™' = 00! =0elogo 27! =0,
nos garantindo x = oo. Entao, f~({cc}) = {o0}.

(3 = 4): Temos

fUL) = {2z €K; f(z) €L} =K\ {z € K; f(z) = 00} = K\ {0} =K.

(4 = 1): Sejam z,y € K tais que f(x) = fly). Se f(x) =
fly)=o0,temos z ¢ f~H(L)=Key¢ f (L) =K, logo x =y = cc.
Caso f(z) = f(y) # oo, temos f(z) — f(y) definida e logo f(z)+ f(—vy)
também, o que nos dd = + (—y) = = — y definida e f(z —y) = f(z) —
fly) = 0. Agora, f((x —y)™') = f(x —y)~! = 07! = 0o e portanto
(x—y) ' ¢ fY(L) ={z € K; f(z) € L} =K. Obtemos (z—y)~! = o0
e logo x —y =0, o que resulta em x = y.

|

Definiremos uma relacao entre lugares mais a frente. Essa relacao
nao serd uma ordem, e sim uma quase-ordem. Dessa forma, podemos
definir uma relacao de equivaléncia entre lugares. Usaremos as classes
de equivaléncia por essa relagao para estabelecer a conexao entre lugares
e anéis de valoracao.

Teorema 103. Sejam K, L, M corpos, [ lugar sobrejetor de K em LL e
g lugar sobrejetor de K em M. Entao sao equivalentes:

fiwcegt™y
2) Eziste uma fungdo ¢ : Ml — L tal que f = ¢ o g.
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_ Nesse caso, ¢ € um lugar de Ml em I e € a tnica func¢ao de M
em L tal que f = ¢og.

Demonstragao. (1 = 2) : Queremos mostrar inicialmente que dados
z,y € K tais que g(z) = g(y), entdo f(x) = f(y). De fato, se g(z) =
g(y) = oo, temos = ¢ g~1(M) e y ¢ g~ *(M). Da hipStese, z ¢ g—1(M)
ey &g (M) elogo f(z) = oo = f(y). Agora, se g(z) = g(y) # oo,
temos g(x)—g(y) definida e portanto g(z) —g(y) = 0. Entdo, g(z—y) =

g(x)—g(y) =0 e do teorema 102, g((z—y) 1) = g(z—y) "1 = 07! = .
Temos (z—y)~* ¢ g~ (M) e portanto (x—y)~1 ¢ f~1(LL) o que resulta
em f(r—y)~!' = f((x —y)~!) = o0 e portanto f(z —y) = 0. Como f é
lugar, temos f(z) — f(y) = 0 e logo f(x) = f(y). Com esse resultado,
podemos definir uma funcao ¢ da seguinte forma: Dado x € M, tome
y € K tal que g(y) = = (tal y existe pois por hipétese g é sobrejetor).
Defina ¢(x) := f(y). Pelo que acabamos de provar, ¢ estd definida.
Agora, dado y € K, temos ¢(g(y)) = f(y) por definicao.

(2 = 1):Sejax € f~YL). Entao ¢(g(x)) = f(x) # co. Por
outro lado, ¢(g(o0)) = f(o0) = 0o e logo g(z) # g(oo) = co. Disso,
z € g~ (M).

Agora, mostraremos que ¢ é lugar. De fato, sejam z,y € M. Se
z+1y e ¢(z)+ ¢(y) estao definidas, sejam ',y € K tais que g(z') =z
e g(y') = y. Entao, como x4y = g(a’) + g(y’) estd definida e g é lugar,
9(@'+y') = g(2")+9(y') = z+y. Alémdisso, d(z)+¢(y) = f(2)+f(¥)
estd definida e portanto obtemos ¢p(z+y) = ¢(g(x'+y')) = f(a'+y') =
f@)+ fy) = ¢(x) + ¢(y). O caso da multiplicagao segue de maneira
andloga: Se zy e ¢(x) - ¢(y) estdo definidos, sejam z’,y’ € K tais que
g(z') =z e g(y') =y. Entdo, como zy = g(z') - g(y’) estd definido e g é
lugar, g(z"-y") = g(z')-g(y') = zy. Além disso, ¢(z)-¢(y) = f(2')-f(¥')
estd definido e portanto obtemos ¢(zy) = @(g(z’ - y')) = f(&' - y') =
F) - 1) = 0(x) - 9(y).

Para concluir o teorema, considere ¥ : M — L funcao tal que
f =1®og Dado z € M, seja ' € K tal que g(z') = x. Temos
(@) = B(g()) = £(@') = Blg(a) = B(), o que prova ¥ = o,

|

Definicao 104. Nas notagoes do teorema anterior, dizemos que f < g
se as condigcoes equivalentes da mesma sao satisfeitas. Se f < g e
g = f, dizemos que f e g sao equivalentes.

Teorema 105. Nas notacoes do teorema anterior, sao equivalentes:

1) f eg sao equwalentes

2) f7HL) = g~ (M).
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3) Eziste ¢ : M — L bijetora tal que f = ¢ o g.
4) Existe ¢ : M — L tal que f = pog e ¢~ 1(L) = M.

Demonstrag¢ao. (1 = 2) : Da hipétese e da definigao de equivaléncia,
temos f < g e g < f. Entdao, f71(L) C g7'(M) C f~1(L), isto é,
L) = g~ (M).
(2 :> 3) : Tiramos como caso particular da hipétese que
fHL) C g7 (M) e portanto, do teorema 103, existe uma tnica ¢ :
M — L tal que f = ¢ o g. Iremos mostrar que ¢ é bijetora. Seja
x € M tal que ¢(z) = 0o e 2’ € K tal que g(2’) = x. Temos f(z') =
#(g(z") = ¢(x) = < e entdo, 2’ ¢ f~HL) = g~'(M) e portanto
x = g(z') = co. Como provado anteriormente, isso é suficiente para
garantir ¢ injetora, uma vez que ja sabemos que ¢ € lugar. Para mostrar
que ¢ é sobrejetora, considere y € L. Temos que existe 2’ € K tal que
f(a') = y. Entéo, para z = g(a'), temos 6(x) = 6(g(a")) = f(z') = y
e ¢ é sobrejetora.

(3 = 4) : Tome ¢ como na hipdtese e note que de ¢ lugar
temos ¢~ 1(L) C M. Agora seja * € M. Como z # oo e ¢(o0) = 00
temos, de ¢ injetora, ¢(z) # co e portanto x € ¢~1(LL).

4 = 1): E imediato da definicio que f < g. Além disso,
do que vimos, a condigao ¢~1(IL) = M ¢é equivalente & ¢ ser injetora, e
portanto ¢ admite uma inversa & esquerda . Aplicando v na equacao
da hipétese, obtemos Yo f =1 o¢pog=gelogo g < f, o que prova f
equivalente a g.

|

Teorema 106. Sejam K e L corpos e f um lugar sobrejetor de K em
L. Entio Oy := f~1(L) é um anel de valoragio de K, denominado
anel de valoragao associado a f. Nesse caso, flo, € um homomorfismo
de Oy em L com miicleo Mo, . Além disso, dado Ml um corpo e g um
lugar sobrejetor de K em M, Oy = Oy se, e somente se, f e g sdo
equivalentes. Reciprocamente, todo anel de valoracdo de K € associado
a algum lugar sobrejetor de K em algum corpo.

Demonstracdo. Se z,y € Oy, temos f(x) € L e g(z) € L, e portanto
fle—y)=f(x) = fly) €eLe flay) = f(x)- f(y) € L. Temos que Oy é
subanel de K. Além disso, dado = € K, temos f(z) € L ou f(z) = oo.
No primeiro caso € Oy e no segundo caso f(z~') =0, logo 27! € Oy.
Seja g = flo, e note que dados z,y € Oy, f(x), f(y) € L e portanto
9(z+y) = f(z+y) = f(z)+f(y) = 9(2)+9(y) e g(zy) = f(zy) = f(2)
f(y) = g(z) - g(y). Também, se g(x) = 0, temos f(x) = 0 e portanto
f(z™') = co. Disso, z ¢ Inv(Oy) e entdo, = € Mo,. Reciprocamente,
se v € Mo, temos que z7! ¢ Of. Entao, f(z~!) = oo e portanto
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f(z) = 0. Obtemos g(xr) = 0 e x € Ker(g). Do teorema 105, temos
O =0, & f7HL) = f7'(M) & f e g sdo equivalentes. Para a
reciproca, considere O um anel de valoragao de K. Tomando L = K =
O /Mo como na definigdo 80, considere a proje¢ao candnica 7 : O — L.
Defina uma funcio f : K — L da seguinte forma: f(z) = 7(x) para
z € O e f(z) = oo caso contrario. Sejam z,y € K e suponha que
f(x)+f(y) e x4y estejam definidas. Se x = oo, f(x) = 00, 0 que resulta
emy # oo e f(y) # oo. Entdo, f(z+y) = 0o = oo+ f(y) = f(z)+f(y).
Se y = oo, temos f(z +y) = f(y +z) = f(y) + f(z) = f(x) + f(y).
Caso z,y € O, temos que z +y € O e entdo, f(x +y) =z +y) =
m(z) + 7(y) = f(z) + f(y). Suponha agora que zy e f(zy) estejam
definidos. Caso z = oo, f(x) = oo e entdo concluimos que y # 0 e
f(y) # 0. Entao, zy = 0o e f(zy) = 00 = 00 f(y) = f(z) - f(y). Se
y = oo, temos f(zy) = f(yx) = f(y) - f(z) = f(z) f(y). Casox # oo e
y # 00, temos 7,y € O e logo f(zy) = m(zy) = n(x)-7(y) = f(z)- F(y).
Finalmente, 1 € O, logo f(1) = m; = 1y, mostrando que f é lugar de
Kem L.

|
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9 TEOREMA DE EXTENSAO

Até o presente momento, desenvolvemos a teoria de valoracoes
sem nos focar muito em possiveis aplicagoes da mesma. Apesar disso,
tais aplicagoes existem em outras teorias da matematica, e as proximas
secoes as trardo. Além de vermos como as valoracoes, estudadas até
agora, nos ajudam a encontrar resultados em outras teorias, também
veremos que estas naturalmente “retribuem”, nos dando mais resulta-
dos sobre valoragoes. Nessa sessao, nos ateremos a provar o chamado
Teorema de Extensao e estudar suas consequéncias para nos ajudar
nesse objetivo.

Por hora, fixaremos algumas notacées. Dado um anel comu-
tativo com unidade A, denotaremos seu anel de polinémios (em uma
varidvel X) por A[X]. Nesse caso, como j& é conhecido, para qualquer
anel comutativo com unidade B, qualquer homomorfismo f: A — B e
qualquer x € B, existe um tnico homomorfismo ¢ : A[X] — B tal que
f = ¢4 e ¢(X) = x. Denotaremos Im(¢) por As[z]. Normalmente,
f ficard explicita no contexto e denotaremos Im(¢) simplesmente por
Alx], em particular esse serd o caso quando A C B, no qual considera-
remos f como sendo a inclusao candnica de A em B a nao ser que se
diga o contrario.

Teorema 107. Seja A um anel comutativo com unidade e I um ideal

de A. Se B é um anel comutativo que contém A como subanel unitdrio
n

(isto é, 14 = 1) e x € B, entdo I[x] := {Z anx™;n € Nya, € I} é

i=0
ideal de Alz). Em particular, I|X] ¢é ideal de A[X].

Demonstracao. Tome p,q € Iz ] Entao, para ag,...,an,bg,...,0;m € I
convenientes, p = Z a;x' eq= Z b; 27, Entdo, com a; = 0 parai > n
=0 7=0
max(n,m) )
ebj=0parai>m,p+qg= Y (a;+0b;)z* € I[z]. Além disso, se
i=0

r= Y cp* € Alr] temos pr = 3. Y a;crxiTF. Como cada aici, € 1,
k=0 i=0 k=0
temos que cada a;cpx™t* € I[x] e portanto pr € I[z], pois I[z] é anel.
Concluimos que I[z] é ideal de A[z]. Para mostrar que I[X] é ideal de
A[X], tome B = A[X] e z = X, e aplique o resultado que obtemos.
]

Teorema 108. Sejam K um corpo, A um subanel unitdrio de K e
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I ideal proprio de A. Entao dado x € K*, temos I[z] # Alx] ou
Ilz7Y # Alz71).

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que I[z] = Alz] e I[z7!] =

Alz~'. Entdo 1 € I[z], para a;,b; € I convenientes temos 1 =
m

n
Yo a;xb = ) bja™?. Podemos tomar m e n os menores possiveis e
i=0 §=0

n
vamos supor inicialmente que m < n. Note que 1 —ag = Y a;a"
i=1

m ) n—1 .
el—by = ) bjz~’ e considere o elemento p = > (1 — bg)a;x"* +
j=1 i=1
n—1 . n—1 . n—1 .
o apbp—jxt = (1—-bo) > aix+a, >, by—jx?. O passo que fa-
j=n—m i=1 j=n—m

remos abaixo pode ser visto como uma “mudancga de variavel”j — n—j.
E possivel ver que, de fato, as duas expressoes sao equivalentes.

n—1 m n—1 m
p=(1—bpy) Z a; ' + ap, Z bjm"_j = (1 —byp) Z a; " + apz™ Z bjx_j
i=1 j=1 i=1 j=1

=1 —=b0)(1—ag—anz")+ az™(1 —by) = (1 —bo)(1 —ap—apz" + aya™) =
= (1 — bo)(l - ao) =1- apg — bo +aob0.

Note entao que p + ag + bp — apbg = 1. Lembrando que p foi
definido como duas somas, podemos juntar as duas somas e a expressao
n—1
agp + by — agby em um dnico somatdrio, obtendo algo da forma Y cpx
k=0
e como cada a; e cada b; estd em I, concluimos que cada ¢; também
estd em I, mas isso contradiz a minimalidade de n. Concluimos que
n < m, mas o mesmo argumento, substituindo = por 27! e vice-versa
nos resulta em uma contradi¢ao semelhante com a minimalidade de m.
Por absurdo, o resultado é verdadeiro.

k

Definicao 109. Sejam K e L corpos com L algebricamente fechado,
isto €, L contém uma raiz de cada polinémio em L[X]. Defina o con-
Junto R(K,L) de todos o pares da forma (A, f) tais que A € subanel
de Kef:A— L € homomorfismo. Ainda, defina a relagio < em
R(K,L) por (A, f) < (B,g) se, e somente se, ACB egla=g.

Teorema 110. Nas notacées acima, < € uma relagao de ordem. Além
disso, Ker(f) é um ideal primo de A.
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Demonstragao. De fato, A C Ae fla = f, logo (4, f) < (4, f). Além
disso, se (A, f) < (B,g), entato AC BC Ae f=gla=glp =g, logo
(A, f) = (B, g). Finalmente, se (4, f) < (B, g) e (B,g) < (C, h), entao
AC BCCeparax € AC B, hla(z) = h(z) = hlp(z) = g(z) =
ga(z) = f(x) de onde resulta (4, f) C (C,h).

Que I = Ker(f) é ideal de A sai da teoria de anéis. Para mostrar
que I é primo, o que saird como consequéncia de I ser dominio de
integridade, considere z,y ¢ I. Como x e y ndo estdo no nicleo de f,

&) #0 0 fly) # 0. Mas entdo. f(ay) = FD)] (1) # Oeay £ 1.

A demonstracdo do teorema a seguir pode ser encontrada na
referéncia principal [1].

Teorema 111. Sejam K e L corpos com 1L algebricamente fechado.
Dados (A, f) € RIK,L) e 2 € K, existe (B,g) € R(K,L) tal que
(A, f) < (B.g) e{z,a~'}nB #0.

Teorema 112. Sejam K e L corpos com L algebricamente fechado.
Entao existe uma bijecao entre o conjunto de todos os lugares de K em
L e o conjunto dos elementos maximais de R(K,L).

Demonstracdo. Seja S o conjunto dos lugares de K em L e T o conjunto
dos elementos maximais de R(K,L). Lembrando que para cada f € S
definimos anteriormente Oy := f~!(L), defina a fungio ¢ : S — T
por ¢(f) = (Oy, flo,;). Essa funcao estd bem definida pois se existir
(B,g) € R(K,L) tal que (Oy, flo,) < (B,g) e Oy # B temos que para
z € B\ Oy, f(z) = co. Mas entdo, f(z7') =0eaz"! € Of CB
e entao g(z~!) = 0. Como g é homomorfismo, temos 0 = 0 - g(z) =
gz -g(x) = g(x~x) = g(1) = 1, 0 que é uma contradi¢do. Notando
que basta saber o valor de f em Oy para determinar toda a f (nos
demais pontos z, f(x) = co) concluimos que ¢ é injetora. Para mostrar
que ¢ é sobrejetora, considere (A, f) € T. Dado x € K*, temos que ter
z € Aoux~! € A, pois caso o contrério, o teorema 111 nos garante
que é possivel estender (A, f), contradizendo a maximalidade de (4, f).
Disso, concluimos que A é um anel de valoracdo. Defina f K-> L
como o lugar de K em L que estende f e tal que f(a:) = 00 para
z e K\ A E imediato que O; = Ae f|A = f, provando o teorema.

|

Disso, obtemos uma maneira de encontrar os lugares de K em L:
Sao os lugares associados a um elemento maximal de R(K,L). Normal-
mente, encontrar elementos maximais exige o uso do Lema de Zorn, e
de fato, faremos justamente isso abaixo.
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Teorema 113. Sejam K e L corpos com L algebricamente fechado.
Entao para todo (A, f) € R(K,L), existe (A, f') € R(K,L) tal que
(A, ") é mazimal e (A, f) < (4, ).

Demonstragio. Seja S = {(B,g) € R(K,L); (A, f) < (B,g)}. SeT é
um subconjunto totalmente ordenado de S, considere B = |J B.
(B,9)eT

Claramente, B C K e B C A’. Agora, dados =,y € B’, temos que
para (B1,¢1),(Bs,g2) € T convenientes, x € By e y € By. Mas T é
totalmente ordenado, logo B; C B ou By C B;. Em ambos os casos,
B = B1UB; € {By, By} e entao, z,y € B. Concluimos . —y, 2y € B C
B’ elogo B’ é anel. Defina ¢’ : B’ — LL da seguinte forma: dado x € B’,
escolha (B,g) € T com x € B, e defina ¢'(z) = g(x). Note que essa
definicao nao depende da escolha de B, pois T é totalmente ordenado
e em qualquer outra escolha (C, h) terfamos que g estende h ou que h
estende g. Note também que dados x,y € B’, escolhendo (B, g) € T tal
que z,y € B, temos ¢'(z +y) = g(z +y) = g(z) +9(y) = ¢'(z) + ¢'(y),
9'(zy) = g(xy) = g(z)g9(y) = ¢'(x)g'(y) e ¢'(1) = g(1) = 1 e portanto
¢’ é um homomorfismo. Finalmente, para (B,g) € T e x € B, temos
g'(r) = g(x), logo ¢'|p = g e (B,g) < (B',¢'), isto é, (B',g") é cota
superior de T em S. Do Lema de Zorn, S admite elemento maximal
(A’, "), como queriamos demonstrar.

|

Teorema 114. (Teorema de Extensao) Sejam K,1L corpos com L al-
gebricamente fechado e (A, f) € R(K,L). Entao existe um lugar de K
em L que estende f. Além disso, dado um ideal primo P de A, existe
um anel de valoragdo B de K tal que A C B e =Mp N A.

Demonstragio. Seja (A’, f') € R(K,L) maximal tal que (A, f) < (A, f/).
Como (A’ f') é maximal, do teorema anterior, podemos estender f’ a
um lugar f de K em L definindo f(z) = oo se # ¢ A’. Fica claro
que esse lugar estende f. Agora considere 8 um ideal primo de A e
m: A — A/P a projecido candnica. Considerando o fecho algébrico
L de A/, podemos estender m a um lugar # de K em L e tomar
B = #71(LL). Temos que B ¢é anel de valoracao e além disso, para x € A,
w(x) = n(z) € A/PB C L. Concluimos que A C B. Finalmente, note
que x € Mp se, e somente se, 7(z) # 0. Entdo, z € P < 2 € Mp N A.
[
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10NOCOES DE MODULO

No préximo capitulo, precisaremos utilizar médulos. Para isso,
faremos aqui uma breve introdugao a teoria, como temos feito até o
momento. A ideia de um médulo é similar a de um espago vetorial, mas
em vez de termos escalares em um corpo (ou especificamente subcorpos
de C, em algumas abordagens), nossos escalares estardo em um anel,
que nao necessariamente precisara ter unidade.

Definicao 115. Seja A um anel. Um A-médulo (& esquerda) € um
grupo abeliano M munido de uma funcdo - : Ax M — M, denominada
multiplicacao por escalar, que tem as sequintes propriedades, para todos
AMpEAex,ye M:

1) (Ap) -z =X (u- ),

2)A+p)z=XAx+p-y,

A (z4+y)=A-z+ Ay,

4) Se A possui unidade 14, entdo 14 -x = x.

Observagao 116. Normalmente, denotaremos A - x por Ax.

E facil ver que todo espago vetorial sobre K é um K-modulo.
Além disso, veremos abaixo alguns exemplos vindos da teoria de anéis.
Em todos os exemplos abaixo, A é um anel.

Exemplo 117. A é um A-mddulo, se considerarmos A como um grupo
abeliano com a sua operacdo de adi¢do.

Exemplo 118. Se B ¢ subanel de A, entao A é um B-mddulo com o
produto por escalar definido como a multiplicacdo em A.

Exemplo 119. Suponha que A seja um anel e S um conjunto e consi-
dere o anel B das fungdes de S em A com as operagoes pontuais. Pode-
mos considerar A’ como o subanel de B das fungoes constantes. Sabe-se
que A € isomorfo a A’ e o A'-mddulo sequindo o exemplo acima pode
ser transformado em um A-mddulo definindo (\f)(z) = (t(N)f)(z) =
Af(x), onde ¢ leva X € A na fungdo constante que leva cada x € S em
A

Exemplo 120. Seja I um ideal de A. Podemos ver A como um I-
mddulo, mas também podemos ver I como um A-mddulo, uma vez que
a multiplicacdo em A leva um elemento de A e um elemento de I em
um elemento de I.

Também precisaremos da definicao de um sub-mddulo.
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Definigao 121. Seja A um anel e M um A-mddulo. Um subconjunto
N € dito um A-submédulo de M quando N for um subgrupo de M e
para quaisquer N € A,z € N vale A\x € N.

Como é comum na dlgebra, podemos caracterizar um submaédulo
da seguinte forma, cuja demonstracao é trivial:

Teorema 122. Seja A um anel e M um A-mdédulo. Entdo N C M
é um A-submddulo se, e somente se, N for um A-mddulo com as
operacoes do modulo M restritas a N.

A nogao de base, muito estudada em espagos vetoriais, nao nos
interessard aqui, mas a nog¢ao de conjunto gerador sera util.

Definicao 123. Seja A um anel, M um A-mddulo e S C M ndo vazio.
Defina

span(S) == {Z i ;8" C S finito e \; € A}
ics’

Para cada x € span(S), dizemos que S gera x. Dizemos que S gera M

quando M = span(S). Além disso, se M ¢é gerado por algum conjunto

finito, diremos que M é finitamente gerado.

Exemplo 124. Note que nao definimos dimensdo. Essa definicdo é
delicada, pois, por exemplo, diferente de um espago vetorial, nem todo
mddulo tem um conjunto gerador minimal, por exemplo. Fvitaremos a
discussao geral sobre dimensao de um mddulo arbitrdrio.

A seguinte afirmagao sera til na préxima secio:

Teorema 125. Considere A, B anéis tais que B C A e M um A-
mddulo. Entdo M ¢é um B-mddulo com as operacées restritas de A e
se M € finitamente gerado como A-mddulo e A € finitamente gerado
como B-mdédulo, entdo M € finitamente gerado como B-mddulo.

Demonstra¢ao. Fica claro que M é um B-médulo. Para mostrar que

M ¢é finitamente gerado como B-moédulo, considere geradores finitos

G ={z1,...,2,} de M como A-médulo e H = {A1,..., A\, } de A como

B-médulo.  Afirmamos que I = {Az; A € H,x € G} é um gerador
n

de M. De fato, dado m € M, temos que m = Y A\;x; para \; € A
i=1

m
convenientes e cada \; se escreve como \; = Y Mi A com p; 5 € B
j=1
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n m
convenientes. Entao, escrevemos m = >~ > p; j\jx;, mostrando que
i=1m=1

I é gerador de M. |
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11ELEMENTOS INTEGRAIS

Quando estudamos polindmios com coeficientes em um corpo,

é importante estudar os elementos algébricos desse corpo. Se x é
n

algébrico, entao ele é raiz de um polinémio . a; X" com a,, # 0. Pode-

i=0
mos dividir cada coeficiente desse polinéomio por a,, e concluir que x é

raiz de um polinémio ménico. Quando estudamos polinémios com coe-
ficientes em um dominio de integridade, nao podemos necessariamente
fazer isso o que quer dizer que nem todo elemento algébrico é raiz de
um polinémio monico. Estudaremos nessa se¢ao os elementos que sao
dessa forma.

Definigao 126. Sejam A e B dominios de integridade tais que A C B
ex € B. x é dito integral sobre A se x € raiz de um polinémio moénico
de A[X]. Além disso, o conjunto Ig(A) de todos os elementos de B
integrais sobre A € denominado fecho integral de A em B. Se todo
elemento de B for integral sobre A, diremos que B € integral sobre A.

Observagao 127. Note que B € integral sobre A se, e somente se,
Ig(A) = B.

Iremos caracterizar elementos integrais de duas formas. Para
isso, precisamos da seguinte definicao, relacionada com a Teoria de
Moédulos:

Definicao 128. Sejam A e B dominios de integridade tal que B C A.
Entao B € dita uma extensao finita de A se B (visto como A-mddulo)
for finitamente gerado.

Teorema 129. Sejam A e B dominios de integridade tais que B C A.
Dado = € B, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1) x € integral sobre A.
2) Alx] € extensdo finita de A.
3) Existe um A-mddulo ndo nulo M que é extensdo finita de B
tal que
x-M:={zm;me M} C M
n .
Demonstrag¢io. (1 = 2) Seja p = > ¢; X" um polindémio de A[X]
i=0
tal que z seja raiz desse polinémio e a, = 1. Afirmamos que G =

{1,2,2%, ...,2" "1} gera A[z]. Provaremos essa afirmagao em trés partes.
n—1

Primeiro, note que ™ é gerado por G. De fato, 2™ = an,z™ = Y, —a;x".
i=0
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n+k

Agora, se k € N é tal que G gera ™% entdo considere by, ...,b,_1 € A

n—1
tais que 2"* = Y b;2’. Temos
i=0

n—1 n—1 n—2
TR — ppnth — ¢ g bzt = E bzttt = g bt 4 by =
i=0 i=0 i=0

n—2 n—1
i1 )
= E biLL'H— + bn—1 E —a;x"
i=0 =0

Juntando as duas expressoes em um 1nico somatdrio, mostramos que
G gera 2"F*+1. Por inducdo, G gera todos monomios monicos de grau
pelo menos n. Como z*! € G para i < n, G gera todos 0s monoémios
moénicos. Como todo elemento de A[zx] é uma combinacao linear de
mondmios monicos, temos que G gera A[z] e de G finito, concluimos
que A[z] é extensao finita de A.

(2 = 3) Tome M = Alzx], que é extensdo finita por hipétese.
Como nesse caso M é anel e x € M, temos v - M C M.
(3 = 1) Suponha que M seja finitamente gerado e considere
um conjunto gerador G = {z1, ..., z,}. Da hipdtese, para i € {1,...,n},
n

zx; € M, logo zx; pode ser escrito como zx; = > A; jz;. Conside-
j=1
rando v = (z1,...,2n) € M = [)\; ;], temos zv = Mwv, onde as operagoes
de multiplicacao por escalar e multiplicacao matriz-vetor sao definidas
da maneira usual. Como estabelecido na referéncia, essa equagao de
auto-valores implica que x é raiz de um polinémio moénico com coefi-
cientes em A, obtido através do determinante de M — xzI, onde I é a
matriz identidade de mesma ordem que M e o determinante é definido

de forma andloga a da algebra linear.
[

Corolério 130. Sejam A e B dominios de integridade tais que B C A.
Se x1, ...z, € Ig(A), entao Alzq,...,x,] € uma extensdo finita de A.

Demonstragio. Para i € {1,...,n}, defina A; = Alxy,...,2;]. Do teo-
rema 129, A; é extensdo finita de A. Agora suponha que para algum
i, A; seja extensdo finita de A. Temos que x;41 é raiz de um po-
linémio moénico de A C A;, logo x,;41 € integral em A; e portanto A; 1
é extensao finita de A;. Como A; é extensao finita de A, temos A;11

extensao finita de A;.
|
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Teorema 131. Sejam A e B dominios de integridade tais que B C A.
Entio A C Ig(A) C B e Ig(A) € um anel. Além disso, se A’ € anel
tal que A C A" C B, entio Ig(A) = Ig(Ia(A)) C Ig(A') e se B é
integral sobre A’ e A’ € integral sobre A, entdo B € integral sobre A.

Demonstragao. Por definigao, Ig(A) C B e dado = € A, x é raiz do
polinémio moénico X € A[X], logo © € Ig(A) e A C Ig(A). Para
mostrar que Ip(A) é anel, basta mostrar que é subanel de B. Consi-
dere z,y € Ip(A). Temos que A[z,y] é finitamente gerado. Considere
G um gerador finito de A[z,y]. Do teorema binomial, (z — y)" =

> (12 (—y)" " € Alz,y], logo cada (x — y)™ é gerado por G. Entéo,

como um elemento de A[z — y] é uma combinagao linear dos (x — y)"
com coeficientes em A, temos que G gera Alx — y] e x — y é integral
sobre A. Semelhantemente, (zy)" = z"y™ € Alz,y] e concluimos que
G gera Alxy], logo xy é integral sobre A e Ip(A) é anel.

Seja x € Ip(A). Entdo x ¢é raiz de um polinémio moénico de A[X]
e logo é raiz de um polindmio ménico em 4/ (A)[X], isto é, Ig(A) C
Ip(14/(A)). Também, como [4(A) C A’, temos, pelo mesmo motivo,
Ip(14/(A)) C Ig(A’). Para provar Ig(A) = Ig(I1a (A)), 86 nos resta
mostrar uma das inclusdes. Seja x € Ip(I14/(A)). Entdo existe um
Ip(14/(A))-médulo M tal que x - M = M C B. Sabemos que M
é médulo, logo a adi¢do é fechada em M. Além disso, se y € M e
A€ AC Ig(Ia(A), \y € M e M é A-médulo, provando que x é
integral sobre A e a igualdade segue.

Finalmente, suponha que B seja integral sobre A’ e A’ seja inte-
gral sobre A. Temos Ig(A’) = B e I4/(A) = A’, e do que acabamos de
provar, Ig(A) = Ig(Ia/(A)) = Ig(A’) = B e B é integral sobre A.

|

Agora, iremos mostrar um resultado relacionando anéis de va-
loracao e elementos integrais. Este serd dada via anéis integralmente
fechados, como definido abaixo. Estaremos interessados no caso em que
B for corpo.

Definigao 132. Sejam A e B dominios de integridade tais que A C B.
A ¢ dito integralmente fechado em B se Ig(A) = A. Nesse caso,
quando B for o corpo de fragées de A, diremos simplesmente que A é
integralmente fechado.

Lema 133. Todo anel de valoragdo € integralmente fechado.

Demonstragao. Seja O um anel de valoragao de um corpo K’ e K o
corpo de fragoes de ©. Como O C K’, podemos supor, por um isomor-
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fismo conveniente, que K C K’. Agora, note que dado z € K, temos
x € K' e portanto x € O ou 27! € 0. Entdo, O é um anel de va-
loracao de K. Considere x € K* integral sobre O. Temos que para

n .
alguma escolha de n € N e ay,...,a,—1 € O com a, =1, > a;a* = 0.
i=0
n—1 . n—1 . ’
Entao, 2™ = Y a;a*, isto é, x = Y a;a*~™. Suponha por absurdo que
i=1 i=1
r ¢ 0. Entdo 27! € O e como para i € {0,...,n — 1} temos i —n < 0,
e portanto z*~" € 0. Concluimos = € O, o que contradiz a hipétese e
nos leva a concluir que, de fato, x € O. Como 0 € O, temos que O é
integralmente fechado.

Teorema 134. Seja A um dominio de integridade e seja K um corpo
que contém A. Se V € o conjunto dos aneis de valoragao de L que
contém A e V' € o conjunto dos O € V tais que Mo N A € um ideal

mazimal de A, entio Ix(A)= () O= [ O.
oev oev’

Demonstragao. Seja x € Ix(A) e B € V, e note que B é integralmente

fechado, pelo lema. Entéo, z € Ix(A) C Ix(O) = O e logo Ix(A) C O.

Entao, Ix(4) € () O. Como V' C V, segue diretamente que (| O C
oeVv oeVv

(1 O. Finalmente, considere z € K\ Ix(A) e vamos provar que x ¢

eV’
n

(| O. Note primeiramente que dado um elemento p = > a;x™" €

OeVv’ =0
n

Alz~1Y, temos 2" (x —p) = 2" = 3" a;2" "t # 0, pois x ndo é integral
i=0
sobre A, e portanto z — p # 0. Disso, 7! ndo é inversivel em Alz~1] e
portanto estd contido em um ideal maximal 9t de A[z~!]. Do Teorema
de Extensao, existe algum anel de valoragdo O de K que contém 9t
e tal que M = Mo N A[z~!]. Notando que A = A[z~1] N A, temos
MN A =M N A. Considere a funcio 74 : A — A[z~1]/M levando
cada elemento de A em sua classe de equivaléncia. Como z~! € 9,

n
temos que > a;x~! = ag, e portanto w4 é sobrejetora. Como M é
i=0
ideal maximal em A[r~!], a imagem de 74 é um corpo, e portando,
Ker(my) = MN A = Mp N A é ideal maximal de A. Obtemos que
OeV'ex ¢ O. Concluimos ()| O C A, finalizando a demonstragao.
eV’
|

Corolario 135. Um subanel de um corpo K € integralmente fechado
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em K se, e somente se, for a intersecdo de algum conjunto de anéis de
valoragao de K.

Demonstra¢do. Seja A subanel integralmente fechado em K. Consi-

derando V' como no teorema 134, A = Ix(A) = [\ O. Reciproca-
oeV

mente, seja V' o conjunto dos aneis de valoragdo de K que contém A

e suponha que A seja a intersecdo de um conjunto Vo C V. Entao,

Ix(A)= () OC [ O=ACIg(A), provando o resultado.
oeVv OeVy
|
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12LOCALIZACOES

Nessa breve sessao, nos desviaremos do que estdvamos fazendo
até agora para desenvolver o conceito de uma localizagao, que serd
usado na segao seguinte. Como esse é analogo ao que é feito para corpo
de fracoes, iremos proceder mais rapido que o usual. Comegaremos com
a definicdo de um subconjunto multiplicativamente fechado.

Definigao 136. Seja A um anel e S C A. Entdao S € dito multiplica-
tivamente fechado se 1 € S e se dados x,y € S, temos xy € S.

Faremos aqui a localizagao de um anel por um subconjunto mul-
tiplicativamente fechado dele que nao contenha divisores do zero (in-
cluindo o préprio zero). B possivel estender essa definigao para conjun-
tos que possivelmente contém divisores do zero, mas nao precisaremos
dessa versao mais geral. Intuitivamente, a localizagao serd similar ao
corpo de fragbes, mas apenas elementos de S serdo permitidos no de-
nominador. Formalmente, considere um anel comutativo com unidade
A e S um subconjunto multiplicativo de A que nao contém divisores
do zero (e nem zero). Defina em A x S as seguintes operagoes:

(x,8) + (y,t) = (xt + ys, st)
(z,8) - (y,1) = (zy, st)

Observe que essas operagoes estao bem definidas, pois S é multi-
plicativamente fechado, mas elas nao necessariamente tornam A x .S um
anel. Para ver isso, tome A =Z e S = Z* e observe que (z,s)+(0,1) =
(0,1) + (x,8) = (x,s), logo (0,1) seria o zero do suposto anel, mas
(0,2) + (y,t) = (2y,2t) # (0,1), pois nenhum ¢ € Z* satisfaz 2t = 1,
isto é, (0,2) ndo tem elemento oposto. Lembrando que o par (z,s)
representa, intuitivamente, a fragao %, é seguro pensar que queremos
identificar os pares (z,s) e (y,t) precisamente quando xt = ys. De
fato, isso pode ser feito usando relagbes de equivaléncia e partigoes,
como de costume. Defina a relacao ~ em A x S da seguinte forma:
(z,8) ~ (y,t) & xt = ys. Note que zs = zs, logo (z, s) ~ (z, s) sempre
vale e que (z,5) ~ (y,t) = at=ys = ys=at = (y,t) ~ (x,s).
Finalmente, note que (z,s) ~ (y,t) e (y,t) ~ (z,u) = at =yse
yu = 2t = xtu = ysu = yus = zts e como o anel e comutativo e
S nao contém divisores do zero, podemos cancelar ¢t e obter zu = zs,
isto é, (x,8) ~ (z,u), mostrando que ~ é uma relagdo de equivaléncia.
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Além disso, note que se (z,s) ~ (2, s') e (y,t) ~ (v, ), entéo

xs' =a's, yt' = y't = (vt +ys)(s't) = ats't' +yss't! = xs'tt’ + yt'ss’ =
=a'stt' +y'tss’ = (2t +y's)(ts) = (2,5) + (y,1) ~ (¢/,8') + (¢, 1)

xs' =a's, yt' =y't = (vy)(s't') = xs'yt’ =
=a'sy't = (2'y)(st) = (x,5) - (y,t) ~ (¢, ) - (v, 1)

Disso, concluimos que as extensoes das operagoes nas classes de
equivaléncia estao bem definidas. Denotaremos a classe de equivaléncia
de (z,s) por £ e entao, por defini¢ao, temos £ 4 ¥ = % 2.4 =
%, Denotando por S~1A o conjunto quociente, temos duas operacoes
definidas em S~'A. Esse conjunto é de fato um anel, como podemos

ver sintetizado abaixo

x z xt+ys =z xtu + ysu + zst x u + zt x z
R R R R €

S t st U stu S tu t U
z oy xt+ys ys+itrx y «w
5+t_ st o ts _t+s
x 0 z+0 =z
s 1 s s

Para a existéncia do oposto, precisaremos de uma propriedade extra:% =
%. De fato, 0-t=0=0"s.

x —x xs+(—xz)s wxzs—axs 0 O

S s ss ss ss 1

(E Q) F_oW O E_TyE_ T YR T (E E)
S

s i U st u stu s tu t u
ry _ry_yr Yy
st st ts t s
z 1 =z
s 1 s

A distributividade pode ser provada usando a seguinte afirmacao: T =

)
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ZL De fato, z(st) = (xt)s.

E,(Q+E) r yut+zt  w(yu+zt)  wyu+ azt

] t wu s tu stu stu
(zyu + z2t)s  axysutxzzst xy x2z T Yy T 2
— — =z . 24,22
(stu)s stsu st su s t s

Além disso, note que se s,t € S, entdo £ é inversivel: . L =

t t s
% = Hzg T Ainda, se z € A é inversivel e s € S, entao £ também
X

o é, pois % - 115 = ”715 = }i = }, mas nesse caso, Nao podemos
escrever (f) = 2, pois nao sabemos se x € S. Slmllarmente a0 caso
do corpo de fragoes, podemos definir um homomorfismo injetor entre
A e S7tA (lembrando que sempre estamos tomando S sem divisores
do zero e sem o zero) da seguinte forma: Defina ¢ : A — S~1A por

t(z) = §. Essa fungao é um homomorfismo pois:

oty = =T Y — @) +uy)
vay) = =73 = da)w)

Eset(z) = %, temos T = % e lembrando que essas fragoes sao classes de
equivaléncia, obtemos (z,1) ~ (0,1) e logo = 0. Entao, Ker(:) = {0}
e ¢ é injetora. Como de costume, podemos “confundir’um elemento
de A com sua imagem por t em S™'A e escrever A C s 'Adex = T
mas devemos ter em mente que se x € A\ S ¢ inversivel, ndo podemos
identificar 7! = % com %, ja que a ultima nao estd definida. Simi-
larmente, é necessario ter cuidado ao cancelar elementos. Por exemplo,
considere o anel de valoracao associado a valoragao 2-adica de Q. Seja
= {4™;n € N} e note que S é multiplicativo. E errado afirmar
% = % = % O motivo para isso é que a ultima expressao nem ao
menos faz sentido: 2 ¢ S. Repetindo o que j& foi comentado ante-
riormente, antes de provarmos a distributividade, podemos cancelar
elementos de S: Se v € A e s,t € S vale 7 = %, pois (zs)t = x(ts).
Para finalizar a sessao, daremos alguns exemplos de localizagoes.
O ultimo deles serd de importéancia a frente e por isso terd uma notagao

particular e um teorema a respeito.

Exemplo 137. Seja A um anel comutativo com unidade e S = {1}.
Entao S~'A ¢é isomorfo a A. De fato, é fdcil ver que v € sobrejetora,
nesse caso, logo 1 € o isomorfismo desejado.
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Exemplo 138. Seja D um dominio de integridade e S = D*. Entdo
S™ID ¢ o corpo de fragoes de D, como construido usualmente.

Exemplo 139. Generalizando o exemplo anterior, seja A um anel
comutativo com unidade e S o conjunto dos elementos que ndo sao
divisores do zero. Note que se xy ¢ S, entao existe z # 0 tal que
(xy)z = 0. Entdo, x(yz) =0 e logo yz=0 oux ¢ S. No caso yz =0,
como z # 0, temosy ¢ S. Da contrapositiva, se x,y € S, temos xy € S
e comol €S, S é multiplicativamente fechado. A localiza¢io S™1A ¢é
chamada de anel total de fragoes de A. Observe que se A for dominio

de integridade, caimos no caso anterior.

Exemplo 140. Seja A um anel comutativo com unidade e P um ideal
primo de A. Note que de B primo, B # A, logo 1 ¢ B. Por mais
que P ndo seja multiplicativo, se x,y ¢ P, entao xy ¢ P, da definicio
de ideal primo, logo S = A\ P ¢é multiplicativo e podemos fazer a
localizagio S™'A dele. Essa localizagio serd denotada por Ay. Note
que o conjunto de todos os divisores do zero, junto com o proprio zero,
formam um ideal primo de A. O anel total de fracdes €, portanto, um
caso particular desse exemplo.

Teorema 141. Seja A um anel comutativo com unidade e P um ideal
primo de A. Entao Ay € um anel local, e Ma,, € o P-submddulo do
corpo de fracoes de A gerado por Ay

Demonstragdo. Seja M = spany (Ag) e note que os elementos de M
sao precisamente as fragoes £ com p € P e s ¢ P. Como M é mddulo,
sabemos que é fechado na operagao de adigao. Agora, dado = € 9 e
¢ € A, escrevax =2 ondep e Pes¢gP. Temos ap € B, pois P ¢é
ideal de A, e st ¢ B, pois ‘P é primo. Concluimos $z = & € M, o que
resulta em 90 ser ideal. Ainda, considere ¢ € Agp \ M. Entdo, a ¢ P e
portanto 2 estd definido em Ay e concluimos ¢ inversivel. Concluimos
que todo nao-inversivel estd em Ay e como % ¢ Ay (pois de P primo,
1 ¢ P), concluimos que Ag ¢ anel local com tnico ideal maximal 9.
[ |
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13ANEIS DE PRUFER

Para finalizar, estudaremos os anéis de Priifer. Esses podem
ser usados, por exemplo, para caracterizar valoracoes em alguns tipos
especificos de corpos. Terminaremos a se¢ao mostrando que os anéis
de valoracao sao, precisamente, os subanéis unitarios que sao Priifer e
locais, nos dando outra caracterizagao dos anéis de valoragao.

Definigao 142. Considere K um corpo, A um subanel unitdrio de K
e O um anel de valoragdo de K. O € dito essencial para A se eriste
M C A multiplicativamente fechado tal que O = M~ A,

Teorema 143. Considere K um corpo e A um subanel unitdrio de K.
Entao K admite anel de valoracdo essencial para A se, e somente se,
K € o corpo de fracdes de A. Nesse caso, K € essencial para A.

Demonstragdo. Seja M ' A essencial para A e L. C K o corpo de fracdes
de A. Agora considere y € K. Como M~'A é anel de valoracio de K,
temosy € M~ 'Aouy ' € M~1A. Disso, existemz € Aeme M C A
tais que y = = € L ou y = 7t € L. Concluimos que K C L, e portanto
os dois sao iguais.

Reciprocamente, suponha que K seja o corpo de fragoes de A.
Entao K é anel de valoragao de K e K = Ay, provando que K ¢é
essencial para A.

|

Teorema 144. Sejam A, B anéis tais que A C B e I um ideal de B.
Entao J =1NA € um ideal de A. Além disso, se I é primo, entao J
€ primo.

Demonstra¢do. J C A é subanel de B, pois é intersecao de subanéis,
logo é subanel de Aesex € Aey € J, temos zy € A. Como [ ¢é ideal,
zy € J, logo xy € I. Supondo que I é primo, se z,y € A\ J, temos
x,y ¢ I e portanto, xy ¢ I. Concluimos que zy ¢ J, e logo P é primo.

|

Teorema 145. Considere K um corpo, A um subanel unitdrio de K e
O um anel de valoragdo de K que contém A. Para P = Mo N A, O
domina Agp e as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1) O = Ay
2) Ay € anel de valoragio de K.
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3) O € essencial para A.
Nesse caso, todo anel de valoracdo de K que contém O € essencial para
A.

Demonstragdo. Se v = = € Agp, entdo m ¢ PB. Como m € A, temos
m ¢ Mp. Mas A C O e portanto m € O. Disso, m é inversivel
em @ em~! € O. Temos % = am~! € O e concluimos P C Mop.
Falta provar que M4, = Mo N Ayp. Seja z € Ma,,. Como vimos
antes, ¢ da forma 2 onde p € P e m ¢ P. Entdo, como vimos,
m € O ¢ inversivel e também p € Mp. Temos que m~! € O e logo
2 = pm~' € My nos dando Ma, € Mo N Ay, Além disso, se
r =2 € MoNAyp, temos m ¢ P, e portanto, m é inversivel em O. Mas
x é nao-inversivel, logo a nao pode ser inversivel e a € M. Concluimos
a € B e portanto ;- € Ay, provando a afirmagio. Prosseguimos para
as equivaléncias, mas as faremos de uma maneira diferente da usual:
faremos as implicagdes 1 =— 2,1 = 3,2 =— 1e3 = 1.

(1 = 2): E trivial, visto que @ é anel de valoracao de K.

(1 = 3): E trivial, visto que Ap = 0.

(2 = 1): Sabemos que Ap C O. Seja xz € O. Se x = 0, entdo
x € Ap e se x # 0, entdo como Ay é anel de valoracao, x € Ay ou
z7t € Ayp. Se x € Ay, segue a afirmacdo. Se x7! € Ay, x € Oe
portanto x ¢ Ma,, O. Da definicdo de B, obtemos que r~1 ¢ P, logo
z=(z71) 7! = L+ € Ay e também segue a afirmagio.

(3 = 1): Seja O = N~1A, onde N é um subconjunto multi-
plicativo de A. Sabemos que Ay € 0. Se x = &~ € O, n € N, temos
que n~ = % € O, e portanto, n é inversivel. Obtemos que n ¢ Mo e
logo n ¢ PB. Concluimos que & € Ap.

Finalmente, considere um anel de valoragao O’ que contém O e
seja P' = Mo NA. Se = € Ap,entdioac Aeme A\PC A\ Y.
Entao, se z € K, z € Ay ou 27! € Ayp. Concluimos que z € Aq ou
7l e Aqy.

[ |

Teorema 146. Considere K um corpo, A um subanel unitario de K e
M um subconjunto multiplicativamente fechado de A. Entdo um anel
de valoracio O de K que contém M~'A € essencial para M~ A se, e
somente se, ele é essencial para A.

Demonstracdo. Se O é essencial para M~ A, entdo O é uma localizacdo
de M~'A. Mas entdo, como M ~'A ¢é localizacdo de A, sai que O é
localizacao de A. Reciprocamente, suponha que O seja uma localizacao
de A, digamos, O = N"'A C N~} (M~1A). Entdo dadoa € M~*A e
n € N, temos % € N7'A e logo % € O e além disso, a € O, do que
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resulta = € O. Isso mostra a igualdade.
|

Teorema 147. Considere K um corpo, A um subanel unitdrio de K
e O um anel de valoragao de K que contém A. Chamando de 7 a
projecao candnica de O em O/Mep, temos que se w4 € sobrejetora,
entdo Mo N A € ideal mazximal de A. Além disso, a reciproca vale no
caso em que O ¢ essencial para A.

Demonstragdo. Calculemos o nicleo de 7|4. = € Ker(n|a) se, e so-
mente se, x € A e m(x) = 0 se, e somente se, z € A e v € M. Entao,
Ker(m|4) = Mo N A. Do Teorema do Homomorfismo, A/Ker(w|s) é
isomorfo & Im(m4) = O/Me, que é um corpo pois M é maximal.

|

Teorema 148. Considere K um corpo e A um subanel unitdrio de K.
Entao, as sequintes condigoes sao equivalentes:

1) Todo anel de valoragao de K que contém A é essencial para
A.

2) Se M € ideal mazimal de A, entdo Agy é anel de valoragao
de K.

3) Se P € ideal primo de A, entdo Ay € anel de valoracdo de K.

Demonstra¢io. (1 = 2): Do Teorema de Extensdo, existe um anel
de valoracao O de K que contém 91 e tal que 9 = Mo N A. Mas da
hipotese, O é essencial para A, logo, do teorema 145, Agy é um anel de
valoragao.

(2 = 3): Como P é primo, P estd contido em um ideal
maximal 9. Entdo, se a € Aem € A\, entdo m € A\‘P e portanto
=~ € Ayp. Temos Agny C Agp. Mas Agy é anel de valoracao de K, logo,
se x € K* x € Agy ou 271 € Agy, e entdo, x € Agp ou 7t e Agp.

(3 = 1): Seja O um anel de valoragdo de K que contém A.
Defina g = Mo N A e note que P é primo. Além disso, da hipdtese,
Ag € anel de valoracdo de K e portanto, do teorema 145, temos que O
é essencial para A.

|

Definigcao 149. Nas notagoes do teorema, A € dito um anel de Priifer
de K quando valem as condigoes equivalentes.

Teorema 150. Seja K um corpo. Um subanel unitdrio de K € anel de
valoracao se, e somente se, ele é Priifer e local.
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Demonstra¢do. Seja A um subanel unitdrio de K. Se A é de valoragao,
ja sabemos que ele é local. Ainda, A é essencial para A, pois A =
{1}71A, e de 145, qualquer anel de valoragao que contém A é essencial
para A. Isso mostra que A é Priifer. Caso A seja Priifer e local,
considere o ideal maximal 9t 4 e note que M4 = M4 N A. Da definicao
149, sabemos que Agr , ¢ anel de valoragao de K, e do teorema 145, isso
quer dizer que A = Agy,, 0 que resulta em A ser anel de valoragao.
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14CONSIDERACOES FINAIS

Apos termos estudado um pouco dessa teoria, algumas pergun-
tas podem surgir. Dentre elas, podemos nos perguntar onde mais va-
loragoes sao aplicaveis. Pera responder a isso, lembre que mencionamos
como exemplo o corpo dos niimeros p-adicos. Esse corpo é objeto de
estudo na teoria de nimeros, e de fato, alguns resultados que podem ser
provados para eles seguem em qualquer corpo de fragées de um dominio
de ideais principais.

A comecar, é possivel provar que os valores absolutos p-adicos, o
valor absoluto trivial e o valor absoluto usual sao os inicos que podem
ser definidos em Q. Esse resultado se estende para valoragoes: As
Unicas valoracoes nao triviais em Q sdo as valoragoes p-adicas. Algo
analogo pode ser provado em um dominio de ideais principais, como
mostra a referéncia.

Isso pode ser generalizado ainda mais: Dado um corpo e uma
colecao a de anéis de valoracao dele, dizemos que essa colecao tem
carater discreto se as valoragoes de Krull induzidas sao discretas e que
tem carater finito se dado um elemento do corpo, esse elemento nao é
inversivel em uma quantidade finita de elementos de «. Um anel de
Krull é um uma intersecao de uma colegao de anéis de valoracao do
corpo que tem carater finito e discreto. E possivel provar que todo
dominio de ideais principais é Priifer e Krull. Nessa caso, dizemos que
ele é um anel de Dedekind, e nesses, podemos também caracterizar as
valoracoes.

Algumas aplicagoes da teoria aqui introduzida também existem
fora da area. Um exemplo de aplicagao em uma area relacionada pode
ser encontrado no artigo de Elena Olivos [4], onde é construida, como o
titulo deixa claro, uma familia de grupos totalmente ordenados. Para
essa construgao, foram utilizadas, entre outras, valoragoes de Krull.
Além disso, valoragoes em anéis, caso mais geral do que vimos, foram
utilizados por Peter Scholze em seu artigo no qual sao introduzidos os
espagos perfectéide [5].

Falando um pouco sobre a estrutura topolégica das valoragoes de
Krull, ndo foi mostrado aqui, mas a fungao inverso também é continua,
0 que torna um corpo com a topologia induzida da valoracao um corpo
topolégico. Mais ainda: as bolas sao abertas e fechadas e o espaco é
totalmente desconexo, o que nos permite encontrar valoragoes de Krull
nao triviais nas quais o fecho das bolas abertas e as bolas fechadas
nao sao necessariamente compactos. Também podemos fazer comple-
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tamento, mas isso requer outras ferramentas, para ser preciso, filtros
de Cauchy.
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