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Resumo

A viroterapia oncolitica vém sido estudada ha décadas, mas nos tltimos cinco anos avan-
cou a aplicacoes clinicas. A partir deste momento, diversos protocolos de tratamento
estao sob testes para que se encontrem as melhores alternativas para tratamento. Os
modelos matematicos desempenham um papel chave nesta etapa, pois além de descre-
ver a dinamica evolutiva dos sistemas propostos e ajudar na tomada de decisoes, podem
baratear os custos de testes laboratoriais. Neste trabalho, apresenta-se um modelo para
viroterapia oncolitica baseado no artigo “Memory versus effector imune responses in on-
colytic virotherapies” (2015), e utiliza o efeito switching como uma possivel alternativa
que gere melhores resultados na evolucao da densidade tumoral. Apoés simulagoes nu-
méricas do modelo aqui proposto, e comparacoes com o apresentado no artigo acima
referido, constatam-se melhoras ao longo do tempo na eficicia do modelo. Por exemplo,
usando 349 células de memoria como uma das condicoes iniciais, a estabilidade passa de
aproximadamente 105 dias para aproximadamente 15 dias, utilizando apenas dois como
intensidade do switching, termo que compoe o foco deste trabalho.

Palavras-chave: modelagem matemética. estabilidade. simulagoes numéricas. imuno-

oncologia. viroterapia.






Abstract

Oncolytic virotherapy has been researched for decades, but only in the past five years
advanced towards clinical applications. From this moment, many treatment protocols are
under tests to discover the best alternatives for this type of cancer treatment. Mathemat-
ical models are crucial in this step for their capability of testing protocols and ability to
assist in decision, besides helping to lower costs of laboratorial tests. Here we present a
model for oncolytic virotherapy, based on the model presented in “Memory versus effector
imune responses in oncolytic virotherapies”, 2015, and we use the switching effect as an
alternative, seeking better results for the evolution of tumoral density. After numerical
simulations, and comparisons of results from both of models, our results show that, for
example, using 349 memory cells as one of the inicial conditions, the stability of tumor
cells decreased from 105 days to 15 days to be achieved, using only two as the switching
intensity.

Keywords: mathematical modeling. stability. numerical simulation. immuno-oncology.

virotherapy.
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1 Introducdo

Virus oncoliticos sao variedades de virus que podem infectar e matar células malignas
(oncolise), enquanto poupa as células saudaveis. A oncoélise pode ser uma propriedade
natural do virus, ou uma consequéncia de engenharia genética (manipulagao do genoma
viral), sendo usada como principal caracteristica da viroterapia oncolitica como trata-
mento de cancer. Segundo SANTIAGO et al. (2017), a viroterapia mostra resultados
desde 1904, quando uma mulher com Leucemia mieloide cronica apresentou melhoras ao
pegar gripe (ocorréncia que nao foi vinculada & presenga do virus na época, pois ocorreu
trés décadas antes de descobrirem que gripe era infec¢ao viral). Em 1910, reportou-se a
regressao de um caso de cancer cervical a partir do uso da vacina antirrabica. Em 1940,
comegaram-se os estudos com outros tipos de virus, também em humanos. (FILLEY e
DEY, 2017).

Intiimeros modelos murinos foram desenvolvidos para o estudo do cancer em humanos.
Estes modelos sao usados para investigar quais fatores estao envolvidos na formagao de
células tumorais, invasao e metastase, além de servir para examinar a eficicia do trata-
mento. Um dos modelos mais usados é o xenoenxerto de tumor humano. Neste modelo,
células tumorais humanas sao transplantadas, tanto de baixo da pele ou do tipo de or-
gao no qual o tumor origina-se, até murinos com o sistema imunologico comprometido
que nao rejeitam as células humanas (RICHMOND e SU, 2008). Mudangas na area de
viroterapia comecaram a acontecer na década de 1990, quando o primeiro virus oncoli-
tico geneticamente modificado, Thymidine Kinase Herpes Simpex Virus (TK~ HSV'), foi
injetado em um modelo de xenoenxerto de glioma humano, que mostrou resultados pro-
missores (FILLEY e DEY, 2017). Testes clinicos recentes comprovaram que viroterapias
sao seguras e eficazes ao tratamento de diversos tipos de tumor. O caso mais notavel foi
a aprovacao, em 2015, pela US Food and Drug Administration(FDA) do virus genetica-
mente modificado Talimogene Laherparepvec (T — V EC), para o uso como tratamento
do melanoma nos Estados Unidos. Em dezembro de 2016, a Pfizer investiu na Ignite,
uma empresa inteiramente focada no desenvolvimento de virus oncoliticos (IGNITE IM-
MUNOTHERAPY INC. (IGNITE), 2016). Hoje existem 45 virus em estudo e este ¢ s6

0 Comeco.

Juntamente da atividade oncolitica, virus oncoliticos mostraram-se promissores como
agentes imunoterapéuticos. Isso acontece, porque na presenca de uma infeccao viral e
subsequente lise tumoral, geram-se respostas imunes inatas e adaptativas que mediam fu-

turas destruicoes tumorais. Também podemos coloci-las como imunidade a curto prazo
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(terapéutica) e a longo prazo (profilatica), que podem ser representadas por células efe-
toras e células de memoria, respectivamente. As células efetoras agem para eliminar o
patogeno, enquanto as células de memoria agem na prevencao da volta do mesmo. Célu-
las de memoria sao antigeno-especificas, sendo geradas quando um patégeno é eliminado,
também sdo capazes de gerar células efetoras. (MACNAMARA e EFTMIE, 2015). Es-
tes dois tipos de células imunes aparecerao constantemente nos capitulos que se seguem,

sendo integrantes fundamentais do conjunto das variaveis do modelo a definir-se.

No artigo de Macnamara et al.(2015) coloca-se que modelos mateméaticos mostraram
que os possiveis resultados de um tratamento antitumoral sao: eliminag¢ao do tumor,
dorméncia, fuga ou controle. Faz-se uma distin¢cdo entre controle e dorméncia, ja que
o controle ocorre quando o tumor é permanentemente mantido constante, mas em um
tamanho relativamente baixo, enquanto que a dorméncia é descrita como um periodo no
qual o tumor permanece pequeno, a ponto de ser assintomatico e indetectavel, mas que
em algum estagio voltara a crescer. Através da interacao do tumor com as células imu-
nes, é possivel que o tumor atinja um estado de equilibrio temporario até que uma das
populacoes supere o tamanho da outra e o tumor fuja do controle e cresca rapidamente
ou seja eliminado. As autoras do artigo também colocam que o controle tumoral talvez
seja a unica saida quando a eliminacao tumoral nao é possivel. A dorméncia nao é muito

interessante, porque é imprevisivel.

Segundo Palomino et al.(2006, 2010, 2017), o efeito switching utiliza um inteiro po-
sitivo n, chamado de intensidade do switching, como uma “influéncia estabilizadora” na
interacao das populagoes desses modelos multidimensionais. Também coloca que o efeito
tem eficacia comprovada por “fatos empiricos, experimentais e teéricos”. Este trabalho
tem por objetivo propor um modelo alternativo para viroterapia oncolitica, baseado no
modelo descrito por Macnamara et. al (2015) e no efeito switching. Apos a descrigao
do modelo proposto, sera feito um estudo dos estados estacionarios e sua estabilidade.
A partir disto, junto das simula¢des numeéricas, serd realizado um estudo da dinamica
evolutiva do crescimento tumoral, tanto para o modelo sem tratamento (estudo da dina-
mica entre células tumorais e células imunes), quanto para o modelo com a presenca do

virus oncolitico, e uma comparacao entre o modelo proposto e o modelo no qual é baseado.

Este trabalho foi estruturado como se segue. No capitulo 2, apresentamos alguns con-
ceitos e teoremas que justificam os procedimentos feitos nos capitulos subsequentes. No
capitulo 3, o modelo proposto é descrito, assim como todas as varidveis que o compoem,
parametros e valores iniciais. No capitulo 3, os estados estacionarios sao descritos, assim
como a jacobiana associada ao modelo. Depois, os estados sao separados entre livres

de tumor, livres de tratamento e pontos de coexisténcia, para que sejam analisadas as



19

estabilidades. No capitulo 4, é apresentada a analise dos resultados obtidos pelas diversas

simulacoes realizadas. Por ultimo, no capitulo 5, sao feitas as consideragoes finais.
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? Sistemas de EDO's

Neste capitulo apresentaremos partes teéricas que fundamentarao o que serd feito nos

proximos capitulos.

Seja I € R um intervalo aberto, ou entao, o conjunto de todos os reais t satisfazendo
a <t < b, para a,b constantes reais quaisquer. Sejam D um dominio no plano (¢,z) e f

uma funcao real tal que f de classe C?.

Problema: Encontrar uma funcao diferenciavel ¢ definida em um intervalo 7, dado

como acima, tal que
L. (t,p(t)) € D (tel)

2. ¢'(t) = ft.p(t))  (tel)

Este problema é chamado de Equacao Diferencial Ordindria de primeira ordem e é

denotado por
© = f(t,x) (2.1)

Se tal intervalo I e fungao ¢ existem, entao ¢ é chamada de solucao da equacao
diferencial (2.1)) em I. O problema (2.1)) pode ter muitas solugdes em um intervalo I.
Por exemplo, a equacao

r =1

possui, para qualquer constante real c, a solucao ¢. dada por
we(t) =t+c,

para qualquer t € I. Para falarmos de unicidade das solu¢oes de (2.1)), somos conduzidos

ao problema de encontrar uma solu¢do que passe por um dado ponto do plano (¢, z).

Seja (1,€) ponto em D. Entao, um problema de valor inicial associado a (2.1)) e a este

ponto é definido por:

Problema de Valor Inicial: Encontrar um intervalo I contendo 7 e uma solucao ¢
de (2.1)) em I satisfazendo

Este problema é denotado por
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Definicao 1 Uma EDO de primeira ordem € linear se pode ser escrita como

7+ p(t)e = g(t) (2:2)
Em que p e g sao fungoes de t.
Exemplo 1 2/ = —ax + b, a, b constantes dadas.

Um sistema de n equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem ¢ descrito como

T = anry + a19Ty + -+ A, = filzr, zo, .., 20),
Ty = A1) + ATy + -+ -+ AgnTy = fa(z1, zo, ..y xn),
\znl = Qp1T1 + Ap2X2 + - -+ AppTy = fn(Ila Zo, ... 7In)7
Aqui, a;; ((t=1,...,n), j=(1,...,n)) sdo n? constantes (nimeros reais) e cada z;

denota uma funcao desconhecida de uma variavel real . Denotaremos um sistema como
este por

!

r = F(t,x). (2.3)
Definicao 2 Uma EDO € nao-linear quando nao pode ser escrita como em .
Exemplo 2 zz' = t*, que é nao-linear devido ao termo xx’.

Exemplo 3 Dado o sistema
N = () N - N
C' =~ (%) N - C+ay

ambas as equacoes sao nao-lineares devido ao termo (HLC) N.

-

Definicao 3 Considere uma equacao diferencial como em . Um ponto t* € I €
chamado de estado estaciondrio de se f(t*,z) =0.

2.1 Exemplo - Problema do Quimiostato

Em experimentos de crescimento de microorganismos sob diversas condicoes laboratori-
ais é conveniente manter uma cultura ativa, da onde possamos colher células a qualquer
momento. Para criar este tipo de cultura, é necessario que tenhamos um sistema que
mantenha a concentracao de nutrientes constante e, que ao mesmo tempo mantenha uma

quantidade aceitavel de bactérias na cultura. Isto normalmente é feito num dispositivo



2.1. Ezemplo - Problema do Quimiostato 23

chamado de quimiostato.

O problema do quimiostato é dado pelo seguinte sistema de EDO’s:

' C
o= (-C \N_cs (2.5)
— \1+C 2 '

em que o, (p Sao constantes que somos capazes de selecionar valores, sendo assim, pedi-
remos o # 1 e ay # 0. N, C sao funcoes de t tais que N é a densidade de bactérias e C'

a concentracao de nutrientes.

Note que as equagoes e sao nao-lineares por causa do termo (HLC) N. Este
fato pode significar que ndo conseguirfamos encontrar solugdes analiticas para N(t) e
C(t). Como definido acima, um estado estacionario é um caso no qual o sistema nao
apresenta nenhuma mudanca aparente. Ou ainda, os valores das variaveis de estado N e
C seriam constantes no estado estacionario, apesar de que particulas de nutrientes con-

tinuariam a entrar, sair e serem consumidas.

Fazendo

podemos considerar apenas o lado direito das equagoes (2.4)) e (2.5)), que devem ser zero.

Assim, denotando por N* e C* os estados estacionarios de N e C', respectivamente, temos

* *\ C* * *
fl(N,C)_al(HC*)N N* =0 (2.6)
* *\ C* * v _
FoN*,C%) = (1+C*>N C*+an=0 (2.7)

Esta condicao nos fornece duas equacoes algébricas que podem ser solucionadas ex-

plicitamente para N* e C*.

De ([2.6) tiramos que

C* 1
]\[>’< pr— 0 ——
ot 1+ C* (0%} ’
ou ainda,
1

*

051—1.
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Agora, utilizando (2.7)), temos que se N* = 0, entdo C* = ay. Se N* # 0, temos que

C'x
N[ — ) = —C* 2.
(1+C*) w-C (28)
. w1+ CF .
N :(&Q—C)T:Oq(&g—C) (29)

Combinando as equagoes (2.8) e (2.9) segue que existem dois estados estacionarios:

(N*,Cy%) = (Oél (a2 — all_ 1) ,all_ 1) (2.10)
(N2", C2") = (0, ap) (2.11)

A equacao nos fornece uma solucao na qual nao estamos interessados, pois repre-
senta uma situacao onde nao ha bactérias no quimiostato. J& a equagao ¢ mais
interessante, mas devemos dizer que ela nem sempre existe biologicamente. Sua existén-
cia depende dos parametros a; e as. Obviamente, se a; < 1, obtemos valores negativos.

Como densidade e concentragao sao sempre positivas, valores negativos seriam intteis ao
1

Oq—l'

considerar o contexto biolégico. Entao pedimos a; e as tais que a; > 1, e ag >

Apobs definirmos o problema e formularmos sistemas de equagoes consistentes, pode-
mos analisar as solugoes. Tratando-se de sistemas complexos, as tinicas solucoes que po-
dem ser encontradas analiticamente sao os estados estacionérios. Um estado estacionério

deve satisfazer um certo critério de estabilidade para que seja relevante biologicamenteﬂ

2.2 Estabilidade e linearizacio

Na secao passada, chegamos em dois estados estacionarios que satisfaziam as equagoes
1 e 1) Em situagoes reais, existem pequenas perturbacoes. E interessante pen-
sarmos se tais perturbacoes aumentam conforme o tempo, ou se sao reduzidas. A seguir

apresentamos definicoes de estabilidade para sistemas de EDO’s nao-lineares.

Um estado estacionario é estavel se solugoes proximas a ele permanecem proximas para
sempre, ou seja, 0 que trataremos a seguir sobre sistemas nao-lineares ¢ dado localmente,

numa vizinhanca de um estado estacionario conhecido.

Definicao 4 A Solucdo 1 de um sistema

© = F(t,x)

1" Em alguns momentos deste trabalho falamos em relevancia biologica, porque nossa intencio é analisar

as solugoes matematicas dentro do contexto do problema, que esta inserido na area da biologia.
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definido para t > 0 estdvel se, dado qualquer ¢ > 0, existe um § > 0 tal que qualquer

solugao ¢ do sistema satisfazendo

o(t) = (t)] <o

satisfaz
p(t) = ()] <e (t=0).

A defini¢ao acima requer solugoes comecando na vizinhanga de 1(0) para que seja

verdadeira, para todo t > 0.

Definicao 5 A solucao v € assintdticamente estdavel se, em adi¢ao ao estabelecido pela
Definicao [4), satisfizer
p(t) = ()] — 0 (t — o0)

Definicao 6 A solucdo v € instdvel se ndo é estdvel.

O Teorema de Hartman-Grobman é um importante resultado que nos permite es-
tabelecer, localmente, uma relagao entre um sistema nao-linear e um sistema similar a
ele, mais simples, linear, que podemos encontrar computando a jacobiana do sistema no

estado estacionario. Ou ainda,

r =F(t,z) = Jx,

em que J é a matriz jacobiana.

O Teorema diz que, em uma vizinhanca do estado estacionario, se todos os autova-
lores da jacobiana possuirem a parte real nao nula, entao conseguiremos ter uma ideia
qualitativa do comportamento das solucoes do sistema nao-linear. A partir dai podemos
ponderar em relacao a estabilidade das solugoes de estado estacionario utilizando o cri-
tério Routh-Hurwit1

Para linearizar um sistema nao-linear devemos encontrar os estados estacionarios

(x1*, 20", ..., x,), isto é,
.
fl(x1*>x2*> axn*) =0
, 1ttt ) =0
¥ =F(tz) =0 sz( b ) (2.12)
fn(x1*7$2*7 7xn*) =0

2 (EDELSTEIN-KESHET, 1988, p.233 )
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Para facilitar, aqui faremos para n = 2. Utilizando a série de Taylor, vamos linearizar

o sistema em volta de cada estado estacionario. Para isso, consideremos o sistema
x = F(x) (2.13)

Agora, fazendo z = z* + £, em que € € R?, [|€|| < 1 (norma de ¢ muito menor do que

um):
Ofi(1",x2")  Ofi(z1”, x2")
b P O=FO) 4| aptnr) opa e | €+ 0ED?
ox* Oxo*
Pudemos tomar as derivadas parciais de fi, fo, ..., f., pois no comeco do capitulo

definimos f como sendo de classe C''. Note que como F(z*) = 0 e a matriz acima ¢é a

Jacobiana associada ao sistema avaliada no ponto fixo x*, obtemos:

@ _

= J.- 2.14
= =g (214)

em que J,« é a Jacobiana avaliada no ponto fixo z*, ou seja, a matriz constante cujo

elemento (i,7) é

B afz’(ﬂf*)'

*
a; ;\T ) =
Observacao 1 Quando mencionamos que ||§|| < 1, estamos considerando que este é
um limite razodvel para o problema em questao e que o limite varia conforme o problema

dado.

Assim, estudar a estabilidade de (2.13)) equivale a estudar a estabilidade de (2.14)), na

vizinhanca de x*.

Considere

Os autovalores de J,+ sao dados resolvendo

det(Jp —A) =0
que nos fornece a equagao

N — (a+ d)\+ (ad — be) = 0,
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em que (a+d) = Tr(J,), sendo Tr(J,+) o trago da matriz J,« e (ad — bc) = A, em que
A é o determinante de J«.

Os autovalores sao

N —Tr(Jp)A+A =0

Tr(Jp) £/ (Tr(Jp))? — 4A
2

Al =

Portanto, diagonalizando J,«, vemos que a solucao geral ¢ dada por
§<t> - Cle/\lt + C2€A2t7 f(t), C1,C2 € R27

em que \; o sao os autovalores de J,« e ¢ 2 sao constantes.

A diagonalizacdo nos habilita a reduzir o problema inicial a achar a solucao de uma

EDO linear de primeira ordem.

2.3 Estabilidade do caso linear

Depois de tudo o que vimos, devemos voltar a questao principal: determinar se uma pe-

quena perturbagao no estado estacionirio aumenta conforme o tempo, ou se é reduzida.

Como estas pequenas perturbacoes satisfazem um sistema de equacgoes lineares, a
nossa resposta se encontra em pensar se uma combinacao linear de e, e*?! se aproxima

ou fica longe da origem com o tempo.

Aqui, estamos considerando o caso n = 2:
1" 12
ar +bxr' +cr=v
em que a, b, c,v sao constantes.
Note que possuimos os seguintes casos:

1. A1 e Ay sao autovalores reais

2. A1 e Ay sao autovalores complexos :

N

Ap =71 *ci, nga 025(47—52)
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No caso 2, pedimos que e se aproxime de zero. Em outras palavras, r, a parte real

t

do autovalor, seja negativa. No caso 1, eM?, e*2* devem estar diminuindo. Portanto, Ai,

A2 devem ser negativos.

No caso 2, vemos que o critério acima é satisfeito sempre que 5 < 0. Ja no caso 1,

vamos mostrar que esta condicao é suficiente para que o estado estacionario seja estavel.

Sejam

N BV
2

N = PV
2

Queremos que os dois autovalores sejam negativos. Para que \; < 0, é necessério
que 8 < 0. Note que S < 0 sempre implicard Ao < 0. Mas também é necessario que
|B] > /B? —4~, pois caso contrario, A, seria positivo (o radical seria maior que [3).

Manipulando as equacoes obtemos que:

8% > % — 4y

ou
0>—vy

Ou entao, v > 0.

Assim, concluimos que o estado estacionério sera estavel quando satisfizer

B =aq1 + a3 <0
Y = ai1ag — ag2a21 > 0
Agora, reescrevendo a afirmacao acima no contexto exposto em estabilidade e lineari-

zagao, segue que o estado estacionario (x1*, zo*) de um sistema de equagoes como (2.12))

serd estével quando

Ofi(x1*, x2%) n O fa(x1*, 22")

8:1:1* 8x2* <0
afl(xl*,%*) 5f2($1*,$2*) _ af2($1*,$2*) af1($1*7$2*) >0
(95171* 85(72* 8x1* 8@*

2.4  Exemplo - Estabilidade

Neste exemplo, calcularemos os estados estacionarios e determinaremos a estabilidade
dos mesmos, do modelo para interacoes presa-predador, no qual a populagao de presa

possui capacidade auto regulatoria. Assumindo crescimento logistico da presa, temos:
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dr  azx(k —x)

— = — by = f(x,y

dt k (@) , (2.15)
dy

o = ey T day = g(z,y)
com condicdo inicial (zg, yo), em que x e y representam as populacoes de presa e predador,
respectivamente. a,b, c,d sao parametros tais que: a é a taxa de crescimento da presa
quando nao ha presenca de predadores; ¢ é a taxa de morte de predadores na auséncia de
presa; b e d acompanham o termo xy, que é uma aproximacao da probabilidade de presas
e predadores encontrarem-se, mesmo movendo-se aleatoriamente e estando igualmente
distribuidos pelo habitat. A razao entre b e d pode ser descrita como a eficiéncia de pre-
dacao, ou seja, a eficiéncia na qual converte-se uma unidade de massa de presa em uma
unidade de massa de predador; k£ é a capacidade méaxima de presas neste determinado
habitat.

Primeiro, vamos encontrar os estados estacionarios.

Fazendo
dx
— =0
dt
dy ’
— =0
dt
encontramos que
ax(k:k— z) by = 0
k
=z=0 ou a(k‘kj—x) —by=0

Se x = 0, substituindo-o na segunda equagao (2.15)), temos:
—cy=0=y=0,
0 que nos leva ao primeiro estado estacionario, trivial, dado por Py = (z*,y*) = (0,0)

Agora, se

a(k — x)

— by =
k y 07
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entao

a(k —x) —bky =0
= ak —ax — bky =0
= —ax = bky — ak

ix:k—wf—y:k(l—b—y).

; - (2.16)

Substituindo o valor de x encontrado acima, na segunda equagao de (2.15]), obtemos

b
—cy—l—dkz<1—gy>y20

e8]

b
=y=0 ou —c+dk(1——y):0

a
Se y = 0, segue da primeira equagdo de (2.15)) que

ax(k — )
k

=0 ou xz=k

=0

Como ja haviamos obtido o ponto trivial, segue nosso segundo ponto estacionéario:
P, = (k,0).

Agora, se
b
—c+dk(1——y):0,
a
entao
c by
- —-1-2Z
dk a
:>1+i—b—y
dk  a
a ac
= — 2.1
Y=L T bk (2.17)

De (2.16) e (2.17) , tiramos que:

r=k 12 (5 )]
.

d

Logo, obtemos o ponto de coexisténcia,

e - (- i)
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De tudo o que foi exposto nesta parte do trabalho, sabemos que depois de encontrar-
mos os pontos estacionarios, devemos avaliar a Jacobiana associada ao sistema em cada
um dos pontos. Para tal, precisamos das derivadas parciais de f e g. A matriz Jacobiana

J, avaliada em um ponto fixo (z*,y*), é dada por:

of(x*,y*) Of(x*,y")

Tt y) = 39(?15{, y) 39(?6%?;*)
ox* oy*
a * * *
J(z*,y*) = < plk—20) =bym by > (2.18)
dy* de* —c

Substituindo Py, Py, P, em (2.18)), temos:

J(Ry) = ( g _OC ) (2.19)

J(Pl):<_a 0 > (2.20)

0 dk—c
—ac —be
J(P) = kd d (2.21)

a ac
(G- )
b bdk
Agora, para analisarmos a estabilidade de cada estado estacionario, precisamos dos
autovalores de J(P;), i =0,1,2. Existe uma relagdo que nos diz que a equagio carac-

teristica de sistemas com duas variaveis ¢ dada por A\ — XT'r(J) + det(J) = 0, o que nos

daria dois autovalores com a cara

Tr(J) £ +/(Tr(J))? — 4det(J)
2
Para que os autovalores sejam reais, exigimos que (Tr(.J))*—4det(J) > 0. Se det(J) >

Mo =

0, entao

(Tr(J))2 = 4det(J) < (Tr(J)? = /(Tr(J)))? — ddet(J) < Tr(J)

Fazendo n = /(Tr(J))? — 4det(J), segue que T'r(J)—n e Tr(J)+n possem o mesmo

sinal. Ou seja, os autovalores sdo ambos negativos se 7r(.J) < 0 e positivos se Tr(J) > 0.

Da mesma forma, se det(J) < 0, entao

(Tr(J))? = 4det(J) > (Tr(J))2 = /(Tr(J))? — 4det(J) > Tr(J),
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ou seja, Tr(J) +n e Tr(J) —n possuem sinais contrarios.

A partir desta andlise inicial, podemos fazer a analise da estabilidade de cada um
dos pontos estacionarios. Py possui det(J(Fp)) = —ac < 0 e da andlise acima, podemos

afirmar que os autovalores possuem sinais contrarios e isso implica na instabilidade de F.

P, possui det(J(P)) = ac —adk > 0 se ¢ > dk (pedimos que seja maior que
zero, pois do contrério seria instavel). Agora, a estabilidade depende do sinal do tracgo
de J(P). Tr(J(P)) = —a — ¢+ dk. Como estamos supondo ¢ > dk, —a — ¢+ dk <

—a —c+c= —a < 0. Logo, ambos 0s autovalores sao negativos e o estado ¢ estavel.

a  ac
b bdk
ac

que isso seja verdade, como o Tr(J(P)) = _k_d < 0, segue que ambos os autovalores sao

Py possui det(J(P,)) = bc( ), e para que seja positivo, 1 > d_ck: Supondo

negativos e o estado é estavel.

2.5 Caso n>2 e o critério Routh-Hurwitz

Considere um sistema como em (2.3)). Suponhamos que seja possivel resolver o sistema
F(t,z) =0,

para que identifiquemos, dependendo do valor de n, um, ou possivelmente varios, pontos

de estado estacionario, =* = (z1*, 22", ..., z,"), satisfazendo F(t,z) = 0.

O proximo passo seria determinar a estabilidade destes pontos de estado estacionéario.

A teoria é analoga a anterior, s6 precisamos de uma maior sofisticacao para concluirmos.

Através da equacao

/

r = F(t,x) (2.22)
achamos a Jacobiana de F'(t,z). Esta é simbolizada por

_OF

Jpr = — (2"
7 &)
Lembre-se que isso significa
ofh o
ox* or,*
0% O
ox1* O0x,*

Agora, os autovalores desta matriz satisfazem
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Pensando no que isso significa, devemos chegar a conclusao de que A deve satisfazer

a equacao caracteristica da forma
AN+ a A"+ +a, = 0. (2.23)

Diferentemente de quando pensavamos no caso n = 2, agora seria quase impossivel en-
contrar todos os autovalores correspondentes. Todavia, podemos obter informacgoes sobre

sua magnitude. Consideremos i, Ag, ..., A\, todos autovalores do sistema linearizado
!
T = Jpx.

Recordemos que para que houvesse estabilidade do estado estacionario z*, todos os
autovalores deveriam ter as partes reais negativas, ja que perto do estado estacionario,

cada uma das populagoes pode ser representada por uma soma exponencial de \;t, como:
XT; = l‘i* + ale()‘lt) + a2€()‘2t) 4+ 4 ane()\nt)_

A partir desta equacgao, note que se um ou mais autovalores possuirem partes reais ne-
gativas, x; —x;* serd uma funcao crescente de ¢, significando que x; nao retornara ao ponto
de equilibrio x;*. Assim, podemos falar de estabilidade do estado estacionario se puder-
mos determinar negativamente ou positivamente se todos os autovalores i, Ao, ..., A,
possuem a parte real negativa. Felizmente, isso pode ser feito sem termos de calcular

analiticamente cada um dos autovalores, basta que utilizemos um critério para tal.

Para n = 2, n6s determinamos condigbes a partir das quantidades de /3, v (que eram
respectivamente o determinante e o traco da Jacobiana), que garantia autovalores com
partes reais negativas. Para n > 2, estas condi¢oes sao conhecidas como Critério Routh-

Hurwitz, estabelecido a seguir.

25.1 Critério Routh-Hurwitz

Dada a equagao caracteristica (2.23)), defina n matrizes da seguinte forma

a; 1
H, = (al) H, = al a )
3 a2
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aq 1 0
H3: as ag Qg go o

as a4 Aag

aq 1 0 0

as a9 aq
H; — .
as ay as ao
Qgj—1 Qg2j—2 0A2j-3 QA2j—4 -+ Gy
ag 1 0 - 0
as a2 Ay - 0
Hn - )
0 O an

em que o (I,m) termo da matriz H; é
as1—m, para 0<2l—m<n
1, para 20l=m

0, para 2l<m ou 20>n+m

Assim, todos os autovalores possuem partes reais negativas. Ou seja, o estado estaci-
onario x* é estavel se, e somente se, os determinantes de todas as matrizes Hurwitz sao
positivos:

det(H;) >0 (j=1,2,---,n)

A Tabela [T mostra as condicoes de estabilidade para os casos n = 2,3, 4.

Tabela 1 — Critério Routh-Hurwitz para n = 2, 3,4

Condigoes a serem satisfeitas

a] > 0, as >0

ap >0, a3>0; aiaz > as

a1 >0, a3>0; a4 >0; ajasas> a32 + a12a4

=W N3

O exemplo (EDELSTEIN-KESHET, 1988) a seguir ilustra como o critério Routh-

Hurwitz pode ser aplicado em uma situacao em que trés espécies interagem.

252 Exemplo - Critério Routh-Hurwitz

Seja x a densidade populacional de predadores, y e z densidades populacionais de presas.

z cresce logisticamente sem a presenca de predadores. x morre sem a presenca de presas



2.5. Caso n>2 e o critério Routh-Hurwitz 35

e y cresce exponencialmente na abséncia de predadores. O sistema de EDO’s que modela

este problema ¢é dado como se segue:

X~ a(e2) + Blay) — . (2.24)
% = oy — e(zy), (2.25)
% = pz(v — 2) — x(z2). (2.26)

Usaremos o critério Routh-Hurwitz para determinar se essas trés espécies podem co-

existir em um estado de equilibrio.

Primeiro, precisamos determinar os estados estacionarios do sistema. Igualando as

equacoes do sistema a zero, obtemos:

arz+ fry—yr=0=az"+Py" " =~, ou z"=0 (2.27)
)

dy—e(zy) =0=2"=-, ou y* =0, (2.28)
€

pz(v—2z2) — xxz =0= pv — pz* — xz* = 0. (2.29)

A partir do determinado acima, obtemos o seguinte estado estacionario nao-trivial:

X
rr=— y=y—azf, Z=v-—=z"
€ 1

Este estado estacionario faz sentido biologicamente sempre que v > az* e v > X,
i

Calculando a Jacobiana do sistema, obtemos

az" + Pyt —v  Pa* ax®
J = —ey* 0 — ex* 0
—xz" 0 pu — 2pu2" — xx*

Avaliando a Jacobiana no estado estacionario nao-trivial obtido acima, segue que

Para calcularmos os autovalores fazemos

det(J —AI) =0
0—X\ px* ax®
det | —ey* 0— A 0 =0

—xz" 0 —pzt = A



36 Capitulo 2. Sistemas de EDO’s

Fazendo o célculo acima, obtemos

- A — (ey™)det b . + (—xz")det pr* aw
0 —pz*—A 0 —pzr—=A -2 0

= (=)= (=pz" = A) = (—ey") (Ba") (—pz" = A) + (=x2") (—az")(=A)
— N = N2uzt + AM—ey*Ba* — xzfax®) + (—pzfey* Br¥) = 0.

Multiplicando por (—1), segue que
N4 ai A2+ agh +as =0, (2.30)
em que
ay; = puz’,

as = efx*y* + yar*z",

as = peprry*z".

Por fim, devemos checar as trés condicoes usando o critério Routh-Hurwitz para o

caso n = 3 (trés espécies). Da Tabela , as trés condicoes necessarias sao
1. a1 > 0;
2. az > 0;
3. aijas > as.

A condicao 1 é verdadeira, pois a; = pz* é positivo. Condicao 2 é verdadeira pelo

mesmo motivo. Analisando a condicao 3, verificamos que
ajay = pz*(efr’y* + yax*z"),

ue claramente é maior do que as = ueBx*y*z*, visto que yao x*Z*Q é positivo. Portanto
3 9 J
a condigéo 3 também é satisfeita.

Logo, pelo critério Routh-Hurwitz, o estado estacionario é estavel.
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3 Descricdo do modelo proposto

Baseado no modelo de Macnamara et al.(2015) e Palomino (2017) neste capitulo apresenta-

se 0 modelo em estudo propostoF_:].

A fim de modelar a interacao entre as células tumorais, células imunes e as particulas
de virus, no modelo abaixo sao usadas as seguintes populagéeﬂ T, a populacao de cé-
lulas tumorais nao-infectadas; x;, a populacao de células tumorais infectadas pelo virus
oncolitico; x,,, a populacao de células imunes de memoria; x., a populacao de células

imunes efetoras; e x,, a populacao de particulas de virus oncolitico.

As equagdes que serao descritas abaixo seguem as seguintes suposigoes biologicas:

1. Sem a presenca de virus ou de células imunes, a variacao no tempo da populacao de
células tumorais nao-infectadas é dada logisticamente, até atingir sua méaxima ca-
pacidade. Ao interagirem com as células efetoras e as particulas de virus oncolitico,
ha uma perda populacional de células tumorais nao-infectadas, por morte induzida

pelas células efetoras e infeccao viral do tumor.

2. A variacdao no tempo da populacao de células tumorais infectadas se da através
da interacao entre as células tumorais nao-infectadas com a populacao de virus
oncolitico, subtraindo-se a morte natural destas células e a morte induzida pelas

células efetoras.

3. A variacao no tempo da populacao de células de memoria esta relacionada a pro-
liferacao destas, levando em consideracao a maxima capacidade M, que modela a

competicao por espaco entre as células de memoria ou disputa por antigenos.

4. As células efetoras sao geradas como resultado da integracao das células de memoria
na presenca de antigenos. Além disso, estas células morrem tanto naturalmente,
quanto ao interagirem com a populacao de células tumorais nao-infectadas. Por-
tanto, a variacao no tempo da populacao de células efetoras é dada pela geracao
das células efetoras, descontando-se a morte natural das células e a morte induzida

pelas células tumorais nao-infectadas.

5. As particulas de virus sao introduzidas no corpo com determinada concentracao,

mas a populacao segue a crescer dentro das células tumorais infectadas. Apos certo

O que diferencia os dois modelos é a inclusao do efeito switching.
Por abuso de linguagem, usamos "populagoes'"para nos referir a densidade populacional de cada uma
das varidveis descritas
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tempo, o corpo elimina naturalmente as particulas virais. Desta forma, a variacao

no tempo da populacao de particulas de virus é dada pelo crescimento populacional

devido a interacao com a populacao de células tumorais infectadas, substraindo-se

a eliminacao das particulas pelo corpo.

A seguir, a Tabela 2] mostra como as suposicoes acima podem ser vistas em equacoes

matematicas.

Tabela 2 — Descricao das equagoes

Equacao Termo Descricao
d—tu 7Ty (1 - 3 1) Crescimento logistico de z,, sob taxa r, até sua maxima capacidade k
T," S
—dvmmv Infeccao viral de x, sob a taxa d,
z" . . A, ,
fduwuﬁ Morte induzida das células tumorais nao-infectadas pelas células efetoras
€ '/1;5
dx; Ty
dy——— Infecgao viral de x, sob a taxa d
dt Yy a" ¢ v v
—0x; Morte de x; ao se partirem e liberarem as particulas de virus replicadas
x" . .
—dyti—f——— Morte induzida de x; pelas células efetoras
he + x ™
€ €
du . . Proliferacao de x,, levando em consideracao a maxima capacidade M, que
- P ——— T (l — —m) modela a competigao por espaco entre as células de memoria ou disputa
dt hy + a2y M .
por antigenos
dze (@y + 204)? - . .
— — = Geragao de x. como resultado da integracdo de x,, na presenga de antigenos
dt Pe hyd + (-Tv +xu)g m G e grag m p G g
—dee Morte natural de z,
—dixyTe Morte induzida das células efetoras pelas células tumorais sob taxa dy
dxy, - . .
7 obx; Producao de particulas de virus por xz;
—WTy Eliminacao das particulas de virus pelo corpo

E desta forma, as EDO’s do modelo sao:

dx, Ty + X; T, T
- u 1— - dv v du u

at ( 2 > h + T TR g

dxz; T," z."

Wi g T S — dya e

dt I e B e AT

dx,, T," (1 :Em>

_ = m—xm —_

dt P M

dzx. (y + )7
= Pe m - de e d ute

it Png + (o +20) e T Guut

dx,

CZ = dbx; — wx,

Consideramos as seguintes condic¢oes iniciais x,(0) = @y, 2;(0) = x;, z.(0)
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2y(0) = Ty, T (0) =z, 1 € g inteiros positivos. Para futuras referéncias, denotaremos

por (1) o modelo definido acima.

3.1 Valores iniciais e pardmetros

Os valores iniciais das variaveis utilizados para o modelo (1)E| constam na Tabela (3| e os

valores dos parametros, na Tabela @, ambas apresentadas abaixo.

Tabela 3 — Valores inicias das variaveis para o modelo proposto

Varidveis Descricao

Valor Inicial

Ty Células tumorais nio-infectadas  10°
T Células tumorais infectadas 0

T Células imunes de memoria 1-10%
Te Células imunes efetoras 0

Ty Particulas de virus oncoliticos 0-106

Tabela 4 — Parametros do modelo proposto e valores utilizados nas simulagoes numéricas

Parametro Valor Unidade Descri¢ao

r 0.927 (dias)™? Taxa de proliferacao das células tumorais

k 1.8182 x 10°  cel/vol Capacidade méaxima de células tumorais

dy 0.0038 (cel/vol)(PFU [vol)~(dias)~! Taxa de infecgao das células tumorais pelo virus oncolitico

d, 2.0 (dias)™! Taxa de lise das células tumorais (infectadas ou nao) pelas células imunes

I 1 cel/vol Constante de satura¢do média para as células tumorais infectadas pelo virus
oncolitico

he 103 cel/vol Constante de satura¢ao média para as células efetoras que suportam metade
da taxa maxima de morte

hey 10! PFU/vol Constante de saturacao média (viral e tumoral) de antigenos que induzem
meia taxa de proliferacdo méaxima das células imunes

0 1 (dias)™? Taxa sob a qual o virus oncolitico mata as células tumorais

DPm 2.5 (dias)™* Taxa de proliferagao das células de memoria apds encontro secundério com os
antigenos tumorais gerados pelas particulas de virus

M 10* cel Jvol Maxima capacidade de células de memoria

Pe 0.4 (dias)™* Taxa sob a qual as células de memoria passam a ser efetoras, através de
encontro com antigenos tumorais gerados pelas particulas de virus

d, 0.1 (dias)™? Taxa de morte da células efetoras

dy 5x107° (cel) = (vol)(dias) ™! Taxa de inativa¢do das células imunes pelas células tumorais

w 2.042 (dias)™? Taxa de decrescimento da concentracao das particulas de virus oncolitico
(VSV) no sangue

b 1000 (PFU /vol)(cel) = (vol) Niimero de particulas de virus (VSV) liberadas no sangue por uma célula

infectada

Foram mantidas as caracteristicas originais do modelo de Macnamara et al.(2015) no que se refere a

valores de parametros e condicoes iniciais das varidveis.

em um modelo murino.

De Macnamara et al.(2015), os valores da Tabeladerivam de interagoes imunes-tumorais observadas
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4 Estado e Estudo da Estabilidade do Sistema

Neste capitulo identificaremos todos os possiveis estados estacionarios do modelo proposto
no capitulo anterior e determinaremos suas estabilidades. Os valores dos parametros uti-
lizados neste capitulo constam na Tabela @ Denotamos os estados estacionarios das

variaveis x,, X;, Tm, Te € T, POT X%, 2,5, %, x.* e x,*, respectivamente.

Ao igualar o lado direito das equagoes de (1) a zero, obtivemos z,,,* = 0, x,* = 0 ou
Tyt = M. A partir destes trés estados, obtivemos os seguintes pontos de estado estacio-
nario: Py = (0,0,0,0,0), P, = (k,0,0,0,0), P, = (x,*, 2;%,0,0,z,*), em que

. Wy Y ob
T, = —— = ———
u _ U 7 k(s
bd, — w 11
TT,*

Py, P, e P, derivam do caso z,,* = 0.

Também obtivemos P; = (z,*,0, z,,,", z.*,0), em que

* * hv
PetuTm” K " 1) (d, + dtxu*)}
* _ hv + l’u* o ot — E Ty
‘ de + dt-fljzf|< " De du
n o~ _ 1
r(l-2)

Além destes, Py, = (0,0, z,,%,0,0), implicacoes do caso z,* = 0 e, por fim, P; =

(%, 2%, M, x.*, x,*), nosso ponto de coexisténcia, quando x,,* = M.

Para verificarmos a estabilidade dos pontos, devemos linearizar o sistema utilizando
a Jacobiana associada ao sistema, avaliada nos estados estacionarios. A estabilidade sera

avaliada através do sinal dos autovalores, seguindo o critério Routh-Hurwitz.

A matriz Jacobiana associada ao modelo é dada como se segue

L Além disso, a teoria matemaética por tras de todos os passos feitos a partir deste momento consta no

Capitulo 2 e as contas feitas para a obten¢do dos pontos, no Apéndice A.
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A partir deste momento, analisaremos a estabilidade dos pontos descritos no comeco
deste capitulo, agrupando-os em categorias: estados estaciondrios livres de tumor, ca-
racterizados por z,* = 0, estados estacionarios livres de tratamento, pontos nos quais
x,* = 0 e, por consequéncia, x;* = 0, e por fim, pontos de coexisténcia, nos quais todos

os estados estacionarios das varidveis sao nao-nulos.
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4.1 Estados estacionarios livres de tumor (x,* = 0)

Aqui os estados estacionarios nao possuem populagao tumoral e sdo dados por (0,0, z,,*, 0, 0).
Avaliando a Jacobiana nestes pontos e calculando os respectivos autovalores, pelo crité-
rio de Routh-Hurwitz, segue que sao sempre instaveis, devido a um dos autovalores ser
positivo, de valor 0.927. O ponto P, encontra-se nesta classificacdo. Vale destacar que
biologicamente, Fy nao é um ponto relevante, pois todas as populagoes encontram-se zera-
das e nossa intencao é analisar o efeito do tratamento no tumor. Note que a instabilidade
dos estados estacionérios livres de tumor nos diz que nao é possivel encontrar uma solucao
na qual x, permanece zerada a longo prazo. Ou seja, esta conclusao nos premedita que
um tratamento baseado neste modelo, feito com estes valores de parametros e todos seus

protocolos, nao pode levar a eliminacao permanente do tumor.

4.2 Estados estacionarios livres de tratamento (z,* = 0)

Para o modelo proposto, existem infinitos estados estacionarios que nao possuem popu-
lagao viral. Por exemplo, o ponto P, pertence a esta classificagdo. Avaliando a Jacobiana
neste ponto e calculando seus autovalores, pelo critério de Routh-Hurwitz, segue que P;
é instavel devido a4 um autovalor positivo, A = 0,4968. Podemos ter uma melhor ideia so-

bre estes pontos considerando f;(zy, Tm,z.), = 1,2 como sendo as superficies descritas

pelas equagdes (3.1) e (B.4)P] com respeito & z,,, e € @y

dzx,, Ty + X5 T, T,
=rx,1— —dy———1xy — dyry———
dt < k ) h," + x,™ ho + x ™

dre () + )Y
ar P ho? + (zy + )’

Tm — dexe - dtmuxe

Na Figura [1| temos dois tipos de estados estacionarios gerados na intersec¢cao das
duas superficies: os estados livres de tumor (z, = z. = 0 e x,, € R) que ja discutimos

anteriormente, e o livre de virus, que é o que nos interessa nesta secao.

ob
2 Como x, = z; = 0 (da relagdo z,* = —x;*), todas as demais equagoes do modelo proposto sao
w

satisfeitas trivialmente
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2 1000 1000 Xm Xq 1000 1000 X

Figura 1 — Grafico das interseccoes das superficies (a) n =1, (b) n = 2.

800

X 1000 1000 X
kg L X 1000 1000 *m

() (d)

Figura 1 — Grafico das interseccoes das superficies (¢) n = 3, (d) n = 20.

Podemos observar em (a) que, para os estados nos quais x,* nao é zero, a populagao
tumoral é baixa para altas concentracoes de células imunes, o que significa que o tumor,
na auséncia de virus, ¢ controlado pela imunidade. Conforme os valores das células imu-
nes diminuem, o tumor cresce até valores proximos da capacidade maxima k. Na Figura
1(b), apresentamos o grafico para n = 2. Observe que 0 mesmo ocorre, mas ao contra-
rio do que acontecia em 1(a), x,* atinge valores altos mesmo com concentragdes imunes
também altas. A medida que aumentamos o valor de n, observamos que este fenémeno

acentua-se ainda mais, como mostram os graficos 1(c) e 1(d).
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Além do grafico, podemos considerar solucoes analiticas para as equagoes (3.1) e (3.4)
a fim de analisarmos a estabilidade destes pontos. Encontramos no caso z,, = 0 [J] exata-

mente isto. De 14, tiramos o ponto Py = (z,*,0, z,,*, 2;*,0) em que

pexu*xm* hU *
1) (d. + d;x,
P e o TS *:E{(xu*+ )( o >]
¢ de + dtxu>|< " pe d
“ -1

]_ _
T( k)

Os pontos desta classificacdo sao dados por P(z,*,0,x,,*, z.*,0). Como z,* = 0, o
sistema esta livre de viurs e por esta situagao nao ser o foco do nosso trabalho, nao é de

nosso interesse prosseguir com a analise .

4.3 Pontos de coexisténcia

Se todas as populagoes existem, o lado direito da equagao (3.3)) igualada a zero implica
WIy,* .

em x,, = M. Substituindo z,,*, e fazendo x;" = 5, nas equacoes 1’ 1) e 1}

obtemos:

" 1
TQ_?J_%qu;

*

1. wv*: dU 1 - wr :fl(mu*7xe*)
z ()" L1 Obk
(#) +1
2. folz,*2.") =d 1 R ek ! =0
- J2\Lu 5 dLe —v<hu)n ) 5 u66<he)n+1_
Tyt vet

Mpe(z,* + 2,%)
3. xS = = fa(x,”, x,”
(de + dtxu*)<hv + aju* + ‘rv*> f3( )

Compondo as fungoes conseguimos encontrar os pontos P(x,*, x;*, M, x.*, x,%). Nao

fomos capazes de determinar uma condicao de estabilidade para eles.

3 Ver Apéndice A
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Neste capitulo, investigaremos a evolucao do modelo proposto em direcao aos estados

estacionarios descritos anteriormente, considerando primeiro a evolucao tumoral sem a

viroterapia e posteriormente, a evolucao tumoral na presenca do virus oncolitico. Também

consideraremos o comportamento das células imunes nos dois casos. Todas as simulacoes

foram geradas a partir dos dados da Tabela

x,=1,8167 x10°

X, =1,4767 x10°

x,=1,2668 x10°
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Figura 2 — Grafico da variagdo no tempo para (a) densidade populacional de células tu-
morais ndo-infectadas, x,, (b) densidade populacional de células efetoras, z.,
para diferentes valores iniciais da populacao de células de memoria e consi-
derando as condicoes iniciais livres de virus. n = 1. Em cada um dos casos,
7,(0) = 10°% e 2,(0) = 2;(0) = 2,(0) = 0. t em dias.
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Comecamos discutindo primeiro a dinamica do sistema sem a presenca viral. E con-

veniente dizer que aqui variamos os valores inicias da populacao de células de memoria,
‘,'Cm
dt

a populacao de células de memoéria nao varia com o tempo, ou ainda, que se manteri

porque ao fazermos z, = 0, da equacao 1) obtemos que 0. Isso significa que

sempre no valor inicial escolhido, ou seja, z,,* = x,,(0).

A Figura 2| mostra: (a) o comportamento temporal da popula¢do tumoral e (b) o
comportamento temporal das células efetoras, para valores iniciais de a:m(O)EI iguais a
1; 200; 348; 349 e 400. Aqui, fazemos n = 1. Nossos resultados conferem com
aqueles em Macnamara et al.(2015). A Tabela [5| traduz o que observamos na Figura
(a), mostrando os valores nos quais a populacdo de células tumorais ndo-infectadas
estabilizam-se, variando os valores inicias de x,,. Além disso, mostra o tempo que z,, leva

para atingir a estabilidade.

Tabela 5 — Valores nos quais a populacao de células tumorais nao-infectadas estabilizam-
se, t em dias. Caso n =1

1 1,8167 x 108 10<t< 15

200  1,4767 x 108 20 <t < 25
300 1,2668 x 108 35 <t <40
348 11,1460 x 108 95 <t < 100
349  0,0012 x 108 100 <t < 105
400 0,0012 x 108 25 <t <30

Estes resultados foram previstos na Figura|l} o aumento da populacao inicial de célu-
las de memoéria implica em um menor estado estacionario para as células tumorais e um
maior estado estacionario para as células efetoras. De (a) e (b) tiramos que quando os
estados estacionarios para a densidade populacional de células tumorais, x,*, assumem
seus menores valores, isto é, para x,,(0) = 349 e z,,(0) = 400, a populagdo de células
efetoras tende ao estado estacionario x.* ~ 864 células. Note que também h& um periodo
de dorméncia do cancer (sustentado pela populagao relativamente grande de células efeto-
ras, e para esse valor inicial de z,,, que durante este periodo ndo variam exageradamente)
entre t = 10 e t = 60, para ,,(0) = 348, que mantém a popula¢ao tumoral relativamente
estavel a baixas concentracoes, mas que nao dura muito tempo, visto que x, volta a cres-
cer até estabilizar-se no valor explicitado anteriormente. Concluimos que quanto menor

o nimero de células de memoria, maior é a tendéncia de crescimento das células tumorais.

1 as condigoes iniciais para as outras varidveis sao: x,(0) = 10%, 2,(0) = x,(0) = 2;(0) =0
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x,=1,8182 x10°
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Figura 3 — Grafico da variagdo no tempo para (a) densidade populacional de células tu-
morais nao-infectadas, (b) densidade populacional de células efetoras, para
diferentes valores iniciais da populacao de células de memoéria, considerando
as condigoes iniciais livres de virus. n = 2. Em cada um dos casos, z,,(0) = 10°
e 2,(0) = 2;(0) = z.(0) = 0. t em dias.

Podemos observar na Figura[3} (a) o comportamento temporal da populagio tumoral e
(b) o comportamento temporal das células efetoras, para valores iniciais de z,,(0) iguais
a 2,(0) =1, ,,(0) = 200, 2,,(0) = 348, z,,(0) = 349 e x,,(0) = 400 (as condigdes

300
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iniciais para as outras variaveis sao: z,(0) = 10% z.(0) = 2,(0) = x;(0) = 0). Desta vez

aumentamos o valor de n para 2. Observe os niimeros a seguir, na Tabela [6}de (a):

Tabela 6 — Valores nos quais a populacao de células tumorais nao-infectadas estabilizam-
se, t em dias. Caso n = 2

2 (0) Ty, t
1 1,8182x 108 10<t<15

200  1,7931 x 108 10<t <15
300  1,7602 x 108 10 <t <15
348 1,7392 x 108 15 <t < 20
349  1,7387 x 108 15 <t <20
400 1,7113 x 108 15 <t < 20

Note como, apesar do aumento das concentragoes de células tumorais para cada valor
inicial de z,,, para z,,(0) = 200, z,,(0) = 300 e x,,(0) = 400, x, leva menos tempo para
estabilizar-se nos valores acima expostos, sendo esta uma diferenca nao muito gritante.
Agora, para z,,(0) = 348, o tempo necessario para x,, atingir os respectivos estados esta-
cionarios passa de 90 a 95 dias, quando n = 1, veja Figura (a), para 15 a 20 dias, agora
que n = 2. Para x,,(0) = 349, o tempo necessario para x, atingir os respectivos estados
estacionarios passa de 100 a 105 dias, quando n = 1, para 15 a 20 dias, agora que n = 2.
A Figura[3| (b) mostra-se como o esperado: z,. estabiliza-se em valores mais baixos do que
aqueles na Figura 2| (b), e isso converte-se no aumento populacional das células tumorais,
se comparada a Figura [2| (a). Também é interessante perceber que ao contrario do caso

anterior, onde n = 1, para n = 2 nao ha dorméncia do tumor para nenhum dos valores
de z,,(0).

Na Figura 4l mostramos a populacao de células tumorais nao-infectadas para (a)
n=3,(b)n=4,(c)n=>5e(d) n =6 Nao incluiremos graficos para n > 6, pois
a partir deste ntimero, x, comporta-se sempre da mesma maneira, como o exposto na
Figura {4| (d). Destacamos, ainda, que foram realizadas simulac¢oes para 1 < n < 40 e,
para n > 38, as simulagoes param de funcionar como vinham anteriormente, porque,

n

exemplo, — & menor do que um, e conforme aumentamos o valor de n, ¢ um ni-

e
hen + ‘Z‘e- . . .
mero cada vez mais proximo de zero. A partir de certo ponto, MATLAB considerou estes
niimeros como zero e as simulagoes fugiram do controle. Quanto ao Grafico da densidade

populacional de z., as simulac¢oes se comportam como em (b) da Figura .

Dos resultados abaixo, deduzimos que conforme o valor de n aumenta, o compor-
tamento de x, assemelha-se, para x,,(0) = 200,z,,(0) = 300,z,,(0) = 348, 2,,(0) =



o1

349, x,,(0) = 400, ao comportamento de z, para x,,(0) = 1. Isso significa, que conforme
o aumento de n, a populagao de células tumorais nao-infectadas tende a estabilizar-se
mais rapido (entre 10 e 15 dias), para qualquer um dos valores iniciais de x,, escolhidos.
Em contrapartida, a populacao tumoral cresce até atingir a capacidade maxima de células

tumorais.

xu=1,8182x105

0 20 40 60 80 100 120

(a) x, para n=3

Figura 4 — Densidade populacional das células tumorais nao-infectadas para diferentes
valores iniciais da populacao de células de memoria, considerando as condicoes
iniciais livres de virus. Em cada um dos casos, 2,(0) = 10° e z,(0) = z;(0) =
z.(0) = 0. t em dias.

140
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x,=1,8182 x10°
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(b) x, para n—4

Figura 4 — Densidade populacional das células tumorais nao-infectadas para diferentes
valores iniciais da populacao de células de memoria, considerando as condigoes
iniciais livres de virus. Em cada um dos casos, 2,(0) = 10° e z,(0) = z;(0) =
ze(0) = 0. t em dias.

xu=1,8182x105
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(¢) x,, para n=5

Figura 4 — Densidade populacional das células tumorais nao-infectadas para diferentes
valores iniciais da populacao de células de memoria, considerando as condicoes
iniciais livres de virus. Em cada um dos casos, 2,(0) = 10° e z,(0) = z;(0) =
z.(0) = 0. t em dias.

140
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x,=1,8182 x10°
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(d) x, para n=6

Figura 4 — Densidade populacional das células tumorais nao-infectadas para diferentes
valores iniciais da populacao de células de memoria, considerando as condigoes
iniciais livres de virus. Em cada um dos casos, 2,(0) = 10° e z,(0) = z;(0) =
ze(0) = 0. t em dias.

140
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A seguir, consideraremos o comportamento do modelo (1), com a presenca de todas
as densidades populacionais. Vale destacar que foram feitas simulacoes para diferentes
valores de g, mas todas mostram-se independentes do valor atribuido a ele, alterando-se
apenas a partir das variacoes de n. Na Figura [5| mostramos (a) evolugao da densidade
populacional das células tumorais ndo-infectadas, (b) evolu¢ao da densidade populacional
das células efetoras, para diferentes valores iniciais das células de memoria, ambos para
n = 1. Obtivemos os mesmos resultados apresentados por Macnamara et al.(2015) e
podemos observa-los na Figura . Na Figura 5| (a), observamos que, ao considerarmos
uma particula de virus atuando no corpo, a populacao de células tumorais nao-infectadas
se reduz a niveis muito baixos, em um estado estacionario considerado sob controle, para
todos os valores de z,,(0) considerados (x,,(0) = 1, z,,(0) = 200, z,,(0) = 300, x,,(0) =
344, z,,(0) = 345 e z,(0) = 400). Além disso, para o menor valor inicial de células
de memoria, ,,(0) = 1, a populagdo de células tumorais nao-infectadas cresce a niveis
"fatais", até que descresca para um estado estacionario baixo. A partir disso, podemos
pensar que é importante, ao variarmos os valores de x,,(0), considerar nao s6 o valor
no qual z, estabiliza-se, mas também o valor maximo que a populacao tumoral assume.
Na Figura [5| (b), para todas as variacoes da populacao inicial de células de memoria,
T~ ~ 864.

60 80 100 120 140

Figura 5 — Grafico da variagdo no tempo para (a) densidade populacional de células tu-
morais nao-infectadas. Em cada um dos casos, z,(0) = 10°, 2,(0) = 1, 2;(0) =
z.(0) = 0. t em dias.
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Figura 5 — (b) densidade populacional de células efetoras. Em cada um dos casos, x,(0) =
10%, 2,(0) = 1, 2;(0) = 2.(0) = 0. t em dias.

Na Figura@ mostramos (a) evolucao da populagao de células tumorais nao-infectadas,
(b) evolugao da populacao de células efetoras, para n = 2, t em dias. Novamente con-
sideramos os valores inicias de x,, sendo z,,,(0) = 1, z,,(0) = 200, z,,(0) = 300, x,,(0) =
344, z,,(0) = 345 e z,,(0) = 400. Veja que para o valor mais baixo de z,,(0), o com-
portamento da populacao tumoral quase nao se altera, atingindo a capacidade méaxima
até reduzir-se e estabilizar-se perto do zero em um periodo aproximado de 35 dias. Para
T, (0) = 200, z, estabiliza-se perto do zero em 5 dias a menos do que em n = 1, mas em
compensacao, a populacdo de células tumorais cresce até 0,4 x 10%, quase atingindo a
capacidade maxima. De (b), o pico populacional de células efetoras aumenta no mesmo
periodo no qual as células tumorais aumentam, ajudando o tratamento a controlar as
células tumorais. O mesmo raciocinio funciona para os outros valores iniciais de x,,.
Sempre que ganhamos tempo na estabilidade da populacao tumoral perto do zero, per-

demos com o aumento do valor maximo que z,, atinge.

Na Figura [7| mostramos (a) as células tumorais ndo-infectadas, (b) a populacao de
células efetoras para os mesmos valores iniciais de células de memoria considerados acima.
Perceba que 0 mesmo fendmeno que ocorreu na primeira parte deste capitulo (no caso livre
de tratamento), ocorre aqui também: o comportamento das células tumorais assemelha-
se ao comportamento de x, para z,,(0) = 1, para qualquer um dos valores iniciais de z,,

escolhidos. O mesmo ocorre para as células efetoras.
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x108
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xm(0)=400
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(a) x, paran =2

Figura 6 — Grafico da varia¢do no tempo das (a) células tumorais nao-infectadas, para
diferentes valores iniciais da populacao de células de memoria. Em cada um
dos casos, 7,(0) = 10, 2,(0) = 1,2;(0) = 2.(0) = 0. ¢ em dias.

4
25x10 .

xm(0)=1
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xm(0)=345
xm(0)=400

0.5

100 120 140 160 180 200

(b) z, paran =2

Figura 6 — Grafico da variagdo no tempo das (b) células efetoras , para diferentes valores
iniciais da populagao de células de memoria. Em cada um dos casos, z,(0) =
10°%, 2,(0) = 1, 2;(0) = x.(0) = 0. ¢ em dias.
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40 60 80 100 120 140

(a) x, paran =3

Figura 7 — Grafico da varia¢do no tempo das (a) células tumorais nao-infectadas, para
diferentes valores iniciais da populacao de células de memoria. Em cada um
dos casos, 7,(0) = 10, 2,(0) = 1,2;(0) = 2.(0) = 0. ¢ em dias.
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t

(b) z. paran =3

Figura 7 — Grafico da variagao no tempo da (b) populagao de células efetoras para dife-
rentes valores iniciais da populacao de células de memoria. Em cada um dos
casos, 7,(0) = 10°%, 2,(0) = 1, 2;(0) = x.(0) = 0. t em dias.

Concluimos que, independente do caso considerado: com ou sem tratamento, nosso
modelo estabiliza o sistema muito mais rapido do que o modelo em Macnamara et al.

(2015). Podemos comprovar isso através das simula¢oes comparando as Figuras [5 e [7]
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que mostram a variacao no tempo da densidade populacional de células tumorais nao-
infectadas, paran = 1 e n = 3, respectivamente, para o caso com tratamento. Para o caso
sem tratamento, podemos comparar as Figuras [2| e |4] para constatar que a estabilidade

reduz-se para todos os valores iniciais das células de memoria.
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6 Consideracdes finais

Neste trabalho propusemos uma alternativa ao modelo de Macnamara et al.(2015) para
viroterapia oncolitica como tratamento de cancer, considerando o efeito switchmgﬂ no
sistema, com a finalidade de acelerar a estabilidade tumoral. Para analisar a eficacia do
modelo, munimo-nos de simulagoes numéricas, feitas com os mesmos parametros da refe-
réncia acima, e focamos nossa atencao as células tumorais e imunes, tentando descobrir
como a densidade populacional das células tumorais nao-infectadas reage a imunidade do

corpo, e depois ao tratamento em questao.

Descobrimos, a partir dos estados estacionarios livres de tumor, que a partir de sua
instabilidade, nao h& chance do tumor ser erradicado. Simulamos o modelo para um caso
sem tratamento. O que obtivemos foi que, ao contrario do que acontecia para n = 1,
que para valores iniciais altos de células de memoéria, o tumor conseguia manter-se em
niveis baixos e estabilizar-se perto do zero, ao aumentarmos o valor de n, nosso modelo
faz com que para qualquer valor inicial considerado de células de memoria, a populacao
tumoral sempre atinja a capacidade maxima. Isso poderia significar um colapso fatal
para o paciente. Em contrapartida, a estabilidade ocorre num periodo de tempo consi-
deravelmente menor, por exemplo, para x,,(0) = 349, a estabilidade acontecia dentro de
105 dias para n = 1. Aumentando n para dois, a estabilidade acontece dentro de 20 dias.
As simulacoes do modelo com tratamento indicam que o mesmo fenémeno do caso sem
tratamento ocorre: h& diminuicao do tempo necessario para estabilidade tumoral, mas a

populacao tumoral atinge valores maximos maiores do que em n = 1.

Constatamos através das simulagoes que o efeito switching no modelo cumpriu seu
papel estabilizador, matematicamente obtivemos resultados 6timos. Modelagem mate-
matica é de grande valia, pois nos permite analisar biologicamente os resultados matema-
ticos e prever futuras implicacoes que determinado protocolo de tratamento teriam em
um paciente. Também devemos levar em consideracao as limitagoes do modelo e como os
parametros influenciaram nos resultados. Na intencao de continuar este trabalho, pode-
riamos alterar ainda mais o modelo, além de trabalhar com dados provenientes de testes
feitos em humanos, visto que os parametros utilizados derivam de modelos murinos, o
que pode diminuir o nivel de confiabilidade dos resultados. Também poderiamos traba-
lhar com profissionais de outras areas, como médicos, patologistas, a fim de melhorar as
andlises dos dados. Este trabalho deu o pontapé incial para um artigo que prosseguira

os estudos, levando em consideracao a existéncia e unidade de solucoes, alguns lemas

I (PALOMINO, 2006, 2007, 2017a, 2017b, 2017c)
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que serviriam para determinar a estabilidade dos pontos de coexisténcia e livres de tra-

tamento, entre outros que nao puderam ser abordados aqui.

No mais, independente dos resultados, aprendi muito elaborando este trabalho, muito

além do que pude ver durante o curso.
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8 Apéndice A

Aqui constam todas as contas envolvidas na obtencao dos estados estacionarios usados
no capitulo 3.

Igualando o lado direito da equacdo (3.3)) a zero, obtemos z,,, =0, =, =M ou z,=

0. Consideraremos a seguir cada um destes casos.

8.1 Casox,, =0
Tgualando o lado direito da equagdo (3.4) a zero, obtemos:

dre  pe(wy +2,)
dt — h? + (zy + x,)9

= —d.x. — dixex, =0

—dere — dyxyzr. =0

m

= xo(—d. — dyz,) =0
—d,
dy

=z, =00uzx, =

Estamos considerando a populacao de células tumorais nao-infectadas sendo positiva.

d . — . T
Como — é maior do que zero, — < 0. Portanto, consideraremos apenas a implicacio
t t

x. = 0. Agora temos

(8.1)

dzx,
Fazendo % = 0 segue que

o0 (8.2)

Ty = — T4
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Igualando o lado direito da equacao (3.2)) a zero, obtemos:

dz; " x"
v u — S —d g —— =
dt Uhun_l_xunxv T uxzhen+xen 0
dx; T,
t = dv; v—0x; =0
dt hu”+xu"x ’
dx; T,
dt ha" + x,™ ’
no0b
= —ox; + dvnx;—xi =0
h,” +x,™ w
U 0b
(i)
h,” + x,™ w
WU 0b J b
:>$i:Oou—5+dvnx——=5 dvnx———l =0 (8.3)
hy" + x,” w hy + 2, w

Se x; = 0, entao de (8.2)) segue que z, = 0. Utilizando z. = z; = =, = 0, obtidos acima,
na equacao (3.1), temos:

(1= ) (84)

Igualando a equacao (8.4) a zero obtemos os dois primeiros pontos de equilibrio:
P, =1(0,0,0,0,0) e P, = (k,0,0,0,0).
Agora, utilizando a segunda implicacao de (8.3)), temos:

oWt b
"h, + z," w
= x,"bd, = wh," + wx,"
= x,"bd, — wz," = why,"
= x,"(bd, — w) = wh,"

why,"
=z, =
“ bd, — w

w
A bd, —w (8.5)
ob
De (8.1),(8.2), e (8.5) em (3.1), e fazendo — = A, segue que:
w
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i (1 _ u) SR C7% Ly

o, (gvu*)”_1 r
l—— ) =\doF—mA+ |2
T( k) ( ha' + (24" +k>x

Ty dv(l'u*)n_l 1
1 Y T S

Que nos da

= k= (8.6)

Ti = n—1
kd,0b(z,*)
wr(hy" + ("Eu*)n)

+1

*\ 7
_ x :
Note que de 1} e sabendo que (z,*)" = u tiramos que

Ty*
h"w = (z,*)"(d,b — w) (8.7)
e implicam que:
. k—x,* k—x,* k—x,*
Li = n—1 = n—1 = n—1
kd,ob(x,*) L kd,ob(x,*) ] ko(x,") 1
r(z,*)" (dyb — w) + wr(z,*)" r(z,*)" (dyb — w + w) r(z,*)"
. k=,
+1
TTy*

Disto, obtemos nosso terceiro ponto de equilibrio, dado por: P, = (z,*, z;*,0,0, 2,%), em

que

. [ w h . k=, ., O0b
) = —— = e X, = —ux
u _ Uy 3 ké v (2
bd, —w 1 w

TX,*
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8.2 Casoz,=0

dx, R
=0=da +dx, x." = pe T *
dt ‘ b hy + z* + 2,*
zv* +xu*
xe* de + d Iu* = Pe m*
( ) =P hy + x,* + 2,

ot PelTy” + T )T *
e - hv _'_ xv* _'_ xu*
de -+ dtl'u*

Por hipoétese, x, = 0. Além disso, a relagao entre z, e x; ainda é estabelecida como

em ({8.2)). Portanto, segue que

pexu*xm*
S e o (8.9)

LTe =
de + dtxu*

Agora, fazendo x, = 0 na equacdo (3.1) e igualando o lado direito da mesma a zero,

obtemos:

$u* +$z* (xe*)n
B (L N I PR G A 1
rT ( k: ) x ot (@) 0 (8.10)

Substituindo em (8.10), e fazendo x; = 0 (de [8.2)), temos:

* *
PeZy Tm

* xu*< * *)
Ty hy+zy*)(de+dixy
T:ru*<1_ )_du e SRR
n PeZu*Tm™*
he + ((hv‘f'ivu*)(de‘f'dtl'u*)
. pe" (@) (Xm™)"
rat (1= 2 ) — dyp,t — e )n (dej(ffxu Z — =0
B Pt @) (@m )"
€ (hv“l’xu*) (de+dt1'u*)
1
hv*+1 de+dizy* "
e,

Txy (1 _ Lu ) — dyty” -
k ( he ) X 1
* [(Zhv* +1)(de+dt$u*)]n

u
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=0

(de + dtzcu*)} +1

hv_'_l

<¢+mmﬂ 41

1) (de + dtxu*)} " +1

— >~
=
m&:‘
o
3*

duxu*

DeXm™

=+ 1) (de + dtg;u*)} +1

Iy A" he
* + 1) (de—i_dtxu ):| (

(-5

h n
( U* + 1) (de + dtIu*):| =d,—1r <1 o Ly
Ty

i Gk (L)
|:(ach:) + 1) (de + dyx *)rr( Cwry \Pemt ) pe(zn)”
p"(zm*)" " (1—%) [(f— + 1) (do + dt%*)}

he dy —r (1 —2)

) [(f + 1) (de + dtxu*)r
dy — 7 (1 —25) =
A (1=5) [(f + 1) (d, +dt%*)}
fd, —r(1— 2

Segue nosso quarto ponto de equilibrio: Py = (x,*,0, z,,*, z.*,0), em que
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83 Casox,, =M

*

W,

Substituindo z,,* = M em 1) e fazendo x;* = b

, temos:

P (xv* + xu*)
“he + (@, + 2,%)

peM ( Lo T ) - dexe* - dtmu*me* =0

M —d.x — dix, 2. =0

Iy + x,* + ,*

T, + 1t 1
e* — eM — u*; v* )
Te =P (hv +oa A+ xu) (de + dyz,*) ECTRERY

Agora, fazendo o mesmo em (3.1)), segue que:

*+wa7v*
T *
. B b Ty 1
u 1l———— | —d, — —d, = =0
Tu |7 2 I, he
T.* " +1 — ] +1
Tu Te
*+wxv*
Ty * 1
rl1— k&? —d, il —d —0

v = dv 1 wr = filza" )
xu* <:Ch_e*)n + 1 5bk
De (3.2)), tiramos que:
" x,"

dy————Ty — 02 — dyTi7———— =0

hu"—i—xu”x . . he" + x."

1 1
OERCE
T
1 1

f3('ru*7xe*) = dv - E - 7 =0
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