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RESUMO

Este trabalho apresenta resultados tedricos e praticos sobre indicadores de
erro equilibrados para funcional de interesse na aproximacdo de problemas
elipticos lineares e parabdlicos lineares e ndo-lineares pelo método de Ga-
lerkin descontinuo. A introducdo dos fluxos equilibrados na representacio
do erro no funcional de interesse permite melhorar a qualidade do indicador
de erro que € um primeiro resultado importante deste trabalho (no caso pa-
rabdlico). A segunda contribui¢do do trabalho € a aproximacgdo da solucdo
do problema dual, que faz parte da representacdo do erro, pelo método de
Galerkin descontinuo de ordem mais alta que o método primal. Neste caso,
o indicador de erro torna-se assintoticamente exato. A construc¢do de indi-
cadores de erro em funcional de interesse para o método de Galerkin des-
continuo no tempo e no espago para problemas parabélicos lineares e nao-
lineares € a terceira contribuicdo deste trabalho. Todas as técnicas acima
mencionadas usam recuperacio equilibrada de fluxo discreto em espago de
Raviart-Thomas. A reconstru¢io de fluxo equilibrado numa base especifica
em espacos de Raviart-Thomas de alta ordem é mais uma contribui¢cio im-
portante. Resultados numéricos sdo apresentados no decorrer do trabalho
para demonstrar a eficiéncia dos métodos apresentados. Os indicadores de
erro também sdo utilizados para adaptacdo meta orientada em vérios testes

numéricos.

Palavras-chave: Métodos de elementos finitos de Galerkin descontinuo. Espa-
cos de Raviart-Thomas de alta ordem. Problemas elipticos. Problemas pa-

rabodlicos nao-lineares. Indicadores de erro em funcional de interesse.






ABSTRACT

This thesis presents theoretical and practical results on equilibrated error
indicators for functional of interest in the approximation of linear elliptic
problems and linear and non-linear parabolic problems by the discontinuous
Galerkin method. The introduction of the equilibrated fluxes in the represen-
tation of the error in the functional of interest allows to improve the quality of
the error indicator that is a first important result of this work (in the parabolic
case). The second contribution of the work is the approximation of the so-
lution to the dual problem, which enters in the representation of error, by
the discontinuous Galerkin method of order higher that of primal method. In
this case, the error indicator becomes asymptotically exact. The construction
of error indicators for functional of interest for the discontinuous Galerkin
method in time and space for linear and nonlinear parabolic problems is the
third contribution of this work. All of the above techniques use equilibrated
reconstruction of discrete flux in Raviart-Thomas space. Equilibrated flux
reconstruction on a specific basis in high-order Raviart-Thomas spaces is an-
other important contribution. Numerical results are presented in the course of
the work to demonstrate the efficiency of the developed methods. Error in-
dicators are also used for goal oriented mesh adaptation in various numerical

experiments.

Keywords: Discontinuous Galerkin finite element methods. High order Raviart-
Thomas spaces. Elliptic problems. Nonlinear parabolic problems. Error in-

dicators for functional of interest.
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1 INTRODUCAO

Uma grande variedade de métodos numéricos foi desenvolvida nas
ultimas décadas para resolver sistemas de equagdes em derivadas parciais
(EDP) ndo-lineares em dominios computacionais de alta dimensao e geome-
tria complicada.

A simulacdo de processos reais de ciéncia e engenharia leva a neces-
sidade de resolver problemas discretos de grande porte em tempo real com
uma tolerancia admissivel de erro. Entretanto, a limitacdo dos recursos com-
putacionais, no caso de problemas de grande porte, implica na necessidade de
resolver o problema com erro minimo permitido pelo sistema computacional
disponivel.

Visando este objetivo, recentemente foi desenvolvida uma série de
métodos numéricos adaptativos que permitem encontrar uma aproximagao
discreta para a solu¢do de um problema continuo dentro de uma tolerancia
dada com o minimo de esfor¢co computacional.

No caso de métodos de elementos finitos, os pardmetros da discretiza-
¢d0 sdo o didmetro dos elementos da malha e o grau dos polindmios locais
em cada elemento. Neste caso, a estratégia dos métodos adaptativos pode
ser considerada como um problema nao-linear de otimizagao com restrigcdes:
encontre uma malha computacional e as ordens de aproximacdo dentro de
cada elemento que satisfazem a restricdo sobre o erro de aproximacao e mi-
nimizam o esfor¢co computacional. Este problema resolve-se por iteragdes
usando algoritmos adaptativos. Em cada iteragdo a malha computacional é
modificada no espago (h-adaptagdo), a ordem de aproximacdo é modificada
(p-adaptacdo) ou ambas as modificagdes sdo realizadas (hp-adaptacdo).

A estratégia de modificacio é baseada em estimativas a priori que ofe-
recem uma aproximacao para o erro numérico do método. Estimativas deste
tipo sdo desenvolvidas para aproximacdo de erro de discretizagdo na norma
energia em todo o dominio computacional. Uma revisdo detalhada da teoria
das estimativas a posteriori pode ser encontrada nos trabalhos de [} [2].

Em vérios problemas praticos de engenharia e ciéncia, a informacao
principal sobre o comportamento do processo modelado por um sistema de

EDP ¢ acessivel por meio de funcionais de interesse definidos sobre a solucdo
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aproximada. Na engenharia de petrdleo, por exemplo, o funcional de inte-
resse pode ser considerado a saturacdo de petréleo na vizinhanga do poco
produtor, [3, 4l]. Outro exemplo cldssico é o cdlculo de pardmetros aero-
dinamicos tais como o coeficiente de arrasto, na dindmica de fluidos compu-
tacional, [5]].

Recentemente desenvolveram-se estimativas de erro orientadas ao fun-
cional de interesse, que estimam o erro em quantidades individuais de inte-
resse usando técnicas de dualidade e resolvem com precisdo esta quantidade.
A chave para estimar o erro em tais quantidades é a formulacdo de um pro-
blema auxiliar, que € o problema dual para o problema considerado, e filtra
as informagdes necessarias para uma estimativa precisa do erro na quantidade
de interesse, [6].

Virias estratégias para estimativa de erro em funcional de interesse fo-
ram propostas no caso de problemas elipticos: as estimativas de erro baseadas
na norma de energia dos erros nas solu¢des primal e dual [7], método DWR
(dual-weighted residual) de ponderacdo residual dual [4], estimativas basea-
das no método de recuperacio de gradiente 8], entre outras. A abordagem
geral para obter estimativas de erro em funcional de interesse consiste, por
um lado, em derivar uma representagdo do erro envolvendo a solucdo primal
e a solucdo dual exata e, por outro lado, na constru¢do de uma aproximagdo
suficientemente precisa da solu¢@o dual a fim de obter uma estimativa de erro
totalmente computavel e confidvel. No caso do método DWR a representacao
do erro € composta pelo residuo no elemento na forma forte e integrais nas
arestas da malha que incluem o salto do fluxo difusivo. Uma representagdo
do erro deste tipo ndo € robusta na norma energia com relacdo a ordem
de aproximac¢d@o no método de elementos finitos como foi demonstrado em
[9, 10]]. Tendo isso em mente, neste trabalho introduziu-se um fluxo equili-
brado reconstruido do fluxo total discreto da solu¢do numérica do problema
em espacos de Raviart-Thomas na representacio do erro. Desta maneira, a es-
trutura do residuo no elemento foi melhorada e as integrais nas arestas da ma-
lha foram eliminadas devido a continuidade da componente normal do fluxo
em espagos de Raviart-Thomas. Vale mencionar também que as estimativas
na norma energia, que usam a técnica de fluxos equilibrados, sdo robustas re-

lativamente a ordem de aproximagao polinomial([[11} 10} 12} 13} 14} 15 [16]).
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O indice de eficiéncia do indicador de erro (a razdo entre o indicador
de erro e o erro exato) no funcional de interesse depende significativamente
da escolha da aproximacgd@o da solug@o exata do problema dual no espago
mais rico que o espago do problema primal. Caso esta aproximacao seja bem
acurada, pode-se esperar que o indice seja proximo de um. Na pratica de
elementos finitos, o problema dual € resolvido no mesmo espaco que o pro-
blema primal e depois a solucio aproximada é elevada para um espaco mais
rico usando uma técnica de suavizacido. Mas, se o problema dual € resolvido
no espago mais rico, o indice de eficiéncia € assintoticamente exato, isto €,
tende para um quando a malha € refinada e/ou a aproximacdo polinomial é
aumentada [16]. Portanto, neste trabalho usamos esta técnica na constru¢io
de indicadores de erro para os problemas elipticos e parabdlicos.

Como mencionado acima, a reconstru¢do de fluxo equilibrado em
espaco de Raviart-Thomas tem sido intensamente utilizada, tanto na teo-
ria quanto na pratica, nos métodos de elementos finitos como ferramenta
para a construcdo de estimativas de erro na norma energia que sejam total-
mente computéveis, eficientes e confidveis. Uma importante aplicagdo da
recuperacdo de fluxo € a recuperacdo da velocidade na equacdo de Darcy a
partir da solu¢do do método de Galerkin descontinuo que, por sua vez, apa-
rece no estudo de fluidos multifasicos em meios porosos, ver [[17, [18].

Devido as propriedades conservativas, o método de Galerkin desconti-
nuo permite a reconstrucdo do fluxo nos espacos de Raviart-Thomas através
da prescri¢cdo dos momentos como graus de liberdade do espago no elemento,
ver [19]. Mesmo assim, este processo pode exigir um grande esfor¢co compu-
tacional para os espacos de Raviart-Thomas de alta ordem. Neste contexto,
apresentamos uma base para os espacos de Raviart-Thomas, ver [20]. Poste-
riormente, obtemos a reconstrucio de fluxo e, com isso, calculamos as esti-
mativas de erro a posteriori. Para demonstrar o potencial do método, usamos
estas estimativas para refinar adaptativamente a malha.

O trabalho ¢é organizado da seguinte maneira. No capitulo[2] sdo bre-
vemente apresentados os conceitos tedricos basicos sobre os espagos de fun-
cionais e elementos da teoria abstrata para problemas elipticos nos casos de
difusdo pura e equagdo de advecgio-difusdo-reagdo. Ainda no capitulo[2} in-
troduzimos o método de Galerkin descontinuo para as discretiza¢des destes
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problemas e apresentamos os principais resultados tedricos sobre estimativas
de erro a priori. No capitulo [3| discutimos técnicas de estimativas a posteri-
ori na norma energia e no funcional de meta. Aqui, também desenvolvemos
o ingrediente principal para a implementagdo pratica destas estimativas - a
técnica de reconstrugdo de fluxos equilibrados em espagos de Raviart-Thomas
de alta ordem da solug@o aproximada do método de Galerkin descontinuo.
No capitulofd] apresentamos os problemas parabélicos e sua formulagdo pelo
método de Galerkin descontinuo no tempo e no espaco. No capitulo[5] dedu-
zimos a representacdo do erro a posteriori no funcional de meta para o método
de Galerkin descontinuo no tempo e no espago para problemas parabdlicos.
Além disso, tratamos da estratégia de adaptacdo dindmica de malha utilizando
os indicadores de erro apresentados. No capitulo [6] apresentamos primeira-
mente o método de Newton para as equagdes parabdlicas ndo-lineares. Em
seguida, tratamos da teoria de estimativa de erro a posteriori em funcional
de interesse em tempo e espaco para o método de Galerkin descontinuo para
os problemas parabdlicos ndo-lineares e, por fim, deduzimos a representagdo
do erro na aproximagdo de funcional de interesse. Ao final dos capitulos [3]
[5] e [6] sdo apresentados resultados numéricos para comprovar a eficdcia dos
métodos estudados. As implementagdes feitas fazem uso das rotinas apresen-
tadas em [21], principalmente no que diz respeito aos algoritmos de refina-
mento desrefinamento das malhas.

Parte dos resultados obtidos neste trabalho foram apresentados no In-
ternational Conference on Spectral and High Order Methods (ICOSAHOM
- 2016) e publicados na série Lecture Notes in Computational Science and

Engineering, ver [20].
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2 METODO DE GALERKIN DESCONTINUO PARA PROBLEMAS
ELIPTICOS

Neste capitulo trataremos dos problemas elipticos do tipo difusdo puro
e do problema de advecgao-difusdo-reacdo. Primeiramente, apresentamos as
principais ferramentas para o estudo desses problemas e, em seguida, apre-
sentamos as suas formula¢des discretas através do método de Galerkin des-
continuo com penalizac¢do interior. Também serdo apresentadas estimativas a

priori para essas aproximagoes.

2.1 INTRODUCAO

2.1.1 Espacos funcionais

Sejam X e Y dois espacos de Banach equipados com as normas || - ||x
e || - |ly, respectivamente, e assuma Y reflexivo. Denotamos por .Z(X,Y) o
espaco vetorial gerado pelos operadores lineares limitados de X em Y.

Considere o problema modelo linear abstrato:
Encontrar u € X tal que a(u,w) = (f,w)yy, VweY, 2.1

em que a € Z(X x Y,R) é uma forma bilinear limitada, f € Y/ = Z(Y,R) é
uma forma linear limitada e (-,-)ys y denota a relacdo de dualidade entre Y’ e
Y. Ou ainda, definindo o operador linear limitado A € .Z(X,Y’) tal que

(Av,w)yry =alvw), ¥V (nw) X XY,
podemos reescrever o problema (2.1) como
Encontrar u € X tal que Au= femY’. (2.2)

O problema (2.2)) é dito bem posto se, V f € Y’, admite uma e apenas
uma solu¢do u € X e existe uma constante C > 0 tal que

[ullx <ClIFly-

Ainda, neste caso, o problema (2.2) é bem posto se A é um isomor-
fismo (veja [22]). De fato, em espagos de Banach, se A € Z(X,Y’) é um
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isomorfismo, entio A~! ¢ limitado e ||A~! | #(v'x) < C. Disso segue que a

solucdo u € X satisfaz a estimativa a priori

lellx = IA~" fllx < Cll£lly-

O teorema a seguir oferece uma condi¢io necessaria e suficiente para que o
problema (2.1)) seja bem posto.

Teorema 2.1 (Banach-Necas-Babuska (BNB)) Sejam X um espaco de Ba-
nach e Y um espaco de Banach reflexivo. Sejama € £ (X xY,R) e f €Y'
Entdo, o problema @ é bem posto se, e somente se,

i) Existe uma constante C > 0 tal que, Vv € X,

a(v,w)

Clvllx < sup ;
werr{oy Iwlly

ii) YweY, vale aimplicacdo
Vv eX tal que alv,w) =0 = w=0.
Além disso, a seguinte estimativa a priori é vdlida:

1
Jul < 11

Demonstracao: Veja [22]]. -

Um conceito importante quando falamos sobre existéncia e unicidade

de solugdo para problemas elipticos € a coersividade.

Definicdo 2.1 Sejam X um espaco de Hilbert e a € £ (X x X,R). Dizemos

que a forma bilinear a é coersiva em X se existe uma constante C > 0 tal que
Cllvlk <a(vy), VveXx.

Analogamente, dizemos que o operador linear limitado A € £ (X,X') defi-
nido por
(Av,w)xr x =a(v,w), V (v,w)€X xX,

é coersivo se existe C > 0 tal que

ClVx < (Avv)xx, YveX.
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O resultado a seguir garante que o problema (2.1I) seja bem posto,

neste caso X € um espaco de Hilberte ¥ = X.

Lema 2.1 (Lax-Milgram) Sejam X um espago de Hilbert, a € £ (X x X,R)
e f € X'. Entdo, se a forma bilinear a é coersiva em X, o problema
é bem posto. Equivalentemente, se o operador A € £ (X,X') é coersivo, o

problema é bem posto. Além disso, vale a seguinte estimativa a priori:

1
[lullx < Z[Fllx-

Demonstracao: Veja [22]. -

A seguir apresentamos as defini¢des e resultados iniciais sobre duas
classes de espacos importantes na teoria dos problemas elipticos e dos métodos
de elementos finitos, os espagos L”(Q) e H™(Q). Mas, antes disso, precisa-

mos da defini¢@o a seguir.

Defini¢do 2.2 Chamamos de dominio um conjunto aberto Q C R%, d > 1,

que é limitado, conexo e tem fronteira dQ Lipschitz.

Definicao 2.3 Sejam Q um dominio e p um niimero real positivo. Definimos

o0 espago LP(Q) como o conjunto das fungdes mensurdveis u em Q para as

/ |u|Pdx < oo.
Q

Definimos também a norma de v € LP (Q) como

1/p
Mloa = ([pP) " 1<p<e

[vll=(q) = supess{|v(x)| para quase todo x € Q}.

quais

Para maiores detalhes sobre os espagos LP(Q), veja [23] 24, 23].
Como ¢ sabido, os espagos L”(Q), munidos da norma || - [|;»(q) sdo
espacos de Banach. Em particular, para p = 2, L>(Q) é um espaco de Hilbert

quando equipado com o produto interno

(W2 :/va_
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A proposi¢do a seguir € um resultado classico da teoria dos espagos
LP(Q) e um caso particular da desiguadade de Holder. A demonstragéo pode

ser encontrada em [23].

Proposicio 2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se v,w € L*(Q) entdo
vale que vw € L'(Q) e

Ll < vllz@ylwllzga

Definicao 2.4 Dado Q um dominio e dados m > 0 um inteiro e 1 < p < oo

um niimero real, definimos o espaco de Sobolev
WP(Q)={vell(Q)/d% eLl(Q),V]|a| <m},

em que o0 = (Q,...,0,) é um multi-indice com || = oy +---+ a, e %, no

sentido de distribuicdes, é definido por
/ 9% w— (-1)'@‘/ v %, weCT(Q),
Q Q

sendo 0%w definido como

dloly

W= —f——
8x?1 ... Oxon

e Cy () o conjunto das fungdes infinitamente diferencidveis em Q com su-

porte compacto.

O espago de Sobolev WP(Q) é um espaco de Banach quando equi-

pado com a norma

1/p
llwmo(ey = ( y |a“v||fp<g)> L 1<p<o,

| <m

V|lwmeo(qy = max ||%V|| (-
[vllwm=(q) MSmH = (@)

Neste trabalho estaremos interessamos apenas no caso particular em
que p = 2. Neste caso, usa-se a notagio H™(Q) = W™2(Q). Os espagos
H™(Q) séo espacos de Hilbert quando equipados com o produto interno

(v, W)pm(@) = ‘ IZ<’ (0%,0%W)2(q)
ol<m



2.1. Introdugdo 27

que induz a norma e a seminorma
1/2 1/2
Vllzm() <Z 19%V172q ) s Mlame) (Z 19%V72 (0 ) :
|ox[<m |o

Para m > 1, pode ser demonstrado que toda u € H™ () admite o traco

na fronteira Q.
Proposicao 2.2 (Desigualdade do Traco, p = 2) Existe C tal que
1/2 1 2
Mlz2a0) < ClIvlotg Mgig), ¥ veH Q).

Demonstracao: Veja [26].

Para uma teoria completa dos espagos de Sobolev, veja [23]].

2.1.2 Problema de difusao

Nesta secdo apresentamos alguns resultados cldssicos da teoria das
equacdes elipticas. Por simplicidade, aqui consideramos como problema mo-
delo a equacdo de Poisson com condicao de fronteira de Dirichlet homogénea:

—Au=f emQ,
(2.3)
u=0 em 0Q,
com f € L*(Q).
A formulagéo fraca de (2.3) é:
Encontrar u € V tal que B(u,v) = / fv, VYvey, 2.4)
Q

comV =H}(Q) = {ve H'(Q) / v|[po =0} e a forma bilinear

B(u,v):/Vu'Vv.
Q

Lema 2.2 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q um dominio. Entdo, existe

uma constante Cq > 0 tal que, para todo v € H(} (Q),

||V||L2 <CQ||VV||L2 Q))d»
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Pela desigualdade de Poincaré podemos inferir que a forma bilinear a
¢ coersiva em V. Portanto, segue do Lema de Lax-Milgram que o pro-
blema (2.4) é bem posto.

Teorema 2.2 Se u € H>(Q) entdo os problemas 2.3) e @.4) sdo equivalen-

tes.

Demonstraciio: Integrando por partes a equagio (23), Vv € H} (Q),

/fv:—/ Auv:/Vu-Vv—/ vVu-n.
Q Q Q 0

O resultado segue do fato que v € H} (Q).

Agora, partindo de (2.4) e integrando por partes, concluimos que
/ (f+Au)v=0, VYveHL)Q).
Q
Agora, como f+Au estd em L*(Q) e H} (Q) é denso em L?(Q), temos

que f = —Auem L*(Q). -

Definiciio 2.5 Chamamos a(u,v) = / Vu-Vvdx de produto interno de energia

em H} (Q). Além disso, a(u,u) = |u|3 é a chamada de norma energia.

Usando a desigualdade de Poincaré é facil verificar que a forma B(-, )
¢ continua e coersiva em V na norma energia. Portanto, a unicidade de

solucdo do problema (2.4) segue do Teorema de Riesz.

Teorema 2.3 (Teorema de Riesz) Seja H um espaco de Hilbert. Entdo, para

cada funcional linear continuo F € H', existe um tnico u € H tal que
F(v) = (u,v), VveH.

Demonstracao: Veja [26]]. -

Defini¢do 2.6 O problema eliptico 2.3) chama-se regular se a solugdo fraca
u do problema [2:4) pertence a H*(Q) e existe uma constante C > 0, que
depende s6 de Q, tal que

lull 2@y < ClIf 2 () (2.5)
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Observacao 2.1 A regularidade eliptica é vdlida, por exemplo, quando Q
€ um conjunto poligonal convexo, veja [27]. Neste trabalho sempre vamos

supor que esta propriedade ¢é vdlida.

2.1.3 Problema de advecc¢ao-difusao-reacao
Nesta secdo trataremos dos principais resultados acerca do problema

de advecgao-difusido-reacido com condi¢do de fronteira de Dirichlet homogénea:

V.- (=DVu+Bu)+filu=f, emQ,
u=0, em dQ,

2.6)

em que f € L2(Q), fi € L*(Q), D € L*(Q) uniformemente limitada infe-
riormente em Q por uma constante real positiva e § € [Lip(Q)]%, tal que
V-g=0.

A formulagio fraca de (2.6) é:

Encontrar u € V tal que a(u,v) = / fv, Yvev, 2.7)
o

com V = H}(Q) e forma bilinear

a(u,v):/DVu«Vv—/uﬁ~Vv+/[1uv.
Q Q Q

Note que o termo advectivo estd escrito na forma conservativa.
A funcdo
o(u) = —DVu—+Pu

¢ denominada fluxo difusivo-advectivo e, por constru¢do, o(u) € H(div,Q).

Dessa forma, a equacdo de adveccdo-difusao-reacdo pode entdo ser reescrita
como
V-o(u)+fiu=f, (2.8)

e a forma bilinear a como
a(u,v) = / —o(u) -Vv+/ fuv.
Q Q

Como u € H! (Q) e B é suave, podemos, da mesma forma, considerar

o termo advectivo na sua forma ndo conservativa, isto €,

—V-(DVu)+ B -Vu+pu=f, (2.9)
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com i = fi + V- f. Porém, se D anula-se localmente, a solugio exata pode
apresentar descontinuidades e as duas formas deixam de ser equivalentes.

A forma conservativa é mais natural do ponto de vista fisico uma
vez que expressa um principio de conservagdo bésico. De fato, integrando

a equacdo (2.8) sobre um volume de controle V C Q, obtemos

/{;Va(u)-nv—&-/vﬁu:/‘;f,

em que ny denota a normal exterior a JV.

Essa equacg@o expressa o fato de que a variacdo de u, no volume de
controle V, em decorréncia dos processos difusivos e advectivos através do
bordo dV mais a quantidade gerada ou gasta pelo termo de reagio sobre V é
igual a integral do termo fonte f sobre V.

Vamos supor que existe uma constante real yy > 0 tal que

1
A:=ﬁ+§V-ﬁ > Up g.s. em Q. (2.10)
Entao, integrando por partes, podemos demonstrar que

a(V7v) = HDl/zva[z[}(Q)]d + ||Al/2V||i2(Q)7

isto é, a forma bilinear a é coersiva em V. Segue do Lema de Lax-Milgram

2.1|que (2.7) é bem posto.
2.1q p

2.2 METODO DE GALERKIN DESCONTINUO

Nesta sec¢do apresentamos as formulagcdes discretas do método de ele-
mentos finitos e, também, a formulacdo simétrica do método de Galerkin
descontinuo (dG) com penalidade interna (SIPdG, do inglés symmetric in-
terior penalty discontinuous Galerkin) para o problema de difusdo puro e a
formulagcao dG para o problema de adveccao-difusdo-reacdo (ADR). Resul-
tados acerca das estimativas de erro a priori para esses métodos também sdo

apresentados.

2.2.1 Malhas e espacos discretos

Como € usual na maior parte da bibliografia, iremos assumir que Q é

um dominio poligonal em R?.
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Definicdo 2.7 Seja Q um dominio. Uma malha ou triangularizagdo de Q é

um conjunto Iy, de tridngulos Ty, i = 1,. .., n, que satisfaz:

n

e Aintersecgdo T; N T; de dois tridngulos distintos é uma aresta cuja as
extremidades sdo vértices de T; e T;, apenas um vértice destes tridngulos

ou vazia.

Os nds da malha J;, sdo os vértices dos tridngulos T; que a compdem.
Um dos tridngulos de uma triangularizacdo é chamado de elemento

da malha.

Denotaremos por hr o didmetro de T e por pr o didmetro do maior
circulo inscrito em 7. Assumiremos a condicdo de regularidade para os ele-
mentos de uma familia de malhas {7, }, isto é, existe uma constante Ce, > 0
(que ndo depende do didmetro da malha) tal que

hr

— < Crega vVTe %

pr
Observacao 2.2 Essa defini¢do é equivalente a: existe Oy tal que oy > 0y,
VT €9, emque ar é o menor dngulo de T.

As defini¢des a seguir apresentam alguns conceitos e terminologias
que sdo usuais no contexto deste trabalho, mas que foram postos aqui com o

intuito de apresentar a notacgdo utilizada.

Definicao 2.8 Seja .7}, uma malha para o dominio Q e E uma aresta de j,.

Diferenciamos E em duas situagoes:

i) Existem dois elementos distintos Ty e T» tais que E = 0Ty N dTh. Neste

caso, E é chamada de interface ou aresta interior.

ii) Existe T € 9, tal que E = dT NdQ. Neste caso, E é chamada de

aresta de fronteira.
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Usaremos as seguintes notagdes para diferenciar cada tipo de aresta:

&, = {Arestas de J,},
é‘}:m = {Arestas interiores de .7, } =
={E€&/aT_ Ty € 9, E=T_NT,},
cg’ha = {Arestas de fronteira de .} =
={E € &,/E C 0Q}.

Para uma aresta E € éa}im a escolha dos elementos 7_ e Ty pode ser
feita de maneira arbitraria mas fixa. Na pratica, esta ordenacdo é fornecida
pelo gerador de malha. Para cada aresta E € &, vamos definir um vetor
unitdrio ng que é ortogonal a E e aponta de 7_ para T, caso E € é”}i“‘ ou
coincide com o vetor exterior a £ caso 6”',1‘9.

Além disso, sendo dQp e dQy as partes de dQ correspondentes a
fronteira de 2 nas quais o problema tenha condi¢des de fronteira de Dirichlet

e Neumann, respectivamente, denotamos entdo as partes de é"ha:

&P = { Arestas de fronteira com condicdo de Dirichlet} ,

&N = { Arestas de fronteira com condi¢do de Neumann} .

Defini¢io 2.9 Para toda u € H'(7,) e E € &, definimos o salto:

[[um _ (M‘T—)‘E_(ulTJr)‘Ev Eegim,F:iﬂﬁ
(ul7)|E, Ec€é&?, ECTNIQ,
e a média:
1

((ulr)e+ (ulr.)|g), E€&™

{ul}le=1 2 _
(ulr)E, E€&?, ECTNOQ,

Definicdo 2.10 Seja v uma funcdo definida em Q C R?. Dizemos que v ad-

mite divergente fraco (no sentido de distribuicédes) se
eveE [Lz(Q)]z;

o existe uma fungdo w : Q — R tal que
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(a) WGLZ(Q);
(b) /Qv~V(p:f/QW(p,V(pEC€6’°(Q).

Defini¢ao 2.11 Para uma familia de malhas triangulares regulares .}, em Q,

definimos os seguintes espacos discretos:

e Espaco dos polindmios reais sobre T com grau menor ou igual a k:
Py(T).

e Espaco de elementos finitos (descontinuos):

V= {vy € LX(Q) / valr € Pe(T), VT € F}.

e Espaco de Sobolev particionado:

H"() = {v e [X(Q) /YT € T, v|r € H™(T)}.

e Espacos H(div,Q) e H(div, T,):

H(div,Q)={u e [L*(Q) /V-ucl*(Q)},
H(div, ) = {u € [L*(Q))* / u|r € H(div,T), YT € F},

sendo V -u o divergente fraco de u.

Algumas propriedades desses espacos valem ser mencionadas:

e H(div,Q) é um espaco de Hilbert com o produto interno

(u,v):/guv—i—(V-u)(V-V), Y u,v € H(div,Q).

Para cada u € H(div,Q) existe o trago normal u-ng|yq € L*(9Q).

O espaco [H'(Q)]? é um subconjunto de H(div,Q).

O espago H™ () é um subconjunto de H"(.7,).

Além disso, os dois resultados a seguir sdo vélidos. Sua demonstra-
¢oes, junto a outras propriedades destes espagos, podem ser encontradas em
[19].
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Proposicao 2.3 Uma funcdo u € H'(J},) pertence a H' (Q) se, e somente se,
[ul]|[e =0,V E € &™. Neste caso,

Vu|r = V(u|r) = (th)|r, VTe %[,

em que Vy, : H' () — [Lz(Q)} *é0 operador de gradiente discreto tal que
thh‘T = V(uh|T), VTEe %

Proposi¢o 2.4 Seja u € H(div, %), tal que u-ng € L*(E), VE € &, ng L
E. Entdo, u € H(div,Q) se, e somente se, [u-ngll|g =0, VE € &M

Dois tdltimos resultados que precisam ser mencionados s@o a desigual-
dade inversa e a desigualdade do traco discreto. Estas duas desigualdades sdao
ferramentas importantes na andlise dos métodos de Galerkin descontinuo. A
primeira fornece uma cota superior local para o gradiente de fun¢des discre-
tas. J4 a segunda, fornece uma cota superior local para as fungdes discretas

sobre as arestas.

Lema 2.3 (Desigualdade inversa) Seja {.7),},~0 uma sequéncia de malhas
regulares, com pardmetro p. Entdo, para todo h, todo v, € Pr(9},) e todo

T € O, existe uma constante Ciy, > 0, que depende apenas de p e k, tal que
1
IVvall 2y < CMVE”VhHLz(T)'

Demonstracao: Veja [19].
|

Lema 2.4 (Desigualdade do traco discreto) Seja {7}, }y~0 uma sequéncia
de malhas regulares, com pardmetro p. Entdo, para todo h, todo vj, € P, (F},),
todo T € F), e todo E € &, existe uma constante Cy,, que depende apenas de
p ek, tal que

1/2
hy 2 vl 2y < Corllvallo -

Demonstracao: Veja [19].
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2.2.2 Formulacao SIPdG para o problema de difusao e estimativas a

priori
Considere o problema modelo:

—Au=f, em Q
u=gp, cm 8QD (211)

—Vu-n=gy, emdQy
com f € L*(Q).

Defini¢do 2.12 (SIPAG) Para todo u,v € H*(%,), definimos a forma bili-
near By(-,-) e o funcional F(-) da formulagdo fraca do método de Galerkin

com penalizagdo interior em espago de Sobolev particionado para o pro-

blema modelo (2.11)):
Bt = [ Vi Vvt [ sl
PA &musP

- /m(p ({Vnud} - nev] + {Vav}} - nu) (2.12)

F(V):/%fv‘*‘/gzvg/vv—/{gD(VhV'n—YEV)é’D

h

sendo y: &, — R tal que y(E) = yg > 0.

A formulagéo fraca SIPAG do problema (2.1T)) em espago de Sobolev

particionado é:
Encontrar u € H*(.7,) tal que B, (u,v) = F(v), VYve€H*(F,). (2.13)

O lema e o teorema a seguir mostram a consisténcia da formulagao
SIPAG em espaco de Sobolev particionado com o problema (Z.11). Estes
resultados podem ser demonstrados utilizando a proposigéo [2.3] Denotamos
por H;D (Q) o conjunto das fungdes de H'(Q) que satisfazem a condigio de

Dirichlet u = gp em dQp.

Lema 2.5 Seja u € H;D (Q) N H*(Q) uma solugdo fraca do problema mo-
delo 2.11). Entdo u é solucdo do problema SIPdG em espaco de Sobolev

particionado.
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Demonstracao: Veja [28]]. -

Teorema 2.4 Seja u € H'(Q)NH*(Z},) uma solugdo do problema SIPAG

em espago de Sobolev particionado. Entdo u é solugdo do problema modelo
@.11).

Demonstracao: Veja [28]].

Definicao 2.13 Definimos, ¥V v € HZ(%), as duas normas
36 = 190y + [, %D

siruap
1
2 2 2
v = v +/ —{{ Vv
Il = Mo+ 75 €m0 H

h

Na norma ||| - |||z, a forma bilinear SIPAG 2.12) é continua (veja
[19]). Porém, a coersividade ndo pode ser provada em dimensdo infinita.

Teorema 2.5 (coersividade em dimensdo finita) Seja B (-,-) a forma bili-
near SIPAG (2.12)) em V,f, k € N. Suponha a constante de penalizacdo Yg =

k2
ﬁ% B > 0. Entdo, existe By > 0 tal que, ¥V B > B,

Bi(uw,u) > allulllg. Vue V.
em que & ndo depende de k e hg.

Demonstracgao: Veja [19]. -
A formulagéo fraca SIPdG do problema (2.T1)) em espaco de elemen-

tos finitos descontinuos de dimensao finita é:
Encontrar uy, € V,f, k e N, tal que B(uy,vy,) =F(vy), Vv, € V}{‘. (2.14)

Observacio 2.3 A existéncia e unicidade de solu¢do para a formulagdo 2.14)
é uma consequéncia imediata do Teorema 2.2| Para a solugdo fraca em
espago de Sobolev particionado de dimensdo infinita, a existéncia segue do

Lema No entanto, a unicidade de solucdo ndo pode ser garantida (veja
[28]).
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Teorema 2.6 (Estimativa de erro a priori) Sejamuc H'(Q)NH*(7,), s >
2, uma solugdo fraca em espago de Sobolev particionado de 213)), uy, € V}{‘
uma solucdo de e Vg de modo a garantir a coersividade de B em V]f.
Entdo, existe C > 0, dependendo da constante de regularidade da malha, tal

que
u—1

h
e = wnlllag < € =55 lullarsc

com L =min(k+ 1,s).

Demonstracao: Veja [19].
|

2.2.3 Formulacao dG para o problema de ADR e estimativas a priori

Na segdo[2.1.3]apresentamos a forma fraca do problema de advecgéo-
difusdo-reacdo (ADR). Vamos exibir agora a formula¢do do método de Ga-
lerkin descontinuo com penalizac¢do interior para esse problema, bem como
as estimativas de erro a priori para ela. Nesta parte, seguimos o trabalho de
[29]. As demonstra¢des foram omitidas mas podem ser encontradas nesta
referéncia.

Considere o problema ADR na forma (2.9). Assim como feito anteri-

ormente, introduzimos a reagao efetiva A e assumimos a condi¢io

1
A(x) :zﬁ—i—EV-ﬁzuon,Ver.

Para mostrarmos os resultados sobre estimativas a priori, em particu-
lar para a estabilidade, precisamos definir mais algumas hipéteses sobre os

coeficientes do problema:
(HI) 3g € WK1>=(Q) tal que
1Bllz=(2)
-Vg >2by i =2————
B-V¢ >2bo i3

em Q, sendo L o didmetro do dominio;

(H2) Jcg tal que
B = cpllBllwi=), YVxe



38 Capitulo 2. Método de Galerkin descontinuo para problemas elipticos

(H3) Dada uma familia de triangulariza¢ées regulares {7}, } de Q, Jcp >0

talque VT € 9,

[Allz=(r) < ea (InTlnA(x) +b0) .

A motivagdo para estas condi¢des ndo serdo apresentadas aqui mas podem

ser encontradas em [29] com detalhes.

O método de Galerkin descontinuo para o problema de advecgdo-

difusdo-reacdo (ADR) é:
Encontrar uy, € V[ tal que BiPR (uy,,vi,) = F(vy), Vv, € VE
em que a forma bilinear BZ‘DR ¢ definida como
Q

B /,5, ({(DVa) n} ] + [W] {(DV) -n}})

BZxDR(%V) _ / (DVu+[3u)~Vv+./g.2NW+/£} p [[u]][v]

+ /g ((B-m){upy+ 8 e[ ]+ [ (B-m)uv.

9
gh

e o funcional linear F' € dado pela expressao
F(v) = /va+ /{ﬁa g0 (8pv+ (DVY)-n— (B-m)°v).
“h
Aqui utilizamos as seguintes notagoes:

(B-n)® =max(B-n,0) e (B-n)®=min(B n,0).

Além disso,

1
Sﬁ.EZEW'nE"

(2.15)

(2.16)

Observacio 2.4 A formulagdo (2.13) é apresentada com condigdo de fron-

teira ndo-homogénea pois esta serd a utilizada nos capitulos seguintes.

A consisténcia do problema (2.13)) é imediata da constru¢do uma vez

que
B’;DR(u—umvh) =0, Vv, € V;f.
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A estabilidade € mostrada na norma

IV = I + DI
em que
2 2 D 2
111 = DIVirllzzey + DIVIG = DlIVavlizey + X 77113
Ecé,
V7 = 1l (A+b0) 2Vl Zagy + 3 1B 02DV ),

Ecé),

sendo by = ||B|0../L como definido em (H1) e A dado por

r= anei}u\(x), vTE€EG,

Al
No caso do regime de advec¢do dominante € importante ter controle
sobre a derivada direcional. Por isso, apresentaremos também resultados para

a norma

I

IvIlze == VI + I3

em que

h
2.
[vils :== Z 18]

T k 2
||7[h (ﬁ : VV) HLZ(T)v
= L=(T)

e 77:,’: denota a projegio L? sobre th. Com isso, temos um termo com a deri-

vada direcional e podemos ter o controle necessario.

Observacao 2.5 A presenga da proje¢do na defini¢do da norma acima deve-
se ao caso em que 3 é uma fungdo varidvel. No caso em que 3 é constante

ou linear por partes, esta projecdo ndo é necessdria.

Para encerrar esta secdo, apresentamos duas estimativas de erro a pri-

ori nas normas definidas.

Teorema 2.7 Seja u € H**'(Q) solugdo de e seja uy, solucdo do pro-
blema discreto 2.13)). Entdo, existe uma constante Cy, que depende de Q, da
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regularidade de 9}, e da ordem de aproximagdo polinomial (mas independe
de U, B, D e h), tal que

Il = wnl < Colt (D24 1BI12R'2 + D11/ 2R) a1

Teorema 2.8 Seja u € H**'(Q) solucdo de 2.6) e seja uy, solugdo do pro-
blema discreto 2.13). Entdo, existe uma constante Cy, que depende de Q, da
regularidade de ), e da ordem de aproximagdo polinomial (mas independe
de i, B, D e h), tal que

llu—wnllac < Cik (D2 -+ B2 + 1o 428 fus

Os teoremas [2.7) e [2.8] fornecem estimativas de erro a priori robustas
que sdo 6timas em todos os regimes. Com isso, temos que |||u — uy]|| e |||lu —

up |||l tém ordens

O(W*+1/2),  para adveccdo dominante,
174 (hk) para difusdo dominante,

oK), para rea¢do dominante.
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3 ESTIMATIVA DE ERRO A POSTERIORI PARA O METODO DE
GALERKIN DESCONTINUO PARA PROBLEMAS ELIPTICOS

Neste capitulo apresentamos duas técnicas de estimativa a posteriori.
A primeira, mais comum na literatura, faz uso da norma energia na estimativa
de erro enquanto a segunda utiliza o erro em quantidades de interesse. Para os
métodos baseados na norma energia, seguimos os resultados apresentados em
130, 115, 314 1114, {131 132}, 33]]. Os métodos baseados em funcional de interesse,
ou ainda estimativas de erro meta-orientadas, sdo mais recentes e comegaram
a ter destaque a cerca de duas décadas. Destacamos os trabalhos de 34} 7] e
os mais recentes [ 16} |35]].

Uma das principais motivacdes do estudo dos métodos de estimativa
de erro a posteriori € a possibilidade de usa-los para fazer refinamento adap-
tativo. Enquanto as estimativas de erro na norma energia visam melhorar
a aproximacao da solugdo exata do problema, as estimativas em funcional
de interesse permitem maior flexibilidade para que diferentes quantidades
possam ser analisadas com maior cuidado. Isso permite que o refinamento
adaptativo seja feito de modo a melhorar diretamente a aproximacdo deste
funcional de interesse.

Reconstru¢io de fluxos equilibrados em espacos de Raviart-Thomas
(RT) pode ser feita de diversas formas, por exemplo: via prescricdo dos mo-
mentos [14]], via método de elementos finitos mistos [12] e via base com-
putacional modal [20]. Esta dltima é a que serd apresentada neste capitulo.
Nas duas primeiras secdes apresentamos as estimativas de erro a posteriori
na norma de energia e no funcional de interesse. A terceira se¢do € dedicada
a detalhar a constru¢@o da base para os espacos RT. Ao final apresentamos
resultados numéricos utilizando os dois estimadores desenvolvidos nas duas

primeiras secdes.
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3.1 ESTIMATIVA DE ERRO A POSTERIORI NA NORMA DE ENER-
GIA

3.1.1 Problema de difusao

Considere a equagao de Poisson ndo-homogénea com condigdo de Di-
richlet nula:
—V-(DVu)=f emQ,

u=0 emdQ,

@3.1)

Aqui continuamos assumindo que o coeficiente difusivo D > 0 é constante
em Q, f € L*(Q).

Defini¢io 3.1 Chamamos s, € HL(Q) de reconstrucdo do potencial de uy, se

sy pode ser calculada em termos de uy,.

Definicdo 3.2 Chamamost;, € H(div, Q) de reconstrucdo de fluxo equilibrado

de ordem k de uy, se
i) t, pode ser calculada em termos de uy,

i) V-tylr = 7&(f), VT € ), em que wk : L*(T) — Py é a projegdo

ortogonal em L*.

Procuraremos o fluxo equilibrado reconstruido no espago de Raviart-
Thomas:

RT"(F,) = {ty € H(div,Q) / t|r € [Pu(T)]* +xPu(T), VT € T} .

Seguindo [14], usamos um método de reconstru¢ido de fluxo equili-
brado a partir da solucdo discreta u;, do problema baseado na prescricio
dos graus de liberdade de um elemento no espaco de Raviart-Thomas. Em
cada T € .9, vamos definir um fluxo reconstruido t, € RT*(T) pelos seus

graus de liberdade:

o Vg, eP(E)eVE€IT,

/(th'nE)CIh:/(_nE'{{Dvhulz}}+aE?§J[[”h]})Qh§ (3.2)
E E E
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e Sek>1,Vr, € [Py (T2

/Tth'rh:/T*DV“h'thF ) /Exé”h(E)(nE'Drh)[[“hﬂ, (3.3)

EedT
em que
1/2, seEe€&™
X5, (E) = 5
1, seEcé&’.

O lema a seguir garante que, usando as expressdes (3.2)-(3.3), obte-

mos uma reconstru¢do de fluxo equilibrado de u,.

Lema 3.1 Seja uy, uma solucdo discreta do problema (2.13). Entdo, para
todo T € F}, a seguinte igualdade vale

V-tylr = mp(f).

Demonstrac¢io: Note primeiramente que V - t;|r € Py(T). Seja wy, € Py (T).
Pelo teorema de Green, segue que wy|g € Py (E), V E € &),. Assim, de (3:2)-
(3.3) temos que

/T(V~th)wh=—/Tth-VWh+ Z /(th-n)wh: /TDthh.VhWh_

EcoT”’E

L ( [ne- Govimn il + [, (o (0¥} - 0 2E L) il ) =

EEgh

= By (i, ) = /y fin= [ fwn

em que Wy, € a extensdo por zero forade 7.
|

O teorema a seguir garante que o estimador que iremos definir é confidvel.

Teorema 3.1 Seja u solugdo fraca de @A) e w, € H'(.9,) arbitrdrio. Sejam

t, e sy, respectivamente, as reconstrugées de fluxo e potencial. Entdo:

- hr ?
||D1/2V(u—uh)\|i2(g)§ Z <||D1/2thh+D l/zth||L2(T)+7.c||fV'thHLZ(T))
TeIy,

+) ||Dl/2V(uh—s,,)||§2(T).
TeIy,
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Demonstracao: Veja [32]. -
Definiciio 3.3 Seja V(T) o conjunto de nés de Lagrange no elemento T. De-
finimos o interpolador de Oswald como Ips : Py — P, VT € 9, tal que,
YacV(T)eV v, VK

1
(losvn)(a) = E7 Y, vilzr(a)

TeI,

em que I, ={T € J, | a € T} e é conhecido como estrela do né a.

Ou seja, o interpolador de Oswald € uma média dos valores que vj, as-
sume em um né quando restrito a um tridingulo 7' que contém a no seu fecho.
O interpolador de Oswald pertence a H& (Q) e, portanto, é reconstrugdo de
potencial de u,.

Introduzimos o estimador de erro

)= Y, (1) =Y, (na(D)+nv(1))*+n5%(T)) (G4
T, T,

em que

h
No(T) = —N|f =V -tuun) | 2r)-
nv(T) = |D™2(on(un) — ta(un)) |21y
N (T) = D2 (Vi () — Vi Tosun)) 27

l—

Definiciio 3.4 Definimos o indice de eficiéncia para o estimador de erro n(uy,)

como

B 1 (un)
fr— 1 :
D2 (Vu—Vyun)|l2(q)

In

Para enunciar os teoremas sobre a limitagdo inferior (local) precisamos

definir primeiramente a seguinte norma:

_ 1
I¥1BG.ar = 10 VirlBr ) +7 T oDl
Cor

em que @y é a familia de elementos de .}, que tem intersec¢do nao vazia
com T e ¥ sendo a constante que garante a coersividade da forma bilinear da
formulag¢ao SIPdG do problema.
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Teorema 3.2 (Limitacao inferior - parte conforme) Para cada elementoT €
I, existe uma constante Ct, que depende de D, tal que a seguinte estimativa
vale

nV(T) <Cr ||u - MhHDG.,a)T .
Demonstracao: Veja [32)[12]. -
Teorema 3.3 (Limitacao inferior - parte nao conforme) Suponha que uy, €

Vif‘ ﬂH& (Q). Para cada T € 9}, existe uma constante Cr, que depende de D,

tal que a seguinte estimativa vale
N (T) < Crllu—upl|pG.ar -

Demonstracao: Veja [32,[12]]. -

3.2 ESTIMATIVA DE ERRO A POSTERIORI NO FUNCIONAL DE META

Nesta secdo apresentamos uma estratégia de estimativa de erro a pos-
teriori que se baseia na reconstrucdo de fluxos equilibrados em espacos de
Raviart-Thomas.

Os resultados mostrados aqui seguem os trabalhos de [[16] e [35]. As
demonstragdes foram omitidas aqui mas podem ser encontradas nestas re-

feréncias.

3.2.1 Problema de difusao

Considere a equacao de Poisson nao-homogénea com condi¢do de Di-
richlet nula:
—V-(DVu)=f emQ,

u=0 emdQ,

(3.5)
em que D é uma funcdo constante por partes estritamente positiva e f €

L2(Q).

Como visto no capitulo anterior, a formulagao fraca do problema (3.5)

Encontrar u € H} (Q) tal que B(u,v) = F(v), Vv H}(Q),
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em que

B(u,v):/DVu-Vv,
Q

F(v) :/va.

Com o intuito de garantir que as estimativas no funcional de meta sdao
exatas assintoticamente, assumiremos que o problema modelo (3.3) possui a
propriedade de regularidade eliptica (2.3).

Estaremos interessados em um funcional de meta Q definido sobre

L*(Q) de modo que
o(v) = / qv
Q
em que g € L?(Q) denota a representante de Riesz de Q. Definimos também
o problema dual correspondente na forma forte como:

—V-(DVp)=qg emQ,
p=0 emdQ.

(3.6)

e a sua forma fraca como:
Encontrar p € H} (Q) tal que B(v,p) = Q(v), Vv e H}(Q).

Vale destacar que, das duas formulagdes fracas, temos a relacdo de

equivaléncia primal-dual

F(p) =B(u,p) = Q(u).

Apenas por questdes de referéncia, reescrevemos a seguir a formulacio
fraca discreta dos problemas primal e dual uma vez que a formulagdo fraca
para o problema de difusdo puro ja foi apresentada no capitulo anterior.

As formulagdes fracas discretas do método de elementos finitos de

Galerkin descontinuo com penalizag¢do interior simétrica (SIPdG) sdo:

Encontrar u;, € fo tal que By (up,vi) = F(vy), Vv, € fo‘, 3.7
Encontrar pj, € V;" tal que By, (vy, pp) = Q(vi), Vv, eV, (3.8)

em que By, : VF x V¥ — R é a forma bilinear dada por (2:12).
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O préximo teorema € uma ferramenta importante para demonstrar os
resultados que apresentaremos sobre o estimador de erro. Introduzimos uma

cota inferior y(.7},) para ¥g que é computavel (veja [[16]):
W2 AT, VEEd, (9)

Essa condicdo € suficiente para garantir a existéncia e unicidade da solucdo
pelo método SIPdG.

Teorema 3.4 Suponha Q um dominio poligonal convexo em R? e, também,
que a solugéo de pertenca a H*(Q). Seja {F,} >0 uma familia de
malhas triangulares regulares encadeadas em ) e assuma que os pardmetros
Ye satisfazem a condigdo de estabilidade (3.9). Entdo, as seguintes estimati-
vas de erro para a solugdo do problema pelo método de Galerkin des-
continuo com uma constante C > 0, que depende apenas da constante de

regularidade da malha 9}, sdo vdlidas:
e —wnlln < CH¥[|ue] gt
e = wnll 2) < CHHlu o )

em que

lvalll = X 1902 + X el il e

T, Ecé),

O objetivo deste capitulo € estudar o erro de aproximagao no funcional

de meta:

& = Q(u—up) = Qu) — Ou).

Definicdo 3.5 O erro & = Q(u) — Q(up,) no funcional de meta é dito ser de

exato ordem I > 0 com respeito a solugcdo uy, se existem constantes C > 0 e

C > 0, que dependem apenas de u e Q, tal que
Ch' < |Q(u) — Q(up)| < CH',
para um h > 0 suficientemente pequeno.

Observacao 3.1 Note que a condi¢do acima pode deixar de ser vdlida quando
u—uy € Ker Q, isto é, Q(u) = Q(uy,). Porém, essa situagdo ocorre raramente

na prdtica e serd desconsiderada.
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Como dito anteriormente, procuraremos o fluxo equilibrado recons-

truido no espaco de Raviart-Thomas:
RT" () = {ty € H(div,Q) / t|1 € [Pu(T)]* +xPu(T), VT € T} .

Estes espacos j4 estdo bem descritos na literatura. As principais propriedades

destes espagos estdo apresentadas na dltima secdo deste capitulo.

Defini¢do 3.6 Seja u; € VX, k € Ny, e seja | = max{0,k —1}. Seja 7! :
Lz(Q) — V}f denotando o operador de projecdo L*-ortogonal. Um vetor
t,(uy) € R']I‘l(ﬁh), reconstruido a partir de wy,, é dito ser um fluxo equili-

brado com respeito ao problema (3.3)) se
V-t (un) = 7,(f)-

A seguir, aplicaremos a reconstru¢cao de fluxos equilibrados para es-
timar o erro no funcional de meta. Seguindo os passos de [16], para um

t, € RT'(.7;,), podemos escrever o erro no funcional como
/ f=V-t,)p / ty+DVuy)-Vp— Y / ng-DVp)[us],

Te, Te7, Ecé),
de onde segue o teorema a seguir sobre a representacdo do erro no funcional

de meta.

Teorema 3.5 Sejam uy, € VF, k € Ny, uma aproximagcdo da solugdo u € H(} (Q)
do problema primal 3.5) e p, € V)", m > k, uma aproximagdo da solugdo
pE Hé (Q)NH?(Q) do problema (3:6). Suponha que uy, e pj, admitam recons-
trugées de fluxo equilibrado t,(u;) € RT!(F;), | = max{0,k— 1} e t;(py) €
RT™ Y (.F,), respectivamente. Entdo, o erro no funcional de meta Q pode ser

representado como
&= Q(l/{) - Q(l/lh) = 77(”h>Ph§th(”h)>th(Ph)) +*%)(”7P;uh7ph)7
em que o estimador de erro M é definido como:

N =N (un, prstn(un) tn(pn)) = /
TeIy:

+ ) /(th(”h)+Dvuh)'Dilth(Ph)
rez, T

~ X [t .

Ecéy
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e o termo residual como:

Awpmp) = Y [U=mE)E—p)

Te,

- ¥ /(th(u,,)+1)vuh)-D*‘(DVp+th(ph))
res T

n Eéh /E (ne - (DVp +ta(pn))) [a].-

O ultimo termo do estimador 1) pode ser reescrito como uma soma

sobre os elementos da malha. Isso nos permite escrevé-lo na seguinte forma:

n=Y nr(M)= Y no(T)+nv(T)+nx(T), (.10
T, T,
nom) = [-me
W(T) = [ W) +DVi)- D)
Ne(T) = Y, Xg (E)[un] (ng - t(pn)),
EcdT
20 (E) = 1/2, seEe&™

I, seE¢€ é»”h&.

Apresentaremos a seguir resultados sobre a representagdo (3.10) do
erro com o intuito mostrar que ele fornece um estimador de erro no funcional
de meta que é assintoticamente exato para o problema primal. E importante
destacar que a estratégia escolhida foi a de aproximar a solug@o do problema
dual através do método de Galerkin descontinuo de ordem mais alta que a do
problema primal. Isto se baseia na possibilidade de facil implementacdo do
método em qualquer dimensao e ao fato dele ser localmente conservativo.

O fluxo equilibrado t; ! (u;) € RT*"!(.7},) para a solugdo dG uy, € VF

é definido localmente em RT*~!(T), T € .7, pelos momentos:

e Parak>1:Vg,€P_1(E)eVE €&,

/EnE'tﬁil(uh)Qh = /E (—{n-DVup}} + yelunll)gn;  (3.11)
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e Parak >2:Vr,€ (P o(T))eVT <G,

6 = [ pVurit ¥ [ Ko @Dl G.12)

E€oT

Definicio 3.7 Uma funcdo f € L*(Q) é dita ter oscilagdes de ordem | € N
em V,f se existe C > 0, dependendo apenas de f e da constante de regularizacdo
de I, tal que

f- nII;fHLZ(Q) <Ch, V.

Como mencionado anteriormente, a demonstragdo dos dois teoremas

a seguir fazem uso do teorema [3.4]

Teorema 3.6 Suponha que a funcdo f € L*(Q) do problema (3.3) tenha
oscilacoes de ordem k — 1 em V}f‘fl. Sejam u € H*+! (Q)eu, € V}f‘ solugées
de B3) e @), respectivamente. Além disso, seja t(u;) € RTF"1(F;) o
fluxo equilibrado com respeito a uy, dado por 311)-(3-12). Entdo, existe uma
constante C > 0, que depende apenas de D, f e da constante de regularizacdo
de I, tal que

||t];171(“h) +Dvhuh||[L2(Q)]2 < Ch*.

Teorema 3.7 Suponha que a funcdo f € L*(Q) do problema (3.3) tenha
oscilagées de ordem k—1 em VI~ Sejam u € H**1(Q) e p € H"1(Q)
solugoes de (B.3) e (B.6), respectivamente. Suponha também que a repre-
sentagdo de Riesz q do funcional de meta tem oscilagcoes de ordem m — 1 em
V};”*l. Sejam uy, € V,{‘ e pp € V" solugoes SIPAG de (3.7) e (B-8), respectiva-
mente. Entdo, existe uma constante C > 0, dependendo apenas da constante
de regularidade de 9, dos dados dos problemas primal e dual D, f e q e das

solugdes exatas u e p, tal que

\%(u, psup, pn)| < CH™.

Destes teoremas podemos concluir o resultado desejado sobre o esti-
mador de erro (3:10).
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Teorema 3.8 Sob as condigées do teoremal[3.7|e supondo que o erro do fun-
cional de meta é correto de ordem h**, o estimador de erro (3.10) ¢ assinto-

ticamente exato, isto é,

fim 0w, sty (), 67 ()

Pl O(u) — O(uy) =1

3.2.2 Problema de adveccao-difusao

Considere o problema de adveccao-difusdao ndo-homogéneo com condi¢do

de Dirichlet homogénea:

V- (=DVu+Bu)=f emQ,
u=0 emdQ,

(3.13)

em que D é uma fungiio constante por partes estritamente positiva, f € L?(Q)
e o campo vetorial B € [Lip(Q)]? é Lipschitze V- =0 em Q.
A forma fraca do problema de adveccdo-difusio (3.13)) é:

Encontrar u € H} (Q) tal que B(u,v) = F(v), YveH}(Q),
em que

B(u,v) = /(DVu—ﬁu)-Vv,

Q
F(v) = va.

Dado um funcional continuo Q definido sobre L?(Q), que seré o fun-

cional de interesse, o problema dual na forma fraca pode ser escrito como:
Encontrar p € H}(Q) tal que B(v,p) = Q(v), Vv H}(Q).

Ou ainda, se g € ? (Q) é o representante de Riesz do funcional Q, podemos

escrever a forma forte do problema dual como:

V-(-DVp—PBp)=q emQ,
p=0 emdQ.

(3.14)
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Seja {7}, } >0 uma familia de malhas regulares, com 4 sendo o didmetro
da malha. As formulagdes fracas discretas dos dois problemas acima pelo

método de Galerkin descontinuo com penalizacao interior sao:

Encontrar uy, € V,{‘ tal que By (up,vi) = F(vy), Yw, € V,{‘, (3.15)
Encontrar p, € V}" tal que By, (v, pp) = Q(vi), Yvp eV, (3.16)

em que By, € a forma bilinear dada por

By (up,vp) = /Dvh“h Vhwﬁ/ un(B - Vivn)
AR RS A AR
[ Sl + / (B () + 8y ][]

S MRS

com a devida troca de sinal no coeficiente advectivo 8. Aqui, 6p, 6 : &, — R

sdo constantes por partes definidas como
SD‘E = YEDkZhE]7 E € é‘}“ e 5ﬁ|E = |ﬁ 'H‘/Z, E e éamt.

Apresentamos a seguir resultados sobre a andlise de erro do método
estudado. Duas hipéteses a cerca das solu¢des primal e dual precisam ser

feitas:

H1) As solucdes u e p dos problemas primal e dual, respectivamente, sdo
suficientemente suaves, isto é, u,p € H*(.7;) e u, p,n-Vuen-Vp sio
continuos sobre cada aresta E € &™.

H2) O termo f - Vv, € VI para todo v, € VF.

Definimos, para v € Hl(%,) N V}f‘, a norma

i = [ (owwp+ Bl=.2)

+/ <(h(§h+|5 n|> [[v]]2+hghp{{vhv}}2)’
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em que L € o didmetro do dominio Q.

O teorema a seguir fornece uma estimativa a priori para a solucdo
SIPdG de alta ordem para o problema (3.13). Ele é uma ferramenta impor-
tante para demonstrar o ultimo teorema desta se¢ao.

Teorema 3.9 Suponha vdlidas as hipéteses H1 e H2. Sejam u € H*'(Q),
k > 1 solucdo do problema e uy, solucdo de Galerkin descontinuo de
ordem k do problema discreto (3.13). Entdo, existe uma constante C > 0,
que dependende de Q, da constante de regularidade de 7}, e da ordem de

aproximagdo k, mas independe de D, B e h, tal que
e —upl| < C(DV2 + B 2R W i -

Demonstracao: Veja [36].
]

Da hipétese H1, a formulagdo (3.13) é consistente e vale a seguinte

propriedade de ortogonalidade:

By(u—up,vy) =0, Vv, €VS,

By(wn,p—pn) =0, ¥V w, €Vy.

Usando esta propriedade, obtemos a representagdo para o erro no funcional

de interesse:
So(up) = O(u) — Qup) = By (u—up, p) = By(u—up, p— py).

Observacao 3.2 Usando esta representacdo, a continuidade da forma bili-
near e a estimativa a priori do teorema é possivel mostrar que |Q(u) —
Q(up)| = O(h?*) se o termo difusivo é dominante e |Q(u) — Q(uy,)| = O (K1)

se o termo advectivo é dominante.

Denotamos por o, (u;) = —DVup, + Buy, o fluxo total para a solu¢do
SIPAG u;,.
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Definiciio 3.8 Um vetor t, € RTX"1(.9,) ¢ dito ser um fluxo equilibrado re-
construido para a solugdo SIPdG uy, € V,f do problema (3.15)) se

V'th = n.}liil (f)7
k—1 N k—1
em que T, denota a proje¢do L sobre V.

Usando uma aproximagio de ordem maior pj, € V;", m > k, da solugdo
exata dual p, temos a representacdo do erro na forma:
Sow) = [_(F=m(EDpa+ [ (0nlm) ~ 1) Vupy
T I

+ [ Hn-DY P}l + Alu piu, pr) 17
©h
em que o termo residual A(u, p;uy, p) é dado por

Muwpinpn) = [ (F=m ()= p)

Th
— [ (@)~ ) (Vo Van)

b

_ /g (n-DVp— {{n-DV,,p,}}) [us]).

©h
Assim, temos o estimador de erro, que é totalmente computavel, a

seguir:

b)) = ¥ [ F=m " ()h

5

TeI,

+ Y /}h (On(un) —tn) - Vipn

TeIy T
+ [ {n-DVh B ) (3.18)
Ch
Resta tratarmos da reconstrugio do fluxo equilibrado t;, € RT*!(.7,)

com respeito a solucdo dG uy, € V}{‘. A ideia € calcular os graus de liberdade

de t;, a partir dos fluxo numéricos:

e Parak>1,VE € &MV g, € Py (E),

Jtman= [ ({0 o)+ o+ 5p)mar (319
E E
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e Parak > 1,YE € &7,V g, € Py (E),

/th'nCIh:/(_(Dvh”h)'n+(5D+(ﬂ'n)®)”h)Qh§ (3.20)
E E

e Parak>2,VT¢e %, Vry, € [Pkfz(T)}d,
/ 1) = / o) T4+ / Ze,(Dry-0)[w]:  (321)
T T oT

emque Xg|p=1/2se E€ &M™eXyg|p=1seE €67

Lema 3.2 Sejam u;, € V§, k € N, a solugdo dG de B.13) e t, € RT* (7
definido por 319)-(3:21). Entdo t,, é o fluxo equilibrado reconstruido de uy,.

Definicao 3.9 Definimos o indice de eficiéncia para o estimador de erro

N (up, pp) como

N (un, pn)
Solup)

O estimador de erro 1 € dito ser assintoticamente exato se

Iy = In(up, pn) =

lim In(uh,ﬁh) =1.

h—0t

No sentido da defini¢do acima, segue de (3:17) que o estimador de

erro 1 (uy, Pp) € assintoticamente exato se, e somente se,

A ; p
lim (uvp?uhaph)

=0.
h—0t gQ(Mh)

O ndmero de Péclet € um parametro adimensional utilizado no estudo
de fendmenos de transporte e definido como a razdo da taxa de advecgdo pela

taxa de difusdo.

Teorema 3.10 Assuma as hipdteses H1 e H2 e que f € Vfﬁl.

HSY(T), k> 1, e p€ H"™(F,), m > k, as solugées dos problemas primal
(B13) e dual (B-14), respectivamente. Seja u, € VF e py € V" as solugdes
dos problemas discretos primal (3.13)) e dual (3:16), respectivamente. Além

Sejam u €

disso, suponha que o funcional de meta seja correto com ordem 2k, isto é,

2
10() = Q(un)| = ¢(D'? + | BI1L7R2) [l i 3 1 Pl g 7
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em que ¢ > 0 independe de D, B e h. Entdo, existe uma constante C que
depende do dominio Q, da constante de regularidade de ), e da ordem de
aproximacdo k, porém, independe de D, 3 e h, tal que

u p,“hvph)

‘ e Pl 1(7,)
O(u) — O(un)

§C(1+Pe ) (3.22)

||PHH’<+' (%)

Corolario 3.1 Sobre as hipdteses do teorema anterior, o estimador de erro
(3.18) ¢ assintoticamente exato se a ordem da aproximacdo de Galerkin des-
continuo do problema dual for maior que a ordem da aproximagdo de Galer-

kin descontinuo do problema primal.

Observacio 3.3 Entretanto, a estimativa (3.22) mostra que, mesmo para
solucdes suaves, para valores grandes do niimero de Péclet a convergéncia

assintdtica pode deteriorar.

3.3 BASE PARA O ESPACO DE RAVIART-THOMAS DE ALTA OR-
DEM

Nesta se¢@o, apresentaremos a constru¢do do método computacional
de reconstrugdo de fluxos a partir da solugdo de problemas elipticos obtida
pelo método de Galerkin descontinuo. O método apresentado tem como prin-
cipais caracteristicas a eficiéncia e o baixo custo computacional. Para isso,
utilizamos uma base computacional especifica para os espacos de Raviart-
Thomas de alta ordem.

Essa base computacional foi desenvolvida de modo que os coeficien-
tes dos fluxos equilibrados com respeito a essa base possam ser calculados
de forma barata a partir dos momentos dos fluxos numéricos da solugdo do
problema pelo método de Galerkin descontinuo. Posteriormente, estes fluxos
equilibrados reconstruidos sdo utilizados para calcular estimadores de erro a
posteriori e que, por sua vez, sdo utilizados para fazer refinamento adaptativo
da malha do problema.

A implementacdo de RT esta presente na maioria dos pacotes compu-
tacionais e foi discutida com detalhes em [37]]. J4 o trabalho apresentado aqui
ndo se restringe ao espaco de Raviart-Thomas de ordem mais baixa. Maio-
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res detalhes sobre os espagos de Raviart-Thomas podem ser encontrados em
[38]].
Seja © um dominio poligonal em R?. Seja .7}, uma familia de malhas

triangulares regulares, em que i = ng( h(T) denota o didmetro da malha e
TeI,

h(T) é o didmetro do elemento T'.
Como definido anteriormente, associado a triangulariza¢io .7, o espa-

¢o de elementos finitos de Raviart-Thomas é
RT(F;) = {w, € H(div,Q) | w|r € RTX(T), VT € F;}.

E, associado a cada tridingulo T € 9}, o espago de Raviart-Thomas local ¢é
definido por

RTH(T) = [P (T)]? + ( y ) Py(T),

em que P (T') denota o espago dos polindmios em 7 de grau menor ou igual
ak e Np.
Para u € RT¥(T') os graus de liberdade sio dados por

/(U‘nr)p, Vp € Pr(dT); (3.23)
oT
/u q, Vqe [P (T)? sek>1. (3.24)
T

A base apresentada aqui € calculada a partir dos graus de liberdade
(3:23) e (B.24). Para isso, construimos a base sobre o elemento mestre e
depois estendemos a defini¢do para um elemento 7' € .9}, qualquer através da

transformacdo de Piola.

Definicio 3.10 Definimos o triangulo de referéncia T como aquele cujos vér-

tices sdo:

i\’l = (_17_1)/7 i\]2 = (17_1)/a i\73 = (_151)/’
ou ainda,

T={# 99} ={(ns) |rns>—1; r+s<0}.



Capitulo 3. Estimativa de erro a posteriori para o método de Galerkin descontinuo para

58 problemas elipticos

ParaT € .7, T ={v',v2,v*}, v! = (x1,y1), v* = (x2,)2), V* = (x3,)3)

a aplicacdo candnica afim 77 : T — T é definida como:

1 1
_r—;—svl_’_r-lz— V2+S—; V3 = (x(r,5),y(r,s5)).

nr(rs) =

Definicdo 3.11 A transformacéo de Piola, associada a mr, parat € [L*(T))?

é definida por

. 1 .
PTU(X,y) = |detJT|]Tu(7rT(r7s))7

em que Jr é a matriz jacobiana de 7.

Lema 3.3 (Propriedades da Tranformacéo de Piola) Para u € H(div,T)
ev e H'(T) temos que

7 7
/u Vv:/ﬁ.w,
T 7

/u nrv:/ﬁ~ﬁf\9,
ot a7

emqueﬁzP{lueﬁ:ﬂflv.

O teorema a seguir mostra como € possivel construir a base para o

espago de Raviart-Thomas.

Teorema 3.11 No espaco de Raviart-Thomas RT*(T), k € No, T € F,, T =
{v',v2,v3} existe uma base {®?7,WI}, i=1,23, 1=1,....k+1, m=
1,....2M, M = k(kizrl) tal que

(Bl) Paracadai,i' € {1,2,3 el e {l,... k+1},
q’ng'nﬂEi/ =&,L,
T

i

vetor unitdrio normal a aresta E; exterior a T e {]Lf}fzo € o conjunto

em que E; denota a aresta do tridngulo oposto ao vértice V', n; € o

ortonormal de polinomios de Legendre em L*(E;).
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(B2) WL m=1,...,2M forma uma base em L*([Ps_,(T))?) e

Wlong =0, ic{1,2,3}, me{l,....2M}.

Demonstraciio: Seguindo [39]], sobre o elemento mestre 7', considere

1 r+1 1 r—1 1( r+1
el(r,s)zi R ez(r,s)zi o1 ) e3(r,s):§ 1)

s+1 [ r+1 r+1( r—1
tilns)=—3 <s1>’ () =3 <s+1>'

Definimos

Ci),‘J(nS) = Ll_l(s)ei(r,s), 1= 172,
&31(7‘,S) :Ll,l(r)eg(r,s), le {1,...,k-‘r 1},

em que {IL,,}’,‘[:O s80 os polindmios de Legendre normalizados que formam

um sistema ortonormal para L2([—1,1]). Como & satisfaz a propriedade

V2 . .
e; 'nj|Ej = 7511', ei'ﬂj\gj =&, ie€{2,3},je{1,2,3}

obtemos

8T T _ i
oF) -my ‘E}/ = &1y

Note que

/A.(é)ff-ﬁi)(iffﬁi):&,,, LI e{l,.  k+1}hie{1,23} (3.25)

Agora, definimos

a

Y =pum(ns)ti(r,s), m=1,....M,

W, = pmm(rs)ta(r,s), m=M+1,...2M,
em que os polindmios p,, formam a base ortonormal de Dubiner para P, (7),
veja [40]. Como

tj(rs) milp, =0, j€{1,2},i€{1,2,3},
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temos que P, ni|E,- =0.
Assim, usando a transformacdo de Piola, as funcdes
JaT —1
;) =Podyomy,
T _ § ~1
¥, =PoV¥,on;

formam uma base para RT¥(T'), T € .7, e satisfazem as propriedades (B1) -

B2).
(B2) -

As figuras (I) e (@) exibem a base {CID?IT,‘P,E} para RT?(T) que foi
utilizada. E possivel perceber as propriedades Bl e B2.

A seguir, vamos demonstrar como recuperar os coeficientes corres-
pondentes a esta base a partir dos graus de liberdade do espaco de elementos
finitos de Raviart-Thomas RT*.

Considere, em [P (7)]?, uma base {P], fnﬂil, definida por

Pl = ( p(;” ),m:l,...,M;

0
Pl = ,m=M+1,...2M,
PM—m

em que os polindmios p,, formam uma base de Dubiner para P, (7).
Lema 3.4 Seja u;, € RT*(.9;,) e suponha que

ur =wylr = Y 00 + Y ol L (3.26)

i’ m'

seja a sua representagdo local na base {@?IT,‘P,E} de RTX(T).

Sejam

u?,T(uT)z/(uT-n,.)L;‘, i€ {1,2301€1,... k+1; (327
: .

u,ﬁ(ur)z/Tur-Pm, me{l,....2M}, (3.28)

os graus de liberdade de ur. Entdo

Al =pdl (ur), i€ {1,2,3}1€1,.. k+1 (3.29)
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L1

1) (1-1) 1-1) (1-1)

11

Mg “1-1) (11
11 (11

L

171 (1-1)

(1-1)

Figura 1 — Fungdes de base <I>f" para [ = 1 (primeira linha), [ = 2 (segunda
linha) e [ = 3 (terceira linha) para o espaco RT?(T").
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11

(1-1)

11)

Figura 2 — Fungdes de base ‘Pfq param =1, 2 e 3 na primeira linhaem =4, 5
e 6 na segunda linha para o espago RT? (7).

e
' =G;'Fr, (3.30)
emquec’ =(cl,....c,Y,
Gr = {/ ‘PzTPJT] , Fr= Nrg(“)_ZNi?zT/q)ng'P;
T 2Mx2M il T Mx1

Demonstragio: Substituindo (3.26) em (3.27) obtemos

uff (wr) = L | (@Ff-m)(@ff m)+

iy

+ZC3;1/‘/E (lP’Tr;/ n,)(CID?IT 'll,') :Cg;LLZIL] = C?JT
m' i
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uma vez que as propriedades (B1), (B2) e (3.23) sdo validas.
Analogamente, de (3.28) obtemos

‘U,m uT chl// /l’ PT+ZC //lPT

/l/

que é justamente o sistema Gre! = Fr.
|

Observacao 3.4 O lema|3.4| fornece uma forma barata, no sentido compu-
tacional, de se recuperar o fluxo a partir dos momentos (3.27) e (3.28) pois,
em cada elemento da malha precisamos apenas resolver um sistema linear

pequeno.

Observacao 3.5 Note que

~

/T\P;,-\P,ﬁz |JT|/TPT\P;,~PTW,{, / AR 7y
e, portanto, segue que

k' =ul(ar) Z“zz ur/ el mel,...2m

para tridngulos nos quais (JrJy)/|Jr| = Id. Isto ocorre para elementos
que sejam tridngulos retdngulos isosceles, por exemplo, o que permite que
a reconstrucdo de fluxo seja calculada diretamente dos momentos sem a ne-

cessidade da solugdo de sistemas lineares locais.

3.4 RESULTADOS NUMERICOS

Para exemplificar o funcionamento do método desenvolvido, iremos
apresentar a seguir uma série de testes numéricos feitos. Apesar de, até
aqui, termos nos restringido ao caso de condi¢cdes de fronteira de Dirich-
let homogénea, os resultados aqui apresentados ndo se restringem a essas
condicdes. O desenvolvimento feito pode ser estendido aos casos apresenta-
dos.
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3.4.1 Teste 1: Norma energia - Problema suave

Este primeiro teste consiste na aproximagdo da solu¢do do problema
modelo (3:1)) no qual a solugdo exata é suave e igual a u(x,y) = sin(7x) sin(7y),
o dominio Q = (0,1)? e o coeficiente de difusio é constante igual a 1. Utilizou-
se o método de Galerkin descontinuo de ordens k = 1,2, 3,4 em uma sequéncia
de malhas obtidas através de refinamento uniforme por bisse¢do de uma ma-

lha inicial ndo estruturada com 48 elementos, apresentada na figura 3]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3 — Malha inicial ndo estruturada com 48 elementos.

Denotamos por e(uy,) = HD’% (0(u) —on(un))|l2(q) 0 erro da aproxi-
magdo SIPdG, por e(t;) = ||D_% (0/(u) —tn(un))ll;2(q) 0 erro da aproximagao
do fluxo exato pelo fluxo reconstruido e por e(V-t;) = || f = V-t (us) || ;2 ()
o erro no equilibrio do fluxo reconstruido. A tabela[I|apresenta os erros e as
taxas de convergéncia do método SIPdG e do fluxo equilibrado reconstruido
a partir da solugdo discreta usando a base computacional apresentada.

Dados hy e hy o didmetro de duas malhas e ej, e e, os erros de

aproximacao da solu¢@o em alguma norma, as taxas de convergéncia sdo cal-
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culadas por meio da seguinte expressao:
llen, I
tog ()
log (%)

E possivel observar que o método SIPdG aproxima corretamente a

O(e) =

solucdo exata do problema e exibe ordem de convergéncia k como previsto
no teorema O erro de aproximacdo do fluxo exato pelo fluxo equili-
brado reconstruido €, também, de ordem k, que é a ordem Otima para essa
aproximacdo. Por fim, a ordem de convergéncia do desvio da oscilacdo é

k—+ 1, o que quer dizer que o fluxo t; é equilibrado com ordem k — 1.
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cl N e(up) e(tn) e(V-ty)
" O(e(un)) O (e(tn)) Oe(V-t))
L2779 10 7]3.664 x 10T [6.013x 102
2.951 2.605 5.544
1 5 1.394 %1071 [ 1.879 x 1071 | 1.521 x 1072
0.995 0.964 1.983
3 6.984 x107219.425x 1072 | 3.813x 1073
0.997 0.995 1.996
4 3.495x 1072|4711 x 1072 | 9.540 x 10~
0.999 1.000 1.999
| 2.480x 1072[3.184 x 1072| 3.725x 1073
5.058 4.275 8.005
2 5 6.227x 1073 |7.819x 1073 | 4.685x 10~
1.994 2.026 2.991
3 1.561 x 1073 | 1.944 x 1073 | 5.864 x 1073
1.996 2.008 2.998
4 3.910x 1074 |4.852x 107* | 7.332x 107
1.998 2.003 3.000
| 1.011x 10731294 x 1073 | 2.743 x 1077
7.457 6.806 9.262
3 ) 1.294 x 1074 | 1.648 x 1074 | 1.697 x 107
2.965 2.973 4.015
5 1623 1073 [2.050 x 1072 | 1.059 x 10~©
2.995 3.007 4.003
4 2.029x107°|2.547x107° | 6.613x 1078
3.000 3.008 4.001
) 6.619x 107> [8.910x 107> | 8.448 x 10~°
8.177 7.072 11.581
4 ) 4.042x 10765414 x 107°| 2.801 x 1077
4.033 4.041 4.915
3 2.514%x 1077|3371 x 1077 | 8.856x 10~?
4.007 4.005 4.983
4 1.570x 1078 [ 2.109 x 1078 | 2.775 x 10~10
4.001 3.999 4.996

Tabela 1 — Erros e taxas de convergéncia para diferentes ordens de

aproximacao k e refinamento N,.
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3.4.2 Teste 2: Norma energia - Refinamento adaptativo

Consideramos agora o problema (3.I)) com as mesmas condi¢des de
dominio, coeficiente de difusdo e malha inicial do teste anterior, porém, agora

com solug¢do exata dada por

u(x,y) = x(x— 1)y(y — 1) arctan (60\/(x—5/4)2+ (y+1/4)2— 1) .

Este problema visa mostrar como o método se comporta quando aplicado a
um problema cuja solugdo apresenta regides de altos gradientes no interior do
dominio.

Diferentemente do teste 1, neste teste utilizamos refinamento adap-
tativo, a partir da malha inicial, usando o método proposto por Dorfler (veja

[41]), isto é, os elementos do conjunto minimal .# C .7, taisque Y, 1N(T) >
Ten

0 Y n(T), sdo refinados. Aqui, N é o estimador na norma energia dado em
TeI,

(3-4).

As figuras | e[5Sjmostram, na primeira coluna, o erro na norma energia
e a ordem de convergéncia, calculados usando refinamento uniforme e refi-
namento adaptativo com 0 = 0.25, 6 = 0.5 e 6 = 0.75 para a estratégia de
marcagdo de Dorfler, em fungdo dos graus de liberdade DOF (do inglés “de-
grees of freedom”) em escala logaritmica para as ordens do método SIPdG
k=1,2,3,4. A segunda coluna exibe os indices de eficiéncia. A terceira
coluna apresenta a malha correspondente ao erro ~ 0.01 para 8 = 0.25.

Note que, para uma dada ordem do método de Galerkin descontinuo,
a norma energia do erro € similar para diferentes pardmetros de marcagdo de
Dorfler e, assintoticamente, exibe taxas de convergéncia 6timas. Os indices
de eficiéncia permanecem acima de 1 e sdo, assintoticamente, proximos de
1 mesmo quando a ordem de aproximagdo aumenta. E possivel observar
também que o nimero de graus de liberdade necessdrio para atingir o mesmo
erro de aproximacdo global decresce quando a ordem de aproximagao poli-
nomial k aumenta. A respeito da adaptag@o, fica visivel que o método refina
a malha principalmente sobre a regido onde a solu¢do exata apresenta gradi-

entes de maior magnitude.
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Erros, k =1 indice de eficiéncia, k =1
10° 5
~uniforme. uniforme
©00=075 45 ©0=075 0.
*0=05 A *0=0. 0.
&0=025 4 il a0 =025 N
s & 0
Yo 3 0
g & 25 o
o 0
2
o
15 o
10?2 1
102 10° 10 10° 10° 102 10% 10 10° 10°
DOF DOF
o Erros, k =2 58 indice de eficiéncia, k =2 E k=2,0=025
1 scunifome . e o ‘WV)‘WM
©0=075 N ©0=075 N\ S
%6=05 s | £0=05 08 %4%»44
107 49=025 Y 40=025 o ‘ «)‘hﬁ
3 o A Y
s ool AR
B o2 5 05 <N/
s 3 04 S ‘
2 4

X7
AVAY,
N

2 \@N} Z z AYA
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Figura 4 — Norma energia do erro e ordem de convergéncia (2 esquerda) e
indice de eficiéncia (ao centro) em funcdo de DOF em escala
logaritmica para 6 = 0.25, 8 = 0.5 e 6 = 0.75 na marcagdo
de Dorfler e k=1e2. A direita, malhas refinadas adaptativa-
mente correspondendo ao erro de ~ 0.01 na norma energia ( com
DOF = 104991 para k = 1 e DOF = 7692 para k = 2).

3.4.3 Teste 3: Funcional de interesse - Difusao

Neste exemplo, tratamos da equagio (3.5) com solucdo dada por

u(x,y) = x(x—1)y(y — 1) arctan (60\/(x—5/4)2+ (y+1/4)2— 1) )

O dominio é Q = (0,1)? e o coeficiente de difusdo é constante igual a 1.

Utilizou-se o método de Galerkin descontinuo de ordens k = 1,2 ¢ 3 em uma

sequéncia de malhas obtidas através de refinamento uniformes e adaptativos

de uma malha inicial estruturada com 200 elementos (figura 6).
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Figura 5 — Norma energia do erro e ordem de convergéncia (a esquerda) e
indice de eficiéncia (ao centro) em fung¢do de DOF em escala
logaritmica para 6 = 0.25, 8 = 0.5 e 8 = 0.75 na marcagdo
de Dorfler e k =3e4. A direita, malhas refinadas adaptativa-
mente correspondendo ao erro de ~ 0.01 na norma energia ( com
DOF = 4270 para k =3 e DOF = 3930 para k = 4).

O funcional de interesse estudado foi

Q(u)=|%|/wu,

em que @ = [0.1,0.2] x [0.8,0.9]. O valor exato da quantidade de interesse é
O(u) = 0.024714657756.

A figura |Z| mostra, na primeira coluna, os erro no funcional de meta
e os indicadores de erro 1 (calculados através de (3.18)) usando refinamento
uniforme e refinamento adaptativo com 6 = 0.5 na marcacao de Dorfler em

escala logaritmica, em fun¢do de DOF. Tanto o erro no funcional quanto os in-
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Figura 6 — Malha inicial estruturada com 200 elementos.

dicadores sdo relativos, isto €, os dados apresentados correspondem as quan-

% e ﬁ A segunda coluna exibe os indices de eficiéncia e a ter-

tias
ceira coluna apresenta a malha adaptativa final para cada ordem de método
SIPdG.

E importante observar o efeito que o funcional de interesse tem so-
bre o refinamento adaptativo. Enquanto no teste 2 a adaptagc@o ocorre ape-
nas na regido em que a solucdo exata u tem gradientes altos, neste caso, a
adaptag@o ocorre também dentro da regido de interesse @. Inicialmente, de-
vido ao fato da malha inicial ser mais grossa, o indice de eficiéncia exibe
oscilacdes, porém, quando a malha € adaptada, o indicador se aproxima do

€1T10.
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Figura 7 — Erro no funcinal de meta (a esquerda) e indice de eficiéncia (ao
centro) em func¢do de DOF em escala logaritmica para 6 = 0.5 na
marcagdo de Dorfler e k = 1,2 e 3. A direita, malhas refinadas
adaptativamente no ultimo nivel de refinamento.
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3.4.4 Teste 4: Funcional de interesse - Advecc¢ao-difusao

Consideramos o problema (3.13) com solugdo exata dada por
u(x,y) = 10xy(1 _y)(efx N e71+%)7

em que € = 1072, o coeficiente difusivo D é constante igual a € e o coeficiente
advectivo é 8 = (1,0).

O dominio utilizado é Q = (0,1)2. Utilizou-se ordens k = 1,2,3 ¢ 4
para o método SIPdG em uma sequéncia de malhas refinadas uniforme e
adaptativamente a partir de uma malha inicial estruturada com 50 elemen-
tos.

O funcional de interesse estudado foi

0w~ | u

O valor exato da quantidade de interesse € Q(u) = 0.43433185198253.

As figuras [§] e [9] seguem o mesmo formato do teste anterior. Isto &,
na primeira coluna, apresentamos os erros no funcional de meta e os indica-
dores de erro 7 (calculados através de (3.18)) usando refinamento uniforme
e refinamento adaptativo com 8 = 0.5 na marcacdo de Dorfler em escala lo-
garitmica, em funcio de DOF. Tanto o erro no funcional quanto os indica-

dores sdo relativos, isto €, os dados apresentados correspondem as quantias

Qlu—uy) o 1
O(u) O(u)
coluna apresenta a malha adaptativa final para cada ordem de método SIPdG.

. A segunda coluna exibe os indices de eficiéncia e a terceira

Podemos notar que, aumentando a ordem de aproximacio, a ordem
de convergéncia do erro na malha adaptativa € significativamente menor que
a ordem de convergéncia na malha uniforme. Vale ressaltar também que
nimero de elementos da malha necessdrio para chegar no mesmo erro di-

minui com o aumento da ordem de aproximacao.
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Figura 8 — Erro relativo no funcinal de meta e indicador de erro relativo (a
esquerda) e indice de eficiéncia (ao centro) em fungdo de DOF
em escala logaritmica para refinamento e 8 = 0.5 na marcacéo de
Dorflere k=1¢2. A direita, malhas refinadas adaptativamente

no ultimo nivel de refinamento.
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Figura 9 — Erro relativo no funcinal de meta e indicador de erro relativo (a
esquerda) e indice de eficiéncia (ao centro) em fungdo de DOF
em escala logaritmica para refinamento e 8 = 0.5 na marcacdo de
Dorflere k=3e4. A direita, malhas refinadas adaptativamente
no tdltimo nivel de refinamento.
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4 METODOS DE GALERKIN DESCONTINUO PARA PROBLE-
MAS PARABOLICOS DE ADVECCAO-DIFUSAO

Neste capitulo trataremos dos problemas parabdlicos do tipo advecgao-
difusdo. Primeiramente, introduzimos as notagdes e espagos necessarios e,
em seguida, apresentamos a formulagdo discreta do método de Galerkin des-
continuo no tempo e espaco. Também serdo apresentadas estimativas a priori
para essas aproximacdes. A bibliografia sobre esta parte é extensa, com des-
taque a [42} 143, 144} 1451 146].

4.1 INTRODUCAO

Sejam V um espago normado equipado com a norma || - ||y e (0,7) um
intervalo no tempo. Consideramos os espagos das fungdes que mapeiam este

intervalo (0,7) em V, mais precisamente, para r > 1, definimos

T
L'(0,T;V)= {z :(0,T) — V mensurdvel / / |lz(#) |y dt < 00}
Jo

T 1/r
lelrorn = ([ I0lkar)

Observacgdo 4.1 CasoV seja um espaco de Banach, entdo L'(0,T;V ) também

com

2

e.

42 PROBLEMA PARABOLICO DE ADVECCAO-DIFUSAO

Seja Q um dominio poliedral em R?, d = 1,2,3 e seja I = (0,7) um
intervalo no tempo. Considere o problema parabdlico com condi¢do de Diri-

chlet ndo-homogénea:

ou—V-(eVu)+V-(Bu)=f, emQx(0,T],
u=gp, emadQx(0,T), 4.1)
uli=o =ug, emQ,

em que o coeficiente de difusdo € € constante por partes e estritamente po-

sitivo em Q X [0,T] de modo que existe uma constante & tal que €(x,7) >
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g > 0. O coeficiente 3 é definido como um campo vetorial continuamente
diferencidvel em Q tal que |[|B]j= < 1,V (x,1) € Qx [0,T] e f € L*(0,T;Q).
Além disso, como no capitulo [2} assumimos que existe uma constante 3y > 0
tal que

%V-ﬁ(x,t) > By, ¥ (x,1) € Q% [0,T].

Esta condi¢@o garante existéncia e unicidade de solugdo fraca. Por
fim, denotaremos por ¢ (1) = —eVu+ Bu € H(div,Q) o fluxo total de u.
Dividimos dQ em 2 partes 0Q =TT UL~ em que

e f-n>0emIT;
e frn<OemI .

Definicdo 4.1 Dizemos que uma equagdo parabdlica do tipo @) tem regime

de difusdo dominante quando

1Bl < Ceo,

sendo C uma constante positiva moderada, e dizemos que tem regime de

advecgdo dominante quando

&) < |||

Observacao 4.2 Para simplificar a notacdo, daqui em diante denotaremos:

(u,v):/guv.

Vamos definir a seguir os espagos nos quais iremos construir a formulagio
variacional para o problema parabdlico. Os dois primeiros ja foram definidos

anteriormente mas serdo reapresentados aqui.

Definicao 4.2 Definimos os seguintes espacos

Hy(Q) ={u e H(Q) / ulpo = 0}

Hp(Q) ={u € H'(Q) / ulpo = gp}:

Xo(I,Q) = {u € L*(0,T;Hy(RQ)) / du € L*(0,T;H ' (Q))};
Xp(1,Q) = {ue L*0,T;H)(Q)) / duec L*(0,T;H '(Q))}.
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A formulagéo fraca do problema (4.1)) é:

T
Encontrar u € Xp(I,Q) tal que%’(u,v):/ (f,v), VveXo(l,Q), (4.2)
0

em que
T T

Blu,y) = / (G, v) + / B(u,v),
0 0

sendo
B(u,v) = (eVu,Vv) — (u, B - Vv)

a forma bilinear em H'(Q) associada a parte de advecgdo-difusdo, e com
u(-,0) = ug.

Teorema 4.1 (Existéncia e unicidade) Sejam f € L*(0,T;H™'(Q)) e up €
L?(Q). Entdo, existe uma tinica solucdo u € Xp(I,Q) para @2). Além disso,

existe uma constante C positiva de modo que vale a desigualdade

t t
() s+ ) 19l <€ (ool + [ 1B gyat) o€ 0.7

Demonstracao: Veja [45].
|

4.3 METODO DE GALERKIN DESCONTINUO NO TEMPO E NO ESPACO

Sejam I = (0,T) um intervalo no tempo e N um ndmero inteiro posi-
tivo. Considere uma sequéncia de tempos discretos {f, }o<u<n tal que 7p =0
e ty = T. Introduzimos ainda o intervalo no tempo I, = (t,-1,%,] € 0 passo
no tempo T, =t, —t,—1, para 1 < n < N. Denotaremos por T = m;lx T, €

I = {I,}1<n<n. Além disso, escrevemos " = f|;,.

Definiciio 4.3 Do mesmo modo como feito para o salto [[-]] sobre uma aresta
E da malha espacial, definimos o salto no tempo de uma fun¢do u = u(-,r)
no tempo t; como

[ul; = lim u(-,z) — lim u(-,¢), i=1,...,N.

t—t; 1=t
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Seja Ty ={Thn }2\:01 uma familia de malhas associada com a particéo
no tempo /;. Vamos supor que as malhas .7, , € }, ,11 sdo compativeis, isto
€, a segunda pode ser obtida a partir do refinamento ou desrefinamento de
tridngulos de 7}, ,,.

Definimos os espacos de Sobolev particionado

X(It, Thp) ={u € L*(0,T;L*(Q)) / u € L* (I, H*(T0)),
ou e L*(L,H ' (Q.Thn)), n=1,....N};
v={ver0.1:12(Q)) / v|, € H'(Fin)} .
sendo s > 3/2.
Com isso, podemos enunciar a formulag@o variacional do método de

Galerkin descontinuo no tempo em espagos particionados: encontrar u €
X(Iyy, Ty ) talque, Vv eV,

N
Falu) = [ (@) + Bl + Rl ) = [FO). - @3)

I

A forma bilinear associada com a discretizacdo no espago da parte
advecgdo-difusdo pelo método de Galerkin descontinuo dG(I) é dado pela

expressao:
By (v, w) :/9] s(vhvh-vhw)—/%v(ﬁ-vhw)
- /g ' ({{(eVa) -n}}[w] + [VI{{(eVaw) -n}})
+f vl + [ (B {01+ 85 41) ]

—|—/gha(ﬁ-n)®vw.

sendo &, o termo de penalizagdo do salto sobre as arestas € (8 -n)® = max(f -

n,0). Além disso, o funcional linear F é dado pela expressdo
FO) = [0t [ an(@lgr+ (€9 -n (B-n))
“h

sendo (B -n)® = min(p -n,0).
A seguir apresentamos as formulacdes dos métodos de Galerkin des-
continuo e continuo no tempo para o problema {.I). Como usaremos uma



4.3. Método de Galerkin descontinuo no tempo e no espago 79

base local descontinua no tempo no espago de testes, poderemos escrever os
métodos nas suas formas locais. Para isso, precisamos definir os seguintes

espacos de dimensao finita:
o VI={velL’(Q) /vy eP(T), VT € F};
o VL, ={vel?0,T;L*(Q)) / v|;, €V (Thn) };
o VI =Ly, e LP(1LLX(Q)) [ vanl, € P4(VD), n=1,...,N};
o VEI = {vf,, eVE Jva e, L2(Q))}

A formulacio de Galerkin descontinuo de ordem k no tempo e ordem
I no espago, dG(k)dG(l), para o problema (@.T)) é: encontre ur, € ?Tkhl tal que

/ ((rtazn, ven) + Bp(Uen, ven) dH—Z( uznlli,ven (1)) =

I

= /F Ve )dr, Vv € V:hl

em que vep(t; ) denota o limite a direita no instante de tempo #; da fungfio vy,
definida no intervalo de tempo /; .
A formulagdo de Galerkin continuo de ordem k no tempo e descontinuo

de ordem [ no espago, cG(k)dG(l), é: encontre uz, € Vrk,;l tal que

/ ((alu‘tha V‘ch) +Bh(u1ha V‘L'h))dt + (urh(0+)a Vrh(0+)) =

I

— (o, ven(07)) + /1 Fom)ds,  VYva eV (a4)

Os dois métodos apresentados acima podem ser desacoplados de forma
que, a partir da condicdo inicial, possamos resolver sequencialmente o pro-
blema em cada um dos intervalos I,, n = 1,...,N. Dessa forma, podemos
reescrevé-los da formas a seguir.

O método dG(k)dG(l) local é: para n =1,...,N, encontrar u}, =
uznli, € Pr(I,,V}) tal que

/ (s van) + Bi (g, van)) di + (g (17 ) van (1) 1)) =

n

= W) ) +/F ve)di,  Vve €BuIn V) (453)
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em que ugh = uy.

O método cG(k)dG(I) local é: encontrar ug;, € ka,"zl, paran=1,...,N,
uﬁh = M‘ch‘]n S IP’k(In,V,f) tal que

/ (O, ven) + B (tdgy, ven)) dt + 81 (urn (01), v (07)) =

n

= 6,17] (uo, V‘;h(OJr)) +/1 F(V-;h)dt, Vv € Py (I,”V}f), 4.6)

em que

I,sen=1
6}1712
0,sen#1

No presente trabalho, estamos interessados nas formulagdes dG(0)dG (1),
para o problema primal, e ¢cG(1)dG(l), para o problema dual com ordem su-
perior / no espaco.

Neste caso, a formulagdo dG(0)dG(1) local é:

Tth(uzhvvrh) + (u%ﬂvrh) = (u';-;lavrh) + TnF(Vrh)(tn)7 v VrhV}f, 4.7

em que (1%, ,ve;) = (ﬂ:Vh/ (o), ven) € 1 (u) é a projegdo de ug sobre V. Note
que o método dG(0)dG(1) local é o método de Euler implicito na derivada
em relagdo a 7 e média na integral do lado direito de (@.3)).

Aproximando as integrais no tempo pelo método dos trapézios, a for-

mulacdo ¢G(1)dG(1) local pode ser apresentada na seguinte forma:

T _ T, _
%Bh(”ghavrh) + ("‘ghvvrh) = (u’;h lavrh) - %Bh("‘zh laVz'h)

S EEm) )+ FOa)t), ¥ vor € Pet (1, V).

Neste caso, o método € uma das variantes do método de Cranck-Nicolson.
Denotaremos por &}, o conjunto de todas as arestas de .7}, e, da
mesma forma, para suas partes éahim e é@ha . Dada uma familia de malhas com-

pativeis .7, ,, usaremos a seguinte notagdo para cada E C dK, K € J}, ,:

— nlv2
Ivllps = [ 1B-np?.
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Vamos definir a seguinte norma para todo v € H'(Z,,):

1
||V|\%,m=8|V\H1(,7h‘m)+ﬁ0||"||%2(g)+§ Y (H"”fa,mag"'H[[V]]HB.Emr+)

Ee‘fh,m

1 g 1
te| ¥ m/[[v]]2+ y E/VZ
Eegnm T E Ecél, £

Encerramos este capitulo com uma estimativa de erro a priori para

problemas parabdlicos de tipo advecgao-difusao.

Teorema 4.2 Sejam u solucao de (4.1) e ugy, solucao de (4.3) com método
dG(k)dG(1), k,l > 1. Supondo que a solugdo exata é suficientemente lisa no
tempo e no espago, existe uma constante C, que independe de h, T e € tal que

vale a seguinte estimativa

N
ZI/I e =t < O ([l ooy 1l 700 )
n= n

+Cr* (\M|121k+1(0,T;L2(Q)) T |“‘121k+1(0~T?H1(9))) .

Demonstracao: Ver [42]. .

Observacao 4.3 O teorema acima é vdlido apenas para o método dG(k)dG(1)
nos casos em que k > 1. Para dG(0)dG(l), pode ser demonstrado (veja

[47,48|]) que temos primeira ordem de aproximagcdo no tempo:

\/2/ a3t ~ 6 (K +-7).

Além disso, para ¢G(1)dG(1) temos segunda ordem de aproximagdo no tempo:

& 1 2
ZI/I Jun — ull e ~ 0 (' +72)
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5 ESTIMATIVA DE ERRO A POSTERIORI EM FUNCIONAL DE
META EM TEMPO E ESPACO PARA O METODO DE GALER-
KIN DESCONTINUO PARA PROBLEMAS PARABOLICOS DE
ADVECCAO-DIFUSAO LINEARES

Neste capitulo apresentamos os indicadores de erro do método de Ga-
lerkin descontinuo para problemas parabdlicos do tipo:

du—V - (eVU)+ V- (Bu) = f, emQx (0,T],
u=gp, emadQx(0,T), (5.1)

uli=o = up, emQ,

nas mesmas condi¢des do problema (@.1I). Aqui, sem perda de generalidade,
vamos supor que V-3 = 0. De fato, esta condicéo é satisfeita em vérios
problemas praticos, por exemplo, para o campo de velocidade de fluxo de um
liquido incompressivel.

As estimativas a posteriori na norma energia do tipo residual para
equagdes parabdlicas de advecgdo-difusdo ja sdo bem estudadas para método
de elementos finitos conformes no espago, ver [2]. Os trabalhos de [49,
S0, 51]] apresentam as estimativas residuais para funcional de interesse para
esta mesma classe de problemas. Além disso, em [52]], os autores tratam
de adaptacdo dindmica de malhas para este tipo de estimativas de erro. No
entanto, as estimativas residuais nao sao robustas relativamente a ordem de
aproximacao, ver [10, 9]]. Alternativamente, as estimativas a posteriori equi-
libradas, que sdo robustas em relacdo a ordem de aproximacgao, foram intro-
duzidas em [53| 54} 155, 156], na norma energia.

Sendo assim, o objetivo deste capitulo é apresentar estimativas a pos-
teriori equilibradas para o erro em funcional de interesse para os métodos
de Galerkin descontinuo de alta ordem no espaco e no tempo aplicado a
equagdes parabdlicas do tipo adveccdo-difusdo.

Considere o seguinte funcional de meta:
0() = [ (i) e+ (qa.(-T). 52

sendo ¢ € L2(0,T;H, ' (Q)) e ¢2 € L*(Q).
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Seja z € Xo(I,Q) uma solugdo do problema variacional dual
T
PB(w,z) = /0 (q1,w), YweXo(l,Q),
AT) = qo.

em que % é a forma bilinear dada em {#.2)). Entdo, o problema dual na forma

forte correspondente é:

—0iz—V-(eVz)—B-Vz=q1, emQx]0,7T),
z=0, emdQx][0,7), (5.3)

= = q2, em&;

Observacao 5.1 Nas mesmas condi¢oes do problema primal, o problema

dual admite uma inica solugdo fraca z € Xo(I,<2).

Observacgio 5.2 Note que, fazendo a substitui¢do & =T —t e usando a pro-
priedade V - B = 0, obtemos:

9ez—V-(eVz) = V- (Bz) = ¢

em que z(t) = z(T — &) e a equagdo do problema dual fica igual a equacdo

do problema primal exceto pelo sinal do coeficiente de advecgdo.

A solug@o u do problema primal (5.1 e a solugdo z do problema dual

(5.3) sdo relacionados através da seguinte relacdo:

T
0u) = [ (usqn) di + (g2,u(T))

= F@) ~ (20) [ [_e(Vemieo.

5.1 INDICADOR DE ERRO

Seja iy, uma aproximagéo da solugéo primal pelo método dG(k)dG(1).
Usando a defini¢do do método dG(k)dG(l), as propriedades da solugdo dual
e uma série de manipulacdes, obtemos a seguinte expressiao para o erro no
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funcional de interesse:

o) = 0) = Q) = [(£.9)~ [ (Bruen, 2

- / on(uan), Vz) + /1 / €(Vz-m)[ue]
_Z M‘L'h n—1,% tnfl)) (54)
n=1

sendo o (uy,) = —€Vug, + Buyy, o fluxo total discreto.

A expressdo (5.4) representa o erro no funcional de interesse. Porém,
para calcular este erro, seria preciso que a solucdo dual z estivesse disponivel.
Para construir o indicador de erro no funcional de meta substituiremos z na
expressao por uma aproximacao de alta ordem.

Com esta aproximagao de alta ordem espera-se que o indicador de erro
seja assintoticamente exato (veja [L16]), isto €, quando i, T — 0 temos que o
indice de eficiéncia

I h = Nzh
i &o(uzn) ’

converge para 1.

.~ k+1,1+1
Seja zgn €V,

dual. Definimos

uma solugdo c¢G(k+ 1)dG(I+ 1) para o problema

21:]1 = IOSW(Z/’\E;I)7
em que Ipg, € o interpolador de Oswald.

Definimos o indicador de erro como

Mo = /, (fs2o) — /If(atum,th) / (Galitzn) Vazen)
N
+ / / e((V2n o] = X (el 1, ZenCn1)

Como mencionado anteriormente, os métodos residuais ndao sao ro-
bustos em relacdo a ordem de aproximagao. Por isso, utilizamos a estratégia
de fluxos equilibrados [16].

Definicio 5.1 Um fluxo G(-,1) € RT Y (Fy), t €I, n=1,...,N é cha-

mado de equilibrado se

Vi 6on(st) = moi1 (f(,1) — duen(-,1)), t €,
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sendo 7| um projetor em L*(Q).

O fluxo equilibrado € reconstruido a partir da solucdo discreta em
espacos de Raviart-Thomas de alta ordem. A reconstrucdo de fluxo é feita
como no caso eliptico apresentado, veja também [20]].

Seja 64, € RT! ! (21 areconstrugdo de fluxo equilibrado para uma
solugd@o aproximada uy), € VT]‘}IL O indicador equilibrado de erro €, entdo, de-

finido como
Neh :/1 (f*aturhfvh'érh,frh)+/ (on(uen) — 62ny ViZon)
N
+// e{{ Vi -n}}{uz] Z uenlln—1,2en(ta-1)) (5.5)

Além de obter um indicador de erro equilibrado e robusto, gostarfamos
de utilizar este indicador de erro para realizar adaptacdo dinamica da malha
no tempo e no espago. Para isso, o indicador de erro (5.3) é separado em
duas partes (veja [49]), uma correspondente ao erro no funcional cometido
na aproximacdo no tempo, 1’, e a outra para o erro no espago, 1°. Esta
decomposicdo ndo € unica e pode depender do problema em consideracio e,
portanto, precisa ser ajustada usando métodos diferentes (veja, por exemplo,
(521 150]).

Assim, 1, = ' +1°, em que o indicador no tempo é:

N
:/Ir(f_aturh_vh'é_rhvfrh Urh n—1,2tn(ta-1)); (5.6)

n=1

e o indicador no espago:

n' = /[T(Gh(”rh)_arhavhfrh)-i- /I /ﬁ] (Ve npual. 67

5.2 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta se¢@o apresentaremos resultados numéricos visando confirmar
a precisdo assintética dos indicadores de erro desenvolvidos e mostrar o po-
tencial destes na adaptagdo de malha.
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5.2.1 Malhas dindmicas e estratégia de adaptaciao

Antes de mostrar os resultados, alguns pontos em relagdo a imple-
mentagdo e a estratégia de adaptacdo da malha precisam ser expostos. A
decisdo entre refinar e desrefinar a malha ou diminuir o passo no tempo &
crucial no processo de adaptacdo. Existe uma extensa bibliografia com dife-
rentes estratégias de adaptacdo. A referéncia cldssica para estas estratégias
é [49]. Em [51]] o autor apresenta uma estratégia de adaptacdo baseada em
indicadores de erro na norma energia e constréi um algoritmo de modo que o
erro relativo estimado satisfaca uma determinada condi¢@o de tolerancia. No
trabalho [S0], a estratégia apresentada limita os indicadores no tempo € no
espaco individualmente de forma que a soma de todos os indicadores, acu-
mulada para todos os instantes de tempo, fique limitada superiormente por
uma tolerancia pré-estabelecida.

Foi nas referéncias [57,152]] que a estratégia utilizada neste trabalho se
baseou. Nestes dois trabalhos, indicadores no tempo e espago sdo calculados
e um fator de equilibrio & € utilizado para comparar os indicadores e decidir
o que deve ser feito. Isso tem como objetivo balancear os erros decorrentes
do tempo e do espaco. A escolha desse fator de equilibrio pode ser feita de
diversas formas, porém, aqui utilizamos os indicadores de erro calculados na
malha sem adaptacdo para estipular este pardmetro. Esta estratégia mostrou-
se apropriada através de testes numéricos. O algoritmo a seguir esboca a

estrutura do método adaptativo.

Algoritmo 1 Estratégia de adaptatividade
Sen" >TOL
Se [n/'| > &[n{|
Refinamento no tempo;
Sendo Se 0| > &[n/'|
Refinamento e desrefinamento no espago (usando n7);
Sendo
Refinamento (tempo e espago) e desrefinamento (espago) usando 7;'.
Fim Se
Fim Se

Observacao 5.3 Aqui utilizamos a expressdo “desrefinar” para falar sobre

o processo de engrossar a malha, diminuindo assim o niimero de elementos
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dela nos locais onde o indicador de erro aponta que o erro no funcional é

baixo e, portanto, pode-se poupar esfor¢co computacional.

Além deste algoritmo, algumas condi¢cdes foram impostas para me-
lhorar o funcionamento.

e Para evitar que o método ande com um passo muito curto e cause erros
numéricos, um limite minimo para o tamanho do passo no tempo foi

imposto.

e Caso 1y, for muito pequeno (menor que uma determinada tolerancia),
o método ndo realiza nenhum refinamento. Isso evita que refinamentos

e desrefinamentos desnecessarios sejam feitos.

e Quando o método faz um nimero considerdvel de passos sem precisar
refinar nem no tempo e nem no espaco (como ¢é caso do item anterior)
o algoritmo tenta desrefinar a malha espacial para diminuir o nlimero

de graus de liberdade.

e De forma a evitar que o c6digo demande muito esfor¢o computacional,
um limitante superior para o nimero de graus de liberdade em cada
passo no tempo também foi imposto. Desta forma, se no passo de
tempo anterior o nimero maximo de graus de liberdade foi atingido, o

algoritmo tenta desrefinar a malha para diminuir este valor.

e Como descrito no algoritmo, para o refinamento no espaco utilizamos

apenas 7){ para marcar os elementos para refinar e desrefinar.

Quanto a resolu¢do do problema, a abordagem seguiu os seguintes

passos:

1. Resolver o problema dual na malha inicial para todos os instantes de
tempo (comegando em ¢t = T);

2. Para cada passo no tempo, resolver o problema primal;

3. Calcular os indicadores de erro para o passo de tempo em questao;
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4. Fazer a adaptag@o da malha no tempo e no espaco seguindo o algoritmo

mostrado.

5. Projetar a solucao dual para a nova malha e/ou interpolar para o instante

de tempo seguinte.

Este ultimo passo precisa ser feito pois o problema dual j4 foi resol-
vido em todos os instantes de tempo da malha uniforme. Dessa forma optou-
se por projetar a solucdo dual na malha espacial ou interpolar para algum
instante de tempo no qual ela ndo esteja disponivel (no caso em que houve
um refinamento no tempo). Isso evita que uma nova aproximacdo para o
problema dual tenha que ser calculada.

Como a aproximacdo no tempo do problema dual € linear, a interpo-
lag@o para um instante de tempo em que a aproximacgdo nao foi calculada
tem um custo baixo (no sentido computacional). De fato, podemos utilizar
um ajuste linear a partir das solu¢des aproximadas no intervalo de tempo que

contém o instante 7 desejado, isto €,

1
. : =2\ .
Z(t") %Z';hzzﬁh—" o = (t_tVl)v te]n'
In —Int1

Agora, quando é necessdrio projetar a solucdo de uma malha espacial
em outra, como € o caso dos refinamentos adaptativos, precisamos calcular
os novos coeficientes nos elementos que foram refinados ou desrefinados.

Sempre que um elemento da malha € refinado este é dividido em duas
partes iguais. Sendo assim, para calcular o coeficiente cj-(", j=1,...,DOFy,
ei= 1,2 com K = K] UK, o elemento da malha mais grossa e K| e K, os
elementos da malha mais fina e DOFy; o nimero de graus de liberdade no

elemento K;, precisamos calcular:
K; ' K .
c:'= uT(b‘la l:1a27
J L)
1

em que ¢; denota os elementos da base do espago.
Por outro lado, ao desrefinar a malha temos dois elementos K; e K>,
cada um com seus coeficientes para a solu¢do dual aproximada, e precisa-

mos calcular os coeficientes para o elemento K = K| UK, que é criado. Os
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coeficientes s@o calculados usando a expressio:

K K K K
c; :/K“T‘Pj :/K uk, 9; "‘/ ug,9; =
1 K>

K K
=Jk| Y, wiuk, (ri,s)of (riysi)+ Y, wiuk, (ri,si) 9] (i, si)
(r,51) €K} (risi)€EKs
em que w; sdo os pesos da quadratura numérica e Jx € o Jacobiano da transfor-

magcdo afim.

5.2.2 Teste 1 - Decomposicao de indicadores de erro

Para confirmar a decomposi¢ao dos indicadores de erro no tempo e no
espago, vamos considerar um problema teste com solucdo primal que de-
pende somente do tempo. Caso os problemas primal e dual fossem bem
resolvidos no espago, o indicador de erro no tempo deve ser dominante na
decomposicao.

Considere o dominio Q = [0,1]? e T = 0.5. Seja u a solugio exata do

problema primal (5.1)) dada pela expressdo
u(x,y,t) = sin(mt).

Os coeficientes para o problema sdo constantes e dados por:

e=1, B=(1,1).

O termo fonte g; e a condi¢do inicial g, sao dados de forma que a

solugdo dual exata seja:
P y,1) = 1040y (r— 1) (y— e 1000 1/471000-1/2)

O funcional de interesse Q, dado em @I), ¢ calculado utilizando estes g; e
q2.

O problema primal (3.1) e o problema dual (5.3) foram resolvidos
numa sequéncia de malhas compativeis no tempo mantendo uma malha sufi-
cientemente fina no espago com 16384 elementos. Para a solu¢do numérica
do problema primal foi usado o método dG(0)dG(1) e, para o pro-
blema dual, o método ¢G(1)dG(2) ([@.6) no sentido inverso do tempo (veja
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N #K [e(T)]] N n’ n’ O(u—uy) /
T h OleI) | &) om") om') | 0Qu—u)) | ™
4 16384 | 2.320¢—02 | 1.964¢ — 0T | 1.964¢ —01 | 2.043¢—05 | 1.39%e—01 | |
0.125 | 0.015625 - - - - - :
3 16384 | 1.196¢ —02 [ 9.819¢—02 [ 9.818¢—02 | 9.898¢ —06 | 8334 —02 | | o
0.0625 | 0.015625 | 0.956 1 1 1.05 0.744 :
16 16384 | 6.065¢ 03 [ 4.909¢ —02 [ 4.909¢ —02 | 4.870¢ —06 | 4530¢—02 | | .o
0.03125 | 0.015625 0.98 1 1 1.02 0.879 :
32 16384 | 3.053¢—03 | 2.455¢ 02 | 2454¢ —02 | 2415¢—06 | 235902 | | .~
0.015625 | 0.015625 0.99 1 1 1.01 0.941 :
64 16384 | 1.531e—03 | 1.227¢—02 | 1.227¢—02 | 1.203¢—06 | 1.203¢—02 | | -
0.0078125 | 0.015625 |  0.995 1 1 1.01 0.971 :

Tabela 2 — Teste 1: erros, indicadores de erro, taxas de convergéncia em ¢ e
indices de eficiéncia.

observagdo [5.2). Os indicadores de erro foram calculados conforme a de-
composicdo (5.6) e (5.7).

A tabela [2] mostra o comportamento dos indicadores de erro para o
primeiro teste. Primeiramente, é possivel ver que o método dG(0)dG(1) con-
verge com primeira ordem na varidvel temporal que condiz com os resultados
tedricos apresentados. O erro no funcional de interesse e indicadores de erro
também convergem com a mesma ordem. Além disso, 1)’ se sobressai em
relacdo a 1°, o que indica que a separacdo entre tempo e espago do indicador

de erro estd correta para este problema.

5.2.3 Teste 2 - Adaptacao dinamica de malha

No dominio Q = [0, 1]?, consideremos o problema (5.1)) com coefici-

entes definidos da seguinte maneira: coeficiente de difusdo € = 0.01 e campo

advectivo = (B, B2) = (1,1).
A parte direita do primal e a condi¢@o inicial correspondem a solucdo
exata:

i) =2ay(1 =) (1) (5 = garere (30 1)) )

em que

p= (x—xo—ﬁl (210+l>)2+ (y—yo—ﬁz <210+t)>2
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e também, ¢ = 1/€ e xo = yo = —1/2. A solugdo exata apresenta uma frente
circular que se desloca na direcdo da diagonal apresentando gradientes altos
em toda a frente.

Como funcional de interesse consideremos (5.2)) com g; e g, definidos

como
1

1=0, @= ml ®

em que @ = [0.5,0.625] x [0.625,0.75].

Para confirmar a precisio dos indicadores de erro, o problema primal
(5.1) e o problema dual (5.3)) foram resolvidos numa sequéncia de malhas
encaixadas no tempo e no espago. Para a solu¢do numérica do problema pri-
mal foi usado o método dG(0)dG(1) e, para o problema dual, o método
¢G(1)dG(2) ([@6) no sentido inverso do tempo (veja observagdo [5.2). Os
indicadores de erro foram calculados conforme as formulas (5.6) e (3.7).

Os erros e indice de eficiéncia para o refinamento uniforme estdo apre-
sentados na tabela[3|para T = 0.5. Como podemos ver nesta tabela, 0 método
converge, o indicador de erro representa de forma coerente o erro no funcio-

nal e € assintoticamente exato.

N #K

T h lle(T)l Mo n' n’ O(u— up) Ly
200 16
a | 5.029¢—01 | 2391e—01 | —2.803¢—01 | 5.193¢—01 | 2.031e—01 | 1.18
800 64
0.000625 | 005 | 1:626e=01 | 1.027e—01 | —6.625¢—02 | 1.689%¢—01 | 7.825¢—02 | 131
3200 256
156004 | 0125 | 6:360e—02 | —4.18%e—02 | 1.043e—01 | —1462e—01 | 4.094¢—02 | 102
12800 | 1024
39005 | 00625 | 2592602 | —6.359¢—04 | 135902 | —1423¢—02 | 7.080e—04 | 0.898

Tabela 3 — Teste 2: erros, indicadores de erro e indices de eficiéncia.

Para o processo adaptativo, a malha inicial utilizada foi o refinamento
2 (com 64 elementos) e T = 0.00625. Além disso, o critério de marcagdo
utilizado foi o do méximo com parametro de adaptacdo 6; =0.5e 6, =0.1.
Dessa forma, o algoritmo de marcacdo indica, primeiramente, todos os ele-

mentos nos quais

Nen(K) > 6 max 1y (K)

KeT
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Primal, t = 0.1 Dual, t=0.1

05 05

Primal, t = 0.25 Dual, t = 0.25

Figura 10 — Teste 2: Solugdes aproximadas primal (esquerda) e dual (centro)
e malha (direita) correspondente para t = 0.1 e r = 0.25 com @
deslocado da diagonal do dominio.

e, em seguida, indica os elementos restantes que satisfazem a desigualdade
acima para 6,. Dessa forma, evita-se a situacio em que poucos elementos se-
jam marcados por conterem erros significativamente maiores que os demais.
Nas figuras [10] e [LT] apresentamos a solug@o primal e dual, além do
comportamento da malha adaptada, em 4 instantes de tempo. Estas figuras
claramente mostram que a malha é adaptada seguindo as frentes de altos gra-
dientes da solucao primal e dual. Como consequéncia, devido a convecgao, é
possivel perceber que a adaptacdo é feita ndo no préprio dominio de observacdo

mas na regido de origem do erro para a qual este é transportado.
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Primal, t =0.35 Dual, t = 0.35

» 04
0.2

05

Primal, t= 0.5 Dual, t=0.5

TN

TR
K|

%#}%W‘

Figura 11 — Teste 2: Soluc¢des aproximadas primal (esquerda) e dual (centro)
e malha (direita) correspondente para t = 0.35 e t = 0.5 com ®
deslocado da diagonal do dominio.
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6 ESTIMATIVA DE ERRO A POSTERIORI EM FUNCIONAL DE
META EM TEMPO E ESPACO PARA O METODO DE GALER-
KIN DESCONTINUO PARA PROBLEMAS PARABOLICOS NAO-
LINEARES

Este capitulo trata dos indicadores de erro na aproximacdo do fun-
cional de interesse para problemas parabdlicos ndo-lineares. Neste caso, o
problema primal tem que ser linearizado na vizinhanca da solucdo exata e
resolvido por um método iterativo (utilizou-se o método de Newton) antes de
resolver o problema dual.

A solu¢@o numérica do problema primal é armazenada para que possa
ser utilizada na aproximag@o do problema dual. Este, por sua vez, é for-
mulado inicialmente na forma continua por meio de um operador adjunto ao
operador linearizado do problema primal ndo-linear. Depois, um método dual
consistente e de ordem maior que o método utilizado para o problema primal
no espago e no tempo ¢ aplicado para obter uma aproximacdo da solucdo
exata no problema dual.

Esta aproximacdo € utilizada na avaliagdo dos indicadores de erro na

aproximacao do erro no funcional de interesse.

6.1 EQUACAO PARABOLICA NAO-LINEAR E METODO DE NEW-
TON

As técnicas para aproximacdo de solucdo de problemas elipticos e pa-
rabdlicos, reconstrucdo de fluxo em espagco de Raviart-Thomas e adaptacao
de malha via indicadores de erro em funcional de meta apresentadas nos
capitulos anteriores formam o ferramental necessario para resolver o pro-
blema (6.1). Esta se¢do apresentard a formula¢do do problema parabélico
na forma ndo-linear e, também, o método de Newton para esta equacao.

Considere o problema parabdlico nao-linear com condi¢ao de fronteira
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mista de Dirichlet e Neumann:

du+V-(f(u)p —e(w)Vu) =g,
M|FB = Uin, ”‘rg = Uout,
(—€(u)Vu+ f(u)B) n|r, =0,

uli—0 = up.

6.1)

Devido a ndo-linearidade, este problema nao pode ser resolvido exa-
tamente da mesma forma como apresentado no capitulo {4 Discretizamos no
tempo e resolvemos em cada passo com o método de Galerkin descontinuo.
Para lidar com a ndo linearidade, aplicamos o método de Newton.

Para discretizar o problema usamos o método dG(0)dG(I), apresen-
tado em , e obtemos o problema local ndo-linear: dado ug € LZ(Q), para
n=1,2,..., encontre u};, € V}f tal que

TuBy (g vi) + (e, vi) = (uZ;l i)+ TF (vi)(t0),V vy, € V;f7 (6.2)

0 _ Caed T2 !
sendo u7, = Ty (1) a projecdo L* de ug sobre V.

A forma semilinear By (-;-) corresponde a discretizagdo da equagéo
nao-linear pelo método de Galerkin descontinuo na varidvel espacial e é de-

finida em V}f X Vhl Ccomo:

By(upivp) = /q (&) Vittn — £ (1) B) - Vo
[ ) Vi nlll + e () Vi) nli]+
[ Selullivl + [ suh)Bniinl, 63)

h

sendo 8 o parimetro de penalizacdo do termo difusivo e v denota um pro-

cedimento de upwind definido como

1 vt se -n<0,
vy =
v, sefB-n>0.
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O funcional F é definido em V;f como:

Fu) = [ sC.om

+/ u()ut 68Vh (uout( ) VVh Il / f S(mt )Vh

+ uin(‘;t)(5svh (um(a ) VVh Il / f Sm )Vh'

Ip
Para introduzir o método de Newton para este problema variacional ndo linear
vamos antes apresentar a definicao dele em um espacgo de Banach, [58].

Seja V um espaco de Banach e B(-;-) uma forma semilinearem V x V.

Seja B'(u;w,v) a derivada de Gateaux definida em w € V como
1
B'(u;w,v) = lim — (B(u+ 0w;v) —B(u;v)), VS,veV.
6—00
Considere o problema variacional néo linear
B(u;v)=F(v) VveV.

O método de Newton para este problema consiste dos seguintes passos:

Algoritmo 2 Método de Newton

1: Escolha uma aproximagdo inicial up € V e uma tolerancia TOL;
2. Encontrar w(/ ), Jj >0, tal que

sendo u(®) = Uop;

3: Faga ulith) = ) 40,
4: Se |wl)|| < TOL

5: Encerre;

6: Senao

7. retorne ao segundo passo com ul/t1);
8: Fim Se

Calculando a derivada de Gateaux da forma semilinear Bj,(+;-) obte-
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B}l(u;w,vh):/y e(u)Vw- Vvh—i—/ u)wVu-Vyy, — / f(w)w(B-Vv)
= g V- m ) Do) ¥sm)
[ HE T ]+ L s m
[ DD+ [ (B W )

Portanto, a equacdo para a iteracdo do método de Newton para o sis-

tema ndo-linear no intervalo I, é: dado u”/, para j = 0,1, ..., encontre
wl € V! tal que, YV v, € V/,
B Lol vy = F Lo Z i vy — B (-
h( Uz Wh’vh) + ?(Whvvh) =F(vi)(ta) + — e (u Uy, Uy Vi) — h(ufh Vi),
n n

sendo u';’ho = uﬁ;l. Tendo isso, obtemos:

nj+l _  n,j J
Uy =Ugy Wy

e o algoritmo continua conforme apresentado acima.

6.2 INDICADORES DE ERRO PARA FUNCIONAL DE INTERESSE PARA
EQUACAO PARABOLICA NAO-LINEAR

Nesta se¢do consideraremos o funcional de interesse:

T
=/ /CIILH-/qzu(',T
0 Q Q

Como nesta se¢do consideraremos equagdes parabolicas ndo-lineares,
comecaremos a apresentar alguns resultados basicos sobre a teoria de esti-
mativas a posteriori de erro para funcional de interesse na solu¢do de um

problema ndo-linear variacional em espago de Banach.
6.2.1 Teoria de erro em funcional de interesse para problemas variaci-
onais nao-lineares

Sejam V um espago de Banach, B(+,-) uma forma bilinear definida em
V xV e F um funcional linear continuo em V.
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Consideramos em V um problema variacional nio-linear:
Encontrar u € V tal que B(u,v) =F(v), VveV. (6.4)

Seja Q um funcional de interesse que descreve algumas propriedades
especificas da solu¢@o u desde problema. Vamos supor que Q € um funcional
linear e continuo em V.

A teoria de estimativas de erro em aproximacgdo de funcional de inte-
resse para problemas ndo-lineares foi desenvolvida em [[6] e esta secdo segue
este trabalho.

A ideia principal da teoria é apresentar o problema de calculo do fun-
cional de interesse como um problema de otimizacao, isto é, um problema de

minimizagdo com restri¢des:
Encontrar u € V tal que Q(u) = in}&Q(v)7
ve

sendo
M={veV /Bvw)=F(w),VweV}.

O minimo u, encontrado deste problema, corresponde a um ponto es-

taciondrio (u,z) € V x V do lagrangeano
L(u,z) = Q(u) — F(u) — B(u;2),

sendo z o multiplicador de Lagrange.

Como os pontos criticos (u, p) do lagrangeano satisfazem a equacéo
L'((u,2);(vq)) =0, V(vq) €V xV,
temos que
Q(v) — B (u;v,z) + F(q) — B(u;q) =0, V¥ (v,q) €V xV.
Na expressdo acima, B’ (u; v, z) denota a derivada de Gateaux de B(u;v):
B (u;v,z) = lim 01 (B(u+ 6z;v) — B(u;v)).
6—0
Desta equacdo temos um sistema

B(u,q) =F(q), YqeV
B'(u;v,2) =Q(v), VveV.
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Neste sistema, a primeira equacdo ¢ a formulagao variacional do pro-

blema e a segunda é uma equacdo que determina o problema dual:
Encontrar z € V tal que B’ (u;v,z) = Q(u), VveV.

Seja {Vj,}5~0 uma familia de subespagos de dimensdo finita em V,
que aproxima V. Consideramos um método de Galerkin para aproximagdo

da solugdo do problema variacional primal:
Encontrar u;, € V), tal que By, (uh,vh) = Fh(vh), Vv, €V, (6.5)

sendo By, e F, uma aproximacao consistente de B e F'. Vamos supor que os

problemas (6.4) e (6.3) admitem tnica solu¢@o nos seus respectivos espagos.
Da mesma maneira, para uma familia de subespacos {\7;1}h>0 em V

consideramos uma aproximacgao de Galerkin para o problema dual:

Encontrar z;, € Vj, tal que B (u,;wy,z1) = Q(wp), ¥V wy, € V. (6.6)

Vamos supor, também, que o problema (6.6) admite tnica solugdo.
Seja e, = u—uy, o erro da aproximacao da solucdo primal pelo método

de Galerkin e seja
Rh(uh,v):Fh(v)—Bh(uh,vL VveV

o residuo da aproximagdo. Caso o método de Galerkin seja consistente, este

possui a propriedade da ortogonalidade
Ry(up,vy) =0 Vv, €V

Nestas condicdes, para o erro da aproximagdo de funcional de inte-

resse, € vélida a seguinte representacdo.

Teorema 6.1 Para a aproximagdo de Galerkin do problema primal (6.3)) é

vdlida a representagdo de erro no funcional de interesse:

O(u) — Q(up) = Ry (up,z) + Ry (6.7)

sendo z a solugdo do problema dual e R), o resto da aproximagdo linear dado

por

1
D /!
R, = /0 By, (up+ Oep,ep,e4,2).
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Demonstracao: [6]
|

Observacdo 6.1 Em aplicagdes prdticas, o resto R, que é de terceira or-
dem em ey, pode ser desprezado dependendo do tipo de ndo-linearidade do
problema primal. Assim, temos uma representagdo simplificada do erro no

funcional:

O(u) — Q(up,) = Ry (up,z).

Observacao 6.2 A representagdo de erro ndo depende da solugdo exata,
mas depende da solucdo exata do problema dual. Caso esta iltima ndo es-
teja disponivel (o que acontece na maioria das aplicagdes prdticas), para
fazer uma representacdo calculdvel, 7 é substituida por uma aproximagdo
discreta zj,. Note que, se zj, pertence ao mesmo espago Vy, que uy, entdo a

representagdo torna-se initil uma vez que Ry,(up,z,) = 0.

Observacao 6.3 Na prdtica de elementos finitos, para obter uma aproxima-
¢do Zy de ordem superior para a solu¢do exata do problema dual, este é ini-
cialmente aproximado no mesmo espago Vy, do problema primal. A solugcdo
aproximada zj, € V), é estendida para um espaco de ordem superior refi-
nando a malha ou aumentando a ordem de aproximagdo usando a técnica de
suavizacdo sobre patch. E esta a aproximagcdo 2j, que se usa na representacdo

do erro. Neste caso, o indice de eficiéncia

0, — _ Run,2n)
I ) = ‘Q(u) ~ 0y

fica proximo de 1 (ver [6l]).
Caso Zj, seja escolhido como solucdo do problema dual discreto em
um espago de aproximagdo Wy, mais rico que Vy, o indice de eficiéncia é

assintoticamente exato, isto é,
lim 72 uy) =1
h—0 h ( ) ’

veja [6) 135]].
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6.2.2 Representacao do erro na aproximacao do funcional de interesse

Consideramos o problema nao-linear na forma geral:

Ju+V-o(u)y=g, emQx(0,7T]

M|FB><(O7T] = Uin, u|rg><(()7r] = Uout, 6.8)
—o(u) n|r, <07 =0,

u|t:0 =uy €m Q.

em que () = —&(u)Vu+ f(u)B é o fluxo total.
A formulacao fraca para este problema é:

Encontrar u eLz(O,T;H}D(Q)) NE([0,T],L*(Q)) tal que:
B(u,v)=F((v),Vve LZ(O, T;H}D’O(Q))
u(+,0) = up,

sendo a forma semilinear 4(-;-) e o funcional F definidos como:
T

Bluv) = /0 (Quu,v) — (0 (u), V) dr,

F(v) = /OT(g, v) dt.

Considere o funcional de interesse na forma

ow=[' (/qu) + [t 7),

sendo g1 € L*(0,T;L*(Q)) e ¢ € L*(Q).
Seja ur, uma aproximagéo da solugéo do problema (6.8) pelo método
dG(k)dG(l). Conforme a representagdo do erro em funcional de interesse

para o problema variacional semilinear abstrato, temos
O(u) — Q(ugy) = Fp(z) — Bon(unsz), (6.9)

sendo Ay, e Fyy, a forma semilinear e o funcional do método dG, respectiva-

mente. Nesta representagc@o, z € uma solu¢io do problema variacional dual

A (S;v,z) = 0(v). (6.10)
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Calculando a derivada da forma semilinear temos:

B (u;v,7) = /(;T ((8,u,z) + (e(u)Vv,Vz) + (B( ), Vz))

sendo B (u) = & (u)Vu— f'(u)B.
Integrando por partes a formulagéo variacional (6.10) podemos verifi-

car que a solu¢do z é uma solucdo do problema dual:

—0z—V-(eW)V2)+P(u)-Vz=¢q1, emQx|[0,T),
z=0, emIpx[0,T),
e(u)Vz-n=0, emIyx][0,T),

6.11)
Z|t:T =¢q2, ¢m Q;

Observacao 6.4 Note que, diferentemente do problema primal, o problema
dual (6.11) é uma equacdo parabdlica linear com condicdes de fronteira
mista de Dirichlet e Neumann. Sendo assim, este pode ser resolvido seguindo

os passos descritos no capitulo

Usando o fato de que z(-,¢) € H*(Q), ¥Vt € [0,T), devido a regulari-
dade eliptica na representagdo obtemos

T
0(1) = Quz) = [ ((8.2) = (e
~(olu)- o)+ [, {elua) Ve n}Hlual ) dr

M=

([uenlln—1,2(ta-1))

n=1

Seja 67, o fluxo equilibrado de 6(us,) em espaco de Raviart-Thomas,
isto &, 64 (-,1) ERT "' e

Vi 6an(5t) = m1(g(-,t) — drugn(-1)).

Somando e subtraindo o fluxo reconstruido 67, e integrando por partes
o termo envolvendo (&, Vz), a representac@o equilibrada do erro no funci-
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onal pode ser apresentada como:

0u) - Quz) = | (g s — V- 622)
[ (ot -ow59+ [, Hetwa)wemiial )

Z Uuzhln—1,2(ta-1))-
n=1

Para obter um indicador de erro computédvel temos que substituir nesta
representaco a solug@o exata do problema dual por uma aproximacio em um
espago mais rico que o espago de aproximagao do problema primal.

Como o problema primal neste capitulo é aproximado pelo método
dG(0)dG(l), consideramos para o problema dual o método ¢G(1)dG(I +
1). Assim, a formulacdo local deste é (note que a integragdo ¢ realizada
na dire¢do contraria do tempo): Dada uma aproximacio da condi¢ao inicial
e V}f“ (por exemplo, z)\ = T2(0)(q2(-,T))) paran =N,N—1,...,1, en-

1 I+1
ev/

contre 7~ tal que

T,
2 Byteho)

+ 2 (@)t 1)+ Qa0 (1)), v € Vi,

T _ _
%BZ(ZZ 1th)+(12 lavh):(Z27Vh)_

Aqui a forma bilinear Bj(-,-) e funcional F correspondem a versao
estabilizada do método SIPdG para a equagdo de advec¢do-difusao na forma

niio conservativa (ver [36] e suas referéncias):
Bitem) = [ (e Vi Vot (Blu) Vi)
= . By myz— [ (B WDy

= ooy, (e Taz ) I + {{e) Vv D)

/OUFD

05 (vi)( / q1(-,t)vp.
/1
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Aqui, denotamos

! vl se Bn<0
=g T
v se f-n>0.

Substituindo a solugdo exata z do problema dual pela aproximagdo z;,

obteremos os indicadores do erro no tempo e no espago:

O(u) — Oucp) Z Mo+ 1)

sendo

A 1 n n—1 "’l I+22
M= [ 8t =V 6 (i ) P

<h,n

o indicador no tempo e

TIf,: Z 7157
KeI,
e Vil vy
ns =, / (07— &) - bk
v n—1+V ) . n
—1, xé@ Mh {{8 )}}( ]’th hZh)
EeaK 2

o indicador no espaco.
Aqui, 27, denota o interpolador de Oswald de zj.

6.3 RESULTADOS NUMERICOS

Esta se¢@o dedica-se a apresentar alguns resultados numéricos obtidos
através dos algoritmos e métodos apresentados no decorrer deste capitulo.
A malha estruturada utilizada nos testes consiste de um dominio Q =

[0, 1]2 dividido 4 elementos (teste 1) e em 450 elementos (teste 2), veja a

figura[12]

6.3.1 Algoritmo de adaptaciao de malha

A estratégia de adaptacdo influencia diretamente no comportamento
do método e na solucdo obtida. O algoritmo utilizado para fazer a adaptacio

foi 0 mesmo mostrado no capitulo[3] isto é:
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0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 12 — Malha estruturada utilizada para o teste 2 dos problemas pa-
rabdlicos nao-lineares.

Algoritmo 3 Estratégia de adaptatividade
Sen” >TOL
Se [n/'| > &|ny|
Refinamento no tempo;
Sendo Se | > &|n;'|
Refinamento e desrefinamento no espago (usando n}');
Senao
Refinamento (tempo e espago) e desrefinamento (espago) usando 7.
Fim Se
Fim Se

Para a estratégia de solucdo do problema, € preciso perceber que o pro-
blema dual depende da solucdo primal. Por isso, antes de resolver o problema
dual, resolvemos o primal em uma malha no tempo e no espago uniforme.
Tendo a solu¢do do problema primal, o problema dual pode ser resolvido
(sem adaptacdo também). Por fim, o problema primal € resolvido novamente

porém, agora, fazendo adaptacido da malha no tempo e no espago.
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6.3.2 Teste 1 - Refinamento uniforme

Neste teste demonstramos o comportamento e a convergéncia do méto-
do para um problema ndo-linear com solugdo exata. Consideramos o pro-

blema com condigdes de fronteira e termo fonte de modo que a solucdo

exata €:
1 1
u(x,y,t) = 3~ ;arctg ¢ \/(xfxofclt)er(yfyofczt)2 —1));
emquec=1/€,xo=y0=—1/2,¢=(c1,c2) =(1,1) e € =0.1, como feito

no teste do capitulo anterior. Porém, agora consideramos uma equacao nao-
linear com coeficiente de difuséo €(u) = 2€(u+ 1) e campo advectivo f(u) =
cu.

No funcional de interesse, utilizamos ¢q; e g, dados por:

1
@71 =0, @= cho
em que ® = [0.125,0.25].
YR e Mo n n Qu—w) |
i 1f 4.36¢ — 02 9.67¢—02 2.32¢—01 —1.35¢—-01 2.33¢—02 4.15
16 64 1.47¢—02 1.37¢ —02 7.31e—02 —5.94¢ — 02 7.95¢ —02 0.172
0.00625 0.25
0.006;;625 0?15265 5.35¢—03 6.30e — 03 1.92¢ —02 —2.55¢—-02 6.31e—03 1
o 0a | ooes | 202003 | 384¢-03 | 7.69e—03 | —11Se—02 | 3.94e—03 | 0975
9A71622f 05 0?)(;9125 9.45¢ — 04 2.26e — 03 3.36e —03 —5.62¢ —03 2.29¢ - 03 0.986

Tabela 4 — Teste 1: erros, indicadores de erro e indices de eficiéncia.

A tabela[d| mostra o comportamento dos erros, dos indicadores de erro
no tempo final 7 = 0.1 e do indice de eficiéncia para diferentes niveis de re-
finamento no tempo e no espago. E possivel perceber que o método converge

e o indice de eficiéncia é assintoticamente exato.

6.3.3 Teste 2 - Refinamento adaptativo

Apresentamos agora um resultado para ilustrar o comportamento do

refinamento adaptativo da malha. Consideramos aqui a mesma solugdo exata
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para o problema primal:

() = 3 = arate (e (/emr0 =B+ 00— purf-1) )

emquec=1/€xo=yo=-1/2,8=(P1,B2) = (1,1). Porém, agora utiliza-
mos € = le —2, tempo final 7 = 0.7. Estas duas dltimas condi¢des implicam
que a solucdo exata terd uma frente se propagando pelo dominio que € mais
aguda do que no primeiro teste e, também, ird se propagar mais dentro do
dominio. Para o problema dual, mudamos apenas a regido de interesse para
o = [0.625,0.75].

Na figura [13|apresentamos a solug@o primal e dual, além do compor-
tamento da malha adaptada, em 4 instantes de tempo. Como pode ser obser-
vado, a malha é adaptada inicialmente seguindo a frente da solu¢@o primal e,
depois, concentra-se na regido de interesse. Isso acontece devido ao dominio
da advecc¢ao no processo de transporte. No tempo inicial a malha nao € adap-
tada na regido de interesse mas, na regido em que o erro é propagado para
este. Quando a frente da soluc¢do primal atinge a regido de interesse, a malha
continua sendo adaptada sobre esta e ndo se propaga mais na direcao do fluxo

advectivo.
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; Primal, t = 0.2 | Dual, t = 0.2 1
1
09 35
0.8
08 08 08 3
07 .-
06 06 06 L
> >05 2
0.4 0.4 0.4 15 04
03 1
0.2 0.2 0.2 06 0.2
0.1
0 o 0 o
[] 05 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1 o
x x 0 0.2 0.4 06 0.8 1
; Primal, t = 0.35 Dual, t = 0.35 1
0.8
108 4
0.6 0.6
- 06 3
0.4 04 2 04
02 0.2 1 02
0 0 0
0 05 1
X x 0 0.2 0.4 06 0.8 1
; Primal, t = 0.5 Dual, t = 0.5 1
1
- 8 s
0.8 ve
0.8
6
0.6
0.6 06
> >05
4
04 04 04
2
02 02 02
0 0
0 05 1
X X 0 0.2 0.4 06 0.8 1
Primal, t = 0.7 1
1 1 70
60
0.8 08 08
50
0.6 0.6 40 06
>
0.4 0.4 . 0.4
20
0.2 02 10 0.2
0 0
0 05 1
X x 0 0.2 0.4 06 0.8 1

Figura 13 — Teste 2: Solugdes aproximadas primal (esquerda) e dual (centro)
e malha (direita) correspondente para ¢t = 0.2,0.35,0.5et = 0.7.
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

No decorrer deste trabalho estudou-se indicadores de erro equilibrados
para aproximacao de funcional de interesse e adaptacdo de malha para pro-
blemas elipticos e parabdlicos (lineares e ndo-lineares) utilizando o método
de Galerkin descontinuo.

Para os problemas elipticos estudou-se o método de Galerkin des-
continuo para equacdes dos tipos difusdo e difusdo-advecgao-reacdo. Além
disso, tratamos da técnica de reconstrucio equilibrada de fluxos no espago
de Raviart-Thomas de alta ordem para esta classe de métodos. Utilizando a
prescri¢do dos graus de liberdade, foi desenvolvida a técnica de reconstrucao
de fluxos equilibrados que foram usados, posteriormente, para calcular os in-
dicadores de erro. Com este objetivo, foi construida uma base computacional
para os espacos RT que permite recuperar o fluxo reconstruido a partir dos
momentos do fluxo discreto da solu¢do numérica do método de Galerkin des-
continuo. Nesta parte, desenvolveu-se um cédigo eficiente que implementa
esta base modal e a reconstru¢do de fluxo em espacos de Raviart-Thomas de
alta ordem.

Esta construcao foi utilizada na abordagem de dois tipos de estimativas
de erro a posteriori equilibradas. Primeiramente, para estimativas a posteriori
na norma energia, foram estudados e implementados indicadores de erro que
usam fluxos equilibrados. A robustez dos estimadores em relagdo a ordem
de aproximacao foi confirmada através de experimentos numéricos. Além
disso, estratégias de adaptacdo baseadas neste estimador de erro foram apre-
sentadas para altas ordens de aproximagdo. Em uma série de experiéncias
numéricas, foi demonstrado que o nimero de graus de liberdade necessérios
para garantir o mesmo erro diminui quando a ordem de aproximacdo poli-
nomial aumenta. No segundo tipo de estimativa, no funcional de interesse,
obtemos uma representacdo do erro no funcional de interesse em termos da
solug@o exata do problema dual e dos fluxos equilibrados do problema pri-
mal. Substituindo esta solugc@o exata do problema dual (que ndo acessivel
na prética) por uma aproximacao de Galerkin descontinuo de ordem mais
alta que a do primal, foram construidos estimadores e indicadores de erro.

Foi demonstrado e confirmado por meio de experiéncias numéricas, que o
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estimador de erro é assintoticamente exato. Os indicadores de erro foram
utilizados em processos de adaptacdo de malha meta orientada e os testes
mostraram que indicadores de erro captam bem a singularidade na solucdo
primal e claramente detectam a regido de interesse por meio da solucdo dual.

Para os problemas parabdlicos lineares, apresentamos inicialmente o
método de Galerkin descontinuo em tempo e espago dG(k)dG(l) e o método
de Galerkin continuo no tempo e descontinuo no espago ¢G(k)dG(l). Para
esta classe de problemas foram desenvolvidos indicadores de erro no tempo
e no espaco na aproximacao de um funcional de interesse. O problema dual é
formulado a partir do funcional de interesse estudado e, com isso, foi possivel
desenvolver a representagdo do erro. Assim como no caso eliptico, utilizou-
se uma aproximagdo de ordem maior no tempo e no espago para o problema
dual, o que nos permitiu obter o indicador equilibrado e completamente com-
putdvel de erro em funcional de interesse. Desenvolvemos um algoritmo de
adaptagdo dinamica de malhas em tempo e espago, o qual faz uso dos indica-
dores de erro acima apresentados e técnicas de refinamento e desrefinamento
das malhas. O estimador e os indicadores no tempo e no espago foram testa-
dos e mostrou-se, através de testes numéricos, que o indicador € assintotica-
mente exato. O algoritmo de adaptagao foi testado o que mostrou a eficiéncia
da adaptagdo dinamica de malhas.

O trabalho encerra apresentando indicadores de erro equilibrados em
funcional de interesse para o método de Galerkin descontinuo para problemas
parabdlicos ndo-lineares. Inicialmente, o problema nao-linear foi linearizado
e utilizou-se o método de Newton, combinado com o método de Galerkin
descontinuo no tempo e no espago, para aproximar a solucdo do problema
primal. Indicadores de erro foram desenvolvidos na base da teoria geral de
erro em funcional de interesse para problemas variacionais nao-lineares. A
representacao do erro em funcional de interesse foi obtida na forma na qual
estd presente a solugcdo exata do problema dual. Assim como feito no caso
linear, utilizou-se uma aproximacio de ordem mais alta para o problema dual
0 que nos permitiu obter indicadores de erro calculaveis para os problemas
parabdlicos ndo-lineares. Os resultados numéricos apresentados mostraram
que o estimador de erro € assintoticamente exato e os indicadores de erro sdo

eficientes na aproximagao de funcional de interesse pelo método de Galerkin
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descontinuo no tempo e espago usando malhas dindmicas adaptativas.

Todos os cddigos deste trabalho foram desenvolvidos dentro do ambi-
ente do software MATLAB®.

Parte dos resultados obtidos neste trabalho foram apresentados no In-
ternational Conference on Spectral and High Order Methods (ICOSAHOM
- 2016) e publicados na série Lecture Notes in Computational Science and
Engineering, ver [20].

O trabalho apresentado aqui serd continuado seguindo os seguintes

passos:

1. Desenvolver algoritmos adaptativos no tempo e no espaco para solucio
numérica eficiente de problemas de valor inicial e de fronteira para
equacdes parabdlicas lineares e ndo-lineares pelo método de Galerkin

descontinuo de alta ordem no tempo;

2. Desenvolver métodos adaptativos do tipo Newton-Galerkin para apro-
ximacdo de problemas parabdlicos ndo-lineares pelo método de Galer-
kin descontinuo no tempo e no espaco. Desenvolver técnicas de con-
trole de erro de convergéncia do método de Newton-Galerkin na base

de estimadores de erro em funcional de meta;

3. Desenvolver métodos de adaptacdo de malha meta orientados para a
equacdo de pressao e a equacdo de saturagdo em problemas de fluxos

bifasicos em meios porosos.
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