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RESUMO

Neste trabalho estudamos o anel de polinémios em varias variaveis
e ordens monomiais. Mais especificamente, apresentamos os algorit-
mos da divisao e da pseudo divisao de polindmios em varias variaveis.

Palavras-chaves: Anel de polinbmios em véarias variaveis. Ordem
monomial. Algoritmo da divisdo. Algoritmo da pseudo divis&o.






ABSTRACT

In this work we study the polynomials ring in several variables and
monomial orders. More specifically, we present the division and pseu-
do division algorithms for polynomials in several variables.

Keywords: Polynomials ring in several variables. Monomial order.
Division algorithm. Pseudo division algorithm.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo estudar os algoritmos da
divisdo de polinémios em varias variaveis. Para isso estudamos o
anel de polinomios K[z, ..., z,] e ordens monomiais onde K é um
corpo. Em geral, esse trabalho gira em torno da pergunta: “Quando
um ou mais polindmios nao nulos em K[zq,...,z,] divide outro?”.
Com a resposta dessa pergunta e com um estudo mais avangado
(nao abordado neste trabalho), podemos determinar se um polindmio
pertence ou nao a um ideal do anel K[z1,...,z,].

Inicialmente, baseado em [4],[1] e [2], o Capitulo 2 apresenta
a teoria de anéis. Apresentamos alguns anéis especiais essenciais no
decorrer do trabalho, como por exemplo, os anéis de integridade e
corpos. Finalizamos o capitulo com o estudo do anel de polinémios
e o algoritmo da divisao para polindémios em uma variavel.

No Capitulo 3 os estudos focam-se em um tipo especial de
anel, que é o anel de polindmios em véarias variaveis. Estudamos or-
dens monomiais para que seja possivel validar o algoritmo da divisao
para polindmios em varias variaveis.

No Capitulo 4, apresenta-se o algoritmo da pseudo divi-
sdo, que é responsavel por garantir uma maneira de dividir um
polinémio por mais do que um quociente. Para entender a aplica-
bilidade do mesmo, no final do capitulo, comentamos brevemen-
te a teoria de ideais e por meio desse algoritmo pode-se garantir
se um polindbmio f pertence a um ideal gerado (g1,...,¢s), onde

91,---9s € Klz1, ..., 2]

E necessario que o leitor tenha conhecimentos basicos em al-
gebra abstrata (teoria de anéis e corpos), para que se tenha um bom
entendimento do trabalho. Para a execucgao deste trabalho utilizou-
se as referéncias [4],[1] e [2] para o conceito de anéis e corpos e [3]
para o estudo de polindbmios em vérias variaveis e seus algoritmos.






2 ANEIS

2.1 DEFINICOES

Nesta secao apresentamos alguns conceitos das teorias de a-
néis e corpos que sao essenciais para o estudo de anéis de polinémios,
que serao abordados nos préximos capitulos.

Definigao 2.1. Seja A um conjunto nao vazio no qual estao defini-
das duas operagoes:

+: AxA —A x: AxA —A
(a,b) —a+b (a,b) +—axb.

Para que a terna (A,+, X) seja um anel, é necessario que sejam
validas as seguintes propriedades:

i) A associatividade em relagdo a +, isto é,

a+ (b+c)=(a+b)+c, paratodos a,b,ce A.

il) A comutatividade em relagao a +, ou seja,
a+b=0b+ a, para todos a,b € A.
iii) Existe um elemento neutro em relagdo a +:
Para todo a € A, existe 0y € A tal que a + 0y = 04 + a = a.

iv) Existe elemento oposto em rela¢ao a +:
Para todo a € A, existe b € A tal que, a +b=b+ a = 04.

Pode-se provar que para cada a, b é tnico. Logo, denotaremos
o elemento oposto de a por —a.

v) A associatividade em relagdo a x:

Para todos a,b,c € A, a x (bx¢c)=(axb) xc.
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vi) A distributividade:
Para todo a,b,c € A

a x (b+c)=(axb) + (axc)
(a+b) x e=(axc) + (bxec).
As vezes por abuso de linguagem, dizemos simplesmente que
A é um anel em vez de usar a terna (A, +, X).

Exemplo 2.1.1. Veja alguns exemplos de anéis:

1. (Z,+,-) com as operagoes usuais de soma e multiplica¢do é um
anel.

2. A={n€Z:n=2kk €Z} com as operagoes usuais de soma
e multiplicagdo em Z é um anel. De fato, A é ndo vazio, pois
0=2-0¢€ A. Sejam a,b,c € A, entao

a=2-k,b=2 -ko,c=2-ks para ki,ks, k3 € Z.
i) Associatividade em relagao a +:

a+ (b+c¢) = 2k + (2ka + 2k3)
2k1 4 2ko + 2k3
(2k1 + 2k2) + 2k3
= (a+b)+c

i) Comutatividade em relagéo a +:
a+b=2ky + 2ky = 2ko +2k1 = b+ a.

iii) Existéncia de elemento neutro em relagdo a +:

Note que 04 é o elemento neutro de A, pois dado a € A,
temos que

a+ 0y = 2k1 + 04 = 2k1 = a.

iv) Elemento oposto de a em +:
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O elemento oposto de a = 2k; & 2(—ky). Assim,
a + b= 2]61 + 2(-]()1) = 2k1 — 2]{,‘1 = OA.

Analogamente b+ a = 0y

v) Associatividade em -:
a - (bc) :2]€1 '(2k‘2‘2k‘3) = (2k1'2k2) '2]{,‘3 = (ab)c
vi) Distributividade em -:

a - (b + C) = 2]()1 . (2]€2 + 2]€3)
= 2ky - 2ko + 2kq - 2k3
= a-b+a-c
Analogamente para (a +b)-c=a-c+b-c.

Portanto (A, +,+) é um anel e denotamos por A = 2Z.

- (Q,+,9), (R,+,), (C,+,-) com as operagoes usuais de soma e

multiplicagao sao anéis.

. O conjunto M, (R) das matrizes com entradas reais com ope-

ragoes usuais de soma e multiplicagao é um anel.

. Anel dos inteiros médulo m. Seja m > 1 um inteiro. Considere

a relagdo R definida sobre Z dada por
aRb <= m|a — b para todos a,b € Z.

Note que R é uma relagao de equivaléncia, isto é,

i) aRa para todo a € Z (reflexiva);
ii) Se aRb, entdo bRa para todos a,b € Z (simétrica);
iii) Se aRb e bRc, entdao aRc para todos a,b, ¢ € Z (transitiva).
Dado a € Z, a classe de equivaléncia de a médulo m é definida

por
a={x€Z|zRa} ={x €Z:m|x—a}.
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O conjunto de todas as classes de equivaléncia moédulo m é
denotado por Z,, e pode-se mostrar que

Zm ={0,1,...,m —1}

(veja [4]). Considere a e b dois elementos pertencentes a Z,,
Definimos as operagoes + e - em Z,, por

a+b=a+b
a-b=a-b.
O Z,, com essas operagoes ¢ um anel. Com efeito, veja que:

i) Dados @,b,¢ € Z,,, temos

\
)
+
S
_l_
o

a+(b+c) = a

ii) Dados @,b € Z,y,, segue que
at+b=a+b=bt+a=0b+a.

iii) O 0 é o elemento neutro da adigao, pois

a+0=a+0=a=0F+a=0+a

iv) Dado a € Z,,, —a é o elemento inverso de a em Z,,, pois

a+—a=a+(—a)=0=—a+a=—-a+a.

v) Dados @, b, ¢ em Z,,, temos que
a-(b-c)=a-b-c=a-b-c=a-b-c=(a-b)-c.
vi) Dados a,b,¢ € Zy,, temos
a~@+a = a-btc
a-(b+c)
a-bt+a-c
a-b+a-c
= a-b+a-c

ISl
ol
(=l

Analogamente mostra-se que (@ + b) - ¢ =
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Portanto, Z,, é um anel.

Definigao 2.2. Se além das 6 propriedades apresentadas na Defini-
¢ao 2.1 a terna (A, +, X) satisfaz

axb=">bxa, para todos a,b € A,

o chamamos de anel comutativo.

Exemplo 2.1.2. O anel Z,, ¢ comutativo, pois para todos a,b €
Zm7

Exemplo 2.1.3. O anel das matrizes M, (R) ndo é comutativo, pois
dadas duas matrizes

1 2 3 4
A_<1 Q)eB_(5 6).
Temos que

oo () esan (1 3)
Portanto A- B # B - A.
Definigao 2.3. Se no anel (A, +, x) existe 14 € A tal que
rxlpy=1laxXxzrx=2
para todo x € A, o chamamos de anel com unidade.

Exemplo 2.1.4. Vejamos que o anel Z,,, é comutativo com unidade
1, pois para todo a € Z,,,

a-l=a-1=a=1-a=1-a.

Definigao 2.4. Dizemos que um anel (A, +, x) comutativo com
unidade é um anel de integridade ou dominio de integridade se, para
todos a,b € A com a x b = 04, temos

a=04 oub=0,4.
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Exemplo 2.1.5. 1. (Z,+,-),(Q,+,-), (R, +,"),(C,+,") com as o-
peragdes usuais de soma e multiplicagdo sdo anéis de integri-
dade.

2. Zg nao é um anel de integridade, pois
2#0e3#0,mas2-3=6=0.
Proposicao 2.1. Z,,, com m > 1 € anel de integridade se, e so-
mente se, m € primo.

Demonstrac¢do. Suponha que m nao é primo, entao existem inteiros
reycoml <zx<mel<y < m,tais que m = x -y. Note que
Z#0ey#0, assim

T-y=z-y=m=0.
Logo, Z,, nao é anel de integridade. Por outro lado, suponha que m
é primo e que a,b € Z,,, tais que

a-b=0=a-b=0.
Assim, mla - b. Como m é primo, temos que ml|a ou m|b. Logo,
a=m-kioub=m-ky com ki,ks € Z. Assim

a=0oub=0.

Portanto, Z,, é anel de integridade. |

Definicao 2.5. Um anel (A, +, x) comutativo com unidade 14 ¢é
um corpo se, para cada elemento 0y # a € A, existe um elemento
b € A tal que

axb= 1a.

Chamamos b de inverso de a e pode-se demonstrar que ele é dnico.

Assim o denotaremos por a~!.

Exemplo 2.1.6. i) (Q,+,), (R, +,-),(C,+,-) com as operagdes
usuais de soma e multiplicacao sao corpos.

il) Zs é corpo, pois vejamos que

1-1=1e 2-2=4=1.
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iil) Z nao é corpo. De fato, veja que dado a € Z*, ndo existe inverso
multiplicativo em Z tal que a - b = 1.

iv) Z4 nao é corpo, pois nado existe nenhum elemento pertencente
a Z4, de modo que 2 -a = 1. Podemos ter essa garantia pela
Proposigao 2.1.

Proposicao 2.2. Se (A, +, X) € corpo, entdo A ¢é anel de integrida-
de.

Demonstracao. Seja A um corpo, entdo em particular A é um anel
comutativo com unidade. Suponha que para todo a,b € A, a-b = 04.
Devemos separar em dois casos. O primeiro é quando a = 04 e neste
caso, nada temos a fazer. No segundo caso devemos entao considerar
a # 0p. Entdo se a # 04, existe a™! € A tal que a x a™! = 1,.
Assim,

axb = OA
= alxaxb=a"1x0,
= 1y xb=0,
= b=0,.
Portanto, A é anel de integridade. ]

Note que a reciproca é falsa, pois Z é um anel de integridade
mas, Z nao é corpo.

2.2 ANEL DE POLINOMIOS

Nesta secao vamos centrar os estudos em um exemplo es-
pecial de anel: o anel de polindémios. Vamos apresentar o algoritmo
da divisao nesse anel que é base para compreender o algoritmo em
polinémios em varias variaveis.

Seja (A, +, x) um anel e vamos considerar o conjunto
Alz] ={apz" + - +a1x+ao:neN,g; € Aeic{0,--,n}}

Chamamos os elementos de A[x] de polinémios.
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Dados dois elementos f, g € Alz] tais que

f=a 2"+ +ax® + a1z + ag

g =Dbpa™ + -+ box® + bz + by

dizemos que eles sao iguais se, e somente se, n = m e a; = b;, para
0<i<n.

Queremos que A[z] tenha a estrutura de um anel. Para isso
devemos definir duas operagoes em A[z] de modo que sejam satis-
feitas as seis propriedades de anel da Definigao 2.1. Considere a
operagao

+: Alz] x Alz] — Alz]
(f;9) = f+yg
em que

f+g=(as+bs)x® + -+ (a1 + b1)z + (ag + bo),

onde definimos a; = 0Vi > n e b; = 0 Vi > m. Considere também a

operacao
Alx] x Alx] — Alx]
(fr9)  —=1ryg
onde
f g=cnimz™ ™+ -+ 17 + co,
em que

cr = (ar X bo) + (ag—1 X b1) + -+ (ap x by),

para k=0,1,....,.n+m.

Dado um polinémio f = a,z"™ + -+ + a1z + ag podemos
assumir que 0z° = 04 para todo i > n, ou seja,

An" + - Farr+ag = 0p" +- -+ 042" f a2+ F a1z +ag.

Assim, a; = 05 para todo i > n.

Denotaremos, para simplificar a notagao, que 0, = 0.
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Vamos mostrar que o conjunto Az] com as operacoes defi-
nidas acima é um anel. Considere f, g e h elementos de A[z], sendo
f=a,x"+---+ag
g="Dbpx™+ -+ by
h =dsx® + -+ dp.

i) Associatividade em relacao a +:

Suponha, sem perda de generalidade que n = m = s. Os outros
casos sao analogos ao completar cada um dos polinémios com
monomios da forma 0x2°.

f+(g+h) = [+ ((bm+ds)z™ + -+ (bo + do))

(an +bm 4+ ds)x™ + -+ + (ag + by + do)
((an, + bpm)x™) + dsz™ + -+ - + (ap + bo) + do
((an +bm)x" + (ap + bo)) +dsz™ +--- + do
(f+g9)+h

ii) Comutatividade em relagdo a +:
f+g = (an2"+--+ag)+ (02" + -+ 02" +
bpa™ + -+ bo)
= (an+0)z" + -+ (am +bp)z™ + -+
(ao +bo)
= (0+ap)z" + -+ (b +am)z™ +---+
(bo + ao)
= (02" 4+ 0™ 4 b 2™ + -+ b)) +
(anz™ + -+ aop)
= g+f
iii) Elemento neutro em relagao a +:
Considere 02™ 4 - - 40 = 044], 0 polindmio nulo € A[z].
f+0a = (a2 +---+ag) + (02" +---+0)
= (ap,+0)2" +...4+ (ap+0)
= f
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Analogamente para 0, + f. Logo, o polinémio nulo é o ele-

mento neutro de Alz].

iv) Elemento oposto em relacdo a + de f € Afz]:

Considere

entao

f+(=f)

_f = —anl'n + + (-CEO),

= (apz"+...+ag)+ (—an)z" — ... —ag
= aqpx"+...+ag—apx" —...—ag
(an —ap)x™ + ...+ (ag — ap)

Analogamente para (—f) + f = 0a[y]-

v) Associatividade em relagdo a -

f-(g-h)

= [ (Cmps™ 4+ c1m+ )

= [ (b xdg)z™ 4 -+ (by x dp)
+(bo x d1) + bo X do

= (an X by X dg)z" TS 4o
+((a1 X by x do) + (ag x by x do)
+(ag X by X di))x + (ag X by X ¢p)

= Cngmas" T+ oz + o

Por outro lado,

(f-9)-h

Assim,

(Cpgmx" T+ d x4 co) - h

((an X by)z™ ™ 4 - 4 (ag X by + ag X by)
+(ap x by)) - h

(@ X by X dg)x" TS 44

+((a1 x bg x dg) + (ag x by x dp)

+(ag X by x dy))x + (ag X by X cp)

CngmtsZ" T+ + g

f-(g-h)=(f-9)h
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vi) Distributividade em relagdo a -
Suponha, sem perda de generalidade que n > m = s. Os outros
casos sao analogos ao completar cada um dos polinémios com
mondmios da forma 04 z°.

[ (b +dp)z™ + -+ (b1 +dr)z +

+(bo + do))

= (an X (b +dp))2™ ™ 4+ +
(a1 X (bg +do)) +ag x (by + dy))x
+(ag x (bo + do))

= (an X b)) ™ + (@, X dpp)z" ™ - 4
(a1 X by + ag x b1)x + (a1 X do + ag X dy)x
+(ap x bg) + (ap x do)

= ((@n X bp)2" ™™ + -+ (a1 x bo)x
+(ag X bo)) + ((an X dp)x™ ™™ + - +
(ag x dy1)x + (ap X do))

= (f-9+(h).

f-(g+h)

Portanto o conjunto A[x] com as operagoes definidas acima é um
anel, chamado anel de polinémios sobre A em uma indeterminada
x.

Exemplo 2.2.1. R[z|, Clz], Z[z], com as operagoes usuais de soma
e multiplicacao definidas anteriormente também sao anéis de polind-
mios.

E importante ressaltar que os simbolos z', 22, ..., 2™ nao re-
presentam nenhum elemento do anel Afz]. Eles servem como lugares
“convenientes” para separar os elementos do anel.

Além disso, o anel Ax] tem caracteristicas que dependem
do anel A. Os resultados a seguir garantem esse fato.

Proposicao 2.3. Se (A, 4, x) € um anel comutativo, entdo Alz]
também o é.
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Demonstragao. Considere f =a1+---+apx™ e g =01+ +bnpz™
dois elementos do anel Afz]. Assim

f9=cnpma™™™ -4 12 + ¢,

onde
Cr = (ak X bo)—i-(ak_l X b1)+"'+(a0 X bk),

para k=0,1,--- ,n+m. Como A é comutativo, entao
ek = (bo X ag) + (b1 X agp—1) + -+ (bg X ap).
Desta forma,
fg=cmnt™ "+ . dcixt+co=g-f.
Portanto A[z] é comutativo. [ |

Proposicao 2.4. Se (A, +, x) é um anel comutativo com unidade,
entio Alz] também o é.

Demonstragao. Sabendo que (A, +, x) é um anel comutativo com
unidade, considere 14 sendo a unidade de A. Tome g = 14 e f um
polinémio qualquer pertencente a A[x], assim temos que

f-9 = (apz"+...4ao) - (02" + ...+ 0x+1y)
= ((anx0)+...4+(an x1a))z" + ...+
((ag X 0) + ...+ (ap x 14))
= a,x"+...4+ag
= f.
Pela Proposigao 2.3 podemos garantir que f-g = g - f, pois Alz]

¢ um anel comutativo. Portanto A[z] é um anel comutativo com
unidade. |

Corolario 2.5. Se (A, +, x) € anel de integridade, entao Alx] tam-
bém ¢é anel de integridade.

Demonstragao. Considere f, g dois elementos de A[x]. Sabemos que
Afz] ¢ um anel comutativo. Suponha que f # 04 e g # 05. Entao
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existem ay, b, € A com an,b, # 04, € n,m 0s maiores possiveis.
Como A ¢ anel de integridade a,, x b,,, # 0. Logo,

f‘920n+m$n+m+"'+co-
Como ¢pqm = an X by, # 04, entao
f-g9#0.
Portanto A[z] é anel de integridade. [ |
A partir das Proposi¢oes 2.3 e 2.4, no decorrer de nosso
trabalho, vamos usar apenas anéis comutativos com unidade.

Agora vamos definir caracteristicas proprias de cada polino-
mio de A[x].

Definicao 2.6. Considere f € A[z] da forma

f=apz" +apn_12" L+ 4+ aga’.

i) Chamaremos de termo cada parcela de f, desde que esta par-

cela seja nao nula, isto é, a;x" para todo i = 1,...,n com
a; 7£ 0.

ii) O a; é chamada de coeficiente, para todo i =0, ..., n.

iii) O z' é chamado de mondmio, para todo i =0,...,n.

iv) O mondémio z" denotaremos por 1.

)
)
)
v) O conjunto de todos os mondémios de f é indicado por M(f).
Exemplo 2.2.2. Considere o polinémio

f =8z +32% + 522 + 2z + 1 € R[z].
Assim

1. Os termos de f sao 8z*, 323, 522, 2z, 1.

2. Os coeficientes de f s&o 8,3,5,2, 1.
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3. Os monomios de f sao z*,x3, 22, 2t 2V.

4. M(f) = {2*,2°% 2% 2,1}
Definicao 2.7. Dado f € Alz]| da forma

-1
f=anz" +ap_12" L+ + aga?,

com a, # 0a.

i) Chamamos de grau de f e denotaremos por gr(f), o inteiro
max{i,z* € M(f)}.

i) O termo lider de f & t1(f) = a,x™.

)

iii) cl(f) = a, é chamado de coeficiente lider.
)
)

iv) ml(f) = 2™ de mondémio lider onde n = gr(f).
v) gr(f) =0 se, e somente se, f € A\ {0}.
Observagao 1. 1) Vamos convencionar que gr(0) = —oo.
ii) Um polinémio é dito mdénico se seu coeficiente lider é 14.

iii) Para f € A[z] ndo nulo, temos que ml(f) = 382)

N

Exemplo 2.2.3. Sejam f = 522 + 42 +8 e g = 822 + 9 com
f,9 € R[z], entdo

fH+g=132>+4z +17¢

f-g =40z + 322% + 10922 + 362 + 72.
Logo temos
i) gr(f) =2, gr(g) =2, gr(f+9) =2, gr(f - 9) =4
t1(f) = 522, tl(g) = 822, t1(f + g) = 1322, tI(f - g) = 40x%;
1(f) =5, cl(g) =8, cl(f +9) = 13, cl(f - g) = 40;
ml(f) = 2%, ml(g) = 2, ml(f +g) = 2*, ml(f - g) = =*.
v) M(f) = {2? z,1}, M(g) = {21}, M(f + g) = {2, 2, 1}.

11

)
)
iii)
)
)

o

v
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Exemplo 2.2.4. Tome f = 22? + 3z +6 e g = 42 + 42 + 8 com
f,g € Rlz]. Vamos calcular f + g.
f+g = (222 +32+6)+ (4o* + 42 +38)
dz* +22° + Tx + 14.

Assim,

M(f +g) = {x4,x2,m, 1}7M(f) = {xzal" 1} € M(g) = {174,% 1}'

O exemplo da soma de polindémios visto acima, nos leva a
indagar se

M(f +g) € M(f)UM(g).

Com efeito, basta lembrar que ao tomarmos f um polinémio de
gr(f) = n e g um polinémio de gr(g) = m, entdo os termos de
[ + g sdo escritos da forma (a; + bj)z?, com a; +b; # 04 para todo
0 < j <mazx{n,m}. Assim todo mondémio de f + g é um mondémio
de f oude g.
Além disso, temos que
gr(f+g) = maz{i:a’ € M(f+g)}
max{i: z' € M(f) UM(g)}
maz{maxz{i: z* € M(f)}, maz{i:z" € M(g)}}

= max{gr(f),gr(g)}.

IA

Veja que, se gr(f) # gr(g), entéo
maz{i: x" € M(f 4 g)} = maz{i: 2" € M(f) UM(g)}.
Neste caso, temos que gr(f + g) = max{gr(f), gr(g)}. Agora, se f -

g = 04, temos que gr(f-g) = —oo, como mencionado na Observagao
1 e, com certeza, gr(f - g) < gr(f) + gr(g).

Se f-g+# 0 com a, # 0a, b, # 04, como
f-9=cCogmx™ ™ + ...+ 1z +c

temos que gr(f -g) < n+m = gr(f) + gr(g), com a igualdade
acontecendo se Cp4pm = @y X by, # 04. Note que esta condigao sera
satisfeita sempre que A for um anel de integridade.
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Desta forma, a partir de agora vamos nos restringir a es-
te caso, onde A e consequentemente A[z] sdo anéis de integridade.
Portanto, para todos f,g € A[z], temos que

gr(f +g) < maz{gr(f),er(g)} e

gr(f-g) = gr(f) +er(g).

Exemplo 2.2.5. Tome f = 22?2 +4x+2, g = 322 +3 € R[z]. Vamos
calcular f-g.

f-g

(222 + 4z +2) - (32% + 3)
= 62t 4 1223 + 1222 + 122 + 6.

Logo, gr(f - g) = gr(f) +gr(g).

2.2.1 Algoritmo da divisao para o anel de polinémios

A partir de agora iremos tomar o anel A como sendo um
corpo K onde as operagoes serao dadas por + e - respectivamente.
Agora toda a teoria que é estudada daqui em diante gira em torno
de uma pergunta: quando um polinémio ndo nulo de K[z] divide
outro?

Vamos iniciar nossos estudos para elementos de K[z], no
caso em que os polinémios envolvidos, tenham apenas um termo
nao nulo.

Em K[z], um termo nao nulo az® divide bz?, se e somente
se, existe g € K[z] tal que b/ = g - az’. Essa igualdade nos indica
que gr(g) = j — i, ou seja, é condicdo necessaria para que ax’|bx’,
que 7 < j.

Sebri =g-az' e g=cj_xI "+ + o, entao
br! =cj_ax? + -+ crax™ + cpax?

que por consequéncia nos indica que b = ¢;_;a, equivalente alb e
cxa = 0 para 0 < k < j —i. Como K é um dominio e a # 0, temos
cx = 0 para todo 0 < k < j —i. Logo az®|bx’ se, e somente se, i < j
e alb. Como K é um corpo, entdo temos que alb sempre que a # 0.
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Logo em K[z] temos que, az® divide bz’ se, e somente se, i < j e
neste caso,
ba?

axt

= ba 10U,

Utilizando este fato, agora veremos o algoritmo da divisao para
quaisquer polindmios em uma variavel. Este algoritmo é bastante
conhecido e é de grande importancia para o estudo dos proximos
algoritmos.

Teorema 2.6. Dado g € K[z]\ {0}, para qualquer f € K[z| existem
¢, € Klz] unicamente determinados pelas condigoes

f=4a9+r comgr(r) <gr(g).

Demonstragao. (Existéncia.) Se gr(f) < gr(g), entao tomando ¢ =0
er = f temos f = 0-g+ f satisfazendo as condigbes do teorema. Por
outro lado, se gr(f) > gr(g), entdo procedemos a prova por inducao
sobre gr(f). Vamos assumir que o resultado é valido para qualquer
polinémio com o grau menor que o gr(f). Como gr(f) > gr(g) temos
que tl(g) divide tl(f) e assim,

i(f) = = ().

S(f)

(g 7 = 0 temos o desejado.

Se f— t}((gg = 0, entao tomando g =

Se f — ggf)g # 0, entdo
t1(f)
gr ( - tl(g)g> <egr(f)

e por hipotese de indugdo, existem polindmios ¢1,71 € K[z] tais que

t(f)

f*@g=q1g+m

com gr(ry) < gr(g). Assim,

_ () )
f= (tl(g) +aq)g+r.
) + g1 e r1 = 7 temos o almejado.

Agora, tomando g = T1(9)
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Para provar a unicidade, suponha que existam

q1,42,71,72 € Kz]

tais que
f=ag+ref=qgt+r
Com gr(r;) < gr(g) para i € {1,2}, isto &,

gr(g) > max{gr(r1),gr(r2)}.
Segue que 0p = f — f = (q1 — q2)g + (11 — 72), ou seja,
o —1r1 = (fh - Q2)g-

Se 19 # r1, entdo como K[z] ¢ um dominio e g # 0, segue que q; # ¢
e

gr(g) > max{gr(r1), gr(ra)} > gr(ra —r1) = gr((@ — ¢2)9) = er(g)-
Um absurdo! Assim, ro = r1 e obviamente g3 = ¢;. | |
Exemplo 2.2.6. Tome

f=a'+23 722+ 92— 1eg=2>+ 32z — 2 em R[z],

vamos aplicar o algoritmo na divisao de f = 2* + 23 — 722 + 927 — 1
por g = x% + 3z — 2.

2 423 -2 49z —1 ’ 2 4+ 3z — 2
—at —3x% 4222 g=12>—-2x+1
—27% —5x? 492 —1
4275 622 4w
x +bx -1
7z -3 +2
r=2zr +1

Entao f =¢q-g+r, ou seja,

f=@"-22+1) (2 +32—2) + (20 +1).
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Exemplo 2.2.7. Tome
f=a2*+2>+2reg=2—2+1emR[z],

vamos aplicar o algoritmo na divisdo de f = 2* 4+ 22 + = por
g=22—x+1.

2 4r? tx ’ 22 —x+1
—at 4% 7 g=x>+x+1
T FT
5 42? =T
x
7 4z -1

r=x —1

Assim, f =¢q- g+, ou seja
f=@E*+z+1) (@ -2+ 1)+ (z—1).

Exemplo 2.2.8. Considere f = 32 + 22% + 5z e g = 2z em Zz[x]
Vamos aplicar o algoritmo na divisdo de f = 323 + 222 + 52 por

g= 2x.
375 +22% +bx ‘ 2
37> q= 522 + 1z +6
4272 +5x
—27%
5
5%
0

Pelo algoritmo da divisao em K|z], f pode ser reescrito sendo

f= (52> +1z +6)-(2z) +0.






3 ANEL DE POLINOMIOS EM VARIAS INDETER-
MINADAS

Nesta capitulo apresentamos o anel de polinémios em véarias
varidveis e vamos estudar ordens monomiais que é o passo mais
importante para que possamos realizar o algoritmo da divisao em
varias variaveis.

Comecamos esta se¢do definindo o anel de polindémios em
varias variaveis. Anteriormente estdvamos considerando K|z], onde
os polindmios tinham uma indeterminada em z. Como K[z] é um a-
nel de integridade, temos que o anel K[z][y] também é. Expressamos
os elementos de K[z][y] da forma

fot" + fooay" T+ fry + fo (3.1)
com
m; )
fi= Zaijxj € Klz],n,m; € Ne a;; € K.
§=0
para todo ¢ =0,...,n.

Vejamos que g = fny" + fu—1y" " + -+ fiy + fo € K[z][y], como
em (3.1), podemos escrever

y"+~--+ Zaljxj Y+ Zaojl‘j

My
Zamm]
Jj=0 Jj=0 Jj=0
n n n
(Z almkyl> e <Z allkyl> x + (Z alokyl>
1=0 1=0 1=0

com my = max{m;;0 < i < n} e a;; = 0 sempre que j > m;, ou

Q
I

seja,
Klz]ly] € Kly][z].

Do mesmo modo, mostramos que

Assim,
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Vamos denotar K[z][y] = K[y|[z] por K[z, y]. Para facilitar a notacao
dos elementos g € K[z, y] podemos escrever

9= Z a(ahaz)xalyaz
(a1,02)€d

com J um conjunto finito em N2 e U(a;,as) € K. Procedendo da
mesma forma que antes podemos construir o anel de integridade
K[z1,...,2,] nas indeterminadas z1,...,z,. Com esta mesma no-
menclatura, K[z1,...,z,] é chamado de anel de polinomio nas in-
determinadas x1, . .., T, com coeficientes no corpo K.

Analisando os elementos de K[z, . .., z,], podemos concluir
que um polinémio f nao nulo em Klzq,...,x,] ¢ uma soma finita
de termos, a qual pode ser escrita da forma

f=>"aa H zd, (3.2)

acJ i=1

coma = (aq,...,0,) € N" a, € Ke J C N finito. Assim podemos
definir de maneira mais clara algumas propriedades dos polindémios
de K[z1,...,zp].

Definicao 3.1. Um termo de K[z, ..., x,] ¢ um elemento da forma
ao [Ty 23" com a = (aq,...,a,) € N". O elemento a, € K do
termo é chamado de coeficiente do termo e [[;—; z3* é denominado
monoémio. Chamamos de grau(total) do monoémio []1_; 23 o nimero

natural dado por gr([[r; ) = > | .

Mesmo nos restringindo ao caso em que K[z1,...,z,] € um
anel comutativo, vamos convencionar que escreveremos as poténcias
das variaveis de um monomio da esquerda para direita, respeitan-
do a ordem que aparece na notacao do anel a qual este polinémio
pertence, isto é, mesmo que 2°yz*, yz*2®, 24y2® € Kz, vy, 2], vamos
usar a notacdo x°yz*.

Sejam (k1,...,k,) € K" e f € K[xy,...,2,] com

F= Y[

acJ i=1
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Denotaremos por f(k1,...,ky,) o elemento
n
Sl [[ K € K.
acJ =1
Se f € K[x1,...,z,] é ndo nulo, vamos denotar por

M(f) = {ﬂxf“ D g #0}

i=1

o conjunto de todos os monémios de f e chamaremos
n n

gr(f) = mazx {Z a;; H zt e M(f)}

i=1 =1

o grau total de f.

Como no caso de polindémios em uma indeterminada, se cons-
tata igualmente que
gr(f +g) < max{gr(f),er(9)} e gr(f - g) = gr(f) + gr(g).

Exemplo 3.0.1. Considere os polinomios f = 2z%y + 2y?> + x e
g =323 + 2%y + 2 em R[z, y]. Vamos calcular gr(f + g) e gr(f - g)

222y + 2y% + ) + (323 + 2%y + 2)
= (323 + 322y +2y* + z +2).

f+g

Assim
max{gr(f),er(g)}

{3,3}
3.

gr(f+9)

[ IAIA

frg = @y+2y°+2) (3% +2°y +2)
(62°y + 2242 + da?y + 623y + 202y +
+4y? + 32t + 23y + 22)
= (62%y + 3z + 22%y? + 623y? + 23y +

222y + 422y + 22 + 492,

Logo,

gr(f-g9) = er(f)+er(g)
343
= 6.



42 Capttulo 3. Anel de polindémios em vdrias indeterminadas

Da mesma forma que em polindmios de uma variavel, pode-
mos afirmar que gr(f - g) = gr(f) + gr(g) somente quando estamos
trabalhando com anéis de integridade.

3.1 ORDENS MONOMIAIS

Sabendo que nosso objetivo é apresentar o algoritmo da di-
visdo em K[x1,...,z,], devemos analisar cada passo do algoritmo
para que possamos resolver todos os obstaculos que podem ser en-
contrados.

Como no algoritmo da divisao em K]z]| o primeiro conceito
que precisamos é determinar o que é o termo lider de um polinémio
f € Klzy,...,z,]. O termo lider é necessario para que possamos
ordenar o polinémio, sabendo qual monémio de f é maior para que
seja possivel efetuar o algoritmo. Além disso, é preciso que o con-
ceito de termo lider, sirva para qualquer polinémio pertencente a
K[z1,...,x,], ou seja, para todos os monomios deste anel, deve va-
ler esta ordenagao.

Definicao 3.2. O conjunto de todos os monémios de K[z1, ..., z,]
serd denotado por M,,, ou seja,

n
M,, = Hm?i:al,...,aneN
=1

O mono6mio 29 - - - - 2¥ serd denotado por 1.

Podemos nos perguntar, porque nao utilizar o conceito de
grau total do mesmo modo que utilizamos em K[z] para ordenar
monomios. Vamos analisar o polindmio abaixo:

z?yz? + 22y?2 + 3ty + 323y? — y4z + 2212, (3.3)

Utilizando o conceito de grau total de K[x] percebemos que todos
os mondmios tem o mesmo grau. Por conta de problemas deste tipo,
é necessario estudarmos ordens monomiais para decidir quem é o
termo lider de um polinémio em Klz1, ..., x,].

Para iniciar nossos estudos precisamos revisar o conceito de
relagao de ordem.
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Definigao 3.3. Uma relagdo de ordem, ou uma ordenag¢do, sobre
um conjunto C' nao vazio é uma relagdo < satisfazendo:

1. ¢ % ¢ para todo ¢ € C (propriedade reflexiva);

2. Se ¢1,¢c0 € C sdo tais que ¢; = co € ¢ = ¢1, entdo ¢ = ¢
(propriedade anti-simétrica);

3. Sejam c¢y1,c9,c3 € C. Se ¢1 =X ¢c3 € ¢ =X c3, entdo ¢; = ¢3
(propriedade transitiva).

Se ¢1 = ¢, mas ¢1 # ¢a, entao indicaremos c¢; < co.

Uma relagao de ordem sobre o conjunto C' é total quando
para todos ¢1,co € C,

C1 < C2,C2 < €1 OU €] = C3.

Queremos definir uma relacdo de ordem sobre M, que seja total,
pois com ela teremos bem definido o conceito de termo lider de um

f:Za,aHl‘?i#O.

acJ =1

elemento

De fato, podemos definir

ml(f) = maz {ﬁ xf"} € M(f)

K3
onde o méximo é tomado com respeito a ordem = fixada e considerar
o termo lider de f como a, - ml(f), isto é, tI(f) = a ml(f). Mas,
precisamos nos atentar a outros pontos que existem na divisao de

um polinémio f por g em K]z].

Considerando

n n

t1(f) = aq fo‘ e tl(g) = ap fol
i=1 i=1
devemos verificar se tl(g)|t1(f), isto é, se existe

n
my = [[ 2] e M,
i=1
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e a, € K tais que
() = ay -mi - tl(g),

ou equivalentemente,

n n n n

a; _ I I Yi Bi | _ vi+Bi

Qg H T, = |Gy x; ag H z; = a~ap H z,; .
=1 =1 =1 =1

Isso ocorre se, e somente se, B; < «; para todo i = 1,...,n. Nos
casos que isso ocorre, devemos calcular f — a, - my - g e repetir o
argumento para o resultado que se obter. Devemos lembrar que no
caso de polinémios em K]z|, encontramos

gr(f —ay -mi-g) <gr(f),

que podemos reescrever utilizando a no¢ao de monémio lider, como

ml(f — ay-my - g) < ml(f).

Devemos nos atentar a uma propriedade que aparentemente é sim-
ples, mas muito importante, que se esconde nessas condigoes, ou seja,
nas expressoes

t1(f) = ay - mq - tl(g) e ml(f — ay - mq - g) < ml(f).
De fato, a tltima condi¢ao nos mostra que se
mg € M(g) e mg < ml(g), entdo my - mg < my - mi(g) = ml(f),

ou seja, uma ordem total sobre M, deve ser compativel com o pro-
duto. Em outras palavras, se mq,mo € M,, sao tais que m; =< msg,
entao

mi - ms jmg-m;;Vmg e M,,.

Um dos ultimos, mas nao menos importante, aspecto do algoritmo
da divisao, é garantir que ele seja feito em um ntmero finito de
passos, devemos ter essa garantia para conseguirmos finalizé-lo. Esta
etapa esta condicionada & condigao

ml(f —ay-my - g) < mi(f)

em cada etapa do algoritmo, que pode ser representada de outro
modo, se requisitarmos que a ordem total < sobre M, seja uma boa
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ordem, isto é, que todo subconjunto nao vazio de M,, possua um
menor elemento com respeito & <. Portanto o algoritmo tem que
parar.

Vamos considerar sobre M,, ordens que possuem as proprie-
dades que destacamos acima.

Definigao 3.4. Uma ordem monomial = sobre M, é uma relagao
de ordem total que satisfaz:

1. Se my, mg € M, séo tais que m; =< mq, entdo mims =< moms
para todo mg € M,,.

2. Todo subconjunto nao vazio de M,, admite um menor elemento
com respeito a <.

Lema 3.1. Seja < uma ordem monomial em K[zq, ..., z,], entao
qualquer sequéncia decrescente (com respeito a <) de mondmios €
finita.

Demonstracao. Sejamy = mo = mg = ... uma sequéncia decrescen-
te de elementos de ML, entdo S = {mq,mg,m3...} # 0 admite um
menor elemento com respeito & <, ou seja, a sequéncia é finita. W

Ja sabemos como ordenar mondémios em uma variavel, va-
mos tentar ordenar monoémios em K[zy,...,z,] usando a mesma
ideia. Considere um polindomio nao nulo f € K[zy,...,z,] pode-
mos considera-lo como um polinémio em z; com coeficientes em
K[za,...,z,]. Vamos usar um argumento indutivo sobre o nimero
de indeterminadas e tentar ordenar os monomios em Klzq, ..., x,]
do mesmo modo. Considere por exemplo o polinémio

f=a%y%2% + 22y 2% + 3aty2® + 323y% — ytz + 22t 2 + 23292,

Considerando que nosso polinémio f € Kz, y, 2], vamos ordené-lo
de modo que consideramos os coeficientes em K[y, z] ordenados pelo
grau em .

f=(3yz° +22)2t + (3y* + 29°%2)2> + (¥2% + %22 — yz.
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Agora consideramos os coeficientes que sao elementos em Kly, z],
como polindémios em y com coeficientes em K[z]. Vamos ordené-lo
considerando os coeficientes em K[z] e com o grau em y.

= (Byz® +22)a* + (22 + 3)y?) x> + (2%° + 29?)2? — 2.

Vamos fazer as multiplicagoes indicadas acima, e usando a indicagao
de ordenar monomios listando suas poténcias em x, seguido por y e
por fim em z vamos obter

f= 3x4yz5 + 22t 2 + 203922 + 323y? 4 22y 22 + x2y224 — y4z.

Perceba que ao terminar esses passos, o que fizemos foi ordenar os
monomios de tal modo que

xal y6¥2 Zﬂfs

preceda
sl y52 403 ,

Assim
xalya2 20 < 251 yﬁz 253’

e isso acontece, se e somente se,

i) a1 < B3 ou
11) a1:516a2<ﬂ20u

iii) o = f1, o = P e ag < fs.

Para que possamos utilizar a ordenagdo acima como uma ordem
monomial devemos estender o algoritmo para monoémios M, e, a-
lém disso, garantir que tal ordem seja uma relagao de ordem total.

Considere
n n

1_[33?1,1_[&:?1 e M,

i=1 i=1
distintos, diremos que

n

H Tt 2 ﬁ )
i=1

=1
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se, e somente se, existe ¢ € {1,--- ,n} tal que
o < Biea;=p;

para todo j < 4, ou equivalentemente, a primeira coordenada nao
nula, a partir da esquerda, da n-upla (51 —aq, ..., B —ay,) é positiva.

Veja que <, tem a propriedade reflexiva sobre M,,. Além
disso, dados

n n
(673 5:
[[of I] =" e My
i=1 i=1
tais que
n n n n
Qi Bi Bi Qi
[T =0 [1 " e [Ta =0 [T
i=1 i=1 i=1 i=1
Entao
n n
Qg ﬁ7
[z =11~
i=1 =1
De fato, se

n n
o Bi
i=1 i=1

entao existe k € {1,--- ,n} tal que ay; # Py e sendo j o menor indice.
Caso a; < 34, entao nao podemos ter

n

n
H:vfz =L H:L‘f”
i=1

i=1

Se B; < aj, entao nao podemos ter

n n
[l < 1+
i=1 i=1
Assim
n n
o _ Bi
[[a =11
i=1 =1

ou seja, <, é anti-simétrica. Agora suponha que

n n n n
IR ICED ICIE ) COY
i=1 i=1 =1

i=1
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Se em algum dos casos ocorrer a igualdade, é facil verificar que
n n
H zit = H z]t.
i=1 i=1
Assumindo que nenhuma igualdade ocorra em (3.4). existem i,k €
{1,...,n} tais que

a; < fB; e aj = B para todo j < ¢

Br < vr e By = para todo | < k.

Se i = k, entdo a; < 7; e a; = 7, para todo j < i. Se ¢ < k, entao
o; < B =7 eaj =P = para todo j < i. Se k < i, entao
ag = B < v e ap = B = para todo I < k. Assim, qualquer uma
destas possibilidades nos permite concluir que

n n

ai Yi
[T =0 [T=7
i=1 =1

logo, <, € transitiva. Usando argumentos similares, podemos garan-
tir que <7 é uma relagao de ordem total sobre M,,. Tal ordem é
chamada de lexicogrifica. Nesta ordem lexicografica usamos a mes-
ma ordem do dicionério, ou seja, determinamos o termo lider pela
posigao da varidvel. Por exemplo

1133 1OOOZ < 3?4.

Veja que o termo x* pode ser descrito como zzxx, e o termo 2331000z

é descrito como zxxyyy - - - yyz. Note que por maior que seja o valor
do expoente da varidvel y, ela ndo tem importancia desde que o
valor da variavel x do outro polinémio seja maior. Sendo mais formal
podemos resumir a ordem lexicogréfica na seguinte definicao.

Definicao 3.5. (Ordem lexicografica <;,) Dados dois mondmios
[T, =, [T, =) € M, dizemos que

1 1
n n
o Bi
[Taf <o [T
=1 =1

se a = Py para todo k € {1,...,n}, isto &, T[],z =TI, xfi,
ou existe ¢ € {1,...,n} tal que o; < f3; e a; = f3; para todo j < i.
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Da mesma forma que antes podemos criar outras ordens
monomiais. Por exemplo a ordem Lexicogrdfica graduada, o primeiro
olhar que devemos ter sobre um polinémio é sobre o grau total de
cada termo. Caso o grau total de todos os termos forem iguais, re-
corremos & ordem lexicografica acima e seguiremos ordenando pela
ordem do dicionario. Considerando o polinémio abaixo,

:L'4 <Lc x3y10002'

Veja que agora o valor da variavel x nao importa, tendo em vista

1000

que o grau total do monémio z3y'%%%z ¢ 1004, enquanto por outro

lado o monémio z* tem o seu grau total sendo 4. Desta maneira
podemos verificar que 1004 > 4. Logo

.1‘4 <rc x3y10002'

Sendo mais formal ela é definida da forma a seguir.

Definicao 3.6. (Ordem lexicografica graduada <) Dados
| e | = M,,, dizemos que

(3

n

n
a; Bi
[+ e [T =
i=1

=1

se:

i) gr([Tie, ) < er(ITiz, ;") ou
i) gr([Tr, 299) = gr(IT7, 27) e existe k € {1,...,n} tal que
oy < B e a; = B; para todo j < k.

Exemplo 3.1.1. Sejam os mondémios
2Pyz,atyt gt 1t Pyt ey € Ky, 2.

Vamos fazer ordenagao considerando as ordens monomiais definidas
acima.

yt2? < 2%y32? =g dyz =g 2ty =g 2Pyt < 2t

3 4 _2 2 3.2 4 4 8 5 2 _4
Yz g Y 27 2pe Y Jpe vy e X g 2Ty
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Exemplo 3.1.2. Considere os monémios
2xtyP327 xTyP 2% Bay 28, 3y? 23, 723 € Zglx].

Vamos fazer a ordenacao considerando as ordens monomiais defini-
das acima.

723 <1 3y%23 < Sxytl2® < 22%°327 < 2Tyt
72% 216 3Y°2° 2pe 7y’2? e 20My°327 e Buyt S
Exemplo 3.1.3. Considere os monémios

.’£40 20230

22802, 2Py z, 2y2"0, x40 23, 28 € Rz).

Vamos fazer a ordenacao considerando as ordens monomiais defini-
das acima.

& 2y aye™ < wy® <p 2P0 <y 2ty <p 2100

vy’ 216 2%yz Zre 2 Zpe Y2 Ze #?y™02 <pg 10y

3.1.1 Algoritmo da divisao de polindmios em varias variaveis

Teorema 3.2. (Algoritmo da divisao em Klz1,...,z,]) Fizada
uma ordem monomial < e dado g € K[x1,...,z,]\{0}, para qualquer
polinomio f € Klxy,...,z,] existem ¢, € K[z, ..., x,] unicamente
determinados pelas condicoes.

f=qg+r, comr=0 ouml(g)tm para todo m € M(r).

Demonstragao. (Existéncia.) Se f = 0, entao
f=0=0-g+0=q-g+r

ou seja, ¢ = r = 0, satisfazem as condigdes do teorema. Sejam
fo=f # 0eoconjunto S(fo) = {m € M(f);ml(g)lm} se S(fo) =0,
entao definimos ¢ = 0,7 = f e temos o resultado. Se S(fy) # 0, entao
tomamos mg = max<S(fo),a0 € K o coeficiente de mg que ocorre

em f e definimos
apmo

tl(g)

fi=171-
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Agora consideramos o conjunto S(f1) = {m € M(f1);ml(g)|m}, se
S(f1) =0, entdao definimos

apmmo f
q= = J1
tl(g)

e temos o resultado. Se S(f1) # 0, entdo tomamos m; = maz<S(f1),

a1 € K o coeficiente de my que ocorre em f; e definimos

a;mi

fo=fi— ——~9
tl(g)
Note que mg = m1, uma vez que

M(f,) € M(f) UM (Jggj)g) .

Repetindo o processo, definimos S(f;) = {m € M(f;); ml(g)|m}, m; =
max<S(fi),a; € K o coeficiente de m; que ocorre em f; e obtemos
uma sequéncia

mo = My = Mg = - -

Mas, pelo Lema 3.1, tal sequéncia deve ser finita, ou equivalente-
mente, existe k € N tal, existe k € N tal que

S(fx) = {m € M(fi); ml(g)|m} = 0.

Pelo modo como definimos fy, existe ¢ € K[z1,...,x,] tal que fi =
f —q- g e se denotarmos r = fj, teremos o resultado.

(Unicidade.) Suponha que existam
q1,492,71, 72 S K[$17 e 7xn]

tais que
g+ =f=qg+r

com r; = 0 ou ml(g) f m para todo m € M(r;) e i € {1,2}, isto ¢&,
ml(g) t m para todo

m € M(r1) UM(r2) 2 M(ry —71).
Segue que 0 = f — f = ((J1 - Q2)g + (7"1 - 7”2)a ou seja,

ro —T1 = ((h - Q2)g~
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Se ro # 11, entao
ml(g)|ml(ry —ry) € M(rg —71).

Um absurdo! Assim, ro =71 ¢ 0 = (q1 — ¢2)g. Sendo Klz1,...,x,]
um dominio e g # 0, segue que g1 — ¢ = 0, isto é, g1 = g2, 0 que
prova o teorema. |

Exemplo 3.1.4. Considere os polinomios
f=ay* +at + 2%y + 4% 9=y +2? € Rz, y).
Vamos ordenar seguindo as ordens monomiais vistas anteriormente

e depois efetuar o algoritmo da divisao em Rlzy].

Primeiramente ordenamos os polinémios na ordem lexico-
grafica em seguida fazemos a divisao de f = 2* + 23y + zy* +y3 por
g=x%+193

2 +2ty  +ayt P | T
—at —?y? q=1z>+zy—9°>

275+

r=y% +y3
Portanto, pelo algoritmo da divisdo em K[z, ..., z,] temos que
f=q-g+r

f=@+ay—y°) (" +9°) + (° +9°).
Ordenando os polinémios na ordem lexicografica graduada, temos
f=ayt +at + 23y + 93, 9 =93 + 2?

%‘( +zt j;zgﬂ —l—y3 y3 + 22

7&"?( ;Zg/ g=uxy—+1
2 +7°

=y —Z;Q

r=r —

<

2
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Portanto, pelo algoritmo da divisao em K|z1,...,z,] temos que
f=q-g+r
f=@y+1) (> +22) + (a* — 2?).

Exemplo 3.1.5. Considere os polinémios f = 4xy +y> + 222 4 2yz
eg=x+y+zemR[z,y,z|.

Vamos ordené-los na ordem lexicografica e aplicar o algorit-
mo na divisdo de f por g.

207 a4 > + 2yz ’ r+y+z

=272 227 — 222 q=2x+2y—2z
227 — 2wz + 27 v =y — 2y% + 2yz + 222
=2y — 2y =27

=227+ 1> — 2y°

207 + 2yz + 222

y3 — 2% + 2yz + 222
Portanto, f pode ser reescrito sendo f =¢q-g+r
f=0Qr+2y—22)-(x+y+2)+ @ — 2% +2yz + 227).

Exemplo 3.1.6. Considere os polinémios f = y° + x* + 2zy + 23 e
g=1"+y€R[z,y.

Vamos ordené-los primeiramente com a ordem lexicografica
e fazer a divisdo de f por g.

2 2 2wy P 24y
7<f‘f —1:2y q= >+ — Y
A ity 2y ¢ r=ay+y° +y°

7{5 —XyY
755"5 +xy  +y°

Y +y?

P g

Lembre que f pode ser reescrito sendo f =q-g+r

f=@+z—y) (@ +y)+ (wy+9° +97).
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Agora vamos ordenar os polinémios f e g na ordem lexicografica
graduada e calcular a divisao de f = y°+x%+2%+2zy por g = 2% +y.

,yg +at 42t 42zy ’ 22 4y
—F —z%y g=2>+x—y
2 —rty 2y r=y° 4y +y?
—7°  —axy
—a%y  twy
+2%y 4y

 H+y

f pode ser escrito como f=q-g+7r

f=@"+x—y) @ +y) + @ +ay+ ).

Exemplo 3.1.7. Considere os polinémio f = 5xz43y + Ty + 5z +
325 e g = 2z + 3y em Zz[x]. Vamos ordené-los usando a ordem
lexicografica e fazer a divisdo de f = 32° + 5243y + 5 + Ty® por
g = 2z + 3y.
355 £52*3y  +5x  +Ty° 2z + 3y.
377 B3y 1=527 1
5 4Ty r =Ty’ +4y
7% —I—Zly
e

Veja que f pode ser reescrita sendo

f= 56zt +6)- 2z + 3y) + (Ty° + 4y).

Agora vamos ordenar os polindémios f = 5243y + Ty + 5z + 32° e
g = 2z + 3y € Zz[x] usando a ordem lexicografica graduada, e fazer
a divisao de f por g.

f =32 + 523y + Ty® + 5z g = 2z + 3y.
325 4Ty £52*3y +5x 2z + 3y.
—37° =523y q=>5z"+6
e 5T r =Ty’ + 4y
BT +4y
+4
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Veja que f pode ser reescrita sendo

f=(5z* +6)- 2z + 3y) + (Ty° + 4y).






4 IDEAIS DO ANEL DE POLINOMIOS EM VARIAS
VARIAVEIS

Neste capitulo apresentamos o algoritmo da pseudo divisao
para polinoémios em K[xy,...,z,]. Para mostrar sua aplicabilidade
apresentamos brevemente a teoria de ideais em K[z, ..., z,].

4.1 O ALGORITMO DA PSEUDO DIVISAO

O algoritmo da pseudo divisao nos permite dividir um po-

linbmio f por s quocientes g, ..., gs. Essa possibilidade é a maior
diferenca entre este algoritmo e o algoritmo apresentado no capitulo
anterior.
Teorema 4.1. Fizada uma ordem monomial < e dados f,g1,...,9s
e K[z, ...,z,) com g; # 0 para todo i = 1,..., s, existem polinémi-
08 q1y.-.,qs,T € K[x1,...,2,] tais que
S
F=> qigi+r
i=1
com ml(g;) ¥t m para todo m € M(r), para todo i =1,...,s.

Demonstracao. Para fazer a demonstracao desse teorema, vamos u-
sar um algoritmo, e justificar o porque podemos usa-lo, entao consi-
dere o algoritmo abaixo:

ENTRADA: f,g1,...,9s € K[x1,...,2s] com g; # 0 para
todoi=1,...,s;

Defina: ¢y :=...:=¢qs:=r:=0e h = f;
Enquanto h # 0 faca
Se existe ¢ € {1,...,s} tal que ml(g;) | ml(h)

entdo escolha o menor indice 7 e faca

() |
t1(g:) ’

qi ‘= q; +
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tl(h
ha=he tl((gi)) -
Caso contrario
r =1+ tl(h);
h:=h — tl(h);

SAIDA: q1,...,qs € K[z1,...,7,] tais que f = Zj’:l q;9; + 1,
ml(g;) { m para todo m € M(r) etodoi=1,...,s.

A primeira observacao que podemos fazer sobre o algoritmo
acima, é que ele sempre nos fornece uma resposta independente do
valor dado a h, assim, independente do valor de entrada em um na-
mero finito de passos teremos uma saida. Podemos ter essa garantia,
pois sempre vamos redefinir A~ de modo que seu mondmio lider m;
vai sempre satisfaz m; < m;_1, sendo que m;_1 é o monoémio lider
de h no passo anterior.

De fato, se existe ¢ € {1,...,s} tal que
ml(g;) | ml(h),

A(h)
tl(gi)gi

). Caso

entdao temos obrigatoriamente que ml(h) > ml(h —
contrario temos que ml(h) > ml(h — tl(h)).

Como vimos anteriormente no Lema 3.1, sabemos que to-
da sequéncia decrescente de monémios é finita, portanto em algum
momento teremos h = 0, como consequéncia o algoritmo se finaliza.

Para entender o porque o algoritmo acima dos da uma res-
posta adequada, devemos perceber que em cada passo do algoritmo
temos a igualdade

s
f= qugj +7r+h.
j=1
Para confirmar, iniciaremos com h = f,r = 0 e ¢; = 0 para todo
1=1,...,8, e note que assim a afirmagao é verdadeira.

Caso exista i € {1,...,s} tal que ml(g;) | ml(h), entao

redefinimos 1) 1h)
t t
e h por g
t1(g:) t1(g:)

i Por q; +
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e assim teremos

3> v (wor gy ) o (- ) -

i=1j#i

qugj-f—r—i—h:f.

j=1
Caso contrario, iremos redefinir r por r + tl(h), h por h — tl(h) e
assim teremos

i:qjgj + (r+tl(h)) + (h —tl(h)) = iqjgj +r+h=f

j=1
Assim, a equacao
S
f= Z gjg; +r+h
j=1
se verifica em todos os passos do procedimento feito. Como o al-

goritmo se finaliza com h = 0, apdés um ntmero finito de etapas
teremos s
f= Z qig; + 7.
j=1
Perceba que com todas as instrugoes do procedimento visto acima,
¢ facil ver que ml(g;) { m para todo m € M(r) etodo j =1,...,s, e
isso prova o teorema. |

Exemplo 4.1.1. Considere os polinémios
f=2’ +* +2°+9°, g1 =x+y, g2 =2y -z € Rlz,y).

Primeiramente vamos ordenar os monoémios seguindo a ordem lexi-
cografica, em seguida efetuaremos a divisao de f por g; e go respec-
tivamente.

f=2 2’ vy’ + ' =wty, g =2y .
Chamando f = hq, perceba que ml(gy) | ml(hq), assim

2 +ayd 4y P Tty
TY —

7wy Q=1

hy =ay® —zy +y? 4y
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O ml(g1) continua dividindo ml(hs), entao

P +a:y3 +y3 +y2 Tty
Ty — X
P -y an=z+y
P o~y Y+
—z -y
4

hs=—zy —y* +y° +y°

Ainda conseguimos fazer a divisdo do ml(hsz) pelo ml(g)

27 +xy3 +y3 +y2 Tty
TY —
—1? —ay n=x+y—y

2"~y 4yt 4y
793"!7{ -y

P D

hy=—y* +y3 +24°

Perceba que ml(g1) t+ m, e ml(gs) 1 m, onde m € M(hy). Entao
—y* + 3 + 242 vai contribuir para o nosso resto.

el +ay® 4y +y? Tty
Ty —x

~t7  —xy p=z+y°—y
M —xy +y°  +y? g2 =0

—azy® —y r=—yt+y°+ 2>
—ay -yt P+
F2y 4y’
—7* 5 £277

Logo, pelo teorema da pseudo divisdo, podemos reescrever f sendo

f=qo+aqg+r

f=(@+y) - (+y>—y)+ ((zy —2) - (0) + (—y* +v° +2¢°).

Agora vamos inverter a ordem dos divisores, ou seja, vamos dividir
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f por g2 e g1 respectivamente.

x +17y3 +y3 +y2 TY —
T+
P Y a=y+y
2wy P p=x
—a® tay? r=y’+y?
2 el Yy 4y
7@"?‘{ p=a1
P

Veja que f pode ser reescrito sendo

f=qa9+qgp+r

=P +y) (wy—2)+ () (z+9) + @ +9°).

Vamos realizar a divisdo de f por g; e go respectivamente, usando
a ordem lexicografica graduada. Ordenando nossos monémios na
ordem lexicogréfica graduada temos:

f=a’ +y° +2° + 4y, 1 =x +y, 90 = wy — .
Iremos dividir f por g1 e go respectivamente.

27 P a2 4y? T4y
Ty — T
—y =y +r—y
—7° P 27 +y? g2 =0
P r=—yt+ 1>+ 22
=27 +y°
2y +y?

2y2

4

Assim, f pode ser reescrito sendo

f=(@+z—y) (@+y)+ 0 (xzy—2)+ (—y* +v° + 2.
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Agora, vamos dividir f por g e g1 respectivamente.

2 P 2?4y Ty —
T+y
797’175( +zy? a=vy+y
o+ a2 +y? Q=1
e’ tay r=y’+y’
A T T
—17 —ay
e

O polinémio f pode ser reescrito como:

f=qoa +qg+r
= +y) (@y—2)+ () (z+y) + @ +v°)

Note que, pelo Exemplo 4.1.1 vimos claramente que f pode
ser reescrito de diferentes maneiras usando o algoritmo da pseudo
divisao. Perceba que uma das maiores diferencas deste algoritmo
para os algoritmos demonstrados em 2.6 e 3.2, além de possibilitar a
divisao por n divisores, é que neste algoritmo nao podemos garantir
a unicidade dos quocientes e nem do resto. Vejamos outro exemplo.

Exemplo 4.1.2. Considere os polinomios
f=a?=2y—zy’+y'+aoy+yi o, 00 = v¥ -2, 90 = 2y—y € Rz, y).

Primeiramente vamos ordenar os mon6émios seguindo a ordem lexi-
cografica, em seguida efetuaremos a divisao de f por g; e gs respec-
tivamente. Seja

f=-2y+2® oy taytrtytg=2—y 2=y —y.
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—a%y + 2 —xy? +ay + o+ oyt T —y?
Ty —y

+77 — g @ =-ry+r—yP+y+1
%—$y3—}/ijz+my+x+y4 q =0

7+ g r=—y>+yt+y> +4°
%f—k:vy—km—i—y‘l

Logo, f pode ser reescrito como
f = ((@—zy+1-y’+y)-(z—y*))+(0-(zy—y)+ (=4 +y" +y°+25°).

Agora, vamos inverter os divisores, ou seja vamos dividir f por g; e
g1 respectivamente.

—&%y +a? —xy® ey +z 4yt +y? Ty — vy
T —y
+a%y —ay Q=
17 —a? +r Ayt 4y @p=z+1
7 tai’ r=yt+ 2y
%
T

Assim, f pode ser reescrito sendo
f=(a) (xy—y) +((z+1)- (x—y*) + (" +2°).

Note que ao inverter a ordem dos divisores, o nosso resultado tam-
bém foi alterado, agora vamos usar a ordem lexicografica graduada
e ver o que acontece com o nosso resultado. Seja

f=y'—2Yy—a®+2% vtay+ P+ 2,01 = —y’ + 2,90 = Yy — Y,
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vamos efetuar a divisdo de f por g; e go respectivamente.

¥ 2ty a2 dwy P o —y?+a
Ty —Y

=" jﬂ"y/j a=-y -1
;zgﬂ +a?  tay +y* +w G2 = —=x
j;xzﬂ —af r=x2+2x

2 P 4
=9tz
2T

Entao, f pode ser reescrito sendo

F=((=y" =1 (¢ +2) + ((-2) - (2y = ) + (27 + 22).

Agora, vamos alterar as ordens dos divisores ou seja, vamos dividir
f por g2 e g1 respectivamente.

y‘*/ —x%y %j{ +2? 4zy +yP 4o Ty —y
-y 4w

=y i
=27y it pxg Yt ¢ =—y"—1
j;xzﬁ =41 r =2+ 2
Pl }jz +x
=77  +tx

2

Logo, f pode ser reescrito sendo
f=(=2) - (zy—y) + (—y* = 1) - (=" + 2)) + (¢ + 22).

Perceba que nada se alterou quando foram invertido os divisores
usando a ordem lexicografica graduada.

Exemplo 4.1.3. Considere os polinémios
f=a"+tay+a’y—az,q1 =y +ry.go=—z+aeRzy,zl.

Vamos ordenar os polindmios na ordem lexicogrifica graduada e
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fazer a divisdo de f por g e go, respectivamente.

% +2? fay —wxz xy +y
xr—Zz

793257@"? Q=
ﬂ;z =xZ 2 =
77 4zz r=20

Assim, f pode ser reescrito sendo
f=(=) (y+y)+ () (z—-2)+0.

Agora usando a mesma ordem vamos dividir f por g e g1 respecti-

vamente

%—l—xQ—l—Iy—mz xr—z
Ty +y
79725‘5‘3@2 G =Ty +Tr+y+yz
,az/j—i-xy—l—myzzef q =0
%@z%f r:yz2+yz
2+ xyz
@y +yz
Ty + Yz
=Yz +y2°

Entao, f pode ser reescrito sendo
F=(y+a+y+yz) (z—2)+ 0 (ay+y) +y2” +yz

4.1.1 Ideais em polindémios em varias variaveis

O algoritmo da pseudo divisdo é aplicado na teoria de ide-
ais em anel de polindmios em varias varidveis. Para tanto, daremos
uma breve introdugao desta teoria para que possamos entender sua
aplicabilidade.

Definigao 4.1. Seja (A, +, X) um anel. Dizemos que um subcon-
junto nao vazio I C A é um ideal se:
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i) f — g € I para quaisquer f,g € I.
ii) hx f €I paratodo f € I etodo h € A.

Perceba que um ideal I é fechado para subtracao, enquanto
a regra para a multiplicacao é mais exigente, pois o produto de um
elemento qualquer do anel A por um de I deve ainda ser um elemento
de I. Isso se deve ao fato de que a teoria de ideais “enxuga” todo um
conjunto o fazendo ser reescrito por um tnico gerador.

Proposigao 4.2. Seja A um anel e I um ideal de A, entdo

Z) OAEI,

ii) Se um elemento invertivel de A pertence a I, entdo I = A.

Demonstragao. 1) Considere f € I, assim f — f = 04. Logo, 0p €
1.

ii) Suponha que exista i € A um elemento invertivel tal que i € I.
Considere a € A, logo
a=axly=axit!xi.

Note que a x i~' € A ei € I, pois I é um ideal de A. Portanto,
A=1.

Considere A um anel e sejam aq,...,a, € A. O conjunto

(a1, ...,an) ={a1q1+ -+ anGn | @1y -, qn € A}
¢ um ideal de A, chamado de ideal gerado por aq,...,a,.

De fato, considere I = {(aj,...,a,) e f,g € I. Assim, exis-
tem qq,...,q, € A tais que

f:q1a1+"'+Qnan
e existem hq,...,h, € A tais que

g =hiar + -+ hngn.



4.1. O algoritmo da pseudo divisao 67

Logo,
f_g: (ql _hl)a1+"'+(Qn_hn)ana
e como h; —q; € A paratodoi=1,...,n, segue que f —g € I.
Agora dado h € A, temos

h-g=(hg)as + -+ (hgy)an,

como hg; € A para todo ¢ = 1,...,n, entdo h - g € I. Portanto
(ay,...,a,) ¢ um ideal de A.

Apresentados esses conceitos de ideais em um anel A, va-
mos considerar agora que o anel A é o anel de polindmios em varias

variaveis K[z1, ..., z,] e o ideal (g1,...,9s) gerado pelos polindémios
gi € K[z1, ..., x,]. Queremos saber se dado f € K[z, ..., z,] ele per-
tence ao ideal (g1,...,9s), isto &, existem qi1,...,qs € K[z1, ..., Zy]
tais que

f=agi+ - +4s9s.
O algoritmo da pseudo divisdo pode nos ajudar com esse fato, desde

que, o resto da pseudo divisao de f por g1,...,gs seja zero.

Observe no Exemplo 4.1.3 que se aplicarmos o algoritmo da
pseudo divisao de f por g1 = zy +y e go = & — z nesta ordem,
obtemos r = 0, com isso podemos garantir que

felzy+y,x—2) = (91,92

No entanto, se aplicarmos o algoritmo de f por g» e g1 invertendo a
ordem dos quocientes, obtemos r # 0 e assim nao se pode garantir
que

[ —zey+y)

utilizando o algoritmo, mas sabemos que f € (zy + y,x — z).






5 CONSIDERACOES FINAIS

Esta monografia possibilitou conhecer os conceitos de anel
de polinémios em vérias variaveis, ordens monomiais e os seus algorit-
mos de divisao de polindmios que nao sao abordados nas disciplinas
da graduagao em Licenciatura em Matematica, além de responder a
principal pergunta: “quando um ou mais polinémios nao nulos divide
outro?”.

Além disso, em teoria de ideais em K|z, ..., z,], 0 algoritmo
da pseudo divisao nao pode ser usado, em geral, para verificar se um
dado f € K[zy,...,x,] pertence ou ndo a um ideal gerado por G =
{91,-..,9s}. Para acabar com esse problema ¢é necessario estudar os
conceitos de bases de Grobner e determinar um conjunto gerador
J ={hy,...,hi} de G que independente da ordem de escolha dos
quocientes h;s, no algoritmo da pseudo divisao, o resto nao vai se
alterar. Neste caso, {h1,...,h;} é chamado de base de Grobner do
ideal gerado por G. Assim ao aplicar o algoritmo da pseudo divisao
de f € K[z, ...,x,] por hy,..., hg, entdo 7 = 0 se, e somente se,

fela).
Portanto, esse trabalho serve como referéncia para se iniciar
um estudo sobre as bases de Grobner.
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