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52 CONGRESSO BRASILEIRO DO ENSINO DA MATEMATICA

1. Local e Comissdo Organizadora

@

0 59 Congresso Brasileiro do Ensino da Mate-
matica teve lugar no magnlflco campus do Centro Técni
co de Aeronautlca, em Sao José dos Campos, Estado de
Sao Paulo, no periodo de 10 a 15 de janeiro de 1966.

A organizacao do Congresso ficou a cargo do
Grupo de Estudos do Ensino da Matematica - GEEM — ten
do sido 1nst1tu1da a seguinte Comissao Organizadora;

Alfredo Pereira Gomes
Alcides Boscolo
Alésio de Caroli
Benedito Castrucci
Irineu Bicudo
Leonidas Hegenberg
Lucilia Bechara
L.H.Jacy Monteiro
Osvaldo Sangiorgi
Renate G.Watanabe

A coordenacdg geral ficou a cargo do Prof,
Osvaldo Sangiorgi, funcao essa recebida pelo plenario
do 49 Congresso Brasileiro de Ensino da Matematlca, -
que se realizara em Belém, Para, 1962.

Das primeiras resolugoes da Comissao Organi-
zadora constou a nomeacao de Delegados dp GEEM junto
aos diversos Estados. Participaram do Conclave como
Delegados os seguintes professores:

Kleber Cruz Marques - Paraiba

Martha Souza Dantas - Bahia
RobertoPeixoto - Guanabara

Doris Ferraz de Aragon - Rio de Janeiro
Aristides Camargos Barreto - Minas Gerais
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Teoria dos Conjun
tos
Prof. B. Castrucci

(auditorio)

Loégica Matematica

Prof.0. Sangiorgi !

(auditorio)

% 10h 20m

'Matematica Apli-
' cada
iProf.Ruy M.Barbo
' sa

i (auditorio)

Tratamento Moder-
no da Geometria
Analitica

Prof. A.Rodrigues
(sala 2201)

Introdugao a Alge
bra Moderna &

Prof. I.Bicudo
(sala 2201)

EGeometria - Tra-
| tamento Moderno

IProf. 0O.Catunda
(sala 2201)

Introducdo a Ana-
lise

Prof.L.Mauro Ro-
cha

(sala 2126)

Tecnicas Deduti-
vas

Prof. L.Hegenberg

(sala 2126)

Conferencias

(sala 2126)

0 resumo dos Cursos desenvolvidos consta da pagina 29.
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O Prof. Helmuth VBlker apresentou comunica-
¢ao especial sobre o desenvolvimento da Matematica Mo
derna na escola secundaria argentina.

Cumpre assinalar a compreensao e o alto es-
pirito de cooperagio dos participantes que comparece
ram ao Congresso,nao obstante o auxilio recebido +te—
nha sido, em geral, insuficiente para todas as despe-
sas - embora a precos razoabilissimos a que estiveram
sujeitos. O espirito de congrassamento revelado por
todos os congressistas nas horas de refeicoes e ou-
tras atividades em comum, incluindo a vivencia com
professares estrangeiros, se constituiu numa auténti-
ca afirmacdo da necessidade de reunides dessa nature
za, onde professores de MatemiAtica de toédas as partes
do Brasil poderao trocar idéias acerca dos grandes
problemas educacionais deste e de outros paises.

4, Aulas-demonstracao

A 15h 30m, diariamente, de acdrdo com o ca-
lendario didatico do Congresso, realizaram-se aulas -
demonstragio de niveis ginasial e colegial. As aulas
foram as seguintes:

Gindsio: Prof. Luiz Barco - "Conjuntos"
Prof. Camile A.S.Rambaud - "Sistemas de Nume-
racao"

Prof. Scipione Di Pierro Neto - "Geometria"

Colégio: Prof. Douglas P.Bellomo - "RelagGes e func¢des"

Prof. Luiz Osvaldo Teixeira da Silva -"Prin-

cipios da Multipla Escalha

Prof. Ruy M.Barbosa - "Combinatdéria e Proba-
bilidade"

0 resumo de algumas aulas desenvolvidas consta da pa-
gina 35.
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a) Um Método para se obter a Regra de Cramer
b) Planejamento de um Curso de Geometria com Bare
em Nocoes Vetoriais - Prof. Antonio Rodrigues -
Rio Grande do Sul.

Programa Experimental para as duas Primeiras Series
Ginasiais - Prof. Osny Dacol - Parana.

Determinantes com base numa Defini¢do Recorrente -
Prof. Antonio Espada Filho - Sao Paulo

Uma Experiencia de Geometria no Ginasio - Prof.Lu-
cilia Bechara - Sao Paulo.

Verificacao de Aprendizagem - Prof, Genesio C.Frei
tas - Parana. i,

Curso de Atualizacdo de Professores - Prof. Osny
Dacol - Parana.

Inducao e Intuigdo - Prof. Luiz Oswaldo T.da Silva
Rio de Janeiro.

Limites - Prof. Aristides Camargos Barreto - Minas
Gerais.

Teoria das Rotagoes - Antonio Marmo - S.Paulo.

Uma Experiéncia na 12 Serie Ginasial - Prof. Mar-
tha S.Dantas - Bahia.

Um Método Numérico de Extrac¢do da Raiz Quadrada -
Prof. Luiz Barco - Sao Paulo.

Interpretaciao dos Textos do S.M.S.G. - Prof. 17 B
fayette de Morais - Sao Paulo.

0 resumo de algumas comunicagoes consta na pagina 137,
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A tarde, visita ao Reator Nuclear e Computa-
dor Eletronico do ITA bem como ao Tunel Aerodinamico e
as Instalacoes da Comissao Nacional de Atividades Es-
paciais.

A noite, no Clube dos Oficiais do CTA,reuniao
social dansante com cocktail oferecido pela Prefeitura
Municipal de S.Jose dos Campos.

dia 13 - 52 feira

Xs 20h, no Auditorio Geral, extraordinaria e-
xibicao do Teatro Arena com a pega "Arena conta Zumbi"!
Esse espetdculo de arte constituiu uma colaboragdo da
Sectetaria do Governo do Estado de S.Paulo ao Congres-

50.

dia 14 - 62 feira

Jantar de Congracamento do 52 Congresso Bra-
sileiro do Ensino da Matematica oferecido pelo Excelen
tissimo Senhor Prefeito de Sao Jose dos Campos, Dr.Jo-
sé Marcondes Pereira, na Cantina Bela Veneza - Via Du-
tra - com sorteio de brindes oferecidos por grandes
industrias do Vale do Paraiba.

10. Sede do Proximo Congresso

Foi eleita como sede do 62 Congresso Brasilei
ro do Ensino da Matematica, o Estado da Paraiba, sendo
seu coordenador geral o Prof. Kleber Cruz Marques da
Universidade Federal da Paraiba. :
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I1 - SESSAO DE ABERTURA

SESSX0 DE ENCERRAMENTO




Saudagdo aos Congressistas pelo Cel. Aviador Newton Vassalo da Silva, presidente da Mesa




Registro das principais atividades oficiais do Con-

gresso

1. Sessao Solene Inaugural

A Sessao Solene Inaugural teve lugar no dia

10 de janciro de 1966 as 20h, no Auditério do Centro
Tecnico de Aerondutica, com a presenga de 300 Congres

Slstag;, tendo a mesa dir‘etOI‘a a Seguinte compOSI(;aO.

respondendo
ntando no ato
Aeronautica;

CorOne% Aviador Newton Vassalo da Silva,
Pela.DIPEtOPia Geral do C.T.A. e represe
o BrlgaﬂEiro Eduardo Gomes, Ministro da

Professor o Reitor do Institu-

Cha “ ; nific
P Teehol s rles Kunzi, mag

gico da Aeronautica;

Professor Paule Nathanael Pereira de Souza, represen-
Professur Marshall Stone, Presidente do Cqmite Intera
Mericano de Rducacio Matematicaj
grofessor George Papy, Presidente do Centro Belga de
edagogia da Matemdtica;

Professor Hector Merklen, reppesentando o PIMEC - Uru

Buai ;
P?Q?eggor Helmuth VBlker do Setor de Matematica do
lnistério de Educacao da Argentina; '

Profeﬂsor Roberto Peixoto, coordenador geral dof g%
ONgresso Brasileiro do Ensino da Matematica (Rio de
AaneiPD) e representando no ato o Professor gildaa;a
Mado, Diretor do Ensino Secundario do Ministerio de

ducacio o Cultura;
Professsra Martha Maria Souza Dantas, cooréenad°”a a0
tica (Sal-

kS Congresso Brasileiro do Ensino da Matema
Vador, Bahia);
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"Por delegagido do plenario do 42 Congresso
Brasileiro do Lnsino da Matemdatica - que teve lugar na
magnifica cidade de Belém - coube-nos a insigne honra
de ser o Coordenador Geral do 590 Congresso que, neste
instante, ganha luz neste extraordinario campus do
Centro Técnico de Aeronautica.

Esta € a razao - carissimos colegas de todo
o Brasil e ilustrissimos professores estrangeiros,que
nos honram com suas excelsas presengas - de eu vos es
tar agora falando na abertura déste Conclave que, le-
gitimamente, representa a maxima assembléia consultie
va de professores secundarios e universitarios de Ma-
tematica do nosso pais. :

: .Desde 1955, quando da realizacdo do 19 Con-
gresso Brasileiro do Ensino da Matematica, nascido do
idealismo de nossos colegas baianos, onde se destaca
a figura da Profa. Martha de Sousa Dantas, sua Secre-
taria, ganhou o Brasil novas oportunidades para que
em cada dois ou tres anos, houvesse um encontro de am
bito nacional de seus professores de Matematica,a fipm
de que os problemas pertinentes ao ensino da Matemati
ca fossem discutidos amplamente, com maior profundida

de, num pais de gimensﬁes continentais. Foram assim
realizados, com exito sempre crescente, os Congreg-
sos de Porto Alegre, coordenado Pela Profa. Martha
Blauth Menezes; do Rio de Janeiro, coordenado pelo

Prof. Roberto Peixoto e o de Belém, em 1962, coordena
do pelo Coronel Prof. Jorge Barbosa. i

Eis-nos, enfim, na abertura do Congresso que
Sao Paulo se ufana em ser sede, numa fase enm que o pro
gresso ultra-rapido de nossa civilizacao ¢ impulsiona
do, em primeiro lugar pela extraordinaria evolucao da
técnica. Ninguém desconhece que os homens de ciénecia
sairam de seu isolamento e se encontraram. Sublime
encontro esse em que  os homens de ciencia dao curso a
vida moderna de hoje onde, respeitada a liberdade ine-
telectual de cada um, produzem em equipes, resultados
gue honram o racional.

Sendo a cultura, de um modo geral,funcao di-
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na Escola Secundaria; articulacoes com o Ensino Prima
rio e com o Ensino Universitario", aparentemente res-
trito, visa a dar aos nossos trabalhos maior concen =~

tracao de estudos, bem como atender com enfase aos
reclamos de estudos encetados em Congressos anterio =
res. Estaremos, dessa maneira, fundamentalmente de

acordo, com a realidade que participa atualmente de
todos os Congressos Internacionais. de Ensino da Mate-

' = ~ L4 . . - ™
matica, onde a concepgao basica da rainha das cien-

cias ¢ lastreada nos progressos da nova Logica e a
sua caracterizagao e feita por sistemas que possuem
determinadas estruturas. =

Parece até paradoxal o fato de que, quanto
mais a Matematica e elevada a um tao grande grau de
abstracao. nos centros de pesquisa, as suas. aplica-
coes, em todos os dominios, tenham se multiplicade ca
da vez mais e se proliferado de maneira tao extracrdi
naria em todos os campos da atividade humana, que um
novo mundo de pensamentos e de aplicagoes fica aberto
para todos nos! :

_ Longe de ser paradoxal, essa soberba conjun-
950 de correntes aparentemente opostas em seu desen -
volvimentoy pode ser considerada justamente como o si
nal evidente de uma verdade essencial acerca da Mate-
mitica a ser ensinada aos nossos alunos.

Companheiros congressistas:
permiti que encerremos estas consideragoes, trazendo
para esta magna Assembléia o espirito das palavras pro -
feridas pelo emimente Prof. Papaioannou, no discursg
de abertura da Reuniao Internacional -de Novos Méetodos
do Ensino da Matematica, realizada em—Itenas, em 1963
da qual participaram eminentes matematicos:

SEJAM BEM VINDOS A NOSSA PATRIA GRECIA QUE £
TAMBEM A VOSSA PATRIA E A PATRIA DE TODOS 0S
MATEMATICOS DO MUNDO, POIS FOI AQUI QUE ELA
FLORESCEU PELA PRIMEIRA VEZ !

Estas palavras, acreditamos, podem ser per-
feitamente papafreseadds, ajustando-se ao moderno canp
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Deixastes vossas terras,
0 quente confodrto de casa,
As horas que sio da familia
I viestes aqui estudar
A melhora do ensino.
Sois assim a confiangal’
E porisso o GEEM vos sauda.
O GEEM vos satda por esse gesto,
Gesto que é abandono ao'descanso,
esperanga ressurgida,
fogo sempre a arder,
carinho e amor,
¢ ni e e paz, .
Gonte g;ghgéc mﬁgs espalmadas que se dao

E é flor aberta no coracao.

Usaram ainda da palavra: o prof. Raul Schwin
den, saudang

© em nome da Assembléia do Estado dg Sao
Paulo ¢ 50 Congresso Brasileiro do Englpo da Matematl
€ e augurand, votos para completo exito no seu desen
rular; so e Martha Sousa

98 professores Geraldo Cardo )
Dantas, €m nome dog CongreSSiStaS e os professores
Marshalj Stone, Hector Merklen e George Papy que trou

Ses e das entidades internacionais
queﬂrepresentam 4 saudacao aos congressistas e votos

tériu do C.T%lh do dia 15 de

Janeiro de 1966, no Audi
do 50 Congp A Tealizou-se a Sessio de Encerramento
Compopg ‘a 222: Brasileiro do
Silva,

Ensino da Matemitica,

<. ° Corone} Aviador Newton Vassalo da
Kunzj o Magnig; .,
Unzj

Reitor go ITA, Professor
ito Castrucec
angiorgi,

Charles

i do GEEM de S.Pau-
Coordenador Geral,
A Cerim'\ s £

ccumprimentoquéa foi ap

A OngrEgso Bl‘as‘

"8 efetuaq, en ai%i

erta
Tesponga
1ro do

Pelo Coronel Vassalo
veis pela realizacdo do

; Ensino da Matematica +todg
Divel e congratulou-se em

nome
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AV
do C.T.A. com todos os participantes do concla

0 Professor Castrucci féz um resumo de
48 atividades vividas intensamente durante 2 las
ressaltando alguns resultados apresentados pgticipa
versas Comissoes e destacando a brilhante paleir

g in
colaboraram num Congresso Brasileiro de Ensi
tematica,

todas

semand,
di-

z

; a ve
-~ ~1m

€20 de professores estrangeiros que pela prt o da Ma-

i . > Pro i
Em nome de Associacao Nacional de Niterol

Tes e Pesquisadores de Matemitica (ANPPM) de AT
USou da palavra a Professora Doris Ferraz decon
que ressaltou alguns aspectos positivos do : onais
° & importincia que tem para reunides educacl por
S especie a existéncia de Grupos de BstudoS:

Porecionarem $timag concentracgoes de valores:

agon

Por votacio realizada em plendrio €
d: 2910 ?r?f' Jaigo Bezerra, foi eleita P?ri B
mitizaprox%m° Congresso Brasileiro do Enslga paral
tendg sé Cidade de Joao Pessoa, no Estadoo rof - .
ber Cruldo lomeado seu coordenador geral Ma temé
ca dg Uz-MarqgeS1 diretor do Instituto de
Dlversidade de Baread ot

A segui istas
's em no Congress
da Pala?ra: ] nome dos g

tulou-_ge cr Roberto Peixoto, da GuanébRTZ' o Cop
80 Bragij irg 3 Tesponsiveis pelo exito ¢O co

cela ge Sglrﬂ do Ensino da Matematica, queimento
Congre 20 Paunlo, gava excelente prossest™T y gre:
: S8os Ja realizados ep Salvador, porto

1o e Belém;

gres®

0

-

1slativa do Es
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eia

-

den, da Assembl

1w
A

pelo deputado Prof. Raul Sech

Saudacgdo aos congressistas

o de Sdo Pa




alegria
Tocastes

27

. fe ]

mal
ricada na luta contra o fere aval,
= e
Da estagnaqao‘ ) " gque ao bem con
0is g fortaleza inexpugnavel, q
De Coragag!
Somog barco g havegar,
Soig busso}

4 a nortear. . )
cia,

des alpa @ corpo da.c§igia.
i v

’ agrudeC1dos, tal :}

Ouvimos VOsSso canto de alerta,

Soandg 5 reunir,

Pelo ¢p u

Siagmg que desperta
Em tarefa 1 =2

lerculea de unir. .

iy Filg hahituados a doces vozes,
Foi por tanty atengao que merecemos,
No mejg férias, ' "
Larggat : também, as ferias no m
Deixameg a pegca, a caga,
Sentimos. Porep, fibra de raca ‘
Deixamos O contatg Suave da areia,

~algada do mar '
? ©M nossa vida, na veia
do despertap,
Deixamog

; im, aquij estudar
melhora ° ensing
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RESUMO pos CURSOS

1. Teoria dos Conjuntos

ito Castrucci
Professor Benedi

a juntos. Con -
1. Conjuntos, conceito e notacgdo. Subco?g?z_
junto das partes. Conjuntos espec
ia i ecgao,di
2, Operacgdes entre conjuntos: reuniao, lnt;;iprged; 1
ferencga, Complementaqao. Diagramas.
des das operacgodes,
o i roprieda
3. Produto Cartesiano, Relacoes: conceitos, p P a
des. Composicao.
0 i i : i oes.
4. Aplicagdes: ¢onceito. Tipos de aplicaco
0 i incipais es -
5. 0pera9093; Conceito, bPropriedades. Princip
truturas.
2.

Logica Matematicgy

Professop Osvaldo Sangiorgi
———=30or Osvaldo |

1, Introduqao 20 caleule Proposicional. Proposigao.
_ €Signagag, Fungdo Proposicional.
2.

OPeracges . simbo]

g - - S
0s lOgicos:‘negagau, conectivo
5 quantificadores.
3. T4

Tautologia
B Vgsla‘ bolos logicos condicional e bicondicio-
a
5. elacyeg _ WAL %
Glca i i a equivalencia.
Priedadeg, °° 1imMPlicacdo e q
6 .
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QonvexOB
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Alguna resultados-. Exemp

- Gos :
xemplﬂa. Eﬁpagos VetorlaiS;

uel j : iona
8 afin;(?ianos tridimensl

r .e”
exemplos.- i85 °
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1=
no%" e
des

g ey
Taleyy? Qme ., regaclﬂl a partir das

Vetor, Propried? pro” p
larismou Alguns de
de uma reta €

,ial 66/
A7 s Um esgpaco vetmn1 ﬂw
furma ~ MACoeg afins, © A];gg
G0 g adaB- .07 ,p
¢ coordenad? rme 5 p#
nteg: transfo em?
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lﬂEEEQHgﬁo a Algebra Moderna
Eﬁﬂiﬁﬁggy Irineu Bicudo
0 objetivo do Curso de Algebra Moderna era f%xar
UMa linguagem basica para a Matematica. Tendo isso
em vista, foram desenvolvidos os seguintes topicos:
1. Conjuntos: operagdes entre conjuntos
2. Relagdes: relagoes de equivaléncia e de ordem
S. Funcdes
40

Estruturag algébricas:

(a) Monoide, (b) Grupos,
c) Aneis,

(d) Corpos.

Geometria - Tratamento
PPOfeSsor Omar Catunda

Moderno

RePresentagﬁo dos numeros na reta,

Soma ge Numeros reais.
de Vetoreg,
Slm@?ria- Composicao de simetrias. Composigdo de
Blmetria cop translagao. Grupo das isometrias.
Homotetias.

¢ C°mposigﬁo de homotetia com transla-
ao,

ordenacao.

Vetores. Translacao. Soma

ExePCicios.

In

;‘ﬁrﬂdugﬁo a Analige
rof :
hﬁhJﬁﬁﬂﬂ;Lgig_Mauro Rocha

lomg Conceitos primitivos.
Temag = de adicio multiplicagao, alguns teo-
de, =~ “Xlomas ge ordem

. Axioma de continuida-
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eometria -
Pierro Netto
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SISTEMAS DR

NUMERA?EO

Camilo Antonio Solanag Rambaug

da Matematieca Mode

r'na, espe-
¢am a se g

brir ag novas intelj

0 alu
me s -
. a . Devo,

desde o Comego g ir-se atrajde por

esta ciencig subl j seu progresso, desper
U intimo o desejo de eriar algo pyg. As

Noss modo
Suficienteg
mesmog
» Sud aplieg._

O 0 seu in-
e de lazer A4S  horag

Nao j
riag Ocupar myj
Cessos
etc

el nesgty Aula eggotap um tema gue Pode
tas hora@ €Xaminang, diferenteg Pro-
e eScritura, tabuag operatérias, Operagoeg
c-+ 0 mey tema ¢.
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0
Vou representar no quadro negro,

cada galpio Por uma figura
assim:

cada megy Por uma figura

assim; r\\

doce Por upa figura

+

exr”
. y nda e P

. gunty Agora You fazep i desenho da faze

: T 2 qualgyey un '

O que havia na mesma.

o
s ggceo0

[
" o0 seo0al

g?-"
™ ~._ ual]tla'
Quantag Vi Tt dos galpsese .. oed
sas : e g
i 1 a P &
H °0 cada mega? ... 70
V12 a1, trayey, me 48
QUantog doce b

°Ta dag nesasg?eco e
fada travegsa?

a8 travesaas?,.
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a rtematica as
Podemos dar uma representagao ma
respostas dadas a essas perguntas.

Gb blf. Tf- Df'

i a 1
Havia um B21lPA6 ceouwieoinan R

i P 1
Havia upmg mesa fora dos galpoes..

3 %

Havia ypg travessa fora das mesas. .
Havjga um doce fora das travessas.
E, em cada galpio havia tres me-
S88 e em cada mesa tres traves
Sag e

€m cada travessa tres do-

Qesz VOu escrever a palavra tres ) ] e
aSS:Lm""!on-....o-..-.--a..o-n1 re
lllltrés

Ou

—L05 exemplog

G ME. pe.

Df .
ok 3 1 0 2 2102, -
- b " . 9 4323(:111(:0
) s 2 1 2 3212 tro

a e i i oes uma
Mesa ¢ Primeirg Xemplo havia dois galpoes,

ora dog -
m't’-‘sas gﬂlpt)es‘

as
nao havia travessas fora d

~ € havjg doig

8alpj doce

8 fora das Eravessas. Emecag;
Cada tres Mesas, em ecada mesa tres travessas
travessa treg doces, I
Mesq © Segundo exemplo havia quatro ga ﬁas X s
s oar dos 8alpoes, duas travessas forada sy
Sing trés doces fora dag travessas. Em ca S
tra oSas, e cada mesa cinco travessas e em
Clnecg doces, . :
megaﬂ £ No terceirg e€xemplo havia tres galpdes, duas
Ui o OPn os

0 as e
do ¢ 8alpoes, uma travessa fora das mes
quatro mea forg d

avia
a8 travessas. Em cada galpao hav
E& ] Bm

a
€ada mesa quatro travessas e em cad
4 Watre doces,
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Nossa ¢
aze

n-
~ o Nela ©

: agora nao tem galpao.

Seguinta:

seig
* s agq o0 aa0as
ht 0
0 Que
Co g hg
te L dlferen :Sestamos fazendo é entrar 23
: m .
bage merafzao. ilstemas de contar, chixteﬂr’ s’
Isten, L21aVra egcerita por e a0 25 p
i 40 importante qu stevs " v2
€ as mesas, ela ejé naoﬂtg
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di cad?
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i8
05 5 56
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Ocax JUe pg
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Comecapg meran
' A8gipn, - famos enu
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; . a
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., Podemos usar qualquer numero como base e con
tar dualquer quantia em bases diferentes. Nés estamos
acostumagqg

08 mais frequdentemente ao sistema dec1ma1,a§
Sim chapado POT ser a sua base o numero dez.

Seja o numero:
5384

0 fato de nao escrever a sua direita
quer palg

qual-

vra indica que estamos usando a base deci—

mal: isto a'a base do sistema é dez. Fn cada galpao

ha gep Mesas, em cada mesa dez travessas e em cada

travegg, dez doces. Nesse numero estio representadags

Uatro unjgades de primeira ordem, oito unidades de

- Segungy ordem, trés unidades de terceira ordem, cinco
Unidaqeg

de quarta ordem.
galpoes,
fora dag

ora dog
To dogeg

Cinco galpoes, tres
oito travessas for
travessas.

mesas
a das mesas e qua

s SUu-
contados pelo pro

natural, e representemos cada ele=
uma cryy, Estabelecida uma.base para o sig
exemplo base sete, agruparemos
de tantos em tantos quantas se-
‘Unidadeg i

ndicadag Pela ‘base. No nosso caso de
1 Visgtg Ser a base sete.

ks T T Al I PSP B P,
et o oo+ + 4 + 4+
+ 4 + & S L 1 i .

5 + i i et

¥ £

A T
duag agﬁé S0 temog dois desenhos
e ﬂuceg{ . V°1tﬂnd0 20 caso da fa

+ + 4+
+ + +
+

+

diferentes, isto
zenda: travessas

ﬁ &
}sete

0
qnatro:

Se s
cﬂlhida nga

e L
i Em“.?“mﬂFo de elementos e a base es




= % + o+

Ly J+ +’ 1+ +' F

+ 3 Ef:} f":
i

-%jf.ﬁ:_ﬂ +

<.
.da

; or ¢ reoir®
deg mglei?- ®Mos trag desenhos diferentes: celr?
orden B °ll de segunga SHIAN & BE BAE

Mérq corréspondente e:
223 t

; qua ro
Uag Midageg e
¥ terceir, duas mesas

Midage, ordep fora 427

g o

Treg €gund, duas travessas mes2”

Uﬂldades .Ordem

tr2
A das
tres doces fora vessa’®

7

dens., Rgtq
ﬂcilmente.
fora

Vessasg sobr

f

Claro que

pode acontecer o seguinte:

Un unico

desenho e no entanto sgo tr@s.m or-
a pratica sera solucionada
Mesa com quatro travessas e
sobraram trav
aram doges.

¢ mimers e looquatru

dificnldade com
Ha uma dnijeca s (s b
da mesa nio essas, nem fora das t a

Quero chamar a

atencao ainda para'um fato
Interessante . Foram atg aqui escritos os nimeros:
11 x X
lltres 1233913 llzltres
210 n
2tres 5384 looquatro
4323
cinco o O
3212 o
quatro 2"'squatr{)
ca ¢ 0 Farismo qQue indica a bage do sistema nun
lgura g, Nume rg Sera, Portanto, errado escrever:
3254
cinco

0 érra
Comet ; : .
Metido Seria gg Seguinte espécie:




sobraram cinco trav
vVessas formam mais
esa. Nao sobraram t

essas;

uma mesa. Logo so-
ravessas e

Porem cineo tra
broy mais uma m

+ 4+
+ 4

Sobraram quatro doces.

0 certo seria:

3304

cinco
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. A .
Sentidy 4 gora ¢ Que po

0
~dell
demo erdade
0 S compreender o v .
Haviamog o Seja bage
0

A ragﬂo
€Serjt de up Slstema de nume

3254
Sen, et Cinco
Orem i~
Zer : a : a1
"“1idade “lneg Hnizeddo Slstema, Cinco, isto quer pmé
dageg ee ey imediate Ualquer orgem formﬂmo 17
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doj BNt e " Tormay i idade i to
S e cf Sim Mals uma unic seri
% A8samqg ¢ (Erradamente) estava €
' ®S¢rever trés e zmero
€rragq
3254 % _ certo
“inco 3304
- 8e cinco
u ﬂcrey,
€8ge .
Seng, 2384
ey dgq Seig

Op qual:
. *Ntde Tk Um u,-sels= Seis unidades d€ st
Pag a Y ey, . nldﬂde d :hediatad u€
e Sex Agn > Yirg, "¢ da ordem ime 1]
Ba i8 o

funt. °i8 uniq oito ué
r ades do bz q

<}
238 rrado
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2§ _
dg 2424
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Daqui a um més e oito di

navalj, Estamos contando:

as estaremos no car
trinta

r em qualquer base, com
imentos que temos Sobre numerac¢io decimal

se
ndo em base cinco, elimina

inhentos ete. Passaremos
erior a elas a unidade da ordem seguin-
Para contar em basge quatro,. faremos como

3 cinco, Cinquenta, qu

Um, dois, tres, dez, onze, doze, treze,

vinte ..,.... base quatro
Em bage Sete:
Um doig, tres, quatro, ¢inco, seis, dez, onze,
dOZe‘ treze

quatorze,quinze, dezesseis,
**ees... base sete

te. Podemﬁeste momento aparece uma questdo interessag_
vras o S usar ao contap em q?alquer_base as pala-
(base.__, Onze etec. oy prec1sar}amos d%zer um, Zero
0L G ) gm; um(b§se..u). Creio que isto =6 viria g
Prendisagen,

Acho neste
a
uma
mente
nidades d pri
ames admitir ng
. & ( eze., TeriamoS'que substitui-
Sim, dap COmMO jn¢ o contagem decimal);ﬁﬁhdemos, as--
530 posgapy 88 erpretaQ&D.que as.palavras da numera
d:d23éuﬁg 5 - eiif gigiegzame?te as ordens de unji-

& op 8llficar duag unidades

Desta Mane j pp, - 1 © sete Unidades ge Primeira ordem.
€1l eonty em ﬁﬁgirallza“dos torna-se mujig maig fa-
MOs qye limjtgqpn . Juer base, gem lecessidade de tepr-
Vocabulario Apenas para a contagem




decip,
al o ~
> ar ag =
= Cltagy d : Procesgg Complicado e cH(‘*bIlL:$
€ mujg, ia lPGS: ﬂois, sete, base... Para :u}d
versay) dizer; P y 1nt lgivcl e ]J!_’('l:.i,”,'tl)!!,'-icn unl
trey
en
tos ¢ Vinte 4 Quat di-
"0 em bage seis, do que B
gEry SYES:
4 L a'
a6k ufae
tivg - tro em D¢ =
i Simp] : 0 mo
Nugap “Sment seis. -
0s segu. L Cﬂstu Lar os
ldog 4 na e que temos de fal:

Parce]

Agus adog individuninuﬂlteﬂ
lho, . Aquj £i

e % Ca . q -~
ditg ~o digg T . ¢raba
ko Sohpa asiepﬁucu oS campo farto de  tr ser
€mg

0 que @inda poderia
numopaqﬁo.

RELACOES E FUNCOES

Douglas Peres Bellomo

PrEliminar

—==iminares

A convite do G.E.E.M.
demonstrngﬁo sobre Relaco

do que se t
tingueté.

preparou-se uma aula-
es e Fungoes, a semelhanca
€m desenvolvido no curso colegial en Guarg

A aula foi

Tico coy iniciacdo e

- <
ministrada a alunos do 19 Cienti-
m Teoria dos Conjuntos.

l: Qo ;
$ Nceit nln s
T————=x2 de Relacio
Com g Forﬂm, de inicio, eéscolhidas duag situacoes
halidage de didatizar a explicacao:
tral

UM conjunte de pessoas que via
ragij]
VQ]_e d &
o p

Ja pela Cen
. Om destino a up conjunto d
ar-alba .

e cidade dg

Mde g1 g 2% conjunto de numeros pr

imos e um outro
. S sag o
Conjunt, Multiplos dos element

E . X i
e = [Paula, Jose, Antonio, Marlo}
€ =[Guaratingueté,Taubaté,Sﬁo Jose}
Em ) Ee L
’i = {2,3,5,13)
5 L = 115,18, 20,49}
Mtameng
S om
Goes Papy as duos a%Unos fez-ge uma lista de Proposi-
"Payla Se o SltanGES, Como as abaixo:
i - ®Stina 3 Guaratiy AN
S é gueta

0]+ € outras do tipo
multlplﬁ de 3n .

T Soa—




50

By
as luzl
Ntencas para 1ntf“‘uﬂ -
abreviar a 1ing

0y _
trodyes S0ida’ 140 i
§20 dag B8 S00 Sl ion facilitou &
upla entradarﬁpreseﬂta - olica faci

: adro
onl ot o diagrama, em quad
g aflco cartesiano

ne
de
diagramas

b} x & maltiplo de ¥

I
ol
T ——
¢ : el \ - ) /
\\ n p\ . ; ______.--V/
\ a—— .
c Wi g __:__-—5-'?;/
8l 4l s | 18|20~
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W
e
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A seguir introduziu-se a no¢ao de senteng

abertas g, tipo:

"X se destina a y" para a situagdo a) onde x€P e yeC

2

"x & miltiple de y" para a situacio b) onde xEPitEYEM
Chamou-ge atencido para o problema do par ordenado
(XsY) e dos conjuntos de pares ordenados tais como

Sl o {(agg k] (d1s)1 (p,t)q (m'!g)]

S, = i(zo,z),(20,5L(15,3),(15,5),(18,2),(1393)}
onde 8. & o conjunto dos pares que traduz a situa-
¢ao

~ - t‘
a) através da relagao "se destina a" e

S, que trg
duz 5 Situagdo b) atr

avés da relacido "é miltiplo de"

Frizou-se que poderiamos construir conjuntos

Com maig elementos para as duas situacoes,

bastando
Para isso,

formar Pares ordenados com todos os elemeg

tos do Primeirg conjunto com todos os elementos do
Segundo, obtendo-se desta forma os chamados produtos
Cartesianos:
PXc e MxPi

Fﬁcilmente 08 alunos sao levados a observar

qQue
S, S PxC

. SzczMxPi
1s8tg ¢

€, jue Sl e 8

sdo subconjuntos respectivamen-
te dog 2
Produtgg

Cartesianos PXC e MXP.. Donde, a
COHCBituQ ~ N 1
. ¢a0 de relacao como subconjunto de um de-
'erminad
O Produtg cartesiang., Esclarecemos o papel
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Betore& -d\\

: e
=L relacy . Atica

4 20 na Matema
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tudou-

ns
¥ o algh
Ao . ' 4 seguir, o
Veity _ sa pot
08 Para 0 uso da

. qrticg
€8 4 Ungag como caso Pc¢ -
-
esqu&ma L g essal
1) 8 graficos r
T“dg

com
S€ corresponde

de

2 to
M unico elemen

: ing io.
R "ody, ina¢
1 El % etebindodUZLu_Se a denomin ;rl
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Soua Vit

¢ Pp quehci S P " 408
:“a nuliapl‘imei;ad(’ Dnntoonstr‘?‘@ao sobre Cm“‘”}?;i&’
F!%"“ de Bequ~e ®XPogng, | 5t2 moderno. * ai8
d::htbilid&se mini:n(‘.i nao :‘Como deslenvol?"erde dar

§ tapicudag’ mastrar. Mha por fipalida . oV

. E 3

da‘mm:anua de combinatorf® o

ta nta

aneﬁmentegem em se apresenta’
Peg .

n BAumo da

Pemo . -ra
a & s ag 1j rlmel de
aleuln‘ge da sepvores lnhas da p e

de Pogsibilidades -& .1~
Omp Bun ~ Z98sibilidadeS —_
wa dulq Sobre Regras L

= 388 Probabilidades’

g, 4 1 . P e’
Hi %o a altUa e P i ta q_u B
v I 0 : ¢ao: Admi
; 'i{a %y P, ai “ldade gg sao Paul?® 57
; r“ﬁqaé"e:a “8ua 4tuba, so duaS’
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tﬁu Ada er 'la aerea tad®
' og Todovia asfalt®
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S.P.———p Bl | ar.
c
Acompanhando o professor, modificar~§e—ia o)
€sSquema para outra representagio, no caso, mais con-
Veniente, a da Arvore de possibilidades:
12 estagio 29 estagio
El E2
b! Xy onde os estagios
——"'/_‘—” :
ahhfua‘hh_‘ﬁhﬁ correspondem a
c! Xy ~ }
Sao Paulo, Sao
Jose e Caraguata
b! X =
i Wit e tuba.
HHMHHH&E“‘““* c' X,
bt X
e 5
\ c‘ XG
Apreng; Atendendo a explicagoes do professor, seriam
a Ddidas ag nogoes de ramos, vias (ou cadeias), es-
Elos, estadog

S € secgoes da arvore, e responder-se-
sui gi:“es como: 1. quantas v%as ou cadeia§ ) Pus—
St Epe? (6). 2. qual o numero de possibilida-
'Pisﬂandg Ma pessoa ir de Sao Pau%o a Caraguat?tuba
Quantus epof'saﬂ Jose? (respo§ta igual a anterior).
tangg o Stagios possui essa arvore? (dois). E,con-
{trgs) €stagio inicial? Quantas secgo0es possui?
E, o 2Ntos estados possui o 10 estagio? (tres).
_ Ndo estagio? :
BE ara essa yl
Stadog 4

SEgu

tima questao observar-se-ia
O.8egundo estagio dependem dos

que
estados




do ?
dog irg estagi,
~ . ’ . - a
Outry rm.n-!a‘;"*’-’ de giemlde 4 ideia de condicion
el re?erenup s opdeﬂsdﬂl‘denadns na arvore; e:cpl_‘?
@ Proqyg, A8, onde poder-se-ia €’
iy tesiang,
B l(a;bl) (
r Ne : a;c')}l‘lcva} .
\'::B‘ a f?:a 'Ease SUge tb -
de oo de Dosg; 220 da g rre"""f‘e €Xercicios explord®, .
"iaiosgibilig;gllidadeg “Mdizagen do recurso dagm;‘.ro
Somg o :3 Dop c;nzom determinagﬁo do nuf e
&)co \ eguhneB. Agem direta do numero
| @;.12; H‘ A}?UhJuntu de 1 Izohiﬁ:
fang, e Se determine trag da palavra an?
1 Utep,. Pode #8:  10) o ncwera .0 1
ﬂada Grmar 0 a5 z
.' In).c% mente on y 8, 2Q) de anagram -
: let, SOante o depois vogal®
S 2
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b) Uma urna possui duas bolas verdes, uma azul e wuma
hranca; fazendo 3 retiradas sucessivas, quantas

Possibilidades existem: 19) sem reposicdo da bola

etirada? g20) com reposicao?

He EEXEEE& de Probabilidades

AProveitandoosexercicios das arvore

s de pos-
Eibilid&des,

levar-se-ia os alunos a perceberem ben

a : . & ~ . " )
ﬂlStlngao éntre os conceitos de possibilidades e

l’\ - - = rFl * -
Obabllldades; onde o segundo € um numero,é mais

Mediqqy comparat i

uma
vVa das possibilidades.

de Levar-se-ia o a
Posgibiy

luno a transformar uma drvore 4
idades em arvore de probabilidades. |

EXQ ; {
m . ; - ; :'

Nl& Considere uma urna com tres bolas verdes e

Parg uma amarela

1€ procuremos as probabilidades 4

‘Yagoes gem reposicao.

Vv X, 50%
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GEB d P ¢
-~ I‘a lnl 1 . 1 .
a5 8a mOS‘ b é 01 lnterpretando as I)["t)b‘-—,‘h]‘l e
Qg pp - LCUlg ™Se que 3 jas
Fnog o 2 llltipl- 45 probabilidades (‘_dq_
pﬁnenteS. 1Cando_se as pr‘obi.lb-llj‘
Dap. 8 AEsim
trajy, Mo 3/, Para 4 . ; o b®
d 4 ca 2 . ocC
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de‘ 111;;13e ) em 3/& elletln?l ¢ da primeira bola mui"
Bungy boclleﬂae N o o '"'Se a4 experiencid - vel
508 dag; tampg °T0 de ca & Primeira pola seri’ ge”
/3 x 3}:“ Verg " Yerq 3 iszs’ 2/3 forneceriam & ;-
3 8 , -
= 6/13 :-’ira by g 2 e.’ 2’:3 dos 3/4 do=
: l/2‘ < xtragges, portantﬂu
1A
B2 Bame 1 90% dos casos .
enco
Parg . Mtrarianeg
para a H : ol
Qade 2 /4 X 1/3 _ 1/4 ol 25,0
X
hul&a A Sq 3t 1/4 _ bt

5 ex < da m

. ere 1 e

’ quantido Niime 1cios com 6
ada

rOAde ext;gu;aeﬁi etc,'
Cores dasg bolas:

q 0 m0
8y ey Propy co-
; 0
oy ?g?rlfi *M dag vias de’l "
lag ,Cando__Se que o nu e
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"Se um estagio pode ser escolhido pori]
m ramos e um estagio sucessivo por n
ramos atraves de cada estado,ambos os
estagios podem ser escolhidos num a--

contecimento composto por mx n cadei-
as''.

0 & :
U, em térmos de conjuntos:

"Se um conjunto A possui m elementos,
e um conjunto B possui n elementos,en
tdo existem mxn pares ordenados do
produto cartesiano Ax B, isto e:

N(AxB) = N(A) x N(B)".

I 1 . . pae
4 conseqliente generalizacao.

Sep fe't'Cdm Este.recurso, Yérios exerpicigs poderiaw
Cineq ; S, como: 1) Uma firma de decoragdo possui
Parg p eésenhos para poltronas, trés para §ofas,e dois
2) Usaﬁglnh§8- Quantas ternas pode organizar? (30).
o hﬁm 0 somente 0s algarismos 3, 4,.5, 6 e 7, quan-
(25) €ros podemo$ formar: a) com dois algarlsmos?'—
Daregs mas, sendo pares? (10). ¢) mas, sendo  im-

o ¢ d) se dois-algarismos, mas sem repe-

B, R
‘EEEEEQE_?POduto das Probabilidades

Teng Nos exercicios das arvores ja preparou-se ter
'prohaﬁi;? & regra do produto, quando multiplica-se as
ilig

ades dos ramos de uma mesma cadeia.
dicional.;ntroduz—se a definicdo de probabilidade con
ing

er :
Verg Pretango o condicio
Ang,” Para o eyento B o

N(ANB
Plale] - N(B))’
namento como mudanga do uni -
do evento A para o evento




Ti‘a;iér” - a regr?
99 prog t Pressi, interior, mostra-se
p'[.ann] *PAB]. ppp
Que Pary 85 s ; [ ] [ ]
‘P[l.ﬂﬂnc 2 : .
| ]__‘ [&“(Bnc)] = P[AIBnc]. P [Bic]. »[c]
Co

e
5 ~0
3 bolas vermelhas a

G
osl
a8, mas com rep ai
a
ﬂMapEIa 0 ag p

B
robabilidades de
n 2 < .
a% ahmhmiﬁt. hafiylj[{lz 1/4, Borqg
dag, 1 Puﬁta i ‘ Wedy, .
8 )
a_ill Mtay aﬁ;‘:z; lld&de de saips verme
' ainda:
n!dgf [| ]\3
tagys Saj, ~3/4 ,
by “ina:?“'el e
2 ) ﬂ'&ﬂﬁ Que - ‘ .
| ¢ Saiy dntes vermell
c“e P A :
UF |
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'tuﬂ REEH! a ﬂel) Q§ ger : es £
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Moty (St gy (Sla ) Parg Fealgar qu qd
| ; Ss ; ity . 1n PoacoNog 4,
Qaﬂo Q‘inq Odyg~
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i de efedo
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61

& BEEEE da Soma

la de~-
= smo pe

C(!m a a 1 amas 4

o - (llr'.lgl" lc

L e Jud&i de

nl';‘-im d 4 =-S5e.:
e obtem
: 50 1 f ros
+hd ma de dois nume 1

N(AUB) = N(A) + N(B)

[ ————

m
i elementos e 35
"Se um conjunto POSsui $ent051 e se'me_
‘Onjunto B possui n ele ntio, o nume-
Al i Pt T uni
conginzo?)sgz elamentos do ¢
ro otal

a0 e mxn",
.

—

’ -se:
obtem
tden ATa conjuntos cruzados

nB)h
N{AUB) = N(a) + N(B) - N(A
-‘-__-_'_'_———___

< -
LC10S,
exerc
s
far-se-ia algu; do produto.
- o
Com essa regra . rig
b p°deriam Ser combinados com

:1idades
B ESEPa da_Soma para Probabilid inatoria, p:r
ni e
ormula da soma da-coﬂziverso Rty
divigan Dgiz 2ﬁig;$ude elementos do
rj £
laMGS Acilmente: ANB = @
a
Plus)= P[]+ p(8)  par
5_ Daba tl‘és: P[C]
+
P[AUBUC] = P[A] " P[B] caso geral
o
; -para
o Toren : is a dois, ou
4 m g . dois
de dﬂia 18 juntos

SVentog ;

PfavB] = pfa] + (8] - p{anB]
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051
i em

z ; e (ulsess ro-~
arvores seriam, se (

. i .opuinte
assim, vejamos o segu

aux;j] § NOVamente as
dreg .
blepg, Preciosog,

a
N A
prohahilidzdiaggamento de uma moeda 3 vézes,

; as?
| SAIr uma face e duas coro
!| .I

qual

, . 1/8
1/2 c .
1/2 =2

; X
mﬂﬂ‘regr { 29 X3, XS}
a q.
Pl " Soma bara Probabilidades:
1 {1‘{,)

- oy

; 33: ES}E: I’[{z

3 1 cl: oo ad
°r bela regry g, produto das probabilidades (em cada
Cadeia).

= 37 , 5%
P[{xg, X1 x5}]: 1/8 + 1/8 + 1/8 = 3/8 ou , 5%
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Np; amj €paraca Tra t
Bir tada;ﬂhamen o das {‘i;‘gsigzs b segtﬂg"
gy A S veze ! op?
. B8 . . r :
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a

ra do ¢ nin? g U

gy, SWlgg &7+ (Trap, ag, or” g
Y alhos Dirigidos) 27 ar€

8 por duas retas coPl?

GEOMETRIA - T.D.-1

Nome do aluno:

Sep;
ie: )
¢ Conceito

dnguios porg

Sec ados por duas retas coplanares e uma
=<Cante
—dnte,

Tracemos duas retas distintas a e b e uma

€ encontra a e encontra b, de acordo com a
4 abaixo: '

Peta ¢ i

figur

Con Vamos denominar os angulos 1,2,3,4,5,7 e 8
o Segue :
3; 2
’ 4; S. G 2 2
f. 5 ’ angulos internos
b . ?_ g A
i. 8, i 8 angulos externos
' O~ 1

- A ~
? é"¢§ ?-—2; 6 pares#de angulos correspondeg
tes

Pares de angulos colaterais internos

Pares de angulos colaterais externos

I

B o Op
]
&P > P
i
- =B O

»

<23 3-6: 8 pares de angulos opostos pelo

Y6, vértice
2; 8 I; ’ Pares de angulos alternos internos
=l %

Pares de angulos alterncs externos.

e
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e
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5 05 ag Tetag r
ans\rergal t que

*

1
e 5 de um mesmz zm
as intercept

: ipla
Bepal‘a 0 Planu em dois e
] Og esg

3+
» de tal modo que

67

Responda a seguir:

i
.0 D do sem
iz m ponto
2) s Tetas r ¢ g ge interceptam nu
Plang

m?
> se segue
as que

b) Qual a relacao verdadeira dentre

1>8
i=5

I>8

angu-
ue 0s

e modo q

Cﬂnstrua as retas r, s e t d

180°
los 3 + 8 somem exatamente

ira:
- rdadeir
SCBuir ASsinale a sentenca ve

Vang e {c} onde cel
M rng = {D} onde DEIL
«) Ng = g

s Escolps

m cada
v ta e s e

a =] r

& Uum nome para as re

ocC

i dog Casos seguintes:
Y r0a < )
h)rnﬁi: ﬂ

C) rﬂs . [C}
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| .0 TAS
00 Cop L
1 LANARES £ yma TRANSVERSAL
e con&
tr
t' d ua duas COpl ‘rersal
: e Mod, dhareg res e uma trans a0
Bua jq ( 08 5ﬂgu1 ‘ sel
i = §) 08 correspondentes
iy
amin
3
%nhd ton aSSinale com V as Sentenga n?
ang; a5 f£a - 108
L 1 8 thhmﬁrio 9K, Enumere os ang"
c L
's’ﬁiﬁ,a 5 S om os Simbolos.
0
¢ § - Png de {A} A &
%* 3 {B}==5I1t '
é\‘: I + 3 80 4 - 6
2 1 g 180° 5 -8
e H 5 - 4
2 = é iﬂ/
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adejp ] &
45 e quais sao as falsas.

1-8 8 + 5 = 180° 1-8
2=79 8+ 6 = 180° i=72
3 =9 i+ 8=180° 5 =8
6 = § f 4+ 5 = 180° 8 = 7.

C(}n ’
s '
trua uma figura formada por duas coplanares e

Umg tranSVer

(1 -

sal de modo que os alternos

6) Sejam iguais,

te
Ncg ~
a4 sis verdadeiras e quais as falsas.

1 =4 3+ 86 =180° 3=28

=8 3 + % = 180° 1 =9
3 =9 { + 3 = 180° 5 = 8
3 =1 8 + % = 180° 5 = 4

Cangidere

tengas SEg

Uinteg?
a) Q
uan
reg d; uma transversal intercepta duas coplana-
ti, rmando angulos correspondentes iguais.en
I A
L Os angulos alternos internos ....ocecosco
L & Lo~ i
08 angulos alternos externos ...soesscco

Exam i
lne : ; . -
d & seguir quais sentencas matematicas sao ver-

internos

gura e responda a seguir quais as sen-

a8 questoes anteriores e complete as sen
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| I 3 03 ang'ul . .
Pl Os 4p °8 colaterais internos -'°°° .
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b) o Colaterais externos -«-°°
una
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8 Sy A re?
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entx €ul, form.l co jan<- reﬁ
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tr al
Slllog alt:nsversal £ laﬂilreslﬂr:
Napgy . (D08 j Orma com duas cOP 5 coP
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T. i * %o s s s nne e = -
h‘llQ 3
Vo
ﬂ) se 1 emos % p‘ga
I‘esuha ag Eentell 4 do T .
r a Cas 20 “ )

s 5
b) 4. a“gul08

¢)

al fq, OTma

for. C ~

mayp eta® a0

- com duas T€ ent
Pondentes igua151

5/
2%}
ty op}
Ola:rma com duas retas Csoma
r ®rais jnternos cud?

s = g. p?

com duas retd® e

erp ; =T
s internos iguﬂls

1 . o
H e ~ (e
23 a) ¢) sio propﬂﬁlerda e

e
a. rda de modo 4V 405
' 1sto é, os ang

Rop exXemplo:
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o
e :
3 /i
,'/
et CL&:ESIB
7/ 8
Oraw Se
i=
i I=> &+ 8= 180°
o 1+2=180°
Sto
18g0 7 Quer g4j
- AL sejglzer que os colaterais internos somam
» € a propria sentenga b).

MOS t
e -
agora Voce, de modo semelhante, que:

) (b) =% (c)

% IT)  (¢) = (a)

lFa
Sa g o
Teunigo dasg sentencas, a), b) e c).

)

ALGUMAS CONCLUSOES

el |
l"a_c
€ dug : de
Mo ¢ S retas paralelas r e s e uma secante t,

que
anh = ﬁ, tha = {A] e tn.b = {B}

D —
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Cuy .
; I'So de Algebra para Profesores de Matematica
e "

“ha: 10/1/66 - 1/1v/66

locay .
al: Facultaq de Ingenieria y Agrimensura de la
Universidad de la Republica Oriental del
Uruguay
Particip

. €
Antes: 25 becarios de varios palses

QCthidadeS: cursos de Estructuras algebraicas, al
nivel del libro de Herstein:  Topics
in Algebra y de Algebra Lineal, al
nivel delde
Halmos: Finite Dimensional Vector
Spaces.
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Algebra Lineal, Teoria de Galois ¥
Algebras de Boole. Trabajos indivi-
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lugar a fines de marzo.
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, NOVOS
METODOS R TECNICAS DE EXPLICAR CONCEITOSARIO
PE MATEMATICA NO INfCTO DO CURSO SECUNDARIO.

George Papy
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Senhg Tldadosamente e prestando grand¢ s gré”  go
agraden, as 2 3o seja de admirar que eiztrﬂta
- Cc i - a =
emporanea, Tlancas, em vista da arte

oS
Ulsao Du

" 1 aragie P2EET
Wﬂletria e PreparagZ : n#
M a18%,2

de, a t”o

. {0 .,

A i . » Elt, € 26" s

*8forgos go o152 Mais lamentivel a resP Watic? pel st

tativy e Feformulap o nsino da matc’ 0 ke &

co ® Introqys,; .- onjurt®,, w8 s

mo yp, o8piei. 1P as nocbes de © gente € et 997
?'_ F‘“‘luzlntuc%e Tamo novo e indep?n N {;Ga »
n% algehry o 1880 continuar o ensino antlgirit

Otong, Ist Minuarg da mesma maneira esP

> . e aO
¢ uma traicido deliberada

o .
é Iﬂ m&tematica;

: _ .
no que diz respeito aos alunos 18
nte enganador.

tria o Sl_lgerimos,portant?, que o estuC!o ia~ gzomz:
xemplos ;rla comecar com metodos de Co.n']untoair; também
judg ps Undamentaisg fornecidos pela geometr: ot o
"8IS yiya. 26T as primeiras ligdes, sobre Cr-m']de dia.l
Eramg o £ essencial b Pc-)r-n-l'eligq nem
%"’p%tus ®In conjuntos que nio sao limitac 'htoS fo-
Ty » Como por exemplo, o conjunto de pon i ¢
Ircunferéncia ou de um triangulo ou, muito
» © conjunto de pontos de uma reta.

Sinp ¢ uma
®Sment

£
‘ 5 e mu-
9 oy o, 0 ®DSino tradicional da geometria, ondiEio-
ng a;m IS0 em relacio a pontos limites, Eonxtréma
u ) . - e
I{I?nf-e if;‘_los- artificialmente d o mmoe S ﬁm a ana-
lgq ci] corrigir quando eles comegam C

do " Bu per i i . -hocante quan-
c a c¢hoce
= 8 Ung ebi isso de uma maneir

¢ o : - ] a-ao de
Slreyy o2=0 anos atras, quando por uma combinag

Stane s . o S EHGES
g 1 a ‘Htlag, €u tinha que dar uma aula a ¢C G

qd €19 €guida imediatamente por uma aula"a alll';"
2o nos. Na Primeira aula eu "decompuz’ 0 (U

ps, Em Luatro quadrados iguais desenhando 2S media-
gﬂntos rdn de neyg alunos pepguntou "para onde iam zi
l%?l\l:"iﬁlaxaS redianas"; surpreendido pela pergunta, e
11:1 a renslellf'e I‘epliquej_ que nao fazia diferencga :;edia
ale DEB pelto € cortar 0 qua[]rad() ao longo da c

1] a man s 08
tog 8 g puoneir

a @ eu artificialmente CondiCIonellimi—

a q“ﬂndo Q Pergunta.rem a respeito de pontos riosos

Pejt, 288 de fato estavam naturalmente cu inan

e Umeccﬁcel ®8. Na aula seguinte eu eﬂa??iiﬁ?dadé
U xplicar ae dnalise e tendo uma grande di

i ; ado e
‘l‘laqba diferenga entre um quadrado fech
erto. d
%llf. . ﬂ.“lo‘,
o1y o0 Ve- yelao €
%h‘zlent@ ve-se Perceber que um pedago de P“PL-}M’. b
I‘ﬁt’:‘n o Pe:§m0 Material intuitivo para distingul
8u l_w@n{g;u @,aberto, um retangulo fechado ou um
oy fem ¢ aberto nem ¢ fechado,
Do, g quj
ry Otey . Ofaméhte

1 Para ressaltar essas NOCOEHE,
alunos em classes @ex-
a convengao das luzes

0
® adotarmgg




98

vel

e -

= jntados ¢ em

0s pontos do conjunto sao P enhados
os limites eliminados sdo des

a Or].
Ejuntos NG

os 6€

de e os pont

Problemag o

- co
Yo Xtremamente interessantes dc¢tu1
°s (veja Mathématique Moderne-I (capl
i oI’
da vi> Vamos nos limitar a acentuar 2 imp
Visao dupla:

R R
Visdo Intuitiva no plano
2 Visio

% s ., ) 105 di—a
de v, Intuitiva da estrutura logica P€

- ”0

i 2 visa
tiva P?r Mals importante que seja; aagica e 0~
tua -°SPacial nio salienta a estrutura & coes Foer
poszOes Simples porque as respostas as 4US . de
Samentq, vis r

L e
€ nisso que o diagrama de Venn

a
ule g
1 danc¢? deam aag
I‘epreSe tEXErclciOS que consistem em muintefeﬁsguntas
n -
alunog e 4630 para outra e vice-versa, ert” geZ

s id n
Rao0 s3p mente porque as respos je ful

sclf” ja
& i 3 con . c
52 poggf onhecidas de antemdo. Tomar S rien

dament vel Tepresentacao dupla é uma eXP
al e enriquecedora.

- nto
__E-_E__EE_; ; i t0
Infinit, uitivo para o Concei i

a%ie

m X =] s
i .- se € o i
h€E|{a} U conjunto E diz-se infinito senherﬂ £
9

. D€ tec’
chag ge 2 C€E/{a, b}, deE][a,b,c} ‘”arﬂ 1, ©

Sura g8), Para b, de p para c, de ¢ P
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que ¢} Assim ¢ desenhado o grafico de uma relacao
Cldmaremos uma "ribambelle".

lin A nogiio de "ribambelle" é muito simples ¢ @

ni‘;guagem dos graficos a reproduz claramente. A def]_;

¢ "lll? Mais formalizada e algoritmica de “rimbambelle

a“t;to dificil, A linguagem dos graficos, serafl?or.'-
: c1l : ‘ i por-

tos, Mito (til quando lidamos com conjuntos infin

. i Ln i i b i ode
Ser em-c?nJunto ¢ infinito se uma npibambelle P
inida nele.,

Uma vez feito isso, pode-se | d!.B-‘
finita Ay Propriedade de Dedekind: Um conjunto e %g
©,e somente se éle é equipotente a uma de Suas
Oprias,

trap g2 POT fim, pode-se chegar ao ponto de demons-

Jery Sllmente g alunos de 15 anos o teorema de '

Mﬂthénfll} considerando "ribambelles" disjuntas (veja
Atique Moderne-~I (capitulo 16) .
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IENT MODERN
LA GEOMETRIE DANS L'ENSEIGNEMENT M
DE LA MATHEMATIQUE ’
Georg® pak
es
ur 17
;o 1ge POV
. L? Programme de l‘esperlence’?ieg 12 atoute?
°INg premiereg annees du cycle seconda is Ppar, ai
=5) St conforme aux voeux unanimes emappliquest:
€S reuniong 4o mathématiciegs purs ?tnseigne en
S€ sont benchés syr le probleme de 1l'e sma~

5
; t la ntré
~ola Mathématique actuellement utile €S e

: ances jour
thug moderne. Elle a 1le plus de ch draul
€0 resonan

nts
b Ce avec 1l'esprit des enfa
ui,

v 115‘
. ati®
situ
I1 faut apprendre a mathematiser des po
e

m a
. o sp<
. jven - %
es du cycle secondaire d° rouEes;od91/
bles, relations, Qraphes;iels = m
els (y compris les Vectol,analyiégral'
° euclidien), les débuts d?el et iD
due et du calcul différenti

Les Progranm
ter: enSem
€es vectorj
Sealajp
thématj

el
dar
fon
us
Le point 1e plus central,le Pl

, s te:
A Programme Precedent est sans conteS

(=4
c€
ESPACES VECTORIELS

i
’ smatique %7 s pa
La mige op evidence Systematlghes leu ae
Vectorielg SOus-jacents, dans 1es’bfaziques,tude
; ! 8t un des traits caracterisv, s anm 13°
Visage g - : . d'hult- ot c®
0 bf‘ e la mathematique d'aujour n
Obleme

M 'Se
s dlfficlles de topologie u?lll ise
la structu

; er e
Tre d'anneau—module, qui gen d
eSpace Ve ct()riel "
tuell®
. - ; rd c
Qui ne voit 1'impossibilite &
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developper honneteme

nt un cours d'analyse muth:gd;;es
due sang utiliser de maniere fondamcntalg lgsu]eg e
B Tiels [11]. mstoil edmissible de Atesimul
dlfférent

- les im-
ielles et integrales sont des exemp
Pﬁrtants d'ﬂpplications lineaires?

’ ; de
£ Gustave CHOQUET a indiqué avec comgaig BEE -
ln?ce et de raison que les vectoriels a Er;étrie- La
t;ym Constituent la Voie Royale de 1a.Geo s 1 alime

Jo0rie geg vVectoriels a produit scalaire es idienne!
Natupg W précieux legs de la tradition euclidi

cto
Tie Est-iy Possible d'étudigr les espig??. ;iorg
elg Sang introduire la structure de grouj mone
?UHulvec Oriel est, avant tout, un groupe Cgﬂ;gs %
*;ani qu'apparﬁitront inevitablement les gr
Ormations linéaires?

. ” = nt deS
La Plupart des groupes enVISagzs :?nguer les
Pery © Permutations. I1 s'agira UE Hak
Matsong bParmi les transformations.

sous
2 s de tout S
v@ctur. L'ensembie des classes laterale

ke €Onstitue une partition.

Et nous p!

icients,
d@% 1l gt

. n
JOue OMbr?E

. x champ
avons pas encore eYOQ“?_lzont

Les vectoriels consideres ordonne
agit done d'introduire le Cha?g d*ordre
réels, dans lequel la structu

role tout 3 fait fondamental.

QOEff

2 et en
. snumeration
Cag InUtlle de prolonger cette en
l‘11:_.18 » u

to
rd , es vec -
.1+ bon enseignement des elementicgpts de la
piut3 ise inevitablement tous les cozlations et
dﬁa 2.6 ementaire des ensembles, des T

@Poupe

s,
. cel
, iel ree
* rq L‘inscription de 1l'etude du vg?torimpose e
Sranges Alme ge l'enseignement secondalle,l ne  exa-
mi“epea.ligﬂes de ce programme que ﬂouilei oen sui-
ei.. : AR
vant lII1 deSSOUS de maniere plus detai )
Ohs Orgr

nos
isant 4
Spag s B Chronologique, et en palarls.el eucl idien
pl&ﬂ, atlon surp lagéométrie et le vectorliel
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i - ,athem
, vation de l'enseignement de l?lgﬂ13 aiiis
i'ai pri ait dang les classes de 6Geme “(éléves
« Prls une ¢j,

’ ain
2 16 ang, 7 Periodes de 45 min. par sem

; . d
i% D'y avajit Pas moyen d'enseignerl 1
Vectoriels a des eleves de

nclus

a 1 ’ 5 e D I 'Ilto
SOPTit de 1a mathematique moderne- =, gint

Efforts devaient etre consentis pour +e

Xlquer, 1, Conditionnement antéri?“r :

gie i de spontané: des tresogvaien il

2 et,d'abnegation traditionnelles qu'l

ep89393 Pour arriver 3 ce résultat --°

genalt Maintenant ge détruire.

Uelle perte de temps et d'énergie!

L : -

r:f :9t10n5 fondamentaleg cgncernan: e 5 ang %4e
Qliong s R . -

15. g1 €nseignent plus ais

15 ansle§ emhouteillent le cours de

¥
: °U trop ge concepts doivent S°
ﬁlmultanéant. p

1g* ~
3 = enSe mo
3. gaﬂemhles, relations, groupes ... e?agzer hat
g & 418, il est possible d'util

L S . e

;;eusement S€S concepts comme outils ﬁé athz uf
cﬂn_structioll ~ 12 ,fice mat ” ult la'

e Meme de l'edi =

i Partjeyj;

re
' S il u
mathémafélﬂ de tempg et de mot1vat;e viﬁlon
tair&. ‘tque apparait ainsi dans u

so bel

. " ri i o
En 1961, ay moment meme ou l'entrebPro- .

& ; . p 2 3 ¥
S8e de 3eme scientifique \€ e) pov

CLASSE DE SIXIEME (12-13 ans) (4 Périodes hebdoma -
33y daires de 45 min) (%)

(*) Ce{taings classes belges ge

S a 6 périodes hebdomadaires '

: est 1'jqa
a . eal .
nellementr Nous aveng mene ¢ e -

, exper —
des classes 4 quatprd Periodeg TeRae dang
L]

\

Servg La premiére moitié d? cette an?éo’ est -réT

aidant :ux ens?ﬂbles e? pela@109s,.ense1gnes gn IS

mes o Ves representations geometriques par diagram-
€nn et grapheg multicolores.

Tous ceux qui ont procédé de 1a sorte - et
leur temps pour cet enseignement - ont pu
v les années ulterieures, que les principa-
étaizztiﬁ?s_de cette théorie é}émentairg et naive

; deflnitivement assimilees et faisaient meme
de 1a COnnaissance acquise immédiatement dis-
e

°0t prig
SOnstaten

LI

S appren
4 schématj
Pour t

Usage des diagrammes de Vann et des gra-
d subsidiairement i dessiner des schémag
Ser desg situations, ce qui est fonda-
Outes les études ultérieures.

Xidpge ma_Uﬁ'&burde la géo@étrie au cours de la d?ﬂ“
leg ,ltle de cette annee en utilisant a la fo%s
matiquelgns engemblistes'acquises et 1a methode axio

€S scienceg éxperimentales. Le plan est re-
40 donne que 1'on jdéalise de maniere
Cesge de lorsque 1:expérience prgprement_ . dite
Sltuapi,. °PNer des reponges. Le maitre choisit des
a fifMat 111 provoquent l'expression de certalneg

Ons plus oy moins descriptives. Clest parmi

—C1 que 1'gop choisit les axiomes d'incidence
Beometpje Plane, -

11 est Souvent difficile de raisonner sur
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' 4 s :
g:? figures Parce que 1top Y voit les Peponifutill 2
isonner. (p obvie a cet inconvenient par

iloz des diagrammes de Venn ([MM1]pp 68-71
ent en demandant de dessiner dans le plan de

S
t i P 4 o : :
Uations Primitivement decrites par des diagr

ammes*

form paxione des paralleles est introdui?
€ globale ([MMI] Pp 73-75). J
ise?
Les chaineg de parallélogrammes cgndgpolleg
relleTent a la notion de couples e%znu 3ﬂ9
1'y . © Caractere arguésien du plan est con’ » 1en¢
REIAT twonnt 1 traneitiviic do L'éaniP

" Les tra : (classes
nsla rs (c
Valence de 113 tions ou vecteu reml

®quipollence), apparaissent . del*
:2??: EETmutationS du plan. E?identificatlgztiﬂﬂ‘du
Plan ¢ * Yeoteur o translation a une Permgistiﬂgu
suhtilcono?lse des concepts et évite des
§ majg inutileg,

de sixieme e
T
glgzpe Commntatif geg ve
es ' - . - =1
effectueronfla flxat]_on d'une origine. L® )y, gi ;.
est en 1y ‘.des calculg dans le groupe T tdasg’
que, Meme une Prodigieuse situation

n y nSi
cette clag Plus des translations, on ¢©

Se les ro; . éleﬁ du P.' oll
St Projections parall strati® Sec

l‘une des Premieres demon les D
m coﬂﬂiste é_ prouver q.ue t 6“ Oﬂ'

=

2 S vers le théoreme ,eﬂe de”
bandeg deésinget ¢ffet, le moyen pédagogid®"y,
monstratiOH ([estﬁfgragg§quer les etapes

ie
ébrl’ala

v £ m
® Présentation de 12 i PYe

1e#

DOS éleves ont étudli
lations, et notammen

CLASSE DE CINQUIEME (13-14 ans) (4 péeriodes
_---—‘-'_"‘—"——--———--.-_r._... i - ;
hebdomadaires de 45 min).

L Cette année est presque entieremcn? consa-
Ie8 & 1o gencss imiltance du champ ordonne des réels
8t de 1a Structure vectorielle plane. Le fait impor.-

ant g retenir iei, est qu'il existe au moing une me-
thode ermettant d'introduire ces notions importan-
EE&LMEHEEEEéFe a la fois rigoureuse et intuitive, a

388 enfants de 133 17 ans.

-

Cet enseignement a pu reussir grace a la
ion anterieure des élémenis de geométrie sous
OTme ensembliste, axiomatique et relatinngelle. La
r'unne'\’r"ati"f’- de position joue un role essentiel dans 1!
roduct jon de l'ensemble ordonné des réels.  Pour
Plus g, détails, nous renvoyons le lecteur interesse
?MMé]l]’ petit ouvrage destiné aux enseignant@, ou a

7 # N 4 i . i
-* 7 Manuel destiné aux eleves et ecrit apres 1
Perignce,

présentat

i i i s a conduif des
axig Un patient cth1neTent.HUU. LF e 1o Fhrmobas
- Tes originels de caractere intuitif a B .
Meg ° Vectoriel réel de dimension deux. Ay fur pi =

npes 9% développement du cours, on invoque de moins
erEQIHS les axiomes originels et les prOP?i}tlonE i

edj ’ ; rietes ui
caract.a%res et de plus en plus les propri e 1gn
®Tlsent la structure de vectoriel réel du p .

Cet Le cours culmine par la mise en evidence dg
témat-gtructure et se termine par son utlllsatIUT Ti:
giquelque‘,OH pPrepare ainsi le re?guyqemen? psycho
ture du debut de 1a classe de trOLS%eme ou l§ struec-
ctorielle est la base axiomoatique de depart.
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ELASSE DE QUATRIEME (14-15 ans) (4 périodes |
hebdomadaires de 45 min.

ia
"Le cadre du vectoriel euclidien plan ﬁ?tE“'
Voie royale pour lcenseignement de la geometrlevoie ‘
core convient-ij d'accéder sans heurt a cette etrieé
Tgl est le but de notre enseignement de la geom
metrique dang la classe de guatrieme.
sy~
2 A partir de 1a notion bien intuitive 32 de-
metrie orthogonale, on introduit ou 1'on retrourﬂeme
Placementg (rotations ou translations) et retou

L

F%6tries gligsdes oy non) .

érotee?
... Le moyen pédagogique des droites Eug celt
f3311}te l'acces ay groupe des isometries €
des deplacementg ([GP] et [MM3]). et
es
3 « L'utilisation simultanée de meb grozgtion g:
€8 repereg affins des droites introduit %a 108 . o
distance SOUS sa forme moderne comme applic@ éalable

s Tr s oIl
XT  gdang R*, ce qui sousentend le choiX P fixatlun

de 1'unjtgd, I1 n'y a aucune objection & :*

. 1 4 poOsSe€
dg celle-ci, Puisque le changement d'unite P
Probleme dont ]a solution est banale- atT®
) de €°° re
s u
Le groupe commutatif des rotationl mesaif

donné , e
dﬂnne conduit gy groupe des angles. Comme élementrﬂe
€8s angleg pe & sometrie ep®

- Joue aucun role en ge E a

re 1 e
€y le Problene que pose som introductiol

rent”
a la e L A dan® ohe
de 1a ia§38_de Seconde ou il est re?olu finteg
si hgorie des fonctions circulaires: par i
}OF FHMEriqae de ltangle se fera dfabor
Bediajpe du cosinug, duit
o
nt j_e pr en/
) ‘ ) a -
Scalaj Distance et cosinus lﬂtroqu%s?ari é auch?
traéalre, Sa,commutativité et sa bilinec & de c
ch::ezt, theoreme de Pythagore, inegall e
Ttz et inégalitg triangulaire. © o ymi2®

s i den i]
Le courg Culmine par .la mise €@ t =€ ’

1a structure de Vectoriel euclidien plan ¢

Par gsggq utilisation Systematique -
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CLASSE DL TROISIEME SCIENTIFIQUE (15-16 ans) (7 pée-
riodes hebdomadaires
de 45 minutes).

Les éleves ont eu 1'occasion de se rendre

Compt o .
Mpte de 1'importance de 1a structure de vectoriel]

ce . & ” . -
- Qui motjye une petite etude intrinseque dont le

oi : :
Point Crucial egt Je theoreme de la basge:

= U vectoriel admet une base de n éléments

Alop :
——= ‘toute bage e ¢e vectoriel comprend n élements

-

grace a un moyen pedagogique qui ‘matéria.
ubtitutions dans Je passage d'une bage a

; * Ce procédé est décrit d ie &
i ; € maniere schema-
e dang [F2] Pp 32-33

d? 15 ansce theoreme est mis a la porteée des eleves

I

fb“tuer lge POint acquis, le moment est venu dlef-

aVong déas ;e?ourneme?t psychologique auquel nous

Ses g - alt allusion, ILa fin des cours des clas

Seryq o enqglgme et de quatrieme a deja appris a sa

Etructﬁr a1t, des axiomes de definition de 1la
€ de vectorjel euclidien plan,

°“‘-’entnt§ngeieiil?mes originels a cette structure
ir 1o B a1n? §n501§se a l'idee de ne pas
ret etai]l de 1'itineraire parcoury. Le
chologique vient & sop heure:il est
Toig g reconfortant de. Sayoir que l'on a e
lr que les axiomes de defini-
de 1a striucture de vectoriel

. . La a3 : . il

-dem°n$tr iodlmen810n n';gterygpgt pas dans les

Sompg et 1a ET,Cogcernant?;e carre scalaire d'une
lerpg ~ tleoreme ge Pythagore. On fait d'une

vay ®UX coups, puje ‘6
ableg e l'eépgce que ces resultatg restent
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< iomo) Rt i Le groupe des similitudes et le sous-groupe | |
La plus grande partie du cours de tro s homntiwl%ltudes directes s'obtiennent en composant |
el ce qui concerne la géométrie, est neanmolns_el ou ét&bl_:tles_et transformations orthogonales. On '
Sacree a une étude plus systematigue du vectol‘lcetté— est urll enfin que 1'ensemble des similitudes directes
¢lidien plan. Il serait navrant de n'utiliser piere champ (ou corps commutatif).
; . 2 a
lmportante structure que pour etablir de o ne U A
nouvelle des résultats déja acquis dans 1'enselgquaf Ginstsy :he des manieres d'orienter le vectoriel
m -4 o i e e a deci v g : 1 . :
ent anterlegr et notamment dans la classe d doit our. Moyy dt€1§e{ d dppgler i % un @eg quarts de
trieme, Le deroulement du cours de troisieme plan Compley € Similitude directe s'identifie au nombre
c i 2y 8 . idien F "€ 2 + bi., La parti 3 - :
Onvaincre les élaves que le vectoriel euclid sote ’GPientqt' bi. La partie reelle a ne depend pas de
est une formidable base de depart pour la co?qhti— imagina_"lOn contrairement au signe de sa partie -
- m £ ire i = . * S
de notiong absolument fondamentales de la mathe Sinyg g1 b. Dans 1le plan oriente, on definit le
que de toujours Une rotation ou d'un angle.
~ des g cage ; . ‘9
La linéarité des projections Paralleles%hﬂ” d'up gro tes angles sont LISBaduLte couie £ allents
homothétie 3 et Or5ém8 de ube additif isomorphe au groupe compositionnel

o S et des symétries paralleles o
etna}eg) mise en evidence dans les classes ¢€ ., . .,5
d deme, motive 1'étude des transformations
U Yectoriel plan,

S p B
Yics otations oy au groupe multiplicatif des nombres
€Xes de module 7 N

5 les tri 11 est facile de déduire les quelques formu
Nombpg gonometriques importantes des proprietes des

Ld mi,
. - e - deter
Toute transformation linéaire est aus” S complexes,

ﬁiiai'imag? des élements d'une base. On g?vzzeu ilif
¢ benéfij irer u 1 .

Satigp adéquatlcg q;e l:on pougra t;;;hes, dont de °uvpage ?E“r Plus de details, nous renvoyons au bel
intére vl L2 methode des o hacunl 2 es . ].de Jean Dieudonne écrit a 1'intention

ret rebondit ici de maniere subite. 4 © 1 ®Nseignantg j &g :
Ces graphes partiel tm g | la matrice e'tude deatiné aux 915 intrepides et a [GP] directement

s est associee e

m;:nSfofmatiOR dans la basjscgnsidérée- cette © eves.

eén evi ' tions S
Mniatvas ?zgce 1 ﬁngeéu des transfogm: matrices EEQmetrieﬂzns la'classe de seconde (%6—%7 ans), la
szz subsidiairement celui de (voif vectoriel eans-l‘espace est développée a partir du

¥ 0l et o groupe linéaire géneral uclidien de dimension trois.
[47], cn ).

e
. gt l
r - = sf e 1 I
On a vu, d anterle“r? 1 A h
Yes fsomZici » dans les classgs' Cott €xe ). _ ]
problégze?rles centrees sont linecaires- gormhﬁio?s e | ziogramme optionnel de mathématigue pour les
lnverse: quelles sont les transf qut ar asses de 6e, Se; 4e et Je scientifique.

::Eggggﬂales (ou transformations linéairesh preu® . E
SEab1s ent le produit scalaire)? On est hogoD 1: - |
ot quue les seules transformations ort p e
rot tFe les que 1ton connait déja: symetri®=, ,pa
il atllions. L'étude deg atriess do ces transo inuP

Lons dans une bage orthonormée conduit au © Qﬁﬂg

d'une rotatj :
o2 Lon ainsi P . P et aux
quarts de tour, quau demi-tou

‘g_
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- L'enseignement de la géométrie
aux enfants de 12 a 15 ans.
(Publications de 1'Unesco).




114

CENTRE BELGE DE PEDAGOGIE
DE LA MATHEMATIQUE

SSES
2s CLA

; OUM
0 i HEMATIQUE P < ans
PROGRAMME DE MA;EE STRTNE (12 13

A. ENSEMBLES

lﬂ

Partition
-_-'_-.____

Agen
epr®
Ensembleg Nie = P b}
"‘-_"-'-'I—-:q_..,_.__ = - nsem Ee
Exemples - elemepts g'uﬂ ede Vann ,,egmento
tation par leg diagrammes 1
vid

eul €
€ - ensemble comprenant un S
Termes et objets - egalité.

ation
Les symboles = , €, @#; 1a not

E = {x}P ()}

et seg variantes,

Partijeg d'un ensemble g
ﬁz;fies Ou sous-ensembles d z =5
Inclusion - les symboles C:iaiﬂs ens
Ensemble deg parties de cer

ensemb1€

emb1€°”

Algebre deg ensembles crenc€ . o).
= - ere ’
Infersectian - Reunion ",leie symetrlqde'n
facultativement la diffe?egté de U eciatI’
Commutativits ot assoclatlﬁf non assoatiV€5
Quelqueg “contre—exempl?: ;tiDHS re
 vité de \ ; situ
de \ et deU).

=

E¥emp1es de

mble
Partitions d'un ense
definition.

B, RELATIONS @y GRAPIIES
5.

Relations et graphes | ons
Nombreux exemples de relation
Graphe d'une relation. embles de
Lesprelations regardees comme ens
couples. fensemble B.
Relaiion de 1'ensemble A vers l'en
Le produit a x B )
ciproque d'une relation. el EH
Mige d'un ensemble par ““?1 U,
Propridtés relatives de X, N,

- . ions . e
7 fopridtés e e A
Reflexivité -~ symetrie - tr

antisymétrie.,

Comgosition des relations {tion - réciproque
SSociativite de la compositi
"une composce .

8. Fonctiong o _
o i jections
MBHE¥ions =~ applications - blgi:formatiﬂﬂs &
“EMposition de fonctions — O
permuiations d'un ensemb}e- " surjectibnS)'
acHTtatjvementg injections e
5 B uiralemee | _
Equfﬁalenééfet_partit1onu
1o,
Ordre

Ordrg . ordre total.,
Leg Syilboles < ,>,<,>,

" NOMBRp ENTIERS RATIONNELS
1ln E

Dtierg Naturels
R senpm———

‘Asemb] eg e
Notiong
Ensemhles
Ombreg
lnjg,

i b nsemble
ipotents - cardinal d'un e
quipot :
tres élémentaires). s
finis et ensembles i iz
naturels: cardinaux des
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. ions
.eunlo
la re _
- e y e
Problemes relatifs au cardlnal-i d'un coupl
de 1'intersection et du produi et
. et o]] -
d'ensembles. ) o tadditi L a
Recherche de la définition d?-ips naturel!
de la multiplication des cﬂ;i;stes,
partir des opératiuns.enseﬁgnrjetéﬁ
Eclairer et justifier les pr E-de la
ala i ; Taddition e ' cLtes
elementaires de 1'a A « propriét
: ‘multiplication a partir des p
ensemblistes.

12, Systémes de numération

jecimalee
P el

» on C
Numération binaire et numerati

13. Etude &lementaire de Z, +, -

[T .4 ’_ o, " 5 Z + 9 ,’.
Propriétés elementalres_de ’

les produits remarquables.
Equations dans Z, +

’ ]_‘
 Ara
tte
; t 11
ercices de calcul numérique €

D, GEOMETRIE

14. Plan - Point - droite

i ointe-
- Le plan, ensemble infini despdu'?lan
Les droites, parties propre

.o, des
Ensemble des droites du Plzglisatlon'
Proprietés dtinecidence - u 1a0”
diagrammes ge Venn. / _ du P
Parallélisme - le symbole 74 ;rtitloﬂ
La directipn d'une droite, P
15, Paralléles et perpendiculaires laireﬁ
—-'-'"—'-.—-—._____ ..Cu
Droiteg et directions perpendl
le symbole L
Relationg entre | et // -
ol
16. Droites Orienteeg de .
\“\

Les deux ordr

. ues
es totaux reciprod
droite.

117

o . r]

Orientation des droites. i -droites fermees.
Demi-droites ouvertes et deml;més segments
Segmentsg ouverts, segments fe ’

Semi-ouverts. bles

’ . - . ensem

Recherche de 1a definition des

convexes.

17, Projections paralleles ur une droite.
TOjection parallele du plan s une projection.
Mage d'une partie du plan Parite A sur une

Projection pParallele d'une dro ;

droite B. ‘ ’ droite orientee
@ Projection parallele,d unz roissante et
SUr une droite orientée est c

4 i ite
decrolssante. tection d'une dro%

Cas particulier de la proje rallele orientee.

i A ite para - ou
Orientee sur une dr91 ces de meme sens
Foiteg Paralleles orientee
de seng oppose.

18. i)

JﬂEiﬂgliggpe et translations .

Couples équipollents.
" F - ceé. %
l'equipollence est une’EQFlvallﬁzs - petit
Projectiop de couples equipolle
théoréme de Thales. b du
Miljey d'un segment - théorémes
Parallélogfamme- croisement des
TOPriétés des equipollences -
©quipollences,
Tr

anﬂlations-ou vecteurs.

m

anslatiﬂn'_
Ages de Parties du plan par ?:estrde
Images de droiteS, de demi—dPO% :E! par une
S€gments et de couples de poin

1“":imi'-,.lation.
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CLASSE DE CINQUIEME (13 2 14 ans)

1.

. I'sS.

Le groupe des translations ou vecteu

Composition deg translations. du plan-
st "

Le groupe commutatif des trans%atio: additive®

Traduction ep notations vectorl?l ?el-

Premiers éléments de calcul vectori

’ ioﬂs
Le groupe ﬂo, + ; translat
s
ﬁ&ﬁ%TTE?Ei?EEEntation du groupe de
ou du grogpe des vecteurs.
SOUS-groupes de jIO, +
Somme (e Parties de g

9 +
o
Calcul dans ‘ﬂh, +

\nes.
Equations - Proble!

de
Le Broupe totalement ordonné D , +» youb¥®

0' un Sous"g
Toute droite DD comprenant o est
Kty 3

o!

Etude du groupe ordonné D

1+’<

() <.

Somme de Segments - Premiere idée
1'approximation d'une somme.

m ¥ a [ Ou e ‘t,j‘r
“Xeniére synthise de la notion de gromf=.  r

a

. g : ) oup®€

Mise ¢p €Vidence de 1a notion de gr ue’
des €Xemples déja rencontres. yelid

¢
Nouveayx eXemples, notamment groupe
Calcul

.‘re'
dans up g&foupe guelconque. . licat115'
Notation additiye f notation multiP o e
Coefficientg ¢t exposants entiers ra
Equationg dans yp groupe,

119

S, Nombreg ra WL T
Graduatizﬁgég la droite - Axiome d'Archimede
JUS-graduations binaires ou decimales.
inaires ot decimaux limites.
inaireg et décimaux illimites.
Axiome de continuite. b Fabl.
Premigre apparition du concept de nom

Théaréme de Thales snéerale..
foreme de Thales goug Ba formg gene
Rapport de vecteurs paralleles.

Homothétjeg et i
tie.
Mages de Parties du plan par une homothe :
4pport d'homothétie. : la
€5 homothétijeg de rapport # 0 conS?iYZiz le
Inearjtg, 1'incidence, le paralle ;lélés 1!
Milieu, }e Tapport de vecteurs para s
ense@ble des segments. "
Omposae d'homothéties de meTe,centre'“me centre
Foupe commutat i des homotheties de me
et de Tapport #£ 0, &t i et
A titpe facultatjir. groupe des homotpet;es
translations ou groupe des dilataplon |

Addition des réels.

¥ Broupe additif ordonné des reels.

T@Mationg o inéquations - Calcul approchée -
leur apgoyg.

gF;ti lication deg nombres réels:
Our y

i i onnel
:et homuthéties de rapport entier rati
de pa

Wieme centre: le rapport de la comggzee
de eux homothéties egale le produit
D;rﬁpportg_
ei}nition

: s
de 1a multiplication des nombre
Teelg y

r'té
- ¥ Par gendralisation de la proprie
precedente.
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16,

Sxmétries centraleg
I

ctrie .
syme
ar une
de parties du plan p S s
Mages de p: ie du
artie . ies
Centrale. 3 ie d'une pa metrie
s ca~- metrie ieurs 5y
jplicC Centre(g) de sy plusi
h t de
de la multiP OMposee de deux e ik ok
. . = e I 5 . leS I
Associativjtg et commutativité ' cen;raétz symétries centra
2 Toupe Jeg
tion deg reels, n nuls. |
: o
S reels n i
Le groupe R « de
: 0
*Equatjong dans Roa .

tr&nslations.

> les.
hogonale
, .es ort roltes
dlléles L Sym:tiztammentde d
17, Symétries par: T o
7 ies du p
Tages de pdrt{ebvées-
réel FOPriétés conser
ar un 1==— Axe{s)
iplj i teurs pa
10, Multxgllcatlon des vec .
Associativite mixte.' ' ..
Doub]e distribut§v1t8- rojection
Combinaisons lincaires ot P

bie du plan.
ctrie d'une partie
de symc d

11, Le chan

P réel ordonne R, +, é&;j
Mise ap €vidence de 14 struc
aleul dang €e champ.
Problémes.

£ |
e-
rdon? |
o
1 cha mp
ae *

12, Fractions

ractiung a termeg reelsnlcul de
égles et €Xerciceg de ca

Le chap
|

- elS-
€85 nombreg rationn

chall
je
ue dan®
. n
. g incon

; 13, Bationg lincaireg a une

| deg reelg,

|

\

i Equations a
|

s onsS ¢
fracti®

- s a
ene
obl
Une inconnue - Pr

’men
ele
. p;wgﬁiglfi,,a"’f’/’
L . & 5 =
iq, Ineguations - Agproxlmdtlon

dlypn Caley] d'erreurs

15,

CEE.,
droi
vectorie%le de la

Bases & cuordonnees-

Prohlemea.
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CLASSE pg QUATRIEME (14 3 15 ans)
A'
' semble des
- La Telatiop "divise" gans Z et dans l'en
entierg Dature]lg

o at sous-groupes de z!cIiQUESa
P S~groupes de 2, + sont cyz

-G.C.D, o oP.C.M. dvune 'partie de Z-
Relation de Bezout .,

Equat "
Eat}ons de 1a dPOite. itriques

Eguat19n Vectorielle, équations parame

€quatiop cartésienne de la droite-

- tation cartésienne. . )
&ddltion et multiplication de fonctions
iteau geg applicationg de R dans R-

. el
ne
Al pa 'ndéterm1
Al ¢hre deg Olynomeg réels en une i
_8ebre geg Polynomegs.,
1Visiogp par

. 8-
eSte . le
: X-a) - Division avec ¥ s AiPP
€reices de factorisation dans les
3. Ra

d , c+if
Rac?ne farree d'un nombre réel positill
ci = .
De carrge et seg approximations - et
u
6. s o - = ____;ﬂiyia”#,(#
t BFem?s d'e Uationg lineéaires a une
Tois 1nconnues
Resoluti

~710n payp ath auss .
PTOblemes, b 2 methode de G

; =)
; ’alre
7. S st‘ - " = llne
Sles drg Yations et d'inequation
a 2 LhConnyeg
Fe\

Solutigy de . i
. Bystemes Simples.
Prohlemes. I erprétation géométrique -

4.

isométries
8. Groupe des deplacements et groupe des is
Egﬁ_lan
et orthﬁgzziiiié et retournements, comme
Translations, Fatatl1o voina Les .
(Mipescen de symetP;;§ gz;;ggzzlé?une Symétri?
TzithEEEEE:EGZEHE'EEe translation parallele ?
1'axe de la Sy?itzigtrotations de centre donné.
: e oy
g;zﬂgz ggzmgz;i;cements. Groupe des isometrie

8. Disi.
Distance

t fermes.
i Lsques ouverts e
Distance - cercles - disqu
& ientes)
10, Anples (orientés et non orie
i e) d'une rotation. _
Angle (oriente) ¢ L
Angle (orienté) d'un FOupfe)
Groupe deg angles’(orlentes ;re i i,
2ngle (non orienté) d'une pa
esure des angles "
11, Cosinug et produit scalaire
-‘___‘-—n—.___
Cosinus d'un angle. )
A - i ar son
n angle non oriente est determine p
Cosinusg.
i i ar les
rfoduit Scalaire et son invariance p
isométrieg,
Théoreme de Pythagore. .
81 ¢ i i e.
°rmules élémentaires de Trigonometri
12,

Inegaljtg triangulaire

IHEgalite de Cauchy-Schwarz - Inégalite
Piangulaire.
Convexité d

T u disque.

: . i d'un
Dtersection d'une droite et d'un disque ou
Cercle,

Calcyy

approche dans le plan,




13,

14, 14,

15,

Congruences et congruences directes
Parties congruentes du plan.

Parties directement congruentes du plan-
COPPIQS de points congruents.

Triples de points congruents.

Gr : . SOUS’EEEHBE
—=oupe des similitudes du plan et sSouUSZ

EEE_EimjlitudeS directes

££§~EEEE§ et leur mesure

Aires de parties elementaires du plan- Ctoriel

e
Caleul des aires en s'aidant du calcul Vv
et de 1

a trigonométrie.

L

LA MATEMATICA MODERNA EN LA ESCUELA
SECUNDARIA ARGENTINA

H. Renato VBlker

1L Bases y etapas del processo renovador

El movimiento renovador que desde hace varios

anifiesta en casi todo el mundo en favor de

nza de la matematica, repercutio-como era

1atural en 1a Republica Argentina. Cuenta nuestro pais

°Oh una honrosa tradicion de matematicos en el mnivel

i?EErior Y universitarioj de modo que las nuevas cor-
ntes encontraron campo propicio.

Anog ge m
la engefia

1 Creada en 1956 la Subcomison Argentina  de
A Comigi

(e on Internacional de Enseﬁanza’Matemétécg
1 IEM}, dependiente a su vez de la Union Matematica
Mternac

Bl ional (IMU), su labor adquirio regularidad a
dim;r del Congresso Internacional de Matematicos _de
aioneurgo de 1958. Alli se decidio que las Subcomi -
Mg SeNaclonule§,'e?tre otros asuthS, estudiara:u

en i Ta§ Y aplicaciones de matematica moderna pue-
riggn ¢luirse en los programas de escuelas secunda-

colmo'dcon el fin de tratarlos en el Congreso de Esto
ﬂdCio :e 1962. Una sintesis de las respuestas de 21
inforﬁzs fue hecha por el Profesor JOIN G.KEMENY,cuyo

Se tuvo en cuenta para la accion futura.

Otrag A partir de 1959 se desarrollar=n ' tambien
viergnconferencias Y seminarios cuyas conclusiones tu

. &ran influenci i n
partlcular: cia en el proceso argentino, en

ﬂ‘Semigario de Roy
iac1on Buropea 4
ovj S P
Tada lémbre y dijci

aumont, organizado por la Organi-
e Cooperacion Economica (OECE),en

Por o1 embre de 1959. Su relacion, prepa

€l Profesgor HOWARD F,.FEHR, es conocida con
: tiques Nouvelles", en francés, y
in School Mathematies'", en inglés.

el no
" mbre de nM -
Ney Thinking athema
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5 it _ "
Reunion del Grupo de Expertos en Dubrovnik (Yu

gﬁglavia), convocada por la (OECE) entre agosto
Y septiembro ge 1960.

de
de~
para
cap-
textﬂ ]
gtici?

to~
ca Argentina, se remitio en 108= aﬁene'

e uelas dependientes de la Direccion
Ensefanza Secundaria.

mataia El informe contiene un programa moderno
sarrolllca'para la ensenanza secundaria, con el
los ¢ de varios capitulos como orientacion
10 E::fesoree_ La traduccion castellana del

l.lﬂ a eud‘ & = < de
Publj Pendice y bibliografia fuera

3
cada or o 5 : i Ju
de 1a Repﬁgli el Ministerio de Educacion Y

as lag es
Cue
ral 4

— 4 a .
: Effmera Conferencia Interamericana sobre Edgc -
%o ;“ﬂ Matematica celebrada en Bogotés.e“?rion el
Ingo Josy Liciembre de 1961, a la que asistl®/™ sr-
gentina BABINI (presidente de la SubcomlsloDOMIN ~
GUEZ (o ¢, CIEM), el Doctor ALBERTO GONZALEZ ' "o-
bre "Lgue tuve a su cargo la primera conferel ica”)y
el Doct natematica Y nuestra sociedad tBCHOIQE obr®
" or LULIS A. SANTALO, que leyd un trabaJy
OTmacion de los profesores de matematicd * .
‘a fug
xnn,tenidLaS recomendaciones de esta Conferenc;mpul:

48 en cue i dieron a
SO0 a log Yk nta en la Argentina, e fund

. en e i ¢ e
ajos inicial irvieron P2 1
len : es y sir 5 '
S:g; 1a creacion de 1a Comision Nacioyal Paisteflf
al delnfa de 1a Matemética por Resolucioﬂ, Egce S:
acompap v de_diCiGMbre de 1964. (en el Apen . tarfﬁ
'deSarrﬂilcOPla de dicha resolucion). Sobre o ma
adelante.ada pPor la Comisibén se hace refer®
] ) v
2 g;ble . eg
mateméticcahe destacar aqui la labor incank Presldeﬂ

te de 1 ?Mnorteamericano MARSHALL H,sTONE;nes e
Variag U, propulsor de numerosas reunie rob*=
mas g Partes del mundo tendientes a debatlrgcuela
mediae 13 énsenanza de la matemitica en e
Concretg :;?:Ie su ultima visita a Buenos

an cuyas etapas principales

s€

a
Aires
fuel

on?

a) preparacion de un programa para su inmediata
- .’ - 2
eXperimentacion en pequena escala.

b) preparacién de libros de texto adecuados pari
permitir esa experimentacion y asegurarl e}
mayor éxito posible.

¢) examen y revision del programa y de los tex-
tos a la luz de los resultados de los cursos
experimentales dictados.

d) creacion de cursos de verano para profesores
con el objeto de familiarizarlos con las nue-
vas tendencias y con los nuevos programas.

e) obtencion del apoyo de las autoridades educa
cionales para implantar progresivamente. 1los
nuevos programas en todas las escuelas secun-
darias.

f) introduccion de cursos modernos en la carrera
de profesoradc de la especialidad.

Puede decirse que el plan, puesto en marcha

i - ibli
gmedlgtamente, se viene cumpliendo en la Republica
togentlna en mayor o menor medida en todos sus  pun-

% @ pesar de las dificultades que la empresa im-
pllca_ .
II

= &l programa experimental

en ey , .El_Programa experimental-cuya copia figura
tame“topgndlce fue redactado por Profesorgs d?l Depar
tas ge 3 ¢ Matematica de la Facultad de Ciencias Exac
Para go a Universidad de Buenos Aires. Fue c?ncehldo
mo, porr desarrollado en seis anos de escolaridad .Co
bljcy Arregla general, la ensenanza media en la Repu-
enSeﬁaanEHt%na abagea cinco aiies, con siete anos de
to & Primaria, el sexto ano del programa propues

ue ‘ : _ Ama.

uncgonecontle“e nociones de limite y continuidad de

gral, . Si elementos de calculo diferencial e inte-
9 z 2 x 2 e :

°0 susaplicaciones), sdlo podra aplicarse en
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195 establecimi seis

anes, entos que cuentan con planes de

5 or
El programa experimental se caracteriza P

considerable en la Geometria de Euclides
Sononletria, mientras que en los Program{ls
ales estas disciplinas ocupan précticamenlos
d? Su contenido total. En reemplazo ‘d?
rimidos se introdujo: geometria analitl®?
GIOESpacio ¢on su ropaje moderno (VectOrEb;o
Aclones lineales, matrices, inecuacioneS’P ~

N On-"
lineal) y nociones de dlgebra moderna (?i
gebra

una pPoda
en Ia Tri
tradicion
la mitagd
temas gyp
Plana y g
transfol,_
gramacjgp

Juntog
y relaci " =
cag), €lones, funciones; estructuras al

a L o

i te

: mit

MO nucleo y centro de interés y per es”

ton del razonamiento axiomatico encio veZ
; a

fcillas como la de grupo o de €SPZ™ . pro

geometriamioalgEbra desplaza en forma notorid

ta intrﬂdUCQ

orial, . 1 _
Erama exggiyas’ Por sus multiples aplicac10ﬂe§5tica ¥
i " =
Prﬂhabilidadzg?tal contiene nociones de esta
IfI I ) )
EEBEEl;aCiOH Y actualizacion del Pejfﬁﬂﬁil
docante
Locente ;
o
; rabal
tendient A Partir del afio 1962 comenzaron 105'2 Paf?
Su dege ©S a capacitar a un grupo de profe§ore éioﬂa
de IHVeEE?no €0 cursos de ensayo. El ConseJorl cipéln
APoyo ep igaclﬂﬂes Cientificas y Técnicas; pc'Dﬂangj

to docentea Organizacion de ciclos de Perfese
nua ay .. inicio esta labor fundamental qla refﬂflf
ma, po BOIEEHte como ,uno de leos pilares de ‘sica’qg
mica y cie; ?n'ma?emética sino también en 11 adema
Feuniopeg sﬁlas biologicas. Se organigiaro“;an de%ﬁn
grama exPEr,maﬂales de estudio y de dlscusi'ipaC’obé’
de ot imental Proyec¢tado, con l2 pg{ de CapAT
a Sores gecundarios y la orientaciOn A 7

aticog : y:
TO de 32039 la Facultad de Ciencias Exact250 yGupZ .

SKY, 0s ; LES DO
LUIS 4. gaypysoOSCAR VARSAVSKY, GONZA
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del

s tuto Superior
itu P g

cimientos Y
ambiente de ma-

Conferencias en el Inst
Profesorado y en muchos otros estable
Eﬁres del pais comenzaron a crear un
Mfiesto interés entre los educadores.

i - Iniciacion oficial del ensayo

El afio 1963 fue decisivo para el pPOCESOCuii
la reforma en mi pais. Al organizarse el Segun O'tic&
°¢ de Perfeccionamiento para Profesores de Matema
Patrocinado por el Consejo Nacional de Inve
leg Cientificas y Técnicas, se dicidio que Sucl

© abarcara los temas del programa experimenta

?ﬁestu Y en particular el tratamiento de%zlézdo
B ton: . 1 primer an ; -
Picos correspondientes al P jones de Aritme-

tiga)(Geometria Intuitirva con aplicaclaciones !

a i s re 3 -,

cion ¥ al segundo ano (COHJ“ntOS’) Tambiém formo
€S, operaciones binarias, etc.).

del aprendizaje
de Analisis,Pro
de la Matemati -
SANTALO, uno de

a ‘Nalmente nociones complementar%as
ca, pri2des y Estadistica e Historia
A curso fue dirigido por e » = .
vzi redactores del prggrama, distinguido Prsziﬁziﬁg%
or-ﬂltario e investigador de renombre que S o AN
‘entando el movimiento renovador en la Repu r
Eent ina,

y . s n 70
Al término del curso, al que eSIS:;erDDirec“

E€g£320res selecciongdos de todo e% Palf’ B el iorta
de pq eneral de Ensenanza Secundaria de e e
e ucdcion convoco a docentes de Buenos i s
de 1an Participado y los invito a 1n1c%ar e It e e
mienzﬂ Nuevos programas en Sus Eespect;v?s es B
inua03 en divisiones de ler. ano, con visias 8 e
3iguir en los periodos escolares sucessivos €O Taow
entes cursos (20, 30, etc.). Contando con la

usj . : da
tasta aceptaciéon de los profesores, S€ dicto .
la gque Se auto~

senanza
eligi-
1 Federal Yy

pioolucidn Ministerial NO 2418/63 por
la mencionada Direccion General de En
Nicjar la experiencia. A tales fines S€

RCo establecimientos de la Capita

rizg .




con
rededores, No

, ; alumnosSs
e 2 hubo seleccién previa de al
desting a) ensay

© pero si de profesores-. a1
res
- sayo0, .
Detalles ge este primer ano de_englir NO 147
tados y Tecomendacioneg figuram en la Clrcuunddria! P
64 de 1a Direccion General de Ensenanza Sec de su dia
que se remitio a todos los establecimieﬂtoie5 de
pende?cia Para Conocimiento de los PFOfesoopia o
"ateria, (ge acompana en el Apéndice una € _—
rog
: OS rp ‘e.-n-
ma La wbicacigp de la Gecmetria en ltinuaﬂ Slde
os llOtieI‘ﬂOS, asi como su tratamiento, °°nl grito [n-
ea§9;17° de agugag divergencias. Desdesgminaréo preo
i _ieurlonne -"Aba"jo Euclides!'", en ‘?1 at_ixaciﬂf,‘lo a
Clona] ge Royaumont, hagta la axiom iymos 5¢ ard
pueﬂta Yo Choq_uet (1), para rEfeI‘ d P

8 ok tos )
elminarmos anos, Se han sucesido los‘;ﬂd":nﬂuc i opt-
el tratamiento de la Geometri e 12

versig yora . Dehr, del Teachers COlleEfideS

est“;.ad de_Columbia, la Geometria de Eu -y .

€8¢y iﬂ.rse 1nf0l‘malmente en los primerosco a los(l de

tudie a Secundaria, porque contribuye_Po S5
log o, POSteriores Yy se halla del camino

adelant g matematicog (2). , b

incip?

ha ¢l 7
€Xperimental argentino se & adi
e€r. ang act i & ’ s
%] £ Practlt.:amente toda la geomﬁ:tr’ice & Dr Paft
TALy, . f0Que intyuitiyo. Veamos que d“de es?
del , Que fye Precisamente el redactor

Prograp; .

h . : t d
Paris. Oquet : "L'enseignemen

Ggeo? nz?
_ la nd iu
(E)PLF'FehP' "Reforma de 12 Ensenanza dﬁLﬂ ensea Bdz
trla", Conferencia de Bogota, 1961- evista
de ia Geometrig en la Secundaria", R

Facion, no 37/38, enero/jun./65.
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"La geometria, considerada como la matemati-
€& Por excelencia durante muchos siglos, ha sido en la
actualidag desplazada por el algebra.

»rola réplica moderna de los Elementos (al
Procederge a la revision de leos fundamentos de la
eometria fue hecha por David Hilbert en su Grundlagen
®F Geometrie on 1899, con lo cual quedaba a salve 1la

“ONsistencia del edificio geométrico, pero a éxpensas
S aumentar mucho el numero de axiomas y, en consecuen

;2 de hacer del mismo un gigante de granvalor matema

€0, perg diddcticamente inservible... Por otra par-

t?’ €l metido axiomatico, cuya ensenanza Eigue' pare-
Clendo indispensable como base de toda educaciog mate~
mﬁtica, Ya no es exclusivo de la geometria., Rl algebr§
m?del‘na bresenta numerosos ejemplos de SiStETﬂS axioma_\
L€0s mycho mas simples que el de la geometria de Eu=

ﬁliqes, mags faciles de comprender en su totalidady'mas
:2;2:?22 Para me@or mostrar las pos:bll;dadez d?t}a ma

Yy por todo ello, con mayor valor e ucativo.

seq Qué queda de 1a geometria? Creemos que su en~
Anza a) nivel medio debe presentar dos etapas. Una

%i1Meva de Geometria Intuitiva en los prim€ros anos
fi2 DlB)y an 16 sunl- da ensefe la geometria del mundq
Bigcgp

b ' €OMe una prolongacidn mas detallada de lo que
| 2Prendid epn 1, escuela primaria, anadiendo observya.
“Beﬁ:is masg delicadas y tamhié? demons@raciones para en
tu on¢;0 Potencia del razonamiento, ejercer el espiri”
se o ‘tico y desarrollap la habilidad deductiva.Lo que
UPrime gp esSte primer ano es el prurito de hacer

dea1580metria axiomatica; no se parte de la nada, sine
Puntgg Conceptos intuitivos que el alumno ya tiene e
“biﬁnf Pec?a’plano, longitud, aerea, etc, Como abstrg-
myg L de magines visibles o como focliones de uso co-

meins. DUrante egte Primer ane (o ano y medio) de geo~

matel' Intuitiva e1 alumno debe ir practicando toda 1a

No oy ? €a que aprendio en la escuela primaria, pPara
v

culatoiiar °N ningun momento la parte operatoria y cal

de 2 de 1a misma, Con esto Y con la introduccion
aCiones del tipo mencionado, el alu@no, se

md g ax?Pa{aqdo Para entrar en la etapa de del algebra,
lcag y Precisa, de los anos Superiores. De-

lomat
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. ~fol'™
I P X { nee trans
be darse bastante énfasis al estudio de R t rafle ~
maciones: tralaciones, rotaciones, simetrlas: pn 12

Xiones, homotecias, congruencias, semejnnzalJ;’La geﬁ
segunda etapa (15 o 16 aﬁds), hay que vo%ver :

metria Por la via de 15 geometri& ajﬂllitlcaa
©S que parece conveniente, puede harcer-s¢

& A , iosS
de manera axiomatica, a través de los esSpac
riales",,, (1)

s Primerog resultados

Hacia el final del ano 1963 y_el
ev S complementarios de marzo S€ hlzz 1a en®
aluacion de 10s resultados obtenidos @' - te B2 “ja

r
€Xameneg

x s es
dz del programa gel Primer curso. Sl']olizlmeﬂte ael
c i 0 i
j EmP%etarse, por su extension, esPec acionec® 10®
; 1 timo capitule dedicado a transform ant© ?5 !
< £ A i
ira?{) en si IIliSmO, hubo opil’lion unaﬂlmi‘as Superv;idad’
ofesore i 0 '
-3l S del ensayo como de quiene do una Be L icd)
» que los alumnos habian evidencia ]

destreza y py

- 4 a
ena disposicion frente 2 1 rsos P de
D0 obserya

5 cu ho .-

1 bles entre los estudiantes di 1 he¢ ~_joP
P:S ue seguian el programa tradiCionéd; sustenalu

e i 3 i - o~
& .sc}nqlr el programa de una pretend que €% " o10
txlomatlca, de basarse en conocimie“toia para e 12
c?ae © adquiere por observacion CDncrz a ~
ilzn?r.9°n razonamientos sencillos y %€ se 39
Dtuicion cuando se juzga conveniente€, qer 4%9 1 dl
Janera de ensefiar y sobre todo de aprBRC T opta® ge

recV
onflgur

Vi€ne muy bien con la madurez ¥ Capacldaro rams _or

4t 2lumno de 12 o 13 anos de edad. Bl 591 Profﬁmﬂo’g
Primer. curso exige una gran dedicacio? 18 ef
Porque éste debe conducir el aprendiz2d® .= er .gico

. 1 061 a”
frﬂcesor, de suerte que el alumno adq & icl"aln -
“O8 por elaboracion propia y no Por reP™ . jegd’ o 3

: : : ajo 37 . ta
Zonamientos ajenos. Las guias de trabl; gens?

12
€Se proceso un papel importante ¥ de Esc“iiéﬂ’
e 1 c2

en v
(1) L,A.Santalé: "La matemétic&“moderna 1.a E

5 p _ . sisté
Pfimarla ¥ en la Secundaria , R€7Y
¥ egitado o
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teligente graduacion de dificultades con que esten
Tedactadas depende, en buena parte, el exito del a-
Prendizaje. Corresponde que los ejercicios y problg{—
MaS - muchos de ellos multivalentes - que esas guias
deben contener, respondan a los nucleos fundamentales
del Programa, de suerte que para resolverlos el alum-
10 tenga necesidad de recurrir a un conocimiento in-
tegrado, La experiencia hecha demonstro que un eleva-
do Porcentaje de alumnos habia adquirido esa capacidad
Y que la ejescian naturalmente y con optimismo. Quie-
re decir, que esta forma de encarar la ensenanza de
la Matematica, capacitando al alumno para hacer fren-
€ a situaciones nuevas y a manejarse <on los elemen-
©S de que dispone para resolver por cuenta propia
cMestiones hasta entonces para él desconocidas, res-
Ponde a 14 esencial de toda ensenanza y educacion mo-
°Tha en yn mundo cambiante por excelencia. Es claro
U8 la ensenanza conducida de esa manera requéere de
Algunog ajustes complemtarios en la organizecion es-
olar y en lag instrucciones didacticas. Asi, por e~
Jempl o hace falta disponer, por lo menos una vez a

i; Semana, de dos horas seguidas de Matematica y es
Portante que el programa de la materia contenga ins
czﬁici?nes precisas sobre el sentid? y ?Pjeto d? sus
eénidos y cuente con la caracterizacion analitica

¢ cada tema.

Cabe senalar finalmente, que el programa del
rso no pudo limitarse al estudio de la Geo-
no que hube necesidad de incluir en el algu-
de Artmética y Algebra, nociones sobre con-
omenclatura moderna, cuestiones estas que

JU2garon imprescindible para el buen desarrolle de
€hsenanza ,

Plimer oy
Metrig si
?03 temag
Untog

Se y n
la

bllo A 'LBS profesores contaron con informacion bi-
cﬁmogiaflca_sobre todo extranjera - pero tante ellos
Dong °8 alumnos se desenvolvieron sin textos que res
EChderan al curso, 1o gque dificulto la tares. A la

~ diciembre de 1965 ~ la apariciéu de libros a-
OS y de guias de trabajo parece inminente.

1964 El ensayo del programa del segundo curso en

Se considero crucial, por cuanto implicaba el

ot Cicivo de la Matematica moderna en la escue-

®Undarja y sentaba bases para su desarrolle en

ecuad

ﬂVaan d&
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~p Ve
cursos posteriores. Esencialmente el programa P
dos etapas: teoria de conjuntos, relacioness
nes y operaciones binarias,. por una parte ¥ len .1 de
de los numeros, por otra. No hubo Qificultad a 13

a teorid

3 encal
sarrollo de la primera, pero no fue PoslPliroso N1
5 : - 2 L N i
segunda mediante un estudio axiomallco rig iple,n?

; Caponi
la madurez de los alumnos, ni el tiempo dl&PoPor ell®
la falta de textos adecuados lo permitlefon- .

un-
® » » o 1 de CODJ
Se vincul6 el ndmero natural con 12 teor;d3rofesor
;msglguiendo el criterio adoptado Poﬁ el I
apy en su obra "Mathématique Moderne -
este Criter]? ,

Desarrollado el programa con esentd
Do ofrecit mayores dificultades y ¢om° pI?; 1os SUCC”
gran unidad estructural que permite AEPEES ntoS A
Blvos temas integrz’mdolos con los (:0[1001"”:31.0“ al~
teriores - los alumnos del ensayo evidenc 50
to grado de aprovechamiento, por cuanto “ es d
mostraron bien informados, sino ademas PO°
Una buena disciplina mental.

¢ o
Durante el ano 1965 el ensay? léefoiﬂfﬂrmﬁ
€er curso secundario. Aun no Se dispone ¢°¢7 Y ogto)
final sobre los resultados obtenidos, perzeristicas
®h condiciones de adelantar gue 12s parae
de los cursos anteriores se mantienen:
han_adquirido soltura y seguridad pars
2 situaciones nuevas y todos, aun 10° pcioss

;j%cldos de que con un esfuerzo ﬂﬂrmair jciond
% D :
5 Seanvolver a diectar los programasS 13 g de 1a
a;nalan que una vez que contemos con i

ecuados y guias de trabajos para 198 ° ' 4a, P97 ja8
tarea 4 ~ - 510 mas a
e ensenar resultara no s010 i

n*eresante, sino menos absorbente €n

€Xlgencias de tiempo.

1a

de
¢ nanz2
V1 - La Gomisiép Nacional para_jfLJ@yigg‘“"ﬂﬂfﬂﬂw’ﬂ

Matematica ovi

P ; un .
) En la Republica Argentina h?iﬁ ciep®*
miento renovador de la ensenanza de =° '

o -
funecl®,

3 ’ - : ve i
bajo, se dedican a la Matematica siR Prz ensay? y .

Cas;

: i .
Mﬂteméticas, Fisica, Quimica y Biologia. A el se
deben

los esfuerzos mancomunados que realizan el Con-
Sejo Nacional de Investigaciones Cientificas ¥y Tecnl -
®as, lag Unjversidades Nacionales y el Ministerio de
ducaci én y Justicia. Entre las muchas med?das que se
4N tomado para mejorar dicha ensenanza, figura la de
la constitucién de la Comisiéon Nacionmal para la Ense -
?mz?de la Matematica, dispuesta por r9501901?n minis-
erial del 15 de diciembre de 1964 (ver Apéndice). Es-
o Comision tiene por objeto llevar @ la practica las
©comendaciones de la Primera Interamericana sobre Edu
€acion Matemética‘ de Bogotfl, especialmente en cuanto
S¢ refiere o la actualizacion de los programas, el me-
JoTamienty de los matodos de enseianza, la formacion y
ei,PerfecCionamiento del personal docent?, la publica-
Clon ge textos y demas medidas que contribuyan a ele-
4T el njvel de la ensehanza matematica €n genmeral
®Specialmente en la escuela secundaria. Se la ha inte-
Ez:qﬁ con matematicos de prestigio ¥ docentes y f22312
ju 105 del Ministerio que por las tareas qne cu$g nL
COEEa?'Un papel importante en el quehacer eQuca 1vo£ a
ridgsl°n dicto su propio reglamento, desxggg PSRN0
e des - e] informante ocupa la vice-presi encia - y
ciag?une regularmente para tratar cu?s§10n85 Pir inli-
ke iva propia o bien otras que el Mln%sFerio. e pasa
g Bsulta. Se han constituido subcomisiones: de pro-
s Mas, de profesorado, de publicaciones, de difusion
$9%0HE con o) Pin de canhlizary agilitar lua Syamlbas
:on de los asuntos. Entre las cuestiones mas importan
ca Tesueltas en este primer afio de su funcionamiento
1 280 deben citarse las modificaciones propuestas en

m:z.pr°gramas tradicionales, para ser aplicadas de in-
S lato, eg decir, a partir del curso lectivo de 1966.

s¢ ‘rata de temas que presentan unidad conceptual en

nn;'n? interfieren eon el resto del programa y Su CO-
3 lmiento ge juzga impostergﬂb19= nociones sobre con-

en eis en el primer curso; relaciomes entre iozauntos
. : r 0
La Segundo; y funciones y ecuaciones en €l LEreero.

z&q natr“CCiOnes didécticas que se han.dado caracteri

cirCEI justo aleance de sstos temas y figuran en ° la

o1 ular no 84/65 de la que se acompana un ejemplar en
APendice,




Arontas fgtge %aéJtare§S'de mayor glcance que debzif
on de log priOmls1on proximamente figura la evqluzo
165 poaibl. e m?rus tres anos del ensayo en conjun q;
coordinaciék gduét?s_de los respectivos programas,rio
Tes en Jag 3- e?lnlthﬂ_con los de los cursos"supi b~
dia y 1, actlst}ntag’orlentaciones de la ensenan?; o
formacjg ualizacion de planes y programas ei
on de los futuros profesores de Matematica:

Vi1 -
Persgectivas futuras

hecho ¢, Como se desprende de 1o antedicho,
1 los nuevos programas acusa indices

Vorablex.
€8; Do obstante no sera facil aplicarlos 1 nu-
nta con €

ment
meroensze:?y?r ¢scala, porque no se cue i
S0 dadg qulo d? qocentes preparados. El r?cmpdi
Clertog Eer el ”lnlste?io de introducir de lno;ramas
en vipoyp ogi§ de Matematica moderna en 105 Prnﬁactua#
lizarge. el igara a los profesores a pensar ¢ cionﬂmi
ento Pa;a dlos unido a un vasto plan de perfe:ciéﬂ ;
textos pa ocentes en actividad y a la publl®
bajog cUy;a el profesor y el alumno y de gu Kl
en yp futurzParlclqn es inmin?nte, haran E?Z; suente
con programasng lejano la Repiiblica Argeg a1cance EZ
Beral ep e o e Matematlca renovados Y : ~e €85pe”
Ta que Jag Ciclo secundario. Paralelamen Bl;
Primarj, cun:evas corrientes hallen eco ?gencia" yas
2 la fech, ¥as autoridades superiores evic - ens€
Danza elem’ un marcado interes por actuall? jenes
Preparap ae?tal, El esfurerzo mancomunad
lag iHStanc-oE maestros en las Escuelas NOf'O .
del pePSOHQiaS que ?esponden por el per Smpién e
€se nive] el §2n20t1Y1dad, podra lograrl t
vamiento que se busca.

e de 1965'

e A B
que

Buenos Aires, diciembr

HELLMUT RENATO W.VOLKER

VI - ALGUMAS COMUNICACOES

Os trabalhos publica
originais entregues pelos autor

dos seguem fielmente o0s

es

1. Construgio de Classes Experimentais e de §0ntr6¥e
Antonio Ribeiro, Joana Bender e Zila G.Paim

2. IntPOGuqao no Ensino Secundario Brasileiro do Con-

: 3 10 SE€
Ceito de Numero Primario
Joana de Oliveira Bender

P
0 Método Dedutivo
ANPPM
e Cramer

4, - &
Um metodo para dedugao da Regra d
tria com Base em

ElagejamBnto de um Curso de Geome
0Goes Vetoriais
Antonio Rodrigues
5. 4
Introdugao de Matematica Moderna na Escola Secunda
Tig
0.A.Dacol
6. o
DeterMiﬂantes com Base numa Definigao Recorrente
Antonio Espada Filho
(S G
Geometria no Ginasio - Relato de uma ExperlenC1a
S. Paulo

R . Z . .
€alizada nos Ginasios Vocacionais de
" Lucilia Bechara e Elza Baba Akama

Intui§50 e Inducao na Matematica
Luiz Oswaldo T. Da Silva

9 . 1 .
leltes - Aristides Camargo Barretos

10,

Una Experiéncia na 12 Serie Ginasial
Martha S. Dantas
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CONSTRUGAO DE CLASSQS EXPERIMENTAIS
E DE CONTROLE

Antonio Ribeiro, Joana Bender
e Zila G. Paim

COMUNICACAO, propondo a organiz§g50 de clas-
Ses experimentais para o ensino da Matematica Moderna
NOs niveis de ensino primario e médio.

ORIGEM - Contribuigdo do Centro de Pesquisas
¢ Orientagdo Rducacionais da Secretaria de

€ Cultura do Estado do Rio Grande do Sul ao V Congres
SO0 do Ensino da Matematica.

Educacgao

s 0 desenvolvimento vertiginoso que, desde
Seculo pa

o

ssado, vem se processando em todas as cien-
€138 e na utilizagdo cada vez mais acentuada da Mate-
matica pelas mesmas ,

vem exigindo um numero sempre
estudiosos e entendidos da Mate-

pessoas habilitadas para, utili
Zando-a, melhor poderem compreender os progressos téc
Bicos e cientificos, -

s assim como as grandes descober -
a5 e o racional aproveitamento das mesmas.

Crescente, nao so0 de
matica, mas também de

Entretanto,
No sentido da formaca
Pes desta ciencia,
dos obtidos, pois e
mateméticos o
disso,

apesar dos esforgos despendidos
o de matematicos e de conhecedo-
muite pequenos tem sido os resulta

ainda sem expressio o nimero  deo

U conhecedores desta disciplina. Alem
tal ciencia tem

5 " -se tornado o grande impecilho

°S que, ndo desejande f ati

S0, v N Sejando fazer estudos matematicos, pre

Gee ;'nao obstante, dedicar-se a outras ciencias,da

PR grande lumero de reprovacoes, causadas todos oS
Pela Matematica.

dosg, paraEssas reprovacoes tem
tica a Pesquisar as causags d
ce a” Crescentando-ge

@scolares de nf

motivadodiversos estu-
o insucesso na Matema-
jue, muitas vézes, isso aconte
Vel intelectual comprovadamente §
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levado. S
» . I.l i"' E
hipoteses fo?m
Entre as ay 1.temétlcﬂs
insucesso no estudo da }305 e a L
todos do ensino inadequa rovagao fol 95.
especializados, cuja c°?¥erentes palse
diversas pesquisas em di métod®® . mno
e 08 coB="
= tanto, em paises onde que ©° ° ¢
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expressao de um intep.

. " k4 1.
relacionamento intrinseco, dan-
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deverao alicercar o ensino-aprendizagem da matematica
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tamben destinadog a prof 008 o
tica ¢ prof 0 oS




142 - .

SS _

- 1 s T O fes ) ‘)Ora
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INTRODUGAO NO ENSINO SECUNDARIO BRrAs

ILEIRO pgo
CONCEITO DR

NOMERO PRIMARTIO

Joana de Oliveira Bender

OBJETO, Propor a 1ntr9dugao no

Ensing Secundirig do
conceito de nimergg Primariog (poténciag de
nimero Primos, Segundo Breard), Pelasg Seguinteg:
RAZOES, a) Para evitar a grave 1mprec1saod&xmnsidérar
2240LS
Potencia de Primo comg Primo; permiteo
b) porque o Conjunto qog fatoreg Primarjog "
identificap o numero fatorada, © que nje
acontece cop 4 Conjunto geg fatoreg pri-
mos ;
¢) por sua lmportante aplicagao, Permitingg
que se Interprete 4 Maximagao e , minima -
Ca0 como }ntersecgga € reuniio ge conjun
to de fatoreg Primariog respectlvamante
Exemplificando
(a)
FATORES PRIMOS FATOREg PRIMARIOS
%0= 2x2x3%x5 .. '&):22x3;x5 |
90 —
1.,Oq2x2x2x3x5., 120223x3x5
(b)
A = Conjuntog dos (. ]
fato , A s “onjunto gog fatoreg
atores prlmOT de . Primar; o de
60 = {2 3 5
{ Ll O 1 2
27 2 2
50 5l
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primos de 20 31
120 = {213!5} 120 = 3 1
5 5
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+ 3 de 2
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0 31
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B, = 1
(60 p 120) = A, N B, O s
53
- . de 2 2
~ imarios
Conjunto dos fatores prim 50 sl 2
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am
2 riticas mostr
Investigacgoes c
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e ~ C 1
ho o€ je™ g
teica do trabal pres® taPe-,
lhas na estrutura logic sar €X es a
delas, por exemplo, foi a de u

9

Zo podem €7 im,
tre" e "continuidade" que nis falhass
com base no seu sistema. Ta
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minuem o grande valor da obra.

1.3.

Evolucio do método

A discussao sobre a nature
Postuladg

za dog axiomag e
S teve comg tonsequencia uma nova Concepcag
do metodo dedutivyg, ’
IT

lecida.

Construca, d

omo foj estabelecida . enomi dlSClpllna da
ﬂEE%EEs € & disciplipg, assi
dutivg,

NOTAs COMPLEMENTARES
_________ﬂh_-ﬁﬁ_h_
Os termog Primitjy g i
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Cunprd ohgen, S 200° dar ung iMberpretagg, oh® Peques
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prlmitivo 3 0 e defln;d em gyt a, S v
e umg Construgg, ¢ Substltu'd e nl
Outrg
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EGRA DE CRAMER

(Do livro:"Topics in Analygign de

Otto Toeplityz)

Antonio Rodrigues

Seja o sistema ge equacgoes E:a

Considere—se o determinante

matriz (a_ )

%13’ @ coluna j por bj. Indiquepeg Por A
© determinante da matpj, obtida ¢op esta troca Entao
Ax, = A = i
it ; onde Ax _ determlnante da  matrjy
A :
ij’ ©om a colung J trocaq, por bj. Resultgq Pois a re
gra de Craper R
a8 A*
oo 8
J A

Exemplo
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2 3 1
Ealys ¥ al: Ay
3 =2 -4
Ay =
Ay=
de onde ge tira
2 1
1 o 1
BTl
i

2 3y 1
7 1
3 -2y =%
.2 2x+3y+z
1 x¥y+z
3 3x—2Y”4Z
1 1|
0 1
4
2 1 :
1 o 4
%3 3 _'lf.}_.-
2 3 1
1 1 1
3 -2 -4

-4
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PLANEJAMENTO D UM CURSO DE GEOMETRIA
COM BASE EM Nogogg VETORIAIS

Antonio Rodrigues

ial,du
a@luno j4 A

€ muito g maturidade -
. v 0 que nen Sempre acontecendo torna reco
mendavel o gey €lbrego na 2a g, 32 g¢

tamente com 0

. .. e se faca un confronto deste

o to com o netodo tPadlcional do desenvolvi -
Nto da Beometrig €Spacia]

Zer Co

ente para fa-

axiomas -
€M como noggey Primitivas e teo-
outra,

201) Aa Nogoeg fundamentais, como dissemos aci
ma, sdo: Ponto, Vetor, nimerq 2°8L; que ke muptem coc
nhecidag do aluno, através (e fatos fisicos,
€Xemploy 4 Nocao (e forca, 44

como por
y da uma ideia de vetor,

2) 0g axiomas,

g €m numero Jge 6, Procuram ca -
c erIQaP.tﬂlS Nogoes de MANSdira a ‘faza.1al corres -

Ponder as ideiag Usuajg, Deven ser

dualmente

s por Motiveog di

gra-
Como se pode Perce-
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~eoulrl .

ber pela exposicdo que fazemos a seg | epdat
. oo 11 e
Inicialmente damos Os_axloﬂi;ig a nO@;zlag%
pontos com vetores. Depois de 1t}trzxi0m"15 que s
adicdo de vetores damos os demais A onEs QU . 2
nam os nﬁmeros COm o0s veto{es3 0e 4 axioma qu nsa?
tem introduzir ag nogoes meétricas, O

dime™
de asq
spacgo rem
racteriza o espaco como sendo um es] o

s te

tres e finalmente, apos o exame de algun

conhecido Postulado de Ruclides. 4 ‘Visii;

ser ety

Estelﬂanejamento permiFel coziua de d§5ta’

desenvolver {3ga g teoria de posigao Tarismo

¢ planos, ge Paralelismo e perpendicu

figuras de yp modo simples.

Axiomas . o alguns teoremas.

0

A

v,

= _ B~
0 me?

modo gue ge 0S8 pontos c, b deter £

10 vetop 3

gura 1) g,

tor
+ ‘nico V€
1) Dois Pontos A ¢ p determinam um unic

qual ¢ indicado por

- r
V=1B ou também PO
de ta}

. 1alS
" — -‘ﬁ 55.0 lgu
entap oq vetores AC e B

m
ma
; ol
A}B,CHD

Outrag Palavras,
Tamo

os pontos
um Paralelog

Pig, 1

- . "“:“‘:‘"'H.‘ - L s

—e _:__r-—'-.-r‘-.-,—,-.;-—m_-__._
""-—"_._"T'_""'..__..__.._ s

2) Um ponto A a um vetor ¥

to B que é indicado por B
que o par A,B determina
e o vetor v

= A+ ¥V, de tal
V. Além disto,
determinam O mesmo

Gigiioll guis €, se ¢ Z A entio

mod o

S€ o ponto ¢

Teorema:
i -
Unico vetopr s
tem-ge:

C=44+35 . C=B.+7¥ = (ﬁ-kﬁ)~+?

0 vetor s indepenge da €scolha ge A Porque
8¢ U com Ar, determinam B' seria AA" = BB e se
V com R determinasse L seria BR{ CCr lo
i — . B go
AAr o CC (fig, 3) e consequentemente AC-KTE' =5

O vetor 3 depende g
Vetoreg ¥
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B! =
Gl
ﬁ ? \\ Flg.S
Al Vc
\.\
i

0 vetor T tal que
vetor nulo e indicado por
22) o par ge

A+7V = ¥ ¢ chamado de
0. Resulta que 10)A+0 =43
Pontos A, A determina o vetor nulo. O V€
tor ¥*=py

o £ b que
¢ chama oposto de .F - AB e e tal q
F*-I-V:'v

v —— ———
TRt e=0 € 1ndica-se v* por -V.

3) Um humero real x o um vetor

: ani
¥ determinam um =
€0 vetor W

i - 1
» Q€ se indica por T - de ta

conveniep
e mostrar
sica, como por €Xemplo,

due dois pontos determinam
uma reta,

que treg Pontg
um plano,

r
'a a.-—
i Planeaamento, teoremas f
ceis. -

A reta & definida Como sendg um

O 2 propriedage de que se A, B, X =27
tres pontos quaisquer deggq con

Junto entio existe um
numero real tal que Ef s

B - a
X AB. Em outros térmos,
reta fica caracterizagy, pe

X=

la €Xpressio:
A+K(B-—A)
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X um
Onde As B 550 dois pontOS £Lxps dessé i e'meI‘O X
Pontg variavel conforme o valor atribuido ao nu reta
O vetor ¥ - B-A ¢é chamado de uma base dessi v e
€ a clasge de todos os vetores w tais que WwW=X

Chamada ge diregao dessa reta.

e dita 1 senti-
A subclasse desta com x>0 e dit

; la expres
do. Tal reta pode, assim ser determinada pe

# 1 1 ]“.E e\?’i-
Bao X = A + X Vv onde V e um vetor (_._ilI‘E‘_trO

i r inam uma
“€ que dois pontos A, B quaisque determin
e reec i 1 ontos
p isamente a reta constituida _pelos p
taig ue = - - s ta reta
gt ' q. - X = A + X ¥ onde Y = B A. ES

& ; "dar a x 08
Conten o5 bpontos A, B bastando para isto da

Segui“tes valores x =0 e x = 1.° e
con junt
0 plano & definido como sendo um
Pontual com a

C sao
propriedade de que se X, A4, B, g
& =
Quatpg Pontosg quaisquer desse conjunto, onde tre

a ~ ; is nume-
°S ndo egtg em linha reta, entao existem dois

r ;
o8 Peals t&is

ue v i com
o q 0 etor X se acha relacionado
5

"etores I3 e AC mediante a expressao

AX = x(AB) + y(AC).

; izado
Peq Em outros termos, o plano fica caracteriz

Q

* expressﬁo
X = + X(B - xx),

- A inha
ret A1B‘C’ 880 trés pontos desse plano, nao em lin

e a',

- : S e ores de
X X & un ponto variavel conforme os val
V¥ .

v W 2 is que
W F | = Vetores 7 = B-A e W = C-A, sao tais q
v e p Par “F’-‘?

M

chamado de uma base do plano.

s ®Vidente que tres pontos nao em linha reta
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determinanm 5
; um plano e & ficil ge ver que se uma reta
em dois o

- Pontos A,B en ¢omum com um plano ela ce achd
contida negge pla

fazer y - g, sta em X = A + x(B-A)+y(C

i ] - '
ma da metyrics. ;
t trica: pois vetores quaisquer V,Ww d€~
erminam upy Unico p

lar ‘indicado P Umero x, chamado produto escd”
: B Wide tal
! modo gque:

€ POsitive ge

LT V#0e nulose v =20
'*'ﬁ'.\?‘
+- ] - e
Y) -w:u-w'_?-‘?
V)eW = x(V.%)
0 axij
oma.da .
metricy Permite introduzir - 2°

A = 5 (10 es -~ i
tancia de doijg SortyL Paco como sejam a de di2
: Ry

- a de 3 ' -
.perpendlculariSmo A € angulo de duas diregdes:

P&r 1 -
X & isto definimos o modul?®
g 0 qual @ v
do o numero dado por

de um vetor 3 :
1!\!11(‘.&[10 por ‘-‘?[ como sel_.'l

V.V
DEfini i :
mos P gl
; a dlstancia ent ALH
como sendo o modylg do vet Dire os pontos !
or

—=

. ”~ 2 Vv = . -—
zir o angulo de duag direcse B-A. Para introdu
S

Q —
monstra-se o seguinte: U de duasg retas de
.

Teore
ma de Schwarg. | ¥ WIS|IF| | W]
. _ v w
Demonstracio: :
€a0: 0 madyy, de x¥ + & sendo P2
sitivo ou nulo permite e€screver -

L
x“|vl™ ¢ 2x(3 %

R T S —
R N
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qP0s efetuar (xV + w) . (xV + ¥) .

A inequacio acima é satisfeita para qualquer
Va]_ ~ i i #
°F de x se o descriminante for negativo,isto e, se
2 2 2
(v.w)T v vl O

donde
Segue qjtqg desigualdade.

Resulta que o numero

V. W

oM vaj
o absoluto & menor ou igual a 1l e isto nos per

m3i
te cOHdeex‘

angulo
o

a-lo como sendo o cosseno de um

<
a-]_ 5 = -~ - —=
deflnlrnse o angulo de dois vetores Vv,V co

Mmo Se N
Ndo yp angulo tal que

V. W

| v 11w

COoOS o< =

: o "
o Dois vetores vetores +v,w serao chamados
Paralelos -

ic V=AW e serao chamados de perpen-

V.W = 0.
etag - ~ :
Bt Mediante o uso de suas direcoes. Assim, as
I e?(}eg d
Peg

€ ’5P“Ct_j ¥

‘a';lm\"ls,

a8 retag Y=k 5 }t{; e X* = A% & y W Sao

amente determinadas pelos vetores V , W; di

Que - T R i - T -
i elas sao respectivamente paralelas, perpefn
tCui AT '

L=

conforme tais velores sejam respectivamente

Perpendiculares

v

o ela

Uz TN - S
na reta ge dira paralela a um plano €

Estas nogoes sao facilmente estabelecidas pa-




———

T
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for paralela a uma reta desse plano. Os teoremas de

paralelismo que citaremos adiante mostrarao que uma
tal reta nao encontra nenhuma reta desse plano. Dois

planos se dizem paralelos ge qualquer reta de um de-
les for paralelo ao outro,

Uma reta se dira perpendicular a um plano
sé for perpendicular a duas retas desse

Plano nao
paralelas entre gi.

Umn plano ge dira perpendicular

a outro se contem uma reta que e perpendicular a €S-
se outro plano. Os teoremas de paralelismo e perpel

dicul
arismo Caracterizacao perfeitamente estas e
coes.

9. Axi i a :
oma da dimensio: Existem no espago pelo menos

um grupo de tres vetoresg

i, j, kK com as segull
tes pPropriedades:

(fig. 4)

N
et

a) Os ve T - ~ - =
Vetoresg Ly 3y & sao mutuamente per

-pendiculares e cada yp deleg tem médulo igual a 1 -

b) Todo vetor 3 do espaco & da forma
vV=xi+yj+zk
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A figura 4 nao so elucida bem o sentido des-

te
teorema como e lndlspensavel que seja apresentada

ao
@luno, mediante apelo as nogoes intuitivas sobre

o] espago ambiente.

’ Resulta deste axioma que o modulo de um ve-
or v - , .

¢ dado pela féormula

| Vv | =‘1x2 + yz + 32

L4]
Produt, @Scalar do vetor Vv pelo vetor

w=x'i+y'J+ 2k

- g
V.W

I

xx' + yy* + zz!'

Un sistema ortogonal de coordenadas, tambem

Chap
adg & - s -
ag de Sistemas cartesianos é constituldo das re
v Mmut
% “amente perpendiculares, que passam por um da
Pont, 0

Wik » chamado origem, e cujas direcoes sao de-

nﬂd = - - —
VX a A8 pelos vetores 1,34k, ~Ora, como cada poy
= =

= X ¢Spago determina como a origem O um vetor V=

-0 i - ir et
su] © Por outro lado sendo V=x1+ yJj+ 2k re
ta que P

: a
da® s °demos a cada ponto X associar um tern
Mmerog

to X Xy ¥z chamadas as coordenadas desse pon-

s
R eny lnteressa“te neste momento mostrar que S€

ar : = ; 4
Cidg a 0 axioma da dimensao tivessemos estabele
ex

b

i . itui
Stenciga de pelo menos um grupo constituido

a 0 —= i p ‘-
d01g VetOPeS i, jg (no lugar de tres) mu

Ol’t §iE = I'd . -
do °8onais e cada um deles unitarios de mo
Sse

Que r -
=Xi+ yj para todo vetor V do espa
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y vol-
- a desen
¢o, este seria um plano e toda a geometri

vida seria a geometria plana.

ctan-
- ’ i ue a dl-
Torna<se, agora, ficil de ver q

: oordena
cia de dois pontos A,B respectlvamentQ de ¢

das _(al,az,a3), (bl,bz,ha) ¢ dada por

3 - 5 > b )2’
L T

’ S 1 1 es
Tambem & facil, em face das definigdcs, e
A daq
48 equagoes de uma reta e de um plano e

fazer toda a geometria analftica.

ter

Para concluir regta

e
] 2 a qu
-nos examinar, aind
-brevemente og teoremas,

- 1 a-—
que_ decorrem do materia
presentado ate aqui.

; s o P0§
Falta-nos ainda introduzir
tulado de Euclides,

0 que sera feito adiante:
1) Teoremas de Paralelismo:

a) Duas reta -
sio_paralelas,entre si,

. to que se VW, T

dessas retas tem-g

8 Paralelas a uma tErQQira"
Resulta imediatamente do fas
530 Vetores que dio as dirego®

ee

E
- i =] : tes€1,
VE=XW e .w=yq por hipo%&™"
logo Vv = xy3 tese, . :

"eta e um ponto C na
— . o
L T
coincidiria cop C, Entag essag p

. A . e
de modo que fosge e consequentement

e is por~
etas teriam- doiS
tos em comum e Coincidiprjap, .
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ham
c) Duas retas paralelas AB e CD se ac

indi-
UM mesmo plano, Resulta do fato de que podemos

Ca-las respectivamente por

X=A+xV e Y=C+y7
onde

—

Y = Bir= D
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I
| INICIAGAO oy INTRODUGXO pa MATEMATICA
| MODERNA Np ESCOLA SECUNDARIA
| Osny A. DaCOl
| 1.0 - ?ogﬁo Intuitiva ge conjuntog
| ** = Exemplgg de agrupamentos, classes, cD;i#
| | _ ;9i§, Brupos, coletividades, equipes; =
| : nae Sl las,yeglmentos,etc., conjuntose ;
ubfconauntos °U partes de um conjuntoi
e Conjuntg Universaj ,
*Y = lgualdade € Conjuntog
2.0~ Opera

contagem, egcdlna, ete. "
Uniao, diferenga, compleme
= Conjunto ya,;,

. g con—
s 1 Conjun lar
Junto bindrig. Junto singu 1

3.0 - Nimerog

4.1 - Operaci,

-
(=]

elementosdgiinida c?mpletamente entre of
f .na gy fEChada- conJuntn. Operagao inter

0 A ot
f . 4.1.1 «_Propriedade; dg:ra?ao binaria,

OPeracdes internas
a}s.(reais}
Numergpg naturais.

5.0 - Numeros artificj
o1 -~ Adi 50 d .
5 ¢ é Propriedades

3.1 n§turais
*~ = Fotenciga de

321~ 2l T

3.§ - Dgzggntos e?“iP°tenteso.ﬁ blaﬁgao :

3.4 - Denomgnzafdlnal.de'conjuﬂtos equipotente®
Dumerog EZEd? S}mbolizaqao (numerais) dof
tas lNaig e Conjuntog equipoten

3.4'1 i

g

e B
>

R ——
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i ra
9.2 - Subtracgio de niémeros naturais (como ope a
ao i da adicdo)
¢a0 1Lnversa da dglq ) s,
5.2,1 - Subtracao de numeros naturais Eiiaendw
Gue o minuendo e menor que O su ? ne;
aparecimento ou criacao dos numero
gativos.
9:3 - Nimeros inteiros < ‘ g s
S.4 - Multiplicacido de numeros naturais.
Priedades. ' B4
9.5 - Divisdo de nimeros naturais (como ope
gao inversa da multiplicaga9) .
5.5.1 - Divisdo de numeros naturais caso egigi
0 dividendo nao e divisivel pe%o i
Sor: criacao dos numeros fracionar -
5.6 - Nmeros racionais ;
a 1 i ie-
5.7 - Potenciagao de numeros naturais. Propr
dades.
a i ope -
G Be Radiciagao de numeros natufa;s (como op
racao inversa da potenciacdo _ RANE 4
~ -,
5.8.1 - Radiciacdo de numeros naturais cia Al
que 0 radicando nao e uma pot?nc 3
~ < .
ta em relacio ao indice da raiz ouian !
radical: eriacdo dos numeros irrac ais
Sle DN A2

a o f i dos
Numeros reais. Representacao grafica
”

numeros reais.

Justificativa: apos 2 anos de experiengia no Cg
i LT, e = légio Estadual do Parana, com
1ntr0du

: cao da matematica moderna nas e ishes
Binagijqsjg € a leitura de varias obras sobre o assunto
~ehtre 54 quais "Mathématique Moderne" volume 1 de Pa-
py; ?Sicologia a3 Inteligencia de J.Piaget; Introd9 ==
Qag a FilOSOfia da Matemética de B.Russe1; "Umg dﬂls?
tres,--.infinito"; Matematica - Curso Colegial _‘3_vg
.3 da Soh’l-S.G- % Edltara Universidade d? BraSllla! 3
AR Sta "y, Educacion" pnog 37_38:Energ-Jun10 1965b1i:
caor -2 Ensefanza de La Matemitica Modepma,: . Bu
a0 qq Uniao Panamericana.
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troducao da Matematic

1.0 -

1-2 -

' o In
s A ; i & . a0 ou e
Lembrete Sobre ga Comunlcagao "Iniciag

A
aria
2 Moderna na Escola Secund

Homens nasei
de 1930);
firma;

bol; aji

dos ep
colegdo g
regimento de
Zer que qualq
onjuntg digso

asse
1930 (conhecido como "Cldiia
e selos; empregados defute _
cavalaria; equipe de D e
uer um désses casos PO ol
ou daquilo... palavras

Junto que estd contido

s-l‘
] ; a e

lemento seu pertenczo o um
S€ outro, Se diz que entre yp sub-conjun

sub
: ; = . = m SuZ
conjunto exjgte UMa relacio de inelusio. U

um
€onjunto & tambén considerado uma parte de
€onjunto,

Obs,

que cada e

(o]
unt
quando yp elementg Pertence:ra um C?Egto e
Se diz que entre o elemento e o conj
Xisteq uma p

elagio de pertinséncia.
existem 2 tipos g
a) s

e sub—conjuntos: —con-

ub—cnn‘unto roprio: Se diz que um Sub'uﬂto
‘hT—*‘fl‘—-_JL_thﬁ junto A de um g?“?ameg
B e Broprio oy due A estd contido propri peL
i menos um elemento g

.un.-
B R e
0 Proprio 4o’ gp

b)

am~
B um conjunto A » =
bem pertence 2 um conjunt, B e vice-versd "y
diz que A estg contide impropriamente em

o1 4ue B contey 4 PPapriamente A

tambén que A =B.

=

m €=
OU entes da vida €
mu“-it

. de ]
Sub-conjuntg imEroprin: se todo elemento

vl

Acomodagﬁo
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- acomodar vari
crescente por tamanho;

Operacdo de mistura
tanciag

as pessoas em ordem

1 8]
- a0 sSerem misturados _=am§

quaisquer; escolha - ao se formar d?gi
equipe de qualquer modalidade esportiva, e .
te a "egeHlhat dos melhores elementos que a com
Porao, ete.

Interseccio de Conjuntos - ¢ uma operacao que

determinacio de um novo
conjunto chamado Cop

Junto Interseccio, cujos
elementog sao og elementggs Comuns aos conjuntos
dados,

Ex. {a,e,i,o} n {a,k} = {a},

chamadg conjunto
Singular

{aseio} n {P1q} = @ chamado conjunto

Vazio |

= qu} chamaqg conjunto
Par

a0 ou reuniao de Conjuntos: & uma operacao
que tem por f; i a

inagao de um no-
ujos elementgg Sao

iferenca de 2 conjuntos A e B: € uma operacao

que tem por fi-

Vo conjunto cu
98 pertencem a A, mas nao Pertencem

a B,
BE 4 [a,e,i,g,u} ou {a,e} ou {a,e,i,o}

B @ie] ou {o,u} ou {a,e,i,o,u}

1) A < B = {i,o’u}

2) & pis (a,e}

B0 A & B =
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Comnlementagio: 5
. : con

qon;unto cOmplementar - Dados A e B, 2 A en~

duntos quaj

t A<R

‘Squer, se B esti contido e?ar ae

a0 A, Ctuja notacao e A val
2o ABentagio: o gperayte modiante B O
S€ obteq 4 com

Plemento.
3.1 « poia

ler
de Uln co“. s . -] de de b
— Unto: ¢ a‘guantida

3.2 ~ Conjon 1% Bossug 0

: SSe conjunto.
juntog 3 Ju que
R : s e
- tem 3 mesmg ;itotentes; sao os conjunto d

. _ idade
elementoa. cteneia gy a mesma quantid

2)

Exempy 3
Plo gq Conjunt,g €quipotentes:

{200}

{aan}

{::c}
303 L N{lmeru cal‘ﬂin

Propricdag
POBsuipe
e m
acao @& H el

Ex, # [QQ!I}} :__#{Aaﬁ

W~

COnjuntog equipﬂﬁﬂﬂﬁgﬁ. di
©Sses conjuntos tes NO

Mtidade de elemento

0 Cal‘dinalld

bty
] cOn' (4] e 81;
9550 Bigten, ohiunts Vazio chama-se zeT pel)
51m§olgrqpu d .racag ¢ representad® me’r?
indu-aréhico. d-argp

2 u

i onu 1C0 tambem chamado 1

0 ; algarismo
Card1na1

e Tepre
S0 sistemg
0 Cardinal ¢
dOiS e idem H2n

0 Cardipaj \ or
e representdo “oMjuntq {1,2 & chamad® e
a8 Simpgy2210t € cha n/3"

assim pop diante %10 ou pumeral

qua

3.4 -

0
°% singulares é Ehiﬂo(pO’
um 2 Dumeray jnpdp-arab

Eragao.) “1" =

8 Con+
Sentagq, i
de p

on 4 Q’
unt o bindrjos ¢ chamad

'S:
d(}a n’ tura}'

u na
051,2,394 meros

1-....,}

Ty TR AT ——— L T L i
e .
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L
0-
- . nteudo da
4.0 - Operacdo formal: nao interessa 0‘§zde e
beracao (3 mais 4, nao ha necessi
0 que o 3 ou o 4 indicam) ol
ao ¢ completamente defini
1.1 - nge diz que uma operagao e c p-.nto quando a-
da entre os elementos de um conJJt E? g R
Plicada a 2 ou mais desses elemen ﬁ‘anto n 3
L]
do e um elemento pertencente ao conj
Ex, A = {a.,b.,c._, ”.}
Operacao: o
APlica(,‘éio.: aob =c i
e [ . a
Obs. nesse caso a operacac e Chamégnto; i~
Ou interna em relacgao ao ?UnJlementOS 24
do a operacdo & feita entre gﬂli'ﬁéria
L - L= a 1 3
diz que a mesma & uma operacao
a internas
Tl . Propriedades das operacdes in
a) fechamento
b) comutativa
¢} associativa
d) elemento neutro ¥ ‘
e) elemento simetrizave G on maiElage &
f) distributiva de uma operacg
ontra.
el o Numerog artificiais reais
sameros
i i ivos - Z ]
B e B fuan & @ negat%v‘os e inteiros -Q
— . , -
Raclunals: NUMETros fraclona?l AP e
€ais: numeros racionais e irr
S. e .
Lstemg matematiceo i GOBE
i i sistema matematic :
d = Se diz que existe um . definida uma opera
gg € dado um conjunto no qual esta
0,

Conjuﬂto dos numeros naturais
Peragao definida: adicao




|
|
{
|
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’ -
ggprutura'matematlea

' atica
Se diz que existe uma estrutura matem
quando é dag

) o
O um sistema matemitico e & vélldangzla
mMeénos uma dag Propriedades dag operacoes ln?i?da a
pPartir da associativa, podendo ou nao ser vali A
Propriedade

L ova
; des .va
Comutativa, Conforme as proprieda
lidas uma estrutyrg matematica & chamada:

; o rl - na em
€ Semi-grupo: 5 operacao e inter 4

a . -
relagao ao conjunto nao
ciativa podendo ou

a) Estrutura g

Priedade asso

adigédo,

Propried
s Comuta
assoecia

na gual sio vélidag as -
ades fechamanto (diz_ 1

= e es-
tiva (nio interessa a
tiva.

e interna)
trutura) o

b) Estrutura de mondide: 4 operagao

' it em
e interna
relacio a0

; ca
conjunto e o ¢X

~ n'-
: °f relacdo a operacio Siro
do ainda valida g proprledade do elemento neu
Ex. Con;unEo dos numerog naturaig
Operacdo: adicdo

s i ro
Na gqual gie validas as'ia-
Priedadeg fechaménto, comutatl
essa),

~ e eu
(nao inter aSsociatiyvg e elemento N€Z

tro.

c) Estrutura de

Brupo: Quando g conjunto e um monoé

de Somitative ou nio (quane
do a Propriedade Comutativy ¢ valida ou nio)
ainda & viliga a

. : ri
s Propriedage do elemento simetri
zavel, nesge cag

0
=Y © 9 conjuntg € chamado um GRUP
em relacap 3 Operacig,

Ex. Conjunto dos nog in 5
Operacio: agjcj, 12 qual sdo vilidas as Pr:
priedades comutativa, associativa, eleme;ﬂ
to neutro,elemento Simetrizével, e natufa,m
mente tambéﬂl d do fechamentoo Quando tambe

teirgog

d) Estrutura de anel:

e)

€ valida a Propriedade comutativa o Grupo >
chamado .ABELIANQ (vem a

e

e Abel, nome de um ma-

tematico que TOrreu com um poyco mais de 20
anos) ou comutativo,

. - -
quando um sistema matematico eg
€ 2 operacdes (por e

adigao e mult; -
€ acontece o Seguinte:

ta munido d a
Plicacio)
a 12 operagio p
liano oy melhor

Po abeliano ep relacio

2) a 22 oPeraciao ou lej & Associativa
tributiva ep relacao a 1a Operacio,
Ex, ; Conjunto dog n%s inte

Operacgdes:

e tambem qjg

iros
adigcao e p
lidas,
Para adicio: associativa,
elemento sipe
Va, logo o c¢o
abeliang
Cacao: agsoej
Va em relacs

ultiplicagﬁo, Sendo vi-

elemento neutro
trizavel

]
Njunto &

e
Comutatj

m grupo”
bPara multjpj ativa, distributi-
Conelusig:

dos nog racionaig

Operacges: adigao e g Multiplicacio

O conjunto ¢ Um corpo enm relacdo as 2 opera-
$oes porque:
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1 ’
) 0~c0l‘13unt0 dos Pacionais é um anel em r.ela.u

2)

¢ao ag 2 operacoes;

E§§§ goiiuntu exclusive 0 zero (e,n..da %di
Bhagie pargrupo em relagao a mulﬁipllC&QéSn
to sao Vélidzssa oOperacao nesse novo CQBJsﬂ
associat S a@s propriedades comuta?lfﬁ i

Va, e.n, (um): demento simetrizave
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DETERMINANTES COM BASE NUMA DEFINICAO
RECORRENTE

Antonio Espada Filho

Ay Rangeq do Trabalho

no ‘ AcomPanhar}do esse movimento de remodelaggo
sab§“51““ da Matematica, procuramos fazer um_estudo
5 ¢ Determinantes, dando uma nova orientagao para
o €hSino e aprendizagem de tal assunto do colegio,

Y seja, um tratamento moderno dado a Determinamtes.

Dorta Entrg outras justificativas para talt com :
nant mento, citamos aquela em que se trata Determi
. 1tes do modo eclAssico e usual, com uma aridez pre-
323;“*?1 a0 ensino, com o aparecimento de teoremas
Nec ce%s.pafa o nivel do colegig e ainda sem o rigor
o €Ssario para suas demonstragdes; um outro argumen
no 4 nosso favor é a inclusdo do estudo de matrizes
um Programa do colégio e entdo a necessidade de dar
tratamento a Determinantes usando a mesma lingua-=
gzﬁiapuis Sa? assuntos tratados sucegsivamente: Taﬂ:
tant Necessidade da reducao da teoria, sendo impo
. ¢ entdo que se aprenda o que seja Determinante ,

cdle : ; e
QGEEulo € propriedades mais usuais e algumas aplica
-

# i
Outros argumentos existem, porem os ja

ta ; 1
dus-Justlfi‘-‘-am as razoes do trabalho.

B,
DesenV°1Vim9ﬂt0 do Trabalho

L

SQuagges

les de
ito de
smo

Procuramos por meio de sistemas simp
dar uma maneira de introduzir o conce

Stepis J
¢ ‘*FMinantes, associando a cada sistema com O mzas
. i - - = = a
equagoes e incognitas, matrizes guadr

ndo que nos valores das incogni

timerq ge

“bserva tas apareceim

ci—
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: - ; da ma-
expressoes constituidasg Pelos mesmos elementos .
triz associada,

Com ésses resultados, re
COmo um numerg associado a ypa matriz de uma formaDe:
corrente, Portanto, pela definigﬁo, o calculo de &
terminantes ge qQualquer ordep e trivial. Exemplos
calculos de determinanteg sao
mais variada possivel.
usuais para o célculo de
dem, mas parg este v
que os alunog ainda

P . n'te
definimos Determina

- -cas
-se das regras Prgtlor_
determinante de 22 e 3 e
erificou-se, conm surpresa no

Preferem g definicgao.

C. Pefinigao Adotada

Adotou-ge no trabalhg Ccomunicado a seguinte
definicio:

el
quadrada A de ordem n, det-‘

= A =
, ’ [atd =aal =a
20) n g1, 4 P Y
| "1 i
‘a
21 3.22 T e azn
a
.Lnl ang * 80n
2 l"l e n'l
|A['=a11.IA' [ Lagpdsily o = =iyithy . Al

g oo : 2 =5
onde |[A ’?I e Nte ds nateig Al,ﬂ’ obtid
da matriz A eliminande 4 i

£ T N . cO
“€8ima linha e a j-esima €2

L

| .
luna, que denominamog matp

iz reduzida em eruz.

Minant
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1 .
D, Sequencia de Teoremas

: em na se-
: Os teoremas e propriedades aparec
Buinte ordem:

1. Expansdo por qualquer colug:.osta.
« Determinante da matriz tra' pro Sri s
3. Teorema do produto de um nume =
terminante. Aplicggogs- s
4. Teorema da dissoclaga?. P( S naaE
5. Teorema da troca de linha (ou
i BESO 4 5es.
6 %Eiizii das filas paralelas. fpi;g?gApli
7. Teorema da soma de filas parale &
cacoes.,

- - acoes

Adotada a definigio dada, o gggznitrﬁﬁe por
nte simples, exceto a ProPr%eialmen%e induzi

1880 fo4 tratada no apendice, mas inic

da g

- o em aula,c
€ casos particulares para explicaga
forme texto.

Al
S20 bagta

- algumas
No apendice do trabalho tratou-se de

' * ia analitica.
_aplicagaes de determinantes a geometr
R, Resultadog %
- e cole=
: ol os
O trabalho ja foi aplicado em vari
8log

: incipalmen-
? Onde se observou bons resu%taQOE’dgglgrogas-
te da €Conomia do tempo e aprendizagem A
: inalida -

E digno de se destacar que',ﬁflaz zequéncia
deg dos determinantes ao nivel §oleg1 a'definigao 08
de teoremag ¢ desnecessaria, pois 9°$0 de cdlculo,ga-
& lunog tem um recurso pratico lmedli ns professores
nhandﬂ-se pPortanto em horas-aula; a g: so6 sobre deter
°btiveram as propriedades rac19c1nan1 em alguns 1li-
€8 de baixa ordem, como & usua

v :
] €strangeires,
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F. Observacao

Apos a comunicacao,

relativa ao possivel nje ente
do teorema da troca de
cussao a objecao,

a divida apresentada fol
ndimento da demonstra?af
filas, no que, sem por em disSs

Prometemas pensar numa outra provas
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: EXPERI -
GEOMETRIA NO GINASIO - RELATO DE UMA e
ENCIA REALIZADA NOS GINASIOS VOCACION
DE SA0 PAULO

. 7 Akama
Lucilia Bechara e Elza Baba Aka

{ntroducio

a
nsino da ma
Os problemas mais freqientes Egeiria-
tematica, sao os relacionados com a ge

discutido
Bste problema tem sido amEI?m:n:ea conclusao.
Ssos e coloquios de matematic da geometria
dente & de que o atual ensino g
er reformulado.

°ll congpe
Majg freq
preCisa s

derni

Concretizados os primeiros P%&nosﬁgedzgos a=

*aedo g ensino da matematica no_Braﬁllé Sensiuo da
Penag alguns passos para a atualizagao dg'
8eome Tla que ainda continua desintegrada.

f: . validos
O que apresentamos aqui sao ;?iigzz} nio sao
8ir metas de educacdo bem de :nsumOs tratag=
S prontos que se entrega ao ¢ oS novos, uma
° Verdadeira luta com recuos e alVang'ncluem como
Pesquigy constante onde atée os erros se 1
Marcog Da procura da verdade.

Pﬁra at i'n
res“ltado

p nos
: % . ; alizada
Ginj Na experiencia de geometria re
lnagj

=
emos con-
; : - desenVOlv

i 08 Vocacionais de Sado Paulo

Sltos no

- - ago
. jcas pedago
; Vos de geometria e.aplicamos tecn

ovadas, tin
i
= . ectos di =
Devemos lembrar que sao QO%S a'}E'sipti!ernaw
tog. = it Matematica Mo
; Renovagao Pedagogica e Ma s
g s
itamos
As idéias aqui apresentadas bRy
de e 5
Brang

% 3 adosSe
€ Proveito aos bem intencion
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Na 12 série og alunos formam o conceiEO de
medida e operam com medidas de segmentos e angulos
com areas e volumes; aplicam ag propriedades das ope-
ragoes em problemas de determinacio de Area ou perime
tro de figuras planas assim como conceituam ou defi-

nem reta, semi-reta, segmento, angulo, poligono, tri-
angulo, etec.

lA '-—
1€ os alunos fazem experiencl
as concretas e tracados que levam a perceber relagoes
metricas como: soma das medjdag dos angulos internos
de um pPoligono, relacag entre og anguloﬁ de paraleldz
- o ~ £y
com trgnsversal1 relacao de Pitagoras, relagdo ent -
as medidas dos angy]og central e inscrito de mesmo T
€0, etc. Esses fatos sio explorados em equaciOﬂamento
de problemasg,

mas, teoremas,

~ =]
de exemplos da y definicdo, atrave

€ da algebra e outrosieT
: ados que définem congrt
feduzidag® 1101og alunos, 2

diaiaiis d?_congruencia ctomo relacgao que &
~felas), o fazemos encadeamentos 1og&%}

COS que levam a algunsg enunciadeg o da. coincide®

cia da alfura € mediang nos tridp ulmo 0

da congruencia dag diagonajg dos iet

: m dos enunci
encia entre triangulog (

traves deo conceito
mantem ag
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fazeng, Péquenos. encadeamentos logicos chega
guns epy

~ - icas nos tr-i_
Nciados como os das relagoes métric
Angu] og,

g ver

: Dada a impossibilidade de aqui desenvoidéias
todag a4 etapas, iremos fazer um resumo daStEnde re=
rtantes para um professor, que pz Ginasial.
ar sey esquema de geometria no Curs

Majs impo
formy

Eiéiéﬁgig_gg_pontos - conceito primitivo

istanci Aa B
& ; Dizemos em seguida que a dlsFan01: de
“&ua) 4 distiancia de C a D e simbqllgamo
d(A,B) = d(C,D) :
a ; . a de um compass
det:rs?mente se conservando a abertur

E.D)%
*harmos os pares de pontos (A,B) _e {65
Op . - !
Servaﬁaoz Pretendemos definir

'
distancia através
de axiomas, no se-
gundo ciclo.

IAb ’ ) . - -
TR de dngulos - comceito

ma. DiZemos 'que os-ﬁngulos AOB_E A6T3 m| : E
6“*Eher APl as &' aimdnte se, dadas OA, y O°
i ; : 3 1 e
8y d(o,a) - a(0',A%) o a(0,B) = d(0',B') €
d(4,B) =

d(A*,B')

A
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Se d(o0,A) = d(0',A') e d(0,B) =d(0',B') e d(A,B) <
< d(A',B') entdo a abertura do angulo AOB é menor

que a do angulo AT0'B'.

Transformacdes Geométricas

Foram desenvolvidas dando uma figura F e fa-

zendo determinar sua imagem F' através de uma

lei da-

da.
Dizemos que F' ¢ o transformado de F através
da lei dada. Todo ponto A de F tem um e um s0 corres-

" pondente A' em FT,

0 aluno compreende esta ideia atraves de exer
cicios como:

1. Transformar o circulo (0,r) no circulo (0',r')
bedecendo as leisg

Q-

a) VA (O,I‘), Zd(O,A):d(A,AI), A'€ (0',1")
b) A estd entre 0 e A!

0 modelo apresentado pelos alunos &:
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2. Transformar AB em A'B' obedecendo as seguintes
leis
a) Dados syfﬁ, V X elB, ‘XU e ANBE X X Ui
sao colineares
b) os pontos da figuras transformada sao co-
lineares.

0s alunos apresentam modelos como

P
/iﬁtBT [t ;/
A ey \\\’\/

I 1 N Tl AT
/j;"i'\ ,r/ / '\ : /
i //fff EB /// . / - \k/
= pr ¢ /1
S M N A S
Al /, ,f !f ‘l\ // /,’N —.’—- A / l \\
1 = J
| \ FO = N
N B' /-;/,--/// / //’gME\\\]i
A S&:____—J__M__ i P | \
L] B' B

3. Transformar os pontos de uma semi-esfera 3 em pon
; £ .
tos de um plano <X paralelo ao circulo maximo da.

semi-esfera, obedecendo as leis :

a) Dados S¢3 e Sge, ae 8 e
: A'E &, A'€ RS

Os alunos verificam nas tI‘ansformagaes que
algumas propriedades permanecem, outras nao,

As propriedades que permanecem na figura
transformada sao os invariantes.

Assim, a colinearidade permanece no 20 exem-
plo, a curvatura permanece no 12 e nio permanece N0

32, ettsia.
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4. Transformar uma figura F em outra F! obedecendo as
leis:
a) um ponto AEF e seu transformado A'EF!
pertencém a uma reta perpendicular a reta e fixa;
b) um ponto AEF e seu transformado A'€F"
sao equidistantes dd ponto de interseccao de AA' com
0 eixo e estdo em semiplanos diferentes.

]
Os alunos apresentanm modelos como

Os alunos; verificam 0s invariantes: abertura
~
dos angulosg correspondentes,

distancia entre Pontos
COrrespondentes, _

Paralelismo e perpendicularismo,

Chamaﬂgs esta_transformagao de SIMETRIA AXIAL

5. Transformar uma figura F em

leis:

2) um ponto AeF
Pertencem a

do);

¢ seu transformado A'e€p:
Semi-retag Oopostas,

b) d(o,A) = a(o,Ar)

Os alunos apresentam modelos como

" = -~ B2 e s
S R T el e o i

outra F', obedecendo as

de origem 0 (ponto da-
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Os alunos verificam os invariantes: abertura
de angulos correspondentes, distancia entre pontos
correspondentes, paralelismo e perpendicularismo.

Chaﬁamos esta transformagao de Simetria Cen-

tral.

6. Transformar uma figura F em outra F', obedecendo
as leis:
a) a distancia entre qualguer ponto e seu

transformado é constante, isto é,
a(A,A1) =d(V,V') =d(C,C'), etc...
coni A,V,CEF At Visctepg
b) as retas AA', BB', CC', etc. deven ser

paralelas.
Os alunos apresentam modelos como os seguin-

tes e verificam os invariantes.
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Congruencia

Neste estagio, definimos congruencia no pla-

2

no:

F e F' sao congruentes, se e¢ somente se exis

tir uma (ou mais) transformagoes tais que

VX,YEF e X',Y'€F', d(X,Y) =d(X',Y')

Desta forma a verificacdo da congruencia en-
g -, ~ : .
tre duas figuras so é possivel quando for verificada

- - -~ !
a4 equidistancia entre cada par de pontos e seus
respondentes.

cor-—

IExistem enunciados que simplificam esta veri

ficacdo, no caso de segmentos, angulos e poligonos:

"Dois segmentos AB e A'B' sdo congruen -
tes se e sdmente se existe uma transformacdo tal que
d(A,B) = d(A',pr)n,

n . - o ~
Dois angulos sio congruentes se e somente
- :
e tiverem a mesma abertura".

Estes enunciados sio provados quando os alu-
nos no 20 ~
© 20 semestre desenvolvem a dedugao.

No easo: dos tridngulos simplifica=se ainda
maiS a v L ~ ~
€rificagao de congruencia, atraves das defini

coes:

"Dois tria ~ ' .
% Tlangulos sao congruentes se e somen-

Se pQSS ~

tesn uem os tres lados correspondentes congruen-
egh,

llDoi . o .\
. 8 triangulos sao congruentes se e somen-
e se

08 dois lados de um déles e o angulo por eles
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determinade sao congruentes a seus correspondentes no
outro'.

"Dois triangulos sao congruentes se e somen-
te se, um lado e os 5ngulos por ele suportado saoc con

gruentes a seus correspondentes no outro,

Homotetia

Propomos aos alunos transformacoes que obede
cem as leis:

a) um ponto e seu transformado pertencem a
uma mesma reta que contem o ponto O dado.

b) VAeF e AWF', OA:OA' = r (constante).

Os alunos apresentam modelos como

razao 1 ]

c! A

e B = razao - (23 1)

4
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Analisamos os modelos para formalizar as duas
possibilidades:

a) do ponto fixo 0 (centro de homotetia) es-
tar entre os pontos A e A!'

b) os pontos A e A' pertencem a mesma semi-

reta de origem 0.

Os alunos sao levados a verificar os invari-

antes:

a) proporcionalidade das medidas dos pares
de segmentos correspondentes .

b) congruéncia dos dngulos correspondentes e
consequentemente: paralelismo e perpendicularismo.

fistes invariantes podem ser deduzidos par-
tindo da Relacio de Thales.

Semelhanga

Definimos Semelhanga como uma relagido entre
flguras que conserva a proporcionalidade entre as dis

tancias correspondentes.

Partindo dessa definigido podemos provar que
nas figuras semelhantes os angulos correspondentes:ﬁm
congruentes. Podemog também verificar que uma composi

cdo de isometrias e homotetias gera figuras semelhan-
tes

r _ homotetia pi1____isometria

—= — 1!

N
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Modelo:

— //
—— " -~ -
—— —
— == —_
__,_——-.—-'H———._——
o —— _——
— e - -
— T -~

on

Duas figuras F e F' sao semelhantes, se e somente sa&e
podemos passar de uma para outra atraves de homotetias

e isometrias,.

Relacoes Trigonométricas

Propomos uma transformagao que gera um modelo

assim:
c 20
b Sl
|y %
C #fﬂ,ﬂf*B”
B o
. A Al A %

A direcao das paralelas deve ser perpendicu-

kar a semi-reta OA.

Nestas condicoes temos:
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08 0A! 0A"
s -~ O - R
0B OB OB" INTUIGKO E INDUGAO NA MATEMATICA
Silva
AB _ A'B! Augn Luiz Oswaldo T. da
0B = oBr = Jppw = b . _
AB Arpt Anpn l. -
o= Tr- AR “eneralidades:
q { e escla
{ ] . . Para o fim de exercitar o raclozlzzﬁdadeiros
leando-nos em r g pNM temos outro conjun— & 22 zario.s aspéctos, ora ilusgr‘loss ?idugﬁﬂ desempe
% ) rta e : i e a e S
to de razdes equivalentes, ham §a£2Tpg§;ggziét2 ;gtzizizo da matematica.
o= ensi~-
AC Ag! Ancn Com ; t esparsos desse
= _ n " ~0M0 aparecem em pontos : s
A 0A* = Tgam ete. %Y Nao 536 ep geral devidamente focalizadas
Os ~ e & ‘20 com intuicio-
- - @lunos acaban compreendendo algumas TIa- Digp, emiao Se deve confundir 1nt:;za;m§08°
Z0€es sao con = i) ora haia los en
Stantes que dependem do angulo formado J remotos e
Pelas retas 4 r 5
L] L) 1nt . e
Definip ~ Alcdo:
08 entao 5eno, coseno e tangente. “hhhugh“ A quando
N 4 O se Uma Proposig¢io matematica e lntu;t; mesmo de
2 =cos AQR Ser 4 *hunciado nog parece verdadeiro, ante
- e :
b =sen £0p nonstrado. inl
H AN\ " . e e, essencld
¢ =tg Aon Pois Esta demonstracio, é nao obstant o falsa.

. re i . e
aflrmaGaD embora intuitiva pode S

- & roposl-
arias P .
QQEE i Pary esclarecer apresentamUS Vi alsas:

; . e
: P s deiras
: lvas, ndo intuitivas, verda

2 m . "de um
Bonig o 1) Proposicio intuitiva Verdadelra.erpendicﬂ
lay 2Ta de upg reta, pode-se baixar uma P
Somente uma a essa reta'.
'o
. ira:
SSgheng, ) Proposicio nio intuitiva veg?ggﬁnais de
um trapéziue,liga os pontos medios das

1
So
; N ; ; : as base
0 e igual a semi diferencga d

um tri

1 em
fige de

Nguyg 5 Proposicio intuitiva fa o8 e parten

§ Cevianas correspondentes 4

;__-#



a3 » ™ "~ - & "
EUalis o triangulo & isosceles".

- - |
Seguinte comentario'.

Demonstra-se f&cilmente:

a) En todo
cgrrespondentes que

« N
trlangUIO isosceles
820 iguajg,

duas cevianas
Partem gog dois vért

ices da bas¢€

9 b) Se duag

ele ¢ isbsceleg, alturas de yp triangulo sio igus

2 : ,c) Se duag
ISOSceleS.

(1]
-
®

(1R

: . i b
Mediangg de unm trlangulosao ignai

?1§S§triz@s internas de um trian-
e IEOSCEleS,

3 S levam a tentar genela~

©,que seria o enunciad®
ngo e Verdadeira: demons?rg

%05 bao iSésceles com duas’bls‘

Sao chamadog pseudo-is0SCC”
relacio:

t 3 abe (a®

'l-bc 1
Sendo i ) (b +e¢) =0

Buaig as bj 2
VEPtiCQS B e lssetPIZes

C.

partem

sy e
d°l§ Circuleg
triangul, in

I‘Oposigg =

: o . ;

Nterngg ga: Mtuitivy falsa: "dados P
- Em e u

BCritoing najop Ere-pOSSiVel construll

",
¢lrcunscrito ao menof
Saben

°S que ¢
- £ ad i . %
ig? dois Clrcu]og ernssum trlangulo qualquer ex1S
10 @ Circungcr- . o
b it i 40 out . ue
to. 9 ap trlangulg ro) tais q

r H i""
€ 0 menor é inscr

A proposicy,

4 sepj
m d - rla k3 e~
on§tra Se que ep gera] Ia-wn. TeCipioca desta - D p
Sera se entre 05 raiog dom 5 40 ¢ Verdadeira; il
01 5

¢irculog vale a rel?
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¢ao de Euler.
)
a® = R - 2Rr
*nde: R & .0 vaic maien
r é o raio menor axitnon
d e a digtancia entre os ¢ .
pOdl%

4 tipos
O nimero de exemplos de todos
Se Suceder indefinidamente.

matematica,co

na K
A intuigao tem grande valor rolada cuidado

i cont
o0 Buia nag Pesquisas mas deve ser g ey
Samente, Pois pode conduzir a grave

®) Indugiio:

I3 # - con
A inducdo é o método de_SgeS ;
eral a partir de proposi¢ = e
€as0s particulares da proposig

cluir uma pfg;
articulares

pOSiQﬁO g‘ ger‘al) i

g&ja

r
. ma
o a matema
. : ap so n =
A inducdo é um método usado n m caracte

ti .mbora coO
.2 como €

TPig+: Nas ciencias naturails,
ticas Ccompletamente diferentes. e
5 a ate =
\ incipio da indugao m
ti Na matemitica o principi
ca ge énuncia: %
ini ara
. inida P
da ,¢ "Seja P(n) uma proposicao defn=:1- se P(k)
sa aMero natural n é verdadeiro para vordadeira, €n-
tg e Yerdadeira acarreta P(k+1) Segunto dos  natu-
0 2 s
i ; o ¢
Tajg, ") e verdadeira para tod
% ara
r valida p
4 vali z
n = ObservemOS que se P(n) nao ?ado acima Eode
mg‘l irpap2T® m=a siikan’ Wy SR o todo conjunto
des'afirmap que P(n)’é verdadeira para
in ej.l"()g > a. i
—

. de
;e enuncilarl
0O . €, . 5_0 pg;le—'be
U Principio da indug
"10(10 um -

cezuinte:
Pouco diverso que e o ©€3
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. "Se P(n) é uma Proposigao definida sobre o
conjunto dos naturais e

vVerdadeira para P(k+l) se o
for para A<k e ainda ge P(1) @ verdadeira, entao
é conjunto dos naturais'.

A veracidag
rios valores de n
de n=0) njp
do n inteiro.

2 s
e de uma Proposicao P(n) para va
a partir de n =1 (ou ag vezes
Permite concluir g veracidade para to-

# i
Daremos variog exemplos em que a
de casos Particular

observacao
e ¢ es levaria a Congecturar
S1c¢ao falga,

uma propo

1) 0s

o= 0 FO = Primo
Se n = lr Fl =5 “
Se n = 2_ F2 = 17 .
et F. = 257 "
e 4 F, = 65537 "

ta €Onjecturar que os F e-

Euleyp demonstrou que

n Primo para n>4.
2) 0 Polindmio 2

adquire'valores primos
Para x = Oy1ja.. . 39 '

ho entantg a - seu
valor & 1,681 - 412 i 20

pPara todo x ijpt
saios.

1995

di-

s em que n p1Enosara.

2 quaisquer nao p c)
4 a reta;

8) Examinamos 0 numero de regl?e
: i e
i Videm ¢ espago tais que e @ G
®los; 1) 3 quaisquer nao pare e
Maisquer nio passando por um

O espago 't[)do.

o
e}
=
I

0 temos uma regiao:

5 mi—es
. X dois se prat
Se n = 1 temos duas regioes: 05

ele determinados.

os quatro e

ioes:
dp Se n = 2 temos quatro regioe
S que 05 dois determinam. crie-
P . s Oito
d Se n = 3 temos oito reg}oesésgcgges dos 3.
Tos determinados pelas 3 retas inte 1o ro-
4 e
» o numero
Big Surgiria logo a hipbotese: esse
oL e =N = ong ) .
ao
a a solu¢ exa
Proy Un exame aprofundado quedizz o a formula €x2
ta é}@ma mostra que tal nao e ver
n3 + 5n + 6
¥ = 6
ObSe

or
easzf"
r Ancia entr

va .. S : e

mulag 2-se que a primeira discrep

€ Para n =4,

. a Be-
A Primeira d4 N = 2 =1
Sinaa a3 to)
. rto/e.
43 ¥ X 4 +_§. = 15 (Ce
N = 6 ia
‘ teol
1) . .ados @
OG inamiog x]_']_ _ l intimamente llga iguals Ufe
- rtes
r h 1Visig da circunferencia em Pa
&Qem

. ao -
t&m M bon exemplo de falsa indu¢
s

. j.e
Bpu . ches com coefle
ey Buinteg decomposigoes
OnaiS_
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x-—l:x-—l

X = 1= (x-1)(x+1)
x3 -1 = (x—l)(x2+x+l)
% 1 = (x—i)(x+1)(x2+l)
| 7 1 = (x—l)(x4+x3+x2+x+l)
6
X -1

= (x-l)(x+l)(x2+x+l)(x2—x+l)

Ivanov mostrou

de
D =105 hhaum fator

| ¥ Exemples ge by "8 2or_indueg,
i

2
_4
e ls 1+3+5+77

i::n_
percebe-se que 5:: (2 2 (1)
: 51

j—"'l) :n

ecomponivel que é
7l

48 47 4 .
i +x6-343~x42-2x41 -~ %39 _ 39-:-}:36* .

By 28, oy 22 13
= £ by 20 ok

x X g s _— 1'X17+‘x16+.x15+-x144-x

12 9
+ X - X ‘xa“zx,?—-xﬁ-_xs 2
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Comg Provape -
= e 0 se]é
& verdade para n=1; suponhamos qu
Para =k igto &
Kk 2
Liios - 1) =%
i=1
E -
oAG Para N=k+1 temos:
k+1
k 2 1=
' i . - 2k +
);"(?'1“1)-);_. (21_]_)~1-2(1:+l)-'1—k ¥
' 2
= (k+1)
’ . n:
Sk Logo se (1) vale para n=k valera para |
ci e Como ¢ Cérto para w=1 econcluimos pelo prin
1pi ; .
0 qa 1nducz, que (1) & sempre verdadeiro.
1) Caleculap.
-, | 1 4 1
n- 13t 3.3 T nln+1)
Tema
i 1 -2 g .3
“1=5 S;=% sg=3
Lo Jectura_gq
n
Sn = n+1l
0 FJ o v — -
&uhunh A tay Conjectura & verdadeira para N=1
Os
due o Seja para p-.
Entg,
8
iy« &

2
i ==L L)

)Gy = (k'*k+2 kel X T ke2
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o kel
k+2
0 que mostra a validage para

O prineipio da jngyes
para todo-inteiro

esigualdade: (1+a)”>1+n2
sendo a>-] R inteiprg Positivo,

:e n=1 42 = 14a (nd, vale)

e n=2 (l+a)2:>l+2a (vale)

Suponhamog & validage p

ara n=g

Ik p2
’ l{'a )
ra . n=k.j temogs: o v

k+1
(L4q)Kt )-(1+ka)(l+a)
_ ou
(l+a)k+1:>l+k2+a+ka2
ou (l+a)k+l:>l+{k+l)a
Ests Provagq, Para n.p 1
=k+1,

Do
_Logo Vale para todo i

v) Demong t g . que:
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wn-1
n-~g Ko
x® a B won ol 2
. axn—3 ax
x § 1 a - & 3 8 8 8 ®
-3
n-4 ax"
-2 0 L s diiee 8K
. - e
as |- ; '
a
x O 0 e 0w “.l
1
1 0 0 LU LI w1
Sa -
n=] A X " = x - a e
1 1
u
p°nh&mos valido para n=k
k
&-k:(x""a)
k+l
En¢ ~ : e
nt3, SUbtraindo am A ) da primelra col
(S
®lupn, temog: -
k
k-1 ax
x (x-a) & ax ,o--a‘ l("]-
k<1 ¥ %
Q X (x-a) 1 B el S R 5
k‘f‘l-:: .‘....' .....‘...."'.l.c
...a-.. _P-.J.uoﬁ"""an"". a
x__a 0 0 ..oul z
s |
0 0 D ezt
E Fa £ .do
A (Xha) kel o vall
Axk = (x-a)
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Para todo n,

¥) Verificap que :

va~
. Suponhamos

n+l
e ——
Senx + sen2y tiave i Sen nx - % g r ¥ sen —/-
X
sSen 5
Para temog Uma identidade valida
lida Pary =k, -
Parg n=kyy Podepgg escrever:
kK+1
Se '|'n-'|' Se sen *
San §
Sen E%i X )
= kx
Se — k
sen X 3 2 7 28&“. -5‘1 cos -l%_];x
| = kx
= 5 Cog =F1 X
5 2 2
Sen E%l x
= “‘““‘j?“‘ [sen 55 + Sep K+2 kx
sen X 2 n s s oo Sen —
B) 2 2
sen k12
- k+]
Sep ——
sen X e

-

: elo
; todo n P
valiq n=k+1l e portanto para
4 para =

Prineip;, da indugao.

a finita
Prineg io da inducao trans _

e
rdenndo;h
s mente O ;

c onjunto simplesme

Se ¢ e um c¢

) en-—
‘ . de elem
nJuﬂto
g €ntao designa-se por C/a o co
o de ¢ que precedem a. Zo de C por a-
Dizemos Gue  Gfe % e pega finita enuncias
0 Pio da indugao trans
Princi
Be:

1 que:
do C ta
'Un Conjuntg simplesmente ordena

to
1) ¢ tem Primeiro elemen

en-
ém o primeiro elem
2) se@c_:_@ e © con
tae g

.g
e de € > 6 /C. 2) acarreta_

- er de ~ (4]
(C/c ¢ Uma segao qualqu demonstracao
Ganté ® entdo €=8'. Citaremos sem o simplesmen
i un it
lmDDrt&nte teorema - "Para que o, o sario e sufi
neces .
“Fdengg, C seja bem ordenado, ; da inducao
Qlent e Ele . faga o prlnclplo
satis
tr
Qnsilnlta“
=g
J
Rela

0 . o~ e a inducao
%S entre a_intuicdo

& Emborq Sejam distintas S0 pressupoe
lntUigac o nao
Taeg,

entre

a in
e d
€ a indugdu, A intuic

Ver o €X.1 do item 2).

a
utiliz
o que
Wanq aplicamos a demonstraga ma uma in-
t“ Loz lelo da 1nduga0, temos de ¢ & eXs
g ﬂ

(4]
i (ver

- - eI_I’O

e o veguitads & verdad

______---.....lll
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e 2 do item 3),

Esta intujcg : s
dos ensaiog, : %9?0 surgiu pela repetica®

A intyies
. ulcao . - -
mas matematicag R0 Andugio gig excelentes ar-

F y mag g .
tando mujita cautels e meR enganadoras, necessl
y 08 emlnciados que elas nos su-

-

no pre 3 -
te qn o2te trabalho para salieP

”, a
im .tEOPia digdugao em varios ramosS d
ue . y ha Conju v
q prECISa na “m aspeet J ‘ntOSc : ao
© da intuicao e induS

elas qjrf o
€rem €Squec;j z :
naturais. do modg Comg ido € como na matem{itlca-'
S€ apresentam nas cienci?

¢
(5]
i
il
g’
e §
@
o

iques--E.C.Carr'eras

ematiques-—E.Callandreau

(=~ &) T S &
®

[ ]
=
®
o
o
=7
'—l
.
Q
=
o
=]
&
ct
ot

- W.E.Seshins

il
=]
o~
b
=]
—
=
0
-
-
o

n . - G4 s
of Mathematcsto Foundatinns , Gina Loril

- R,L.WildeT

TEORIA GROMETRICA DOS LIMITES

Aristides Camargos Barreto

. ideia de
O conceito de limite so depende da ide1

Proy;, .
lel(]ad e da ful'l(}ao f no pon

tome

° ¢ € o nimero k & limit
Yuan ; s o o 6
X ¥ do £(x) fica proximo de k desde que &

c N 5
PeM préximo de c. Tudo isto pode ser formulad

gegp?
m ;
etrlcamente,

como segue.
to c da reta

Defi“iqﬁo. Vizinhanca de um pon
Por

intervalo aberto V_ que contenha € ;
© ado
' Um gy forma V (&) = (C =%, C+E)' chg
- c
a Slmetrica de c, com raio £ (E}O)c

= - uma veZ
podemo'HOE restringir as simetricas,

ql—l@ -~
toda vy, - :
Vizinhanga contén alguma destas. g
funcgao
te no

f

it Pefinicio (de 1imite). Seiam f uma
& n i o 3 men
Dnnto Rl Vizinhanca de c¢, salvo POSSI}BI

/ ‘ 1imi de
nO pont‘ e k- um Humero. Dizemﬂs que k e llmlte i
0 , ossi-
Vel i c Yuando para cada vizinhanga Vk e v
Sejﬁm er Uma Vizinllanga vV tal (Lue 0s X?éc de c
aplicados em YV ¢
k*

Grarf;
alicos ajudarao a esclarecer:

o o mes~
Mg i Uma fungio nio pode ter dois 1imites 1 £
i 0. : am
llmites De fato‘ suponhamos que kK e k' sejam .
i ' e
dlaju ° 1 ng Ponto ¢ e tomemos yizinhangas Vk EI

lt]_ 5, P : N
Mo d ola definicdo, cada ponto x#e¢ =

@ Hewd V.
%ubdq €Ta aplicado tanto em Vi como el Tyt

0
Por Seren disjuntas.

______---Ill.llll'lllllll



Notaco: 1im ¢ .
c i .

Demonstrap

—-5e do me s
a smo o . ~i edadeE
de Permanencia qg a modo as propriedd

inal @ Monotonia.

A teorj :

- 1la tradlcional . ) )
gicamente equivalep y com os £ e ©
d :

SHMO8 quantificay ,
terpret

ar & ¢ S
4 oS COmo rai ) ;
k e llmlte de £ no 108 de vlzlﬂllan@ﬂ.‘s V]{ e VC

o s
e g quando para cada g > 0(ra¥

6 19
te a
e oy . -
Sta. Em térmos precisos,P?
definjces o
1n19a0 anterior, bastando in

de Umg Vi
1Zinhap
) ca de | ) -
v i L) e 5 - a
*#iohanca go tal Xiste um $.>0 (raio de U™
que

0‘<|x._a|<:ée

-

Esta f()r,ma ¢

€ majg
OPeratg Conveniente na prova
ete.), o

das

rig B
: (11m1te de Soma,produt01

da

y Com
) ela habil

Conceit

u 0 A

Rl Teta, Onde g 5 linit
et

; S i
Negaveis vantagens d
es”

ais

dig
5
tendEPem 0

ita os egtudantes 2

. : 1
© a ambjentes mais 8°
e

nha Sentidog.

"UMA EXPERIENCIA NA 12 SERIE GINASIAL"

Martha Maria de
Souza Dantas

Sob este titulo, a representacao da Bahlz,
Matemét- Y3 No 59 Congresso Brasileiro de Ensino xi
erimonéca 0s resultados da aplicagao, em carater ede
Fi) Sof_ﬂl, no Colégio de Aplicacdo da Ii‘.f.u:uldadle’t.ca
S?guindla A8 U.F.Ba., do ensino moderno da Matemafl i
Soreg O Apostilag elaboradas por um grupo de pro ?s
Procurou alcancar os seguintes objetivos:

i i ingua
L IntrodUZiPs na 12 série ginasial, 2 lingua
gem’ dos conjuntos;
. L1i i anto pos~
) UPlllzars efetivamente, tanto qu
Slvel, essa linguagem; ;
: a estu
3. Introduzir o conceito de’apllcagaoa:uraig
dar ag operagoes,entre numeros n
Como aplicacoes; N
e de Matematl-

SEEUir, de perto, O progréma
Ca, para a la gérie ginasial,
Pelo G-E-E.Mu

apresentad0

nou Pa = do
i e es
m@iEO Ue 4 exemplificar melhor as pretenso

8 Parg ou o trab i i a pri=
n alho, publicamos aqu
0

C&Pitulo IIT

OPg
PRE?QQGES COM NUMEROS NATURAIS;
ts 4 IEDADES ESTRUTURALS
%i{
Siin < Conm ) s S B 5
Junto OfSe Viu,euniao de dois conJuntose R
°rmado por todos os elementos

____---llIl.llll.IIl
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dos os elementos de B,

-s€
. -, uo.r'me

- Se ja 2 0 numerg de elementos de A. F

4 uniao de A c

2 ) elemel”
: UM conjunto wnjitairio B, cuj
0 nao Pertenca 5 A

1
a4+ ]

. j_—'
. efin
L de elementog de C e por @

¢io 0 ﬂﬁmero

’ 42
0 Humero

e elementos de C seria

a + 2.
de um mﬂdo 7

gera)

0

A B
"8e 3 tivesge b elementos €
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b= O(B{_l

icao para
Pode-se estender essa defini¢

lementos do conjunto giélicaQEO
Esta regra define uma _

Mero de o

b
h a + " deacom
1cA0 U5 ===
Que & A0 de N e:; N, chamada gﬂ_igsha do BH
e umg aplicaqao e i3
b. o nu

12-8€ Z——  :o8
c, diz men
umero ¢ de elementos deﬁm;ro p de ele
“ om o n -
& de elementos de A ¢
de B

€ es Ereve-se

c = a + b:
2 mOS da P:E.l?.-. ’
20 B dinsnage parcelas ou termos €2 fine, tambems
e
Fixaq imero b, esta regra a
1Xado o namero b
um; : P
M ap icagio:
a a+b,
.2
. ~ N =2 (B
5 &, dinda, uma aplicagdo de digao d?;
1 es
- a a art
. POde-se dizer, tambeml q;z NXPJ(N céar(a!
B Maturaig ¢ uma aplicagdo_ que a CACEETT. b,
30 i Sobre N, isto é, a aplicagager gua soma
= 1
2 Umerog na%urais faz correspon

Em simbolos, tem-se

f:NxN——= N

(a,b) a-i-b!

Co
8 €N, pey e a+bEN.




S1m

i B de
Pr niao
DDPiedades da uni

port&qto,

o 0za
que a adicao &

am
e seJa
uaisquer qu
tem-se,

=9
5.—
4 +
0+0=p, O+6=6, 1+8=09,
7+3 - 1o, 8+9 = 18, b
e
. a
. ' § als -
omo, ¢ Alsquep que sejap 9S numeros natuie
eXiste Sempre un Nlme g Natural £ tal g
a4+ b= C, £§£Eggg
- i ] .
iz-ge Que ¢ €onjunt, dos nimepog haturais
* relags, 4 adigg,,

a uPi-
s ada MO
¥ ” cion . .2 b
o 8dicdo estd rela 4o adi¢ i
im, ag Propriedades

da®

0f

Exemp) 4 .
Plos 0 o ans
+
sejam OS
ue

i gquer q
aisqu .
: ¢ qual Ry

P 10 é associativa: Ic, tem-s

A adicio e a e b, e c
- nﬁmergs naturais a, b

c

b) +

« EB %
a -

[

) 4@
(b +c)=(ar 2
a 4+

Rx@mplo

= T2
3_.-
3) = (L+8)#

1+ (8+

Fl ero
npum
um o
jgte BT 20,1
« @X15 dlga
(0 04 a a
gpto nggizgﬁtru dtural as
Existéncia do glemelemento nméro e
natural O que e o =L is o Ba
S a r que

' qualque

to e
temﬁse

a+0=0+a = a.

0 (ZERO)

n = a
=0+a
a+ 0=
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Exemplo:

0+ 3) =
300 + (L00 + 10) + (1
- 2D

.())"‘3.‘_‘
(300 + 100) + (10 + 1
-61-0:01-6:6'

=400 + 20 4+ 3 -
|
% Definjcd,.

e~ ' : .
T CONB | Dmp Sitive Pratice
Doig Nume pog Naturaijg & e b diz 395
Cutivog se ;}8
L 2R (P S jvo | e
t
. p, r . nsecu
isto e, a adig3, do Dumerq ) com a da o co 2@) Ip
de a. ¥ Etuar
etc.
Exemplo:
S+ 1 = 6,
1030, 6 e consecutivo de 5,
Aplicagﬁes:

: A plicagy
Socigt iva S

e %= '
: A e
ative “.
© dag Propriedages Comu:que ?riO'
228 Gao Permi tom €Xplicar o po primd
e Fretica &digé{o, ja ®studada no curso
1a) Efetuar
. oa
325 . 08 tatjf
Aplicand L comu
da adicao,se ESEP"P ledageg dSsociativa e
325 + .08 =

20 , ) + (5 ., 8)
0¥ 5 (axy .
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