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RESUMO

E apresentada uma demonstracao do Teorema da Esfera Cabeluda
sob um ponto de vista analitico. Para tanto, foi necessario realizar
um estudo sobre superficies e campos de vetores sobre superficies.
Dessa maneira, foram inicialmente discutidos resultados e exemplos
relacionados a estes objetos. Além disso, sdo investigadas duas apli-
cacoes do Teorema: uma de natureza essencialmente matematica, e
outra da Fisica, no campo da 6ptica geométrica.

Palavras-chaves: Superficies regulares. Campos de vetores. Singu-
laridades de campos de vetores.






ABSTRACT

A proof of the Hairy Ball Theorem under an analytical viewpoint
is presented. To reach that objective, it was necessary to study
surfaces and vector fields over surfaces. Hence, results and
examples related to these objects were initially discussed. Two
applications of the Theorem were also investigated: the first’s
nature is essentially mathematical, while the second is an
application from physics, in the geometric optics field.

Keywords: Regular surfaces. Vector fields. Singularities of vector
fields.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho é, de certo modo, o resultado de muitas con-
versas sobre variados temas e areas da Mateméatica que tive com
o professor André Vanderlinde ao longo da graduagao, em especial
a partir de 2016. Posteriormente, na metade de 2017, formalizamos
um projeto de iniciagao cientifica voluntario, cujos trabalhos tiveram
continuidade nesta monografia.

No inicio, as discussoes tinham carater essencialmente intui-
tivo, e proporcionaram um contato com as areas da matemética de
uma maneira distinta das experiéncias que tive nas disciplinas da gra-
de curricular. Pela liberdade de nao estarmos presos a uma ementa,
pudemos explorar campos da Matematica guiados pela curiosidade,
as vezes nos deparando com temas complexos, como quando discu-
timos brevemente sobre grupos de homotopia, sobretudo o grupo
fundamental. Devido a essas investigacoes, fascinei-me com a forma
que os conceitos e objetos mateméticos de diferentes areas podem
ser entrelacados para compor novos resultados e teorias.

Com o passar do tempo, interessei-me principalmente pela
Topologia e Geometria, e as conversas comegaram a tomar um rumo
mais definido e melhor fundamentado. Por meio de leituras como
Intuitive Topology ([12]), de Prasolov, e The Shape of Space ([13]), de
Jeffrey Weeks, estudei com mais calma os conceitos de deformacoes,
homeomorfismos e variedades de duas e trés dimensoes, ainda que
de forma principalmente intuitiva. O desenvolvimento dessa intuigao
foi fundamental para quando comecamos a fundamentar os conceitos
com mais rigor, no ano de 2018.

O tema deste Trabalho de Conclusao de Curso (estudar u-
ma demonstragao do Teorema da Esfera Cabeluda) foi uma sugestao
do professor André. Segundo tal Teorema, néo é possivel construir
sobre a esfera um campo de vetores continuo, tangente e sem sin-
gularidades. Foi proposto originalmente por Henri Poincaré, que o
deduziu de sua versao ainda bidimensional do Teorema de Poincaré-
Hopf. Uma demonstragdo para o caso mais geral, que contempla
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esferas de dimensao par, foi elaborada posteriormente por Brouwer
(3], p- 572).

Escolhemos o tema por acreditarmos esse que assunto se
alinhava com o que haviamos discutido até entao, além de que su-
a exploracao envolve estudos e o uso de ferramentas de diferentes
areas, como a Algebra Linear, a Geometria, a Anélise e a Topolo-
gia. Levando isto em conta, para a leitura do texto ser proveitosa,
sugerimos que o leitor j& tenha familiaridade com conceitos geral-
mente discutidos em disciplinas como Céalculo ITI, Algebra Linear 11
e Analise Real.

Os Capitulos 2 e 3 discutem os conceitos de superficie e cam-
pos de vetores sobre superficies, essenciais para estudar a demons-
tragdo desse Teorema. Para escrevé-los, utilizamos como referéncias
[2], [7] e [11]. No Capitulo 4, realizamos uma prova para o Teorema
da Esfera Cabeluda baseados em uma demonstracao feita por John
Milnor em seu artigo “Analytic Proofs of the ‘Hairy Ball Theorem’
and the Brouwer Fized Point Theorem” ([9]). No ultimo capitulo, sao
apresentadas duas aplicagoes do Teorema da Esfera Cabeluda. Ha
também um apéndice sobre pré-requisitos de Analise no R™, no qual
incluimos resultados e defini¢oes que utilizamos ao longo de todos os
capitulos, mas que julgamos que uma discussao mais aprofundada
fugiria do escopo do trabalho. Para compd-lo, baseamo-nos em [6] e

[5]-
Com relagao as figuras, a maioria foi feita com uma versao

de testes do software Mathematica. Algumas poucas, contudo, por
serem mais elaboradas, foram retiradas das referéncias.



2 SUPERFICIES REGULARES

O conceito de superficies regulares fundamentara toda a dis-
cussao. A esfera, o objeto geométrico sobre o qual desejamos estudar
propriedades no Capitulo 4, é uma superficie, como veremos ainda
neste capitulo. Assim como curvas sdo consideradas generalizagGes
da reta, uma superficie é uma generalizacao do plano, isto é, é um
objeto bidimensional que pode apresentar curvatura — diferente do
plano que, de certo modo, é “nédo curvo”’. Vejamos, entdao, como pode-
mos caracterizar matematicamente uma superficie. Alguns dos con-
ceitos utilizados nas definigdes e exemplos a seguir sdo apresentados
no Apéndice A.

2

Definigao 2.1 (SUPERFICIE REGULAR). Um conjunto S C R3 &
uma superficie reqular se, para cada p € S, existir uma vizinhanga
V C R3 e uma parametrizacio ¢ : U — V NS de um conjunto
aberto U C R? para VNS C R3 tais que:

(i) o é diferenciavel, isto &, se tivermos

o(u1,u2) = (x1(u1,u2), v2(u1, u2), x3(u1, u2)), (u1,u2) € U,

as fungoes x1(u1,us), xa(u1, us), r3(u1, uz) possuem derivadas
parciais de todas as ordens continuas em U,

(ii) ¢ ¢ um homeomorfismo;

(iii) Para todo ¢ € U, do(q) : R? — R? & injetiva.

Além de parametrizag¢do, a aplicacdo o introduzida na Defi-
ni¢do 2.1 pode também ser chamada de carta ou mapa. Chamamos
de atlas a colegao de parametrizagoes o que, juntas, sao suficientes
para cobrir uma superficie regular S. Por simplicidade, denominare-
mos superficie regular apenas por superficie.

A seguir, discutiremos alguns exemplos de superficies.
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Uz

(w1 (u1, uz), v2(us, ug), x3(u1, uz))

Ul T

Figura 2.1 — Ilustracao da definicao de superficie regular.

Exemplo 2.1 (PLANO). O plano II determinado pelos pontos de
R3 que satisfazem a equagdo 1 + 22 + x3 = 2 ¢ uma superficie. De
fato, defina o : R? — II dada por

(w1, u2) = (u1,u2,2 —up — uz).

O Teorema A.11 garante que o é diferencidvel e, em particular,

2

Figura 2.2 — Plano.
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continua. Além disso, note que um ponto qualquer de II é da forma
(u1,ug,2—1uj —uz). Logo, tomando (u1,uz) € R?, temos o(uy,us) =
(u1,uz2,2 —u; —uz) € o(R?), isto é, o é sobrejetiva. Observe ainda
que, para todo (x1,x2), (y1,y2) € R?, temos:

o(x1,22) = 0(y1,y2) = (x1,22,2—21—22) = (Y1,Y2,2— Y1 —Y2),

ou seja, (r1,22) = (y1,y2). Assim, o é também injetiva e, portanto,
bijetiva. Considere agora & : R® — R? dada por (ug,ug,uz)
(u1,uz). Segue que: oo |r(ur, ug,2—us —ug) = (ug, uz,2 —uy —usg)
e Flnoo(uy,uz) = (u1,uz), isto é, 0~ = &|y;. Como o1 também ¢é
continua (Teoremas A.3 e A.4), temos que o é um homeomorfismo.
Por fim, sendo do(u1,us) a jacobiana de o e v = (v1,v2) um vetor
qualquer de R2, segue que

1 0 ’ 0 U1 0
do(uj,ug)v=0<= [ 0 1 [ 1] = |0| <= Vg =10
0

—1 1] ™2 0 —vy — vy

isto &, devemos ter v = (0,0) para que a igualdade seja satisfeita. Di-
to de outra maneira, o Nucleo(do(u1,us2)) = {(0,0)}, o que implica
que do(uy,us) é injetiva. Portanto, segundo os termos da Defini¢ao
2.1, o plano II é uma superficie.

No exemplo acima, foi suficiente utilizar uma tnica parame-
trizagdo o para mostrar que o plano II é uma superficie. Em casos
assim, dizemos que ¢ é uma parametriza¢do global. Vejamos outro
exemplo.

Exemplo 2.2 (PARABOLOIDE DE REVOLUGAO). O conjunto
Pr = {(z1,22,23) € R3 : 25 = x% + x%}

é denominado paraboloide de revolucao. Provaremos que Pr também
¢ uma superficie. De fato, defina a aplicacio o : R?> — Pr dada por
(u1,u2) — (u1,u2,u? + u3). Assim como no exemplo anterior, o é
diferencidvel pelo Teorema A.11. Além disso, observe que o é injetiva,
pois para todo (z1,22), (y1,y2) € R,

U(CL’l,.’EQ) = J(ylqu) = (1'1,.%2,@'% + 1’%) = (y17y2>y% +y§)7
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Figura 2.3 — Paraboloide de Revolucao.

e, logo, (z1,22) = (y1,¥2); e também sobrejetiva, pois tomando ar-
bitrariamente (u1, uz, uf +u3) € Pr, basta aplicar o & (u1,uz) € R?
e temos que o (uy,u) = (u,uz,ut +u3) € o(R?). Para que o seja
um homeomorfismo, resta-nos mostrar que sua inversa é continua.
Considere & : R? — R? dada por

(w1, u2,u3) — (u1,ug).

Note que o 0 &|py, (U1, uz, us +u3) = o(uy,uz) = (u1,ug, u? +ui) e
que &lpy o o(ur,uz) = &|pg (u1,uz,ut + u3) = (u1,us). Portanto,
ol = F|pr ¢ a inversa de o, e sua continuidade ¢ garantida pelo
Teorema A.4. Finalmente, sejam do(u1,uz2) a jacobiana de o e v =

(v1,v2) um vetor de R2. Entao,

(%] 0
do(u1,u9) -v=0<= Vg =10},
2uqv1 + 2ugvg 0

isto é, devemos ter v = (0,0). Segue que Nuc(do(u1,us2)) = {(0,0)}
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e, desse modo, do(u1,usz) é injetiva. Portanto, segundo a Defini¢ao
2.1, o paraboloide de revolucao Pr é outro exemplo de superficie.

Tanto o plano IT do Exemplo 2.1 quanto o paraboloide Pr
do Exemplo 2.2 sao graficos de funcoes f : R? — R. Mais precisa-
mente, dizemos que o grafico de uma funcao f : U C R? — R, em
que U é um aberto, é o conjunto

Gy ={(z1,22,23) € R?:zg = flxy,29) e (w1, 20) € U}.

Vimos apenas dois exemplos desta natureza, mas é interessante estu-
dar se este comportamento se mantém ao analisarmos outros graficos
de fungoes desse tipo. De fato, é disso que o Teorema 2.1 a seguir
trata.

Teorema 2.1. Seja f : U CR? — R, em que U € um aberto, uma
fungao suave'. Entio Gy € uma superficie.
Demonstragao. Seja a funcao o : U — G dada por

(x1,22) = (21, 22) = (21, T2, f (21, 22)).

Mostraremos que ¢ ¢ uma parametrizacao global de G'y. Note que ¢
injetora: dados (r1,2), (y1,y2) € U segue que

o(x1,22) = 0(y1,42) <= (21,22, f(x1,22)) = (Y1, 92, f(Y1,92)) =
T =y e Ty =Y = (r1,22) = (y1,%2).

Também é sobrejetiva: dado (x1, 2, f(21,22)) € Gy, basta tomar
o(z1,2) = (21,22, f(r1,22)). Portanto, satisfaz a bijetividade. A-
lém disso, como f é uma funcao suave, o é continua pelo Teorema

A4
Considere agora a fungao
¢ : R — R?

(z1,22,23) = p(21, T2, 73) = (71, 22).

1 Isto é, é uma funcdo de classe C'°.
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Seja m = gp‘cf. Logo,
o OW($17$27f(x17372)) = U($17$2) = ($1,$2,f(x1,$2))~
Logo, 0 o m = idg,. Por outro lado,
moo(xy,x2) = (21,72, f(21,22)) = (21, 72).

Assim, 7o 0 = idy e, portanto, 7 = o~ !. Além disso, note que 7
¢ continua, pois sendo (a1, as,az) um elemento qualquer fixado do
dominio de 7, dado € > 0, basta tomar § = € e temos que

||(.I‘1,$2,$3) - (a17a27 CL3)H <9

= \/(arl —a1)? + (v2 —az2)* + (v3 —az)? <4

:>\/(171—a1)2—|—(x2—a2)2<5=€

= |[(z1,22) — (a1,a2)| < e

Portanto, ¢ ¢ um homeomorfismo. Pelo Teorema A.10, por f ser
suave concluimos que o é suave. Por fim, resta-nos mostrar que o é
uma parametrizagao regular, isto é, que a matriz do(x), para todo
x € U, é injetiva. De fato,

_801 80’1 7
—(x) —(z
@ e
Joy Jooy 0 1
d = —_— —_— =
U(x) (91‘1 (ZE) 81‘2 (l‘ 80’3 60'3
(@) 5—=(2)
dos 0o Oz Oz
_83,‘1 (x) 8$2 (.%‘)_
é injetiva, pois suas colunas sao linearmente independentes. |

Exemplo 2.3 (PARABOLOIDE HIPERBOLICO). Chamamos o con-
junto

Py = {(z1,22,23) € R® : 27 — 23 = 23}
de paraboloide hiperbdlico. Note que Py = G, em que f: R? - R é
dada por f(z1,22) = 2% — 23. Como f é suave e R? ¢ aberto, segue
pelo Teorema 2.1 que Py é uma superficie.
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N

48

Figura 2.4 — Paraboloide Hiperboélico.

Por meio do Teorema 2.1, aprendemos a determinar uma ga-
ma de superficies. Entretanto, graficos de fungdes nao sdo as tnicas
superficies existentes. A esfera, por exemplo, nao atende as hipoteses
do Teorema 2.1 e é uma superficie, como veremos a seguir.

Exemplo 2.4 (ESFERA). A esfera de raio r > 0 ¢ o conjunto

S? = {(x1,20,23) €R® : 2} + 25 + 2f = r*}. (2.1)

Mostraremos que S? ¢ uma superficie? apresentando dois atlas dis-
tintos.

(i) (COORDENADAS CARTESIANAS) Um primeiro atlas para
a esfera é o composto pelas parametrizacoes:

O3, 0T, 91, 072, ¢, 97 1 U — R

Por simplicidade, denotamos S? := Sf .

2
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Figura 2.5 — Esfera.

definidas no aberto U = {(x1,22) € R? : 22 + 23 < r?}, em que

PL (21, 22) = (i\/ r? —af — 95%@17502) )
¢§:2(x1>x2) = (xb:l:\/ r? — l‘% - w%vxz) 5
9% (21, 22) = (!E1,xz,:|:\/r2 — 3 - x%) .

Como ilustrado pela Figura 2.6, cada uma das parametrizagoes cor-
responde a um hemisfério da esfera. E importante ressaltar que, por
exemplo, ¢73(U)Up™(U) = 52\ C, em que C = {(x1,22,73) € R :
2?2+ 23 =12
apenas por ¢%°.

e 3 = 0}, isto ¢, a esfera ndo é inteiramente coberta

As inversas de cada parametrizacdo sdo imediatas. Por e-
xemplo, se considerarmos

¢§—3(x17x2) - <x1,x2, \/ T2 - l'% - .'L'%) )

sua inversa é (¢%°) 7 (z1, 22, 3) = (21, 22).
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85
!
S

{
X
RS
R

Figura 2.6 — Ilustragao retirada de ([11], p. 78).

(ii) (PROJEGAO ESTEREOGRAFICA) Podemos construir um
segundo atlas para a esfera de raio r > 0 através da projecao es-
tereografica. Dado (z1,22) € R?, consideramos o respectivo ponto
P = (z1,22,0) no plano X;0X5 e a reta definida pelo ponto P e
pelo polo norte N = (0,0, 7). Essa reta intersecta a esfera num pon-

to Q.

Afirmagao: o ponto Q € dado por

2 2 2, .2 .2
Q= 2x1r 2xor r(z] + x5 —1°)
22+ 2 +r2’ 22 422+ 2’ 2?4 23 42

Demonstragao. Assim, dado P = (z1, z2,0), desejamos descobrir o

ponto Q pertencente & esfera S2. Seja v = a reta que passa pelos
pontos N e P. Como N = (0,0,7) e P = (z1,2,0), entdo devemos
ter v = = (21,2, —7). E possivel parametrizar v. Chamemos

de r tal parametrizacao. Entao,

r(t) = N+ tv=(0,0,r) + (z1t, zot, —1t)
= (x1t, z2t, (1 — 1)), VE€R
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Note que W’ intersecta a esfera, e que os pontos da esfera
obedecem a relagao 3 + 23 + 13 = r2. Dessa forma, isolando t na
equacao (x1t)? + (wot)? + (r(1 — t))? = r2, encontramos os pontos
que pertencem & reta e & esfera simultaneamente. Isto é, poderemos
determinar o ponto @ que nos interessa. Assim,

(21t)? 4 (2t)* + (r(1 —t))* =72
(z1)? + (z2t)? + 12 — 2tr% + 742 =12
(22 + 22+ %) = 2tr° =0
t(z] + 23 +1%) = 2r°.
272
2+ 23+ 12’
Q = (x1t, zot, (1 — 1))

_ ( 22172 22972 r(x? + a3 — r2))

p?+ad+r2’ e 4 a2 +r2 2243 +r2 )7

Logo, t = Consequentemente,

como queriamos. |

Qualquer ponto @) da esfera, com exce¢do do polo norte N,
surge como esse ponto de intersecdo. A fungéo

oy :R? = S2\ {N}

( ) s 2x172 2xo12 r(z? + 23 —1r?)
L1, X2 2 2. 202 2. 20 .2 21 .2
rit+as+re a7 a3+ xi+ x5+

é uma parametrizacdo da esfera toda, menos o polo norte. Para
cobrir o polo norte, basta considerar a parametrizagao

os:R?* — S2\ {S}

(21, 22) > ( 2x112 2xo12 _r(x% + z% - r2)>

) )
23+ ad+r2 et +ad+ 27 2+ ad 42

definida analogamente & oy, mas agora a partir do polo sul S =
(0,0, —r). As inversas destas duas parametrizacoes sao on" @ 52\
{N} — R?, dada por

rr rr
(x17x2) = < ! 2 > y

r—x3 T — T3
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og' 52\ {S} — R?, dada por

(x1,x2) — (

ray rIy
r+a3’r+x3/)

Note que a esfera ¢ uma superficie no sentido da Defini-
¢do 2.1 e também uma superficie de nivel, isto é, conjuntos S =
{(z1,22,73) € R®: f(x1,22,23) = a} definidos através de equagdes
da forma f(x1,72,73) = a em que f: U C R® — R é suave. Resta
saber se toda superficie de nivel é uma superficie no sentido dado
pela Defini¢do 2.1. A Definigdo 2.2 e o Teorema 2.2 esclarecem essa
questao.

Definigao 2.2 (VALOR REGULAR). Dizemos que um niimero real
a € f(U) & valor regular de f : U C R® — R se, para cada x €
f~1(a), o gradiente

Vi) = (@) L@ 5 (@) # (0.0,0)

Teorema 2.2. Seja f : U C R3 — R uma fungdo suave. Sea € f(U)
¢ um valor reqular de f entdo S = f~1(a) ¢ uma superficie.

Demonstragao. Veja a Proposicao 2 de (|2], p. 61). ]

Aplicaremos, nos exemplos a seguir, o Teorema 2.2 para
determinar novas superficies.

Exemplo 2.5. Dados a, b, c € R*, o conjunto
2 2 2

€= {($17x2,$3) ER?) : ﬁ+ﬁ+ﬁ — 1}
a c

é denominado elipsoide.
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Figura 2.7 — Elipsoide.

Vamos provar que £ é uma superficie. De fato, & = f~1(1),
em que f:R?> — R é dada por

2 2 2
T T xT
f(x17x27x3): a_1+_2+c_§

Note que 1 é valor regular de f, pois

2:1,‘1 21‘2 21‘3
V@, 22, 23) = (?, 2 C—2>

s6 se anula em (0,0,0) ¢ €. Assim, decorre do Teorema 2.2 que & é
uma superficie.

Exemplo 2.6. Os conjuntos

Hy = {(z1,72,73) € R3 : x% —l—m% _a;g =1}

Hy = {(551,3327553) e R3: x% —}—x% — x% = _1}

sao chamados, respectivamente, de hiperboloide de uma folha e hi-
perboloide de duas folhas.
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/S
N,

Figura 2.8 — Hiperboloide de uma folha.

Por uma argumentacao similar ao exemplo anterior, pode-
mos verificar que estes conjuntos também sdo superficies. Observe
que Hy = f71(1) e Ha = f~1(~1), em que f: R?® — R ¢ dada por

2 2 2
f(z1, 22, 23) = o] + x5 — 5.
Temos que 1 e —1 sao valores regulares de f, visto que

Vf(x1, 22, 73) = (221, 222, —273)

anula-se somente em (0,0,0), que ndo pertence ao conjunto Hj e
nem ao Hso. Portanto, pelo Teorema 2.2, ‘H; e Ho s@o superficies.
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< A\ w Ry
RSO

Figura 2.9 — Hiperboloide de duas folhas.

Exemplo 2.7. Considere o plano X;0X3 em R? e a circunferéncia
C de raio r no eixo O X cujo centro esté a uma distancia a > r do ei-
x0 O X3. Se rotacionarmos a circunferéncia C' em torno do eixo O X3,
obtemos um conjunto de pontos T? que chamamos de toro. Neste
exemplo, encontraremos uma equagao para o toro e provaremos que
ele é uma superficie.

Note que podemos representar a circunferéncia C' pela fun-
cao B : R — R? dada por

u > (rcosu+ a,0,rsenu)

em que u é a medida do dngulo entre um raio de C' e o eixo OX;. Co-
mo dito de maneira intuitiva inicialmente, gostariamos de rotacionar
C em torno de OX3 a fim de construir o toro.
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Figura 2.10 — Ilustragao retirada de ([2], p. 64).

Para tanto, considere a matriz

cosv —senv 0
R(v) = |senv cosv 0],
0 0 1

que rotaciona os pontos de R? em torno de OX3 por um angulo v,
mantendo a coordenada z3 dos pontos invariante. Podemos obter a
rotagao desejada multiplicando a matriz R(v) por (. Logo,

[cosv  —senv 0 rcosu + a
R(v)-p(u) = |senv cosv 0] - 0
0 0 1 7 COSU

[ (r cosu + a) cos v |
= [(rcosu+ a)senv
7 senu

Isto &, o toro é descrito por R(-) o 3: R x R — R? dada por:

(u,v) —

R(v)(B(u)) = ((rcosu+ a) cosv, (rcosu + a) sen v, rsenu).
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Note que a restrigao de R(-) o § ao aberto (0,27) x (0,27) é uma
possivel carta para o toro. Utilizaremos a aplicacao acima para de-
terminar uma equacao para o toro:

2 2

23+ 23 4+ 23 = (a+rcosu)? cos? v + (a+ rcosu)?sen® v 4 r? sen® u

= (a+rcosu)® +risenu

= a® + 2ar cosu + r% cos® u + r2 sen’ u

= a® + r% + 2ar cosu.
Segue que

(z2 + 22 + 22 — r® 4+ a®)? = (2a® + 2ar cos u)?

= 4a*(a + rcosu)?

= 4a®(23 + 23).
Portanto, o toro é dado pela equagao

(z] + 23 + 23 —r* + a?®)? = 4a® (23 + 23). (2.2)
Provemos, agora, que o toro é uma superficie. De (2.2), segue que

2,2, .2 2. 2
xi+ x5+ a5 — 1" +a® = 2ay/23 + 23,

2
isto é, x% + (\/:E% + a3 — a) = r2. Considere a fungdo f: R* - R

dada por
2
(z1, 29, 3) — T3 + (\/x% + 23 — a) )

Como f néo é diferenciavel sobre o eixo OX3, vamos considerar a
restri¢do de f ao conjunto R3\ {(0,0, z3)}, para todo z3 € R. Note
que o conjunto

2
TQZ{(xl,l'2,l‘3>€R3:x§+<m_a) :Tz}:fl(TZ)

2

corresponde ao toro. Perceba que r* é valor regular de f, pois

2 2
Vf($1,$2,x3): T 2—% , L 2—% ,2.%‘3
V] + T4 T + x5



33

nunca é igual a (0,0,0), visto que devemos sempre ter x; e z2 nao
simultaneamente nulos. Portanto, pelo Teorema 2.2, o toro é uma
superficie.

Figura 2.11 — Toro.






3 CAMPOS DE VETORES EM SUPERFICIES

Na primeira secao deste capitulo, discutiremos sobre o que
sao vetores e planos tangentes a uma superficie, definindo estes con-
ceitos e apresentando alguns resultados relevantes. Na segunda secao,
trataremos de definir campos de vetores, um conceito essencial para
o estudo do Teorema da Esfera Cabeluda. Apresentaremos, ainda,
campos de vetores sobre algumas superficies estudadas no Capitulo
2.

3.1 PLANOS TANGENTES

Definigao 3.1 (VETOR TANGENTE). Um wvetor tangente a superfi-
cie S, no ponto p € S, é o vetor tangente v = 4/(0) de uma curva
parametrizada diferenciavel! 7 : (—¢,¢) — S tal que v(0) = p.

Exemplo 3.1. Determinaremos os vetores tangentes a esfera. Con-
sidere D = {(z1,22) € R? : 27 4+ 23 <r?}. Seja 0 : D — S? uma
carta local de S? dada por

_ 2 2
U(IlaxQ) - (%1,1‘2, \/ r? — Ty — I’2> .

Escolha uma curva 4

y:(—e,e) =D
t= () = (21(2), 22(t)).

Note que 7 : (—e,¢) — S? dada por

ts y(t) =00 A(t) = <x1(t), 2o(t), /2 — 23 (1) - xg(t)>

1 Para uma introducio & teoria de curvas parametrizadas, consulte [2], [7] ou [11].
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esta bem definida e v = +/(0) é um vetor tangente a S?. Entao,

Y (t) = (xi(t),x’z(t% Il\(/)z ()Hz();c(ét()t))
r fl‘l *x2

- - 71(1)
= x1(t) <1707 V2 —a3(t) _wg(t)> i

, Ta(t)
+ (1) (0’ BT a0 x%@)

isto é,

90 = 24 0) 5 (10 22(0) + a0 5 (1 (0, w(0), (31)

para todo t € (—e, €), em que

. B B z1(t)
o, S (21(t), 22(t)) = (1’0’ V2 —23(t) —wg(t>> 7

o - - a(t)
o~ ——(z1(t), 22(t)) = (O’ L V2 —23(t) — iE%(t)) ‘

Em particular, para ¢t = 0,

v =(0) = #5057 (0) + £5(0) 5 (o)

em que ¢ = 5(0) = (21(0),22(0)) e p = o(q).

O mesmo argumento vale para todas as cartas de S2. Por-
tanto, os vetores tangentes a um ponto da esfera Sf sao combinacoes
lineares das derivadas parciais desse ponto.

Teorema 3.1. Sejam S uma superficie reqular, o : U C R? —
V. C S uma carta para S e p = o(q) € S, ¢ € U. O conjunto
dos vetores tangentes o superficie S em p = o(q) coincide com o
subespago vetorial de R gerado pelos vetores

9o ﬁ()
8$1q eal‘gq'

Demonstragao. Veja Proposi¢ao 4.1, em [11]. |
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O subespaco vetorial de R? descrito no Teorema 3.1 é de-
nominado Plano Tangente, e utilizamos a notacao 7,S. O plano
tangente é completamente determinado por um vetor unitario per-
pendicular a ele. Utilizamos tais vetores para construir campos de
vetores em superficies.

Exemplo 3.2. Calcularemos T,5?, isto é, o conjunto dos planos
tangentes & esfera. Seja o : D — S? dada por

(1, 22) > o(21,22) = (:Bl,:vg, r2 — a2 — ZL‘%) .

Dado p = (:cl,xg, V2 —a? — xz) € 52, considere
op = (xl,xg, r2 — g% — x%) , em que o = (0,0,0).

Note que

, 21, T, rz—:c2—:c2), 1,0,—_331
<?81 > <<1 ? b ( r? —xf — 23

:xl—l—O—xl:O,

3} Jo
isto é, op e a—a(p) sdo ortogonais. Analogamente, op e a—(p) tam-
1

bém sao. Pelo Teorema 3.1, ? ¢ ortogonal a v, para todo v € T}, S2.
Logo,
T,5% = {v € R®: (op,v) = 0}.

Exemplo 3.3. Segue da Equagao (3.1) que:

ww=w@wwmm-ﬁgvacﬁ@,
em que
1 0
do (1 (1), (1)) = () st

VP -3 - a(t) — a3(t)
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Note que do(z1(t),22(t)) = (dooy)(t), Vt € (—¢€,€), em que

0

1

1']_,1:2 To

— _ 2 _ 2 2
acl .’,1?2 T 1 €Ty

Jdo
8 11717332) 07 (551,352)

Observe que do(z1,22) : R? — R3? é uma transformacdo linear que,
para todo p = (21, 22) € D?, leva R? em Ta(p)S )

Isto é uma propriedade garantida pelo Teorema 3.2, enunciado a
seguir.

Teorema 3.2. Sejam S C R3 uma superficie reqular e o : U C
R? — S uma carta. Entdo

Typ)S = da(p)(]RQ), para p € U,

em que do(p) : R? — R3 € o jacobiano de o.

Demonstragao. Veja Proposi¢ao 2.4.1, em |[2]. |

Exemplo 3.4. Considere a projecao estereografica vista no Exem-
plo 2.4, item (ii), considerando r = 1, isto é, a parametrizagao oy :
R? — S2\ {N} dada por

271 225 zi + a3 — 1>

) H ’ ’
(@1,22) <x%+x§+1 wi4ai+ 1 af+af+1

Sua jacobiana é a matriz

) 2(x3 — 22 +1) —4x179
dO’N($1,I2) = T3 5 1 1\2 *41’1.%2 Q(JJ% - .’IJ% + 1)
(1 + 23 +1) Az Az

Seja v = (v1,v2) um vetor arbitrario de R2. Logo, aplicando a jaco-
biana do (1, 22) em v, obtemos:

201 (23 — 2% + 1) — 4oz 20
—4ui1T9 + 209(2 — 23 + 1)
dviz1 + dvoxe

1

doy (@1, 22) (V) = 55—
UN(‘Tl 552)(”) (x%_’_mg +1)2
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Note que, dado p € S?, as componentes de @ podem ser dadas pelas
coordenadas de oy (21, 22). Entao:

(don(z1,72)(v),on(21,72)) =

_ 2u (22 — 22 +1) — dvox1 19 271
- (3 + 23 +1)? Gl
—4v1 2129 + 209(22 — 22 + 1) 2o
(22 + 22 + 1)2 Eradil

dvix1 + dvoxs . x% + x% -1
(22 +22+1)2 22 4+23+1
_dvya (@3 — 21 + 1) — 8vaatas — 8uim1 a3 + dvgxa(af — 23 + 1)
- (a7 + a3+ 1)3
duizy (23 + 23 — 1) + dvgzo (2] + 23 — 1)
(f + 23 +1)3

=0

Portanto, pelo Exemplo 3.2, doy(z1,z2)(v) € Ty, xz)SQ.

~(z1,

3.2 CAMPOS DE VETORES

Campos de vetores, como estudados geralmente em disci-
plinas de Calculo, sao fungoes que associam, por exemplo no caso
tridimensional, a cada ponto de R?® um vetor de R?. O campo de
vetores V; : R3 — R3 dado por

‘/1(1‘1,1:2,(1}3) :(1,0,21‘1) (32)

¢ um exemplo de um campo de vetores desse tipo.

No capitulo anterior, exploramos o conceito de superficie e
verificamos que o plano, os paraboloides de revolucao e hiperbdlico,
a esfera, o toro, entre outros, sao superficies. Uma pergunta que po-
de surgir naturalmente é se h4 uma maneira de definir campos de
vetores sobre superficies. Para explorarmos essa ideia, consideran-
do o campo de vetores Vi, definido em (3.2), a restrigao de V; ao
paraboloide hiperbolico (veja Exemplo 2.3) é mostrada na Figura
3.1.
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Figura 3.1 — Campo V7 sobre Py .

Similarmente, podemos considerar a esfera S2. No Exemplo
2.4, vimos alguns atlas para esta superficie. Considerando o atlas
composto pelas parametriza¢oes em coordenadas cartesianas, o cam-
po de vetores sobre o hemisfério norte

V2(p) = (7’,0, _L> )
r2 —ai — a3

em que p = (ml, To, /T2 — :cil — a:g), é tangente & S2. Logo, V5 é um
campo sobre um conjunto aberto da esfera — e nao sobre a esfera
inteira. Contudo, isto ndo é um problema: bastaria replicarmos esta
ideia sobre a esfera toda ou, de modo geral, sobre toda a superficie
em questao.

Vejamos, agora, uma defini¢ao formal para campos de veto-
res sobre superficies.

Definicao 3.2 (CAMPOS DE VETORES). Dada uma superficie re-
gular S, chama-se campo de vetores tangentes a S a toda aplicagao
W : S — R3 tal que W(p) € T,,S, para todo p € S. Se |[W(p)| =1,
para todo p € S, diremos ainda que W é unitario.
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Figura 3.2 — Campo de vetores sobre o hemisfério norte.

Exemplo 3.5. No Exemplo 2.4 vimos também um atlas para S?
composto por parametrizagoes que utilizavam coordenadas cartesia-
nas. Acima construimos o campo V5 sobre o hemisfério norte. Con-
sidere

W(p) = w1\/r? — o2 — 23 - Valp),

em que p = o(x1,T2), ou seja,

Whp) = (7’1:1 r2 —x? — 23,0, —rx%) .
Considere também

W2(p) = (0,rx2 r? —x? — 23, mc%)
e seja

Wy (p) = W(p) + W?(p)

= (rxm/TQ—xl—xQ,TxQ\/rz—:cl—x2, (23 + 23 )
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Observe que

lim  Wy(o(x1,22)) = (0,0, —r%).

2 2 2
ritas;—r

Por outro lado, defina campos sobre o hemisfério sul da esfera:
_ 2 2 2
Wi(p) = (—rxl r? —x% — 23,0, —m;1> )
em que p = o(x1,x2), e considere também

Wa(p) = (0, —rz9\/12 — 22 — 22, —m:%)
e seja

Ws(p) = Wi(p) + Wa(p)

—( rri\/r? — 23 — 13, —rwoy/r? — 23 — 23, — x1+x2>.

Novamente,

lim  Ws(o(z1,22)) = (0,0, —r3).

2 2 2
ri{tzy—r

Considerando Wy e Wy e os limites acima, defina um campo de
vetores W sobre a esfera tal que: W = Wy, no hemisfério norte;
W = Wg no hemisfério sul; e W = (0,0, —r3) sobre o equador.

Observe que

hm W (o(z1,22)) = (0,0,0)

:Jc—i—a: —0

lim  Ws(o(z1,22)) = (0,0,0).

:p+x —0

Os limites acima revelam que W se anula nos polos norte e sul da
esfera.

Exemplo 3.6. O toro foi construido no Exemplo 2.7 como a rotacao
da circunferéncia 8 : R — R3 dada por

u > (rcosu+ a,0,rsenu)
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em que r < a. Observe que 3'(u) = (—rsenw, 0,7 cosu) é um campo
tangente ao trago de 5. Intuitivamente, se aplicarmos a rotagao

cosv —senv 0
R(v) = |senv cosv 0],
0 0 1

com v € [0,27] (note que R(0) = R(27)), vamos cobrir o toro com
um campo de vetores tangentes e que nunca se anulam.

Exemplo 3.7. Ainda sobre o toro, considerando o campo tangente
a circunferéncia S definido por

v(u) = cosu (—rsenu,0,rcosu),

consequentemente, v (%) = v (2) = (0,0,0). Intuitivamente, se
aplicarmos a rotagao R(v), com v € [0, 27], vamos cobrir o toro com

um campo de vetores que se anulam sobre duas circunferéncias.

Definigao 3.3. Sejam S uma superficie regular e W : S — R3 um
campo de vetores tangentes. Dizemos que p € S é uma singularidade
de W quanto W (p) se anula.

Observe que o campo W definido no Exemplo 3.5 possui
singularidades nos polos da esfera. No Exemplo 3.7, as singularidades
estdo sobre circunferéncias contidas no toro.

Definigao 3.4. Seja S uma superficie regular. Dizemos que um
campo de vetores tangentes W : S — R3 & de classe C*, com k > 0,
se, Vp € S, existe uma parametrizacao

oc:VCcRESUCS,

tal que Woo : V — R3 é de classe C*. Em particular, se um campo
W & de classe C°, dizemos que W é continuo.

Exemplo 3.8. O campo de vetores V; construido no inicio desta
secao sobre o paraboloide hiperbélico é de classe C*°. De fato, como
Vi(z1,22,73) = (1,0,2z1), entdo

Vi(zy, 0,27 — 23) = Vi o o(x1,12) = (1,0,227).

Exemplo 3.9. O campo W construido no Exemplo 3.5 é, por cons-
trucdo, continuo, ou seja, W é de classe C°.






4 TEOREMA DA ESFERA CABELUDA

Neste capitulo, faremos uma demonstracao do Teorema da
Esfera Cabeluda com base no artigo “Analytic Proofs of the ‘Hairy
Ball Theorem’ and the Brouwer Fized Point Theorem” (|9]), de John
Milnor. No artigo, o Teorema é demonstrado para esferas n-dimen-
sionais, em que n é par. Neste trabalho, faremos a demonstragao
apenas para a esfera S2.

4.1 APRESENTACAO DO PROBLEMA

No capitulo anterior, aprendemos a construir campos de ve-
tores sobre superficies. Particularmente, nos Exemplos 3.6 e 3.7, vi-
mos dois possiveis campos de vetores tangentes e continuos sobre
o toro, construidos de maneira que um tivesse singularidades, e o
outro nao se anulasse em ponto algum.

Por outro lado, se quiséssemos construir campos tangentes
e continuos agora sobre a esfera, s6 terfamos sucesso se tais campos
tivessem pelo menos uma singularidade, assim como o estudado no
Exemplo 3.5. E isto que nos afirma o Teorema da Esfera Cabeluda: a
esfera ndo admite campos de vetores tangentes, continuos e sem sin-
gularidades. Para prové-lo, discutiremos primeiramente alguns resul-
tados auxiliares para depois, na segao 3 deste capitulo, demonstrar
o resultado principal por meio de uma redug¢ao ao absurdo.

4.2 RESULTADOS AUXILIARES

Como mencionado, nesta se¢ao serao demonstrados alguns
resultados que nos auxiliardo. Os Lemas 4.1 e 4.2 sdo de carater
técnico, e nos dardo condigoes de provar o Teorema 4.3, que afirma
que S? nao possui campos de vetores unitarios continuamente dife-
renciaveis. A prova do Teorema 4.3 sera por absurdo, e utilizaremos
os Lemas 4.1 e 4.2 para chegar a uma contradi¢ao. Por sua vez, o
Teorema 4.3 sera fundamental na prova do Teorema 4.4 (da Esfera
Cabeluda).
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Antes de discutirmos os resultados, ¢ importante que relem-
bremos e definamos alguns elementos que serao utilizados no decor-
rer do capitulo. Nesse sentido, considere

S% = {x = (11, 20,23) € R®: ||| = 1}.
Como discutido no Exemplo 3.2, o Espaco Tangente de S? é
T,5% = {v(z) € R®: (z,v(x)) = 0}.
Dados a,b € R, tais que 0 < a < 1 < b, considere o conjunto
K={zecR: a<|z| <b}. (4.1)

Note que, pelo Exemplo A.6, o conjunto K é um compacto. Seja
N (K') uma vizinhanga aberta de K e considere um campo de vetores
definidos em N (K)

v: N(K) — R? (4.2)
x> v(z),
em que v é de classe C'. Ainda, para cada t € R, defina a funcio
fi: K -R3 (4.3)
x = fi(x) ==z + tv(z).

No Lema 4.1, estudaremos algumas propriedades de f; para quando
t é suficientemente pequeno.

Lema 4.1. Se t ¢ suficientemente pequeno, entdo f; € injetiva e
transforma a regiao K em uma regidgo vizinha fi(K) cujo volume
pode ser expresso como uma funcdo polinomial de t.

Demonstragao. Sejam K C R3 tal como em (4.1) e v o campo dado
por x — v(x) de classe C! tal como em (4.2). Conforme o Teorema
A.12, existe ¢ > 0 tal que

[o(z) o) < cllz =yl Yo,y € K.

Escolha t tal que 0 < |t| < ¢~!. Note que f; é injetiva, pois se
fe(x) = fi(y), segue da definigao da funcéo f; que

z—y=t(v(r) —v(y)).
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Logo,
lz =yl = [tHlv(@) vyl <[t -cllz -yl <llz -yl
Assim, x = y e temos a injetividade de f;.

Considere fi(z) = (21 + tvi(x), T2 + tve(x), x5 + tvs(x)),
em que x = (1, T2, 23) € R3. A matriz jacobiana de f; ¢

1—|—tg::1(x) t%(w) t(g:;):c)
dfy(z) = | t i(x) 1+t8~12;2(x) ¢ a;’fv(:)
b @) tge@) 1t )
=id+t- [87)1-(:3)} .
975 Jicij<s

Logo, o determinante da matriz jacobiana é

det (dfy () = 1+t (2) + (@) + t9n3(2),

em que
ov ov ov
m(z) = 5= (@0) + 5= (@) + 52 (@),
o 8’01 6’02 81)1 81}3 81)2 6’03
na2(r) = 6731(95)8762(55) + 8751(%)87:3@) 8772<$ Tm(x)+
_ vy Oy O 008y Ova 3OV
8%2 8351 8353 8171 8:173 8%2 ’
. 8’01 81)2 8’(13 8’01 81}2 81)3
n3(x) = axl(x)a.’EQ ($)3x3 (z) + . (z D4 (:U)&E1 (z)+
001 (002 (003 Ov O Ous
8:1:3 8331 (%cg ('9903 8%2 81'1
B L i L O oL PO L
Ox1 " ' 0x3 " Oxy Oxo " '0x1 " 'Ox3

Note que 7; s@o fungbes continuas de . Como K é compacto, segue
Nk € limitado, de modo que para |t| pequeno temos

3
1> thnp(z) = det (dfi(z)) > 0,Vz € K. (4.4)
k=1
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Integrando sobre a regiao K:

Volume (f; (K /// 1dxq1 dzo dxs

w / / | det (df, () day da do
= ///K(l + tny (z) 4 t2no(x) 4 t3n3(x)) day day dos

=ag + ait + ast® + ast?,

em que a, = /// Nk (x) dxy dzo drs, parak = 0,1,2,3, com ng(z) =
K

1. Note que a segunda igualdade segue do Teorema da Mudanga de
Variaveis?. [ ]

Suponha agora que a restri¢ao v| g2 Seja tangente a S2 e
|lv(x)|| = 1, para todo = € S2. Observe que:

2 + to(@) | =\/(x + tu(z), @ + to(x))

=\/||$||2 +t(z,0(2)) + t (v(z), 2) + 12 [Jo(2)|?
=V12+0+0+2-1 =1+

De acordo com [4], um conjunto X tem contetido nulo se, para todo € > 0 dado,

existir um namero finito de paralelepipedos P;, P2, ---, P, tais que

n n
X C U P;e ZArea(Pi) <e.
i=1 i=1

E possivel verificar que a esfera S2 tem contetdo nulo (veja [4]).

Em [4], encontramos o seguinte resultado:
Teorema 4.1 (MuDANGA DE VARIAVEIS). Sejam U,V C R3 abertos e
c:U—=V
(u1,u2,u3) — o(ur,uz,us) := (1, T2, x3)

um difeomorfismo de classe C tal que det(do) # 0, para todo ponto em U. Seja
K c U um compacto tal que OK tem conteddo nulo. Se 0o (K) = 0(0K), o(K) =
a(K e f:V —R3 ¢ integravel em o(K), entdo:

/// f(z1, z2,y3)dr1dredrs 7/// flo(u1,u2,u3))| det(do)|dur duadus.
(K)
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Lema 4.2. Set € suficientemente pequeno, entdo a aplicagcio
x = x+tuv(x)

leva S? sobre 53/1-1-7'
Demonstragao. Considere K tal como em (4.1). De (4.4), segue que
se t é suficientemente pequeno, dfi(z) é nao-singular, para todo
x € K. Pelo Teorema A.14 (da Funcdo Inversa), f; é inversivel na
vizinhanga de cada ponto. Assim, para cada x € K , a fungao f; leva
abertos contidos em K em abertos.

Seja X C K um aberto tal que fr : X — fi(X) é um
difeomorfismo. Note que X N.S? é relativamente aberto em S?. Como
f: ¢ injetiva?, temos que

F (X 082) = £ (X) 0 f (%) = fo (X) N 5%

Logo, fi (X NS?%) é relativamente aberto em S\Q/1+7 e, portanto, a

imagem f;(S?) ¢ relativamente aberto (ou seja, f;(S?) ¢ aberta em

2
S

Como f; é continua e S? é compacta, entdao a imagem f;(S?)
é compacta pelo Teorema A.6 e, portanto, fechada. Uma vez que

Sf/m é conexa, o fato de f;(S?) ser relativamente aberta e fechada
implica que f;(S?) = S\Q/1+7 pelo Teorema, A.8. [ |

Teorema 4.3. S? ndo possui campos de vetores tangentes e unitd-
rios continuamente diferencidveis.

2 Considere o seguinte resultado:

Teorema 4.2. Sejam X e Y espacos topoldgicos, A,B C X eh : X — Y uma
funcgao injetiva. Entdo:

(i) h(AU B) = h(A) Uh(B);

(i) h(AN B) =h(A)Nh(B).

Demonstragao. Veja Segdo 1.3, em [5]. Observe que a hipotese de injetividade é

necessaria apenas para a prova de (ii). |
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Demonstra¢do. Suponha, por contradi¢ao, que exista um campo de
vetores tangentes v : S? — R3, de classe C', tal que [jv(z)| = 1,
para todo z € S?. Considere K tal como em (4.1). Estenda o campo
v sobre K da seguinte forma: se p € K, existe r > 0 tal que p = rx,
para algum x € S2. Assim, podemos ter

v(re) =rv(x), Ve e K, a <r <b.
Defina f; : K — R3 tal como em (4.3). Se t ¢ suficientemente peque-
no, pelo Lema 4.2 segue que
2 2
fe(S7) = 8] e
pois
fe(rz) =rz + to(ra) =r(x +tv (x)) = rfi(x),
isto &, fi(ra) = rfi(x), para todo x € S%. Entao,

F(K) = {y ER3:aV1+£2 < |y| <bV1 +t2}.

Vamos comparar o Volume(K) e o Volume( f;(K)). Denote por B3[0, r]
o conjunto {z € R? : ||z|| < r}, considerando r > 0. Observe que
dB3[0,r] = S2. Entao,
Volume(K) = Volume (B?[0, ]) — Volume (B?[0, a])
4 4,

= §7rb3 —zma

Por outro lado,

Volume <B3 {O, bv1+ t2D =
Volume (B3 [0, av'1+ t2D -

T (b\/l —|—t2>3,
T (a\/l —|—t2)3

QI Wl >

Volume (f;(K)) =

T (b\/l +t2)3 - %7? (a\/l +t2)3

3

1+) <§w(b3 - a3)>
3

1+ t2) - Volume(K).

I
N N W
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Pelo Lema 4.1,
3

(1+1%)% = bg + bit + bat® + bst?,

em que
oo G
' Volume(K)
Derivando quatro vezes a equagao acima, segue que
d* 3
L (a4 f) =0,
i (151

o que ¢ uma contradicao®. Portanto, S? nao possui campos de vetores
unitarios continuamente diferenciveis. ]

,i=0,1,2,3.

4.3 O TEOREMA DA ESFERA CABELUDA

Apresentaremos a seguir, finalmente, a prova do Teorema
da Esfera Cabeluda. Suporemos, por contradigdo, a existéncia de
um campo sem singularidades v(z) sobre a esfera. Com o suporte
de alguns resultados, como a observagao 2 que generaliza o Teorema
A.13 (de Aproximagao de Weierstrass), construiremos, a partir do
campo v(z), um outro campo W : §2 — R3 de classe C* tal como o
Teorema 4.3 garante nao existir, chegando a uma contradigao.

Teorema 4.4 (ESFERA CABELUDA). S? ndo admite um campo de
vetores tangentes continuo e sem singularidades.

Demonstracdo. Suponha, por contradicdo, que S? possui um campo
de vetores continuo

v:8% - R3
x — v(x).

tal que v(z) € TpS% e v(z) # 0, para todo x € S?. Como S? &
compacta e a fungao

l|v]| 5?2 5 R
z = |lo(z)]
5 Pois, ((1+t2)%) — % Lo wteRr
) dt4 (1+t2)% ) .
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¢ continua, existe m # 0 tal que m = min ||v(z)]|.
Pelo Teorema de Aproximacao de Weierstrass e pela Obser-
vacdo 2, existe uma aplicacdo polinomial p : S? — R3 tal que
m
Ip(z) — v(@)]| < 5, Vi € 5.
Note que p nao se anula. De fato,

T = @) - v(z) — pla)|

2 2
< Hlo(z) = (v(z) = p())[| = [lp()|l
isto ¢, ||p(z)| > % #0, Vo € S2.

Note que, para todo z € S?, x e p(x) nao sdo multiplos. De
fato, suponha que p(z) = aw, para algum x € S? e algum a € R*.
Como x é ortogonal a v(x), segue que ||p(z)]], [Jv(x)] e ||v(x) — p(x)]|
sao medidas dos lados de um tridngulo retangulo. Logo,

lo(2) = p(@)|I* = [lp(2)|]* + [[o(z)||”

Disso segue:

2

m 2 2 2
o > @) = p(@)]” = llaz]” + o) > a® +m?.

2

Logo, o? < . Essa contradi¢do mostra que p(z) # ax, para

todo z € S? e para todo o € R.

Observe que p(x) pode nao ser tangente a S?, para algum
x € S2. Para tentar contornar isso, com o intuito de construir um
campo de vetores tal como o Teorema 4.3 garante nao existir, defina

w:S? > R3
z — w(z) == p(x) — (p(z),z) z.

Note que (p(z),z)x é a projegao ortogonal de p(x) na diregao de
x. Observe que tanto p(x) quanto (p(z), )z sdo de classe C!, visto
que sdo polinémios. A subtracao de funcoes de classe C! também ¢é
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de classe C'. Assim, w ¢ C' e

=0.
Portanto, w(z) € 1,52, Vx € S%. Além disso, para todo x € S2:
Jw(z) —p(a)|| = lp(x) — (p(z), ) 2 — p(z)]|

= l|=(p(z), ) ||

= [ {p(z),z) | ||z|

< [lp(@)] [l

= lp(2)Il,
em que a desigualdade segue da Desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Disso segue que 0 < [|p(z)|| — ||lw(z) — p(z)| e, pela desigualdade
triangular reversa, temos

0 < )| — () ~p(@)] < ()],
isto &, w(z) # 0, Vo € S%. Como w nao se anula, defina agora
wW:S5% 5 R?

w(z)

7= W) = ol

Note que:

(i) W(x) € T,,S?, Vo € S%;

(ii) W é de classe C1;

(iii) [|W(x)|| =1, Vo € S%
Entretanto, pelo Teorema 4.3, tal campo de vetores W nao poderia
existir. Essa contradigao mostra que o campo de vetores v, suposto

inicialmente, também nao pode existir, e isto conclui a prova do
Teorema da Esfera Cabeluda. |






5 APLICACOES

Neste ultimo capitulo, serao apresentadas duas possiveis
aplicacbes do Teorema da Esfera Cabeluda. A primeira delas tem
carater essencialmente matematico, enquanto a segunda é uma apli-
cagao fisica, na area de Optica.

5.1 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BROUWER

Nesta secao, faremos uso do Teorema da Esfera Cabeluda
para demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer para o caso
do disco bidimensional

D? := {(x1,22) € R? : 23 + 23 < 1},
baseando-nos também no artigo [9] de John Milnor.

Um ponto fixo de uma fungédo f : X — X qualquer é um
ponto z € X tal que f(z) = z. O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer
afirma que fungoes continuas do disco para o disco possuem pelo
menos um ponto fixo.

A ideia da demonstragdo que apresentaremos sera supor,
por absurdo, que dada uma funcio f : D? — D2, f nao tera pontos
fixos, isto &, f(x) # x para todo € D?. Em seguida, construiremos
um campo W : D? — R? conveniente, e verificaremos que W (x)
nunca se anula, para todo = de D?. Faremos uma extensiao de W
para um outro campo W : §2 — R3. Pela construcio, W também
nao se anulard sobre S2. Pelo Teorema 4.4 (da Esfera Cabeluda),
sabemos que W nao pode existir, chegando assim a uma contradicao,
que provara que f deverd possuir pelo menos um ponto fixo, como
queriamos. Vejamos a demonstracao:

Teorema 5.1 (PONTO F1x0 DE BROUWER). Toda fung¢ao continua
f:D? — D? possui pelo menos um ponto fixo.

Demonstrac¢do. Suponha, por absurdo, que f(x) # z, Vo € D2
Defina V(z) = = — f(x), em que z é da forma (x1,x3). Como
x # f(x), Vo € D?, segue que V(z) # 0, Vo € D?.
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Se x € OD? = {(z1,22) € R® : 23 4+ 2% = 1}, temos que
lz]| = 1 e, sendo 0 o dngulo entre x e f(x), temos ainda:

(2, V(2)) = (z,2) — (2, f(2))
= lz[|* = [J]| [|f (=) cos §
=1-1||f(z)]| cosé.

Note que se || f(x)|| = 1, segue que cosf # 1*. Logo, || f(x)]| e cos6
nao podem valer 1 simultaneamente. Desse modo, concluimos que

(x,V(z)) >0, Vo € oD%
Considere

1—(z,x)
1—(z, f(z))

Entdo W(z) # 0, Yo € D? pois, supondo W (x) = 0, para algum
r € D%

W(z) =z — f(z)

(i) Se z e f(z) s@o linearmente independentes, entdo W(zx) # 0,

uma vez que W(z) =z — af(z) # 0, em que o = %

(ii) Suponha que z e f(z) s@o linearmente dependentes. Entao
f(z) = Pz, para algum § € R. Primeiramente, observe que
x # 0, pois supondo z = 0, teriamos f(0) = -0 =0, o
que contradiz a hipotese de que f(x) # x. Assim, |lz| # 0.
Agora, note também que temos f(z) # 0, porque se supormos
f(x) =0, resulta-nos que

1—{(z,x)
0=W(@)=2—-0- ————~ =2—0,
1—(z, f(z))

ou seja, © = 0 e, consequentemente, f(0) = 0, contradizendo

novamente a hipotese de que f(z) # x. Se z, f(x) # 0, entéo
f(z) =Bz, p € R\ {0,1}. Além disso,

1—{x,z)

0=W()=x— f(x)w

L Pois se cos @ = 1, temos que 0 = 2k7, com k € Z. Isto implicaria na colinearidade

de z e f(x) e, consequentemente, terfamos z = f(x), visto que ||z|| = 1 = || f(z)]]-
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Logo,
(1= (z, f(x))) = f(2)(1 = (z,z))
(z,2) (1= (2, f(2))) = (2, f(2)) (1 = (z,))
(z,2) = (2,2) (2, f(2)) = (&, f(2)) — (x, f(2)) {x, )

(,2) = (z, f(x))

Isto é,
(z,2 = f(x)) =0,

e, portanto,

]l [l — f ()| cos(angulo(z, = — f(x))) = 0. (5.1)

Fagamos uma breve analise do lado esquerdo de (5.1). Ja sabe-
mos que ||z|| # 0. Observe que ||z — f(x)|| # 0. Por fim, como
f(z) = Bxr e x # f(x), temos x — f(z) =z — Bz = (1 — B)x.

Além disso,

cos (Angulo(x, z — f(x))) = cos (Angulo(z, (1 — B)x)) # 0.

Portanto, a Equagado 5.1 é uma contradigao.
Estenda, agora, W : D? — R? para um campo W : §? — R?:

(i) Eaxtensdo para o hemisfério sul de S*: Considere a projecio
estereografica o : R? — S2\ {IN} dada por
224 229 2+ 23— 1>
?+ai+ U243+ 123 +23+1)°

on(x1,x2) = (

Sua jacobiana é

1 2(x% — 22 +1) —4x1 179
don(r1,72) = 55— —4x129 2(x3 — 23+ 1)
(xl + T + 1) 41,1 4.%2

Como z € D?, z é da forma (x1,r2) e podemos escrever W (z)
)

como W(xy,z2) = (21 — afi(x1,22), 22 — afa(x1,22)), em que

flxr,22) = (fr(x1, x2), fo(x1,22)) €
1— 2%+ x§]|2

1 —z1f1(z1, ) — 22 fo(w1, 22)

o= o(ry, ) =



58 Capitulo 5. Aplicagées

Logo,

Ws(on(x1,22)) :=don(x1,22) - W (21, 22)

91(91117 $2)
= |g2(z1,22) |,
93(901,962)

em que

—2x1 (23 + 23 — 1) + da1 220 fo (71, T2)
(7 + 23 +1)2
_ 2afi(z1,@2)(23 — 2 + 1)
(22 + 234+ 1)2
—2xo (2% + 23 — 1) + 4wy zea fi(71, T2)
(22 + 234+ 1)2
_ 2afy(z1,x9) (2] — 23 +1)
(z} + 23 + 1)
4(2? + 23) — dzrafr (21, ) — dwaafa(xr, 2)
(22 + 23+ 1)?

+

gi(x1,22) =

+

92(561,-’172) =

g3(x1,22) =

Observe que

1— =% + x%HQ

lim a(zy,z2) = _lim = 0.
x24x2—1 z24aZ—1 1-— l‘1f1($1,l‘2> — $2f2(131,$2)
e, desse modo,
lim  ¢1(z1,22) =0,
szrz%—)l
lim  go(x1,22) =0,
x4zl
lim  g3(z1,22) = 1.
zf—i—m%—ﬂ
Portanto, a0 = (x1,22) se aproximar de dD?, temos que

Ws(on(z1,22)) se aproxima de (0,0,1).

(ii) Estensio para o hemisfério norte de S?: Considere a projegao
estereografica og : R? — S2\ {S} dada por

21, 219 x%+x§—1>
i+ ai+ 1+ 2+ 23 +a2i+1/)

os(z1,72) = (
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Sua jacobiana é

] 2(x3 — 2% 4+ 1) —4x129
dos(x1,22) = I R —4dz1 29 2(x? — 23 +1)
(xl + Lo + 1) —4171 _41,2

De maneira similar & extensao feita para o hemisfério sul, mas
considerando agora

—W(x1,22) = (—21 + afi(z1,22), —v2 + afa(x1,22)),

teremos

W (og(x1,22)) := dos(z1,22) - (=W (21, x2))

hy(x1,22)
= |ha(z1,22) ],
h3($17$2)
em que
2131(1'% + l’% — 1) — 41‘1.12204f2(1‘1,$2)
h =
1) @7+ a3+ 1)2 i
20 f1 (w1, x2) (2% — 23 + 1)
+ 21 2 2
(z1 +23+1)
229(2? + 22 — 1) — 4wy 200 f1 (21, 72)
ho(x1,29) = =+
2o 2) (23 + 2§ +1)2
20 fo(x1, ) (23 — 23 + 1)
(22 + 234+ 1)2
hi (o, w2) = 4(2% + 23) — dzrafi (21, 22) — dzrafa(my, 20)
3(T1, T2 @2+l T 1) .
Observe novamente que lim «(z1,22) = 0 e, dessa ma-
) z24+y2—1
neira,

lim h1<l‘1,I2) = 0,
x24+zZ—1

lim hQ(.’El,xQ) = 0,
x4zl

ggz_’l_lggl_ﬂ hs(x1,z2) = 1.
1 2
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Similarmente ao caso anterior, também concluimos que quando
x = (x1,T2) se aproxima de OD?, W (os(z1,x2)) se aproxima
de (0,0,1).

(iii) Extensio sobre o equador de S?: sobre o equador, definimos

WE(O'N(xl,QZQ)) = (0,0, 1), V($1,CC2> € oD%

Portanto, por (i), (i) e (iii), construimos um campo continuo de
vetores tangentes sem singularidades W definido sobre toda a esfera.
Pelo Teorema 4.4 (da Esfera Cabeluda), a existéncia de um campo
de vetores deste tipo é uma contradi¢do. Portanto, toda funcao f :
D? — D? possui pelo menos um ponto fixo. |

5.2 APLICACAO NA FISICA

O artigo Geometric Optics and the “hairy ball theorem” ([1])
apresenta uma aplicacdo do Teorema da Esfera Cabeluda no contex-
to da oOptica geométrica. A éptica geométrica é um ramo da Optica
que, fazendo uso da geometria, preocupa-se em descrever a propa-
gacao da luz no espago utilizando a nogao de raio de luz. No artigo,
utiliza-se o Teorema da Esfera Cabeluda para descrever o comporta-
mento de raios de luz que atingem a superficie de esferas ou objetos
topologicamente equivalentes.

Sejam uma fonte de luz e também um objeto refletor topo-
logicamente equivalente a esfera. Os raios de luz que se propagam
a partir da fonte sao descritos por vetores que, quando tocam a
superficie do objeto, sao refletidos na direcao do vetor unitario n,.,
conforme ilustrado pela Figura 5.1. Podemos decompor o vetor n,
em dois vetores n,, e n; ortogonais entre si e que sao, respectivamen-
te, normal e tangente ao objeto refletor.

Considere que o objeto refletor esteja sendo completamente
iluminado (se necessario, por miltiplas fontes), no sentido de que
cada ponto da superficie receba luz. Nesse contexto, os vetores tan-
gentes ny;, que surgem da decomposicao dos vetores n,;, formarao
um campo de vetores tangentes sobre toda a superficie do objeto
iluminado. Como o objeto é topologicamente equivalente & uma es-
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source

Figura 5.1 — Tlustragéo retirada de [1].

fera, o Teorema da Esfera Cabeluda garantira a existéncia de pelo
menos um ponto sobre a superficie tal que o vetor tangente naquele
ponto satisfaga ny; = 0. Teremos, entao,

Npi = Npi + Mg = Ny = N + 0 == Ny = Ny

Isto é, o raio de luz refletido naquele ponto seré refletido de maneira
normal, retornando diretamente para a fonte de luz.






6 CONSIDERACOES FINAIS

Estudar o Teorema da Esfera Cabeluda demandou que soli-
dificassemos uma base de conhecimentos, que foi constituida a partir
dos estudos sobre superficies e campos de vetores definidos sobre es-
tes objetos. Conceitos aprendidos no decorrer da graduagao, como
os das disciplinas de Calculo e Algebra Linear, ao serem vistos em
contextos novos ao longo deste trabalho, foram ressignificados e a-
prendidos com mais propriedade.

Generalizar o resultado é uma possibilidade para estudos
futuros. Pode-se, assim como feito por John W. Milnor em [9], reali-
zar a demonstragao do Teorema para S™, em que n é par. Por outro
lado, o Teorema da Esfera Cabeluda também é um caso especial do
Teorema de Poincaré-Hopf, que relaciona a caracteristica de Euler
de uma superficie S com o indice de singularidades de campos de
vetores da superficie. Segundo o Teorema de Poincaré-Hopf, como
a caracteristica de Euler de S? é 2, o somatorio dos indices de sin-
gularidades de campos de vetores de S? também deve ser igual a 2.
Tal indice descreve o comportamento dos vetores préximos a uma
singularidade em um campo de vetores, conforme ilustra a Figura
6.1. No toro T2, por exemplo, o somatoério do indice deve ser 0, visto
que a caracteristica de Euler de T? ¢é 0. Isto explica o porqué de
ser possivel construir campos de vetores tangentes, continuos e sem
singularidades sobre o toro, mas nao sobre a esfera.
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L=-1 L=0

)

L=+1 L=+2

Figura 6.1 — Ilustragao retirada de ([10], p. 33).
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APENDICE A - PRE-REQUISITOS DE ANALISE
NO R”

Neste apéndice, estao inclusos resultados e defini¢bes de ané-
lise no R™ que sao utilizados ao longo de todo o trabalho. Sdo dis-
cutidos a norma que usamos durante toda a extensao do texto, o
que entendemos por continuidade, diferenciabilidade, conjuntos a-
bertos e conjuntos fechados, por exemplo. Também sao enunciados
alguns teoremas que fundamentam o desenrolar dos capitulos da mo-
nografia. Ao final, discute-se brevemente o Teorema da Aproximagao
de Weierstrass e o Teorema da Funcao Inversa, que sao importan-
tes principalmente para o Capitulo 4. As referéncias utilizadas para
compor o apéndice foram [6] e [8].

A.1 NOCOES PRELIMINARES

Dado um niimero natural n, o espago euclidiano n-dimensio-
nal, denotado por R™, é o produto cartesiano de n copias de R, isto
€,

R*"=RxRx---xR.

Um elemento x € R™ é dito um ponto de R™ e é, entao, de-
notado por uma n-upla de nimeros reais, isto é, © = (z1,z2,...,Tpn),
em que para cadai € {1,...,n}, z; € um namero real, dito a i-ésima
coordenada de x.

Defini¢ao A.1 (PRODUTO INTERNO CANONICO). Dados dois ve-
tores © = (x1,22,...,2n) € Yy = (Y1,Y2,...,%,) de R™, o produto
interno candnico (ou produto escalar) é definido por

(z,y) = 191 + Tay2 + *+ + TpYn.

A norma de um vetor x = (x1,22,...,2,) € R™ serd a
norma induzida pelo produto interno candénico, isto é,

lall = /(@) = \/a? + a3 + -+
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Teorema A.1 (DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ). Dados
xz,y € R", tem-se
[y | < /Iyl

valendo a igualdade, se, e somente se, um dos vetores x,y € multiplo
do outro.

Demonstragao. Veja o Teorema 2.1, em ([8], p. 21). [ |
A.2 CONJUNTOS ABERTOS E FECHADOS

Definicao A.2 (PONTO INTERIOR). Seja X C R"™. Um ponto a €
X chama-se um ponto interior a X quando é centro de alguma bola
aberta contida em X, isto é, quando existe B"(a,0) C X, em que
B"(a,0) ={z € X : |x —a| < J} é a bola aberta' de centro a e raio
6. O interior de X é o conjunto X , formado pelos pontos interiores
a X.

Definigao A.3 (CONJUNTO ABERTO). Um conjunto X C R™ chama-
se aberto quando todos os seus pontos sao interiores, isto €, quando
para cada x € X, existe § > 0 tal que B"(x,d) C X. Assim, X &
aberto se, e somente se, X =X.

Exemplo A.1. A bola aberta B™(a,r) é um aberto. De fato, tome
x € B"(a,r) qualquer. Assim, |z — a| < 7 e, logo, o namero § =
r — |z — a] é positivo. Considere agora B™(zx,¢). Dado y € B™(z,d)
arbitrario, segue que |y —z| < |y —a|l + |z —a| < d =7 — |z — al.
Consequentemente, |[y—a| < r, isto é,y € B"(a,r). Logo, B"(x, ) C
B™(a,r), para todo z e, portanto, B"(a,r) é um aberto.

Definigao A.4 (CONJUNTO FECHADO). Um conjunto ¢ fechado se,
e somente se, seu complementar é aberto.

Definigao A.5 (RELATIVAMENTE ABERTO). Sejam X um subcon-
junto de R™ e U C X. Diz-se que U é aberto em X, ou aberto relati-
vamente a X, quando existe um aberto V de R", tal que U = VN X.

Exemplo A.2. Sejam X = [0,2) e U = [0,1). Observe que U=

L Por simplicidade, denotamos B™(0, §) := By
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(0,1) # U, isto é, U nao é um aberto de R. Entretanto, toman-
do o aberto V. = (—1,1) de R, tem-se U = V N X, ou seja, U &
relativamente aberto em X.

A.3 CONTINUIDADE

Definicao A.6 (CONTINUIDADE). Dados conjuntos X C R"eY C
R™, diz-se que uma aplicacao f : X — Y é continua no ponto rg € X
se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

reX e oo <5 = |If(2) - flao)] <

Diz-se que f é continua em X quando é continua em cada um dos
pontos de X.

Teorema A.2. Sejam X CR" eY CR™ e f: X — Y uma funcao.
Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:
(i) f € continua se, e somente se, para todo aberto U C Y, f~1(U)
€ aberto em X;
(ii) f € continua se, e somente se, para todo fechado F C Y,
-1

f7H(F) € fechado em X.

Demonstragao. Veja Teorema 4.1 e Observagao 4.1, em |[8]. |

Teorema A.3. Se f,g: X CR” = Y C R™ sdo continuas em xg
e X € R, entao as fungoes f £ g, fg e Af sdo continuas em xg.

Demonstragao. Veja Proposigao 4.2, em [8]. |

Teorema A.4. Seja f = (f1,f2,. ., fm) : X CR* - Y C R™,
entao f € funcdo continua em xq se, e somente se, f;: X C R - R
€ continua em xg, para todoi=1,--- ,n.

Demonstragao. Veja Proposicao 4.3, em [§]. |

Definicao A.7 (HOMEOMORFISMO). Uma funcao f: X C R™ —
Y C R™ é chamada de um homeomorfismo se possuir as seguintes
propriedades:
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(i) f é bijetora;
(ii) f é continua;
(iii) a fungdo inversa f~! também é continua.

Exemplo A.3. A funcdo f : R® — R? dada por f(x1,20,73) =
(axy,bxa, cxs), em que a,b, c € R%, ¢ um homeomorfismo. De fato,

(i) Como cada coordenada de f é uma fungdo linear, segue que
f & injetora. Além disso, dado (uy,us,u3) € R3, temos que
S8, 52,58 = (uy, ug,u3), isto é, f é sobrejetora. Portanto, é
bijetora.

(ii) Note que cada uma das fungoes coordenada de f sdo continuas,
pois sao lineares. Pelo Teorema A.4, segue que f é continua.

X1 To T

(—1, —2, —3) Também segue do
a b’ c

Teorema A.4 que f~! é continua.

(iii) Note que f~!(zy1,22,23) =

A.4 COMPACIDADE E CONEXIDADE

Definigao A.8 (COBERTURA). Dado um conjunto X C R™, uma
familia A = {A)}xea de subconjuntos de R™ é dita uma cobertura de
X se X C |JAx. Uma subcobertura de A é uma subfamilia { Ay }xea,,
Ao C A, tal que X C Uyep, 4

Definicao A.9 (CONJUNTO COMPACTO). Diz-se que um conjunto
X C R™ é compacto quando toda cobertura aberta de X admite
uma subcobertura finita.

Teorema A.5 (HEINE-BOREL). K C R" ¢ compacto <= K ¢
fechado e limitado®.

Demonstragao. Veja o Teorema de Heine-Borel, em ([8], p. 86). W

Exemplo A.4. Pelo teorema acima, o intervalo [a,b] C R é um

2 Um conjunto X C R™ ¢ dito limitado se existe uma bola aberta que o contém,

isto &, se existem a € R™ e r > 0 tais que X C B"(a,r).
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exemplo de conjunto compacto. Nesse sentido, também sao compac-
tos, os produtos cartesianos [a1, b1] X - - X [ak, bg], em que [a;, b;] C R,
i1=1,--- k.

Exemplo A.5. A esfera S? ¢ um compacto. De fato, observe que:
(i) S% = f71(1), em que f(z1,22,73) = 2% + 23 + 23, ¢ fechado
pelo Teorema A.2, visto que {1} C R ¢ fechado;

(i) S? c Bg’/z C R3, isto ¢, S? & limitado.

Portanto, pelo Teorema A.5 (de Heine-Borel), S? ¢ compacto.

Exemplo A.6. Dados a,b € Rtaisque0 <a <1 <be f(x,r2,23) =
z? 4+ 23 + 23, o conjunto

K ={zx = (z1, 22, 3) e R3: o2 §x%+x§+x§ §b2}

é compacto. De fato, K ¢ limitado e K = f~1([a?,b?]) é fechado
pelo Teorema A.2, pois [a?,b?] C R é um fechado e f é continua.

Teorema A.6. A imagem de um conjunto compacto por uma apli-
cacao continua € um conjunto compacto.

Demonstragao. Veja o Teorema 4.3 em ([8], p. 139). [ |

Definigao A.10 (CisA0). Uma cisdo de um conjunto X € R™ é
uma decomposi¢ao do mesmo conjunto em dois conjuntos disjuntos
que sdo ambos abertos em X, isto é, tem-se U,V C X C R"™, tais

que:
(i) X=UUV;
(i) UNV =

(iii) U e V sao abertos em X.

Todo conjunto X C R™ admite uma cisao. Basta fazer X = X U 0.
Esta é chamada de cisao trivial.
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Definicao A.11 (CONJUNTO CONEXO). Um conjunto X C R™ é
dito conezo se a tinica cisao que ele admite é a trivial. Caso contréario,
ele é dito desconexo.

Exemplo A.7. A decomposi¢io R — 0 = (—o0,0) U (0,00) é uma
cisdo de R — 0, pois (—00,0) e (0, 00) sdo, ambos, abertos em R — 0
e claramente (—o0,0) N (0,00) = (). Portanto, R — 0 é desconexo.

Teorema A.7. A imagem de um conjunto conexo por uma aplica¢do
continua € um conjunto conexo.

Demonstragao. Veja o Teorema 4.4, em ([8], p. 142). [ |

Teorema A.8. Seja X C R"™ um subconjunto conero. Entdo os
tinicos subconjuntos simultaneamente abertos e fechados de X sao ()
e o proprio X.

Demonstragao. Veja a Proposigao 3.10, em ([8], p. 92). |

A.5 DIFERENCIABILIDADE

Definigao A.12 (DIFERENCIABILIDADE). Seja U C R™ um conjun-
to aberto. Dizemos que uma aplicagao f : U — R™ ¢é diferencidvel
em zg € U se existe uma transformacao linear df (zo) : R" — R™,
tal que a aplicacdo resto®, r = r(h), definida pela igualdade

f(zo+h) = f(x0) = df (xo) - h+r(h)

satisfaz )
r
W TRl = O
A aplicagao f é dita diferencidvel em X C U quando é diferenciével
em cada ponto de X. Diz-se, simplesmente, que f é diferencidvel em

U.

Observagao 1. Caso X C R™ nao seja aberto, diremos que f: X —
R™ ¢ diferenciavel em X quando existir um aberto U C R"™ tal que
X C U e f se estende a uma aplicagao diferenciavel em U.

3 Estamos supondo que zg + h € U.
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Exemplo A.8. Seja a fungio f : R?* — R? dada por f(z1,22,23) =
(axy,bxa, cxs), em que a,b,c € Ri. Vamos mostrar que f é dife-
renciavel segundo a Defini¢do A.12. De fato, observe que df (x) =
(a,b, c). Considerando h = (hq, ha, h3), segue que

flx+h) = f(x) = (a(x1 + h1),b(x2 + h2), c(xs + h3)+
— f(azy,bxa, cx3)
= (ahl,bhg,chg)

=df(z)-h+0
. . r(h) 0
isto &, r(h) = 0 e temos, portanto, lim = — =
h=0 IRl [lA]
Teorema A.9 (DIFERENCIABILIDADE DAS COORDENADAS). Uma
aplicagao f = (f1,- , fm) : U C R® — R™ ¢ diferencidvel num

ponto xg do aberto U se, e somente se, cada fung¢do-coordenada f; €
diferencidvel em xg. No caso afirmativo, tem-se

f?,l(xO) = (f/(xO))i7v 1= 17"'7m7

isto €, mo ponto xg, a derivada de cada coordenada de f € a coorde-
nada correspondente da derivada de f.

Demonstragao. Veja a Proposi¢ao 5.2, em ([8], p. 177). |

Dado k € N, diz-se que uma aplicagao f: U C R* — R™ ¢
de classe C* quando ¢ k vezes diferenciavel e suas derivadas de ordem
k sdo continuas. Diz-se que f é de classe C*°, ou suave, quando tem
derivadas de todas as ordens, isto é, quando f é de classe C*, ¥k € N.

Teorema A.10. Uma aplicacio f = (f1,..., fm): U CR* - R™
¢ de classe C* se, e somente se, suas coordenadas f;, para todo
i=1,---,m, sio de classe C*.

Demonstragao. Veja a Segao 5.4, em ([8]). [ ]

Teorema A.11. Sejam f,g : U C R™ — R™ aplicagoes de classe
CF, eX:U CR" = R uma funcio de classe C*. Entao, f+£g, \- f,
(f,q) sio de classe C*. Além disso, se h : V C R™ — RP, em que
f(U) CV, éuma aplicagio de classe C*, entio ho f é de classe C*
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Demonstracao. Veja os Corolérios 2 e 5 do Capitulo V, Sec¢ao 3, em
([6], p. 259-261). |

Exemplo A.9. Note que a fungdo-norma || | : R3\ {0} — R ¢é pelo
menos de classe C', pois ||z = /z} + 2% + 2%. Suponha que V :
S$? — R3 seja uma aplicagdo nao nula de classe C* (veja Observagao
1). Entao, a fungdo ||V : S* — R é uma composigao das fungoes
|-l e V. Pelo Teorema A.11, segue que ||V|| ¢ de classe C'. Segundo
0 mesmo teorema, a aplica(;éo

—V S? - §2
V]|

¢ também de classe C'. De fato, basta considerarmos, nos termos

1
do teorema, \ = ef=V.
VI

Definigao A.13 (APLICAGOES LIPSCHITZIANAS). Diz-se que uma
aplicacdo f : X C R®™ = Y C R™ é lipschitziana quando existe
¢ > 0 (dito uma constante de Lipschitz de f), tal que, para quaisquer
x,y € X, tem-se

() = fWll < cllz =yl

Teorema A.12. Sejam U C R™ aberto, f : U — R™ uma aplica¢do
de classe C' e K C U compacto. Entio f|x € lipschitziana.

Demonstragao. Veja a Proposigao 6.2, em ([8], p. 227). |

Definigao A.14 (DIFEOMORFISMO). Dados abertos U C R, V' C
R™, uma bijecao f : U — V é dita um difeomorfismo — e U ¢ dito,
entdo, difeomorfo a V. — quando ambas, f e f~!, sdo diferenciaveis.

Quando f e f~! sdo de classe CF, diz-se que f ¢ um difeomorfismo
de classe C*.

Exemplo A.10. Considere novamente a funcao f : R? — R3 dada
por f(x1,x2,23) = (axy,bxs,cxz), em que a,b,c € R . Vimos no
exemplo A.8 que f é diferenciavel. Pelo exemplo A.3, sabemos que

L1 T2 T3

( y =, . Como cada
a’ b ¢

funcdo coordenada de f~! ¢ diferenciavel, visto que sao funcoes line-

f ¢ bijetiva e que sua inversa ¢ f~! =

ares, f~1 & diferenciavel segundo o Teorema A.9. Portanto, f é um
difeomorfismo.
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A.5.1 Teorema da Aproximacao de Weierstrass

Demonstrado por Weierstrass ja em seus setenta anos (8],
p. 376), o teorema a seguir permite estender para fungdes continuas
muitas propriedades de fungoes diferenciaveis, j4 que o teorema nos
ensina a aproximar fungoes continuas por polinémios.

Teorema A.13 (APROXIMAGAO DE WEIERSTRASS). Sejam U C
R™ um conjunto aberto e limitado e f: U — R uma func¢do continua.
Entao, para todo conjunto compacto K C U e todo € > 0, existe um
polinémio p : K — R tal que

|f(z) —p(x)| <€ VzeK.

Demonstracao. Veja o Teorema de Aproximacao de Weierstrass, em

(I8], p. 376). |

Na demonstracao do Teorema 4.4 (da Esfera Cabeluda), fei-
ta no Capitulo 4, é necessario utilizarmos uma generalizagao do teo-
rema anterior. A Observagédo 2 a seguir é uma versao n-dimensional
do Teorema A.13.

Observagao 2. Seja f = (f1,-++ , fm) : U CR™ — R™ uma aplicagao
continua definida num aberto limitado U C R"™. Podemos aplicar o
Teorema de Aproximacgao de Weierstrass a cada uma de suas fungoes-
coordenadas f;, ¢ = 1,...,m, isto é, dado ¢ > 0, para cada ¢ =
1,--- ,metodo compacto K C U, existe um polindémio p; : K — R™
satisfazendo as condigoes da tese do Teorema A.13 para e/m, ou seja,

|fi(x) — pi(z)] < % Vr € K.

Dado um compacto K C U, defina p : K — R™ por p(z) =
(p1(z), -, pm(x)), cujas coordenadas sao as polinomiais obtidas pa-
ra cada fungdo-coordenada de f. Note que p satisfaz

IIf(x) —p(x)] <€ Vxe K.

A.5.2 Teorema da Fungao Inversa

O Teorema da Funcgao Inversa nos diz sob quais circuns-
tancias uma funcao é inversivel em uma vizinhanca de um ponto
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de seu dominio: a funcdo deve ser de classe C, isto &, ter deriva-
das continuas, e a derivada deve ser nao nula no ponto avaliado. O
enunciado abaixo é a versao n-dimensional do Teorema da Funcgao
Inversa.

Teorema A.14 (FUNGAO INVERSA). Sejam f : U C R™ — R™ uma
aplicagao de classe C* definida num aberto U de R™ e a € U. Entdo
se f'(a) : R™ — R™ é um isomorfismo, existem abertos V. C U
e W C R" tais que a € V, f(a) € W e fly : V. — W € um
difeomorfismo de classe C*.

Demonstragao. Veja o Teorema da Funcao Inversa, em ([8], p. 242).
|

Vale notar que fungbes em que podemos aplicar o Teorema
da Funcao Inversa levam, localmente, abertos em abertos. E comum
chamar essas fungoes de difeomorfismos locais.
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