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RESUMO

Este trabalho apresenta uma introdução à Teoria da Medida e In-
tegração, proposta por Henri Léon Lebesgue. Estudamos conceitos,
propriedades e resultados importantes relacionados a esta teoria. En-
tre outras coisas, este trabalho apresenta ainda um breve estudo
sobre a Teoria de Integração proposta por Bernhard Riemann, con-
templa a comparação de resultados e propriedades entre as duas
teorias verificando qual delas possui mais vantagens em termos de
propriedades e gama de funções a serem integráveis.

Palavras-chaves: Medida. Integração. Integral de Lebesgue. Inte-
gral de Riemann.





ABSTRACT

This monography presents an introduction to Measure Theory and
Integration, proposed by Henri Léon Lebesgue. We study
important concepts, properties and results related to this theory.
This work also presents a brief study about the Integration Theory
proposed by Bernhard Riemman, comparing both theories and
verifying which one has more advantages in terms or properties
and range of integrable functions.

Keywords: Measure. Integration. Integral of Lebesgue. Integral of
Riemann.
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1 INTRODUÇÃO

A teoria de integração, desenvolvida ao longo de anos, inici-
almente era mais preocupada com aplicações mecânicas da integral
e com o passar do tempo a teoria desenvolveu-se com o estudo de
condições para uma função ser dita integrável.

Foram desenvolvidas algumas teorias que geralmente eram
compostas por definições e resultados que permitiam a integração de
uma nova classe de funções. Todos esses esforços levaram a chamada
teoria clássica de integração, proposta por Bernhard Riemann em
1854.

A teoria de integração de Riemann foi o primeiro objeto de
estudo para este trabalho, que ocorreu durante minha iniciação ci-
entífica. Neste estudo, utilizamos [3] como referência principal e [4]
como referência secundária. Estudamos a Integral de Riemann nos
olhares da Análise, o que seria a continuação da disciplina Introdu-
ção a Análise Real de minha graduação. Este estudo foi sitematizado
e é apresentado no Apêndice A deste trabalho.

Em 1902, Henri Léon Lebesgue publicou sua tese de dou-
torado intitulada “Integral, medida e área”. Sua tese tratava de um
novo método de integração que abrange mais funções que a integral
de Riemann.

Para o estudo da Integral de Lebesgue, objetivo principal
deste trabalho, utilizamos a referência [1]. Por tratar-se de uma re-
ferência escrita na lingua inglesa, realizamos a tradução de parte
do livro, verificamos e refazemos as demonstrações cuidadosamente.
Esse estudo foi sistematizado e encontra-se nos capítulos 2, 3, 4 e 5
deste trabalho.

Visto que a definição da Integral de Lebesgue é algo bastan-
te construtivo, nos capítulos 2 e 3 introduzimos algumas definições
e resultados importantes que servem de alicerce para as definições
de integral que apresentamos nos dois capítulos seguintes. Especifi-
camente, nos capítulos 4 e 5 definimos integral, estudamos proprie-
dades e enunciamos e provamos os principais resultados relativos a
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esta teoria.

Em Matemática, é natural questionar se um conjunto de
funções em questão é um espaço normado. No Apêndice B deste
trabalho, tratamos sobre o espaço L1, que é um espaço normado
construído a partir do conjunto das funções Lebesgue integráveis

As demonstrações foram realizadas "passo a passo", na ten-
tativa de deixar o trabalho auto contido e com o mínimo de pré
requisitos; porém, se faz necessário um conhecimento prévio sobre
Análise Real. Para o leitor interessado, sugere-se as referencias [3] e
[4].



2 FUNÇÕES MENSURÁVEIS

A definição da Integral de Lebesgue é bastante construtiva,
neste capítulo definiremos e verificaremos propriedades que são fun-
damentais para defirmos a integral. Porém, a definição da Integral
de Lebesgue será apresentada apenas nos Capítulos 4 e 5.

Definição 2.1. Uma família σ(X) de subconjuntos do conjunto X
é dita σ-álgebra quando satisfaz:

1. ∅, X ∈ σ(X);

2. Dado A ∈ σ(X), o complementar X\A ∈ σ(X);

3. Dada uma sequência (An) de conjuntos em σ(X), a união⋃
n∈N

An ∈ σ(X).

Neste caso, o par (X,σ(X)) é chamado de espaço mensurá-
vel e todo conjunto A ∈ σ(X) é chamado conjunto mensurável. Por
simplicidade, quando a σ-álgebra de X está fixada, o conjunto será
chamado mensurável.

Exemplo 2.1. Seja X um conjunto qualquer. Se σ(X) é o conjunto
P(X) das partes de X, então σ(X) é uma σ-álgebra. De fato, é
evidente que ∅, X ∈ P(X). Além disso, dado arbitrariamente A ∈
P(X), é imediato que X\A ∈P(X). Por fim, dada uma sequência
(An) em P(X), temos que An ⊂ X para todo n ∈ N e portanto⋃
n∈N

An ⊂ X, ou seja,
⋃
n∈N

An ∈P(X).

Exemplo 2.2. Seja X = N. Temos que o conjunto

σ(X) = {∅, {1, 3, 5, . . .} , {2, 4, 6, . . .}, X}

é uma σ-álgebra.

Exemplo 2.3. Seja (σλ(X))λ∈L uma família qualquer de σ-álgebras
de X. Temos que

⋂
λ∈L

σλ(X) é uma σ-álgebra de X. De fato, é evi-

dente que X, ∅ ∈
⋂
λ∈L

σλ(X). Além disso, dado A ∈
⋂
λ∈L

σλ(X), é
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imediato que X\A ∈
⋂
λ∈L

σλ(X). Por fim, dada uma sequência (An)

em
⋂
λ∈L

σλ(X), temos que
⋃
n∈N

An ∈
⋂
λ∈L

σλ(X).

Proposição 2.1. Se τ é uma coleção não vazia de subconjuntos de
X, então existe uma σ-álgebra σ(X; τ) de X que satisfaz as seguintes
propriedades:

1. τ ⊂ σ(X; τ);

2. Se σ(X) é uma σ-álgebra de X tal que τ ⊂ σ(X), então
σ(X; τ) ⊂ σ(X).

Demonstração. Seja (σλ(X))λ∈L a família das σ-álgebras de X que
contém τ . Temos que esta família é não vazia, pois P(X) é uma
σ-álgebra de X que contém τ . Considerando σ(X; τ) :=

⋂
λ∈L

σλ(X),

temos que σ(X; τ) é uma σ-álgebra de X que evidentemente satisfaz
as propriedades 1 e 2.

�

Definição 2.2. A σ-álgebra σ(R; τ), em que τ = {(a, b) : a, b ∈ R},
é denominada álgebra de Borel e denotada por B. Um conjunto
A ⊂ R é dito um conjunto de Borel se A ∈ B.

Observação 2.1. Uma função f : X → R é dita Borel mensurável
quando X = R e σ(X) = B.

No que segue, vamos denotar por R o conjunto dos números
reais estendidos, ou seja, R := R ∪ {−∞,+∞}.

Exemplo 2.4. Seja X = R o conjunto dos números reais estendidos
e consideremos

E1 := {E ∪ {−∞} : E ∈ B},

E2 := {E ∪ {+∞} : E ∈ B} e

E3 := {E ∪ {−∞,+∞} : E ∈ B},
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em que B é a álgebra de Borel. Temos que B := B ∪ E1 ∪ E2 ∪ E3
é uma σ-álgebra de R e é chamada de álgebra de Borel estendida.

Definição 2.3. Uma função f : X → R é mensurável quando

{x ∈ X : f(x) > α} ∈ σ(X),∀α ∈ R .

Proposição 2.2. Toda função constante é mensurável.

Demonstração. Sejam c ∈ R e f : X → R a função definida por
f(x) = c, para todo x ∈ X. Se α ≥ c, então {x ∈ X : f(x) >
α} = ∅ ∈ σ(X). Se α < c, então {x ∈ X : f(x) > α} = X ∈ σ(X).
Concluímos com isto que {x ∈ X : f(x) > α} ∈ σ(X) para todo
α ∈ R, ou seja, f é mensurável. �

O seguinte lema mostra que existem outras maneiras equi-
valentes de se definir função mensurável.

Lema 2.3. Sejam f : X → R uma função e σ(X) uma σ-álgebra
de X. As afirmações a seguir são equivalentes:

1. Aα = {x ∈ X : f(x) > α} ∈ σ(X), ∀α ∈ R;

2. Bα = {x ∈ X : f(x) ≤ α} ∈ σ(X), ∀α ∈ R;

3. Cα = {x ∈ X : f(x) ≥ α} ∈ σ(X), ∀α ∈ R;

4. Dα = {x ∈ X : f(x) < α} ∈ σ(X), ∀α ∈ R.

Demonstração. Se Aα ∈ σ(X) para todo α ∈ R, então Bα =
X\Aα ∈ σ(X) para todo α ∈ R. Se Bα ∈ σ(X) para todo α ∈ R,
então Aα = X\Bα ∈ σ(X) para todo α ∈ R. Com isto concluímos
as equivalências entre as afirmações 1 e 2.

Similarmente mostra-se que as afirmações 3 e 4 são equiva-
lentes.

Vamos agora mostrar que as afirmações 1 e 3 são equiva-
lentes. De fato, se a afirmação 1 ocorre, então dado arbitrariamen-
te α ∈ R, temos que Aα− 1

n
∈ σ(X) para todo n ∈ N e portan-

to Cα =
⋂
n∈N

Aα− 1
n
∈ σ(X), ou seja, ocorre a afirmação 3. Por
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outro lado, se a afirmação 3 ocorre, então dado arbitrariamente
α ∈ R, temos que Cα+ 1

n
∈ σ(X) para todo n ∈ N e portanto

Aα =
⋃
n∈N

Cα+ 1
n
∈ σ(X), ou seja, ocorre a afirmação 1.

�

Proposição 2.4. Sejam E ∈ σ(X) e χE : X → R a função carac-
terística definida por

χE(x) =
{

1, se x ∈ E
0, se x /∈ E

Temos que χE é mensurável.

Demonstração. Se α ≥ 1, então {x ∈ X : χE(x) > α} = ∅ ∈ σ(X).
Se 0 ≤ α < 1, então {x ∈ X : χE(x) > α} = E ∈ σ(X). Por fim, se
α < 0, então {x ∈ X : χE(x) > α} = X ∈ σ(X). �

Exemplo 2.5. Seja X = R e consideremos σ(X) = B. Temos que
toda função contínua f : R→ R é Borel mensurável. De fato, como
f é contínua para todo α ∈ R, o conjunto {x ∈ R : f(x) > α} é
aberto e consequentemente é a união de uma sequência de intervalos
abertos. Por isso o conjunto {x ∈ R : f(x) > α} ∈ B, para todo
α ∈ R.

Exemplo 2.6. Seja X = R e consideremos σ(X) = B. Temos
que toda função monótona crescente é Borel mensurável. De fato, se
f : R→ R é uma função monótona crescente, então para todo α ∈ R
o conjunto {x ∈ R : f(x) > α} é um intervalo da forma [a,+∞),
que pertence a B.

Proposição 2.5. Seja c ∈ R. Se f : X → R é mensurável, então
(c · f) : X → R é mensurável.

Demonstração. No caso em que c = 0, temos que (c · f) : X → R é
a função definida por (c · f)(x) = 0, para todo x ∈ X, ou seja, (c · f)
é uma função constante, que é mensurável. No caso em que c > 0,
se f é mensurável, então dado arbitrariamente α ∈ R, temos que

{x ∈ X : (c · f)(x) > α} =
{
x ∈ X : f(x) > α

c

}
∈ σ(X).
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No caso em que c < 0, se f é mensurável, então dado arbitrariamente
α ∈ R, temos que

{x ∈ X : (c · f)(x) > α} =
{
x ∈ X : f(x) < α

c

}
∈ σ(X).

�

Proposição 2.6. Se f : X → R é mensurável, então f2 : X → R é
mensurável.

Demonstração. Se f é mensurável, então dado arbitrariamente α ∈
R, α ≥ 0, temos

{x ∈ X : f2(x) > α}
= {x ∈ X : f(x) >

√
α} ∪ {x ∈ X : f(x) < −

√
α} ∈ σ(X).

Dado arbitrariamente α ∈ R, α < 0, temos

{x ∈ X : f2(x) > α} = X ∈ σ(X).

�

Proposição 2.7. Se f1 : X → R e f2 : X → R são mensuráveis,
então (f1 + f2) : X → R é mensurável.

Demonstração. Se f1 e f2 são mensuráveis, então dados arbitraria-
mente α ∈ R e r ∈ Q, temos que

Sr := {x ∈ X : f1(x) > r} ∩ {x ∈ X : f2(x) > α− r} ∈ σ(X).

Daí,

{x ∈ X : (f1 + f2)(x) > α} =
⋃
r∈Q

Sr ∈ σ(X).

�

Utilizando indução na Proposição 2.7 demonstra-se o seguin-
te resultado.

Corolário 2.8. Se f1 : X → R, . . ., fn : X → R são mensuráveis,
então (f1 + . . .+ fn) : X → R é mensurável.
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Proposição 2.9. Se f1 : X → R e f2 : X → R são mensuráveis,
então (f1 · f2) : X → R é mensurável.

Demonstração. Suponhamos que f1 e f2 sejam mensuráveis. Note-
mos que

f1 · f2 = 1
4
[
(f1 + f2)2 − (f1 − f2)2] .

Segue então das Proposições 2.5, 2.6 e 2.7 que (f1 ·f2) é mensurável.
�

Proposição 2.10. Se f : X → R é mensurável, então |f | : X → R
é mensurável.

Demonstração. Dado arbitrariamente α ∈ R, α < 0, temos que

{x ∈ X : |f(x)| > α} = X ∈ σ(X).

Dado arbitrariamente α ∈ R, α ≥ 0, sendo f mensurável, temos que

{x ∈ X : |f(x)| > α}
= {x ∈ X : f(x) > α} ∪ {x ∈ X : f(x) < −α} ∈ σ(X).

�

Proposição 2.11. Se f1 : X → R e f2 : X → R são mensuráveis,
então as funções h1 : X → R e h2 : X → R definidas por

h1(x) = max{f1(x), f2(x)} e h2(x) = min{f1(x), f2(x)},

são mensuráveis.

Demonstração. Notemos que

h1(x) = 1
2[f1(x) + f2(x) + |f1(x)− f2(x)|] e

h2(x) = 1
2[f1(x) + f2(x)− |f1(x)− f2(x)|].

Então, pelas Proposições 2.5, 2.7 e 2.10, concluímos que as funções
h1 e h2 são mensuráveis. �
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Definição 2.4. A parte positiva da função f : X → R é a função
f+ : X → R definida por

f+(x) = max{f(x), 0}.

A parte negativa da função f : X → R é a função f− : X → R
definida por

f−(x) = max{−f(x), 0}.

Proposição 2.12. Seja f : X → R uma função. Se f+ e f− são,
respectivamente, as partes positiva e negativa de f , então

f = f+ − f− e |f | = f+ + f−.

Além disso, f é mensurável se, e somente se, f+ e f− são mensu-
ráveis.

Demonstração. Vamos primeiramente mostrar que f = f+−f−. De
fato, se x ∈ {x ∈ X : f(x) ≥ 0}, então

f(x) = f(x)− 0 = f+(x)− f−(x) = (f+ − f−)(x).

Se x ∈ {x ∈ X : f(x) < 0}, então

f(x) = 0 + f(x) = f+(x)− f−(x) = (f+ − f−)(x).

Vamos agora mostrar que |f | = f+ + f−. De fato, se {x ∈
X : f(x) ≥ 0}, então

|f(x)| = f(x) + 0 = f+(x) + f−(x) = (f+ + f−)(x).

Se x ∈ {x ∈ X : f(x) < 0}, então

|f(x)| = 0− f(x) = f+(x) + f−(x) = (f+ + f−)(x).

Se f é mensurável, sendo f+(x) = max{f(x), 0} e f−(x) =
max{−f(x), 0}, segue das Proposições 2.2, 2.5 e 2.11 que f+ e f−

são mensuráveis.

Se f+ e f− são mensuráveis, sendo f = f+− f−, segue das
Proposições 2.5 e 2.7 que f é mensurável.

�
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Definição 2.5. Denota-se por M(X,σ(X)), a coleção de todas as
funções mensuráveis definidas em X e assumindo valores reais esten-
didos, ou seja,

M = M(X,σ(X)) := {f : X → R : f é mensurável }.

Definição 2.6. Denota-se por M+(X,σ(X)), a coleção de todas as
funções mensuráveis e não negativas definidas em X e assumindo
valores reais estendidos, ou seja,

M+ = M+(X,σ(X)) := {f ∈M : f é não negativa }.

Proposição 2.13. Se f : X → R é uma função mensurável, então

1. {x ∈ X : f(x) = +∞} =
⋂
n∈N
{x ∈ X : f(x) > n} ∈ σ(X);

2. {x ∈ X : f(x) = −∞} =
[⋃
n∈N
{x ∈ X : f(x) > −n}

]C
∈

σ(X).

Demonstração. Seja x ∈ A = {x ∈ X : f(x) = +∞}. Como f(x) =
+∞, temos que f(x) > n para todo n ∈ N. Assim, x ∈ B =

⋂
n∈N
{x ∈

X : f(x) > n}. Dado arbitrariamente x ∈ B, temos que f(x) > n

para todo n ∈ N. Portanto f(x) ≥ lim
n→+∞

n = +∞ e daí f(x) = +∞,
ou seja, x ∈ A.

É imeditado constatar que {x ∈ X : f(x) = +∞} =⋂
n∈N
{x ∈ X : f(x) > n} ∈ σ(X).

De forma análoga, prova-se a segunda igualdade. �

Lema 2.14. Uma função f : X → R é mensurável se, e somente
se, os conjuntos A = {x ∈ X : f(x) = +∞} e B = {x ∈ X : f(x) =
−∞} pertencem a σ(X) e a função f̃ : X → R definida por

f̃(x) =
{
f(x), se x /∈ A ∪B
0, se x ∈ A ∪B

é mensurável.
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Demonstração. Sejam f : X → R uma função mensurável, A,B ∈
σ(X) e α ∈ R. Considere os conjuntos C1 = {x ∈ X : f̃(x) > α}
e C2 = {x ∈ X : f(x) > α} ∩ AC . Vamos mostrar que C1 = C2.
De fato, suponha α ≥ 0 e x ∈ C1. Temos que f̃(x) > α ≥ 0 e
f(x) = f̃(x) 6= 0 > α. Então x /∈ A∪B e assim x /∈ A. Logo, x ∈ C2.
Reciprocamente, dado x ∈ C2, temos que x /∈ A e f(x) > α ≥ 0.
Logo, f̃(x) = f(x) 6= 0 e x /∈ A ∪ B. Portanto, f̃(x) > α e assim
x ∈ C1. Portanto, C1 = C2. Como f é mensurável e AC ∈ σ(X),
segue que C2 ∈ σ(X). Logo, f̃ é mensurável.

Por outro lado, se α < 0, considere os conjuntos D1 = {x ∈
X : f̃(x) > α} e D2 = {x ∈ X : f(x) > α} ∪ B. De forma análoga,
mostramos queD1 = D2. Note que como f é mensurável eB ∈ σ(X),
segue que D2 ∈ σ(X). Logo, D1 ∈ σ(X) e portanto f̃ é mensurável.

De mesma forma, prova-se a recíproca. �

É consequência dos resultados anteriores que se f é mensu-
ravel, então as funções cf, f2, |f |, f+ e f− são mensuráveis.

Quando c = 0, o produto c · f poderia ser indeterminado.
Desta forma, adotamos a convenção 0(±∞) = 0, que contorna esta
dificuldade.

Quando f, g ∈ M(X,σ(X)), a soma f + g, definida por
(f + g)(x) = f(x) + g(x), não está bem definida sobre os conjuntos

E1 = {x ∈ X : f(x) = −∞, g(x) = +∞}

E2 = {x ∈ X : f(x) = +∞, g(x) = −∞} .

Note que E1, E2 ∈ σ(X). Esta dificuldade é contornada convencio-
nando (f + g)(x) = 0 para todo x ∈ E1 ∪ E2, que resulta em uma
função mensurável definida em X.

Lema 2.15. Seja (fn) uma sequência em M(X,σ(X)) e defina as
funções

f(x) = inf fn(x), F (x) = sup fn(x),

f∗(x) = lim inf fn(x) e F ∗(x) = lim sup fn(x) .

Temos que as funções f, F, f∗ e F ∗ são mensuráveis.
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Demonstração. Mostremos que para todo α ∈ R, os conjuntos A =
{x ∈ X : f(x) ≥ α} e B =

⋂
n∈N
{x ∈ X : fn(x) ≥ α} são iguais. De

fato, dado x ∈ A, temos que inf fn(x) = f(x) ≥ α. Note que fn(x) ≥
inf fn(x) ≥ α para todo n ∈ N, assim x ∈ B. Reciprocamente, se
x ∈ B, então fn(x) ≥ α para todo n ∈ N. Como f(x) = inf fn(x) ≥
α, temos que x ∈ A.

Mostremos agora que para todo α ∈ R, os conjuntos C =
{x ∈ X : F (x) > α} e D =

⋃
n∈N
{x ∈ X : fn(x) > α} são iguais.

De fato, dado x ∈ C, temos que sup fn(x) = F (x) > α e ainda,
sup fn(x) ≥ fn(x) > α para algum n ∈ N. Logo x ∈ D. Recipro-
camente, se x ∈ D, temos que x ∈ {x ∈ X : fn(x) > α} para
algum n ∈ N. Como F (x) = sup fn(x) ≥ fn(x) > α, sabemos que
F (x) > α e assim, x ∈ C.

Em viturde de termos fn mensurável, segue que f e F tam-
bém são. Utilizando argumentos análogos e notando que

f∗(x) = sup
m∈N

inf
n≥m

fn(x) e F ∗(x) = inf
m∈N

sup
n≥m

fn(x),

mostramos que as funções f∗ e F ∗ são mensuráveis. �

Corolário 2.16. Se (fn) é uma sequência de funções emM(X,σ(X))
que converge para f , então f ∈M(X,σ(X)).

Demonstração. Note que f(x) = lim fn(x) = lim inf fn(x). Como fn
é mensurável, segue do Lema 2.15 que a função f é mensurável. �

Neste trabalho, assumiremos a validade do próximo resulta-
do, que garante a mensurabilidade da composição de uma função
mensurável com uma função contínua.

Proposição 2.17. Se f : X → R é mensurável e ϕ : R → R é
contínua, então ϕ ◦ f : X → R é mensurável.

Voltemos agora na mensurabilidade do produto f ·g quando
f e g mensuráveis. Dada n ∈ N, definimos fn como o truncamento
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de f , por

max{min{f(x), n},−n} = fn(x) =


f(x), se |f(x)| ≤ n
n, se f(x) > n,

−n, se f(x) < −n.

Defina gm de forma análoga. Pela Proposição 2.17, segue que fn e
gm são mensuráveis. Assim, o produto fn · gm é mensurável. Visto
que

f(x)gm(x) = lim
n→+∞

fn(x)gm(x),

segue que fgm é mensurável para cada m ∈ N. Daí, como

(f · g)(x) = f(x)g(x) = lim
m→+∞

f(x)gm(x),

concluímos que f · g é mensurável.

O próximo e último resultado que apresentamos neste capí-
tulo, apesar de ser extremamente importante para o decorrer do que
apresentaremos em capítulos seguintes, será assumido como verda-
deiro e sua demonstração será omitida.

Lema 2.18. Se f ∈M+(X,σ(X)), então existe uma sequência (ϕn)
em M+(X,σ(X)) tal que

1. 0 ≤ ϕn(x) ≤ ϕn+1(x) para cada x ∈ X e cada n ∈ N;

2. ϕn(x) ≤ f(x) para cada n ∈ N e cada x ∈ X;

3. f(x) = limϕn(x) para cada x ∈ X;

4. ϕn(X) é finito, para cada n ∈ N.





3 MEDIDA

No Capítulo 2, introduzimos a noção de Espaço Mensurável
(X,σ(X)), que consiste em um conjunto X e uma σ-álgebra σ(X) de
subconjuntos de X. Neste capítulo, iremos estudar funções definidas
em σ(X) que assumem valores reais estendidos. A definição dessas
funções, é sugerida intuitivamente pela ideia de comprimento, área
e volume.

Definição 3.1. Uma medida é uma função µ : σ(X) → R que
satisfaz

1. µ(∅) = 0;

2. µ(E) ≥ 0, ∀E ∈ σ(X);

3. Se existe uma sequência (En) em σ(X) tal que Ei ∩ Ej = ∅

para i 6= j, então µ

(⋃
n∈N

En

)
=
∞∑
n=1

µ(En) = lim
k→∞

k∑
n=1

µ(En).

Como permitimos que µ assuma valores reais estendidos,

pode ocorrer que
∞∑
n=1

µ(En) = +∞. Neste caso, ou µ(En) = +∞

para algum n ∈ N ou
∞∑
n=1

µ(En) é uma série de termos não negativos

que diverge.

Uma medida é chamada de finita quando não assume +∞.
Dizemos que uma medida é σ-finita se existe uma sequência (En) de
conjuntos em σ(X), com X =

⋃
n∈N

En, tal que µ(En) < +∞ para

todo n ∈ N.

Observação 3.1. Sejam X = R, σ(X) a álgebra de Borel e µ
a medida de Borel. Se o conjunto E ∈ σ(X) é enumerável, então
µ(E) = 0. De fato, se E é enumerável, então podemos representar
E = {x1, x2, . . . , xn, . . .}. Dado arbitrariamente ε > 0, podemos
considerar a família (En) em que En =

(
xn −

ε

2n+1 , xn + ε

2n+1

)
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para todo n ∈ N. Daí,

0 ≤ µ(E) ≤
+∞∑
n=1

µ(En) = ε
+∞∑
n=1

1
2n = ε

e consequentemente µ(E) = 0.

Exemplo 3.1. Seja X um conjunto não vazio e σ(X) a σ-álgebra
contendo todos os subconjuntos de X. Sejam µ1 e µ2 definidas para
todo E ∈ σ(X) por

µ1(E) = 0

µ2(E) =
{

0, se E = ∅
+∞, se E 6= ∅ .

É fácil ver que µ1 e µ2 são medidas. Note que µ1 é finita e µ2 não é
finita.

Exemplo 3.2. Sejam (X,σ(X)) como definidos no Exemplo 3.1 e
p um elemento fixo em X. Tome µ3 definida para todo E ∈ σ(X)
por

µ3(E) =
{

0, se p /∈ E
1, se p ∈ E .

Temos que µ3 é uma medida finita, chamada de medida unitária
concentrada em p.

Exemplo 3.3. Sejam X = N e σ(X) a σ-álgebra que contém todos
os subconjutos de X. Definamos µ : σ(X)→ R por

µ(E) =
{

#E , se E é finito,
+∞ , se E é infinito.

Essa medida é chamada de Medida Contagem nos Naturais. Note
que µ não é uma medida finita porém é σ-finita, pois N = {{1} ∪
{2} ∪ ...}, ou seja, os naturais são escritos como união enumerável
de conjuntos finitos.

Exemplo 3.4. Sejam X = R e σ(X) a álgebra de Borel. Neste
trabalho, vamos assumir a existência e unicidade de uma medida
µ : B→ R tal que quando E ∈ σ(X) é da forma E = (a, b), tem-se
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µ(E) = b−a. Essa medida é frequentemente chamada de medida de
Lebesgue ou medida de Borel.

Lema 3.1. Seja µ uma medida definida em σ(X). Se E,F ∈ σ(X)
e E ⊂ F então

1. µ(E) ≤ µ(F );

2. Se µ(E) < +∞, então µ(F\E) = µ(F )− µ(E).

Demonstração. 1. Como F = E ∪ (F\E) e E ∩ (F\E) = ∅, segue
que µ(F ) = µ(E) + µ(F\E) ≥ µ(E).

2. Note que µ(F ) = µ(E) + µ(F\E) e µ(E) < +∞, então
µ(F )− µ(E) = µ(F\E). �

Neste trabalho, assumiremos como verdadeira a validade do
próximo resultado.

Lema 3.2. Seja µ : σ(X)→ R uma medida.

1. Se (En) ⊂ σ(X) é uma sequência crescente, então

µ

(+∞⋃
n=1

En

)
= lim
n→+∞

µ(En) ;

2. Se (Fn) ⊂ σ(X) é uma sequência decrescente e µ(F1) < +∞,
então

µ

(+∞⋂
n=1

Fn

)
= lim
n→+∞

µ(Fn) .

Definição 3.2. Um espaço de medida é uma terna (X,σ(X), µ)
que consiste em um conjunto X, uma σ-álgebra σ(X) de X e uma
medida µ definida em σ(X).

Definição 3.3. Seja µ uma medida em σ(X). Dizemos que duas
funções f e g são iguais em quase toda parte, quando existe um
conjunto N ∈ σ(X), com µ(N) = 0, tal que f(x) = g(x) para todo
x ∈ X\N . Neste caso, denotamos

f = g q.t.p.
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Definição 3.4. Seja µ uma medida em σ(X). Dizemos que uma
sequência (fn) de funções em X converge em quase toda parte para
uma função f quando existe um conjunto N ∈ σ(X), com µ(N) = 0,
tal que fn(x)→ f(x) para todo x ∈ X\N . Neste caso, denotamos

f = lim
n→+∞

fn q.t.p.

Definição 3.5. Seja σ(X) uma σ-álgebra do conjunto X. Dizemos
que a função λ : σ(X)→ R é uma medida com sinal quando

1. λ(∅) = 0;

2. Se existe uma sequência (En) em σ(X) tal que Ei ∩ Ej = ∅

para i 6= j, então µ

(⋃
n∈N

En

)
=
∞∑
n=1

µ(En) = lim
k→∞

k∑
n=1

µ(En).

Proposição 3.3. Seja µ : σ(X) → R uma medida. Se A ∈ σ(X),
então a função λ : σ(X)→ R definida por λ(E) = µ(A ∩ E) é uma
medida.

Demonstração. Como µ é medida, temos que µ(∅) = 0. Daí λ(∅) =
µ(A ∩ ∅) = µ(∅) = 0. Temos ainda que dado E ∈ σ(X), tem-se
λ(E) = µ(A ∩ E) ≥ 0. Finalmente, note que

λ

(⋃
n∈N

En

)
=
∞∑
n=1

µ(A ∩ En) =
∞∑
n=1

λ(En) .

Portanto λ é uma medida. �

Proposição 3.4. Sejam µ1, ..., µn medidas definidas em σ(X) e
a1, ..., an números reais não negativos, então a função λ definida

para E ∈ σ(X) por λ(E) =
n∑
j=1

ajµj(E) é uma medida.

Demonstração. Como µj são medidas, note que

λ(∅) =
n∑
j=1

ajµj(∅) =
n∑
j=1

aj0 = 0
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e ainda, como aj ≥ 0 e µj(E) ≥ 0, temos que

λ(E) =
n∑
j=1

ajµj(E) ≥ 0 .

Finalmente, note que

λ(
⋃
n∈N

En) =
∞∑
j=1

ajµj

(⋃
n∈N

En

)
=

n∑
j=1

aj

∞∑
n

µj(En) =
∞∑
n

λ(En) .

Portanto λ é uma medida. �





4 INTEGRAL

Neste capítulo, definiremos Integral de Lebesgue de duas
formas diferentes, porém estas não serão as únicas vezes que vamos
definir Integral; nos próximos capítulos, estudaremos outras defini-
ções. Ainda no Capítulo 4, verificaremos algumas propriedades e
resultados importantes acerca da Integral de Lebesgue.

Definição 4.1. Uma função ϕ : X → R é simples quando seu
conjunto imagem é finito. Uma função simples pode ser representada
na forma

ϕ =
n∑
j=1

ajχEj ,

em que aj ∈ R e χEj é a função característica do conjunto Ej ∈
σ(X).

Entre as representações para a função simples ϕ, existe uma
única representação com todos os aj distintos e todos os Ej dois
a dois disjuntos. Esta representação é chamada de representação
padrão.

Note que se ϕ(X) = {a1, a2, . . . , an}, com a1, a2, ..., an dis-
tintos, e se Ej = {x ∈ X : ϕ(x) = aj}, então os conjuntos Ej são

dois a dois disjuntos e X =
n⋃
j=1

Ej .

Definição 4.2. Seja ϕ uma função simples em M+(X,σ(X)) com
a representação padrão

ϕ =
n∑
j=1

ajχEj .

A integral de ϕ com relação à µ é um número real estendido definido
por ∫

ϕdµ =
n∑
j=1

ajµ(Ej) .
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A expressão anterior é empregada convencionando que 0 ·
(+∞) = 0. Note que o valor da integral de uma função simples,
mensurável e não negativa está bem definida (embora possa ser +∞),
visto que todos aj são não negativos e por isso não encontramos
expressões do tipo (+∞)− (+∞).

Exemplo 4.1. (Função de Dirichlet) Seja f : [0, 1]→ R definida
por

f(x) =
{

1, se x ∈ [0, 1] ∩ (R\Q)
0, se x ∈ [0, 1] ∩Q.

Temos que f é integrável e
∫
fdµ = 1. De fato, como 0 ·χ([0,1]∩Q) +

1 ·χ([0,1]∩(R\Q)) é a representação padrão para f , a integral de f com
relação à µ é dada por∫

f dµ = 0 · µ([0, 1] ∩Q) + 1 · µ([0, 1] ∩ (R\Q)).

Pela Observação 3.1, temos que a medida de Lebesgue de um conjun-
to enumerável é nula e, como µ([0, 1]) = µ([0, 1]∩(R\Q))+µ([0, 1]∩
Q), temos que∫

f dµ = 1 · µ([0, 1] ∩ (R\Q)) = 1 · µ([0, 1]) = 1 · (1− 0) = 1 .

Lema 4.1. Sejam ϕ,ψ funções simples em M+(X,σ(X)) e c ≥ 0.

1.
∫
c ϕ dµ = c

∫
ϕ dµ;

2.
∫

(ϕ+ ψ)dµ =
∫
ϕ dµ+

∫
ψ dµ;

3. Se λ : σ(X)→ R é definida por λ(E) =
∫
ϕχE dµ, então λ é

uma medida.

Demonstração. 1. Se c = 0 então cϕ = 0 e assim∫
cϕ dµ =

∫
0dµ = 0 = 0

∫
ϕ dµ .
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Quando c > 0, então cϕ =
n∑
j=1

c ajχEj é a representação padrão de

cϕ. Daí,∫
cϕ dµ =

n∑
j=1

c ajµ(Ej) = c
n∑
j=1

ajµ(Ej) = c

∫
ϕ dµ .

2. Tome ϕ e ψ com as representações padrão ϕ =
n∑
j=1

ajχEj

e ψ =
m∑
k=1

bkχFk
. Então ϕ + ψ =

n∑
j=1

m∑
k=1

(aj + bk)χEj∩Fk
. Contudo,

essa representação para ϕ+ ψ é uma combinação linear de funções
características, não necessáriamente é a representação padrão para
ϕ+ ψ, pois aj + bk podem não ser distintos.

Tome ch, com h = 1, 2, ..., p números distintos do conjunto
{aj + bk : j = 1, 2, ..., n; k = 1, 2, ...,m} e Gh =

⋃
(Ej ∩ Fk) tal que

aj + bk = ch. Assim, µ(Gh) =
∑
(h)

µ(Ej ∩ Fk). Como

µ(Ej) = µ(Ej ∩X) = µ

(
Ej ∩

(
m⋃
k=1

Fk

))
= µ

(
m⋃
k=1

(Ej ∩ Fk)
)

=
m∑
k=1

µ(Ej ∩ Fk) ,

temos que

ϕ+ ψ =
p∑

h=1
chµ(Gh) =

p∑
h=1

ch
∑
(h)

µ(Ej ∩ Fk)

=
p∑

h=1

∑
(h)

(aj + bk)µ(Ej ∩ Fk)

=
n∑
j=1

m∑
k=1

(aj + bk)µ(Ej ∩ Fk)

=
n∑
j=1

m∑
k=1

ajµ(Ej ∩ Fk) +
n∑
j=1

m∑
k=1

bkµ(Ej ∩ Fk)
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ϕ+ ψ =
n∑
j=1

aj

m∑
k=1

µ(Ej ∩ Fk) +
m∑
k=1

bk

n∑
j=1

µ(Ej ∩ Fk)

=
n∑
j=1

ajµ(Ej) +
m∑
k=1

bkµ(Fk) .

Portanto,
∫

(ϕ+ ψ)dµ =
∫
ϕdµ+

∫
ψdµ.

3. Como ϕχE =
n∑
j=1

ajχEj∩E , segue que

λ(E) =
∫
ϕχEdµ =

n∑
j=1

aj

∫
χEj∩Edµ =

n∑
j=1

ajµ(Ej ∩ E) .

Como µ é medida e Ej ∈ σ(X), temos pela Proposição 3.3 que
µj : σ(X)→ R definida por µj(E) = µ(Ej ∩E) é medida. Podemos
escrever λ como combinação linear das medidas µj . Daí segue da
Proposição 3.4 que λ é medida. �

Definição 4.3. Seja f ∈M+(X,σ(X)). A integral de f com relação
a µ é um número real estendido dado por∫

fdµ = sup
∫
ϕdµ ,

em que o supremo é estendido a todas as funções simples ϕ ∈
M+(X,σ(X)) satisfazendo 0 ≤ ϕ(x) ≤ f(x) para todo x ∈ X. Ou
ainda,∫

fdµ = sup
{∫

ϕdµ | ϕ ∈M+ é simples e ϕ(x) ≤ f(x)
}
.

Definição 4.4. Sejam f ∈ M+(X,σ(X)) e E ∈ σ(X). Temos que
fXE

∈M+(X,σ(X)). Definimos a integral de f sobre E com relação
a µ por ∫

E
fdµ =

∫
fχEdµ .

Lema 4.2. Sejam f, g ∈M+(X,σ(X)). Se f ≤ g, então∫
fdµ ≤

∫
gdµ .
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Demonstração. Como {ϕ ∈ M+ : ϕ é simples e ϕ(x) ≤ f(x)} ⊂
{ϕ ∈M+ : ϕ é simples e ϕ(x) ≤ g(x)}, temos que∫

fdµ = sup
{∫

ϕdµ | ϕ ∈M+ é simples e ϕ(x) ≤ f(x)
}

≤ sup
{∫

ϕdµ | ϕ ∈M+ é simples e ϕ(x) ≤ g(x)
}

=
∫
gdµ .

�

Lema 4.3. Sejam f ∈ M+(X,σ(X)) e E,F ∈ σ(X). Se E ⊂ F ,
então ∫

E
fdµ ≤

∫
F
fdµ .

Demonstração. Como as funções fχE e fχF são mensuráveis e não

negativas e fχE ≤ fχF , segue que
∫
E
fdµ =

∫
fχEdµ ≤

∫
fχFdµ

=
∫
F
fdµ. �

O próximo teorema é um dos principais resultados obtidos
com a Integral de Lebesgue: exibe condições para comutar o limite
com a integral. Para Integral de Riemann, o Teorema A.18 é um
resultado equivalente, porém podemos enfrentar problemas quando
a convergência não é uniforme, como verificamos nos Exemplos A.3
e A.4.

Teorema 4.4. (Teorema da Convergência Monótona) Se (fn)
é sequência monótona crescente de funções pertencentes a M+(X,
σ(X)) com convergência pontual para f , então∫

fdµ = lim
n→∞

∫
fndµ .

Demonstração. Temos que se (fn) é mensurável e converge para f ,
a função f é mensurável. Além disso, se fn ≤ fn+1 ≤ f , então∫
fndµ ≤

∫
fn+1dµ ≤

∫
fdµ. Como

(∫
fndµ

)
é monótona e limi-

tada superiormente por
∫
fdµ, segue que

(∫
fndµ

)
é convergente

e lim
n→∞

∫
fndµ ≤

∫
fdµ.
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A fim de estabelecer a desigualdade oposta, tome ϕ men-
surável e simples e α ∈ R, tais que 0 ≤ ϕ ≤ f e 0 < α < 1.
Considere ainda o conjunto An = {x ∈ X : fn(x) ≥ αϕ(x)} tal que
An ∈ σ(X).

Note que An ⊂ An+1 e (An) é monótona crescente. De fato,
se x ∈ An então x ∈ An+1, pois fn+1 ≥ fn ≥ αf . Note também que⋃
n∈N

An = X. De fato, suponhamos por absurdo que existe x ∈ X tal

que x /∈ An, daí fn(x) < αϕ(x) e assim, fn(x) < αf(x) < ϕ(x) ≤
f(x). Então, lim fn(x) < αϕ(x) < f(x).

Pelo Lema 4.2, segue que
∫
An

αfdµ ≤
∫
An

fndµ ≤
∫
fndµ.

Como µ

(⋃
n∈N

An

)
= lim
n→∞

µ(An), obtemos pelo Lema 4.1 que

∫
ϕdµ = µ(X) = µ

(⋃
n∈N

An

)
= lim
n→∞

µ(An) = lim
n→∞

∫
An

ϕdµ .

Na inequação
∫
An

αϕdµ ≤
∫
fndµ, aplicando o limite em

ambos os lados, temos que α
∫
ϕdµ ≤ lim

n→∞

∫
fndµ. Como 0 < α <

1 é arbitrário, segue que∫
ϕdµ ≤ lim

n→∞

∫
fndµ.

Como consideramos arbitrariamente a função ϕ mensurável, não ne-
gativa, simples e tal que 0 ≤ ϕ ≤ f , concluímos que∫

fdµ = sup
∫
ϕdµ ≤ lim

n→∞

∫
fndµ.

�

Corolário 4.5. Seja f ∈M+ e c ≥ 0, então cf ∈M+ e∫
cfdµ = c

∫
fdµ .
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Demonstração. Quando c = 0 o resultado é imediato. Suponha c > 0
e tome (ϕn) uma sequência monótona crescente de funções simples
em M+(X,σ(X)) com convergência para f . Então (c · ϕn) é uma
sequência monótona que converge para cf . Segue do Teorema 4.4 e
do Lema 4.1 que∫

cfdµ = lim
n→∞

∫
c · ϕndµ = c lim

n→∞

∫
ϕndµ = c

∫
fdµ .

�

Corolário 4.6. Sejam fi ∈M+ e i = 1, ...,m, então
m∑
i=1

fi ∈M+ e

∫ m∑
i=1

fidµ =
m∑
i=1

∫
fidµ .

Demonstração. Vamos primeiramente provar o resultado para o caso
em que m = 2. Sejam (ϕ1

n) e (ϕ2
n) sequências monótonas crescentes

de funções simples que convergem respectivamente, para f1 e f2.
Como (ϕ1

n +ϕ2
n) é uma sequência monótona crescente que converge

para f1 + f2, segue do Lema 4.1 e do Teorema 4.4 que∫
(f1 + f2)dµ = lim

n→∞

∫
(ϕ1
n + ϕ2

n)dµ = lim
n→∞

(
∫
ϕ1
ndµ+

∫
ϕ2
ndµ)

= lim
n→∞

∫
ϕ1
ndµ+ lim

n→∞

∫
ϕ2
ndµ

=
∫
f1dµ+

∫
f2dµ .

Agora, suponha por hipótese de indução que o resultado é
válido para um certo k, ou seja,∫

(f1 + ...+ fk)dµ =
∫
f1dµ+ ...+

∫
fkdµ . (4.1)

Segue então, pelo que provamos para m = 2 e pela hipótese de
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indução, que∫
(f1 + ...+ fk + fk+1)dµ =

∫
[(f1 + ...+ fk) + fk+1]dµ

=
∫

(f1 + ...+ fk)dµ+
∫
fk+1dµ

=
∫
f1dµ+ ...+

∫
fkdµ+

∫
fk+1 .

�

O próximo resultado é uma consequência do Teorema da
Convergência Monótona e permite que trabalhemos com sequências
de funções que não são monótonas.

Lema 4.7. (Lema de Fatou) Seja (fn) uma sequência de fun-
ções pertencentes a M+(X,σ(X)) com convergência pontual para f ,
então ∫

(lim inf fn)dµ ≤ lim inf
∫
fndµ .

Demonstração. Tome gm = inf{fm, fm+1, ...} de modo que gm ≤ fn
quando m ≤ n. Assim,∫

gmdµ ≤ inf
n≥m

∫
fndµ

≤ sup
n

inf
n≥m

∫
fndµ = lim inf

∫
fndµ .

Como gm = inf{fm, fm+1, ...} e gm+1 = inf{fm+1, fm+2, ...}, temos
que gm(x) ≤ gm+1(x), ou seja, (gm) é crescente. Note que

lim gm(x) = sup
m∈N

gm(x) = sup
m

inf
m≤n

fn(x) = lim inf fn(x) .

Assim, utilizando o Teorema 4.4, obtemos∫
(lim inf fn)dµ = lim

∫
gmdµ ≤ lim inf

∫
fndµ .

�

Corolário 4.8. Seja f ∈M+(X,σ(X)). Se λ : σ(X)→ R é defini-
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da por

λ(E) =
∫
E
fdµ ,

então λ é uma medida.

Demonstração. Provemos que λ é medida. Como χ∅(x) = 0 para

todo x ∈ X, temos que λ(∅) =
∫
∅
fdµ =

∫
fχ∅ dµ = 0. Se E ∈

σ(X), então λ(E) =
∫
E
fdµ =

∫
fχEdµ ≥ 0, pois χE(x) = 1 para

todo x ∈ X e f é não negativa.

Seja (En) uma sequência de conjuntos em σ(X), dois a dois

disjuntos, tal que
⋃
n∈N

En = E e fn :=
n∑
k=1

fχEk
. Note que, para

todo x ∈ X,

fn+1(x) =
n+1∑
k=1

f(x)χEk
= fχEn+1 +

n∑
k=1

fχEk
,

em que fχEn+1 ≥ 0. Logo, (fn) é monótona crescente e, como é
soma de mensuráveis, é mensurável. Note ainda que (fn) converge
para fχE

. Daí, segue pelo Teorema 4.4 que

λ(E) =
∫
E
fdµ =

∫
fχEdµ = lim

n→∞

∫
fndµ

= lim
n→∞

∫ n∑
k=1

fχEk
dµ = lim

n→∞

n∑
k=1

∫
fχEk

dµ

= lim
n→∞

n∑
k=1

∫
Ek

fdµ = lim
n→∞

n∑
k=1

λ(Ek) .

�

Corolário 4.9. Seja f ∈M+. Temos que f(x) = 0 q.t.p. em X se,

e somente se,
∫
fdµ = 0.

Demonstração. Suponha f(x) = 0 q.t.p. e tome E = {x ∈ X :
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f(x) > 0} e fn = nχE . Temos que f ≤ lim inf fn e µ(E) = 0. Daí,

0 <
∫
fdµ ≤

∫
lim inf fndµ ≤ lim inf

∫
fndµ

= lim inf
∫
nχEdµ = lim inf nµ(E) = 0 .

Reciprocamente, suponha que
∫
fdµ = 0. Tome En = {x ∈

X : f(x) > 1
n
}. Então f ≥

( 1
n

)
χEn e daí

∫
fdµ ≥

∫ 1
n
χEndµ =

1
n
µ(En). Note que 0 =

∫
fdµ ≥ 1

n
µ(En) ≥ 0 e portanto µ(En) = 0.

Como 0 ≤ µ(A) = µ(
⋃
n∈N

En) ≤
+∞∑
n=1

µ(En) = 0, em que A = {x ∈

X : f(x) > 0} =
⋃
n∈N

En, concluímos que A tem medida nula. Logo,

f(x) = 0 q.t.p.

�

Corolário 4.10. Suponha que f ∈ M+ e defina λ : σ(X)→ R por

λ(E) =
∫
E
fdµ. Então a medida λ é absolutamente contínua com

relação a µ, ou seja, se E ∈ σ(X) e µ(E) = 0, então λ(E) = 0.

Demonstração. Se µ(E) = 0, para algum E ∈ σ(X), então fχE = 0
q.t.p. Daí,

λ(E) =
∫
E
fdµ =

∫
fχEdµ = 0.

�

Corolário 4.11. Se (fn) é uma sequência monótona crescente de
funções em M+ com convergência q.t.p. para a função f ∈ M+,
então ∫

fdµ = lim
n→∞

∫
fndµ .

Demonstração. Tome N ∈ σ(X) tal que µ(N) = 0 e fn(x) conver-
ge para f(x) para todo x ∈ M = X\N . Então (fnχn) converge
para fχn para todo x ∈ X. Logo, pelo Teorema 4.4, segue que
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∫
fχNdµ = lim

n→∞

∫
fnχM . Como µ(N) = 0, as funções fχN e

fnχN são nulas em quase todo ponto.

Note que quando N e M pertencem a σ(X) e são tais que
N ∩M = ∅ e N ∪M = X. Logo, χX(x) = χN (x) + χN (x) e segue
do Corolário 4.9 que

f(x) = f(x) · 1 = f(x)χX = f(x)(χN (x) + χM (x)) .

Como f = fχM + fχN e fn = fnχM + fnχN , temos∫
fdµ =

∫
fχMdµ = lim

n→∞

∫
fnχMdµ = lim

n→∞

∫
fndµ .

�

Corolário 4.12. Se (gn) é uma sequência em M+, então∫ ∞∑
n=1

gndµ =
∞∑
n=1

(∫
gndµ

)
.

Demonstração. Defina fm =
m∑
n=1

gn = g1 + ...+gm. Como gn ∈M+,

temos que fm ≤ fm+1 e ainda, como fm é soma de mensuráveis
não negativas, temos que fm ∈ M+. Visto que lim

m→+∞
fm(x) =

lim
m→+∞

m∑
n=1

gn(x) =
+∞∑
n=1

gn(x), temos

∫ ∞∑
n=1

gndµ = lim
m→∞

∫
fmdµ = lim

m→∞

∫ m∑
n=1

gndµ

= lim
m→∞

m∑
n=1

∫
gndµ =

∞∑
n=1

(∫
gndµ

)
.

�





5 FUNÇÕES INTEGRÁVEIS

No Capítulo 4, definimos integral para funções simples, men-
suráveis e não negativas e também para funções mensuráveis e não
negativas. Neste Capítulo, definiremos integral para funções men-
suráveis, descartando as hipóteses das funções serem simples e não
negativas. Portanto, aumentaremos a gama de funções Lebesgue in-
tegráveis.

Veremos também um resultado semelhante ao Teorema da
Convergência Monótona (Teorema 4.4). Ao invés de precisarmos de
uma sequência com convergência pontual, exigida pelo Teorema 4.4,
precisaremos apenas de uma sequência com convergência q.t.p.. A-
lém disso, não será exigido que a sequência seja monótona.

No que segue, vamos denotar por L = L(X,σ(X), µ) o con-
junto das funções f : X → R mensuráveis tais que f+ e f− possuem
integrais finitas, ou seja,

L = L(X,σ(X), µ) :=
{
f ∈M :

∫
f+dµ,

∫
f−dµ < +∞

}
.

Definição 5.1. Dizemos que f ∈M é integrável quando f ∈ L.

Definição 5.2. Dada f ∈ L, a integral de f com relação a µ é
definida por

∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ .

Quando E ∈ σ(X), definimos

∫
E
f dµ =

∫
E
f+ dµ−

∫
E
f− dµ .

Apesar da integral da função f estar definida em função das
integrais de f+ e f−, é fácil ver que se f = f1 − f2, em que f1 e
f2 são mensuráveis, não negativas e possuem integrais finitas, então∫
fdµ =

∫
f1dµ−

∫
f2dµ. De fato, como f+−f− = f e f = f1−f2,
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segue que f+ + f2 = f1 + f−. Assim, pelo Corolário 4.5, temos∫
f+ dµ+

∫
f2 dµ =

∫
f1 dµ+

∫
f− dµ . (5.1)

Note que cada termo da equação (5.1) é finito. Então∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ =

∫
f1 dµ−

∫
f2 dµ .

Lema 5.1. Seja f ∈ L. Se λ : σ(X)→ R é definida por

λ(E) =
∫
E
f dµ ,

então λ é uma medida com sinal.

Demonstração. Como f+ e f− são mensuráveis e não negativas, se-
gue do Corolário 4.8 que as funções λ+ : σ(X)→ R e λ− : σ(X)→
R, definidas por λ+(E) =

∫
E
f+ dµ e λ−(E) =

∫
E
f− dµ, são me-

didas. Note que λ+ e λ− são finitas, pois f é integrável. Como
λ = λ+ − λ−, segue que λ é uma medida com sinal. �

A função λ definida acima é frequentemente chamada de
integral indefinida de f com relação à µ. Como λ é medida com
sinal, se (En) é uma sequência disjunta em σ(X) com união igual a
E, então ∫

E
f dµ =

∞∑
n=1

∫
En

f dµ .

Na integral de Riemann, o valor absoluto de uma função inte-
grável própria é integrável, porém o mesmo não ocorre com funções
integráveis impróprias. Por exemplo, considere f : (1,+∞) → R,
definida por f(x) = sin x

x
.

O próximo resultado é por vezes referido como a propriedade
de integrabilidade absoluta da integral de Lebesgue.

Teorema 5.2. Seja f mensurável. Temos que f é integrável, se e

somente se, |f | é integrável. Neste caso,
∣∣∣∣∫ f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f | dµ.
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Demonstração. Por definição, f é integrável se, e somente se, é men-
surável e as funções f+ e f− possuem integral finita. Como∫

|f |+dµ =
∫
|f |dµ =

∫
f+dµ+

∫
f−dµ < +∞ e∫

|f |− = 0 < +∞ ,

segue que |f | é integrável.

Reciprocamente, |f | é integrável se, e somente se, é mensurá-
vel e as funções |f |+ e |f |− possuem integral finita. Como |f |− = 0,
temos que |f |+ = f+ + f− e assim

+∞ >

∫
|f |+dµ =

∫
(f+ + f−)dµ =

∫
f+dµ+

∫
f−dµ .

Portanto, f é integrável. Então,∣∣∣∣∫ f dµ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ f+dµ−

∫
f−dµ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ f+dµ

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫ f−dµ

∣∣∣∣
=
∫
f+dµ+

∫
f−dµ =

∫
(f+ + f−)dµ =

∫
|f |dµ .

�

Observação 5.1. As sentenças abaixo são verdadeiras.

1. As integrais de f+ e f− são finitas se, e somente se, a integral
de |f | é finita;

2. Quando a integral de |f | é finita, temos
∫
|f |dµ =

∫
f+dµ +∫

f−dµ ≥
∫
f+dµ,

∫
f−dµ;

3. Se f é mensurável e
∫
|f |dµ é finita, então |f | é integrável. Note

que
∫
|f |dµ =

∫
|f |+dµ+

∫
|f |−dµ =

∫
|f |+dµ =

∫
f+dµ+∫

f−dµ.

Corolário 5.3. Sejam f mensurável e g integrável. Se |f | ≤ |g|,
então f é integrável e

∫
|f |dµ ≤

∫
|g|dµ.
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Demonstração. Como f é mensurável, temos que |f | é mensurável.
Daí, sendo |f | e |g| mensuráveis, não negativas e |f | ≤ |g|, temos

que
∫
|f |dµ ≤

∫
|g|dµ. Sendo g integrável, concluímos que f é

integrável. �

Teorema 5.4. Sejam f e g integráveis e c ∈ R, então as funções
c · f e f + g são integráveis e suas integrais são dadas por∫

cfdµ = c

∫
fdµ e

∫
(f + g)dµ =

∫
fdµ+

∫
gdµ .

Demonstração. Temos que c · f é integrável se, e somente se, |c · f |
é integrável, ou seja, quando |c| · |f | é integrável. Note que |f | é
mensurável e não negativa. Então para todo c ∈ R, temos |c| ≥ 0 e

o produto |c| · |f | é mensurável e não negativo e assim,
∫
|c · f |dµ =

|c|
∫
|f |dµ < +∞. Portanto c · f é integrável.

Temos que f e g são integráveis, então |f | e |g| também são.
Como |f + g| ≤ |f |+ |g|, segue do Lema 4.2 e do Corolário 4.6 que∫
|f+g|dµ ≤

∫
|f |dµ+

∫
|g|dµ < +∞. Portanto |f+g| é integrável

e assim, f + g é integrável.

Vamos agora mostrar que
∫
cfdµ = c

∫
fdµ, para todo

c ∈ R. De fato, supondo c = 0, temos∫
cf dµ =

∫
0 dµ = 0 = 0

∫
f dµ = c

∫
f dµ .

Supondo c < 0, temos que

(cf)+ = sup{cf(x), 0} = −c sup{−f(x), 0} = −cf−

e análogamente, (cf)− = −cf+. Portanto,∫
cfdµ =

∫
(cf)+dµ−

∫
(cf)−dµ

=
∫
−cf−dµ−

∫
−cf+dµ
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∫
cfdµ = c

(∫
f+dµ−

∫
f−dµ

)
= c

∫
fdµ .

Supondo c > 0, a demonstração é análoga.

Finalmente, vamos mostrar que
∫

(f+g)dµ =
∫
fdµ+

∫
g+

dµ. de fato, temos que f + g = (f+ + g+) − (f− + g−), em que as
funções (f+ + g+) e (f− + g−) são mensuráveis, não negativas e
possuem integrais finitas. Daí,

∫
(f + g)dµ =

∫
(f+ + g+)dµ−

∫
(f− + g−)dµ

=
∫
f+dµ−

∫
f−dµ+

∫
g+dµ−

∫
g−dµ

=
∫
fdµ+

∫
gdµ .

�

Observação 5.2. Com o Teorema 5.4, mostramos que o conjunto de
funções integráveis é um espaço vetorial. Mostramos que o produto
de um escalar por uma função integrável é integrável e também
a soma de funções integráveis é integrável, ou seja, o conjunto de
funções integráveis é fechado para soma e multiplicação por escalar.

Teorema 5.5. (Teorema da Convergência Dominada de Le-
besgue) Seja (fn) uma sequência de funções integráveis com con-
vergência q.t.p. para f . Se existe uma função integrável g tal que
|fn| < g para todo n ∈ N, então f é integrável e∫

fdµ = lim
∫
fndµ .

Demonstração. Se fn(x) converge q.t.p. para f(x), então defina as
funções f̃n : X → R e f̃ : X → R para todo n ∈ N e N ∈ σ(X) com
µ(N) = 0, como

f̃n(x) =
{
fn(x), se x ∈ X\N
0, se x ∈ N
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f̃(x) =
{
f(x), se x ∈ X\N
0, se x ∈ N

Note que (f̃n) é integrável, lim f̃n(x) = f(x) e consequentemente,
lim |f̃n(x)| = |f̃(x)| para todo x ∈ X. Como

∣∣∣f̃n(x)
∣∣∣ ≤ g(x) para

todo n ∈ N e todo x ∈ X, temos que |f̃(x)| = lim |f̃n(x)| ≤ g(x)
então,

∫
|f̃ |dµ ≤

∫
|g|dµ < +∞. Logo,∫

gdµ+
∫
f̃dµ =

∫
(g + f̃)dµ =

∫
lim

n→+∞
inf(g + f̃n)dµ

≤ lim
n→+∞

inf
(∫

gdµ+
∫
f̃ndµ

)
=
∫
gdµ+ lim

n→+∞
inf
∫
f̃ndµ .

Então, obtemos
∫
f̃dµ ≤ lim inf

∫
f̃ndµ. De forma análoga, ob-

temos lim sup
∫
f̃ndµ ≤

∫
f̃dµ. Assim, lim inf

∫
f̃ndµ ≤ lim sup∫

f̃n ≤
∫
f̃dµ ≤ lim inf

∫
f̃ndµ, então

lim
∫
f̃ndµ =

∫
f̃dµ .

Temos que
∫
f̃ndµ converge para

∫
f̃dµ e queremos mos-

trar que
∫
fndµ converge para

∫
fdµ.

Como
∫
fndµ =

∫
X\N

fndµ+
∫
N
fndµ, obtemos

∫
f̃ndµ =

∫
X\N

fndµ e
∫
f̃dµ =

∫
X\N

fdµ .

Então
∫
X\N

fndµ converge para
∫
X\N

fdµ. Finalmente, pelo Coro-

lário 4.9,
∫
N
fndµ =

∫
N
fdµ = 0 e assim∫

X\N
fndµ+

∫
N
fndµ→

∫
X\N

fdµ+
∫
N
fdµ ,
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ou seja, lim
∫
fndµ =

∫
fdµ. �

Frequentemente é preciso considerar integrais onde o inte-
grando depende de um parâmetro. Será mostrado como o Teorema
5.5 pode ser utilizado neste contexto.

No restante deste Capítulo, consideremos f : X× [a, b]→ R
tal que, para todo t ∈ R, a função ft : X → R definida por ft(x) =
f(x, t) é mensurável.

Corolário 5.6. Sejam g : X → R integrável e lim
t→t0

ft0(x) = ft0(x)

para todo t0 ∈ [a, b] e x ∈ X. Se |ft(x)| ≤ |g(x)|, então
∫
ft0(x)dµ(x)

= lim
t→t0

∫
ft(x)dµ(x).

Demonstração. Seja (tn) uma sequência em [a, b]. Como fto(x) =
lim
t→t0

ft0(x), então (tn) converge para t0 e assim, (ftn(x)) converge

para ft0(x) para todo x ∈ X. Então |ftn(x)| ≤ g(x), para todo n ∈ N
e x ∈ X; logo, pelo Teorema 5.5,

∫
ftndµ converge para

∫
ft0dµ.

Portanto,

lim
t→t0

∫
fdµ =

∫
ft0dµ⇒

∫
ft0dµ(x) = lim

t→t0

∫
ftdµ(x) .

�

Corolário 5.7. Sejam g : X → R integrável e a função t→ f(x, t)
contínua em [a, b] para todo x ∈ X. Se |ft(x)| ≤ g(x), então F (t) =∫
ft(x)dµ(x) é contínua em t ∈ [a, b].

Demonstração. Note que possuímos todas as condições necessárias
para utilizar o Corolário 5.6. Assim

lim
∫
ftdµ =

∫
ft0dµ⇔ lim

∫
f(x, t)dµ(x)

=
∫
f(x, t0)dµ(x)⇔ limF (t) = F (t0) .

�
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Observação 5.3. O Corolário 5.7 é a generalização do Corolário
5.6, pois vale para todo t0 ∈ [a, b].

Corolário 5.8. Seja X → f(x, t0) integrável em X para todo t0 ∈

[a, b]. Se existem
∂f

∂t
em X × [a, b] e g : X → R integrável tal que∣∣∣∣∂f∂t (x, t)

∣∣∣∣ < g(x), então F (t) =
∫
f(x, t)dµ(x) é diferenciável em

[a, b] e
∂F

∂t
(t) = ∂

∂t

∫
f(x, t)dµ(x) =

∫
∂

∂t
f(x, t)dµ(x).

Demonstração. Sejam t0 ∈ [a, b], (tn) uma sequência em [a, b] que
converge para t0 com tn 6= t0. Então

∂f

∂t
(x, t0) = lim

n→+∞

f(x, tn)− f(x, t0)
tn − t0

para todo x ∈ X. Logo, x 7→ ∂f

∂t
(x, t0) é mensurável.

Se x ∈ X e t ∈ [a, b], existe s1 ∈ R. Então t0 ≤ s1 ≤ t ou

t ≤ s1 ≤ t0, tal que f(x, t) = f(x, t0) + (t − t0) · ∂f
∂t

(x, s1). Dessa
forma, obtemos

|f(x, t)| ≤ |t− t0| ·
∣∣∣∣∂f∂t (x, s1)

∣∣∣∣+ f(x, t0) ≤ |t− t0| · g(x) + |f(x, t0)| .

Logo, x 7→ f(x, t) é integrável para todo t ∈ [a, b]. Portanto, se
tn 6= t, então

∂F

∂t
(t) = lim

n→∞

F (tn)− F (t)
tn − t

= lim
n→∞

1
tn − t

(∫
f(x, tn)dµ(x)−

∫
f(x, t)dµ(x)

)
= lim
n→∞

∫
f(x, tn)− f(x, t)

tn − t
dµ(x)

=
∫
∂f

∂t
(x, t)dµ(x) .

�
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Com a Integral de Lebesgue há um aumento na gama de
funções integráveis, comparando com a Integral de Riemann. Vimos,
por exemplo, a função de Dirichlet, que não é Riemann integrável
(Exemplo A.1), porém é Lebesgue integrável (Exemplo 4.1).

Outra vantagem na utilização da Integral de Lebesgue refere-
se a comutatividade do limite com a integral. Na Integral de Rie-
mann, não conseguimos garantir a comutatividade quando a con-
vergência não é uniforme. Já na Integral de Lebesgue, estudamos
três resultados que garantem comutar o limite com a integral, sem
que se tenha necessariamente a convergência uniforme: o Teorema
da Convergência Monótona (Teorema 4.4), que garante que pode-
mos comutar o limite com a integral quando temos uma sequência
monótona que converge pontualmente para uma função; o Lema de
Fatou (Lema 4.7), que mostra um resultado semelhante ao Teorema
4.4 para sequências não necessariamente monótonas e o Teorema da
Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema 5.5), que garante
que podemos comutar o limite com a integral quando temos uma
sequência (não necessariamente monótona) que converge q.t.p. para
uma função.

As três definições para a Integral de Lebesgue foram grada-
tivamente aumentando a gama de funções que poderiam ser ditas
Lebesgue integráveis; a diferença entre elas está nas hipóteses sobre
as funções que queremos integrar. No capítulo 4 definimos integral
para dois tipos de funções. Na definição 4.2, definimos pela primei-
ra vez integral, para funções simples, mensuráveis e não negativas.
Na definição 4.3, estendemos a definição para funções mensuráveis e
não-negativas. Já no Capítulo 5, aumentamos ainda mais a gama de
funções: na Definição 5.2, definimos integral para qualquer função
mensurável, considerando suas partes positiva e negativa.

Este trabalho permitiu o estudo de um conteúdo geralmente
não abordado em cursos de graduação, que não estava na ementa
de nenhuma disciplina da minha graduação. Além disso, o livro [1],
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principal referência do trabalho, é escrito em língua inglesa, possibi-
litando o desenvolvimento na leitura de outro idioma.
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Apêndices





APÊNDICE A – INTEGRAL DE RIEMANN

Os próximos objetos matemáticos apresentados serão rele-
vantes principalmente para definir integrais superiores e inferiores e
posteriormente Integral de Riemann.

A.1 SOMAS SUPERIORES E INFERIORES

Definição A.1. Uma partição de [a, b] é um subconjunto de pontos
P = {t0, ..., tn} ⊂ [a, b] tal que a, b ∈ P .

Por simplicidade fixamos a = t0 < t1 < ... < tn = b. O
i-ésimo intervalo da partição, [ti−1, ti] tem comprimento ti − ti−1.

Observação A.1. Dizemos que uma partição P refina Q quando
Q 6⊆ P , sendo P e Q partições de [a, b].

No que segue, sendo f : [a, b] → R uma função limitada,
utilizaremos as seguintes notações

m = inf {f(x) : x ∈ [a, b]} ,
M = sup {f(x) : x ∈ [a, b]} ,
mi = inf {f(x) : x ∈ [ti−1, ti]} e

Mi = sup {f(x) : x ∈ [ti−1, ti]} .

Definição A.2. A soma inferior de f relativa à partição P é dada
por

s(f : P ) = m1(t1 − t0) + ...+mn(tn − tn−1) =
n∑
i=1

mi(ti − ti−1) .

A soma superior de f relativa à partição P é dada por

S(f : P ) = M1(t1 − t0) + ...+Mn(tn − tn−1) =
n∑
i=1

Mi(ti − ti−1) .
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Note que m(b− a) ≤ s(f : P ) ≤ S(f : P ) ≤M(b− a).

Observação A.2. Quando f(x) > 0 para todo x ∈ X, s(f : P ) e
S(f : P ) são respectivamente, aproximações por falta e por excesso
da área da região limitada pelo gráfico de f , pelo eixo das abscissas
e pelas retas y = a e y = b. Se f(x) < 0 para todo x ∈ X, temos a
mesma aproximação, porém, com "sinal trocado".

Definição A.3. A oscilação de uma função no i-ésimo intervalo de
uma partição P é dada por ωi = Mi −mi.

Teorema A.1. Seja f : [a, b] → R, a oscilação de f no i-ésimo
intervalo é dada por ωi = sup{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ [ti−1, ti]}.

Demonstração. Sejam A = {f(x) : x ∈ [ti−1, ti]}, B = {|f(x) −
f(y)| : x, y ∈ [ti−1, ti]}. Provemos que ωi é cota superior para o
conjunto B. Seja x ∈ [ti−1, ti], temos que Mi ≥ f(x) e mi ≤ f(y),
assim, Mi − mi ≥ f(x) − f(y). Então f(x) − f(y) ≤ Mi − mi e
f(y)− f(x) ≤ Mi −mi, ou seja, Mi −mi ≥ |f(x)− f(y)|. Logo ωi
é cota superior para B.

Suponha α cota superior para B, tal que α < ωi := Mi−mi,
ou seja α+mi < Mi. Então, existe um x ∈ [ti−1, ti] tal que α+mi <

f(x), logo, segue que mi < f(x) − α. De mesma forma, existe um
y ∈ [ti−1, ti], tal que f(y) < f(x) − α, daí α < f(x) − f(y) ≤
|f(x) − f(y)|, logo α não é cota superior, assim ωi é a menor das
cotas superiores. Portanto ωi = supB. �

A.2 INTEGRAIS SUPERIORES E INFERIORES

Definição A.4. A integral inferior de f é dada por∫ b

a
f(x) dx := sup {s(f : P ) : P é partição de [a, b]} .

A integral superior de f é dada por∫ b

a
f(x) dx := c inf {S(f : P ) : P é partição de [a, b]} .
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Teorema A.2. Quando se refina uma partição, a soma inferior não
diminui e a superior não aumenta. Ou seja, P ⊆ Q ⇒ s(f : P ) ≤
s(f : Q) e S(f : Q) ≤ S(f : P ).

Demonstração. Provemos para o caso em que Q refina P pelo acrés-
cimo de um ponto. Sejam P e Q partições tais que Q = P ∪ {tx},
assim as somas inferiores relativas a P e Q são dadas por

s(f : P ) = m1(t1−t0) + ...+mr(tr − tr−1) + ...+mn(tn − tn−1).
s(f : Q) =m1(t1 − t0) + ...+mx(tx − tr−1)

+mrx(tr − tx) + ...+mn(tn − tn−1).

Note que mr ≤ mx e mr ≤ mrx. Queremos provar que
s(f : P ) ≤ s(f : Q). De fato, basta verificar que

s(f : Q)−s(f : P ) = (mx−mr)(tx−tr−1)+(mrx−mr)(tr−tx) ≥ 0.

Para obter o caso geral onde Q refina P pelo acréscimo
de k pontos, basta utilizar este resultado k vezes. Analogamente é
provado para somas superiores. �

Corolário A.3. Sejam P,Q partições de [a, b] e f : [a, b] → R
limitada. Então s(f : P ) ≤ S(f : Q).

Demonstração. Tome a partição T = P ∪Q, temos que s(f : T ) ≤
S(f : T ) e como T refina P e Q pelo Teorema A.2, segue que

s(f : P ) ≤ s(f : T ) ≤ S(f : T ) ≤ S(f : Q).

�

Corolário A.4. Dada f : [a, b] → R, se m ≤ f(x) ≤ M para todo
x ∈ [a, b], então

m(b− a) ≤
∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
f(x) dx ≤M(b− a).

Demonstração. combinando as definições de integral inferior com
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soma inferior, obtemos m(b − a) ≤
∫ b

a
f(x) dx. De mesma forma,

prova-se que
∫ b

a
f(x) dx ≤M(b− a).

Como consequência do Corolário A.4, temos que sup s(f :

P ) ≤ inf S(f : Q) assim,
∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
f(x) dx. �

Nete trabalho, assumiremos como verdadeiro o seguinte re-
sultado.

Lema A.5. Dados A ⊂ B conjuntos limitados de números reais. Se
para cada b ∈ B existe a ∈ A tal que a ≤ b, então inf A = inf B.

Corolário A.6. Sejam P e P0 partições de [a, b]. Se P0 ⊆ P , então

inf {S(f : P ) : P} = inf{S(f : P0) : P0} e

sup {s(f : P ) : P} = sup{s(f : P0) : P0} .

Demonstração. Provemos que o resultado é válido para as somas
superiores. Considere A = {S(f : P ) : P é partição de [a, b]comP0 ⊆
P} e B = {S(f : P ) : P é partição de [a, b]}. Seja b = S(f : P ) ∈ B,
tome T = P ∪ P0, como T refina P0, segue que S(f : T ) ∈ A. Pelo
Teorema A.2, temos que b = S(f : P ) ≥ S(f : T ) = a, portanto
pelo Lema A.5 inf A = inf B.

De forma análoga prova-se o resultado para as somas inferi-
ores. �

A.3 A INTEGRAL DE RIEMANN

Definição A.5. Seja f : [a, b] → R uma função limitada. Dizemos
que f é Riemann integrável quando suas integrais inferiores e su-
periores são iguais. Este valor chama-se integral de Riemann de f
relativa ao intervalo [a, b]. Utilizamos a notação:∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx



A.3. A integral de Riemann 67

Geometricamente quando f(x) ≥ 0 para todo x ∈ [a, b],∫ b

a
f(x)dx é a área delimitada pelo gráfico de f e pelas retas y = 0,

x = a e x = b.

Observação A.3. As integrais inferiores e superiores podem ser
diferentes.

Exemplo A.1. Sejam Q ∩ [0, 1] = {xn}n∈N, P uma partição qual-
quer de [0, 1] e f : [0, 1]→ R definida por

f(x) =
{

1, se x ∈ {xn}n∈N
0, se x ∈ [0, 1]\{xn}n∈N

Como P é uma partição de [0, 1], possui números racionais
e não racionais. Então, m1 = 0 e Mi = 1, para i = 1, ..., n, daí
s(f : P ) = 0 e S(f : P ) = (1 − 0) = 1 para toda partição P do

intervalo [0, 1]. Logo
∫ 1

0
f(x) dx = 0 6= 1 =

∫ 1

0
f(x) dx. Portanto,∫ 1

0
f(x)dx não existe.

Proposição A.7. Toda função constante é integrável.

Demonstração. Seja f : [a, b] → R tal que f(x) = c, com c ∈ R.
Dada uma partição P qualquer, temos mi = c = Mi, daí s(f : P ) =
c(b−a) = S(f : P ). Portanto, as integrais superiores e inferiores são
iguais, logo existe a integral de Reimann. �

Teorema A.8. (Condição imediata de integradilidade) Seja
f : [a, b]→ R limitada. As seguintes afirmações são satisfeitas:

1. f é integrável;

2. Para todo ε > 0, existem partições P , Q tais que S(f : Q) −
s(f : P ) < ε;

3. Para todo ε > 0, existe uma partição P = {t0, ..., tn} de [a, b]
tal que S(f : P )− s(f : P ) =

∑n
i=1 ωi(ti − ti−1) < ε.
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Demonstração. Sejam A o conjunto das somas inferiores e B o con-
junto das somas superiores de f . Já vimos que para todo a ∈ A

e b ∈ B, a ≤ b. Supondo o item 1, obtemos sup A = inf B, mas
sup A = inf B ⇔ para todo ε > 0 existam a ∈ A e b ∈ B com
b− a < ε, o que prova o item 2.

Suponha agora o item 2, então para todo ε > 0. Existem
partições P1 e P2 de [a, b] tal que S(f : P1) − s(f : P2) < ε. Seja
P = P1 ∪ P2, daí, P ⊆ P1 e P ⊆ P2. Note que S(f : P ) < S(f : P1)
e s(f : P2) < s(f : P ), então −s(f : P2) > −s(f : P ) e ainda,
S(f : P )− s(f : P ) < S(f : P1)− s(f : P2) < ε.

Por fim, supondo o item 3 obtemos uma partição P de [a, b]
tal que S(f : P ) − s(f : P ) < ε, para toda S(f : P ) ∈ A =
{S(f : P ) : P é partição de [a, b]} e s(f : P ) ∈ B = {s(f : P ) : P
é partição de [a, b]}. Dado ε > 0, para todo a ∈ A e b ∈ B a− b < ε

logo supB = inf A. Ou seja, a integral inferior é igual a integral
superior, portanto f é integrável. �

Exemplo A.2. Seja f : [a, b] → R definida por f(x) = c, tal que

c ∈ [a, b] e f(a) = A. f é integrável, com
∫ b

a
f(x)dx = c(b− a).

Sem perda de generalidade, fixamos c < A. Seja P uma
partição de [a, b], temos que m1 = c,M1 = A e mi = Mi = c para
i = 2, 3, ..., n e assim

S(f : P )− s(f : P ) =
n∑
i=1

Mi(ti − ti−1)−
n∑
i=1

mi(ti − ti−1)

= A(t1 − t0) +
n∑
i=2

c(ti − ti−1)− c(t1 − t0)

−
n∑
i=2

c(ti − ti−1) = (A− c)(t1 − t0)

Dado ε > 0, tomamos P com t1 − to <
ε

A− c
, muiltiplicando por

A−c em ambos os lados, obtemos S(f : P )−s(f : P ) < ε. Portanto,
pelo Teorema A.8, f é integrável e ainda,∫ b

a
f(x) dx = c(b− a) =

∫ b

a
f(x)dx .
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A.4 PROPRIEDADES DA INTEGRAL

Teorema A.9. Seja a < c < b. A função limitada f : [a, b] →
R é integrável se, e somente se, as restrições f |[a, c] e f |[c, b] são

integráveis, e
∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx.

Demonstração. Como f é integrável, suas integrais inferiores e su-
periores são iguais. Sejam A e B os conjuntos das somas inferiores
de f |[a, c] e f |[c, b], respectivamente. É evidente que

A+B = {s(f : P ) : P é partição de [a, b] que contém c} .

Assim, temos que
∫ b

a
f(x) dx = sup(A + B) = supA + supB =∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx.

De mesma forma, obtemos o resultado para as integrais su-
periores, e assim, obtemos

∫ b

a
f(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx =

[ ∫ c

a
f(x) dx−

∫ c

a
f(x) dx

]
+
[ ∫ b

c
f(x) dx−

∫ b

c
f(x) dx

]
= 0.

Note que temos uma soma de termos não negativos igual a
zero, logo os termos são nulos, assim, as funções f |[a, c] e f |[c, b] são
integráveis. De forma análoga prova-se a recíproca. �

Definição A.6. Uma função f : [a, b] → R é uma escada, quando
existem uma partição P = {t0, ..., tn} de [a, b] e números reais ci
tais que f(x) = ci, quando ti−1 < x < ti.

Proposição A.10. Toda função escada é integrável e
∫ b

a
f(x)dx =

n∑
i=1

ci(ti − ti−1).
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Demonstração. Temos que
∫ b

a
f(x) dx = sup{s(f : P ) : P é parti-

ção de [a, b]}, e ainda como f é escada,

s(f : P ) =
n∑
i=1

mi(ti − ti−1) =
n∑
i=1

ci(ti − ti−1) (A.1)

Por outro lado,
∫ b

a
f(x) dx = inf{S(f : P ) : P é partição de [a, b]},

com

S(f : P ) =
n∑
i=1

Mi(ti − ti−1) =
n∑
i=1

ci(ti − ti−1) (A.2)

Analisando A.1 A.2, obtemos que f é integrável e
∫ b

a
f(x)dx =

n∑
i=1

ci(ti − ti−1). �

Teorema A.11. Sejam f : [a, b] → R e g : [a, b] → R funções
integráveis, então f + g : [a, b]→ R é integrável e∫ b

a
[f(x) + g(x)]dx =

∫ b

a
f(x)dx+

∫ b

a
g(x)dx .

Demonstração. Sejam P partição de [a, b], m′i, mi′′i e mi respectiva-
mente os ínfimos de f , g, f + g, no i-ésimo intervalo de P . Como
inf(f) + inf(g) ≤ inf(f + g), temos que, m′i + mi′′i ≤ mi e assim,

m′i(ti− ti−1) +mi′′i (ti− ti−1) ≤ mi(ti− ti−1) daí
n∑
i=1

m′i(ti− ti−1) +
n∑
i=1

mi′′i (ti − ti−1) ≤
n∑
i=1

mi(ti − ti−1) .

Tome P,Q partições de [a, b], temos que P ∪Q refina P e Q
logo s(f : P ) + s(g : Q) ≤ s(f : P ∪Q) + s(g : P ∪Q) ≤ s(f + g : P ),
então ∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
g(x) dx ≤

∫ b

a
f(x) + g(x) dx .
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De mesma forma obtem-se as seguintes desigualdades para
somas superiores∫ b

a
f(x) + g(x) dx ≥

∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
g(x) dx .

Mas como f e g são integráveis, temos que∫ b

a
f(x) + g(x) dx =

∫ b

a
f(x) + g(x) dx =

∫ b

a
f(x) + g(x)dx .

�

Teorema A.12. Sejam f : [a, b] → R e g : [a, b] → R funções inte-

gráveis e c ∈ R, então f · g : [a, b]→ R é integrável e
∫ b

a
cf(x)dx =

c ·
∫ b

a
f(x)dx.

Demonstração. Mostremos que f · g é mensurável. Seja k > 0 tal
que |f(x)| ≤ k e |g(x)| ≤ k. Dado ε > 0, existem partições P1 e P2

tais que S(f : P1)− s(f : P1) < ε

2k e S(g : P2)− s(g : P2) < ε

2k .

Seja P = P1 ∪ P2, temos que

n∑
i=1

ω′i(ti− ti−1) := S(f : P )−s(f : P ) ≤ S(f : P1)−s(f : P1) < ε

2k

n∑
i=1

ω′′i (ti− ti−1) := S(g : P )− s(g : P ) ≤ S(g : P2)− s(g : P2) < ε

2k

Dada a partição P sejam

ω′i := M ′i −m′i , ω′′i := M ′′i −m′′i e ωi := Mi −mi

em queM ′i := sup(f) , m′i := inf(f) , M ′′i := sup(g) ,

m′′i := inf(g) , Mi := sup(f.g) , mi := inf(f.g)
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no i-ésimo intervalo [ti−1, ti]. Para todo x, y ∈ [ti−1, ti], tem-se

|(f.g)(y)− (f.g)(x)| ≤ |f(y)g(y)− f(x)g(y)|
+ |f(x)g(y)− f(x)g(x)|
= |g(y)||f(y)− f(x)|+ |f(x)||g(y)− g(x)|
≤ k|[f(y)− f(x)]|+ k|[g(y)− g(x)|
≤ kω′i + kω′′i = k(ω′i + ω′′i )

Então, ωi ≤ k(ω′i + ω′′i ), e assim,
n∑
i=1

ωi(ti − ti−i) ≤ k
[
n∑
i=1

ω′i(ti − ti−i) +
n∑
i=1

ω′′i (ti − ti−i)
]
< ε .

Portanto f.g é integrável.

Mostremos agora que
∫ b

a
cf(x)dx = c ·

∫ b

a
f(x)dx. De fato,

seja f integrável e g(x) = c, com c ∈ R, como g é uma função
consatante é integrável. Suponha c < 0, temos que s(cf : P ) =
cS(f : P ), daí,∫ b

a
cf(x)dx =

∫ b

a
cf(x) dx

= sup{s(cf : P ) : P é partição de [a, b]}
= sup {c S(f : P ) : P é partição de [a, b]}
= c inf {S(f : P ) : P é partição de [a, b]}

= c

∫ b

a
f(x) dx = c

∫ b

a
f(x)dx .

Supondo c ≤ 0 a demonstração é análoga. Portanto c · f é

integrável e
∫ b

a
cf(x)dx = c ·

∫ b

a
f(x)dx. �

Teorema A.13. Sejam f : [a, b] → R e g : [a, b] → R funções

integráveis. Se 0 < k ≤ g(x) para todo x ∈ [a, b], então f
g

: [a, b]→ R
é integrável.

Demonstração. Como
f

g
= f · 1

g
, basta provar que

1
g

é integrável.

Temos que g é integrável e 0 < k ≤ |g(x)| para todo x ∈ [a, b]. Sejam
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ωi e ω′i as oscilações de g e
1
g
, respectivamente no i-ésimo intervalo

de uma partição P . Note que se k ≤ |g(x)|, então 1
|g(x)| ≤

1
k
.

Como g é integrável para todo η > 0 existe uma partição P
tal que S(g : P ) − s(g : P ) < η, considerando η = εk2, temos que

S(g : P ) − s(g : P ) =
n∑
i=1

ωi(ti − ti−1) < η = εk2. Por outro lado

para quaisquer x, y no i-ésimo intervalo de P , tem-se | 1
g(y)−

1
g(x) | =

|g(x)− g(y)|
|g(y)g(x)| ≤

ωi
k2 . Então ωi ≤

ωi
k2 , e ainda

n∑
i=1

ω′i(ti − ti−1) < ε.

Portanto
1
g
é integrável. �

Teorema A.14. Sejam f : [a, b] → R e g : [a, b] → R funções

integráveis. Se f(x) ≤ g(x) para todo x ∈ [a, b], então
∫ b

a
f(x)dx ≤∫ b

a
g(x)dx.

Demonstração. Sejam Ai = {f(x) : x ∈ [ti−1, ti]}e Bi = {g(x) : x ∈
[ti−1, ti]}. Quando a ∈ Ai, b ∈ Bi e a ≤ b então supAi ≤ inf Bi.
Como inf Ai ≤ supAi segue que inf Ai ≤ inf Bi.

Sejam mi = inf Ai e m′i = inf Bi, mi ≤ m′i então mi(ti −

ti−1) ≤ m′i(ti − ti−1) e assim,
n∑
i=1

mi(ti − ti−1) ≤
n∑
i=1

m′i(ti − ti−1)

ou seja s(f : P ) ≤ s(g : P ). Note que
∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx e

como f e g são integráveis, temos que
∫ b

a
f(x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dx. �

Teorema A.15. Seja f : [a, b]→ R integravel, então |f | é integrável

e

∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(x)|dx.

Demonstração. Sejam ωi := sup {|f(y)− f(x)| : x, y ∈ [ti−1, ti]} e
ω′i := sup {||f(y)| − |f(x)|| : x, y ∈ [ti−1, ti]} respectivamente, as
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oscilações de f e |f | no i-ésimo intervalo de uma partição. Temos
que ||f(y)|−|f(x)|| ≤ |f(y)−f(x)| ≤ ωi, assim, ||f(y)|−|f(x)|| ≤ ωi
para todos x, y ∈ [ti−1, ti]. Então ω′i ≤ ωi.

Dados ε < 0 e P uma partição de [a, b], como f é integrável,

temos que S(f : P )−s(f : P ) =
n∑
i=1

ωi(ti−ti−1) < ε. Note que como

S(|f | : P ) − s(|f | : P ) =
n∑
i=1

ω′i(ti − ti−1) ≤
n∑
i=1

ωi(ti − ti−1) < ε,

segue que |f | é integrável.

Dada a desigualdade −|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|, basta inte-

grar em ambos os lados para obter

∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(x)|dx. �

Observação A.4. Pode acontecer da função |f | ser integrável, po-
rém a função f não ser integrável.

Corolário A.16. Se f : [a, b] → R é integrável e |f(x)| ≤ k, para

todo x ∈ [a, b] então
∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ k(b− a).

Demonstração. Utilizando o Teorema A.11, temos que∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(x)|dx ≤

∫ b

a
kdx ≤ K

∫ b

a
dx = k(b− a).

�

Corolário A.17. Se f : [a, b] → R é integrável tal que f(x) ≥ 0

para todo x ∈ [a, b], então
∫ b

a
f(x)dx ≥ 0.

Demonstração. Tome g(x) : [a, b] → R tal que g(x) = 0 para todo
x ∈ [a, b], como f(x) ≥ g(x) para todo x ∈ [a, b], resulta do Teorema

A.14 que
∫ b

a
f(x)dx ≥

∫ b

a
g(x)dx =

∫ b

a
0dx = 0. �

Observação A.5. É possível ter f(x) ≥ 0 para todo x ∈ [a, b], com
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∫ b

a
f(x)dx = 0 sem que f seja identidamente nula. Tome f(x) = 1

em uma quantidade finita de pontos e f(x) = 0 fora deste conjunto
finito.

Observação A.6. Se f é contínua e f(x) ≥ 0, a única forma de∫ b

a
f(x)dx = 0 é f sendo identicamente nula.

Teorema A.18. Se uma sequência de funções integráveis fn : [a, b]→
R converge uniformemente para f : [a, b]→ R, então f é integrável
e ∫ b

a
f(x)dx = lim

n→∞

∫ b

a
fn(x)dx

Com os próximos exemplos, observe que o teorema pode não
ser válido quando a convergência não é uniforme.

Exemplo A.3. Sejam Q ∩ [0, 1] = {xn}n∈N e para cada n ∈ N,
sejam fn : [0, 1]→ R definida por

fn(x) =
{

1, se x ∈ {x1, ..., xn}
0, se x ∈ [0, 1]\{x1, ..., xn}

e f : [0, 1]→ R definida por

f(x) =
{

1, se x ∈ {xn}n∈N
0, se x ∈ [0, 1]\{xn}n∈N

Temos que fn é integrável para cada n ∈ N e limn→∞ fn(x) =
f(x) para todo x ∈ [0, 1], mas f não é integrável.

Exemplo A.4. Sejam para cada n ∈ N, fn : [0, 1] → R a função
definida por

fn(x) =
{

(n+ 1)xn, se 0 ≤ x < 1
1, se x = 1

e f : [0, 1]→ R função definida por

f(x) =
{

0, se 0 ≤ x < 1
1, se x = 1
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Temos que fn é integrável para cada n ∈ N, limn→∞ fn(x) =
f(x)para todo x ∈ [0, 1], f é integrável e

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x)dx = 1 6= 0 =

∫ 1

0
f(x)dx

A.5 CONDIÇÕES DE INTEGRABILIDADE

Proposição A.19. Toda função contínua f : [a, b]→ R é integrável.

Demonstração. Dado ε > 0, pela continuidade uniforme de f em
[a, b], segue que existe δ > 0, tal que para todos x, y ∈ [a, b], se
|y − x| < δ, então |f(y)− f(x)| < ε

b− a
. Considere P uma partição

de [a, b] com |ti−1 − ti| < δ. Note que em todo intervalo [ti−1, ti]
existe xi, yi com mi = f(xi) e Mi = f(yi), daí, ωi = |f(yi) −

f(xi)| = f(yi)− f(xi) <
ε

b− a
, então ωi(ti − ti−1) < ε(ti − ti−1)

b− a
, e

ainda,
n∑
i=1

ωi(ti − ti−1) <
n∑
i=1

ε(ti − ti−1)
b− a

= ε

b− a

n∑
i=1

(ti − ti−1) = ε.

Portanto f é integrável. �

Proposição A.20. Toda função monótona f : [a, b]→ R é integrá-
vel.

Demonstração. Sem perda de generalidade, tomamos f uma função
não-decrescente. Dado ε > 0, seja P uma partição de [a, b] tal que

|ti − ti−1| <
ε

f(b)− f(a) para todo i = 1, ..., n. Então
n∑
i=1

ωi(ti −

ti−1) <
n∑
i=1

εωi
1

f(b)− f(a) = ε

f(b)− f(a)

n∑
i=1

ωi = ε. �
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Definição B.1. Seja V um espaço vetorial, então a função N : V →
R é uma norma para V , quando satisfaz

1. N(v) ≥ 0 para todo v ∈ V ;

2. N(v) = 0⇔ v = 0;

3. N(αv) = |α|N(v) para todo v ∈ V e α ∈ R;

4. N(u+ v) ≤ N(u) +N(v) para todo u, v ∈ V .

Se tirarmos o item 2, a função N é dita uma semi-norma
ou uma pseudo norma para V . Um espaço vetorial normado é um
espaço vetorial V com uma norma definida sobre ele.

Exemplo B.1. A função Módulo é uma norma para os números
reais.

1. Supondo x ≥ 0, então f(x) = x ≥ 0. Supondo x < 0,
então f(x) = −x > 0.

2. Temos que x 6= 0 ou x > 0 ou x < 0. Se x < 0, temos
que f(x) = −x 6= 0. Suponha x > 0, f(x) = x 6= 0. Logo, f(x) 6=
0 ∀x 6= 0. Pela definição da função f , f(0) = 0.

3. Tome α ∈ R, então α > 0, α < 0 ou α = 0. Suponha α =
0, entao f(αx) = f(0) = 0 = 0f(x). Suponha α < 0, se x < 0, então
αx > 0 e asim, f(αx) = αx = −α(−x) = |α|f(x). Suponha α > 0,
se x < 0, então αx > 0, logo f(αx) = −(αx) = α(−x) = |α|f(x).
De forma análoga prova-se que para x > 0.

4. Dados x, y ∈ R, temos que x + y > 0, x + y < 0 ou
x + y = 0. Supoha x + y = 0, f(x + y) = f(0) = 0 ≤ f(x) ≤
f(x) + f(y). Suponha x + y ≥ 0, então de x ≤ f(x) e y ≤ f(y),
obtemos x+ y ≤ f(x) + f(y), então f(x+ y) = x+ y ≤ f(x) + f(y).
Suponha x + y < 0, então de −x ≤ f(x) e −y ≤ f(y). Assim,
−(x+ y) ≤ f(x) + f(y), daí f(x+ y) = −(x+ y) ≤ f(x) + f(y).
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Teorema B.1. (Desigualdade de Holder) Sejam p, q ∈ R, tais
que 1 < p, q < +∞ e

1
p

+ 1
q

= 1. Sejam xi, yi sequências de números

reais, temos que

n∑
i=1
|xiyi| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
i=1
|xi|p

) 1
p

·
(

n∑
i=1
|yi|q

) 1
q

.

Demonstração. Sejam aj = |xi|p∑
|xi|p

, bj = |yi|q∑
|yi|q

, α = 1
p
e β = 1

q
,

daí aαbβ ≤ α · a+ β · b. Então,

|xi|
(
∑
|xi|p)

1
p

· |yi|
(
∑
|yi|q)

1
q

≤ 1
p

· |xi|
p∑
|xi|p

+ 1
q

· |yi|
q∑
|yi|q

∑
|xiyi|

(
∑
|xi|p)

1
p (
∑
|yi|q)

1
q

≤ 1
p

·
∑
|xi|p∑
|xi|p

+ 1
q

·
∑
|yi|q∑
|yi|q

1
(
∑
|xi|p)

1
p (
∑
|yi|q)

1
q

·
∑
|xiyi| ≤

1
p

+ 1
q

= 1

∑
|xiyi| ≤

(∑
|xi|p

) 1
p ·
(∑

|yi|q
) 1

q
.

�

Teorema B.2. (Desigualdade de Minkowski) Seja p ∈ [1,+∞],
então para todos x = (x1, ..., xn) e y = (y1, ..., yn), temos que(

n∑
i=1
|xi + yi|p

) 1
p

≤
(

n∑
i=1
|xi|p

) 1
p

+
(

n∑
i=1
|yi|p

) 1
p

.

Demonstração.∑
|xi + yi|p =

∑(
|xi + yi||xi + yi|p−1

)
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≤
∑

[(|xi|+ |yi|) · |xi + yi|]

=
∑(

|xi||xi + yi|p−1
)

+
∑(

|yi||xi + yi|p−1
)

≤
(∑

|xi|p
) 1

p
(∑

|xi + yi|q·(p−1)
) 1

q

+
(∑

|yi|p
) 1

p
(∑

|xi + yi|q·(p−1)
) 1

q

=
[(∑

|xi|p
) 1

p +
(∑

|yi|p
) 1

p

] (∑
|xi + xi|p

) 1
q

≤
(∑

|xi|p
) 1

p +
(∑

|yi|p
) 1

p
.

�

Exemplo B.2. As seguintes funções definem uma norma sobre Rn.

Np(u1, ..., un) = (|u1|p + ...+ |un|p)
1
p , para p ≥ 1

N∞(u1, ..., un) = sup{|u1|, ..., |un|}

Provemos que N∞ é uma norma para Rn.

1. Note que 0 ≤ |up| ≤ sup{|u1|, ..., |un|} para todo p =
1, ..., n.

2. Como sup{|u1|, ..., |un|} = 0, então 0 ≥ |up|, para to-
do p = 1, ..., n. Por outro lado, |up| ≥ 0, logo |up| = 0. Portan-
to, (u1, ..., un) = (0, ..., 0). Recíprocamente, tomando N∞(0, ..., 0) =
sup{0, ..., 0} = 0.

3. Note que N∞(αu1, ..., αun) = sup{|αu1|, ..., |n|} = sup
{|α|· |u1|, ..., |α|· |un|} = |α|·sup{|u1|, ..., |un|} = |α|·N∞(u1, ..., un).

4. Note que N∞[(u1, ..., un) + (v1, ..., vn)] = N∞(u1 + v1, ...,

un + vn) = sup{|u1 + v1|, ..., |un + vn|} ≤ sup{|u1|, ..., |vn|} + sup
{|v1|, ..., |vn|} = N∞(u1, ..., un).

Provemos que Np é uma norma para Rn.

1. Note que 0 ≤ |u1| implica em 0 ≤ |u1|p e assim

Np(u1, ..., un) = (|u1|p + ...+ |un|p)
1
p , para p ≥ 1 .
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2. Tome Np(0, ..., 0) = (|0|p+ ...+ |0|)p = (0, ..., 0)
1
p = 0

1
p =

0. Reciprocamente, seja (|u1|p + ... + |un|p)
1
p = 0 então 0 ≤ |ui| =

(|ui|p)
1
p < (

∑
|ui|p)

1
p = 0.

3. Note que Np(αu1 + ...+αun) = (|αu1|p + ...+ |αun|p) =
(|α|p · |u1|p + ... + |α|p · |un|p)

1
p = |α|(|u1|p + ... + |un|p)

1
p = |α|

Np(u1, ..., un).

4. Direto da Desigualdade de Minkowski (Teorema B.2).

Exemplo B.3. O espaço vetorial l1 de todas as sequências de nú-
meros reais u = u1, tal que, N1(u) =

∑
|un| < +∞ é um espaço

linear normado.

Exemplo B.4. A coleção de todas as sequências de números reais
definidas em um conjunto X infinito, mas a coleção B(X) de todas
as funções limitadas definidas em X é normado por

N(f) = sup{|f(x)| : x ∈ X} .

Em particular, o espaço vetorial das funções contínuas em X = [a, b]
é normado.

Os exemplos anteriores forman normas adequadas sobre es-
paços vetoriais. A seguir, veremos alguns exemplos de simi-normas
definidas em espaços veotriais.

Exemplo B.5. No espaço Rn, considere a semi-norma

N0 = (u1, ..., un) = sup{|u2|, ..., |un|} .

Aqui, N0(u1, ..., un) = 0⇔ u2 = ... = un = 0.

Exemplo B.6. No espaço vetorial C [0, 1] de funções contínuas f :
[0, 1]→ R, defini-se a semi-norma

N0(f) = sup
{
|f(x)| : o ≤ x ≤ 1

2

}
.

Aqui, N0(f) = 0⇔ f(x) tende a 0 ≤ x ≤ 1
2 .
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Exemplo B.7. No espaço vetorial de funções f : [a, b] → R com
derivadas contínuas, considere a semi-norma

N0(f) = sup{|f ′(x)| : a ≤ x ≤ b} .

Aqui, N0(f) = 0⇔ f é contínua em [a, b].

Definição B.2. Seja (X,σ(X), µ) um espaço de medida. Se f ∈
L(X,σ(X), µ) definimos

∫
Nµ(f) =

∫
|f |dµ.

Lema B.3. O espaço L(X,σ(X), µ) é um espaço vetorial quando
definimos para todo x ∈ X as operações

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(αf)(x) = αf(x)
Temos que Nµ é uma semi-norma para L(X,σ(X), µ). Além disso
Nµ(f) = 0⇔ f(x) = 0 q.t.p. x ∈ X.

Demonstração. De forma análoga ao Teorema 5.4, mostramos que
L = L(X,σ(X), µ) é um espaço vetorial com as operações definidas
a cima.

Provemos agora que Nµ é uma semi-norma.

1. Nµ(f) ≥ 0 para f ∈ L.

2. Temos que f ∈M+, logo, pelo Corolário 4.9, que f(x) =
0 q.t.p.⇔

∫
f(x)dµ = 0.

3. Nµ(αf) =
∫
|αf |dµ ≤

∫
|α|
∫
|f |dµ = |α|Nµ(f).

4. Segue da Desigualdade Triângular que

Nµ(f + g) =
∫
|f + g|dµ ≤

∫
(|f |+ |g|)dµ

=
∫
|f |dµ+

∫
|g|dµ = Nµ(f) +Nµ(g) .

�
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Na tentativa de encontrar uma norma para o espaço vetorial
L(X,σ(X), µ), identificaremos duas funções que são iguais em quase
toda parte, isto é, usaremos classes de funções ao invés de funções.

Definição B.3. Sejam f, g ∈ L = L(X,σ(X), µ). Dizemos que f e
g são equivalentes se elas são iguais em quase todo ponto.

Definição B.4. A classe de equivalência determinada por f ∈ L é
denotada por [L] e consiste no conjunto de todas as funções perten-
centes a L que se equivalem a f .

Definição B.5. O espaço de Lebesgue L1 = L1(X,σ(X), µ) consis-
te em toda classe de equivalência em L. Se [f ] ∈ L1, definimos a sua

norma por ‖[f ]‖1 =
∫
|f |dµ.

Teorema B.4. O espaço de Lebesgue L1(X,σ(X), µ) é um espaço
linear normado.

Demonstração. Note que L1 é espaço vetorial.

Provemos que ‖[f ]‖1 é uma norma para L1.

1. ‖[f ]‖1 =
∫
|f |dµ, como |f | ≥ 0, então

∫
|f |dµ ≥

∫
0dµ =

0.

2. ‖[f ]‖1 = 0, então
∫
|f |dµ = 0, como |f(x)| ≥ 0, temos

que |f(x)| ∈ M+ e pelo Corolário 4.9,
∫
|f |dµ = 0 ⇔ f(x) = 0

q.t.p.. Portanto [f ] = [0].

3., 4. Análogo ao Lema B.3. �
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