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RESUMO

Este trabalho apresenta uma introdugao & Teoria da Medida e In-
tegragao, proposta por Henri Léon Lebesgue. Estudamos conceitos,
propriedades e resultados importantes relacionados a esta teoria. En-
tre outras coisas, este trabalho apresenta ainda um breve estudo
sobre a Teoria de Integragao proposta por Bernhard Riemann, con-
templa a comparacao de resultados e propriedades entre as duas
teorias verificando qual delas possui mais vantagens em termos de
propriedades e gama de fungdes a serem integraveis.

Palavras-chaves: Medida. Integracao. Integral de Lebesgue. Inte-
gral de Riemann.






ABSTRACT

This monography presents an introduction to Measure Theory and
Integration, proposed by Henri Léon Lebesgue. We study
important concepts, properties and results related to this theory.
This work also presents a brief study about the Integration Theory
proposed by Bernhard Riemman, comparing both theories and
verifying which one has more advantages in terms or properties
and range of integrable functions.

Keywords: Measure. Integration. Integral of Lebesgue. Integral of
Riemann.
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1 INTRODUCAO

A teoria de integragado, desenvolvida ao longo de anos, inici-
almente era mais preocupada com aplicagdbes mecanicas da integral
e com o passar do tempo a teoria desenvolveu-se com o estudo de
condigoes para uma fungao ser dita integravel.

Foram desenvolvidas algumas teorias que geralmente eram
compostas por defini¢oes e resultados que permitiam a integracao de
uma nova classe de fungoes. Todos esses esforcos levaram a chamada
teoria classica de integracao, proposta por Bernhard Riemann em
1854.

A teoria de integragao de Riemann foi o primeiro objeto de
estudo para este trabalho, que ocorreu durante minha iniciacao ci-
entifica. Neste estudo, utilizamos [3] como referéncia principal e [4]
como referéncia secundaria. Estudamos a Integral de Riemann nos
olhares da Anélise, o que seria a continuagao da disciplina Introdu-
¢ao a Analise Real de minha graduagao. Este estudo foi sitematizado
e ¢ apresentado no Apéndice A deste trabalho.

Em 1902, Henri Léon Lebesgue publicou sua tese de dou-
torado intitulada “Integral, medida e area”. Sua tese tratava de um
novo método de integragdo que abrange mais fungoes que a integral
de Riemann.

Para o estudo da Integral de Lebesgue, objetivo principal
deste trabalho, utilizamos a referéncia [1]. Por tratar-se de uma re-
feréncia escrita na lingua inglesa, realizamos a tradugao de parte
do livro, verificamos e refazemos as demonstragoes cuidadosamente.
Esse estudo foi sistematizado e encontra-se nos capitulos 2, 3,4 e 5
deste trabalho.

Visto que a defini¢do da Integral de Lebesgue é algo bastan-
te construtivo, nos capitulos 2 e 3 introduzimos algumas definigoes
e resultados importantes que servem de alicerce para as definigoes
de integral que apresentamos nos dois capitulos seguintes. Especifi-
camente, nos capitulos 4 e 5 definimos integral, estudamos proprie-
dades e enunciamos e provamos os principais resultados relativos a
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esta teoria.

Em Matemaética, é natural questionar se um conjunto de
funcdes em questdo € um espacgo normado. No Apéndice B deste
trabalho, tratamos sobre o espaco L1, que é um espa¢o normado
construido a partir do conjunto das fungoes Lebesgue integraveis

As demonstragoes foram realizadas "passo a passo", na ten-
tativa de deixar o trabalho auto contido e com o minimo de pré
requisitos; porém, se faz necessério um conhecimento prévio sobre
Analise Real. Para o leitor interessado, sugere-se as referencias [3] e

[4].



2 FUNCOES MENSURAVEIS

A definicdo da Integral de Lebesgue é bastante construtiva,
neste capitulo definiremos e verificaremos propriedades que sao fun-
damentais para defirmos a integral. Porém, a definicdo da Integral
de Lebesgue sera apresentada apenas nos Capitulos 4 e 5.

Definigao 2.1. Uma familia 0(X) de subconjuntos do conjunto X
¢ dita o-algebra quando satisfaz:

1. 0,X € o(X);
2. Dado A € o(X), o complementar X\ A € o(X);

3. Dada uma sequéncia (A,) de conjuntos em o(X), a unido

U A, € o(X).

neN

Neste caso, o par (X,0(X)) é chamado de espago mensura-
vel e todo conjunto A € o(X) é chamado conjunto mensuravel. Por
simplicidade, quando a o-algebra de X esté fixada, o conjunto sera
chamado mensurével.

Exemplo 2.1. Seja X um conjunto qualquer. Se o(X) é o conjunto
P(X) das partes de X, entdo o(X) é uma o-algebra. De fato, é
evidente que (), X € #(X). Além disso, dado arbitrariamente A €
P(X), é imediato que X\ A € Z(X). Por fim, dada uma sequéncia
(A,) em Z(X), temos que A,, C X para todo n € N e portanto
U A, C X, ou seja, U A, € Z(X).

neN neN

Exemplo 2.2. Seja X = N. Temos que o conjunto
o(X)=10,{1,3,5,...},{2,4,6,...}, X}
é uma o-algebra.

Exemplo 2.3. Seja (01(X)),,, uma familia qualquer de o-algebras

de X. Temos que ﬂ ox(X) é uma o-algebra de X. De fato, é evi-
AEL

dente que X,0 € ﬂ ox(X). Além disso, dado A € ﬂ ox(X), é
AEL AEL
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imediato que X\ A € ﬂ oA(X). Por fim, dada uma sequéncia (4,,)
AeL

em ﬂ ox(X), temos que U A, € ﬂ ox(X).

A€EL neN AEL

Proposigao 2.1. Se 7 € uma colegdo nédo vazia de subconjuntos de
X, entao existe uma o-dlgebra o(X;7) de X que satisfaz as sequintes
propriedades:

1. T Co(X;1);

2. Se 0(X) € uma o-dlgebra de X tal que T C o(X), entao
o(X;7) Co(X).

Demonstragao. Seja (ox(X))rer a familia das o-algebras de X que
contém 7. Temos que esta familia é ndo vazia, pois Z(X) é uma
o-algebra de X que contém 7. Considerando o(X;7) := ﬂ oA(X),

AeL
temos que o(X;7) é uma o-algebra de X que evidentemente satisfaz

as propriedades 1 e 2.

Definigao 2.2. A o-algebra o(R;7), em que 7 = {(a,b) : a,b € R},
¢ denominada algebra de Borel e denotada por B. Um conjunto
A C R é dito um conjunto de Borel se A € B.

Observagao 2.1. Uma fungdo f: X — R ¢é dita Borel mensuravel
quando X =R e o(X) = B.

No que segue, vamos denotar por R o conjunto dos niimeros
reais estendidos, ou seja, R := R U {—o0, +00}.

Exemplo 2.4. Seja X = R o conjunto dos ntimeros reais estendidos
e consideremos

E, :={FU{-x} : E € B},
Ey:={FEU{4+x} : E€B}e

Es:={EU{—-00,+} : E € B},
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em que B ¢ a algebra de Borel. Temos que B := BU E; U Ey U E3
¢ uma o-algebra de R e é chamada de algebra de Borel estendida.

Definig¢ao 2.3. Uma funcao f : X — R é mensuravel quando
{reX: fx)>a}eo(X),VaeR.

Proposigao 2.2. Toda fungio constante é mensurdvel.

Demonstracao. Sejam ¢ € Re f: X — R a fungdo definida por
f(z) = ¢, para todo z € X. Se a > ¢, entao {x € X : f(z) >
at}=0€0(X). Sea<c, entio {x € X : f(z) > a} =X € o(X).
Concluimos com isto que {z € X : f(z) > a} € o(X) para todo
a € R, ou seja, f é mensuréavel. |

O seguinte lema mostra que existem outras maneiras equi-
valentes de se definir fungdo mensuréavel.

Lema 2.3. Sejam [ : X — R uma funcgiao e o(X) uma o-dlgebra
de X. As afirmagées a sequir sdo equivalentes:

1. Ay ={reX: f(x) >a}le€o
2. Bo={zeX: f(z) <

3. Cop={reX: f(z)>a}ead(X), VaeR;
4. Do ={z e X: f(z) <a}e€o(X), Va eR.

Demonstragao. Se A, € o(X) para todo o € R, entdo B, =
X\A, € o(X) para todo o € R. Se B, € ¢(X) para todo a € R,
entdo A, = X\B, € 0(X) para todo a € R. Com isto concluimos
as equivaléncias entre as afirmagoes 1 e 2.

Similarmente mostra-se que as afirmacoes 3 e 4 sao equiva-
lentes.

Vamos agora mostrar que as afirmacoes 1 e 3 sdo equiva-
lentes. De fato, se a afirmagao 1 ocorre, entao dado arbitrariamen-
te @ € R, temos que A,_1 € o(X) para todo n € N e portan-

to Cq ﬂ A,_1 € o(X), ou seja, ocorre a afirmacao 3. Por
neN
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outro lado, se a afirmagdo 3 ocorre, entdao dado arbitrariamente
o € R, temos que Cpy1 € o(X) para todo n € N e portanto
Ay = U Coq1 € o(X), ou seja, ocorre a afirmagao 1.
neN
|

Proposicao 2.4. Sejam F € 0(X) e xg : X = R a fungao carac-
teristica definida por

1, sex e FE
xp(r) =

0, sex ¢ E

Temos que xg € mensurdvel.

Demonstragao. Se o > 1, entdao {z € X : xg(z) > a} =0 € o(X).
Se0<a<1, entdo {z € X : xp(r) >a}=FE € o(X). Por fim, se
a <0, entdo {z € X : xg(zr) > a} =X € o(X). [ |

Exemplo 2.5. Seja X = R e consideremos ¢(X) = B. Temos que
toda funcao continua f : R — R é Borel mensuravel. De fato, como
f € continua para todo o € R, o conjunto {x € R : f(x) > a} é
aberto e consequentemente é a uniao de uma sequéncia de intervalos
abertos. Por isso o conjunto {z € R : f(z) > a} € B, para todo
a e R.

Exemplo 2.6. Seja X = R e consideremos o(X) = B. Temos
que toda fun¢ao mondétona crescente é Borel mensuravel. De fato, se
f R — R é uma fungdo monotona crescente, entao para todo a € R
o conjunto {z € R : f(z) > a} é um intervalo da forma [a,+00),
que pertence a B.

Proposigao 2.5. Seja c € R. Se f : X — R é mensurdvel, entdo
(c+ f): X = R € mensurdvel.

Demonstragao. No caso em que ¢ = 0, temos que (¢- f): X - R ¢
a funcdo definida por (c- f)(z) = 0, para todo x € X, ou seja, (c- f)
é uma fungdo constante, que é mensuravel. No caso em que ¢ > 0,
se f é mensuravel, entdo dado arbitrariamente a € R, temos que

fzeX i (- H@)>al={zeX : f)> 2} ca(X),

c
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No caso em que ¢ < 0, se f é mensuravel, entdo dado arbitrariamente
a € R, temos que

freX : (e N@)>at={rex : f(m)<%}EU(X).
|

Proposigao 2.6. Se f : X — R € mensurdvel, entdo f>: X - R €
mensurdvel.

Demonstracao. Se f é mensuravel, entao dado arbitrariamente « €
R, o > 0, temos
{reX : f(z)>a}
= {zeX : flx) >Valu{ze X : f(z) < —Va}ea(X).
Dado arbitrariamente a € R, o < 0, temos
{reX : f(z)>a} =X €o(X).
|

Proposigao 2.7. Se fi : X - R e fo : X — R sdo mensurdveis,
entao (f1 + f2) : X — R € mensurdvel.

Demonstracao. Se fi e fo s@o mensuréveis, entdo dados arbitraria-
mente o € R e r € Q, temos que

Sp={xeX : filz)>rin{zeX: fo(z) >a—r}eo(X).
Dai,

{zeX : (fi+f)z)>a}=]S €o(X)
reQ

|
Utilizando indugao na Proposi¢ao 2.7 demonstra-se o seguin-
te resultado.

Corolario 2.8. Se f1 : X — R, ..., f,, : X = R sdo mensurdveis,
entio (f1 + ...+ fn) : X — R € mensurdvel.
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Proposigao 2.9. Se f1 : X - R e fo : X — R sdo mensurdveis,
entio (f1+ f2) : X — R € mensurdvel.

Demonstracao. Suponhamos que f; e fo sejam mensuraveis. Note-
mos que

fiefo= [+ £27 = (- 7).

Segue entao das Proposigoes 2.5, 2.6 e 2.7 que (f1 - f2) é mensuréavel.
|

Proposicao 2.10. Se f: X — R é mensurdvel, entao |f]: X — R
€ mensurdvel.

Demonstrac¢ao. Dado arbitrariamente o € R, o < 0, temos que
{reX : |f(x)]>a} =X co(X).
Dado arbitrariamente a € R, a > 0, sendo f mensuravel, temos que

{zreX : |f(x)] >a}
= {zeX : flz)>alU{zeX : f(z) < —a}eo(X).

Proposigao 2.11. Se f; : X — R e fy: X — R sdo mensurdveis,
entdo as funcoes hy : X = R e hy : X = R definidas por

hi(z) = max{fi(z), f2(x)} e  ha(x) =min{fi(x), fa(x)},

sao mensurdveis.

Demonstracdao. Notemos que

mi(@) = 3L @) + @) + i) — Fao)l] e

ha(@) = 511 (&) + o) = () = o)l

Entao, pelas Proposicoes 2.5, 2.7 e 2.10, concluimos que as fungoes
hi1 e hy sao mensuraveis. | |
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Definigao 2.4. A parte positiva da funcao f : X — R é a fungéo
fT: X — R definida por

fH (@) = max{f(x),0}.

A parte negativa da fungdo f : X — R é a funcao f~ : X — R
definida por

[~ () = max{—f(z),0}.

Proposicao 2.12. Seja f : X — R uma funcdo. Se f+ e f~ sao,
respectivamente, as partes positiva e negativa de f, entao

f=r=f e Il=f+f.
Além disso, f € mensurdvel se, e somente se, f+ e f~ sdo mensu-

rdveis.

Demonstragao. Vamos primeiramente mostrar que f = f*— f~. De
fato,se x € {z € X : f(x) > 0}, entao

fl@)=flz)=0=f"(x) = [~ (=) = (/" = f7)(2).
Sexe{reX : f(x) <0}, entao
fl@) =0+ f(z)=fT(2) = [~ (@) = (/" = [)(=).
Vamos agora mostrar que |f| = f* + f~. De fato, se {z €
X : f(x) >0}, entdo
[f@) = f(@)+0=f"(@)+ [ (2) = (f" + 7))
Sexe{reX : f(xr) <0}, entao

[f@)]=0=fz)=f"(2)+f (@) ="+ 7))

Se f é mensuravel, sendo fT(x) = max{f(z),0} e f~(x) =
max{—f(x),0}, segue das Proposigoes 2.2, 2.5 ¢ 2.11 que fT e f~
Sa0 mensuraveis.

Se f* e f~ sdo mensuraveis, sendo f = fT — f~, segue das

Proposigbes 2.5 e 2.7 que f é mensuravel.
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Definigao 2.5. Denota-se por M (X,o(X)), a colecao de todas as
fungoes mensuraveis definidas em X e assumindo valores reais esten-
didos, ou seja,

M=M(X,0(X)):={f: X =R : fé&mensuravel }.

Definigao 2.6. Denota-se por M+ (X, 0(X)), a colegdo de todas as
fungbes mensuréveis e nao negativas definidas em X e assumindo
valores reais estendidos, ou seja,

Mt =M"(X,0(X)):={f €M : f&nao negativa }.

Proposigao 2.13. Se f: X — R € wma funcio mensurdvel, entdo

1. {xEX:f(m):—l—oo}:n{xeX:f(x)>n}€a(X);
neN
c
2.{r € X : f(x) = —c0} = U{xeX:f(x)>—n} €

neN
o(X).

Demonstragao. Sejax € A={x € X : f(x) = 4o00}. Como f(z) =
+00, temos que f(xz) > n para todon € N. Assim, z € B = ﬂ {z €

neN
X : f(z) > n}. Dado arbitrariamente x € B, temos que f(z) > n

para todo n € N. Portanto f(z) > lim n = 4ooedai f(z) = +o0,
n—+o0o

ou seja, x € A.

E imeditado constatar que {z € X : f(z) = +oo} =
ﬂ{xeX:f(x) >n} € o(X).

neN

De forma anéloga, prova-se a segunda igualdade. |

Lema 2.14. Uma funcio f : X — R € mensurdvel se, e somente
se, os conjuntos A={rx € X : f(z) =40} eB={x e X: f(z)=
—oo} pertencem a o(X) e a fungao f: X — R definida por

= | f(z), sexg AUB
f(x)_{(), sex € AUB

€ mensurdvel.
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Demonstracdo. Sejam f : X — R uma funcdo mensuréavel, A, B €
o(X) e a € R. Considere os conjuntos C; = {z € X : f(z) > a}
e Cy = {z € X : f(x) > a} N AY. Vamos mostrar que C; = Cb.
De fato, suponha @ > 0 e x € Cy. Temos que f(x) >a >0e
f(x)=f(x) #0> . Entioz ¢ AUB e assim z ¢ A. Logo, x € Cs.
Reciprocamente, dado z € Cy, temos que = ¢ A e f(x) > a > 0.
Logo, f(x) = f(x) # 0 e 2 ¢ AU B. Portanto, f(z) > « e assim
x € Cy. Portanto, C; = Cy. Como f é mensuravel e A® € o(X),

segue que Cy € o(X). Logo, f é mensuravel.

Por outro lado, se a < 0, considere os conjuntos Dy = {z €
X :f(z)>a}eDy={xeX:f(z)>a}UB. De forma ansloga,
mostramos que D1 = Ds. Note que como f é mensuravel e B € o(X),
segue que Dy € o(X). Logo, D1 € o(X) e portanto f é mensuravel.

De mesma forma, prova-se a reciproca. |

E consequéncia dos resultados anteriores que se f é mensu-
ravel, entdo as funcdes cf, f2,|f|, f* e f~ sdo mensuraveis.

Quando ¢ = 0, o produto ¢ - f poderia ser indeterminado.
Desta forma, adotamos a convengao 0(d00) = 0, que contorna esta
dificuldade.

Quando f,g € M(X,0(X)), a soma f + g, definida por
f+9)(x) = f(x)+ g(x), ndo estd bem definida sobre os conjuntos
(
Ei={zxe X: f(x) = —00,g(x) = 400}

Ey={ze X : f(x) =+o0,g9(x) = —o0} .

Note que E1, Fy € o(X). Esta dificuldade é contornada convencio-
nando (f + g)(x) = 0 para todo z € Ey U Es, que resulta em uma
funcao mensuravel definida em X.

Lema 2.15. Seja (f,) uma sequéncia em M(X,0(X)) e defina as
funcaes
f(z) =inf f,(x), F(x) = sup fn(x),
f*(x) = liminf f,,(z) e F*(z) = limsup f,(z) .

Temos que as funcoes f, F, f* e F* sao mensurdveis.
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Demonstrag¢ao. Mostremos que para todo a € R, os conjuntos A =

{reX:f(z)>a}leB= ﬂ{x € X : fo(x) > a} sdo iguais. De
neN

fato, dado = € A, temos que inf f,,(z) = f(x) > a. Note que f,(x) >

inf f,(z) > « para todo n € N, assim z € B. Reciprocamente, se
x € B, entao f,(r) > « para todo n € N. Como f(z) = inf f,(z) >
«, temos que x € A.

Mostremos agora que para todo o € R, os conjuntos C =

{r e X:F(x)>alteD = U{x € X : fu(x) > a} sdo iguais.
neN

De fato, dado z € C, temos que sup f,(z) = F(z) > « e ainda,

sup fn(z) > fu(z) > « para algum n € N. Logo z € D. Recipro-
camente, se x € D, temos que x € {z € X : f,(x) > a} para
algum n € N. Como F'(z) = sup f,(z) > fn.(z) > «, sabemos que
F(z) > a e assim, z € C.

Em viturde de termos f, mensuravel, segue que f e F' tam-
bém sao. Utilizando argumentos analogos e notando que

f*(z) = sup inf f,(x)e F*(z)= inf sup fn(x),
meNN> meN p>m

mostramos que as fungdes f* e F* sao mensuraveis. |

Corolario 2.16. Se (f,) € uma sequéncia de fungées em M (X, o(X))
que converge para f, entao f € M(X,o0(X)).

Demonstragao. Note que f(x) = lim f,,(z) = liminf f,,(z). Como f,
¢ mensuravel, segue do Lema 2.15 que a funcao f é mensuravel. W

Neste trabalho, assumiremos a validade do proximo resulta-
do, que garante a mensurabilidade da composi¢cao de uma fungao
mensuravel com uma fungdo continua.

Proposigao 2.17. Se f : X — R é mensurdvel e ¢ : R — R €
continua, entdo po f: X — R é mensurdvel.

Voltemos agora na mensurabilidade do produto f-g quando
f e g mensuréveis. Dada n € N, definimos f,, como o truncamento
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de f, por

f(x), se|f(z)|<n
max{min{ f(z),n},—n} = fn(z) =< n, se f(x) > n,
) < -—n

-n, sef(x

Defina g,, de forma anéaloga. Pela Proposicao 2.17, segue que f, e
Gm S80 mensuraveis. Assim, o produto f, - ¢g,, é mensuravel. Visto
que

f(@)gm(z) = lim_ f,,(2)gm(z),

n—-+oo

segue que fg,, é mensurdvel para cada m € N. Dai, como

(f-9)(@) = f(z)g(x) = lim f(z)gm(2),

m—+00
concluimos que f - g é mensuravel.

O proximo e altimo resultado que apresentamos neste capi-
tulo, apesar de ser extremamente importante para o decorrer do que
apresentaremos em capitulos seguintes, seré assumido como verda-
deiro e sua demonstracao sera omitida.

Lema 2.18. Se f € M+ (X,0(X)), entdo existe uma sequéncia (py,)
em M (X,0(X)) tal que

1. 0 < pp(x) < pnt1(x) para cada x € X e cada n € N;

2. on(x) < f(x) para cadan € N e cada x € X;

3. f(z) =limp,(z) para cada x € X;

4. pn(X) € finito, para cada n € N.






3 MEDIDA

No Capitulo 2, introduzimos a nocao de Espaco Mensuravel
(X,0(X)), que consiste em um conjunto X e uma o-algebra o(X) de
subconjuntos de X. Neste capitulo, iremos estudar fungoes definidas
em o(X) que assumem valores reais estendidos. A definigao dessas
fungoes, é sugerida intuitivamente pela ideia de comprimento, area
e volume.

Defini¢ao 3.1. Uma medida é uma fungio p : o(X) — R que
satisfaz

1. u(0) =0;
2. u(E) >0, VE € o(X);

3. Se existe uma sequéncia (E,) em o(X) tal que E; N E; =

00 k
para i # j, entao p (U En) = Z /'L(En) = klin;o Z N(En)
n=1

neN n=1

Como permitimos que p assuma valores reais estendidos,

o
pode ocorrer que Z w(E,) = +o00. Neste caso, ou u(E,) = 400

n=1

[o.@]
para algum n € N ou Z w(E,) é uma série de termos nao negativos
n=1
que diverge.
Uma medida é chamada de finita quando nao assume 4o0.
Dizemos que uma medida é o-finita se existe uma sequéncia (E,,) de
conjuntos em o(X), com X = U E,, tal que pu(E,) < +oo para

neN
todo n € N.

Observagao 3.1. Sejam X = R, o(X) a éalgebra de Borel e p
a medida de Borel. Se o conjunto E € o(X) é enumeréavel, entao
w(E) = 0. De fato, se E é enumerével, entdo podemos representar

E = {x1,29,...,%p,...}. Dado arbitrariamente ¢ > 0, podemos
€ €
considerar a familia (F,) em que E, = (xn — ﬁ,xn + W)
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para todo n € N. Dali,
“+oo +oo 1
0<pu(E)< Zu(En)zezQ—nze
n=1 n=1

e consequentemente p(E) = 0.

Exemplo 3.1. Seja X um conjunto nao vazio e o(X) a o-algebra
contendo todos os subconjuntos de X. Sejam p e uo definidas para
todo E € o(X) por

pi(E) =0
0, seE =10
E =
Ha(E) {+oo, se B #£0.

E facil ver que p1 e o sao medidas. Note que 1 é finita e po nao é
finita.

Exemplo 3.2. Sejam (X,0(X)) como definidos no Exemplo 3.1 e
p um elemento fixo em X. Tome p3 definida para todo E € o(X)
por

0, sep¢ E

1, sepe k.

ps(E) = {

Temos que pz ¢ uma medida finita, chamada de medida unitaria
concentrada em p.

Exemplo 3.3. Sejam X = N e o(X) a o-algebra que contém todos
os subconjutos de X. Definamos p : 0(X) — R por

#FE | se E é finito,
E) =
H(E) { 400, se F ¢ infinito.

Essa medida é chamada de Medida Contagem nos Naturais. Note
que p nao é uma medida finita porém é o-finita, pois N = {{1} U
{2} U ...}, ou seja, os naturais sao escritos como unido enumeravel
de conjuntos finitos.

Exemplo 3.4. Sejam X = R e o(X) a algebra de Borel. Neste
trabalho, vamos assumir a existéncia e unicidade de uma medida
u: B — R tal que quando E € o(X) é da forma FE = (a,b), tem-se
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uw(E) = b—a. Essa medida é frequentemente chamada de medida de
Lebesgue ou medida de Borel.

Lema 3.1. Seja p uma medida definida em o(X). Se E, F € o(X)
e E C F entao

1. p(E) < p(F);
2. Se u(E) < 400, entio w(F\E) = pu(F) — pu(E).

Demonstrag¢ao. 1. Como F = EU (F\E) e EN(F\E) = 0, segue
que u(F) = u(E) + u(F\E) > (E).

2. Note que u(F) = pu(E) + p(F\E) e pu(E) < 400, entao
p(F) = p(E) = p(F\E). u

Neste trabalho, assumiremos como verdadeira a validade do
préoximo resultado.

Lema 3.2. Seja p: 0(X) — R uma medida.

1. Se (Ey) C 0(X) € uma sequéncia crescente, entio
“+o0
8 (nU1 En) B ”Erfoo H(En) 5
2. Se (F,,) C o(X) € uma sequéncia decrescente e pu(Fy) < 400,

+oo
8 (nol Fn) - ”Er-‘:r-loo HiFn)

Definicao 3.2. Um espa¢o de medida é uma terna (X,o(X), )

entao

que consiste em um conjunto X, uma o-algebra o(X) de X e uma
medida g definida em o(X).

Definigao 3.3. Seja p uma medida em o(X). Dizemos que duas
fungoes f e g s@o iguais em quase toda parte, quando existe um
conjunto N € o(X), com p(N) =0, tal que f(z) = g(z) para todo
x € X\N. Neste caso, denotamos

f=gaqtp.
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Definigao 3.4. Seja p uma medida em o(X). Dizemos que uma
sequéncia (f,,) de fungoes em X converge em quase toda parte para
uma fun¢do f quando existe um conjunto N € o(X), com u(N) =0,
tal que f,(x) — f(z) para todo x € X\N. Neste caso, denotamos

f= lim f,qtp.
n—+0o

Definigao 3.5. Seja o(X) uma o-dlgebra do conjunto X. Dizemos
que a funcio A : 0(X) — R é uma medida com sinal quando

1. A(0) = 0;

2. Se existe uma sequéncia (E,) em O’( ) tal que E;,NE; =0

k
para i # j, entdo p <U En> Z = hﬁn;o Z w(Ey).

neN n=1 n=1

Proposicao 3.3. Seja p: 0(X) — R uma medida. Se A € o(X),
entio a funcio \ : o(X) — R definida por \(E) = (AN E) € uma
medida.

Demonstragao. Como p é medida, temos que (@) = 0. Dai A\(0) =
w(AN®) = p(@ = 0. Temos ainda que dado E € o(X), tem-se
AME) = pu(ANE) > 0. Finalmente, note que

A (U En) = i,u(AmEn) = iA(En)
neN

Portanto A é uma medida. | |

Proposicao 3.4. Sejam pq, ..., medidas definidas em o(X) e
A1y -y Ay MUMETOS TEALS NAO negativos entdo a funcao A\ definida

para E € o(X) por A\(E Z a;jii(E) € uma medida.

Demonstragao. Como pi; sao medidas, note que

AD) = a;p;(0) = Z%O =
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e ainda, como a; > 0 e p;(E) > 0, temos que
AE) =) ajui(E)>0.
j=1

Finalmente, note que

AU B =3 (U ) =3

neN neN j=1

a; Y i(En) = MEn).

Portanto A é uma medida. [ |






4 INTEGRAL

Neste capitulo, definiremos Integral de Lebesgue de duas
formas diferentes, porém estas ndo serdo as unicas vezes que vamos
definir Integral; nos proximos capitulos, estudaremos outras defini-
¢oes. Ainda no Capitulo 4, verificaremos algumas propriedades e
resultados importantes acerca da Integral de Lebesgue.

Definigao 4.1. Uma funcao ¢ : X — R é simples quando seu
conjunto imagem é finito. Uma funcao simples pode ser representada

n
¥ = Z AjXE; »
j=1

em que a; € R e xg;, ¢ a fungao caracteristica do conjunto E; €
o(X).

na forma

Entre as representacoes para a fungao simples ¢, existe uma
lnica representacao com todos os a; distintos e todos os FE; dois
a dois disjuntos. Esta representagdo é chamada de representagao
padrao.

Note que se o(X) = {a1,a2,...,a,}, com ay,as, ..., a, dis-
tintos, e se F; = {x € X : p(x) = a;}, entdo os conjuntos F; sao
n

dois a dois disjuntos e X = U E;.
j=1

Definigao 4.2. Seja ¢ uma fungao simples em M T (X,0(X)) com
a representacao padrao

Y= Z ajXE;-
j=1

A integral de ¢ com relagdo & p € um ntmero real estendido definido
por

/@du = éaju(Ej) :
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A expressao anterior é empregada convencionando que 0 -
(+00) = 0. Note que o valor da integral de uma fungao simples,
mensuravel e ndo negativa esta bem definida (embora possa ser +00),
visto que todos a; sdo nao negativos e por isso nao encontramos
expressoes do tipo (+00) — (+00).

Exemplo 4.1. (Funcao de Dirichlet) Seja f : [0, 1] — R definida
por

_J1, sex €[0,1]N(R\Q)
f(x)_{o, sez €[0,1]NQ.

Temos que f € integréavel e /fd,u = 1. De fato, como 0+ x(j0,1jnQ) +

1 X(j0,1]n(®\Q)) € a representagao padrao para f, a integral de f com
relagao a p é dada por

[ £au=0-u(0.00Q) + 1+ (0.1 0 (R\Q),
Pela Observagao 3.1, temos que a medida de Lebesgue de um conjun-

to enumeravel é nula e, como u([0,1]) = u([0,1]N(R\Q))+ u([0, 1]N
Q), temos que

/f@:l-u([o,lm(m@)):1-u<[o,11>:1-<1—o>:1.

Lema 4.1. Sejam ¢, fungoes simples em M+ (X,0(X)) e c > 0.

1./c<pd,u:c/g0du;
2. /(¢+¢)du:/wdu+/wdu;

3. Se A:0(X) — R € definida por \(E) = /gaxE dpu, entao A €

uma medida.

Demonstragao. 1. Se ¢ = 0 entdo cp = 0 e assim

/apdu:/Odu:O:O/apdu.
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Quando ¢ > 0, entdo cp = Z cajxg,; ¢ a representagao padrao de
j=1
cp. Dal,

/cnpdu anj,u -—cZaJ,u ; c/npdu.

2. Tome ¢ e 1) com as representagoes padrao ¢ = Z a;XE;
=1
m n m ’
e = ZkaFk' Entao ¢ + ¢ = ZZ(aj + bi)XE,;nF, - Contudo,

k=1 j=1k=1
essa representacgao para ¢ + 1 é uma combinagao linear de fungGes

caracteristicas, nao necessariamente é a representacao padrao para
@ + 1, pois a; + b, podem nao ser distintos.

Tome cp, com h = 1,2, ...,p nimeros distintos do conjunto
{aj+by:j=1,2,...,n k=1,2,...,m} e Gy =J(E; N Fy) tal que
aj + by = cp. Assim, p(Gp) = Zu E; N Fy). Como

(h)

w(Ej) = w(E;NX)=p (Ejm (G Fk>> = u <6(Eijk)>

k=1 k=1
=Y wE;NFy),
k=1
temos que
P p
90""'1/}:20}1 h):ZChZ/L(E]’ﬂFk)

>
Il
—

h=1  (h)

|
M%

(aj + b)p(E; N F)

>
Il
—_

—
>

=

(aj + br)u(Ej N Fy)

I
M-
NE

<

Il
—
B

Il
—

aji(E; 0 Fe) + > 0> bep(E N Fy)
j=1k=1

I
M-
M3

B

Il
—
B

Il
-
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a; iu(Ej ﬂFk) + Zka“(EJ ﬂFk>

=1 k=1 j=1

aji(Ey) + ) bep(Fy) -
k=1

Portanto, /(90+1/1)du = /wdu—i—/wd,u.

o+

|

=

1

J

<
Il
A

|

n
3. Como pxg = ZanEij, segue que
i=1

A(E) = /‘PXEdM = Zaj /XEjﬁEd,M = ZajM(Ej NE).
j=1

j=1

Como p é medida e E; € o(X), temos pela Proposicao 3.3 que
pj 2 0(X) — R definida por p;(E) = p(E; N E) é medida. Podemos
escrever A como combinacao linear das medidas p;. Daf segue da
Proposigao 3.4 que X é medida. |

Definigao 4.3. Seja f € M (X,0(X)). A integral de f com relagao
a p € um namero real estendido dado por

/fdy:sup/sodu,

em que o supremo é estendido a todas as fungoes simples ¢ €
M™(X,0(X)) satisfazendo 0 < ¢(z) < f(z) para todo x € X. Ou
ainda,

fdp = sup odp | o € M é simples e p(z) < f(z) 5.
o= |

Definigao 4.4. Sejam f € M (X,0(X)) e E € o(X). Temos que
fxp € MT(X,0(X)). Definimos a integral de f sobre E com relagao

a [ por
/EfdM:/fxEdu~

Lema 4.2. Sejam f,g € M (X,0(X)). Se f < g, entdo

/fdué/gdu-
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Demonstragao. Como {p € M™* : ¢ ésimplese p(z) < f(z)} C
{p € M :pésimples e p(x) < g(x)}, temos que

/fd,u—sup{/gpdu“o € M™ é simples e p(x) < f(x)}

Ssup{/gpdu“peMJrésimples e p(x) §g(m)} :/gd,u.
]

Lema 4.3. Sejam f € MT(X,0(X)) e E,F € 0(X). Se E C F,

entao
/ fdp < / fy.
E 3

Demonstracao. Como as fungdes fxg e fxr sdo mensuraveis e nao

negativas e fxgp < fxr, segue que / fdp = / fxedp < / Ixrdp
FE

= /F fdy. n

O proximo teorema é um dos principais resultados obtidos
com a Integral de Lebesgue: exibe condi¢oes para comutar o limite
com a integral. Para Integral de Riemann, o Teorema A.18 é um
resultado equivalente, porém podemos enfrentar problemas quando
a convergéncia nao é uniforme, como verificamos nos Exemplos A.3

e A4,

Teorema 4.4. (Teorema da Convergéncia Mondtona) Se (f,)
¢ sequéncia mondtona crescente de fungoes pertencentes a MT (X,
(X)) com convergéncia pontual para f, entdo

/fdu = nlggo/f“d“'

Demonstrag¢ao. Temos que se (f,) é mensuravel e converge para f,
a funcdo f é mensuravel. Além disso, se f, < fna1 < f, entdo

/fndu < /fn+1d,u < /fd,u. Como (/ fndu) é monoétona e limi-
tada superiormente por / fdu, segue que ( / fnd,u> é convergente

e lim /fndug/fd,u.

n—oo
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A fim de estabelecer a desigualdade oposta, tome ¢ men-
suravel e simples e @ € R, tais que 0 < ¢ < fel < a < 1.
Considere ainda o conjunto 4, = {z € X : f,(x) > ap(z)} tal que
A, € 0(X).

Note que A,, C A,4+1 e (A,) é monodtona crescente. De fato,
se x € A, entdo x € Ap41, pois fni1 > fn > af. Note também que
U A,, = X. De fato, suponhamos por absurdo que existe z € X tal
neN
que x ¢ A,, dai f,(z) < ap(z) e assim, f,(z) < af(z) < p(x) <
f(z). Entao, lim f,,(z) < ap(z) < f(z).

Pelo Lema 4.2, segue que/ afdu S/ fndp < /fnd,u.
An An

Como p (U An> = lim p(A,), obtemos pelo Lema 4.1 que

n—oo
neN

/sodu =puX)=pn (U An) = lim p(A,) = lim ) edy .

n—00
neN A

Na inequagao / apdu < / frndu, aplicando o limite em

ambos os lados, temos que a/cpdu < li_>m /fnd,u. Como 0 < a0 <
n oo

1 é arbitrario, segue que

/ pdp < lim_ / fndp.

Como consideramos arbitrariamente a fun¢ao ¢ mensuravel, ndo ne-
gativa, simples e tal que 0 < ¢ < f, concluimos que

/fduzsup/sodu < lim /fndu-

Coroléario 4.5. Seja f € M ec >0, entdo cf € MT e

/cfd,u:c/fd,u.
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Demonstracao. Quando ¢ = 0 o resultado é imediato. Suponha ¢ > 0
e tome (p,) uma sequéncia monotona crescente de fungoes simples
em M*(X,0(X)) com convergéncia para f. Entdo (c-¢,) é uma
sequéncia mondtona que converge para cf. Segue do Teorema 4.4 e
do Lema 4.1 que

/CfdM:nILH;O/C'SOndM:Cn1L%/¢ndM:C/fdM~

m
Corolario 4.6. Sejam f; € M ei=1,...,m, entdo Zf,— eM™T e
i=1

/ifidﬂ_é/fidﬂ-

Demonstra¢ao. Vamos primeiramente provar o resultado para o caso
em que m = 2. Sejam (pL) e (p2) sequéncias mondtonas crescentes
de fungoes simples que convergem respectivamente, para fi e fo.
Como (go,ll + gofl) € uma sequéncia monotona crescente que converge
para f1 + fo, segue do Lema 4.1 e do Teorema 4.4 que

/m+mw=mg<¢+%mmhmdﬁw+/%w>

n—

= hrn oL du + hm /g@nd,u

— [ han+ [ padn.

Agora, suponha por hipétese de indugdo que o resultado é
valido para um certo k, ou seja,

ﬂﬁ+mﬁmwz/ﬁw+m+/hw. (4.1)

Segue entdo, pelo que provamos para m = 2 e pela hipotese de
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indugao, que
/(fl ot fr t frp1)dp = /[(fl + oo fi) + frraldp
Z/(fl +--~+fk)du+/fk+1du

:/fldu+...+/fkdu+/fk+l~

O proximo resultado é uma consequéncia do Teorema da
Convergéncia Mondtona e permite que trabalhemos com sequéncias
de funcoes que nao sao mondtonas.

Lema 4.7. (Lema de Fatou) Seja (f,) uma sequéncia de fun-
¢oes pertencentes a M+ (X,0(X)) com convergéncia pontual para f,
entao

/(lim inf f,,)dp < lim inf/fnd,u.

Demonstragao. Tome g, = inf{ fy,, fm+1,...} de modo que g,, < f,
quando m < n. Assim,

[ omis < it [ g
< sup igf fndp = lim inf/fndu .

Como gy, = inf{fim, frnt1, -} € Gm+1 = Inf{fri1, frnr2, ...}, temos
que gm(z) < gm+1(x), ou seja, (gm) é crescente. Note que

lim g,, () = sup g (z) = sup ilif fn(x) = liminf f,(z) .
meN m MmIn

Assim, utilizando o Teorema 4.4, obtemos

/(lim inf f,)dp = lim/gmd,u < lim inf/fnd,u.
|

Corolario 4.8. Seja f € M (X,0(X)). Se X : 0(X) = R € defini-
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da por
\E) = [ s,

entao X\ € uma medida.

Demonstragao. Provemos que A é medida. Como yg(xz) = 0 para
todo z € X, temos que () = /fdu = /fX@ du =0.Se E €
0
o(X), entao \(E) = / fdp = /fXEd,u > 0, pois xg(z) = 1 para
E
todo z € X e f é nao negativa.
Seja (Ey,) uma sequéncia de conjuntos em o(X), dois a dois

disjuntos, tal que U E,=Fef, = ZfXEk' Note que, para

neN k=1
todo x € X,
n+1 n
faor1(2) = f@)XE, = fXBu T D FXELs
k=1 k=1

em que fxg,,, > 0. Logo, (fn) & mondtona crescente e, como é
soma de mensuraveis, é mensuravel. Note ainda que (f,) converge
para f,,. Dai, segue pelo Teorema 4.4 que

NE) = [ fau= [ fxpdp = [ fudn
E n—oo
:nlgréo/kaXEkdﬂ:nh_)H;okZ/fXEkd/Jf
=1 =1

n

= >

fdp = lim " A(E).
k=1"Er [

Corolario 4.9. Seja f € M*. Temos que f(z) =0 q.t.p. em X se,

e somente se, /fdu =0.

Demonstrag¢ao. Suponha f(x) = 0 ¢.t.p. e tome E = {z € X :
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f(z) >0} e fr, = nxg. Temos que f <liminf f,, e u(F) = 0. Dai,

0< /fd,u < /liminffndu < liminf/fnd,u

= lim inf/nXEdu = liminfnu(E) =0.

Reciprocamente, suponha que /fd,u =0. Tome E, = {z €

1 1 1

X : f(z) > —}. Entéo f > (> XE, € dai /fdu > /fXEnd,u =
n n n

1 1

—u(Ey). Note que 0 = /fdu > —pu(Ey) > 0 e portanto u(E,,) = 0.

n n

+oo

Como 0 < u(A) = M(U E,) < Zu(En) =0,em que A = {z €
neN n=1

X: f(x) >0} = U E,,, concluimos que A tem medida nula. Logo,

neN
f(z) =0 q.tp.

[ |
Corolario 4.10. Suponha que f € M™ e defina X : 0(X) — R por
MNE) = / fdu. Entao a medida A € absolutamente continua com
E
relagio a p, ou seja, se E € o(X) e p(F) =0, entdo A(E) = 0.

Demonstragao. Se u(E) = 0, para algum E € o(X), entdo fxg =0
q.t.p. Dal,

\E) = [ sdu= [ peedu=o.
|

Corolario 4.11. Se (f,) € uma sequéncia mondtona crescente de
funcoes em M™T com convergéncia q.t.p. para a funcio f € MT,

/fd,u = nlgrgo/fndu.

Demonstragao. Tome N € o(X) tal que u(N) = 0 e f,(z) conver-
ge para f(x) para todo € M = X\N. Entdo (f,x») converge
para fx, para todo x € X. Logo, pelo Teorema 4.4, segue que

entao
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/fXNdM = ILm /anM. Como u(N) = 0, as fungdes fxn e
frxn s@o nulas em quase todo ponto.

Note que quando N e M pertencem a o(X) e sdo tais que
NNM=0e NUM = X. Logo, xx(z) = xn(z) + xn(x) e segue
do Corolério 4.9 que

f(@) 0w () + X () -

=
&
I
=
&
-
Il
=
&
=
>
Il

Como f = fxnm + fxn e fn= faXm + fuXn, temos

/fdu = /fodu = nlgrgo/anMdu = nlggo/fndu-

Corolario 4.12. Se (g,,) € uma sequéncia em M™, entio
oo o0
n=1 n=1

m

Demonstracao. Defina f,, = Z gn =91+ ...+gm. Como g, € M,
n=1

temos que f,, < fme1 € ainda, como f, é soma de mensurdveis

nao negativas, temos que f,, € M™T. Visto que lim f,,(x) =
m—r+400

m “+o0
Jim nzl gn(x) = 7;1 gn(), temos

/nz_:lgndu = n}gnw/fmdu = n}gnw/;gndu
= n}gnwzl/gndu = Zl (/gndu) :






5 FUNCOES INTEGRAVEIS

No Capitulo 4, definimos integral para fungoes simples, men-
suraveis e nao negativas e também para fungdes mensuraveis e nao
negativas. Neste Capitulo, definiremos integral para fun¢ées men-
suraveis, descartando as hipdteses das fungoes serem simples e nao
negativas. Portanto, aumentaremos a gama de fungoes Lebesgue in-
tegraveis.

Veremos também um resultado semelhante ao Teorema da
Convergéncia Monotona (Teorema 4.4). Ao invés de precisarmos de
uma sequéncia com convergéncia pontual, exigida pelo Teorema 4.4,
precisaremos apenas de uma sequéncia com convergéncia q.t.p.. A-
lém disso, nao sera exigido que a sequéncia seja monotona.

No que segue, vamos denotar por L = L(X,0(X), u) o con-
junto das funcdes f : X — R mensuréveis tais que f* e f~ possuem
integrais finitas, ou seja,

L= L(X,0(X),p) = {f cM: /f+du,/f_d,u < —l—oo}.

Definigao 5.1. Dizemos que f € M é integravel quando f € L.

Definigao 5.2. Dada f € L, a integral de f com relacao a p é

[rau=[rrau- [ an.

Quando F € o(X), definimos

| fau= [ rrau=[ £ du.

Apesar da integral da fungao f estar definida em fungéo das

definida por

integrais de f* e f—, é facil ver que se f = fi — fo, em que fi e
f2 s@o mensuréveis, ndo negativas e possuem integrais finitas, entao

/fdli = /fldu—/deu. De fato, como fT—f~ = fe f = fi— fa,
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segue que f* + fo = f1 + f~. Assim, pelo Corolério 4.5, temos

/f+dﬂ+/f2duz/f1du+/f*du. (5.1)

Note que cada termo da equagdo (5.1) é finito. Entao

/fduz/f*du—/f’duz/fldﬂ—/fzdw

Lema 5.1. Seja f € L. Se A: o(X) — R € definida por

/fdlM

entao A € uma medida com sinal.

Demonstragao. Como fT e f~ sdo mensuraveis e nao negativas, se-

gue do Corolario 4.8 que as fungdes AT : 0(X) 2 Re A™ : 0(X) —

R, definidas por AT (E) = / fHdue X\ (E) = / f~ du, sao me-
E E

didas. Note que A" e A\~ sao finitas, pois f ¢ integravel. Como
A= AT — A7, segue que A é uma medida com sinal. |

A fungdo A definida acima é frequentemente chamada de

integral indefinida de f com relagdo a p. Como A é medida com
sinal, se (F,,) é uma sequéncia disjunta em ¢(X) com unido igual a

/Efdu=§:1/Enfdu~

Na integral de Riemann, o valor absoluto de uma fungao inte-

E, entao

gravel propria é integravel, porém o mesmo nao ocorre com fungGes
integraveis improprias. Por exemplo, considere f : (1,+00) — R,

definida por f(z) = iy

O préximo resultado é por vezes referido como a propriedade
de integrabilidade absoluta da integral de Lebesgue.

Teorema 5.2. Seja f mensurdvel. Temos que f € integrdvel, se e

/fdu‘ < [1n1dp.

somente se, |f| € integrdvel. Neste caso,
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Demonstracdo. Por definigdo, f é integravel se, e somente se, € men-
suravel e as fungoes f* e f~ possuem integral finita. Como

[isttau= [15idn= [ srdu+ [ 1 du<+oce

/ fI7 =0 < +oo,
segue que |f| é integravel.

Reciprocamente, | f| é integréavel se, e somente se, ¢ mensura-
vel e as fungoes |f|™ e |f|~ possuem integral finita. Como |f|~ =0,
temos que |f|T = fT + f~ e assim

voo > [ an= [(¢" + £ )du= [ frap+ [ 1du.
Portanto, f ¢ integrével. Entdo,
10f-|f ool f ol f o
= [ #raus [grdu= [+ 1 )an= [ 171dn.
[ |

Observagao 5.1. As sentengas abaixo sao verdadeiras.

1. As integrais de fT e f~ sdo finitas se, e somente se, a integral
de | f] ¢é finita;

2. Quando a integral de |f]| é finita, temos /|f|d,u = /f+d,u +
/f‘duz /f*du, /f‘dﬂ;

3. Se f é mensurével e / | f]du é finita, entdo | f| & integréavel. Note
aue [Ifidn= [\fi*du+ [ 157 dn= [1577dn= [ 5rdus
/f_du.

Corolario 5.3. Sejam f mensurdvel e g integrdvel. Se |f| < |g],

entao f € integrdvel e/]f|du §/|g|d,u.
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Demonstragao. Como f é mensuravel, temos que |f| é mensuravel.
Dai, sendo |f| e |g| mensuraveis, nao negativas e |f| < |g|, temos

que /|f|d,u < /|g|du. Sendo ¢ integravel, concluimos que f é
integravel. |

Teorema 5.4. Sejam f e g integrdveis e ¢ € R, entdo as funcgdes
c- f e f+ g sdo integrdveis e suas integrais sio dadas por

/Cfduzc/fduef(f+g)du=/fdu+/gdu-

Demonstragao. Temos que ¢+ f é integravel se, e somente se, |c - f]
é integravel, ou seja, quando |c| - |f| é integravel. Note que |f| é
mensuravel e nao negativa. Entao para todo ¢ € R, temos |c| > 0 e

o produto |c| - | f| é mensuravel e ndo negativo e assim, / le fldp =
|| / |fldp < 400. Portanto ¢+ f é integravel.

Temos que f e g sdo integréaveis, entéo | f| e |g| também séo.
Como |f + g| < |f| + |g|, segue do Lema 4.2 e do Corolario 4.6 que

/\f+g|du < / |f|du+/ lg|ldp < +oo. Portanto | f+g| ¢ integravel

e assim, f + g é integravel.

Vamos agora mostrar que /cfd,u = c/fdu, para todo

¢ € R. De fato, supondo ¢ = 0, temos

/cfd,u:/Odu:O:O/fd,u:c/fdu.

Supondo ¢ < 0, temos que

(cf)" =sup{cf(z),0} = —csup{—f(z),0} = —cf~

e analogamente, (c¢f)” = —cf™. Portanto,

[etan= [teryau= [(en-an
:/—cf_du—/—chrd,u
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/Cfdu=6(/f+du—/f_dﬂ>
:C/fd,u.

Supondo ¢ > 0, a demonstracao é analoga.

Finalmente, vamos mostrar que /(f—l—g)d,u = /fd,u—l—/g—l—

dp. de fato, temos que f+g = (fT+9¢")— (f~ +g7), em que as
fungoes (fT + g*) e (f~ + g~) sdo mensuréveis, ndo negativas e
possuem integrais finitas. Dai,

[0+ adn= [+ 5" dn— [+ g7 n
=/f+du—/f’du+/g+du—/g’dﬂ
:/fd,u—l—/gd,u.

Observagao 5.2. Com o Teorema 5.4, mostramos que o conjunto de

fungoes integréveis é um espago vetorial. Mostramos que o produto
de um escalar por uma funcao integravel é integravel e também
a soma de fungoes integraveis é integravel, ou seja, o conjunto de
fungoes integraveis é fechado para soma e multiplicagao por escalar.

Teorema 5.5. (Teorema da Convergéncia Dominada de Le-
besgue) Seja (f.) uma sequéncia de fungoes integrdveis com con-
vergéncia q.t.p. para f. Se existe uma func¢do integrdvel g tal que
|fnl < g para todo n € N, entao f é integravel e

/fdu = lim/fndu.

Demonstragao. Se fn(x) converge ¢.t.p. para f(z), entdo defina as
fungoes f, : X > Re f: X - Rparatodon € Ne N € ¢(X) com
w(N) =0, como

~ | falz), sex e X\N
fnl@) = {0, sex € N
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(2) = f(z), sexe X\N
0, sex € N

Note que (f,) é integravel, lim f,(z) = f(z) e consequentemente,
lim | f,(z)] = |f(z)| para todo € X. Como ‘fn(x)‘ < g(x) para
todo n € N e todo = € X, temos que |f(z)| = lim|f,(z)| < g(z)

entao, /|f|d,u < /|g|du < +00. Logo,
/gdu+/fdu=/(g+f)dﬂz /ngrfminf(ﬁfn)du
< nll)riloo inf (/ gdp + /fnd,u>
:/gdqungrfooinf/fndu.
Entao, obtemos / fdu < liminf / fndu. De forma analoga, ob-

temos limsup/fnd,u < /fd,u. Assim, liminf/fnd,u < lim sup

/fn < /fdu < liminf/fndu, entao

lim/fndu:/fdu.
Temos que / frndp converge para / fdu e queremos mos-
trar que/fndu converge para/fdu.

Como/fnd,u:/ fnd,u—l—/ fndu, obtemos
X\N N

/fndu=/X\andue/fdu=/X\Nfdu.

Entao / fndp converge para / fdu. Finalmente, pelo Coro-
X\N X\N

lario 4.9, / fndu = / fdu =0 e assim
N N

/X\andw/andw/X\Nfdm/Nfdu,
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ou seja, lim/fndu = /fdu. [ |

Frequentemente é preciso considerar integrais onde o inte-
grando depende de um parametro. Serd mostrado como o Teorema
5.5 pode ser utilizado neste contexto.

No restante deste Capitulo, consideremos f : X x [a,b] — R
tal que, para todo t € R, a funcdo f; : X — R definida por fi(z) =
f(x,t) é mensuravel.

Corolario 5.6. Sejam g : X — R integrdvel e tl;l%l fro(@) = fi,(2)
0
para todo ty € [a,b] ex € X. Se|fi(z)| < |g(z)], entdo/fto (x)du(x)

= [ fi(@)duo)
Demonstragao. Seja (t,) uma sequéncia em [a,b]. Como f;, (z) =

}E{? fi,(x), entdo (t,) converge para to e assim, (f, (x)) converge
0

para fi,(x) paratodo x € X. Entédo |f;, (z)| < g(z), paratodon € N
e x € X; logo, pelo Teorema 5.5, [ f; dp converge para [ fi du.

Portanto,
lim [ san= [ fudn= [ fdu@) = im [ fute)

Corolario 5.7. Sejam g : X — R integrdvel e a fun¢do t — f(z,t)
continua em [a,b] para todo x € X. Se |fi(z)| < g(z), entao F(t)

/ft(x)dp(m) é continua em t € [a,b].

Demonstra¢ao. Note que possuimos todas as condi¢oes necessérias
para utilizar o Corolario 5.6. Assim

lim/ftdu:/ftoduélim/f(x,t)du(x)

:/f(x,to)du(m) & lim F(t) = F(to) .
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Observagao 5.3. O Corolério 5.7 é a generalizagao do Corolério
5.6, pois vale para todo ty € [a, b].

Corolario 5.8. Seja X — f(x,tg) integrdavel em X para todo ty €

,b]. Se existem % em X X [a,b] e g : X — R integrdvel tal que

[a
—f F(t d d l
at < g(z), entao /f (z,t)du(x) é diferencidvel em
[a,0] e

(t 8t/factal,u /815 (z,t)dp(x).

Demonstragao. Sejam to € [a,b], (t,) uma sequéncia em [a,b] que
converge para tg com t, # tg. Entao

6f( to) lim f(x7tn) - f(:l;‘,to)

n—+oo t, —to

para todo = € X. Logo, = — ——(x,tg) é mensuravel.

ot
Sex € X et € [a,b], existe s; € R. Entao tp < 517 <t ou

t < s < tp, tal que f(z,t) = f(x,to) + (t — to) 8@%(

x,81). Dessa

forma, obtemos

)] < It = tol-| G o) |+ Favto) < It = to]-9(0) + ot

Logo, = + f(z,t) é integravel para todo ¢t € [a,b]. Portanto, se
tn, # t, entao

or . F(tn) — F(t)
E(t) = lim ———~

n—oo

:nll)H;ot—(/fxt Ydp(x /fa:tdu )
_nh_{réo/f(%tn)— <$’t)du(a:)

bty —t
of

= | 5@ Odu(z).




6 CONSIDERACOES FINAIS

Com a Integral de Lebesgue hd um aumento na gama de
fungoes integraveis, comparando com a Integral de Riemann. Vimos,
por exemplo, a fun¢ao de Dirichlet, que nao é Riemann integravel
(Exemplo A.1), porém é Lebesgue integravel (Exemplo 4.1).

Outra vantagem na utilizacao da Integral de Lebesgue refere-
se a comutatividade do limite com a integral. Na Integral de Rie-
mann, nao conseguimos garantir a comutatividade quando a con-
vergéncia nao é uniforme. Ja na Integral de Lebesgue, estudamos
trés resultados que garantem comutar o limite com a integral, sem
que se tenha necessariamente a convergéncia uniforme: o Teorema
da Convergéncia Monotona (Teorema 4.4), que garante que pode-
mos comutar o limite com a integral quando temos uma sequéncia
monodtona que converge pontualmente para uma fungao; o Lema de
Fatou (Lema 4.7), que mostra um resultado semelhante ao Teorema
4.4 para sequéncias nao necessariamente monotonas e o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema 5.5), que garante
que podemos comutar o limite com a integral quando temos uma
sequéncia (ndo necessariamente monoétona) que converge g.t.p. para
uma funcao.

As trés definigbes para a Integral de Lebesgue foram grada-
tivamente aumentando a gama de fungdes que poderiam ser ditas
Lebesgue integraveis; a diferenca entre elas esta nas hipoteses sobre
as funcoes que queremos integrar. No capitulo 4 definimos integral
para dois tipos de fungoes. Na definicao 4.2, definimos pela primei-
ra vez integral, para fungoes simples, mensuréveis e nao negativas.
Na definicao 4.3, estendemos a definicao para fungoes mensuréveis e
nao-negativas. Ja no Capitulo 5, aumentamos ainda mais a gama de
fungbes: na Definicao 5.2, definimos integral para qualquer funcao
mensuravel, considerando suas partes positiva e negativa.

Este trabalho permitiu o estudo de um contetdo geralmente
nao abordado em cursos de graduagdo, que nao estava na ementa
de nenhuma disciplina da minha graduagao. Além disso, o livro [1],
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principal referéncia do trabalho, é escrito em lingua inglesa, possibi-
litando o desenvolvimento na leitura de outro idioma.



[1]

2]

3]

4]
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Apéndices






APENDICE A - INTEGRAL DE RIEMANN

Os proximos objetos matematicos apresentados serao rele-
vantes principalmente para definir integrais superiores e inferiores e
posteriormente Integral de Riemann.

A.1 SOMAS SUPERIORES E INFERIORES

Definigao A.1. Uma particao de [a, b] é um subconjunto de pontos
P = {to,....,tn} C [a,b] tal que a,b € P.

Por simplicidade fixamos a = tg < t; < ... < t, = b. O
i-ésimo intervalo da partigao, [t;_1,¢;] tem comprimento t; — t;_1.
Observacao A.l. Dizemos que uma particao P refina () quando
Q Z P, sendo P e Q particoes de [a, b].

No que segue, sendo f : [a,b] — R uma fungao limitada,

utilizaremos as seguintes notacoes

m =inf {f(z) : z € [a,b]},

M =sup{f(z):x € [a,b]},
=inf{f(x):x € [ti_1,t:]} e

M; =sup{f(x):x € [ti_1,t;]}.

Definigao A.2. A soma inferior de f relativa a particio P é dada
por

s(f: P) = my(ts — to) + ... + mp(ty —t Zmz i —tio1)
A soma superior de f relativa a particdo P é dada por

S(f:P)=M(t1 —to) + ... + My( ZM(t
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Note que m(b—a) < s(f: P) < S(f:P) < M(b—a).

Observacao A.2. Quando f(z) > 0 para todo z € X, s(f : P) e
S(f : P) sao respectivamente, aproximagoes por falta e por excesso
da area da regiao limitada pelo grafico de f, pelo eixo das abscissas
e pelas retas y = a e y = b. Se f(z) < 0 para todo z € X, temos a
mesma aproximacao, porém, com "sinal trocado".

Definicao A.3. A oscilagao de uma funcao no i-ésimo intervalo de
uma partigdo P é dada por w; = M; — m;.

Teorema A.l. Seja f : [a,b] — R, a oscilagcao de f no i-ésimo
intervalo é dada por w; = sup{|f(z) — f(y)| : x,y € [ti—1,t:]}

Demonstracao. Sejam A = {f(z):x € [ti—1,t]}, B = {|f(z) —
fy)| : z,y € [ti—1,t:]}. Provemos que w; é cota superior para o
conjunto B. Seja x € [t;_1,t;], temos que M; > f(z) e m; < f(y),
assim, M; —m; > f(xz) — f(y). Entao f(z) — f(y) < M; —m; e
f(y) = f(@) < M; —mj, ou seja, M; —m; > |f(x) — f(y)]- Logo w;
¢ cota superior para B.

Suponha « cota superior para B, tal que a < w; := M; —m;,
ou seja a+m; < M;. Entdo, existe um x € [t;_1,t;] tal que a+m; <
f(z), logo, segue que m; < f(z) — . De mesma forma, existe um
y € [ti—1,ti], tal que f(y) < f(z) — o, dai a < f(z) — f(y) <
|f(z) — f(y)], logo « nao é cota superior, assim w; é a menor das
cotas superiores. Portanto w; = sup B. |

A.2 INTEGRAIS SUPERIORES E INFERIORES
Definigao A.4. A integral inferior de f é dada por
b
/ f(z)dz :=sup{s(f : P): P é parti¢ao de [a,b]}.
A integral superior de f é dada por

/bf(ac) dz :=cinf {S(f : P): P é parti¢ao de [a,b]}.
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Teorema A.2. Quando se refina uma particao, a soma inferior ndo
diminui e a superior nao aumenta. Ou seja, P C Q = s(f : P) <

S(f:Q) eS(f:Q)<S(f: P).

Demonstrac¢ao. Provemos para o caso em que @ refina P pelo acrés-
cimo de um ponto. Sejam P e @ partigoes tais que Q@ = P U {t;},
assim as somas inferiores relativas a P e () sao dadas por

s(f:P)=my(t1—to) + ... + mp(ty —tr—1) + ... + mp(tn — tn—1).
S(f . Q) :ml(tl — to) + ...+ mz(tx — trfl)
+my, (tr —tz) + oo Fmp(tn — th—1).

Note que m, < m, e m, < m,,. Queremos provar que
s(f: P)<s(f:Q). De fato, basta verificar que

s(f:Q)=s(f: P)=(mg—my)(te—tr—1)+(mpy—m,)(t,—tz) > 0.

Para obter o caso geral onde @) refina P pelo acréscimo
de k pontos, basta utilizar este resultado k vezes. Analogamente é
provado para somas superiores. ]

Corolario A.3. Sejam P,Q particées de [a,b] e f : [a,b)] — R
limitada. Entao s(f : P) < S(f: Q).

Demonstragdo. Tome a parti¢do T'= P U @, temos que s(f : T) <
S(f :T) e como T refina P e Q) pelo Teorema A.2, segue que

s(fP)<s(f:T)<S(f:T)<5(f:Q).
]

Corolario A.4. Dada f : [a,b] = R, se m < f(x) < M para todo
x € [a,b], entao

b b
m(bfa)g/f(x)dxg/f(x)dng(b—a).

Demonstra¢do. combinando as definigoes de integral inferior com
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b
soma inferior, obtemos m(b — a) < / f(x)dz. De mesma forma,

7b
prova-se que / flz)de < M(b—a).

Como consequéncia do Corolario A.4, temos que sup s(f :

P) <inf S(f: Q) assim, /bf(x)dxg /bf(:t)dx. |

Nete trabalho, assumiremos como verdadeiro o seguinte re-
sultado.

Lema A.5. Dados A C B conjuntos limitados de nimeros reais. Se
para cada b € B existe a € A tal que a < b, entdo inf A =inf B.

Corolario A.6. Sejam P e Py partigoes de [a,b]. Se Py C P, entdo
inf {S(f:P): P} =inf{S(f: Py): Py}e

sup{s(f: P): P} =sup{s(f: P): Po}.

Demonstracao. Provemos que o resultado é valido para as somas
superiores. Considere A = {S(f : P) : Pé particao de|a, b]com Py C
P} e B={S(f:P): Pépartigao de[a,b]}. Sejab= S(f : P) € B,
tome T'= P U Py, como T refina Py, segue que S(f : T) € A. Pelo
Teorema A.2, temos que b = S(f : P) > S(f : T) = a, portanto
pelo Lema A.5 inf A = inf B.

De forma analoga prova-se o resultado para as somas inferi-
ores. |

A.3 A INTEGRAL DE RIEMANN

Definicao A.5. Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada. Dizemos
que f é Riemann integravel quando suas integrais inferiores e su-
periores sao iguais. Este valor chama-se integral de Riemann de f
relativa ao intervalo [a, b]. Utilizamos a notagao:

/abf(x)d:v—/abf(x)dm—/abf(ac)dx
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Geometricamente quando f(z) > 0 para todo = € [a,b],
b
/ f(x)dx é a area delimitada pelo grafico de f e pelas retas y = 0,
ma: aex=>o

Observagao A.3. As integrais inferiores e superiores podem ser
diferentes.

Exemplo A.1l. Sejam QN [0,1] = {x, }nen, P uma particdo qual-
quer de [0,1] e f:[0,1] — R definida por

1; sexr € {xn}neN

Je) = {0, se 2 € [0, 1\ {n bnen

Como P é uma particdo de [0, 1], possui niimeros racionais
e nao racionais. Entao, m; = 0 e M; = 1, para ¢ = 1,...,n, daf
s(f: P)=0eS(f:P)=(1-0) =1 para toda particgao P do

1 1
intervalo [0, 1]. Logo / fx)de=0#1= / f(x)dz. Portanto,
Jo 0

1
/ f(z)dz nao existe.
0

Proposigao A.7. Toda funcgio constante € integrdvel.

Demonstragao. Seja f : [a,b] — R tal que f(z) = ¢, com ¢ € R.
Dada uma parti¢ao P qualquer, temos m; = ¢ = M;, dai s(f : P) =
c¢(b—a) = S(f : P). Portanto, as integrais superiores e inferiores sao
iguais, logo existe a integral de Reimann. ]

Teorema A.8. (Condigcao imediata de integradilidade) Seja
f i [a,b] = R limitada. As sequintes afirmagoes sao satisfeitas:
1. f € integrdvel;

2. Para todo € > 0, existem parti¢oes P, @Q tais que S(f : Q) —
s(f:P)<e;

3. Para todo € > 0, existe uma particio P = {tg,...,t,} de [a,b]
tal que S(f: P) —s(f: P)=>"jwi(ti —ti1) <e.
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Demonstragio. Sejam A o conjunto das somas inferiores e B o con-
junto das somas superiores de f. Ja& vimos que para todo a € A
eb € B, a <b. Supondo o item 1, obtemos sup A = inf B, mas
sup A = inf B < para todo € > 0 existam a € A e b € B com
b— a < €, 0 que prova o item 2.

Suponha agora o item 2, entdo para todo ¢ > 0. Existem
particoes Py e Py de [a,b] tal que S(f : P1) — s(f : P2) < €. Seja
P=P UP,, dai, PC Py e PC P,. Note que S(f: P) < S(f: Py)
e s(f: Py) < s(f: P),entao —s(f : Py) > —s(f : P) e ainda,
S(f:P)—s(f:P)<S(f:P1)—s(f:P)<e

Por fim, supondo o item 3 obtemos uma parti¢ao P de [a, ]
tal que S(f : P) —s(f : P) < ¢, para toda S(f : P) € A =
{S(f: P): Pépartigao de [a,b]} e s(f : P) € B={s(f: P): P
é particao de [a,b]}. Dado € > 0, paratodoa € Aebe Ba—b<e
logo sup B = inf A. Ou seja, a integral inferior é igual a integral
superior, portanto f é integravel. |

Exemplo A.2. Seja f : [a,b] — R definida por f(z) = ¢, tal que
b
€ [a,b] e f(a) = A. f & integravel, com / f(x)dx = ¢(b— a).
Sem perda de generalidade, fixamos ¢ < A. Seja P uma

partigao de [a,b], temos que my = ¢, M; = A e m; = M; = ¢ para
1=2,3,...,n e assim

(f P)_Sfp) ZM - Zmz 1_7,1
tl—to +2n:ct —tz 1 —C(tl—to)
=2

n
- Z C(ti - ti—l) = (A - C)(tl - to)
i=2
Dado € > 0, tomamos P com t; — t, < AL’ muiltiplicando por

A —c em ambos os lados, obtemos S(f : P)—s(f : P) < e. Portanto,
pelo Teorema A.8, f é integravel e ainda,

/ab f(z)dz =c(b—a) = /abf(x)d:c
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A4 PROPRIEDADES DA INTEGRAL

Teorema A.9. Seja a < ¢ < b. A fungao limitada f : [a,b] —
R ¢ integrdvel se, e somente se, as restri¢oes f|[a,c| e fl|lc,b] sao
b

integraveis, e /b f(z)dx = /C f(z)dx —|—/ f(z)dz.

Demonstracao. Como f é integravel, suas integrais inferiores e su-
periores sdo iguais. Sejam A e B os conjuntos das somas inferiores
de fl[a,c] e f|[c,b], respectivamente. E evidente que

A+ B ={s(f: P): Pé particao de [a, b] que contém c} .

Assim, temos que / f(x)de = sup(A+ B) = supA +supB =

/f da:+/f

De mesma forma, obtemos o resultado para as integrais su-
periores, e assim, obtemos

/abf(l")dx—/abf(x)dx:
[/acf(x)d:c—/:f(x)dx}Jr /be(x)dx—/cbf(x)dx] =0.

Note que temos uma soma de termos nao negativos igual a
zero, logo os termos sao nulos, assim, as fungoes f|[a, c] e f|[c, b] s@o

integraveis. De forma analoga prova-se a reciproca. ]

Definigao A.6. Uma fungao f : [a,b] — R é uma escada, quando
existem uma particdo P = {tg,...,t,} de [a,b] e nimeros reais ¢;
tais que f(z) = ¢;, quando t;—1 < x < t;.

b
Proposicao A.10. Toda funcdo escada € integrdvel e / f(z)dz =

Z C; (tl

=1
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b
Demonstragao. Temos que / f(z)dz = sup{s(f : P): P é parti-

¢ao de [a,b]}, e ainda como f ¢ escada,
:Zmi(z ti— 1 ZCZ t —ti_ 1 (Al)
i=1 i=1

7b
Por outro lado, / f(z)dax = inf{S(f : P) : P ¢é parti¢ao de [a,b]},
com “

- ZMi(ti —ti1) = Zcz‘(ti —ti-1) (A.2)

b
Analisando A.1 A.2, obtemos que f é integréavel e / fz)dx =

n
Zci(ti_ti—l)- |
=1

Teorema A.11. Sejam f : [a,b] — R e g : [a,b] = R fungoes
integraveis, entao f + g : [a,b] — R € integrdvel e
b

/ab[f(x)+g(x)]dx_/abf(a;)d:c+/ g(z)dz .

a

Demonstragao. Sejam P particao de [a,b], m], mi! e m; respectiva-
mente os infimos de f, g, f 4+ ¢, no i-ésimo intervalo de P. Como
inf(f) + inf(g) < inf(f + g), temos que, m, + mi} < m; e assim,

m;(tz - tifl) —I—ml;/(tz — tifl) S mi(ti — tifl) dai Zm;(tz — tifl) +

i=1
n
-/
gmli(ti_zl<§ mz z_zl
i=1

Tome P, Q partigoes de [a, b], temos que PUQ refina P e Q
logo s(f:P)+s(g:Q)<s(f:PUQ)+s(g: PUQ) <s(f+g:P),

entao
/abf(x)der /abg(x)dx < /abf(x) + g(z)dw



A.4. Propriedades da Integral 71

De mesma forma obtem-se as seguintes desigualdades para
somas superiores

/abf(m)+g(x)dx> /abf(x)dx+ /abg(:p)dx_

Mas como f e g sdo integréaveis, temos que

b b b
/a F(2) + g(z) dz = / F(2) + g(z) do :/a Flx) + glx)de .
[ |

Teorema A.12. Sejam f: [a,b] = R e g: [a,b] = R fungdes inte-
b

graveis e c € R, entao f - g: [a,b] = R é integravel e / cf(z)dr =
b a
c / f(z)dx.

Demonstracao. Mostremos que f - g é mensuravel. Seja k > 0 tal
que |f(z)] < ke |g(x)| < k. Dado € > 0, existem parti¢oes P e P,

tais que S(f : P1) —s(f: P1) < i eS(g:P)—s(g: Pr) < i

Seja P = P, U Py, temos que

n

ng(ti—tiq) =S(f:P)—s(f:P)<S(f:P)—s(f:P)< i
S Wit tir) == Slg P)=slg: P) < Slg: Po) —s(g s Pa) < %

i=1
Dada a particdo P sejam
wi =M, —m}, w = M"—-m]ew, =M, —m,
em que M, := sup(f), m, :=inf(f), M :=sup(g),
m; = inf(g), M; :=sup(f.g), m; := inf(f.g)
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no i-ésimo intervalo [t;_1,t;]. Para todo x,y € [t;—1,t;], tem-se

ti].
[(F-9) () = (f-9)(x) < |f(y

)9(y) = f(x)g(y)|
+1f(@)g(y) — f(x)g(x)]
=19 f(y) = f@)] + [ (2)llg(y) — g()]
[f

< E|lf(y) — f(@)]] + Kllg(y) — g(x)|
< kw! + kw! = k(W] + W)

= !/ " :
Entao, w; < k(w} + w!’), e assim,

S wilti—tiz) <k
i=1

Portanto f.g é integravel.

n

n
sz{(ti — ti—i) + ng’(ti — ti—i)] < €.
i=1

=1

b b
Mostremos agora que / cf(z)der =c- | f(x)dz. De fato,
seja f integravel e g(x) = ¢, com ¢ € R, como g é uma fun¢ao
consatante é integravel. Suponha ¢ < 0, temos que s(cf : P) =

cS(f : P), dai,

/abcf(x)d:r = /abcf(x)dx

= sup{s(cf : P): P é partigao de [a, b]}
=sup{cS(f : P): P é particao de [a, b]}
=c inf{S(f : P): P é parti¢ao de [a, ]}

=c 7bf(x)dx =c bf(x)dx
/ J

Supondo ¢ < 0 a demonstragao é analoga. Portanto ¢« f é
b

b
integravel e / cf(x)de=c- | f(x)dz. |

Teorema A.13. Sejam f : [a,b] - R e g : [a,0] = R fungdes
integrdveis. Se 0 < k < g(x) para todo x € [a, b], entao / i la,b) = R
g

€ integrdvel.

1 1
Demonstracao. Como i = f . —, basta provar que — ¢é integrével.

g
Temos que g ¢é integravel e 0 < k < |g(x)| para todo = € [a, b]. Sejam
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R 1 . C .
w; e w! as oscilagoes de g e —, respectivamente no i-ésimo intervalo
9

1
< =

1
lg(@)| ~ k-

Como g é integravel para todo n > 0 existe uma particao P

de uma particdo P. Note que se k < |g(z)|, entao

tal que S(g : P) — s(g : P) < 1, considerando 7 = €k?, temos que
S(g: P)— : Zw,(t ti_1) < n = ek*. Por outro lado

1 1
para quaisquer z, y no i-ésimo intervalo de P, tem-se | ————| =

9(y) g(x)
lg(z) —g(y)| _ wi w; -
LA A Entao w; < 5 € ainda ng(ti —ti—1) < e

l9(y)g(z)| = Tk e

1
Portanto — é integravel. ]
g

Teorema A.14. Sejam f : [a,b] - R e g : [a,b] — R fungoes
b
integrdveis. Se f(x) < g(x) para todo x € [a,b], entdo / flz)dz <

/abg(x)dx.

Demonstragao. Sejam A; = {f(z) : @ € [ti—1,ti]}e B; = {g(x) 1z €
[ti—1,t;]}. Quando a € A;, b € B; e a < b entdo sup A; < inf B;.
Como inf A; < sup A; segue que inf A; < inf B;.

Sejam m; = inf A; e m} = inf B;, m; < m! entdao m;(t; —
n n

ti—1) < mj(t; —ti—1) e assim, Zmz(tz —ti—1) < Zm;@i —ti—1)
i=1 i—1
b

b
ou seja s(f : P) < s(g : P). Note que / flx)dx < / g(z)dz e

a

b b
como f e g sdo integraveis, temos que / flx)dx < / g(z)dz. W
a

a

Teorema A.15. Seja f : [a,b] — R integravel, entdo | f| € integravel

a " f(a)da| < / (o) da

Demonstracao. Sejam w; := sup{|f(y) — f(z)| : z,y € [ti—1,t]} €
wi = sup {||f(y)| — |f(@)|| : x,y € [ti—1,ti]} respectivamente, as
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oscilagoes de f e |f| no i-ésimo intervalo de uma parti¢ao. Temos

que [[f ()| =1f @) < [f(y) - f ()] < wi, assim, W) =1f @] < wi

para todos z,y € [t;—1,t;]. Entdo w] < w;.
Dados € < 0 e P uma particao de [a, b], como f ¢é integravel,
n
temos que S(f : P)—s(f : P) = Zwi(ti—ti_l) < e. Note que como
i=1

S(If1 = P) = s(lf] - P) = ng(ti —ti—1) < Zwi(ti —ti-1) <€
= =1
segue que |f| é integravel.

Dada a desigualdade —|f(z)| < f(x) < |f(z)|, basta inte-

/ bf<m>dx‘ < [(1sar. m

Observagao A.4. Pode acontecer da fungao |f| ser integravel, po-

grar em ambos os lados para obter

rém a fungdo f nao ser integravel.

Corolario A.16. Se f : [a,b] — R € integrdvel e |f(x)| < k, para
b
/ f(z)dz

Demonstracdo. Utilizando o Teorema A.11, temos que

/abf(:t)dx S/ab|f(x)dxg/abk:deK/abdx:k:(b—a).

todo x € [a,b] entdo < k(b—a).

Corolario A.17. Se f : [a,b] — R € integrdvel tal que f(x) > 0
b

para todo x € [a,b], entdo / f(x)dx > 0.

a

Demonstragao. Tome g(z) : [a,b] — R tal que g(z) = 0 para todo
x € la,b], como f(z) > g( ) para todo x € [a, b], resulta do Teorema

b
Al4 que/ f(x)da:Z/ da:—/ 0dx = 0. |

Observagao A.5. E possivel ter f(x) > 0 para todo x € [a, b], com
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b
/ f(z)dz = 0 sem que f seja identidamente nula. Tome f(z) =1

em uma quantidade finita de pontos e f(x) = 0 fora deste conjunto
finito.

Observagao A.6. Se f é continua e f(z) > 0, a unica forma de

b
/ f(z)dz =0 é f sendo identicamente nula.

Teorema A.18. Se uma sequéncia de fungoes integrdveis f, : [a,b] —
R converge uniformemente para f : [a,b] = R, entdo [ é integrdvel
e

n—oo

b b
/ f(x)dx = lim / fn(z)dz
a a
Com os proximos exemplos, observe que o teorema pode nao

ser vélido quando a convergéncia nao é uniforme.

Exemplo A.3. Sejam QN [0,1] = {x,}nen e para cada n € N,
sejam f, : [0,1] — R definida por

1, sex € {x1,....,xn}
fn(x) =
0, sex e [0,1\{z1,...,xn}
e f:]0,1] — R definida por

]-a sex € {wn}neN
flx) =
0, sex € [0,1\{zn}nen
Temos que f, é integravel para cadan € Nelim,, o fn(x) =
f(z) para todo = € [0,1], mas f ndo ¢é integravel.

Exemplo A.4. Sejam para cada n € N, f,, : [0,1] — R a funcao
definida por

(n+1)z™, se0<z<1
fn(z) =
1, sex =1

e f:]0,1] — R fungao definida por

0, se0<z<1
f(z) =
1, sex=1
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Temos que f, & integravel para cadan € N, lim,,_, o frn(x) =
f(z)para todo z € [0, 1], f ¢ integravel e

1 1
lim / folz)de=1#£0= / f(x)dx
A5 CONDIQ@ES DE INTEGRABILIDADE

Proposicao A.19. Toda func¢ao continua f : [a,b] — R € integrdvel.

Demonstrac¢do. Dado € > 0, pela continuidade uniforme de f em

[a,b], segue que existe & > 0, tal que para todos z,y € [a,b], se

ly — x| < d, entdo |f(y) — f(x)] < bL Considere P uma partigao
—a

de [a,b] com |t;—1 — t;] < J. Note que em todo intervalo [t;_1,%;]

existe x;,y; com m; = f(x;) e M; = f(y;), dai, w; = |f(y;) —

€ - €(t; — ti—
Feol = Fly) — Fan) < . wzm i) < Lt
n n
e(t; — €
ainda, Zwl i —ti—1) = Z(tl —ti—1)=¢€
i=1 b —a  b-a i=1
Portanto f é integravel. |

Proposicao A.20. Toda fungao mondtona f : [a,b] — R € integrd-
vel.

Demonstrag¢do. Sem perda de generalidade, tomamos f uma fungao
nao-decrescente. Dado € > 0, seja P uma particao de [a,b] tal que

[t; — ti1| < para todo i = 1,...,n. Entao Zwi(t —

J®) — Jta)
ho) < LT @ T @ "




APENDICE B - ESPACO L,

Definicao B.1. Seja V um espaco vetorial, entao a funcao N : V' —
R é uma norma para V', quando satisfaz

1. N(v) > 0 para todo v € V;

2. Nw)=0<v=0;

(

(
3. N(av) = |a|N(v) para todov € V e a € R;
1 N(

u+v) < N(u) + N(v) para todo u,v € V.

Se tirarmos o item 2, a funcdo N é dita uma semi-norma
ou uma pseudo norma para V. Um espago vetorial normado é um
espago vetorial V' com uma norma definida sobre ele.

Exemplo B.1. A funcao Moédulo é uma norma para os nimeros
reais.

1. Supondo x > 0, entdo f(z) = x > 0. Supondo x < 0,
entao f(z) = —z > 0.

2. Temos que z # 0 ou z > 0 ou = < 0. Se x < 0, temos

que f(z) = —x # 0. Suponha =z > 0, f(z) = x # 0. Logo, f(z) #
0Vz # 0. Pela definigdo da funcdo f, f(0) =

3. Tome a € R, entdo a > 0, @ < 0 ou @ = 0. Suponha o =
0, entao f(ax) = f(0) =0 =0f(z). Suponha o < 0, se z < 0, entdo
azr > 0 e asim, f(ar) = ax = —a(—zx) = |a|f(x). Suponha o > 0,
se x < 0, entdo ax > 0, logo f(ax) = —(ax) = a(—z) = |a|f(z).
De forma analoga prova-se que para x > 0.

4. Dados z,y € R, temos que z+y > 0, x +y < 0 ou
24y = 0. Supoha v +y = 0, f(w+y) = f(0) = 0 < fla) <
f(z) + f(y). Suponha z +y > 0, entao de x < f(z) e y < f(y),
obtemos z +y < f(z)+ f(y), entdo f(z+y) =z +y < f(z)+ f(y).
Suponha =z +y < 0, entdo de —x < f(z) e —y < f(y). Assim,

—(r+y) < flx)+ fy), dai f(z+y) =—(z+y) < f(z)+ f(y)
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Teorema B.1. (Desigualdade de Holder) Sejam p,q € R, tais
quel < p, g < +oo e —+— =1. Sejam x;,y; sequéncias de nimeros
p q

reais, temos que

n n n % n %
Z‘Iiyil = Zmzyz < <Z |5L“z‘|p> : <Z|yi|q> .
i=1 i=1 i=1 i=1
~ . |5Ei\p \Z/z‘|q 1 1
Demonstrag¢do. Sejam a; = , by = ,a=—ef=—,
T el p q
dai a®b® < a-a+ S -b. Entéo,
2] I 1771 R S 1 G SO /]
(Zlzilr)r (Slyals —p Xlal? a Xyl
2 |yl RPN L7 NPV (7]
(Clail”)¥ (gl —p Zlal” - a Eluilf
1 1 1
1 ;'Z|xiyi|§*+*:1
(X fzil”) 7 (32 lyil *) s Py
1 1
Z |lziyi| < (Z |xi|p)p : (Z |yi|q> L
|

Teorema B.2. (Desigualdade de Minkowski) Seja p € [1,+00],
entao para todos x = (x1,...,Zn) €y = (Y1,...,Yn), temos que

1 1
n n ) n D
(z|xi+yi|p) s(zuiw) +(z|yi|p) |
i=1 i=1 i=1
Demonstracao.

S lws+uil” =3 (Jos + willws + w7

=
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<37 [kl + i) - i + il
=3 (lwallas +w”7) + 2 (Iyallas + 9" ~)
< (S el)” (St w0
F (S P)” (St i)’
_ [(Z |x,-|p)% +(> |yi|p)’1’} (> Ji +xi|p)%
< (ko) + (S

Sl

Exemplo B.2. As seguintes fungoes definem uma norma sobre R"™.
Np(ui,.oo,un) = (Jua|P + ... + \un|”)%, parap > 1
Noo (U1, ooy ttyy) = sup{|ua], ..., |un|}

Provemos que N, € uma norma para R".

1. Note que 0 < |u,| < sup{|ui],..., |us|} para todo p =
1,....n.

2. Como sup{|ui|,...,|un|} = 0, entdo 0 > |u,|, para to-
do p = 1,...,n. Por outro lado, |u,| > 0, logo |u,| = 0. Portan-

to, (u1, ..., un) = (0,...,0). Reciprocamente, tomando N (0, ...,0) =
sup{0, ...,0} = 0.

3. Note que Ny (aus, ..., au,) = sup{|aui|,...,|»|} = sup
{al-furl, s [el - funl} = o -sup{|usl, ..., Jun|} = la] - Noo(ua, ..., un).-

4. Note que Noo[(u1, ..oy tp) + (V14 ooy )] = Noo(ug + 1, ...,
Un + vp) = sup{|ur +v1|, .oy |Jun + vn|} < sup{|ui|, ..., |vn|} + sup
{|U1|7 ey "Un|} = NOO(ula 7un)

Provemos que N, € uma norma para R".

1. Note que 0 < |uy| implica em 0 < |u1]” e assim

Np(ui,.oo,un) = (Jur|P + ... + |un|p)%, parap > 1.
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2. Tome N,(0,...,0) = (|0 +...+]0])? = (0,...,0)s =07 =
0. Reciprocamente, seja (|ui|? + ... + |un|p)% = 0 entao 0 < |u;| =
(lual”)? < (S |wsf")7 = 0.

3. Note que Ny (auy + ... + auy,) = (Jau [P + ... + Jau, ') =
(laf - ] + .. + |af” - [unP)7 = |a](jus)’ + - + [unP)? = |af
Np(uy ..., ).

4. Direto da Desigualdade de Minkowski (Teorema B.2).

Exemplo B.3. O espaco vetorial [; de todas as sequéncias de nii-
meros reais u = uy, tal que, Ny(u) = Z |un| < 400 & um espago
linear normado.

Exemplo B.4. A colegdo de todas as sequéncias de nimeros reais
definidas em um conjunto X infinito, mas a cole¢do B(X) de todas
as funcoes limitadas definidas em X é normado por

N(f) = sup{[f(z)| : z € X} .

Em particular, o espago vetorial das fun¢oes continuas em X = [a, b]
é normado.

Os exemplos anteriores forman normas adequadas sobre es-
pacos vetoriais. A seguir, veremos alguns exemplos de simi-normas
definidas em espagos veotriais.

Exemplo B.5. No espaco R", considere a semi-norma
No = (u1, ..., up) = sup{|ua|, ..., |un|} .
Aqui, No(uq, ..., ttn) =0 ug = ... = u, =0.

Exemplo B.6. No espago vetorial €[0,1] de fungoes continuas f :
[0,1] — R, defini-se a semi-norma

N —

No(f) = Sup{lf(a:)| o<z <

Aqui, No(f) =0« f(z) tende a 0 <z <

DN | —
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Exemplo B.7. No espago vetorial de fungoes f : [a,b] — R com
derivadas continuas, considere a semi-norma

No(f) = sup{|f'(z)] : a <z < b}.
Aqui, No(f) =0 < f ¢ continua em [a, b].
Definicao B.2. Seja (X,0(X), ) um espago de medida. Se f €
L(X,0(X), ) definimos /Nu(f) :/|f|du.

Lema B.3. O espa¢o L(X,0(X),un) € um espago vetorial quando
definimos para todo r € X as operagoes

(f+9)(=) = f(z) +g(x)
(af)(z) = af(x)

Temos que N, € uma semi-norma para L(X,o(X),n). Além disso
N,(f)=0& f(x)=0gqtp zecX.

Demonstrac¢ao. De forma analoga ao Teorema 5.4, mostramos que
L=L(X,0(X),u) é um espago vetorial com as operagoes definidas
a cima.

Provemos agora que N, ¢ uma semi-norma.
1. N,(f) >0 para f € L.

2. Temos que f € M, logo, pelo Corolario 4.9, que f(z) =
0¢tp < /f(a;)du =0.

3. Nu(af) = [lafldn < [ lal [ 1fldu=lalN,(f)

4. Segue da Desigualdade Tridngular que

Nu(f +9) :/|f+g|du < /(\fl +1gl)dp
— [1rldu+ [ lgldn = N.(5)+ Nuto).
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Na tentativa de encontrar uma norma para o espago vetorial
L(X,0(X), u), identificaremos duas fungoes que sao iguais em quase
toda parte, isto é, usaremos classes de fung¢oes ao invés de fungoes.

Definicao B.3. Sejam f,g € L = L(X,0(X), u). Dizemos que f e
g sao equivalentes se elas sao iguais em quase todo ponto.

Definigao B.4. A classe de equivaléncia determinada por f € L é
denotada por [L] e consiste no conjunto de todas as fungoes perten-
centes a L que se equivalem a f.

Definicao B.5. O espago de Lebesgue Ly = L1 (X, 0(X), ) consis-
te em toda classe de equivaléncia em L. Se [f] € Ly, definimos a sua

norma por |(f]], = [ |fldn

Teorema B.4. O espago de Lebesgue L1(X,0(X), 1) é um espago
linear normado.

Demonstracao. Note que Ly é espaco vetorial.

Provemos que [|[f]||; ¢ uma norma para L.

L (f1ll = [ 1fldu comol ] > 0,entio [ |fldn > [ ody =

2. |I[f1l; = 0, entao /\f|du = 0, como |f(z)| > 0, temos

que |f(z)] € M™T e pelo Coroléario 4.9, /|f\du =0« f(x) =0
g.t.p.. Portanto [f] = [0].
3., 4. Analogo ao Lema B.3. |
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