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RESUMO

Seções de choque rotacionais de moléculas por impacto de pósitrons
de baixa energia é o tema deste trabalho. Em especial, desenvolvemos
um modelo de espalhamento baseado na primeira aproximação de Born
juntamente com um potencial espalhador advindo da formulação mul-
tipolar. Escolhemos as moléculas CH4 e CF4 como sistemas modelo
para ilustrar a teoria aplicada. Obtivemos expressões analíticas para
transições de octopolo e hexadecapolo nas formulações de momento re-
lativo e de ondas parciais. A dependência das seções de choque com
os momentos multipolares e com a energia da partícula incidente é ex-
plicitamente obtida. A comparação com o modelo ab initio disponível
na literatura apresenta bom acordo para pósitron-CH4. Concomitan-
temente, apresentamos seções de choque de excitação rotacional de N2

por pósitrons de 1 a 10 eV . As seções de choque foram calculadas
na aproximação rotacional adiabática com a aplicação do formalismo
de muitos corpos conhecido como método Schwinger multicanal. Para
a transição quadrupolar, os resultados apresentam um acordo fortuito
com o cálculo rovibracional close-coupling e são maiores em magnitude
quando comparados com outros métodos que consideram a aproxima-
ção de rotor rígido. A convergência do tratamento estático e estático
com polarização sugere que a dependência da polarização para a tran-
sição de hexadecapolo pode ser negligenciada, ao menos para moléculas
diatômicas homonucleares.

Palavras-chave: Excitação rotacional. Seção de choque. Pósitrons.
Moléculas tetraédricas. Nitrogênio molecular.





ABSTRACT

Rotational cross sections of molecules caused by low energy positron
impact is the subject of this work. In special, we developed a scatte-
ring model to compute rotational excitation of tetrahedral molecules,
it is based on the Born approximation combined to multipole formu-
lation for the scattering potential. We have chosen the CH4 and CF4

molecules as model systems to illustrate the theory. We obtained analy-
tical expressions for octupole and hexadecapole transitions in relative
momentum and partial waves formulations. The dependence of the
cross sections on the molecular multipole moments, as well as the inci-
dent particle energy is directly identified. Comparison to the ab initio
results found in literature exhibits good agreement for positron-CH4

rotational cross sections. Concomitantly, we presented the rotational
excitation cross sections of N2 by positron impact from 1 to 10 eV .
The cross sections were computed in the adiabatic rotational approxi-
mation within the many-body formalism of the Schwinger multichannel
method. To the transition due to quadrupole, our results show fortui-
tous agreement with previous rovibrational close-coupling calculation
and are higher in magnitude when compared to other similar calculati-
ons performed within the rigid rotor approximation. The convergence
of static and static plus polarisation treatments suggests that depen-
dence of polarisation for hexadecapole transitions may be neglected, at
least for homonuclear diatomic molecules.

Keywords: Rotational excitation. Cross section. Positrons. Tetrahe-
dral molecules. Molecular nitrogen.
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1 INTRODUÇÃO

A colisão de pósitrons com átomos e moléculas é central no en-
tendimento de vários fenômenos em diversas áreas da física e química.
Por exemplo, pósitrons são usados como uma ferramenta na identifi-
cação de vacâncias em redes cristalinas (BOUARISSA; AL-ASSIRI, 2013).
Além disto, a perda de energia de pósitrons em matéria condensada
é um tema de investigação (ASHLEY, 1990). No estudo da astrofí-
sica, pósitrons e elétrons têm um importante papel em erupções solares
(MURPHY et al., 2005; SMITH, 2015), supernovas (MILNE et al., 2002;
KOBAYASHI et al., 2004), no estudo de auroras (MCCLEMENTS, 1999) e
caracterização de atmosferas de planetas (MA et al., 2011).

Dentre vários canais colisionais, o processo de excitação rotaci-
onal tem uma importância especial no estudo de termalização de pó-
sitrons em gases (AL-QARADAWI et al., 2000; COLEMAN, 1981). O pri-
meiro modelo para o cálculo de seções de choque de excitação rotacional
para moléculas diatômicas, originalmente formulado para impacto de
elétrons, foi desenvolvido por (GERJUOY; STEIN, 1955). Posteriormente,
(DALGARNO; MOFFETT, 1963) melhoraram o modelo incluindo o efeito
de polarização. A diferença entre as seções de choque de excitação
rotacional para nitrogênio e hidrogênio por pósitrons foi estudada por
(TAKAYANAGI; INOKUTI, 1967). Todas estas investigações pioneiras fo-
ram baseadas na aproximação de Born combinada com algum modelo
de interação partícula-alvo.

Em particular, o estudo de transições rotacionais de moléculas
tetraédricas por impacto de pósitrons é de grande importância para a
física de plasma (NATISIN; DANIELSON; SURKO, 2014) e para o desen-
volvimento de armadilhas de pósitrons (MARJANOVIC et al., 2016).

Ao fazer uma revisão bibliográfica sobre excitação rotacional da
molécula de metano por impacto de elétrons e pósitrons, destacamos os
trabalhos de (SHIMAMURA, 1980, 1983) que desenvolveram uma teoria
para obter seções de choque para transições rotacionais conectando a
aproximação rotacional adiabática (ARA) ao espectro de perda de ener-
gia de elétrons. Além destes, (JAIN; THOMPSON, 1984) consideraram
um potencial espalhador construído pela superposição de um potencial
estático mais um potencial de polarização ab initio1 não paramétrico
para pósitrons e elétrons, sendo esta a única referência para o cálculo
de excitação rotacional pósitron-CH4 que encontramos na literatura.
(BRESCANSIN; LIMA; MCKOY, 1989) aplicaram uma formulação varia-

1De primeiros princípios.
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cional ab initio de muitos corpos conhecida como método Schwinger
multicanal, e calcularam a seção de choque rotacional considerando a
aproximação rotacional adiabática. Encontramos também resultados
reportados por (MCNAUGHTEN; THOMPSON; JAIN, 1990) que trataram
o potencial de troca de forma exata.

Dentre moléculas desta geometria, o sistema CF4 tem atraído
considerável atenção da comunidade de pósitrons nos últimos anos (NA-
TISIN; DANIELSON; SURKO, 2014). Isto é devido ao fato de que todas as
armadilhas de pósitrons até o presente momento usarem N2 como buf-
fer gas (gás amortecedor). Recentemente, (MARJANOVIC et al., 2016)
sugeriram o uso de CF4 como gás amortecedor, explorando a excitação
vibracional como o processo inelástico principal de captura. Previa-
mente, (BANKOVIC et al., 2014) investigaram o transporte de pósitrons
em CF4 gasoso. Neste último artigo, os autores desconsideraram o ca-
nal rotacional, da mesma forma como é feito para elétrons em gás de
CF4. Apesar disso, eles chamam atenção para os resultados reportados
por (VARELLA et al., 1999a) para a excitação rotacional de CF4 por
impacto de elétrons: estes autores obtiveram seções de choque relativa-
mente altas2 (∼ 35.7 a2

0) para excitações rotacionais (em altas energias),
de tal forma que (BANKOVIC et al., 2014) declaram explicitamente que
“a importância da excitação rotacional em moléculas com grande grau
de simetria ainda é uma questão em aberto”. Em relação à perda de
energia de pósitrons por moléculas, a tabela 6 do apêndice A apre-
senta os limiares de abertura dos canais colisionais. Acreditamos que
os resultados desta investigação podem ser de grande utilidade para
pesquisadores que necessitam de expressões efetivas e analíticas, como
os que trabalham nos campos de física de plasma (ITIKAWA, 2007),
termalização e aprisionamento de pósitrons (MARJANOVIC et al., 2016).

No que se refere ao espalhamento de pósitrons por molécula de
nitrogênio, do ponto de vista experimental, destacamos que o N2 não é
um gás tóxico e é de fácil aquisição e manipulação. No contexto teórico,
o N2, juntamente com o H2, serve como sistema modelo na verificação
de teorias e aproximações devido ao moderado número de elétrons e às
simples estruturas vibracional e rotacional.

Em 1970, resultados experimentais para aniquilação de pósitrons
foram apresentados por (TAO, 1970) em função da densidade do gás
nitrogênio. Após, o espectro de tempo de vida de pósitrons em nitro-
gênio molecular foi medido por (COLEMAN, 1981) e (GRIFFITH; HEY-
LAND, 1978) à temperatura ambiente. No mesmo período, (SHARMA;
MCNUTT, 1978) apresentaram resultados para o espectro de aniquila-

2Para fins de comparação, 35.7 a20 ≈ 10−16 cm2.
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ção à temperatura de 77 K (≈ 0.0066 eV ). Todas estas investigações
mostraram que uma quantidade significativa de pósitrons, criados origi-
nalmente pelo decaimento radioativo com energias da ordem de keV ′s
(GREEN; LEE, 1964; MURPHY; SURKO, 1992), sobrevivem às energias
abaixo do limiar de formação de positrônio (≈ 10 eV ). Tornou-se evi-
dente que um entendimento satisfatório dos resultados experimentais
demandava, primordialmente, a compreensão da dinâmica da termali-
zação de pósitrons no sistema gasoso.

Abaixo do limiar de formação de positrônio, pósitrons perdem
energia para o gás através da transferência de momento, excitação vi-
bracional e excitação rotacional. A dinâmica da termalização de pósi-
trons em nitrogênio molecular foi estudada por (COLEMAN, 1981) atra-
vés de um simples modelo de resfriamento. Este autor trabalhou com
energias abaixo do primeiro limiar vibracional (≈ 0.290 eV ). Seções de
choque efetivas rotacionais e de transferência de momento foram inferi-
das comparando o modelo de resfriamento com o espectro dependente
do tempo de aniquilação.

Quanto à criação de feixes de pósitrons de baixas energias, sabe-
se que para o desenvolvimento destes em alta resolução é necessário
um aparato experimental capaz de resfriar e aprisionar estas partículas.
Para a produção dos feixes, os pósitrons são criados por decaimento3

β+, com energia da ordem de keV ′s (GREEN; LEE, 1964; MURPHY;
SURKO, 1992). Como o objetivo é trabalhar com um feixe da ordem
de 10−3 a 1 eV , estes são resfriados até a temperatura desejada. O
resfriamento, ou perda de energia, dá-se pela colisão elástica e inelástica
dos pósitrons em um gás, este chamado de gás amortecedor.

(MURPHY; SURKO, 1992) apresentaram uma armadilha modifi-
cada do tipo penning na qual nitrogênio molecular foi utilizado como
gás amortecedor. Com o passar dos anos, este aparato foi sendo aperfei-
çoado. Para uma revisão do estado da arte veja (NATISIN; DANIELSON;
SURKO, 2015). Ao longo do tempo, a performance da armadilha de
pósitrons de Surko tem sido modelada através de formulações empíri-
cas. Para a elaboração de um modelo consistente para resfriamento
de pósitrons em N2, as seções de choque vibracionais e rotacionais são
cruciais, principalmente às baixas energias (MARJANOVIC; PETROVIC,
2017).

Recentemente, (NATISIN; DANIELSON; SURKO, 2014) mediram a
curva de resfriamento de pósitrons com temperaturas iniciais da ordem
de 1200 K (≈ 0.1 eV ) em N2 à temperatura ambiente (≈ 0.02 eV ).

3O decaimento β+ é caracterizado quando um próton é convertido em um nêutron
liberando um pósitron e um neutrino eletrônico. Por exemplo, F 18

9 → O18
8 + e+ + νe.
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Neste contexto, praticamente todas moléculas estão no estado vibra-
cional fundamental, de tal forma que o dado experimental serve, no
domínio de baixas energias, como uma medida indireta da seção de
choque rotacional.

Até onde sabemos, medidas diretas da seção de choque rota-
cional de pósitron-N2 não foram efetuadas. Entretanto, o tema tem
atraído a atenção de teóricos (HARA, 1972; DAREWYCH; BAILLE, 2014;
GILLESPIE; THOMPSON, 1975) desde os anos 70 e, de tempos em tem-
pos, cálculos mais sofisticados têm sido reportados na literatura. São
de grande interesse, para este trabalho, as seções de choque reporta-
das por (MUKHERJEE; GHOSH; JAIN, 1991), (VALLE; GIANTURCO, 2005)
e (MUKHERJEE; MUKHERJEE, 2015). Apesar de estes autores utiliza-
rem potenciais de correlação-polarização similares, as seções de choque
rotacionais são significantemente diferentes no regime energético que
consideramos. Desta forma, entendemos que as seções de choque ro-
tacionais pósitron-N2 não estão bem definidas e que uma investigação
teórica com diferentes metodologias comparada aos resultados anterio-
res pode contribuir substancialmente para o problema.

No presente trabalho, especificamente no capítulo 2, desenvol-
vemos e discutimos um modelo analítico para o cálculo de seções de
choque rotacionais de moléculas de simetria tetraédrica por impacto de
pósitrons. Ao final apresentamos a análise dos resultados e comparamos
com o único dado reportado na literatura. No capítulo 3, discutimos e
apresentamos resultados para excitação rotacional de N2 por pósitrons
através de dois métodos, a saber: um método variacional ab initio e um
método com o potencial de interação modelo. Ambos são comparados
com outros cálculos disponíveis na literatura. Por fim, no capítulo 4
expomos nossas conclusões a respeito das seções de choque rotacionais
para os sistemas moleculares. No que segue são utilizadas unidades
atômicas, a menos que se informe o contrário.
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2 MODELO BORN-MULTIPOLAR PARA
MOLÉCULAS TETRAÉDRICAS

Em um cenário ideal, as seções de choque rotacionais para mo-
léculas tetraédricas seriam calculadas usando uma metodologia que,
simultaneamente, incorporaria a dinâmica rotacional e os efeitos de
correlação-polarização presentes no regime de baixas energias. Infeliz-
mente, tal metodologia não existe para sistemas desta simetria. Na
ausência de dados experimentais e de escassos resultados teóricos para
comparação, parece razoável atacar o problema utilizando um modelo
de espalhamento simples como o proposto aqui.

Assumimos que a seção de choque rotacional pode ser calculada
através de uma abordagem perturbativa (aproximação de Born) já que
as transições rotacionais são relativamente fracas, quando comparadas
com outros canais colisionais, como o elástico e o vibracional. Logo,
decidimos aplicar a aproximação de Born combinada com a interação
multipolar assintótica (TAKAYANAGI; INOKUTI, 1967; ITIKAWA, 1972).
A razão para escolhermos esta técnica está no fato de conter os ingredi-
entes essenciais presentes em modelos de espalhamento mais elaborados
e a possibilidade de obter resultados analíticos. Além disto, ele pode ser
utilizado como referência para entender como modelos mais sofisticados
afetam a seção de choque rotacional.

2.1 FORMULAÇÃO TEÓRICA

O modelo para excitação rotacional induzida por impacto de
pósitrons (e elétrons) apresentado aqui é baseado em três premissas
básicas:

1. A amplitude de espalhamento pode ser calculada na aproximação
de Born;

2. Um potencial efetivo de interação de um corpo pode ser deduzido
a partir da expansão multipolar, originalmente oriunda de um
potencial de muitos corpos;

3. Termos de ordem superior que o primeiro momento não nulo po-
dem ser desconsiderados.
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2.1.1 A primeira aproximação de Born

A primeira consideração do modelo Born-multipolar é que o pro-
cesso de excitação rotacional pode ser calculado através da primeira
aproximação de Born. Nesta aproximação, a amplitude de espalha-
mento é dada por:

f[k⃗f , k⃗i] = −
1

2π
⟨Sk⃗f ∣V (x⃗, r⃗j , R⃗A)∣Sk⃗i⟩ (2.1)

onde Sk⃗ é a solução homogênea da equação de Lippmann-Schwinger
associada ao Hamiltoniano

Ĥ = T̂p + Ĥmol + V (2.2)

sendo T̂p o operador energia cinética para a partícula incidente, Ĥmol é
o Hamiltoniano molecular e V é o potencial de espalhamento. As coor-
denadas da partícula incidente são representadas por x⃗, as coordenadas
eletrônicas do alvo por {r⃗j} e as coordenadas referentes ao núcleo do
alvo por {R⃗A}.

A solução homogênea é dada por

Sk⃗i = ϕ(r⃗j , R⃗A)e
ik⃗i⋅x⃗ (2.3)

onde ϕ(r⃗j , R⃗A) é a função de onda molecular, i. e., é autofunção de
Ĥmol e eik⃗⋅x⃗ denota a função de onda no contínuo para a partícula inci-
dente. Como a partícula incidente é representada por uma onda plana,
o modelo pode ser aplicado tanto para pósitrons como para elétrons.
A diferença vem, primeiramente, do sinal algébrico do potencial e pelo
fato de desconsiderar os efeitos de troca entre os elétrons moleculares e
o incidente. Note que os estados moleculares dependem das coordena-
das eletrônicas {r⃗j} e nucleares {R⃗A}. Os graus de liberdade nucleares
estão associados aos estados moleculares vibracionais e rotacionais.

Considerando a aproximação de Born-Oppenheimer (SZABO; OS-
TLUND, 1996), os estados moleculares podem ser escritos como o pro-
duto direto das funções de onda eletrônicas, vibracionais e rotacionais:

ϕ(r⃗j , R⃗A) = Φ0(r⃗j ; R⃗A) ×Υn(q⃗) ×ΨJ
KM(Ω). (2.4)

Nesta expressão, Φ0 é a função de onda eletrônica do estado funda-
mental molecular, Υn é a função de onda vibracional, n = (n1, ..., nN)
é o conjunto de números quânticos que especificam o estado vibracio-
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nal dos N modos normais e q⃗ = (q1, q2, ..., qN) representa a coordenada
do respectivo modo normal, ΨJ

KM(Ω) é a função de onda rotacional,
onde (J,K,M) denota os números quânticos rotacionais e Ω descreve
a orientação da molécula no espaço, através dos ângulos de Euler.

2.1.2 Potencial de espalhamento e a expansão multipolar

A principal interação entre uma partícula carregada, como pósi-
trons e elétrons, e uma molécula é a eletrostática. Classicamente, este
potencial pode ser escrito como

V (x⃗,{r⃗j},{R⃗A}) = ∓∑
A

ZA

∣x⃗ − R⃗A∣
±∑

j

1

∣x⃗ − r⃗j ∣
. (2.5)

Nesta expressão, ZA denota o número atômico do A-ésimo núcleo, o
sinal superior é referente a elétrons e o inferior a pósitrons.

Consideremos, agora, que os núcleos são mantidos fixos na con-
figuração de equilíbrio da molécula. Isto significa que as coordenadas
nucleares {R⃗A} podem ser consideradas como parâmetros. O valor es-
perado do operador V , dado acima no estado eletrônico fundamental
da molécula, resulta no potencial estático Vst(x⃗,{R⃗A}):

Vst(x⃗,{R⃗A}) = ∫ d3r⃗jΦ
∗
0(r⃗j ; R⃗A) [∓∑

A

ZA

∣x⃗ − R⃗A∣

±∑
j

1

∣x⃗ − r⃗j ∣

⎤⎥⎥⎥⎦
Φ0(r⃗j ; R⃗A) (2.6)

onde a integração é feita somente nas coordenadas eletrônicas (espaço
e spin) do alvo. Tomando o estado eletrônico fundamental da molé-
cula como um determinante de Slater ∣Φ0⟩ = ∣Ψ1Ψ̄1Ψ2Ψ̄2⋯ΨN/2Ψ̄N/2⟩
onde {Ψm(r⃗)} são os orbitais moleculares, podemos ver que (SZABO;
OSTLUND, 1996)

Vst(x⃗,{R⃗A}) = ∓∫
ρ(r⃗)
∣x⃗ − r⃗∣

d3r⃗. (2.7)

A densidade de carga da molécula é a superposição da densidade de
carga nuclear

ρnuc(r⃗) = ∑
A

ZAδ(r⃗ − R⃗A) (2.8)
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e da eletrônica

ρelec(r⃗) = 2
N/2

∑
a

∣Ψa(r⃗)∣2 (2.9)

de tal forma que ρ(r⃗) = ρnuc(r⃗) − ρelec(r⃗). Assumindo que somente a
componente assintótica do potencial de espalhamento contribui subs-
tancialmente para o processo, para x ≫ r, consideramos a expansão
multipolar (JACKSON, 1998)

1

∣x⃗ − r⃗∣
=

∞

∑
l=0

+l

∑
m=−l

4π

2l + 1
Y ∗
lm(r̂)Ylm(x̂) rl

xl+1
, (2.10)

de tal forma que o potencial de espalhamento V (x⃗) pode ser escrito
como

V (x⃗) = ∑
lm

4π

2l + 1
[∫ d3r⃗ rlρ(r⃗)Y ∗

lm(r̂)] Ylm(x̂)
xl+1

. (2.11)

Os termos entre colchetes são os momentos multipolares qlm:

qlm = ∫ d3 r⃗ rl ρ(r⃗)Y ∗
lm(r̂) (2.12)

de tal forma que a partícula incidente sente um potencial efetivo

V (x⃗) = ∑
lm

4π

2l + 1
qlm

Ylm(x̂)
xl+1

. (2.13)

Para prosseguirmos, necessitamos determinar os coeficientes ql,m para
o sistema em questão.

2.1.3 Momentos multipolares para simetria tetraédrica

Com o intuito de determinar quais momentos multipolares são
não nulos para sistemas tetraédricos (Td) como CH4, consideramos uma
densidade de carga efetiva da forma

ρ(x, y, z) = 4e[δ(x)δ(y)δ(z)] − e[δ(x − 1)δ(y − 1)δ(z − 1)
+ δ(x − 1)δ(y + 1)δ(z + 1) + δ(x + 1)δ(y + 1)δ(z − 1)
+ δ(x + 1)δ(y − 1)δ(z + 1)], (2.14)
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onde e é o valor absoluto da carga fundamental e os átomos de hidrogê-
nio assumem posições normalizadas. Perceba que esta abordagem (de
cargas puntuais) é utilizada apenas e tão somente para observarmos
os momentos multipolares existentes neste grupo de simetria. Reitera-
mos que não consideramos cargas puntuais na fenomenologia descrita
de forma alguma, este simbolismo é utilizado para facilitar o entendi-
mento e visualização dos momentos multipolares diferentes de zero.

Na figura 1 apresentamos a representação pictórica de ρ(x, y, z),
dada pela equação (2.14). Calculando os momentos multipolares apre-
sentados na equação (2.12) e considerando o modelo de cargas efetivas
apresentado acima, é fácil ver que os momentos multipolares diferentes
de zero são q3,2, q4,0 e q4,4. Estes estão relacionados aos momentos de
octopolo e hexadecapolo. Note que para o CF4 existe uma inversão de
sinal entre o átomo central e os átomos das arestas, já que o flúor é
mais eletronegativo que o carbono.

Figura 1 – Representação pictórica da distribuição de carga do metano.
A origem das coordenadas coincide com o carbono central. Os eixos
rotacionais C3 e C2 estão ligados às regras de seleção para a excitação
rotacional.

A definição padrão dos tensores de momento de octopolo e he-
xadecapolo usualmente encontrados em referências de física molecular
(STOGRYN; STOGRYN, 1966; BUCKINGHAM, 1959; STONE, 2013) são,
respectivamente,

Ωαβγ = ∫ [5

2
(rαrβrγ) −

1

2
r2(rαδβ,γ + rβδγ,α + rγδα,β)]ρ(r⃗)d3r⃗

(2.15)
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e

Φαβγδ =
1

8
∫ [35rαrβrγrδ − 5r2 (rαrβδγ,δ + rαrγδβ,δ

+ rαrδδβ,γ + rβrγδα,δrβrδδα,γ + rγrδδα,β)

+ r4 (δα,βδγ,δ + δα,γδβ,δ + δα,δδβ,γ)]ρ(r⃗)d3r⃗. (2.16)

Considerando somente os momentos multipolares ql,m não nulos,
podemos associá-los aos elementos dos tensores de octopolo e hexade-
capolo descritos pelas equações (2.15) e (2.16) respectivamente. Existe
somente (STOGRYN; STOGRYN, 1966) um elemento não nulo no tensor
de momento de octopolo (Ωxyz). Para o hexadecapolo, os elementos
não nulos estão associados por Φzzzz = Φxxxx = Φyyyy = −16Φxxyy =
−16Φzzxx = −16Φzzyy. Portanto,

q3,2 = −
1

5

√
105

2π
(iΩxyz) (2.17)

q4,0 =
3

2

√
1

π
Φzzzz (2.18)

q4,4 =
3

2

√
1

70π
(19

8
Φzzzz) . (2.19)

Os ql,m possuem a propriedade ql,−m = (−1)mq∗l,m de onde os coeficien-
tes com valores negativos de m podem ser diretamente calculados.

Neste trabalho, para o CH4 utilizamos valores de momento de
octopolo e hexadecapolo oriundos de dados experimentais, e para CF4

estimativas teóricas de espectroscopia (veja subseção 2.1.6). Perceba
que as equações (2.17), (2.18) e (2.19) foram derivadas considerando
uma configuração estática da molécula, em outras palavras, não existe
qualquer informação a respeito dos graus de liberdade vibracionais.
Para levá-los em conta, pelo menos em princípio, uma função de onda
vibracional deve ser considerada. Observando a amplitude de espalha-
mento (2.1) e a forma da função de onda molecular (2.4), os graus de
liberdade vibracionais devem ser incorporados nos elementos do ten-
sor de momento de octopolo e hexadecapolo. Note que, da mecânica
quântica estatística, os dados utilizados na seção 2.1.6 são descritos,
matematicamente, como a média da medida das quantidades acima
(Ωxyz e Φzzzz) no ensamble de estados não puros. Seja o operador den-
sidade % = ∑i %i∣Υni(q⃗)⟩⟨Υni(q⃗)∣, onde %i é a fração de cada ensamble
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no estado puro ∣Υni(q⃗)⟩, tal que ∑i %i = 1, pode-se afirmar que,

⟨Ω̄⟩ = ∑
i

%i⟨Υni(q⃗)∣Ωxyz ∣Υni(q⃗)⟩ = Ω (2.20)

⟨Φ̄⟩ = ∑
i

%i⟨Υni(q⃗)∣Φzzzz ∣Υni(q⃗)⟩ = Φ, (2.21)

onde assumimos que os valores de Ω e Φ, sendo obtidos de dados experi-
mentais, carregam informação na forma de uma média sobre os estados
vibracionais. Veja que sob condições experimentais (ao contrário de
cálculos ab initio) os graus de liberdade vibracionais não podem ser
eliminados (AMOS, 1979).

2.1.4 Função de onda rotacional

Na aproximação de corpo rígido, o Hamiltoniano rotacional de
uma molécula pode ser escrito como

Ĥrot =
L2
x

2Ixx
+
L2
y

2Iyy
+ L2

z

2Izz
(2.22)

onde assumimos os eixos cartesianos do sistema de referência coinciden-
tes com os eixos principais do corpo. Moléculas tetraédricas possuem
a propriedade de degenerescência completa das componentes do tensor
de inércia:

Ixx = Iyy = Izz ≡ I. (2.23)

Por causa disto, são chamados de piões esféricos.
Seguindo a dedução de (DAVYDOV, 2013) e (ROSE, 2011), as

funções de onda rotacionais de moléculas pertencentes à simetria Td
podem ser escritas como

ΨJ
KM(α,β, γ) = (2J + 1

8π2
)

1/2

[DJKM(α,β, γ)]∗, (2.24)

onde D é uma matriz de Wigner. O rótulo J denota a magnitude do
momento angular, enquanto os rótulos K e M representam a projeção
de J⃗ no eixo z do referencial de laboratório (LF) e a projeção de J⃗ no
eixo z do referencia do corpo (BF). As variáveis α, β e γ são os ângulos
de Euler que conectam os sistemas de coordenadas LF e BF.
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Os estados rotacionais de piões esféricos têm energias

EJ = J(J + 1)B0. (2.25)

B0 é chamada constante rotacional da molécula. A conservação de
energia, para este problema específico, nos mostra que

k2
i

2
+ Ji(Ji + 1)B0 =

k2
f

2
+ Jf(Jf + 1)B0, (2.26)

onde ki e kf são os valores absolutos dos vetores de onda incidente
e espalhado da partícula respectivamente. Ji e Jf representam, no
mesmo espírito, os estados rotacionais inicial e final da molécula.

2.1.5 Limiares rotacionais e vibracionais

Na tabela 1 apresentamos as constantes rotacionais, os limiares
rotacionais e o valor mais baixo para excitação vibracional para as mo-
léculas de CH4 e CF4. Os momentos multipolares não nulos implicam
que somente as transições onde Jf = Ji ± 3 (transições de octopolo) e
Jf = Ji ± 4 (transições de hexadecapolo) são permitidas. É interessante
observar que tais regras de seleção estão intimamente associadas aos
eixos rotacionais C3 e C2 indicados na figura 1. Por esta tabela, po-
demos visualizar o espectro de energia onde um pósitron (ou elétron)
perderá energia em um gás de moléculas tetraédricas exclusivamente
pelos mecanismos rotacional e de transferência de momento.

Tabela 1 – Constantes rotacionais (B0), limiares rotacionais e menor
valor para excitação vibracional para CH4 e CF4. Constantes rotacio-
nais de (HERZBERG, 1966) e (LOLCK, 1981). Frequências vibracionais
foram obtidas de (SHIMANOUCHI, 1972).

Molécula B0 (meV ) Transição (Ji → Jf ) ∆E (meV ) ∆Evib (meV )
CH4 0.65000 0 → 3 7.8000 161.9

0 → 4 13.000
CF4 0.02370 0 → 3 0.2844 53.9

0 → 4 0.4740
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2.1.6 Valores para momentos de octopolo e hexadecapolo

Existe uma vasta literatura sobre momentos multipolares mole-
culares. Para uma boa revisão do assunto recomendamos os artigos
de (BUCKINGHAM, 1959) e (STOGRYN; STOGRYN, 1966). Sendo o foco
deste trabalho o cálculo de seções de choque rotacionais, e não uma
discussão detalhada sobre os valores de momentos multipolares des-
tas moléculas, assumimos para Ω e Φ valores extraídos diretamente ou
indiretamente de dados experimentais. Na tabela 2 apresentamos os
valores usados nos cálculos efetuados neste trabalho.

Tabela 2 – Momentos multipolares para CH4 e CF4 usados neste traba-
lho. Para CH4, os valores de Ω foram extraídos de (ISNARD; ROBERT;
GALATRY, 1976), enquanto os valores de Φ vêm de (COHEN; BIRNBAUM,
1977). Os valores de Ω e Φ para CF4 foram obtidos de (BIRNBAUM;
COHEN, 1976).

Momentos CH4 CF4

Ω (e a3
0) 3.23 4.63

Φ (e a4
0) 11.4 39.49

Com os ingredientes básicos (funções de onda rotacionais, pa-
râmetros multipolares, energias e limiares energéticos), procederemos
para o cálculo das seções de choque de excitação rotacional.

2.2 SEÇÃO DE CHOQUE DE EXCITAÇÃO ROTACIONAL

A amplitude de espalhamento para uma transição {Ji,Ki,Mi} ≡
i→ {Jf ,Kf ,Mf} ≡ f é dada por

f i→f [k⃗f , k⃗i] = −
1

2π
∫ d3x⃗e−i(k⃗f−k⃗i)⋅x⃗ ∫ dΩ Ψ∗

JfKfMf
(Ω)

× ⟨Υn(q⃗)Φ0(r⃗j ; R⃗A)∣V ∣Φ0(r⃗j ; R⃗A)Υn(q⃗)⟩ΨJiKiMi(Ω). (2.27)

Da equação (2.13), o potencial efetivo vem da expansão multipolar:

⟨Υn(q⃗)Φ0(r⃗j ; R⃗A)∣V ∣Φ0(r⃗j ; R⃗A)Υn(q⃗)⟩ = ∑
lm

4π

2l + 1
qlm

Ylm(x̂)
xl+1

. (2.28)
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Este potencial é escrito no BF porém as transições rotacionais são me-
didas no LF. Portanto, transformamos V (x⃗) do BF para o LF através
de (ROSE, 2011)

Ylm(x̂) = ∑
µ

[Dl
mµ(Ω)]∗ Yl µ(x̂′), (2.29)

onde “linha” denota as coordenadas no LF.
Inserindo a forma explícita dos estados rotacionais (2.24) e rear-

ranjando os termos encontramos

f i→f [k⃗f , k⃗i] = −
1

2π

√
2Jf + 1

8π

√
2Ji + 1

8π
∑
lm

4π

2l + 1
qlm

×∑
µ
∫ d3x⃗

e−i(k⃗f−k⃗i)⋅x⃗

xl+1
Yl µ(x̂′)

×∫ dΩD
Jf
Kf Mf

(Ω)[Dl
mµ(Ω)]∗ [DJi

KiMi
(Ω)]∗. (2.30)

A integral nos ângulos de Euler é bem conhecida (ROSE, 2011;
VARSHALOVICH; MOSKALEV; KHERSONSKII, 1988)

∫ dΩD
Jf
Kf Mf

(Ω)[Dl
mµ(Ω)]∗ [DJi

KiMi
(Ω)]∗ = 8π2

2Jf + 1

× C(lJiJf ;mKiKf)C(lJiJf ;µMiMf) (2.31)

onde C(j1 j2 j3;m1m2m3) são coeficientes de Clebsch-Gordan.
A expressão para a amplitude fica

f i→f [k⃗f , k⃗i] = −
1

2π

√
2Ji + 1

2Jf + 1
∫ d3x⃗e−i(k⃗f−k⃗i)⋅x⃗

× ∑
lm

∑
µ

qlm
4π

2l + 1

Yl µ(x̂′)
xl+1

× C(lJiJf ;mKiKf)C(lJiJf ;µMiMf). (2.32)

No apêndice B apresentamos o tratamento para a integração da onda
plana

Ix = ∫ d3x⃗e−i(k⃗f−k⃗i)⋅x⃗
Yl µ(x̂′)
xl+1

(2.33)

na formulação de momento relativo e de ondas parciais.
Uma vez que a amplitude de espalhamento é definida, a seção de
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choque de excitação rotacional é calculada por

σJi→Jf = 1

(2Ji + 1)2 ∑
MiKi

∑
Mf Kf

[ 1

4π
∫ dk̂i ∫ dk̂f ∣f i→f [k⃗f , k⃗i]∣2]

(2.34)
na formulação de ondas parciais e por

σJi→Jf = 1

(2Ji + 1)2 ∑
MiKi

∑
Mf Kf

[ 1

4π
∫ dθ∫ dξ̂∣f i→f [ξ⃗, θ⃗]∣2] (2.35)

na formulação de momento relativo (ξ⃗ = k⃗f − k⃗i). Note que o termo
1/4π vem da média sobre as direções de k̂i. A variável θ presente
nesta expressão denota o ângulo1 entre os vetores k⃗f e k⃗i, na figura 2
apresentamos uma representação destes vetores e do ângulo. O termo

⎛
⎝

1

(2Ji + 1)2 ∑
MiKi

⎞
⎠ ∑
Mf Kf

(2.36)

vem do fato de que, experimentalmente, as transições rotacionais não
são resolvidas nas projeções K e M , portanto tomamos uma média so-
bre os estados rotacionais iniciais {Mi,Ki} e somamos sobre os estados
rotacionais finais {Mf ,Kf}.

Figura 2 – Representação ilustrativa para o cálculo da seção de choque
rotacional através do momento relativo. Os vetores de onda final e
inicial são k⃗f e k⃗i, respectivamente. O vetor relativo ξ⃗ = k⃗f − k⃗i e o
ângulo entre os vetores de onda inicial e final θ também são mostrados.

Após o desenvolvimento das integrações da onda plana e as so-
mas sobre os rótulos (usando as propriedades de ortogonalidade dos
coeficientes de Clebsch-Gordan), encontramos a expressão de trabalho
para o cálculo das seções de choque.

1Esta integral é tomada de 0 até π, pois este é o domínio do ângulo entre k⃗i e
k⃗f .
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2.2.1 Transições de octopolo

Para transições de octopolo, temos l = 3 na expansão multipolar
do potencial de espalhamento. A regra de seleção associada a este
tipo de transição é Jf = Ji ± 3. Na formulação de momento relativo
encontramos

σ
Ji→Jf
RM = 1

4π

kf

ki

4

(15)2
(4π

7
)

3

[k2
i + k2

f ] (
2Jf + 1

2Ji + 1
)[∑

m

∣q3m∣2] (2.37)

e na formulação de ondas parciais

σ
Ji→Jf
PW = 1

4π

kf

ki
[4(4π

7
)

3

](
2Jf + 1

2Ji + 1
)[∑

m

∣q3m∣2]F (3, kf , ki) (2.38)

onde definimos

F (l, kf , ki) ≡
lmax

∑
li

lmax

∑
lf

(2li + 1)[C(l li lf ; 0 0 0)]2U(l − 1, lf , li;kf , ki)

(2.39)
e

∑
m

∣q3m∣2 = 21

5π
Ω2. (2.40)

A função U(l − 1, lf , li;kf , ki) é dada pela equação (B.11) do apêndice
B.

2.2.2 Transições de hexadecapolo

Transições de hexadecapolo correspondem ao conjunto l = 4 da
expansão multipolar do potencial de espalhamento. Após desenvolver
a integração da onda plana e a soma sobre os rótulos, encontramos, na
formulação de momento relativo

σ
Ji→Jf
RM = 1

4π

kf

ki

4

(105)2
(4π

9
)

3

[(k2
i + k2

f)2 + 4

3
k2
fk

2
i ]

×(
2Jf + 1

2Ji + 1
)[∑

m

∣q4m∣2] (2.41)
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enquanto que na formulação de ondas parciais

σ
Ji→Jf
PW = 1

4π

kf

ki
[4(4π

9
)

3

](
2Jf + 1

2Ji + 1
)[∑

m

∣q4m∣2]F (4, kf , ki) (2.42)

onde

∑
m

∣q4m∣2 = [ 9

4π
+ 1

70π
(57

16
)

2

]Φ2 (2.43)

e F (4, kf , ki) é a função definida na equação (2.39).
Estas expressões podem ser aplicadas para excitação e desexci-

tação. É fácil verificar que o princípio do balanço detalhado2 (SHIMA-
MURA; TAKAYANAGI, 1984) é satisfeito. Como ambas expressões para
transição de octopolo e hexadecapolo são proporcionais a Ω2 e Φ2, os
resultados obtidos nesta formulação são totalmente similares para elé-
trons e pósitrons.

2.3 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Nesta seção, apresentamos e discutimos nossos resultados. Es-
pecificamente, focamos em processos de excitação rotacional, fixando o
alvo molecular em seu estado rotacional fundamental Ji = 0 e conside-
rando sua promoção para os estados excitados disponíveis pelas regras
de seleção, i. e., Jf = 3 para transições de octopolo e Jf = 4 para
transições de hexadecapolo.

É bem estabelecido que pósitrons (ou elétrons) podem ser apro-
ximados por ondas planas no cálculo de excitação rotacional quando
o comprimento de onda é significantemente maior que o diâmetro mo-
lecular (GERJUOY; STEIN, 1955; TAKAYANAGI; ITIKAWA, 1970). Mate-
maticamente isto significa que kd≪ 1, onde d é o diâmetro molecular.
Como estimativa, se tomarmos para CH4 (HIRSCHFELDER; CURTISS;
BIRD, 1954) (d = 7.49 a0) e para CF4 (BATSANOV, 2001) (d = 5.852
a0), encontramos que a onda plana é uma boa aproximação para ener-
gias abaixo de 0.05 eV . Apesar disto, estenderemos nossos resultados
até 5.0 eV . Isto nos permitirá ver como o modelo apresentado aqui se
compara com outros cálculos mais sofisticados. Para tanto, dividiremos

2O princípio do balanço detalhado para piões esféricos resulta, de forma breve,

em [g(Ji)]2
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

dσ(E)
dk̂f

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

Ji→Jf

= [g(Jf )]2
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

dσ(E)
dk̂f

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

Jf→Ji

, onde a densidade de estados

J é [g(J)]2 e o outro termo é referente à seção de choque diferencial rotacional,
para mais detalhes veja página 101 de (SHIMAMURA; TAKAYANAGI, 1984).
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nossa análise em dois regimes energéticos:

1. Energias muito próximas ao limiar (abertura do canal3) de exci-
tação rotacional: kf ≪ ki;

2. Energias longe do limiar de excitação rotacional: kf ∼ ki.

Na figura 3, as seções de choque rotacionais para transições de
octopolo e hexadecapolo são apresentadas para ambas moléculas desde
a abertura do canal rotacional até 5.0 eV . O eixo ordenado está em
escala logarítmica com o intuito de visualizar os efeitos em energias
muito baixas. Da equação (2.37), vemos que a seção de choque de
octopolo é essencialmente a mesma para CH4 e CF4. A diferença em
magnitude dentre elas, linha sólida para CF4 e linha tracejada para
CH4, vem do quadrado da razão dos momentos de octopolo

σCH4

σCF4

= (ΩCH4

ΩCF4

)
2

. (2.44)

A mesma análise pode ser aplicada para a transição de hexade-
capolo, porém a diferença é muito maior. O grande valor do momento
de hexadecapolo para CF4 quando comparado com CH4, veja tabela
2, pode estar associado ao fato de a eletronegatividade do carbono e
do hidrogênio serem muito próximas ( C = 2.5 e H = 2.1 ), enquanto
a eletronegatividade do flúor apresentar um valor duas vezes maior (F
= 4.0). Isto deve deslocar a carga eletrônica para próximo do átomo
flúor, causando um aumento no momento de hexadecapolo.

Note que longe do limiar de excitação rotacional, a transição
octopolar possui uma dependência linear com a energia incidente. Por
outro lado, pela equação (2.41), a seção de choque rotacional devido ao
momento de hexadecapolo apresenta uma dependência quadrática com
a energia incidente.

No sub-gráfico da figura 3 são comparadas as seções de choque
rotacionais próximas ao limiar de excitação rotacional. As linhas ponti-
lhadas verticais marcam os valores da abertura dos canais vibracionais
para CF4 e CH4 respectivamente. É importante notar que antes da
abertura do canal vibracional, a excitação rotacional e a transferência
de momento são os únicos processos responsáveis pela perda de energia
de pósitrons (e elétrons) nestes gases.

Não nos ocupamos com o cálculo de seções de choque vibra-
cionais neste trabalho, porém, elas podem ser encontradas no artigo

3Para mais detalhes e valores dos canais colisionais veja o apêndice A.
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Figura 3 – Seções de choque rotacionais em unidades de a2
0 como função

da energia incidente da partícula em eV . Para CF4, a linha sólida
representa a transição de octopolo (0 → 3) e a linha traço-ponto as
relativas ao hexadecapolo (0 → 4). Para CH4, a transição de octopolo
é representada pela linha tracejada e a transição de hexadecapolo pela
linha pontilhada. O sub-gráfico representa o citado acima, porém para
energias até 5.0 eV . As linhas pontilhadas verticais representam a
abertura do canal vibracional para ambas moléculas CF4 (0.0539 eV )
e CH4 (0.1619 eV ).

(MARLER; GRIBAKIN; SURKO, 2006) para estas mesmas moléculas. É
interessante observar que as seções de choque reportadas por estes au-
tores foram também calculadas na aproximação de Born (Born-dipole
model), levando a um tratamento similar para elétrons e pósitrons.
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Figura 4 – Decomposição de ondas parciais da seção de choque rotaci-
onal octopolar para CH4 até 0.05 eV . Linha sólida representa a con-
tribuição de todas ondas parciais. As ondas parciais são representadas
por (li ∶ lf): (2 ∶ 1) linha tracejada; (1 ∶ 2) linha tracejada com quadra-
dos; (3 ∶ 0) linha pontilhada; (0 ∶ 3) linha pontilhada com quadrados;
(4 ∶ 1) linha traço-ponto; (1 ∶ 4) linha traço-ponto com quadrados.

Outra característica que difere entre estes sistemas é a constante
rotacional B0 apresentada na tabela 1. Estas constantes não afetam
apreciavelmente as seções de choque rotacionais, contudo têm um papel
fundamental na abertura dos canais rotacionais (veja equação (2.25)).
A linguagem tradicional de ondas parciais, usualmente encontrada em
livros textos, não é aplicável diretamente no contexto de potenciais
não-centrais. É possível demonstrar que quando o potencial tem si-
metria esférica tem-se li = lf . Potenciais não-centrais, por outro lado,
automaticamente acoplam as ondas parciais incidente li e espalhada lf .
Esta análise é feita para o CH4 na figura 4 para energias próximas do
limiar, todavia é válida para o CF4 também. Perceba que as ondas
parciais incidente li e espalhada lf são referentes às equações (2.38) e
(2.39), de uma forma explícita a seção de choque de transição octopolar
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é representada por:

σ
Ji→Jf
PW = 1

4π

kf

ki
[4(4π

7
)

3

](
2Jf + 1

2Ji + 1
) [ 21

5π
Ω2] ×

×
lmax

∑
li

lmax

∑
lf

(2li + 1)[C(3 li lf ; 0 0 0)]2U(2, lf , li;kf , ki), (2.45)

onde a função U(2, lf , li;kf , ki) é dada pela equação (B.11) do apêndice
B. Perceba que desta forma podemos calcular e analisar a seção de
choque para cada onda parcial (li ∶ lf). A contribuição das ondas
(3 ∶ 0) (linha pontilhada), (2 ∶ 1) (linha tracejada) e (4 ∶ 1) (linha traço-
ponto) é dominante imediatamente após a abertura do canal rotacional
até 9.3 meV .

Este resultado sustenta uma visão “semi-clássica” sobre o meca-
nismo de excitação rotacional. Como, em um caso “semi-clássico”, é
possível4 relacionar o parâmetro de impacto b com a onda parcial li,
através do momento angular L e o momento p, por

b = L
p
≃

√
li(li + 1)
ki

, (2.46)

intuitivamente esperamos que a onda (partícula) que atinja a molécula
com momento angular maior (maior parâmetro de impacto em uma
visão clássica) comandará a troca de momento angular (aplicação de
torque sobre o alvo).

4Veja equação (4.80) de (JOACHAIN, 1984).
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Figura 5 – Mesma legenda da figura 4, porém para energia longe da
abertura do canal rotacional.

Para energias mais altas a contribuição dos pares (li ∶ lf), (2 ∶
1) (1 ∶ 2) e (3 ∶ 0) (0 ∶ 3), torna-se mais próxima em magnitude e
domina a seção de choque rotacional (veja figura 5). Para energias
próximas de 0.395 eV os valores de kf e ki são praticamente iguais
(kf /ki ≈ 0.99), e os pares de ondas parciais listados acima assumem o
mesmo valor. Este comportamento é facilmente explicado através da
integração (B.11). Note que para kf ∼ ki o argumento da integração
pode ser intercambiado

jli(kix)jlf (kfx)x
2−s = jli(kfx)jlf (kix)x

2−s, (2.47)

levando ao mesmo valor, e consequentemente à mesma contribuição
para a seção de choque rotacional.

Pela figura 5 vemos que as ondas parciais (2 ∶ 1) e (1 ∶ 2) são
responsáveis por 90% da seção de choque rotacional, sendo uma boa
aproximação para um futuro cálculo de onda distorcida, como o apre-
sentado em (HARA, 1972) para pósitron-H2.
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Figura 6 – A decomposição em ondas parciais para seção de choque
rotacional hexadecapolar de CH4 é apresentada até 0.1 eV . A notação
para os pares (li ∶ lf) é a mesma empregada na figura 4. Linha sólida
representa a contribuição de todas ondas parciais. (2 ∶ 2) linha traço-
ponto; (3 ∶ 1) linha tracejada; (1 ∶ 3) linha tracejada com quadrados;
(4 ∶ 0) linha pontilhada.

Na figura 6, a decomposição de ondas parciais é apresentada para
a transição de hexadecapolo para energias próximas ao limiar rotacio-
nal. Analogamente ao apresentado para a transição octopolar, podemos
representar, explicitamente, a dependência da seção de choque hexade-
capolar com as ondas parciais (li ∶ lf). Pelas equações (2.42) e (2.39)
obtemos:

σ
Ji→Jf
PW = 1

4π

kf

ki
[4(4π

9
)

3

](
2Jf + 1

2Ji + 1
){[ 9

4π
+ 1

70π
(57

16
)

2

]Φ2} ×

×
lmax

∑
li

lmax

∑
lf

(2li + 1)[C(4 li lf ; 0 0 0)]2U(3, lf , li;kf , ki). (2.48)

A função U(3, lf , li;kf , ki) é descrita pela equação (B.11) do apêndice
B.

Desde a abertura do canal rotacional até 0.1 eV outras ondas
parciais apresentam contribuição muito pequena e não são mostradas
aqui. A onda parcial (4 ∶ 0) domina a seção de choque rotacional
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próximo ao limiar, sendo a principal contribuição até 14 meV . Como
observado na transição de octopolo, as ondas incidentes com momento
angular maior são mais efetivas na alteração do estado rotacional da
molécula. Após, as ondas parciais (3 ∶ 1) e (2 ∶ 2) são dominantes na
transição de hexadecapolo. Próximo ao limiar vibracional (161.9 meV ),
kf e ki possuem basicamente o mesmo valor, tornando as contribuições
de (3 ∶ 1) e (1 ∶ 3) iguais. Este comportamento também é observado
em outros pares de ondas (li ∶ lf). Como comentado anteriormente,
isto é explicado matematicamente observando a integração na equação
(B.11).
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Figura 7 – A decomposição de ondas parciais para seção de choque
rotacional de CH4 é apresentada até 5.0 eV . A notação para os pares
(li ∶ lf) é a mesma da figura 4. Linha sólida representa a contribuição
de todas ondas parciais. (2 ∶ 2) linha traço-ponto; (3 ∶ 1) linha trace-
jada; (1 ∶ 3) linha tracejada com quadrados. (3 ∶ 3) linha pontilhada
com círculos; (4 ∶ 2) linha tracejada com triângulos; (2 ∶ 4) linha tra-
cejada com triângulos invertidos; (4 ∶ 0) linha pontilhada; (0 ∶ 4) linha
pontilhada com quadrados.

A convergência das ondas parciais para energias bem acima do
limiar rotacional é mostrada na figura 7. Vemos que todas ondas parci-
ais relacionadas possuem o mesmo valor. Este é um ponto de checagem
importante para o cálculo.
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Figura 8 – Seções de choque de octopolo comparadas com outros mo-
delos de espalhamento para elétrons. Neste gráfico consideramos os
valores máximo (TURNER et al., 1964) (Ωmax = 8.3 ea3

0) e mínimo (SI-
NAI, 1964) (Ωmin = 2.08 ea3

0) para o momento de octopolo disponíveis
na literatura. Linha tracejada com rótulos representa nosso resultados
para Ωmax e Ωmin; A linha tracejada entre esses é o valor escolhido
para este trabalho. Linha traço-ponto de (JAIN; THOMPSON, 1984);
linha traço-ponto com quadrados representa (MCNAUGHTEN; THOMP-
SON; JAIN, 1990); losango são os dados de (BRESCANSIN; LIMA; MCKOY,
1989).

Apresentamos, nas figuras 8, 9 e 10, como nossos resultados se
comparam com outros cálculos mais elaborados. Primeiro consideremos
os resultados reportados por (JAIN; THOMPSON, 1984) para excitação
rotacional de CH4 por pósitrons e elétrons. Estes autores considera-
ram um potencial de espalhamento constituído pela superposição de um
potencial estático mais um potencial de polarização ab initio não para-
métrico. Exclusivamente para elétrons, comparamos com os resultados
de (BRESCANSIN; LIMA; MCKOY, 1989) que aplicaram a formulação va-
riacional ab initio de muitos corpos conhecida como método Schwinger
multicanal, já que este é baseado no princípio variacional de Schwin-
ger. Neste método os efeitos de correlação entre os elétrons incidente
e moleculares são feitos na abordagem de muitos corpos, levando a
uma descrição mais completa do processo. Finalmente, apresentamos
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os resultados reportados por (MCNAUGHTEN; THOMPSON; JAIN, 1990).
Neste trabalho são apresentadas seções de choque rotacionais de CH4

por impacto de elétrons tratando o potencial de troca de forma exata.
Não encontramos medidas experimentais ou cálculos de excitação rota-
cional para CF4.
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Figura 9 – Seções de choque de octopolo comparadas com outros mo-
delos de espalhamento para pósitrons desde a abertura do canal até
1 eV . Neste gráfico consideramos os valores máximo (TURNER et al.,
1964) (Ωmax = 8.3 ea3

0) e mínimo (SINAI, 1964) (Ωmin = 2.08 ea3
0) para

o momento de octopolo disponíveis na literatura. Linha tracejada com
rótulos representa nosso resultados para Ωmax e Ωmin; A linha trace-
jada entre esses é o valor escolhido para este trabalho. Linha sólida é a
seção de choque de (JAIN; THOMPSON, 1984). O sub-gráfico representa
o mesmo, porém para energias até 5 eV .

Em todas as referências citadas, a seção de choque rotacional
é feita considerando-se a aproximação rotacional adiabática. Em tal
aproximação, é suposto que a partícula incidente atravessa o campo do
alvo tão rapidamente que a orientação da molécula não se altera apreci-
avelmente durante o processo, mais detalhes sobre este procedimento é
encontrado na seção 3.2. Na prática, isto permite desacoplar os estados
rotacionais do alvo e efetuar um cálculo direto de dois canais.

Nas figuras 8 e 9 apresentamos as seções de choque para transi-
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ção rotacional devido ao octopolo considerando o menor (SINAI, 1964)
(Ωmin = 2.08 ea3

0 ) e o maior valor (TURNER et al., 1964) (Ωmax =
8.3 ea3

0) para os momentos de octopolo de CH4 disponíveis na litera-
tura. Primeiramente é importante notar que os resultados reportados
por (BRESCANSIN; LIMA; MCKOY, 1989) (formulação ab initio de mui-
tos corpos) são dados em forma de tabela e, para o espectro de energia
considerado aqui, somente os resultados de 3 e 5 eV são úteis. Os resul-
tados para elétron-CH4 de (JAIN; THOMPSON, 1984) e (MCNAUGHTEN;
THOMPSON; JAIN, 1990) são muito similares em magnitude e depen-
dência de energia. No espalhamento por elétrons é bem estabelecido
que o efeito de troca é bastante importante em baixas energias. Ve-
mos pela figura 8 que os resultados de (JAIN; THOMPSON, 1984) e de
(MCNAUGHTEN; THOMPSON; JAIN, 1990) são similares aos reportados
aqui acima ∼ 2 eV . O resultado de (BRESCANSIN; LIMA; MCKOY, 1989)
para 5 eV também está dentro dos limites que obtemos com o modelo
Born-multipolar. Desta forma, é razoável atribuir a discrepância para
baixas energias à ausência do efeito de troca no modelo empregado.

É importante observar que (JAIN; THOMPSON, 1984) não repor-
tam os valores de momento de octopolo e hexadecapolo nem a constante
rotacional utilizados em seus cálculos. Com o objetivo de fazermos uma
comparação justa entre este cálculo Born-multipolar e seus resultados
ab initio, deslocamos sua seção de choque octopolar em direção à ener-
gias mais baixas para que a abertura do canal se dê na mesma energia.
A figura 9 mostra que, próximo à abertura do canal rotacional, ambas
seções de choque são similares em magnitude e dependência energética,
ilustrando a validade da aproximação de Born para grandes comprimen-
tos de onda. Quando comparadas em um espectro de energia maior, i.
e. , até 5 eV , é nítido que ambas possuem o mesmo comportamento
qualitativo.
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Figura 10 – Seções de choque para transição de hexadecapolo. Nossos
resultados são representados pela linha pontilhada para Φmin = 11.4 ea4

0

(como na tabela 2) e por Φmax = 20.57 ea4
0 de (TURNER et al., 1964).

A linha cheia e ponto-traço são de (JAIN; THOMPSON, 1984), respec-
tivamente, para pósitrons e elétrons. Exclusivamente para elétrons,
linha traço-ponto com quadrados representa (MCNAUGHTEN; THOMP-
SON; JAIN, 1990) e losango são os dados de (BRESCANSIN; LIMA; MC-
KOY, 1989).

Considerando exclusivamente os canais rotacionais inelásticos, o
octopolo prevalece ao hexadecapolo. Ou seja, o cálculo das transições
de hexadecapolo é o ajuste fino da excitação rotacional. Na figura 10
vemos que os resultados para elétrons de (JAIN; THOMPSON, 1984),
(MCNAUGHTEN; THOMPSON; JAIN, 1990) e (BRESCANSIN; LIMA; MC-
KOY, 1989) apresentam discrepância com o Born-multipolar. Assim
como comentado anteriormente, esta discrepância é esperada e deve-se
à ausência do potencial de troca.

Em contrapartida, quando comparamos o resultado de (JAIN;
THOMPSON, 1984) para pósitrons com os obtidos neste trabalho nota-se
que são muito similares. Ambos resultados apresentam o mesmo com-
portamento em baixas energias, mostrando, assim como vimos para a
transição de octopolo, a validade das aproximações feitas no modelo
Born-multipolar. Além disto, é notável o acordo para energias mais al-
tas, mostrando que mesmo para energias ≈ 5 eV obtemos uma seção de
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choque de transição hexadecapolar de similar magnitude e semelhante
dependência energética.

2.3.1 Considerações sobre o modelo Born-multipolar

A aproximação de Born para espalhamento por potenciais de
dipolo e quadrupolo foi estudada em detalhes em meados de 1950 e
1960 para modelar as transições rotacionais e vibracionais em colisões
elétron-molécula (GERJUOY; STEIN, 1955; ITIKAWA, 1972).

Pode-se argumentar que, quando ordens maiores do potencial de
multipolo, como o de octopolo e hexadecapolo considerados aqui, ou-
tros potenciais de curto alcance, como o eletrostático de curto alcance,
troca e de polarização, poderiam tornar-se mais importantes que o po-
tencial de multipolo (TAKAYANAGI; ITIKAWA, 1970). A aproximação de
Born deve falhar em tais circunstâncias. Em verdade esta suposição é
adequada quando trata-se de espalhamento elétron-molécula. De fato,
isto motivou uma série de investigações sobre a excitação rotacional de
CH4 por impacto de elétrons (JAIN; THOMPSON, 1984; BRESCANSIN;
LIMA; MCKOY, 1989; MCNAUGHTEN; THOMPSON; JAIN, 1990). A com-
paração das seções de choque rotacionais obtidas nestes trabalhos com
as calculadas aqui exibe simplesmente acordo marginal, como esperado
(veja figura 8). Em particular, o potencial de troca tem um papel pro-
eminente no regime de baixas energias, tornando-se um efeito que não
pode ser negligenciado.

Para pósitrons não há potencial de troca. O potencial efetivo
aplicado ao pósitron pode ser escrito como a superposição de um termo
estático repulsivo Vst(x⃗) com o termo atrativo de correlação-polarização
Vcp(x⃗). Digamos que o potencial efetivo de um corpo possa ser dividido
em uma componente interna V int(x⃗) e uma externa V ext(x⃗) à molécula
conectadas por um raio efetivo R:

V (x⃗) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

V intst (x⃗) + V intcorr(x⃗) x ≤ R

V extst (x⃗) + V extpol (x⃗) x ≥ R
(2.49)

Da equação (2.27), a seção de choque rotacional poderia ser calculada
a partir de

f i→f [k⃗f , k⃗i] = −
1

2π
∫ d3x⃗e−ik⃗f ⋅x⃗Ψk⃗i

(x⃗)∫ dΩ Ψ
Jf ∗

KfMf
(Ω) ×

×V (x⃗; Ω)ΨJi
KiMi

(Ω). (2.50)
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onde Ψk⃗i
(x⃗) é a função de onda obtida com o potencial (2.49). Dois

pontos devem ser observados aqui.
Primeiro, a densidade do pósitron diminui rapidamente enquanto

o mesmo penetra o campo da molécula. O efeito prático é que a in-
tegral em dx de 0 até R deve contribuir de forma negligenciável para
a amplitude de espalhamento. Segundo, para transições de octopolo
(Jf = Ji ± 3) e hexadecapolo (Jf = Ji ± 4) o operador deve ter a forma
V (x⃗) ∼ Y3m(x̂) e V (x⃗) ∼ Y4m(x̂) respectivamente. Caso contrário,
as regras de seleção não seriam obedecidas. Considerando a simetria
tetraédrica, a polarizabilidade é isotrópica. Por consequência, o poten-
cial de polarizabilidade assintótico não deve afetar apreciavelmente a
amplitude de espalhamento rotacional.

É bem estabelecido que o canal elástico é dominante no regime
de baixas energias (energias abaixo de 5 eV , por exemplo). Os canais
inelásticos, como os rotacionais e vibracionais, são usualmente pelo me-
nos uma ordem de magnitude menores que o elástico. Assumindo isto,
a afirmação de (TAKAYANAGI; ITIKAWA, 1970) é correta, i. e., espera-
se que a distorção da função de onda de espalhamento seja pequena
para potenciais mais fracos que o de quadrupolo. Pode-se concluir
que um tratamento perturbativo, neste caso a aproximação de Born,
é adequado para o cálculo das seções de choque rotacionais. Os fatos
expostos aqui explicam o bom acordo, veja figura 9, entre o modelo
Born-multipolar e os resultados de (JAIN; THOMPSON, 1984).

Não obstante, dois pontos podem ser melhorados no tratamento
proposto aqui: a descrição do potencial de espalhamento e a função de
onda de espalhamento. Uma descrição mais realística do potencial exige
um modelo para a interação da partícula incidente dentro da região mo-
lecular, o chamado efeito de correlação. Em princípio, isto demanda
um modelo físico oriundo de técnicas de muitos corpos. Até onde sabe-
mos, o desenvolvimento de tais potenciais é um problema ainda sendo
pesquisado (FRANZ, 2017). Finalmente, indo além da aproximação de
onda plana para a função de onda incidente demandaria resolver a equa-
ção de Lippmann-Schwinger, por exemplo, ou usar uma aproximação
de onda distorcida (MOTT; MASSEY, 1965) assim como (HARA, 1972)
usou para a excitação rotacional de H2 por impacto de elétrons.
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3 EXCITAÇÃO ROTACIONAL DE N2 POR IMPACTO
DE PÓSITRONS

Para o cálculo de seções de choque rotacionais de N2 por im-
pacto de pósitrons aplicamos o método Schwinger multicanal (SMC)
juntamente com a aproximação rotacional adiabática.

Primeiramente, as amplitudes de espalhamento foram calcula-
das a núcleos fixos através do método Schwinger multicanal. Este é um
método ab initio originalmente desenvolvido para cálculos de seções
de choque elétron-molécula. Foi inspirado no Princípio Variacional de
Schwinger (PVS) e na sua natureza multicanal, a qual permite o estudo
de competições entre canais energeticamente acessíveis em uma dada
colisão. O sucesso da aplicação deste método está intimamente atre-
lado à descrição do alvo molecular e da partícula incidente assim como
o espalhamento em si. É importante ressaltar que, com o aumento
da complexidade do alvo molecular, aumenta-se a dificuldade compu-
tacional desta descrição, muitas vezes sendo este o maior gargalo do
método.

Após o cálculo das amplitudes a núcleos fixos, de forma que a
configuração nuclear permanece constante durante o processo de co-
lisão, é aplicada a aproximação rotacional adiabática. Esta permite
o desacoplamento dos graus de liberdade eletrônicos e rotacionais da
molécula, assim pode-se obter as seções de choque rotacionais.

Em princípio, as seções de choque rotacionais podem ser calcula-
das sem o uso da aproximação rotacional adiabática utilizando somente
o método Schwinger multicanal. Para isto deve-se levar em conta os
estados rotacionais desde o início no conjunto de funções de base va-
riacional e considerar uma Hamiltoniana referente à dinâmica rotaci-
onal. Para tal, é necessária uma grande reformulação nos códigos já
implementados, tornando-se inviável para o período compreendido no
mestrado.

3.1 AMPLITUDE DE ESPALHAMENTO A NÚCLEOS FIXOS

A formulação do método Schwinger multicanal está descrita de
forma completa no apêndice C. Todas colocações desta seção podem ser
verificadas com mais clareza no apêndice descrito. O método Schwin-
ger multicanal é utilizado por este grupo de pesquisa, porém não é a
principal parte deste trabalho. Em verdade foi utilizado somente para
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a obtenção das amplitudes de espalhamento a núcleos fixos.
O método Schwinger multicanal é um método variacional no qual

a amplitude de espalhamento é descrita por:

f i→f = − 1

2π

d

∑
m,n=1

⟨Sk⃗f ∣V ∣χm⟩⟨χm∣(PV P +QĤ Q − V G(+)P V )−1∣χn⟩ ×

×⟨χn∣V ∣Sk⃗i⟩

= − 1

2π
⟨Sk⃗f ∣T

(d)∣Sk⃗i⟩. (3.1)

Nesta expressão P e Q dizem respeito aos subespaços de canais abertos
e fechados, respectivamente. Ainda, o potencial de interação pósitron-
molécula é denotado por V , Ĥ ≡ E − Ĥ (autoenergia menos o Hamil-
toniano (C.1) do sistema), a função de Green projetada nos subespaço
de canais abertos é representada por G(+)P e o conjunto de funções de
base, devido à natureza variacional, é representado por χm e χn. Este
conjunto de funções de base dá origem às funções tentativa para a onda
de espalhamento da forma:

∣Ξ+

k⃗i
⟩ =

d

∑
m=1

∣χm⟩a+m(k⃗i) e ⟨Ξ−

k⃗f
∣ =

d

∑
n=1

a−n(k⃗f)⟨χn∣,

para maiores detalhes veja as equações (C.26) e (C.27) da seção C.3.
Por fim, a amplitude de espalhamento é relacionada com a matriz de
transição T (d) como mostrado acima.

Os projetores (subespaços) P e Q formam um conjunto completo
de autoestados moleculares. Esta separação possibilita o cálculo da fun-
ção de Green somente sobre o subespaço de canais colisionais abertos, o
que é uma grande vantagem computacional. Inclusive, foram desenvol-
vidos dois formalismos para o cálculo da função de Green no método e
a convergência de ambos é utilizada para verificar a validade do cálculo.

A seção de choque elástica a núcleos fixos pode ser obtida to-
mando o módulo quadrado da amplitude de espalhamento e fazendo a
integração angular dos vetores de onda, assim

σ = 1

4π

kf

ki
∫ dk̂f ∫ dk̂i∣f i→f ∣2, (3.2)

onde o fator 1
4π

vem da média sobre as orientações moleculares.
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3.2 APROXIMAÇÃO ROTACIONAL ADIABÁTICA

Consideremos que o pósitron passe “rápido” o suficiente para que,
durante o processo de espalhamento, a configuração nuclear molecular
permaneça praticamente constante. Desta forma, a seção de choque de
excitação rotacional pode ser calculada a partir de uma amplitude de
espalhamento obtida por uma aproximação de núcleos fixos. Ou seja, a
aproximação rotacional adiabática (CHANG; TEMKIN, 1969) permite o
desacoplamento dos graus de liberdade dos estados rotacionais da mo-
lécula, de tal forma que a amplitude de espalhamento seja representada
por

fJi→Jf = ⟨ΨJfMf
(α,β, γ)∣ [− 1

2π
⟨Sk⃗f ∣V ∣Ξ+

k⃗i
⟩] ∣ΨJiMi(α,β, γ)⟩, (3.3)

veja (VARELLA; BETTEGA; LIMA, 1997; VARELLA et al., 1999b). A am-
plitude de espalhamento no SMC é calculada considerando a molécula
fixa no espaço, portanto a orientação molecular é constante durante a
interação.

Na prática, após calcular a amplitude de espalhamento no refe-
rencial da molécula esta é expandida em ondas parciais:

fBF [k⃗f , k⃗i] = ∑
lfmf

∑
limi

Ylf mf
(k̂f)f limi

lfmf
[kf , ki]Y ∗

limi
(k̂i). (3.4)

Como as transições rotacionais são observadas no referencial de
laboratório (referencial “linha”), utilizamos as matrizes de Wigner para
rotacionar o harmônico esférico referente ao vetor de onda final, de
forma análoga ao que foi feito em (2.24). Ou seja, aplicamos a rotação

Ylf mf
(k̂f) = ∑

µf

[Dlfmf µf (α,β, γ)]
∗

Ylf µf
(k̂′f), (3.5)

onde os ângulos da matriz de Wigner são os ângulos de Euler. Assu-
mindo que k̂i ≡ (β,α) obtemos:

fLF [k⃗′f , k⃗i] = ∑
µf

∑
lfmf

∑
limi

[Dlfmf µf (α,β, γ)]
∗

Ylf µf
(k̂′f)

×f limi

lfmf
[kf , ki]Y ∗

limi
(β,α). (3.6)

Considerando as funções de onda rotacionais de moléculas di-
atômicas homonucleares como YJM e a integração no ângulo sólido
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Ω ≡ (β, γ) 1 obtemos, veja a equação (3.3), a amplitude de espalha-
mento para a transição rotacional (JiMi → JfMf):

fJiMi→JfMf [k⃗′f ] = ∑
µf

∑
lfmf

∑
limi

Ylf µf
(k̂′f)f

limi

lfmf
[kf , ki]

× ∫ dΩY ∗
JfMf

(β, γ) [Dlfmf µf (α,β, γ)]
∗

Y ∗
limi

(β,α)

× YJiMi(β, γ). (3.7)

Tomando o módulo quadrado da amplitude de espalhamento, a
soma sobre os estados finais ∑Mf

, a média sobre os estados iniciais
1

2Ji+1 ∑Mi
, a integração angular do vetor de onda final k̂′f e levando em

conta a simetria do sistema2 a seção de choque para excitação rotacional
pode ser escrita como:

σJi→Jf = 1

4π

kf

ki
∑
lf li

∑
mn

(−1)m+n(f lfmlim
)(f lfn ∗

lin
)∑
j

[C(JijJf ; 000)]2

×C(lf lij;−mm0)C(lf lij;−nn0), (3.8)

onde o índice j diz respeito à desigualdade triangular nos coeficientes
de Clebsch-Gordan. Esta é a expressão utilizada para a obtenção das
seções de choque rotacionais apresentadas a seguir.

É importante destacar que o tempo de travessia do pósitron, pelo
campo efetivo do alvo, comparado com o tempo associado à transição
rotacional nos possibilita estimar que a ARA é uma boa aproximação
para energias superiores à 1.0 eV . De forma geral, o tempo de travessia
pode ser estimado por ttrav = R

√
2E

, onde R é o tamanho típico do campo

do alvo e
√

2E é a velocidade do pósitron em unidades atômicas. Já
o tempo associado à transição rotacional é obtida pelo princípio da
incerteza, logo trot ≈ 1

∆εrot
, onde3 ∆εrot = (4j + 6)Brot. Portanto, serão

reportados resultados acima de 1.0 eV , sendo o valor de energia máximo
10 eV , onde há a abertura do canal de formação de positrônio.

1Aqui consideramos ∫ Ω = ∫ 2π
0 dγ ∫ π0 dβsinβ e para efetuar a integração usamos

uma série de relações de matrizes de Wigner, harmônicos esféricos e coeficientes de
Clebsch-Gordan.

2Para moléculas diatômicas moleculares, em relação à amplitude de espalha-
mento, temos: f

lfmf

limi
δmfmi = f

lfmf

limf
e f

lfm

lim
= f lf−m

li−m
3Para o caso específico de transições de quadrupolo, ou seja j → j + 2, temos

∆εrot = (4j + 6)Brot = (4j + 6)0.249 meV e Brot é a constante rotacional (HERZ-
BERG, 1950).
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3.3 DETALHES COMPUTACIONAIS

Em princípio, para o cálculo ab initio apresentado neste capítulo,
é necessário a seleção de um conjunto de base de funções gaussianas car-
tesianas. Este conjunto de funções é responsável por gerar a função de
onda do estado molecular fundamental e os determinantes excitados as-
sociados às excitações virtuais da molécula. Os critérios de seleção para
tais funções gaussianas é a descrição de algumas propriedades molecu-
lares como a energia de estado fundamental, o momento de quadrupolo
e a polarizabilidade.

Dentre várias funções de base testadas, selecionamos o conjunto
de funções de base gaussianas descrita na tabela 3 por apresentar uma
descrição razoável dos parâmetros moleculares e satisfazer condições
importantes no espalhamento descritas a seguir.
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Tabela 3 – Funções de base gaussianas cartesianas usadas neste traba-
lho. O conjunto de base foi extraído de (NETO et al., 2005). Original-
mente sua estrutura era dada por 5s3p2d, porém, para o espalhamento
foram adicionadas uma função do tipo p e uma tipo d para a melhor
descrição do processo colisional.

tipo de função Expoente Coeficiente de contração
s 6711.76 0.001984

1029.56 0.014862
234.625 0.076129
65.0861 0.286645
20.6813 0.710844

s 7.35948 0.761736
2.86133 0.268284

s 0.75772 1.000000
s 0.22278 1.000000
s 0.05511 1.000000
p 26.9531 0.018562

6.01778 0.116576
1.76063 0.381643
0.56065 0.641238

p 0.17526 1.000000
p 0.04764 1.000000
p 0.02970 1.000000
d 0.89591 1.000000
d 0.24164 1.000000
d 0.09044 1.000000

A função de onda do estado fundamental molecular foi calculada
na configuração de equilíbrio (RN2 = 2.068 a0) utilizando a aproxima-
ção de Hartree-Fock restrito4 (RHF), sendo esta5 −108.969954 Eh. A
descrição da distribuição de carga molecular e como esta interage com
um campo elétrico externo são pontos fundamentais para o cálculo de
espalhamento. Estas características são incorporadas pelo momento de
quadrupolo (Q) e pelas componentes isotrópica e anisotrópica do ten-

4Aplicável à sistemas de camada fechada, ou seja, com todos orbitais duplamente
ocupados. Em oposição, o Hartree-Fock irrestrito (UHF) é aplicável à sistemas de
camada aberta.

5Energia em Hartree, lembrando que 1 Eh = 27.21 eV .
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sor de polarizabilidade (α0 e α2). O momento de quadrupolo é compa-
rado com os valores teóricos obtidos pelo cálculo numérico Hartree-
Fock (SUNDHOLM; PYYKKO; LAAKSONEN, 1985) e o coupled-cluster
singles and doubles (CCSD) (HALKIER; CORIANI; JORGENSEN, 1998).
Ainda, apresenta um acordo aceitável, considerando as limitações do
RHF, quando comparado com o dado experimental de (GRAHAM; IM-
RIE; RAAB, 1998). Estes valores estão sumarizados na tabela 4. As
componentes do tensor de polarizabilidade são comparadas com o cál-
culo CI (Configuração de Interação) de (LANGHOFF; BAUSCHLICHER;
CHONG, 1983) e os valores experimentais de (BRIDGE; BUCKINGHAM,
1966) na tabela 5.

Tabela 4 – Momento de quadrupolo referente ao conjunto de funções
de base da tabela 3 comparado com os dados teóricos e o valor ex-
perimental. O dado experimental foi reportado por (GRAHAM; IMRIE;
RAAB, 1998). Os dados teóricos são o cálculo numérico Hartree-Fock de
(SUNDHOLM; PYYKKO; LAAKSONEN, 1985) e o coupled cluster singles
and doubles (CCSD) de (HALKIER; CORIANI; JORGENSEN, 1998).

Referência Momento de quadrupolo (ea2
0)

Este trabalho -0.967
Experimental -1.03±0.02
Numérico HF -0.940

CCSD -1.12 ± 0.02

A polarizabilidade e o quadrupolo estão diretamente conectadas
à forma assintótica do potencial espalhador para pósitron-N2, onde x
representa o pósitron e θ é o ângulo entre o pósitron e o eixo internu-
clear:

V
x→∞Ð→ Q

x3
P2(cos θ) − 1

2
(α0

x4
+ α2

x4
P2(cos θ)) . (3.9)

Para mais detalhes veja (MORRISON; HAY, 1979) e (MORRISON; FELDT;
AUSTIN, 1984).

A descrição do potencial na borda da molécula é muito im-
portante para o cálculo da excitação rotacional, pois, intuitivamente,
espera-se que pósitrons incidentes com maior momento angular, e con-
sequentemente maior parâmetro de impacto, serão mais efetivos em
transmitir momento angular para o sistema.
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Tabela 5 – Componentes do tensor de polarizabilidade para o con-
junto de funções de base da tabela 3 comparadas com o cálculo CI
(LANGHOFF; BAUSCHLICHER; CHONG, 1983) e o dado experimental de
(BRIDGE; BUCKINGHAM, 1966).

Referência α0 (a3
0) α2 (a3

0)
Este trabalho 11.48 3.47
Experimental 11.92 3.13
Cálculo CI 11.52 3.16

Como comentado anteriormente, além da descrição da molécula
o conjunto de funções de base deve ser adequado para o espalhamento.
Isto é devido ao fato de os mesmos orbitais moleculares usados para
representar a molécula serem responsáveis por representar os orbitais
de espalhamento. Esta é uma escolha conveniente para o cálculo dos
elementos de matriz e para a implementação computacional, porém leva
a problemas de dependência linear. Portanto, adotamos como critério
para a escolha destas funções de base a convergência dos métodos de
inserção da função de Green k e 3dk, descritos na subseção C.5, assim
como o parâmetro de aniquilação Zeff .

De forma breve, o parâmetro de aniquilação, definido por

Zeff =
1

4π
∫ dk̂i⟨Ξ(k⃗i)∣

Z

∑
N=1

δ(x⃗ − r⃗N)∣Ξ(k⃗i)⟩

é igual a Z quando a função de onda de espalhamento Ξ(k⃗i) é a solução
homogênea. No cálculo através do SMC, desconsiderando os termos
QĤ Q e V G(+)P V da equação (3.1) a amplitude de espalhamento torna-
se similar à primeira aproximação de Born. Ou seja, considerando um
conjunto de funções de base de espalhamento que simule a primeira
aproximação de Born (conhecido como basis set Born approximation
(BSBA)), temos ZBSBAeff ≈ Z.

3.4 RESULTADOS

Na figura 11, apresentamos as seções de choque para transições
de quadrupolo (0 → 2) e de hexadecapolo (0 → 4) nas aproximações
estática (ST) e estática com polarização (SP). A seção de choque asso-



65

ciada à transição de quadrupolo na aproximação SP apresenta valores
maiores em magnitude comparadas à aproximação ST para todo o es-
pectro energético analisado. Tal comportamento é esperado já que o
valor do quadrupolo para o N2 é negativo, veja tabela 4. Desta forma,
o termo referente ao quadrupolo Q e à polarizabilidade anisotrópica α2

somam-se, como mostra a equação (3.9).
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SP: 0 → 2

ST: 0 → 2

ST: 0 → 4

SP: 0 → 4

Figura 11 – Convergência das inserções k (σk) e 3dk (σ3dk) para o
cálculo de seções de choque de excitação rotacional considerando as
transições 0→ 2 e 0→ 4 nas aproximações estática (ST) e estática com
polarização (SP). Legendas são: linhas tracejadas, ST; linhas cheias,
SP ; quadrados, σk; triângulos, σ3dk.

Por outro lado, a seção de choque para transição de hexadeca-
polo é praticamente igual quando calculada na aproximação ST e SP.
Ou seja, parece não depender dos efeitos de correlação-polarização. Em
verdade, as seções de choque associadas ao momento de hexadecapolo
dependem, principalmente, do potencial estático. A pequena discrepân-
cia apresentada entre o cálculo ST e SP pode ser explicado pela pouca
importância de termos da forma P4(cos θ) no potencial de correlação-
polarização, assim como as diferentes funções de onda de espalhamento
geradas em cada uma destas aproximações.

Devido a falta de dados experimentais para comparação com
os cálculos apresentados aqui, o que mostra como a seção de choque
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rotacional é um problema em aberto na área de pósitrons, compara-
mos nossos resultados com os dados teóricos de (MUKHERJEE; GHOSH;
JAIN, 1991), (VALLE; GIANTURCO, 2005) e, recentemente, (MUKHER-
JEE; MUKHERJEE, 2015). Desta forma, podemos ver como as seções de
choque SMC+ARA comparam-se com os resultados baseados no poten-
cial modelo close-coupling analisando estes resultados abaixo do limiar
de formação de positrônio.

Existem dois aspectos de influência direta no resultado: a re-
presentação da interação pósitron-N2 e o acoplamento entre os es-
tados rotacionais e vibracionais da molécula. Nos cálculos baseados
no close-coupling a interação é escrita considerando um potencial efe-
tivo de um corpo, dado pela superposição das componentes estática
Vst(x⃗) e de correlação-polarização Vcp(x⃗) conhecida na literatura (JAIN,
1990a, 1990b) como positron correlation polarisation potential (PCOP).
Nesta modelagem, Vcp(x⃗) é descrito por

Vcp(x⃗) = { Vcorr(x⃗) x ≤ rc
Vpol(x⃗) = − α0

2x4 − α2

2x4P2(cos θ) x ≥ rc.
(3.10)

Em suma, a componente Vcorr(x⃗) é responsável pela descrição da inte-
ração quando o pósitron encontra-se dentro da nuvem molecular. Esta
é derivada da energia de correlação de um pósitron em um gás homo-
gêneo de elétrons assim como descrito na teoria de funcional densidade
de (BORONSKI; NIEMINEN, 1986). Expressões explicitas para Vcorr(x⃗)
podem ser encontradas em (MUKHERJEE; GHOSH; JAIN, 1991) e (GIAN-
TURCO; MUKHERJEE; PAIOLETTI, 1997). Como comentado anterior-
mente, Vpol(x⃗) é a componente de polarização para a forma assintótica
do potencial de espalhamento (veja equação (3.9)) e rc é um raio de
corte que conecta Vcorr(x⃗) e Vpol(x⃗).

No SMC, por outro lado, exceto na aproximação estática, o po-
tencial não pode ser representado por uma expressão de um único corpo.
De fato, os efeitos de correlação-polarização são oriundos do acopla-
mento do potencial com os vetores tentativa do subespaço de canais
fechados, este representado pela equação (C.29).

Pela formulação close-coupling, o acoplamento entre os estados
vibracionais e rotacionais é considerado desde o começo, tornando-o
mais preciso neste aspecto. O potencial efetivo de um corpo é expan-
dido em uma base que acopla os estados moleculares vibracionais (v)
e rotacionais (j) com os estados de momento angular do pósitron (l):
⟨v′j′l′∣V (x⃗, R⃗)∣v′′j′′l′′⟩.

Na metodologia considerada aqui (SMC+ARA), a amplitude de



67

espalhamento (3.1) é calculada na aproximação de núcleos fixos, descon-
siderando qualquer tipo de acoplamento entre os estados moleculares
vibracionais e rotacionais. À vista disso, é desenvolvida uma expres-
são efetiva para calcular as seções de choque rotacionais utilizando a
ARA, considerando que os estados moleculares eletrônicos e rotacio-
nais sejam completamente desacoplados, uma aproximação fisicamente
correta para pósitrons com energias relativamente altas6.

Na figura 12 apresentamos a seção de choque de excitação 0→ 2.
As linhas tracejada e cheia representam os resultados considerando a
aproximação estática (ST) e estática com polarização (SP) obtidos
neste trabalho. Além do cálculo ab initio, obtivemos seções de cho-
que rotacionais fundamentadas com o método de frações continuadas
(MCF) (TENFEN et al., 2012; HORACEK; SASAKAWA, 1983) combinando
o potencial modelo PCOP e a ARA, representada pela linha traço-
ponto. A linha pontilhada é o resultado de (MUKHERJEE; GHOSH;
JAIN, 1991) gerados através do lab-frame close-coupling (LFCC). A
linha cheia com círculos é calculada com o space frame-rotational close-
coupling (SF-RCC) reportada por (VALLE; GIANTURCO, 2005) e a li-
nha cheia com losango é a seção de choque obtida por (MUKHERJEE;
MUKHERJEE, 2015) considerando uma formulação rovibracional close-
coupling (RVCC). Note que, as seções de choque LFCC e SF-RCC
foram calculadas na aproximação de rotor rígido, ou seja, os estados
vibracionais v(R) são negligenciados na expansão do potencial de es-
palhamento.

6Energias altas no contexto deste trabalho, já que apresentamos resultados para
pósitrons na ordem de 10−3 eV .
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Figura 12 – Comparação com outros cálculos para transição rotacional
0→ 2. Legendas são: linha cheia e tracejada, SP e ST para SMC; linha
traço-ponto, nosso cálculo PCOP; linha cheia com círculos, SF-RCC de
(VALLE; GIANTURCO, 2005); linha pontilhada, LFCC de (MUKHERJEE;
GHOSH; JAIN, 1991) e linha cheia com losango, RVCC de (MUKHERJEE;
MUKHERJEE, 2015).

Pela figura 12, percebe-se que os três cálculos previamente repor-
tados feitos com o PCOP oferecem três seções de choque rotacionais
de quadrupolo diferentes. A discrepância apresentada entre os cálcu-
los com aproximação de rotor rígido, estes sendo LFCC e SF-RCC,
pode ser explicada pelos diferentes parâmetros usados na expansão do
potencial e, também, pela diferença na grade radial escolhida para a
integração. No cálculo LFCC foram considerados, na expansão do po-
tencial espalhador, estados rotacionais de j = 0 a j = 10, porém as
equações foram desenvolvidas considerando o momento angular total
máximo Jmax = 12, onde J⃗ = l⃗ + j⃗. Por outro lado, os resultados ba-
seados no SF-RCC foram calculados considerando uma expansão mais
completa, considerando até λmax = 26 para os coeficientes multipolares
da expansão do potencial e ondas parciais até lmax = 33.

Como comentado anteriormente, para a descrição das seções de
choque (0 → 0) e (0 → 2), são de importante relevância os valores de
α0 e α2, respectivamente. No trabalho de (MUKHERJEE; GHOSH; JAIN,
1991) foram utilizados α0 = 11.74 a3

0 e α2 = 3.17 a3
0, estes sendo um
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pouco diferentes dos aplicados neste trabalho (veja tabela 5). A esco-
lha dos valores de α0 e α2 influencia a determinação do raio de corte
rc (existe um raio de corte para a componente esférica do potencial e
outro para a parte anisotrópica), afetando a contribuição da correlação
e gerando, assim, potenciais diferentes para cada conjunto de parâme-
tros.

O acordo entre as seções de choque de transição 0 → 2 entre
SF-RCC e o cálculo estático SMC+ARA, principalmente para baixas
energias, sugere que a descrição da polarização usada em (VALLE; GIAN-
TURCO, 2005) é insatisfatória, ou, de alguma forma, o valor usado para
o raio de corte suprimiu a contribuição da componente de correlação-
polarização, gerando um potencial basicamente igual ao estático.

Recentemente, no trabalho de (MUKHERJEE; MUKHERJEE, 2015)
foi apresentado um aperfeiçoamento do modelo LFCC incorporando
os estados vibracionais moleculares na expansão do potencial de es-
palhamento, sendo este referenciado como rovibracional close coupling
(RVCC). Nossos resultados, aparentemente, corroboram o modelo RVCC
até 3 eV (energias mais altas não são reportadas pelos autores). Tal
acordo soa estranho devido à grande diferença entre os modelos. Per-
ceba que, em nosso cálculo, os efeitos de correlação-polarização são
oriundos de uma descrição ab initio e a dinâmica rotacional de uma
combinação de aproximações de rotor rígido e adiabática. No tra-
balho de (MUKHERJEE; MUKHERJEE, 2015), os efeitos de correlação-
polarização são abordados via potencial modelo e as dinâmicas rotaci-
onal e vibracional são tomadas por completo.

Uma vez que vários fatores podem influenciar o comportamento
e a magnitude de seções de choque rotacionais, nós realizamos um cál-
culo PCOP+ARA considerando o conjunto de base da tabela 3. Sob
tais circunstâncias, os mesmos parâmetros moleculares (quadrupolo e
polarizabilidade) e a componente estática do potencial espalhador são
considerados no cálculo PCOP+ARA e SMC+ARA. É possível obser-
var, de acordo com a figura 12, que a seção de choque SMC é siste-
maticamente maior em magnitude e ambas tem a mesma dependência
energética. Isto mostra que a diferença entre as seções de choque rota-
cionais é devido à descrição da componente de correlação do potencial
de interação. Esta análise sugere que a incorporação da dinâmica vi-
bracional no cálculo através do SMC aumentará a magnitude da seção
de choque rotacional. A importância deste efeito é, de fato, um tema
para futuras investigações. Neste momento, podemos dizer que o apa-
rente acordo do cálculo SMC com os resultados RVCC de (MUKHERJEE;
MUKHERJEE, 2015) é, deveras, fortuito.
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Figura 13 – Comparação com outros cálculos para transição rotacional
0→ 4. As legendas são idênticas à da figura 12.

Finalmente, na figura 13 apresentamos seções de choque para
transição rotacional 0→ 4 obtidas neste trabalho e comparamos com os
modelos de espalhamento LFCC de (MUKHERJEE; GHOSH; JAIN, 1991)
e SF-RCC de (VALLE; GIANTURCO, 2005). Resultados para esta tran-
sição não foram reportados no modelo RVCC. A transição de hexa-
decapolo depende, principalmente, de termos da forma P4(cos θ) para
o potencial. A convergência entre os cálculos ST e SP salientam o
fato de estes termos serem negligenciáveis no potencial de correlação-
polarização. Uma pequena discrepância é esperada pois a função de
onda de espalhamento varia com a aproximação adotada para o cálculo
da seção de choque rotacional. Em verdade, é fácil ver que não há
acordo algum entre os diferentes modelos de espalhamento. Apesar da
magnitude associada à seção de choque de hexadecapolo ser pequena,
este resultado mostra que a determinação da seção de choque rotacional
pósitron-N2 merece mais investigações.
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4 CONCLUSÃO

4.1 CONCLUSÕES SOBRE OMODELO BORN-MULTIPOLAR PARA
MOLÉCULAS TETRAÉDRICAS

Apresentamos, primeiramente, um modelo baseado na primeira
aproximação de Born para excitação rotacional de moléculas tetraédri-
cas por impacto de pósitrons. Foram desenvolvidas expressões analíti-
cas para transição de octopolo e hexadecapolo tendo como inspiração
os trabalhos de (GERJUOY; STEIN, 1955; TAKAYANAGI; INOKUTI, 1967;
TAKAYANAGI; ITIKAWA, 1970), os quais descrevem o processo de espa-
lhamento considerando a combinação da aproximação de Born com a
interação multipolar. As moléculas de metano (CH4) e tetrafluorome-
tano (CF4) foram escolhidas como sistemas modelo por seus momentos
multipolares serem facilmente encontrados e existirem, embora escas-
sos, dados de espalhamento para comparação direta.

Os resultados para moléculas de simetria tetraédrica foram apre-
sentados nas formulações de momento relativo e ondas parciais. Através
da formulação de momento relativo o método permite identificar como
as seções de choque rotacionais variam de acordo com a energia da
partícula incidente, enquanto a formulação de ondas parciais permite
analisar como cada onda parcial (li ∶ lf ) contribui para cada transição
próximo e distante do limiar rotacional.

Apesar do escopo central do trabalho ser a interação de pósitrons
com moléculas tetraédricas, é feita a comparação deste modelo para
interação de elétrons com outros métodos disponíveis na literatura.
Este mostra simplesmente um acordo marginal, principalmente pela
ausência do potencial de troca. O efeito da troca pode, porém, ser
incorporado em trabalhos futuros utilizando o potencial de troca de
gás de elétrons livres como o aplicado em (MORRISON; COLLINS, 1978).

A comparação do modelo apresentado aqui apresenta bom acordo
com o resultado ab initio de (JAIN; THOMPSON, 1984), é claro conside-
rando a validade do modelo para baixas energias. Tal acordo é expli-
cado pelo fato da distorção da função de onda espalhada ser pequena
para potenciais mais fracos que o de quadrupolo, fazendo, desta forma,
o tratamento perturbativo ser bastante adequado. Além disto, a po-
larizabilidade é isotrópica devido à simetria molecular e a penetração
na região molecular é baixa devido ao regime energético, desta forma
o potencial de polarização assintótico não deve afetar apreciavelmente
a seção de choque rotacional.
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4.2 CONCLUSÕES SOBRE A EXCITAÇÃO ROTACIONAL DE N2

Além do cálculo para moléculas tetraédricas, foram calculas as
seções de choque rotacionais para a molécula de nitrogênio. Até onde
sabemos, os resultados apresentados neste trabalho são as primeiras
seções de choque de excitação rotacional pósitron-N2 a partir de um
cálculo ab initio. A dinâmica rotacional é tratada pelas aproximações
de rotor rígido e adiabática considerando um potencial de correlação-
polarização ab initio.

A transição de quadrupolo exibe um acordo fortuito com o mé-
todo RVCC e valores maiores em magnitude quando comparado com
outros modelos baseados na aproximação de rotor rígido. Após efetuar
nosso cálculo com o potencial modelo através do MCF, utilizando os
mesmos parâmetros moleculares do SMC, concluímos que a discrepân-
cia com os outros modelos de rotor rígido e o acordo com o modelo
RVCC é explicado pelas diferentes formas como os efeitos de correlação
são tratados em cada modelo. Para as transições de hexadecapolo, a
comparação das seções de choque via SMC no cálculo estático e está-
tico com polarização sugere que termos da forma P4(cos θ) podem ser
negligenciados no cálculo desta transição.

4.3 CONCLUSÕES GERAIS

Reiteramos que os resultados deste trabalho podem ser de grande
interesse para pesquisadores das áreas de plasma, termalização e apri-
sionamento de pósitrons. Em especial, destacamos que foi desenvolvido
um modelo para obtenção de expressões analíticas para transições rota-
cionais de moléculas tetraédricas. Pertencente a este grupo de simetria,
o CF4 ganhou grande destaque recentemente no estudo de armadi-
lhas de pósitrons (MARJANOVIC et al., 2016), sendo proposto como gás
amortecedor. Neste, abaixo de 0.0539 eV (ou temperaturas de 625.5
K) pósitrons somente perderão energia pelos mecanismos rotacionais
e elástico. É importante destacar que atualmente as armadilhas de
pósitrons são baseadas em N2, também objeto de estudo desta inves-
tigação. Desta forma, a pesquisa apresentada aqui aborda importante
parte do fenômeno envolvido no aparato experimental e certamente au-
xiliará no entendimento e modelagem do processo de perda energética
de pósitrons por estas moléculas no contexto rotacional.

Perspectivas para a melhora do modelo aplicado à moléculas de
simetria tetraédrica passam pela inclusão dos efeitos de correlação tal
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como em (MORRISON; GIBSON; AUSTIN, 1984) e a melhor descrição da
função de onda de espalhamento como a onda distorcida de (HARA,
1972).
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APÊNDICE A -- Limiares dos canais colisionais das
moléculas CH4, CF4 e N2
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Este apêndice dedica-se à apresentação dos valores energéticos
para a abertura dos canais colisionais dos sistemas moleculares abor-
dados nesta dissertação.

Tabela 6 – Valores energéticos para a abertura dos canais rotacional,
vibracional, de formação de positrônio e ionização.

Rotacional (eV) Vibracional (eV) Positrônio (eV) Ionização (eV)
CH4 7.86×10−3 1.62×10−1 5.81 12.61
CF4 2.84×10−4 5.39×10−2 7.90 14.70
N2 1.49×10−3 2.92×10−1 10.00 15.58

Além dos valores energéticos para a abertura dos canais da tabela
6, apresentamos, na tabela 7, os limiares para abertura das transições
rotacionais apresentadas neste trabalho.

Tabela 7 – Valores energéticos para a abertura dos canais rotacional
referentes às transições de octopolo (0 → 3) e hexadecapolo (0 → 4)
para CH4 e CF4, além dos valores para transições devido ao quadrupolo
(0 → 2) e hexadecapolo (0 → 4) para N2. As constantes rotacionais
para estes sistemas também constam.

Limiares rotacional (meV) constante rotacional B0 (eV)
N2 0→ 2 1.49 2.49 × 10−4

N2 0→ 4 4.98
CF4 0→ 3 0.28 2.37 × 10−5

CF4 0→ 4 0.47
CH4 0→ 3 7.86 6.55 × 10−4

CH4 0→ 4 13.10
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APÊNDICE B -- Tratamento da Integração de Onda Plana
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Neste apêndice apresentamos a integração para o termo de onda
plana.

B.1 FORMULAÇÃO DE MOMENTO RELATIVO

Primeiramente definimos o momento relativo ξ⃗ = k⃗f − k⃗i e a
expansão do termo de onda plana como (JOACHAIN, 1984)

e−i(k⃗f−k⃗i)⋅x⃗ = e−iξ⃗⋅x⃗ = 4π∑
λγ

(−i)λjλ(ξx)Yλγ(ξ̂)Y ∗

λγ(x̂
′). (B.1)

A integral em d3x⃗ torna-se

Ix = ∫ d3x⃗e−iξ⃗⋅x⃗
Ylµ(x̂′)
xl+1

= 4π(−i)lYlµ(ξ̂)

×∫
∞

0
dx x1−ljl(ξx). (B.2)

Fazendo a mudança de variáveis z = ξx e considerando a propriedade
das funções esféricas de Bessel (ARFKEN; WEBER; HARRIS, 2012)

d

dz
[z−njn(z)] = −z−njn+1(z) (B.3)

obtemos

Ix = −4π(−i)lYlµ(ξ̂)ξl−2 [
jl−1(z)
zl−1

]
∞

0

. (B.4)

Dos valores especiais da função esférica de Bessel

jl(z)
z→∞Ð→

1

z
sin(z − lπ/2) (B.5)

e
jl(z)
zl

z→0Ð→
1

(2l + 1)!!
(B.6)

finalmente vemos que

Ix = 4π(−i)lYlµ(ξ̂)
ξl−2

(2l + 1)!!
. (B.7)

Na tabela 8, apresentamos as expressões explicitas para l = 3 e l = 4.
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Tabela 8 – Expressões explícitas para a integral de onda plana na for-
mulação de momento relativo para l = 3 e l = 4.

Onda plana Ix

l = 3 i4πY3µ(ξ̂) ξ15

l = 4 4πY4µ(ξ̂) ξ
2

105

B.2 FORMULAÇÃO DE ONDAS PARCIAIS

Agora, cada onda plana é expandida separadamente

e−ik⃗f ⋅x⃗eik⃗i⋅x⃗ = (4π)2 ∑
lfmf

∑
limi

(−i)lf ilijlf (kfx)jli(kix)

×Ylfmf
(k̂f)Y ∗

limi
(k̂i)Y ∗

lfmf
(x̂′)Y ∗

limi
(x̂′). (B.8)

Logo, a integral torna-se

Ix = (4π)2 ∑
lfmf

∑
limi

(−i)lf iliYlfmf
(k̂f)Y ∗

limi
(k̂i)

× ∫ dx̂′Y ∗

lfmf
(x̂′)Ylµ(x̂′)Y ∗

limi
(x̂′)

× ∫
∞

0
jli(kix)jlf (kfx)x

2−(l+1)dx. (B.9)

A integral nos harmônicos esféricos é bem conhecida:

∫ dx̂′Y ∗

lfmf
(x̂′)Ylµ(x̂′)Y ∗

limi
(x̂′) =

¿
ÁÁÀ(

2l + 1

4π
)

2li + 1

2lf + 1

×C(llilf ; 000)C(llilf ;µmimf). (B.10)

À medida que a integral do produto das funções esféricas de Bessel é
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dada por (WATSON, 1944; MORRISON; FELDT; AUSTIN, 1984)

U(s, lf , li;kf , ki) ≡ ∫
∞

0
jli(kix)jlf (kfx)x

2−sdx

=
π

2s

(kf)lf
(ki)lf−s+3

Γ[(li + lf − s + 3)/2]
Γ[(li − lf + s)/2]Γ[lf + 3/2]

×2F1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

li + lf − s + 3

2
,
lf − li − s + 2

2
, lf +

3

2
;(
kf

ki
)
2⎤⎥⎥⎥⎥⎦

(B.11)

com s = l−1, Γ[z] são funções gamma e 2F1(a,b, c;d) é a função hiper-
geométrica confluente. O cálculo da função U(s, lf , li;kf , ki) pode ser
realizada com subrotinas disponíveis na literatura (ZHANG; JIN, 1996).

A partir destes desenvolvimentos, a integral Ix na formulação de
ondas parciais dá-se por

Ix = (4π)2 ∑
lfmf

∑
limi

(−i)lf iliYlfmf
(k̂f)Y ∗

limi
(k̂i)

× U(s, lf , li;kf , ki)

¿
ÁÁÀ(

2l + 1

4π
)

2li + 1

2lf + 1

× C(llilf ; 000)C(llilf ;µmimf). (B.12)
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APÊNDICE C -- Método Schwinger Multicanal
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C.1 ASPECTOS GERAIS DO MÉTODO SCHWINGER MULTICA-
NAL

O PVS via equação de Lippmann-Schwinger, incluindo colisões
inelásticas, foi aplicado por (TAKATSUKA; MCKOY, 1981) no espalha-
mento de elétrons por átomos de Hidrogênio. Ao analisar as carac-
terísticas de convergência dos deslocamentos de fase em comparação
aos cálculos disponíveis na época observou-se que os principais aspec-
tos positivos eram a rápida convergência nos deslocamentos de fase e a
flexibilidade das funções de base.

A inclusão de efeitos de polarização ab initio e a aplicação à mo-
léculas de geometria arbitrária, feito por (TAKATSUKA; MCKOY, 1984),
representa o SMC mais próximo do que é utilizado atualmente.

Consideremos uma molécula neutra composta por M núcleos e
N elétrons. Sendo as coordenadas do A-ésimo núcleo por {R⃗A}, as
coordenadas do j-ésimo elétron por {r⃗j} e a coordenada da partícula
incidente como x⃗, definimos a Hamiltoniana de espalhamento Ĥ no
referencial de repouso da molécula por

Ĥ = T̂p + Ĥmol +V, (C.1)

onde T̂p é o operador de energia cinética do projétil incidente, Ĥmol é a
Hamiltoniana eletrônica molecular no sentido da aproximação de Born-
Oppenheimer e V representa o potencial de interação entre o projétil
e a molécula. Considerando o potencial de interação como puramente
Coulombiano, podemos dizer que

V =
M

∑
A=1

ZA

∣x⃗ − R⃗A∣
−
N

∑
j=1

1

∣x⃗ − r⃗j ∣
. (C.2)

Nesta equação a interação entre o pósitron e o núcleo está representada
no primeiro termo, o segundo termo refere-se à interação entre pósitrons
e elétrons. O número atômico do A-ésimo núcleo é representado por
ZA.

Conhecendo os estados quânticos moleculares imediatamente an-
tes da colisão e a energia do projétil (pósitron) incidente, desejamos
obter as autofunções de espalhamento Ξk⃗i que satisfazem a equação de
Schrodinger

Ĥ∣Ξk⃗i(r⃗1, . . . , r⃗N ; x⃗)⟩ = E∣Ξk⃗i(r⃗1, . . . , r⃗N ; x⃗)⟩, (C.3)
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k⃗i é um rótulo associado à função de espalhamento pois as soluções
dependem da energia do projétil incidente.

Pela conservação de energia podemos afirmar que

E =
k2
i

2
+ εi =

k2
f

2
+ εf , (C.4)

onde i e f representam os estados inicial e final do sistema projétil-
alvo, respectivamente, e εi e εf são as autoenergias inicial e final do alvo
molecular. Os módulos dos vetores de onda inicial e final da partícula
espalhada são representados por ki e kf . Pela equação (C.4) é possivel
estabelecer os canais abertos (energeticamente acessíveis) e fechados
(virtualmente1 acessíveis) no processo colisional.

Vamos considerar conhecidas as autofunções e autoenergias do
alvo molecular, representado pela Hamiltoniana Ĥmol

Ĥmol∣ϕα(r⃗1, . . . , r⃗N)⟩ = εα∣ϕα(r⃗1, . . . , r⃗N)⟩. (C.5)

Por se tratar de um processo de natureza quântica, há a pro-
babilidade de que alvo e projétil não interajam. Neste caso devemos
considerar o potencial V da equação (C.1) nulo. Assim, as autofunções
da Hamiltoniana de espalhamento serão da forma

Sk⃗i = ϕi(r⃗1, . . . , r⃗N) × eik⃗i.x⃗ (C.6)

e Sk⃗i é dita a solução homogênea ou sem interação.
Porém, havendo espalhamento, as partículas do feixe incidente

serão defletidas formando um ângulo (θ,φ) com a direção de incidência.
Desconsiderando canais de rearranjo 2 , impomos a seguinte condição
de contorno para a função de onda de espalhamento

Ξk⃗i(r⃗1, . . . , r⃗N ; x⃗)
∣x⃗∣→∞
ÐÐÐ→ Sk⃗i+

open

∑
f

f i→f(θ,φ)×ϕf(r⃗1, . . . , r⃗N)×
e±i∣k⃗f ∣∣x⃗∣

∣x⃗∣
.

(C.7)

1Estados virtuais são aqueles que podem existir por um intervalo de tempo ∆t ≈
h̵

∆E
, mesmo que não sejam diretamente observáveis

2Canais de rearranjo são canais colisionais cujos produtos são diferentes dos
reagentes. Por exemplo, o canal de formação do positrônio real

e+ +M Ð→ Ps +M+

é uma canal de rearranjo, pois no estado final não temos mais um pósitron e uma
molécula e sim um positrônio e um íon molecular.
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Nesta equação temos, somado à solução sem interação, um termo que
representa a onda espalhada, uma onda esférica, modulada por uma
função complexa f i→f(θ,φ) chamada amplitude de espalhamento.

À densidade de corrente espalhada é associada a amplitude de
espalhamento através da forma assintótica da função de onda de es-
palhamento (equação (C.7)). Com este procedimento (veja seção 3.3
de (JOACHAIN, 1984)), obtemos a expressão para a seção de choque
diferencial3 sendo

dσ

dΩ

i→f

=
∣k⃗f ∣
∣k⃗i∣

∣f i→f(k̂i, k̂f)∣2. (C.8)

C.2 EQUAÇÃO DE LIPPMANN-SCHWINGER

Partindo da Hamiltoniana de espalhamento (C.1), podemos reescrevê-
la, sem perda de generalidade, como

Ĥ = Ĥmol + T̂p +V = Ĥ0 +V , (C.9)

onde Ĥ0 compreende o operador energia cinética do pósitron e a Ha-
miltoniana molecular, tal que os autovalores de Ĥ0 são conhecidos

Ĥ0∣Sk⃗i(r⃗1, . . . , r⃗N ; x⃗)⟩ = E∣Sk⃗i(r⃗1, . . . , r⃗N ; x⃗)⟩. (C.10)

Recordemos que o objetivo é obter as autofunções de espalha-
mento Ξk⃗i(r⃗1, . . . , r⃗N ; x⃗), de forma a descrever o processo. Note que,
pela equação (C.1), de fato, desejamos encontrar a solução de uma equa-
ção diferencial (equação de Schrödinger). Ou seja, sua solução dar-se-á
pela homogênea mais a particular, onde a homogênea é descrita pela
ausência de interação.

Podemos escrever a equação de espalhamento (C.3) como

[E − Ĥ0]∣Ξk⃗i(r⃗1, . . . , r⃗N ; x⃗)⟩ = V ∣Ξk⃗i(r⃗1, . . . , r⃗N ; x⃗)⟩. (C.11)

De tal forma que identificamos diretamente a solução particular, ou

3Reescrevemos a dependência da amplitude de espalhamento para uma notação
mais geral, de tal forma que

fi→f (θ,φ) Ð→ fi→f (k̂i, k̂f ).
Não há perda de informação, já que os ângulos θ e φ são definidos com relação às
direções relativas entre os versores k̂i e k̂f .
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inomogêneo, como:

[E − Ĥ0]−1V ∣Ξk⃗i(r⃗1, . . . , r⃗N ; x⃗)⟩. (C.12)

Assim, a representação geral da autofunção de espalhamento é dada
pela soma da solução homogênea com a particular,

∣Ξk⃗i(r⃗1, . . . , r⃗N ; x⃗)⟩ = ∣Sk⃗i(r⃗1, . . . , r⃗N ; x⃗)⟩

+[E − Ĥ0]−1V ∣Ξk⃗i(r⃗1, . . . , r⃗N ; x⃗)⟩ (C.13)

que é a equação de Lippmann-Schwinger. Note que na ausência de um
potencial (V → 0) a solução se resume à solução homogênea, ou seja,
a onda plana Sk⃗i .

Perceba que a Hamiltoniana Ĥ0 está definida em um espaço
que é dado pela soma direta dos autoestados moleculares4 (1N ) e da
partícula incidente (1k⃗). Estes, por sua vez, formam um conjunto
também completo de estados, portanto

1Ĥ0
= 1N ⊗ 1k⃗ = ⨋

α
∫ d3k⃗∣ϕαk⃗⟩⟨ϕαk⃗∣. (C.14)

Analisando o termo referente ao operador Ĥ0 da equação (C.13),
utilizando a completeza (C.14) e a conservação de energia (C.4) temos,

[E − Ĥ0]−1 = ⨋
α
∫ d3k⃗

∣ϕαk⃗⟩⟨ϕαk⃗∣
E − εα − k2

2

= ⨋
α
∫ d3k⃗

∣ϕαk⃗⟩⟨ϕαk⃗∣
k2
α

2
− k2

2

.

(C.15)
Perceba que esta integral tem solução por polos (contornando-os), po-
rém é conveniente movê-los de tal forma a manter o caminho de integra-
ção no eixo real, ou seja incluir a solução homogênea k = ±kα ao invés
de evitá-la. Assim, adicionamos uma variação no eixo imaginário tal
que k = ±(kα+iδ) com δ → 0. Considerando a primeira ordem na série
de Maclaurin em δ obtemos k2 = k2α ± iδ. Dadas estas considerações
podemos dizer que

lim
δ→0
⨋
α
∫ d3k⃗

∣ϕαk⃗⟩⟨ϕαk⃗∣
k2
α

2
− k2

2
± iδ

= [E − Ĥ0 ± δ]−1 =G(±)0
, (C.16)

4Os autoestados moleculares em questão são os ligados e os do contínuo, i. e., na
ionização os autoestados do contínuo são responsáveis pela representação do elétron
até um orbital que se sobrepõe à onda plana.
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que é a representação integral da função de Green G(±)
0

.
Por fim, a equação de Lippmann-Schwinger5 é representada como

∣Ξ(±)
k⃗i

⟩ = ∣Sk⃗i⟩ +G
(±)

0
V ∣Ξ(±)

k⃗i
⟩. (C.17)

A função de Green com o fator +iδ representa uma onda esférica diver-
gente ao centro espalhador no limite assintótico, enquanto que o fator
−iδ representa a onda esférica convergente. Os índices na equação de
Lippmann-Schwinger são referentes a estas condições de contorno.

C.3 PRINCÍPIO VARIACIONAL DE SCHWINGER

A equação de Lippmann-Schwinger (C.17) representa a função
de onda de espalhamento como uma soma da solução homogênea com a
solução particular. Pelo tratamento aplicado à última, através da repre-
sentação integral da função de Green (C.16), obtemos duas condições
de contorno distintas, dando origem a duas representações integrais
para a amplitude de espalhamento:

f i→f = −
1

2π
⟨Sk⃗f ∣V ∣Ξ(+)

k⃗i
⟩ (C.18)

e
f i→f = −

1

2π
⟨Ξ(−)
k⃗f

∣V ∣Sk⃗i⟩. (C.19)

Considerando a solução homogênea da equação de Lippmann-
Schwinger (C.17) e aplicando o potencial V obtemos

V ∣Sk⃗i⟩ =A
(+)∣Ξ(+)

k⃗i
⟩, (C.20)

onde A(±) ≡ V − V G(±)
0
V . Desta forma, podemos reescrever a ampli-

tude de espalhamento (C.19) como

f i→f = −
1

2π
⟨Ξ(−)
k⃗f

∣A(+)∣Ξ(+)
k⃗i

⟩. (C.21)

Podemos, portanto, somar as equações (C.18) e (C.19) e subtrair
a equação (C.21) para obter um princípio variacional para a amplitude

5A dependência nas coordenadas foi mostrada, até este ponto, por julgar ne-
cessário para a melhor compreensão da teoria. A partir deste momento ela será
suprimida.
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de espalhamento da forma

f i→f = −
1

2π
[⟨Sk⃗f ∣V ∣Ξ(+)

k⃗i
⟩ + ⟨Ξ(−)

k⃗f
∣V ∣Sk⃗i⟩ − ⟨Ξ(−)

k⃗f
∣A(+)∣Ξ(+)

k⃗i
⟩] ,
(C.22)

também conhecido como forma bilinear6 do princípio variacional de
Schwinger. No contexto do cálculo variacional, esta expressão pode ser
entendida como um funcional das funções de onda de espalhamento. É
importante notar que a equação (C.22) fornece a amplitude de espa-
lhamento correta (não aproximada) se as funções de onda Ξ

(+)

k⃗i
e Ξ

(−)

k⃗f

forem exatas.
Considerando a estabilidade do cálculo variacional, para uma

variação nos valores das funções de onda de espalhamento, devemos
obter δf i→f = 0. Para tal, supondo que conhecemos as soluções da
equação de Lippmann-Schwinger, uma variação da forma ∣δΞ(+)

k⃗i
⟩ nos

mostra que, pela equação (C.22),

δf i→f = −
1

2π
[⟨Sk⃗f ∣V ∣δΞ(+)

k⃗i
⟩ − ⟨Ξ(−)

k⃗f
∣A(+)∣δΞ(+)

k⃗i
⟩] . (C.23)

De forma análoga ao desenvolvimento para a equação (C.20), obtemos
⟨Sk⃗f ∣V = ⟨Ξ(−)

k⃗f
∣A(−)†. Podemos concluir, portanto, que a condição de

estabilidade variacional para o funcional f i→f [Ξ(−)
k⃗f
,Ξ
(+)

k⃗i
] exige:

[A(+)]† =A(−). (C.24)

No cálculo variacional para a amplitude de espalhamento toma-
mos como funções tentativa para a onda de espalhamento uma combi-
nação linear de um dado conjunto de funções de base. De forma geral,

∣Ξ+

k⃗i
⟩ =

d

∑
m=1

∣χm⟩a+m(k⃗i) (C.25a)

⟨Ξ−

k⃗f
∣ =

d

∑
n=1

a−n(k⃗f)⟨χn∣. (C.25b)

Em uma situação ideal, estas funções de base devem ser ortonormais e
linearmente independentes, porém, no âmbito do cálculo numérico, isto

6Pelo fato de ser bilinear em ∣Ξ(+)
k⃗i
⟩ e em ⟨Ξ(−)

k⃗f
∣.
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nem sempre é obedecido. Perceba que usamos o mesmo conjunto de
estados para ambas funções tentativas, isto não é obrigatório, mas tem
a vantagem de manter o resultado simétrico por reversão temporal.

Para determinar os coeficientes a+m(k⃗i) e a−n(k⃗f), substituímos
as funções tentativa (C.25) na forma bilinear do PVS (C.22). Consi-
derando que a amplitude seja estacionária em relação à variações nos
coeficientes de expansão, ou seja, ∂f

i→f

∂a+m
= 0 e ∂fi→f

∂a−n
= 0, obtemos:

a+m =
d

∑
n=1

⟨χm∣(A(+))−1∣χn⟩⟨χn∣V ∣Sk⃗i⟩ (C.26a)

a−n =
d

∑
m=1

⟨Sk⃗f ∣V ∣χm⟩⟨χm∣(A(+))−1∣χn⟩. (C.26b)

Sabendo, então, os coeficientes de expansão, reescrevemos as fun-
ções tentativa (C.25) da forma:

∣Ξ+

k⃗i
⟩ =

d

∑
m,n=1

∣χm⟩⟨χm∣(A(+))−1∣χn⟩⟨χn∣V ∣Sk⃗i⟩ (C.27a)

⟨Ξ−

k⃗f
∣ =

d

∑
m,n=1

⟨Sk⃗f ∣V ∣χm⟩⟨χm∣(A(+))−1∣χn⟩⟨χn∣. (C.27b)

Através do conjunto de equações (C.27) e da forma bilinear do
PVS (C.22) obtemos a amplitude de espalhamento de rank d, que por
sua vez está intimamente conectada com a matriz T de Schwinger e é
dada por:

f i→f = −
1

2π

d

∑
m,n=1

⟨Sk⃗f ∣V ∣χm⟩⟨χm∣(A(+))−1∣χn⟩⟨χn∣V ∣Sk⃗i⟩

= −
1

2π
⟨Sk⃗f ∣T

(d)∣Sk⃗i⟩ (C.28)

É importante notar que tomando a dimensão d = 1, obtemos a forma
fracional do princípio variacional de Schwinger. Portanto, o cálculo
variacional apresentado aqui para o cálculo da matriz de transição de
rank d não é, formalmente, igual ao PVS como proposto originalmente.

A aplicação prática da amplitude de espalhamento (C.28) é in-
viável. O operador A(±) está relacionado com a função de Green que
inclui todo o espectro de autoestados do alvo, inclusive os do contínuo
o que torna a implementação computacional impraticável.
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C.4 MÉTODO SCHWINGER MULTICANAL

Para superar a impossibilidade computacional de implementa-
ção, consideremos uma função de Green que leve em conta apenas os
canais colisionais abertos. Formalmente esta função de Green pode ser
construída considerando um operador de projeção definido no subes-
paço de canais abertos. Em verdade, este subespaço é definido jun-
tamente com outro subespaço de canais fechados com o objetivo de
formar um conjunto completo de estados em substituição7 ao conjunto
de estados moleculares 1N da equação (C.14). Desta forma,

1N = P +Q =
open

∑
l

∣ϕl⟩⟨ϕl∣ +
closed

∑
q

∣ϕq⟩⟨ϕq ∣. (C.29)

Aplicando na equação de Lippmann-Schwinger (C.17) obtemos,

P∣Ξ(+)
k⃗i

⟩ = P∣Sk⃗i⟩ +PG
(+)

0
V ∣Ξ(+)

k⃗i
⟩ = ∣Sk⃗i⟩ +G

(+)

P
V ∣Ξ(+)

k⃗i
⟩ (C.30)

onde G(+)
P

é uma função de Green que considera exclusivamente canais
abertos da forma

G
(±)

P
= lim
δ→0

open

∑
l
∫ d3k⃗

∣φlk⃗⟩⟨k⃗φl∣
k2
l

2
− k2

2
± iδ

. (C.31)

De forma análoga ao feito anteriormente, multiplicamos a equa-
ção de Lippmann-Schwinger projetada (C.30) pelo potencial V e obte-
mos então

(V P −V G(+)
P
V )∣Ξ(+)

k⃗i
⟩ = V ∣Sk⃗i⟩. (C.32)

Para que a amplitude de espalhamento seja um funcional variacional
estável, como mostrado anteriormente, através da forma bilinear do
PVS, é necessário que

(V P −V G(+)
P
V )† = (PV −V G(−)

P
V ), (C.33)

o que será verdade somente se [V,P] = 0, o que em geral não é válido.
Consideremos, então, o projetor sobre o subespaço dos canais

fechados do alvo Q da equação (C.29). Partindo da equação de Sch-
rodinger (C.3), particionando a função de onda de espalhamento nos

7Em suma, desconsideramos os estados do contínuo e separamos os discretos em
energeticamente acessíveis e virtuais.
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subespaços de canais abertos e fechados

(E − Ĥ)[P +Q]∣Ξ(+)
k⃗i

⟩ = Ĥ [P +Q]∣Ξ(+)
k⃗i

⟩ = 0 (C.34)

definindo
Ĥ ≡ E − Ĥ = E − Ĥ0 −V ≡ Ĥ0 −V. (C.35)

Considerando o termo do subespaço de canais abertos em (C.34), e a
equação (C.30) temos

Ĥ P∣Ξ(+)
k⃗i

⟩ = Ĥ [∣Sk⃗i⟩ +G
(+)

P
V ∣Ξ(+)

k⃗i
⟩]. (C.36)

Usando as relações [Ĥ0,P] = 0 e Ĥ0G
(+)

0
= 1, obtemos:

Ĥ P∣Ξ(+)
k⃗i

⟩ = PV ∣Ξ(+)
k⃗i

⟩ −V ∣Sk⃗i⟩ −V G
(+)

P
V ∣Ξ(+)

k⃗i
⟩. (C.37)

Observando o termo do subespaço de canais fechados em (C.34) temos

Ĥ Q∣Ξ(+)
k⃗i

⟩ = (P +Q)Ĥ Q∣Ξ(+)
k⃗i

⟩ = PĤ Q∣Ξ(+)
k⃗i

⟩ +QĤ Q∣Ξ(+)
k⃗i

⟩. (C.38)

Desenvolvendo temos

Ĥ Q∣Ξ(+)
k⃗i

⟩ = −PV ∣Ξ(+)
k⃗i

⟩ +PV P∣Ξ(+)
k⃗i

⟩ +QĤQ∣Ξ(+)
k⃗i

⟩. (C.39)

Somando (C.37) e (C.39), obtemos, considerando (C.34):

[PV P +QĤ Q −V G(+)
P
V ]∣Ξ(+)

k⃗i
⟩ = V ∣Sk⃗i⟩. (C.40)

Desta forma podemos reescrever o operador A(+),

A(+) = PV P +QĤ Q −V G(+)
P
V. (C.41)

Perceba que a condição de estabilidade variacional para o funcio-
nal f i→f [Ξ(−)

k⃗f
,Ξ
(+)

k⃗i
] é obedecida, já que [A(+)]† =A(−) pois [G(+)

P
]† =

G
(−)

P
. Portanto, a amplitude de espalhamento é dada por:
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f i→f = −
1

2π

d

∑
m,n=1

⟨Sk⃗f ∣V ∣χm⟩⟨χm∣(PV P +QĤ Q −V G(+)
P
V )−1∣χn⟩ ×

×⟨χn∣V ∣Sk⃗i⟩

= −
1

2π
⟨Sk⃗f ∣T

(d)∣Sk⃗i⟩ (C.42)

C.5 FUNÇÃO DE GREEN

Para o cálculo ab initio apresentado neste capítulo, é necessário
a seleção de um conjunto de base de funções gaussianas cartesianas
(CGF) {α} que, em princípio, são ligadas à geração de funções de
onda molecular. A partir deste conjunto construímos os vetores de
base variacional de espalhamento {χm}.

Um dos principais desafio na implementação do SMC é o cálculo
dos elementos de matriz ( ⟨χm∣V G(+)

P
V ∣χn⟩ ) referentes à função de

Green projetada presente na equação (C.42). Sua implementação é
feita de duas formas no método, sendo, a convergência de ambos, um
dos critérios para definir se o conjunto de funções de base gaussiana,
que é o dado de entrada, mostra-se adequado ao espalhamento. Aqui
será mostrado de forma breve ambos métodos, mostrando apenas os
aspectos mais importante, uma vez que esta discussão está exposta no
trabalho de (LIMA et al., 1990).

Considerando a forma integral da função de Green projetada
(C.31), pelo método de valor principal de Cauchy o cálculo pode ser
decomposto, respectivamente, em uma parcela de valor principal e ou-
tra de resíduo como

G
(+)

P
=

open

∑
l
∫ dk

k2

k2
l

2
− k2

2

∫ dk̂ ∣φlk⃗⟩⟨k⃗φl∣+iπ
open

∑
l

kl ∫ dk̂ ∣φlk⃗⟩⟨k⃗φl∣.

(C.43)
Logo, os elementos de matriz em questão podem ser vistos como

⟨χm∣V G(+)
P
V ∣χn⟩ = ⟨χm∣V GPPV ∣χn⟩ + ⟨χm∣V GRPV ∣χn⟩

=
open

∑
l
∫ dk

k2

k2
l

2
− k2

2

glmn(kl) + iπ
open

∑
l

kl g
l
mn(kl). (C.44)
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onde
glmn(kl) = ∫ dk̂ ⟨χm∣V ∣φlk⃗⟩⟨k⃗φl∣V ∣χn⟩.

No método de inserção-k a parte referida ao resíduo (on-shell) é
calculada numericamente por quadratura de Gauss-Legendre. Já, para
a contribuição de valor principal (off-shell), considera-se a utilização
de uma unidade construída a partir das CGF tal que 1 ≈ ∑α ∣α⟩⟨α∣.
Desta forma, os elementos de matriz para o valor principal são dados
por

⟨χm∣V GPPV ∣χn⟩ = ∑
αβ

open

∑
l

⟨χm∣V ∣φlα⟩⟨βφl∣V ∣χn⟩

×∫ dk
k2

k2
l

2
− k2

2

hmn(k), (C.45)

com
hmn(k) = ∫ dk̂ ⟨α∣k⃗⟩⟨k⃗∣β⟩.

Veja que a função hmn(k) está associada à decomposição espectral da
onda plana na base finita de gaussianas e pode ser obtida analiticamente
e, então, a integral de valor principal dá-se de forma fechada (LEVIN et
al., 1978).

Em contrapartida, no método de inserção-3dk tanto a parte
principal quanto o resíduo são calculados numericamente, sem neces-
sidade da expansão da onda plana na base de gaussianas. Portanto,
o método 3dk depende somente da completeza das funções tentativa
{χm}.


