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sistema magneto-elástico e para um sistema de

ferrofluidos.

Maria Nilde Fernandes Barreto Frederico
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Resumo

Este trabalho está dividido em duas partes. Na primeira parte esta-

belecemos a existência de soluções fortes T -periódicas no tempo (peŕıodo

T ) para um sistema magneto-elástico. O nosso principal resultado é para

o caso em que o sistema tem dissipação mecânica linear e acoplamentos

não lineares, que inclui uma força externa T -periódica. Provamos também

a estabilidade condicional assintótica das soluções periódicas obtidas com

a energia total das perturbações decaindo para zero no tempo de forma

exponencial. Consideramos também o sistema no caso em que a dissipação

mecânica é não-linear, com a não-linearidade do tipo ρ(ut) = |ut|put e

acoplamentos lineares. Com hipóteses adequadas sobre ρ, provamos a

existência e a unicidade de soluções fortes T -periódicas no tempo para

p ∈ [3, 4]. Na segunda parte deste trabalho, provamos a existência de

soluções T -periódicas fracas (em dimensão 3) e fortes (dimensão 2) para as

equações diferenciais parciais do modelo para ferrofluidos de Rosensweig,

sob ação de uma função T -periódica nas equações para o campo magnético.

Palavras-Chave: soluções fortes, soluções periódicas, sistema magneto-

elástico, magneto-elasticidade, ferrofluidos, fluidos magnéticos, modelo de

Rosensweig.
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Abstract

This work is divided in two parts. In the first part, we establish the

existence of strong time-periodic (period T ) solutions of a magnetoelas-

tic system. Our main result is obtained in the case where the equations

are nonlinearly coupled and the mechanical dissipation is linear, and a T -

periodic external force is applied to the body. We also proved asymptotic

conditional stability of thesolutions obtained, with the total energy of the

pertubations decaying exponentially to zero in time. We considered also

the system in the case where the mechanical dissipation is nonlinear, of

the type ρ(ut) = |ut|put, but the coupling terms are linear. Under sui-

table hypotheses on ρ, we proved the existence and uniqueness of strong

time-periodic solutions (period T ) when p ∈ [3, 4]. In the second part of

the work, we proved the existence of T -periodic solutions weak (in dimen-

tion 3) e strong (in dimention 2) for the partial differential equations that

describe the model for magnetic fluids of Rosensweig. In this model, the

T -periodic forcing appears in the magneto-static equations.

Keywords: strong solutions, time-periodic solutions magnetoelastic sys-

tem, magnetoelasticity, ferrofluids, magnetic fluids, Rosensweig’s model.
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Notações

Neste trabalho usamos as seguintes notações:

x = (x1, x2, x3) e y = (y1, y2, y3) são pontos no espaço R3;

|.| é a norma Euclidiana em R3;

O produto interno de x e y é dado por x.y =

3∑
i=1

xiyi;

O produto vetorial de x e y é o dado pelo vetor

x ∧ y = (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1);

Ω é um domı́nino limitado de R3;

L2(Ω) é o espaço das funções u : Ω→ R, mensuráveis em Ω e tais que∫
Ω

|u(x)|2 dx < +∞;

‖u‖L2(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|2 dx
) 1

2

;

Se u, v ∈ L2(Ω) então, (u, v)2 =

∫
Ω

u.v, é o produto interno em L2(Ω);

Se u ∈ X espaço de Banach e L ∈ X
′

dual do espaço X então, 〈L, u〉 indica

o valor de L em u;

(L2(Ω))3 = L2(Ω)× L2(Ω)× L2(Ω) e ‖u‖(L2(Ω))3 =

(
3∑
i=1

‖ui‖2L2(Ω)

) 1
2

;

Hm(Ω) é o espaço de Sobolev das funções u : Ω→ R tais que

u e Dαu estão em L2(Ω) no sentido distribucional para todo |α| ≤ m, em

que α = (α1, α2, α3) ∈ N e |α| =
3∑
i=1

αi;
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‖u‖Hm(Ω) =

 ∑
|α|≤m

‖ ∂|α|u

∂α1x1∂α2x2∂α3x3
‖2L2(Ω)

 1
2

;

(Hm(Ω))3 = Hm(Ω)×Hm(Ω)×Hm(Ω) e ‖u‖(Hm(Ω))3 =

(
3∑
i=1

‖ui‖2Hm(Ω)

) 1
2

;

C([0, T ];X) é o espaço das funções cont́ınuas de [0, T ] em X;

D(Ω) = C∞0 (Ω) é o espaço das funções infinitamente diferenciáveis e com

suporte compacto em Ω;

D
′
(Ω) é o espaço das distribuições sobre Ω;

Hm
0 (Ω) é o fecho do espaço C∞0 (Ω) na norma Hm(Ω);

H−m(Ω) é o espçao dual de Hm
0 (Ω);

CmT (X) é o espaço das funções u : R → X m-vezes continuamente dife-

renciáveis tal que u(t) = u(t+ T ), ∀t ∈ R;

L2(0, T ;X) é o espaço das funções f : (0, T )→ X tal que

(∫ T

0

‖f‖2X dt

) 1
2

<∞;

u
′

= ut =
∂u

∂t
é a derivada de u em relação a t;

Se u = (u1, u2, u3) então, ut = (u1
t , u

2
t , u

3
t );

∇u = gradu = (
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
,
∂u

∂x3
) é o gradiente da função u;

Se u = (u1, u2, u3) então, div u =

3∑
i=1

∂ui
∂xi

é o divergente da função u;

∆u =
3∑
i=1

∂2u

∂x2
i

é o laplaciano da função u e ∆u = (∆u1,∆u2,∆u3);

Se h = (h1, h2, h3) ∈ (D
′
(Ω))3 então,

roth =

(
∂h3

∂x2
− ∂h2

∂x3
,
∂h1

∂x3
− ∂h3

∂x1
,
∂h2

∂x1
− ∂h1

∂x2

)
é o operador diferencial linear rotacional do vetor h;

C é a constante positiva, que poderá assumir valores diferentes em lugares

diferentes;

cp, cit, cim são constantes de Poincaré, interpolação e imersão respectiva-

mente.
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Introdução

Neste trabalho estudamos questões de existência de soluções periódicas

no tempo para o sistema magneto-elástico e sistema de ferrofluidos. Na

primeira parte centramos a nossa atenção na investigação da existência e

estabilidade de soluções fortes periódicas no tempo para o sistema magneto-

elástico e na segunda parte do trabalho, investigamos a existência de

soluções T -periódicas para o sistema ferrofluidos.

O sistema magneto-elástico é um sistema de equações diferenciais par-

ciais acoplado entre uma equação hiperbólica e uma equação parabólica,

que modela a interação entre um corpo elástico e um campo magnético

externo, He. Se um corpo colocado num campo magnético inicial forte for

movido por uma força externa, além de campo de tensão induz também

um campo magnético dentro do corpo dado por He + h(x, t) que tem in-

fluência sobre o corpo por meio de forças de Lorentz que aparecem nas

equações do meio. Consideramos um corpo elástico não ferromagnético,

condutor, homogêneo e isotrópico em um domı́nio Ω ⊂ R3 limitado, sim-

plesmente conexo e com fronteira de classe C2. O campo magnético, He,

é constante e a força externa f(x, t) é periódica no tempo, de peŕıodo T

(número positivo fixo). Os campos de deslocamento e magnético são re-

presentados por u(x, t) e h(x, t) respectivamente. O modelo descrito acima

( [29], [7], [6]) é representado pelo seguinte sistema de equações diferenciais

parciais (sistema magneto-elástico):

∂2u

∂t2
− µ∆u− (β + µ)∇div u+ ρ(

∂u

∂t
) = µ0(roth) ∧ (h+He) + f,

(0.0.1)

1



∂h

∂t
+ ν1 rot roth = rot[

∂u

∂t
∧ (h+He)], (0.0.2)

div h = 0, (0.0.3)

em QT = (0, T )×Ω, em que
∂u

∂t
é a derivada parcial de u(t, x) em relação a

t (tempo), e
∂2u

∂t2
=

∂

∂t
(
∂u

∂t
). As constantes positivas de Lamé da teoria de

elasticidade são β e µ, ν1 = 1
σµ0

em que σ > 0 representa a condutividade

do material, µ0 é um número positivo representando a permeabilidade

magnética e ρ(
∂u

∂t
) representa a dissipação mecânica que atua no corpo

elástico.

As condições de periodicidade e de fronteira associadas a esse sistema,

são respectivamente,

u(0, x) = u(T, x),
∂

∂t
u(0, x) =

∂

∂t
u(T, x),

h(0, x) = h(T, x), x ∈ Ω,

(0.0.4)

u = 0, h.n = 0, rot h ∧ n = 0 em ΣT = (0, T )× ∂Ω, (0.0.5)

em que n = n(x) indica o vetor normal unitário exterior em

x = (x1, x2, x3) ∈ ∂Ω.

Revisaremos aqui, os trabalhos da literatura que tratam questões de

existência de soluções T -periódicas no tempo para EDP’s hiperbólicas. Os

estudos sobre a existência de soluções T -periódicas no tempo para EDP’s

hiperbólicas, remontam a 1956, quando G. Prodi, estudou a existência de

soluções generalizadas 2π-periódicas de

∂2u

∂t2
−∆u+ g(x, t,

∂u

∂t
) = f(x, t, u),

u|∂Ω = 0,

em que

Ω ⊂ Rn é um domı́nio limitado;

f ∈ L2(Ω× [0, 2π]) é uma função 2π-periódica;

g(x, t, p) é uma função mensurável de (x, t) ∈ Ω× [0, 2π] para cada p e

m ≤ g(x, t, p2)− g(x, t, p1)

p2 − p1
≤M, p2 6= p1,

2



g(x, t, 0) = 0 e g tem efeito dissipativo.

Prodi investigou também o caso

∂2u

∂t2
−∆u+ g(x, t,

∂u

∂t
) = f(x, t, u, ux),

u|∂Ω = 0,

com hipóteses adicionais sobre f . Mais tarde, em 1959, J. Serrin [65] es-

tudou a existência de soluções periódicas das equações de Navier-Stokes.

Seguiram-se muitos outros trabalhos tais como [73], [60], [59], [37] e [43].

Além dos trabalhos sobre a existência de soluções T -periódicas no tempo,

mencionamos as seguintes contribuições sobre a teoria matemática da mag-

netoelasticidade: [16], [57], [58], [18], [36] e [11].

No que segue, faremos um pequeno resumo da importância e da aplicação

de problemas periódicos ( [56] e [72]):

Soluções periódicas é um aspecto importante das equações diferenciais,

visto que movimentos periódicos acontecem com frequência na natureza

e podem ser modelados por sistema de equações diferenciais. O movi-

mento dos corpos celestes, a vibração das ondas e mudanças climáticas

nas quatro estações são exemplos de movimentos periódicos. Fenômenos

f́ısicos e naturais ocorrem nos problemas mecânicos e de engenharias onde

há oscilações (pêndulo, molas, ...) ou movimentos nas trajetórias fecha-

das (planetas, elétrons, ...) e as soluções de interesse para as equações

que descrevem esses movimentos são exatamente as periódicas. Portanto,

é de grande importância garantir se existem soluções periódicas para tais

sistemas. Pesquisas acerca de soluções periódicas vêm se desenvolvendo

e têm ampla aplicação em muitos campos como ciências sociais, medi-

cina, sistemas biológicos, modelos epidêmicos, entre outros. De modo a

exemplificar, para explorar o impacto de fatores ambientais na biologia, a

suposição de periodicidade de parâmetros descreve mais fielmente o mundo

real devido à existência de muitos fatores periódicos tais como efeitos sazo-

nais do tempo, suprimentos de comida, hábitos de acasalamento e colheita.

Um outro exemplo das soluções periódicas, é a sua aplicação no estudo do

número de habitantes de uma cidade que contraim uma doença contagiosa

e essa doença possui a caracteŕıstica de não imunizar quem a contraiu (por

exemplo, um resfriado).
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Provar a existência de soluções fortes T -periódicas para o sistema magneto-

elástico com acoplamentos não lineares usando a formulação puramente

periódica apresenta dificuldades consideráveis devido à falta de estimativas

a priori. Quando os acoplamentos são lineares temos uma certa analogia

entre o sistema magneto-elástico e o sistema termo-elástico [19]. Perde-

mos essa analogia quando os termos de acoplamentos são não lineares.

Na primeira equação o termo de acoplamento é roth ∧ (h + He) que é

como o termo (u.∇u) das equações de Navier-Stokes. No entanto, como

comentado em detalhes em [51] (ver também [50]), técnicas usadas para

o problema periódico no tempo para as equações de Navier-Stokes falham

para o sistema magneto-elástico devido ao acoplamento entre as equações.

Nosso Teorema sobre a existência de solução forte periódica no tempo

aborda a formulação puramente periódica no tempo e melhora o Teorema

de existência correspondente em [54].

Quando consideramos o sistema magneto-elástico com acoplamentos line-

ares, como foi observado em trabalhos anteriores como Menzala-Zuazua

( [49]), a equação do campo magnético comporta como a equação do calor

e neste caso temos a estimativa a priori. Esse sistema foi bastante estu-

dado no passado porém, não do ponto de vista de obtenção de soluções

periódicas.

Também neste trabalho, estudamos questões de existência de soluções fra-

cas e fortes periódicas no tempo do modelo ferrofluidos de Rosensweig. Os

fluidos magnéticos, ou ferrofluidos, são fluidos contendo nano-part́ıculas

em grande quantidade (1023 part́ıculas por metro cúbico, cada part́ıcula

com 3 a 15 nanometros de diâmetro). Ferrofluidos tem sido empregados

em várias aplicações como em selos de eixos rotativos nos discos ŕıgidos

de computadores, na manufatura de semi-condutores, em selos de pressão

para compressores, etc. Eles são também usados no resfriamento de bobi-

nas de speakers, para administrar drogas em certas partes do corpo , como

marcador de fluxo sangúıneo em medidas circulatórias não-invasivas, etc.

O resultado novo, para o modelo ferrofluidos de Rosensweig, é o fato de

obtermos a existência de soluções fortes T -periódicas em Ω ⊂ R2. Para

obter a existência de soluções T -periódicas no tempo, usamos o método de

Faedo-Galerkin e o Teorema de ponto fixo de Brouwer.

Descrevemos em seguida a estrutura do nosso trabalho. A primeira

4



parte constitúıda pelos caṕıtulos 1,2 e 3 é dedicada ao sistema magneto-

elástico e a segunda parte constitúıda pelo caṕıtulo 4 é dedicada ao sis-

tema ferrofluidos. No caṕıtulo 1, introduzimos alguns espaços funcionais

básicos, a formulação fraca do problema e apresentamos alguns resultados

preliminares importantes usados neste trabalho. No caṕıtulo 2, considera-

mos o sistema magneto-elástico com dissipação linear e acoplamentos não

lineares. Impondo que a força f seja pequena, obtivemos a existência de

solução T -periódica forte no domı́nio bidimensional, via Teorema do ponto

fixo de Banach. Neste mesmo caṕıtulo, assumindo certas hipóteses sobre a

dissipação, obtivemos o nosso principal resultado: a existência de solução

T -periódica forte no domı́nio tridimensional. A estabilidade de soluções foi

obtida neste caṕıtulo. Estabelecemos a existência de soluções T -Periódicas

fortes para o sistema magneto-elástico com dissipação não linear e acopla-

mentos lineares no caṕıtulo 3. Para alcançar o nosso objetivo, utilizamos

o Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder. Também neste caṕıtulo ob-

tivemos a unicidade de soluções T -periódicas no tempo. Por último, no

caṕıtulo 4, estabelecemos a existência de soluções T -periódicas fracas e

fortes para o sistema de ferrofluidos.
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Caṕıtulo 1

Definições e

Preliminares

1.1 Espaços Funcionais

Consideramos um domı́nio Ω de R3 com ∂Ω de classe C2. D(Ω) :=

C∞0 (Ω) e D(Ω) := C∞0 (Ω) são espaços de funções testes com suporte com-

pacto em Ω e espaços de funções testes com suporte compacto em R3

restrito a Ω, respectivamente. L2(Ω) é o espaço de Lebesgue de funções

quadrados integráveis com produto interno (.,.) e a norma ‖ . ‖= (., .)1/2.

Usamos a notação usual dos espaços de Sobolev: W s,p(Ω), W s,p
0 (Ω), s ≥ 0,

Hs(Ω) := W s,2(Ω), Hs
0(Ω) := W s,2

0 (Ω). A norma em W s,p(Ω) será deno-

tado por ‖ . ‖s,p. H−s(Ω) representa o espaço dual de Hs
0(Ω).

A seguir, consideramos alguns espaços básicos para o estudo do sistema

magneto-elástico e enunciaremos as principais propriedades ( [23]).

L2
σ(Ω) = {h ∈ L2(Ω)3 : div h = 0, h.n|∂Ω = 0},

H1
σ(Ω)3 = {h ∈ H1(Ω) : div h = 0, h.n|∂Ω = 0},

H(div,Ω) := {v ∈ L2(Ω)3 : div v ∈ L2(Ω)},

7



H(rot,Ω) := {v ∈ L2(Ω)3 : rot v ∈ L2(Ω)3},

H0(div,Ω) := D(Ω)
H(div,Ω)

,

H0(rot,Ω) := D(Ω)
H(rot,Ω)

.

O conjunto H(div,Ω) é um espaço de Hilbert com a norma ‖ v ‖2H(div,Ω):=

‖ v ‖2L2 + ‖ div v ‖2 e D(Ω) é denso nesse espaço. O conjunto H(rot,Ω)

é um espaço de Hilbert com a norma ‖ v ‖2H(rot,Ω):=‖ v ‖2L2 + ‖ rot v ‖2

e D(Ω) é denso nesse espaço. L2
σ(Ω) é um espaço de Hilbert com a norma

usual e o produto interno em L2. Enquanto que Hs
σ(Ω), s ≥ 0, é um

espaço de Hilbert com o produto interno de Hs(Ω), denotado por (., .)s,2

e H−sσ (Ω) indica o dual de Hs
σ(Ω). Em particular, H1

σ(Ω), é também um

espaço de Hilbert com o produto interno

((h, h)) := (roth, roth)

e a norma induzida desse produto interno (que é equivalente à norma usual

em H1). Além desses espaços, para os resultados preliminares da fórmula

de Green (com rot), precisamos do seguinte espaço:

U1(Ω) = {w ∈ (L2
σ(Ω)3 ∩H2(Ω)3) : rotw ∈ H0(rot,Ω)}

munido com a norma ‖ w ‖U1= {‖ w ‖2H(rot,Ω) + ‖ rot rotw ‖2}
1
2 .

Sabemos, do conhecido Teorema para as funções traços γn e γτ nos espaços

H(div,Ω) e H(rot,Ω) respectivamente, que a aplicação

γn : D(Ω)3 → H−
1
2 (∂Ω)

v 7→ v.η|∂Ω

prolonga-se, por continuidade e densidade de D(Ω)3 em H(div,Ω), a uma

única aplicação linear e cont́ınua, denotada novamente por γn, de H(div,Ω)

em H−
1
2 (∂Ω). De forma análoga, temos que a aplicação

γτ : D(Ω)3 → H−
1
2 (∂Ω)3

v 7→ v ∧ η|∂Ω

prolonga-se, por continuidade e densidade de D(Ω)3 em H(rot,Ω), a uma
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única aplicação linear e cont́ınua, denotada novamente por γτ , de H(rot,Ω)

em H−
1
2 (∂Ω)3. Mais propriedades dessas funções traços podem ser encon-

tardos em [23], p.204.

1.2 Resultados Preliminares

Nesta secção apresentamos alguns resultados que serão úteis para os

nossos objetivos. Começamos com o seguinte Lema:

Lema 1.1. ( [69], p.465) Seja Ω ⊂ R3 um domı́nio aberto, limitado e

simplesmente conexo com fronteira ∂Ω de classe C2. Então, existe uma

constante real positiva c̃p tal que ∀u ∈ H1
σ(Ω),

‖u‖ ≤ c̃p‖ rotu‖.

Os dois Lemas seguintes podem ser encontrados em [23], p.206-207.

Lema 1.2. Seja Ω ⊂ R3 um domı́nio aberto, limitado e simplesmente

conexo com a fronteira ∂Ω de classe C2. Então, para todo v ∈ H(div,Ω) e

u ∈ H1(Ω), ∫
Ω

v.∇u dx = −
∫

Ω

u. div v dx + 〈γnv, u〉∂Ω.

Lema 1.3. Seja Ω ⊂ R3 um domı́nio aberto, limitado e simplesmente

conexo com a fronteira ∂Ω de classe C2. Então, para todo v ∈ H(rot,Ω) e

ϕ ∈ H1(Ω), ∫
Ω

v. rotϕ dx−
∫

Ω

rot v.ϕ dx = 〈γτv, ϕ〉∂Ω.

Corolário 1.1. Seja Ω ⊂ R3 um conjunto aberto, limitado e simplesmente

conexo com fronteira ∂Ω de classe C2. Para todo w ∈ U1 e ϕ ∈ H1(Ω),∫
Ω

rotw. rotϕdx =

∫
Ω

(rot rotw).ϕdx.

Teorema 1.1. ( [28], p.358) Seja Ω ⊂ R3 aberto, limitado e com fronteira

9



de classe C2. Então, o conjunto

X = {u ∈ L2(Ω)3; div u ∈ L2(Ω), rotu ∈ L2(Ω)3 e u|∂Ω.η = 0}

é um espaço de Hilbert com o seguinte produto interno

〈u, v〉X = 〈u, v〉L2(Ω)3 + 〈div u, div v〉L2(Ω) + 〈rotu, rot v〉L2(Ω)3 .

Além disso, X é algebricamente e topologicamente igual a H1(Ω)3.

Lema 1.4. Sejam Ω ⊂ R3 aberto, limitado e µ e λ são constantes reais

tais que λ+ 2µ > 0 e µ > 0. Então,

µ

∫
Ω

∇v.∇udx+ (λ+ µ)

∫
Ω

(div v)(div u)dx

é um produto interno equivalente ao usual em H1
0
(Ω)3.

Teorema 1.2. (Teorema de regularidade eĺıptica, [33], p.69)

Sejam Ω ⊂ R3 aberto, limitado, conexo, com fronteira de classe C2 e f ∈
L2
σ(Ω). Se u ∈ H1

σ(Ω) é solução fraca do seguinte sistema magnético:

rot rotu = f em Ω

div u = 0 em Ω

u|∂Ω.η = 0 em ∂Ω

rotu|∂Ω = 0 em ∂Ω,

então

u ∈ H2(Ω)3

e existe uma constante real e positiva c, independente de f e u tal que

‖ u ‖2,2≤ c ‖ f ‖ .

Teorema 1.3. (Teorema de regularidade eĺıptica, [46], p.128) Sejam

Ω ⊂ R3 aberto, limitado, conexo, com fronteira de classe C2, f ∈ L2(Ω)3,

µ e λ são constantes reais tais que λ + 2µ > 0 e µ > 0. Se u ∈ H1
0 (Ω)3 é

solução fraca do seguinte sistema elástico:

u− µ∆u− (λ+ µ)∇ div u = f em Ω

10



u|∂Ω = 0 em ∂Ω,

isto é,

(u, v) + (u, v)H1
0 (Ω)3 = (f, v), ∀v ∈ H1

0 (Ω)3,

então

u ∈ H2(Ω)3

e existe uma constante real e positiva c, independente de f e u tal que

‖ u ‖2,2≤ c ‖ f ‖ .

Corolário 1.2. Sejam Ω ⊂ R3 aberto, limitado, conexo, com fronteira de

classe C2, f ∈ L2(Ω)3, µ e λ são constantes reais tais que λ + 2µ > 0 e

µ > 0. Se u ∈ H1
0 (Ω)3 é solução fraca do seguinte sistema elástico:

− µ∆u− (λ+ µ)∇ div u = f em Ω

u|∂Ω = 0 em ∂Ω,

isto é,

(u, v)H1
0 (Ω)3 = (f, v), ∀v ∈ H1

0 (Ω)3,

então

u ∈ H2(Ω)3

e existe uma constante real e positiva c, independente de f e u tal que

‖ u ‖2,2≤ c ‖ f ‖ .

Teorema 1.4. (Teorema de imersão, [24], p.219) Seja Ω um conjunto

aberto e Lipschitz. Então temos:

• Se sp < N , então W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para qualquer q ≤ Np

N − sp .

• Se sp = N , então W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para qualquer q ≤ ∞.

• Se sp > N , então temos:

Se s− N

p
/∈ N, então W s,p(Ω) ↪→ C

[s−N
p

],s− N

p−[s−N
p

]

b (Ω) .

Se s− N
p
∈ N, então W s,p(Ω) ↪→ C

s− N
p−1

,λ

b (Ω) para qualquer λ < 1.

11



Desigualdades de interpolação:

1. ( [1], p.139) Seja Ω um domı́nio de Rn satisfazendo a condição do

cone. Então, as seguintes afirmações são válidas:

i) n = 2

‖ u ‖L∞(Ω)≤ c ‖ u ‖
1
2

H2(Ω)
‖ u ‖

1
2

L2(Ω)
, ∀u ∈ H2(Ω),

‖ u ‖L6(Ω)≤ c ‖ u ‖
2
3

H1(Ω)
‖ u ‖

1
3

L2(Ω)
, ∀u ∈ H1(Ω),

‖ u ‖L4(Ω)≤ c ‖ u ‖
1
2

H1(Ω)
‖ u ‖

1
2

L2(Ω)
, ∀u ∈ H1(Ω),

‖ u ‖L3(Ω)≤ c ‖ u ‖
1
3

H1(Ω)
‖ u ‖

2
3

L2(Ω)
, ∀u ∈ H1(Ω).

ii) n = 3

‖ u ‖L∞(Ω)≤ c ‖ u ‖
3
4

H2(Ω)
‖ u ‖

1
4

L2(Ω)
, ∀u ∈ H2(Ω),

‖ u ‖L6(Ω)≤ c ‖ u ‖H1(Ω), ∀u ∈ H1(Ω),

‖ u ‖L5(Ω)≤ c ‖ u ‖
9
10

H1(Ω)
‖ u ‖

1
10

L2(Ω)
, ∀u ∈ H1(Ω),

‖ u ‖L4(Ω)≤ c ‖ u ‖
3
4

H1(Ω)
‖ u ‖

1
4

L2(Ω)
, ∀u ∈ H1(Ω),

‖ u ‖L3(Ω)≤ c ‖ u ‖
1
2

H1(Ω)
‖ u ‖

1
2

L2(Ω)
, ∀u ∈ H1(Ω).

2. Em geral, temos o seguinte Teorema ( [14], p.173): Seja Ω um

domı́nio Lipschitz de Rn com fronteira compacta. Seja p ∈ [1,+∞],

p∗ =
np

n− p e q ∈ [p, p∗]. Então, existe uma constante C > 0 tal que

‖ u ‖Lq≤ C ‖ u ‖
1+n

q
−n
p

Lp ‖ u ‖
n
p
−n
q

W1,p , ∀u ∈W 1,p(Ω).

O seguinte Lema ( [51]), que é devido a Prouse [60], será útil para o nosso

problema.

Lema 1.5. Sejam g1, g2 : R→ R funções cont́ınuas e T -periódicas e

G : R → R uma função T -periódica tal que G ∈ C1(R) e verifica as

seguintes desigualdades: ∫ T

0

G(s)ds ≤ c2,

e
dG

dt
(t) ≤ g1(t) + g2(t)G(t), ∀t ∈ R,
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onde c2 é uma constante positiva.

Então,

sup
t∈[0,T ]

G(t) ≤ c2
T

+ 2T sup
t∈[0,T ]

g1(t) + 2c2 sup
t∈[0,T ]

g2(t).

Consideremos também o seguinte resultado de EDO ( [15], p.68):

Definição 1.1. Um sistema x
′

= A(t)x com A(t+T ) = A(t) para qualquer

t e algum T > 0 é denominado não-cŕıtico relativo a T se x
′

= A(t)x não

tem solução periódica de peŕıodo T não trivial.

Proposição 1.1. Sejam A : R→ Rn×n, p : R→ Rn com A e p cont́ınuos

em R e periódicos de peŕıodo T. Seja x
′

= A(t)x não-cŕıtico relativo a T.

Então, x
′

= A(t)x+ p(t) tem uma única solução periódica de peŕıodo T.

No caṕıtulo 3 iremos precisar do Teorema do ponto fixo de Leray-

Schauder:

Teorema 1.5. ( [74], p.245) Suponha que:

i) o operador T : X → X é compacto, em que X é um espaço de Banach;

ii) (estimativa a priori) existe um r > 0 tal que

se x = tT (x), 0 < t < 1 então ‖x‖ ≤ r.

Então, a equação x = T (x) tem solução.

Usaremos também o seguinte Lema ( [50], p.18) na passagem ao limite

da prova do teorema 2.3

Lema 1.6. Seja Ω um domı́nio aberto e limitado em R3 de classe C2. Seja

0 ≤ s1 ≤ 2, 0 ≤ s2 ≤ 2, e 0 ≤ s3 ≤ 1, tal que

a) s1 + s2 + s3 ≥
3

2
, se si 6=

3

2
, i = 1, 2, 3, ou

b) s1 + s2 + s3 >
3

2
, se si =

3

2
, para algum i=1,2,3.

Então, existe uma constante c1 = c1(s1, s2, s3,Ω) tal que∫
Ω

u ∧ h. rot b dx ≤ c1‖u‖Hs1 ‖h‖Hs2 ‖ rot b‖Hs3 , u, h, b ∈ C∞(Ω).
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No caṕıtulo 2 aplicaremos a seguinte versão do Teorema do ponto fixo

de Banach:

Teorema 1.6. ( [30], p.59) Sejam X um espaço de Banach e X0 um

conjunto fechado de X. Assume que T é uma contração em X0 e T aplica

X0 nele mesmo. Então, existe um único y em X0 tal que Ty = y.
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Caṕıtulo 2

Sistema

Magneto-Elástico com

Dissipação linear e

Acoplamentos Não

Lineares

2.1 Introdução

Nesta seção vamos derivar as equações do sistema magneto-elástico

∂2u

∂t2
− µ∆u− (β + µ)∇div u = µ0(roth) ∧ (h+He) + f,

∂h

∂t
+ ν1 rot roth = rot[

∂u

∂t
∧ (h+He)],

div h = 0,
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em QT , com as seguintes condições de periodicidade e de fronteira respec-

tivamente,

u(0, x) = u(T, x),
∂

∂t
u(0, x) =

∂

∂t
u(T, x),

h(0, x) = h(T, x), x ∈ Ω,

u = 0, h.n = 0, rot h ∧ n = 0 em ΣT = (0, T )× ∂Ω .

Lembramos que essas equações diferenciais parciais modelam o movimento

de um corpo sólido colocado num campo magnético e influenciado por

forças externas. É importante salientar que a relação entre os campos

elétricos e magnéticos e suas variações em função do tempo e da posição do

espaço são dadas pelas equações de Maxwell e pelas leis constitutivas. As

equações de Maxwell são dadas em unidade de sistema internacional: Lei

de Ampére que expressa como corrente elétrica produz campo magnético;

Lei de Faraday que expressa como variações de campo magnético produ-

zem campos elétricos; Lei de Gauss que expressa como cargas elétricas

produzem campos elétricos e Conservação de fluxo magnético, isto é, todo

o fluxo magnético que entra em um volume é igual ao que sai do volume.

Lei de Ampère: rot H = ε0
∂E

∂t
+ Jf ;

Lei de Faraday: rot E = −µ0
∂H

∂t
;

Lei de Gauss: ε0 divE = ρf ;

Conservação de fluxo magnético: µ0 divH = 0,

em que E é o campo elétrico, H campo magnético, Jf corrente livre, ρf

densidade de carga livre, µ0 a constante de permeabilidade do meio e ε0 a

constante de permissividade do material. Na presença de matéria (corpo)

no espaço, temos mais dois campos básicos no eletromagnetismo: a indução

magnética ou densidade do fluxo magnético, B, e a indução elétrica, D.

A indução magnética se relaciona com o campo magnético através da per-

meabilidade do meio, µ0, e reflete a capacidade de induzir fluxo magnético

em um determinado meio. A indução elétrica se relaciona com o campo

elétrico e está associada à permissividade, ε0, do material. Essas relações
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chamadas constitutivas são dadas por

µ0H = B; (2.1.1)

ε0E = D . (2.1.2)

No caso do ar, a permeabilidade relativa é µ0 = 1, 26× 10−6Henry/metro

e a permissividade é ε0 = 8, 85 × 10−12Farad/metro. Como às vezes é

necessário conhecer a densidade da corrente, J , temos uma outra relação

constitutiva conhecida como modelo de Ohm:

Jf = σ(E + u
′
∧B), (2.1.3)

em que u é o vetor deslocamento no sólido deformado. Essa lei define

a capacidade de um meio de conduzir mais ou menos a corrente e está

associada à sua condutividade elétrica, σ.

Assumimos que a densidade de cargas elétricas livres e a indução elétrica

são nulas, isto é, ρf = 0 e D = 0. Então, as equações de Maxwell são re-

duzidas às seguintes equações

rot H = Jf (Lei de Ampère); (2.1.4)

rot E = −∂B
∂t

(Lei de Faraday); (2.1.5)

divB = 0 (Lei de Gauss) . (2.1.6)

Assumindo também as hipóteses da teoria da elasticidade linear e incluindo

a força de corpo eletro-magnética Jf ∧ B temos a seguinte equação do

movimento

ρM
∂2u

∂t2
+ Lu− Jf ∧B = 0, (2.1.7)

onde ρM é a densidade do material e L = −µ∆() − (λ + µ)∇ div() é o

operador de Lamé.

As equações do sistema magneto-elástico são obtidas de (2.1.1)-(2.1.7)

como se seguem:

A equação para o deslocamento u é obtido de (2.1.1), (2.1.4) e (2.1.7):

ρM
∂2u

∂t2
+ Lu− µ0 rotH ∧H = 0 .
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A equação para H é obtido tomando o rot de (2.1.4) e usando (2.1.3):

rot rotH = rot Jf = σ(rotE + rot(u
′
∧B)) .

Usando (2.1.5) e (2.1.1) nessa equação obtemos

rot rotH = σ(−∂B
∂t

+ rot(u
′
∧ (µ0H))) .

Usando de novo (2.1.1) obtemos a equação para o campo magnético

µ0σ
∂H

∂t
+ rot rotH = µ0σ rot(u

′
∧H) .

Finalmente, divH = 0 segue de (2.1.6) e (2.1.1). Assim, temos as equações

do sistema magneto-elástico:

ρM
∂2u

∂t2
− µ∆u− (λ+ µ)∇div u− µ0(rotH) ∧H = 0

∂H

∂t
+

1

µ0σ
rot rotH = rot(u

′
∧H)

divH = 0 .

Revisão bibliográfica

Revisamos vários trabalhos na literatura relacionados a questões de

boa-colocação e do comportamento assintótico de soluções para este sis-

tema de equações diferenciais parciais com acoplamentos não lineares. Bot-

senyuk [12] provou a existência de soluções fracas para o problema de valor

inicial para esse sistema (sem dissipação mecânica), em domı́nio limitado.

Neste trabalho ele não provou a unicidade. Em [13], Botsenyuk também

provou a existência e unicidade de solução global forte para o problema de

valor inicial, assumindo dados iniciais (e forçante) suficientemente peque-

nos. Quando consideramos o sistema linearizado sem dissipação mecânica,

Andreou-Dassios [5], investigaram o problema de Cauchy correspondente

em R3. Assumindo algumas hipóteses de regularidade sobre os dados inici-

ais, eles transformaram as equações governantes usando Fourier e usaram a

teoria da perturbação para provar que a solução do sistema decai para zero

a uma taxa polinomial quando t → ∞. Mais tarde, Menzala-Zuazua [49],
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provaram que a energia do sistema com acoplamento linear decai a zero

sob a hipótese de que a única dissipação que atua no sistema é a dis-

sipação natural representada pelo termo ν1 rot roth. A demonstração não

produziu uma taxa de decaimento para a energia deste sistema. Rivera e

Racke [61] usaram o método de energia para obter a taxa de decaimento

polinomial da energia total para o problema de Cauchy para o sistema

magneto-termo-elástico com acoplamento linear, assumindo a hipótese de

que ∫
R3

[
(1 + |η|2)A2

|η|2

]m
E1(0, η)dη < +∞,

em que E1 é a energia no espaço da transformada de Fourier e

A = A(η) = |η|2(
1

η2
1

+
1

η2
2

).

Em [62], Rivera e Santos provaram, para domı́nios especiais, que a ener-

gia total desse sistema decai a zero com uma taxa polinomial quando

t→ +∞, assumindo dados iniciais suficientemente regulares. Charão, Oli-

veira e Menzala [19] provaram que a energia total desse sistema tende a zero

quando t→ +∞ quando a dissipação não-linear ρ(x, ut(t, x)) é efetiva sobre

uma pequena sub-região do domı́nio. Eles obtiveram uma taxa de decai-

mento polinomial para a energia total do sistema: E(t) ≤ CE(0)(1 + t)−γ1 ,

em que γ1 depende da hipótese assumido sobre o comportamento da dis-

sipação não linear. Em [47], Luz e Oliveira consideraram o comportamento

assintótico de soluções para o problema de Cauchy em R3 para o sistema

magneto-termo-elástico com dissipação mecânica linear e termos de aco-

plamento linear. Usando métodos de energia para as equações da transfor-

mada de Fourier, dividindo a energia no espaço transformado em partes de

baixa frequência e alta frequência, sob algumas hipóteses sobre os dados

iniciais e de certas estimativas chaves, a seguinte estimativa para a energia

de ordem α, definido por

Eα(t) =
1

2

∫
R3

|ξ|α
{
|ût(t)|2 + µ|ξ|2|û(t)|2

+ (λ+ µ) |ξ · û(t)|2 + |ĥ(t)|2 + |θ̂(t)|2
}
dξ
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foi obtido na forma:

Eα(t) ≤ Cβ {M(u0, u1, h0, θ0) + Eα(0)} t−1/β .

Este resultado, por sua vez, implica que a energia total do sistema decai a

uma taxa polinomial e também implica taxas de decaimento para a norma

L2 de u(t, x). Investigações sobre soluções periódicas no tempo para o sis-

tema magneto-elástico descrito anteriormente teve ińıcio recente. Mohebbi

e Oliveira [51] e Mohebbi [50] estabeleceram a existência de soluções fra-

cas periódicas no tempo (com o mesmo peŕıodo T que a força T -periódica

dada) para o sistema magneto-elástico com acoplamentos não lineares e dis-

sipação mecânica não linear ρ(ut(t, x)). Oliveira [54] provou a existência de

soluções T -periódicas fortes para esse sistema magneto-elástico com aco-

plamentos não lineares e uma força externa T -periódica dada e dissipação

mecânica linear. A prova é baseada no problema de valor inicial e no mapa

de Poincaré, assumindo que a energia no tempo t = 0 e certas normas da

força externa são suficientemente suaves. A estabilidade assintótica con-

dicional de soluções periódicas no tempo também é provada nesse artigo.

Estes dois últimos trabalhos destacados na literatura constituiram uma das

principais motivações para a nossa pesquisa.

Provar a existência de soluções fortes T -periódicas para o sistema magneto-

elástico com acoplamentos não lineares usando a formulação puramente

periódica apresenta dificuldades consideráveis devido à falta de estimativas

a priori. Quando os acoplamentos são lineares temos uma certa analogia

entre o sistema magneto-elástico e o sistema termo-elástico [19]. Perde-

mos essa analogia quando os termos de acoplamentos são não lineares.

Na primeira equação o termo de acoplamento é roth ∧ (h + He) que é

como o termo (u.∇u) das equações de Navier-Stokes. No entanto, como

comentado em detalhes em [51] (ver também [50]), técnicas usadas para

o problema periódico no tempo para as equações de Navier-Stokes falham

para o sistema magneto-elástico devido ao acoplamento entre as equações.

Nosso Teorema sobre a existência de solução forte periódica no tempo

aborda a formulação puramente periódica no tempo e melhora o Teorema

de existência correspondente em [54].
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2.2 Domı́nio bidimensional

2.2.1 Existência

A prova da existência de soluções das equações é feita através do

método de aproximação de Faedo-Galerkin, que consiste em aproximar

o problema inicial por sistemas aproximados equivalentes, porém em di-

mensão finita. O fato do nosso problema ser puramente periódico, dificul-

tou a obtenção de estimativas a priori, e isso nos fez com que procurássemos

soluções em espaços pequenos. Usaremos argumentos de compacidade e

monotonicidade para extrair subsequências convergentes. Passando o li-

mite nessas subsequências obtemos a solução do problema original.

Agora, introduziremos a formulação fraca para o problema (0.0.1)-

(0.0.5), com dissipação linear ρ(u
′
) = αu

′
. Começamos considerando as

seguintes hipóteses:

(H0) Ω ⊂ R3 é um domı́nio limitado simplesmente conexo com fronteira

∂Ω de classe C2.

(H1) f ∈ C([0, T ];L2(Ω)) com f(0) = f(T ).

A seguir definiremos dois operadores úteis. Para qualquer u ∈ H1
0 (Ω) fixo,

definimos o operador linear limitado (conhecido como operador de Lamé)

L : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω) e a sua forma bilinear associada

〈Lu, v〉 = aI(u, v) := µ(∇u,∇v)2 + β + µ)(div u, div v)2, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Para qualquer h ∈ H1
σ(Ω) definimos o operador linear limitado

L̃ : H1
σ(Ω) −→ H−1

σ (Ω) e a sua forma bilinear associada

〈L̃h, b〉 = aII(h, b) := ν1(roth, rot b)2, ∀b ∈ H1
σ(Ω).

O operador L̃ admite uma sequência infinita de autofunções denotadas por

φ̃j , associadas a autovalores λ̃−1
j ( [33]). Eles formam a base do espaço

H1
σ(Ω) e são soluções do seguinte problema:

rot rot φ̃j = λ̃−1
j φ̃j ,
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div φ̃j = 0,

φ̃j .η|∂Ω = 0,

rot φ̃j .η|∂Ω = 0.

Note que aI(u, v) e aII(h, b) definem produto interno em H1
0 (Ω) e H1

σ(Ω)

respectivamente, com as suas normas associadas equivalentes às normas

em H1
0 (Ω) e H1

σ(Ω).

Definimos mais dois operadores lineares limitados como se seguem:

Dado (h, b) ∈ (H1
σ(Ω)×H

1
2
σ (Ω)) definimos

BI : H1
σ(Ω)×H

1
2
σ (Ω) −→ H−1(Ω) por

BI(h, b)(v) =

∫
Ω

roth ∧ (b+He).v dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω),

e dado (u, h) ∈ (L2(Ω)×H1
σ(Ω)) definimos

BII : L2(Ω) ∧H1
σ(Ω) −→ H

− 3
2

σ (Ω) por

BII(u, h)(b) =

∫
Ω

u ∧ (b+He). rot b dx, ∀b ∈ H
3
2
σ (Ω).

Usamos ′ para denotar derivada (ordinária ou parcial) em relação ao tempo

t, isto é, u
′′

=
∂2u

∂t2
.

Definição 2.1. Como em [50], é natural definir a solução T -periódica

fraca da seguinte forma:

Dizemos que (u, h) é uma solução T -periódica fraca de

(0.0.1)-(0.0.5) se

1. u ∈ L∞(0, T ;W 1,2
0 (Ω)) com u

′
∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

2. h ∈ L∞(0, T ;L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1

σ(Ω)),

3. u e h satisfazem:

i)

∫ T

0

(u, ϕ)2η
′′
ds+

∫ T

0

aI(u, ϕ)2ηds+

∫ T

0

(α.u
′
, ϕ)2ηds

=

∫ T

0

BI(h, h)2(ϕ)ηds+

∫ T

0

(f, ϕ)2ηds,

∀ϕ ∈ H1
0 (Ω), ∀η ∈ DT
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ii)

∫ T

0

(h, ψ)2η
′
ds+

∫ T

0

aII(h, ψ)2ηds

=

∫ T

0

BII(u
′
, h)2(ψ)ηds, ∀ψ ∈ H

3
2
σ (Ω) e ∀η ∈ DT ,

em que DT := {ω ∈ C∞(R) : ω(s) = ω(s+ T ), ∀s ∈ R}.

Com esta definição atendemos a condição de periodicidade

u
′
(0) = u

′
(T ) (no sentido variacional). Conforme explica Botsenyuk ( [12]),

a condição de fronteira roth ∧ n não é satisfeita pelas soluções fracas. O

argumento mais detalhado pode ser encontrado em [50].

Sejam os operdadores L = −µ∆ − (λ + µ)∇div e L̃ = rot rot, com os

domı́nios D(L) = H2(Ω)2 ∩H1
0 (Ω)2 e

D(L̃) =
{
b ∈ H2(Ω)2 ∩H1

σ(Ω)2 : rot b ∧ n|∂Ω = 0
}

respectivamente. Se-

jam cE :=‖ He ‖L4 e DT da definição 2.1. Então, o seguinte teorema é

válido:

Teorema 2.1. Seja T > 0 o peŕıodo da função f ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)),

Ω ⊂ R2, domı́nio limitado, simplesmente conexo com fronteira de classe

C2. Existe λ ∈ (0, 1) tal que se ‖ f ‖L1(0,T ;H1
0 (Ω))≤ λ2, então, existe uma

solução fraca T -periódica (u, h) do problema (0.0.1)-(0.0.5) que admite a

seguinte regularidade adicional:

u ∈ L∞(0, T ;D(L)), u
′
∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) e

h ∈ L2(0, T ;D(L̃)) ∩ L2(0, T ;H1
σ(Ω)).

Demonstração. Usaremos o Teorema 1.6 (Banach) para provar a existência

de solução T -periódica em espaço de dimensão finita.

Consideramos as equações usando as aproximações do Faedo-Galerkin para

qualquer m inteiro positivo fixo:∫ T

0

(um, φj)2η
′′
ds+

∫ T

0

aI(um, φj)2ηds+

∫ T

0

(αu
′
m, φj)2ηds

=

∫ T

0

BI(hm, hm)2(φj)ηds+

∫ T

0

(f, φj)2ηds,

∀φj ∈ H1
0 (Ω), ∀η ∈ DT , 1 ≤ j ≤ m.∫ T

0

(hm, φ̃j)2η̃
′
ds+

∫ T

0

aII(hm, φ̃j)2η̃ds
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=

∫ T

0

BII(u
′
m, hm)2(φ̃j)η̃ds,

∀φ̃j ∈ H
3
2
σ (Ω), ∀η̃ ∈ DT , 1 ≤ j ≤ m .

Também consideramos as equações na forma do operador:

u
′′
m + Lum + α(u

′
m) = µ0 rothm ∧ (hm +He) + f, (2.2.1)

h
′
m + ν1L̃hm = rot[u

′
m ∧ (hm +He)], (2.2.2)

um(0) = um(T ), u
′
m(0) = u

′
m(T ), hm(0) = hm(T ), (2.2.3)

em que

um =

m∑
i=1

cj(t)φj , hm =

m∑
i=1

c̃j(t)φ̃j ,

{φk}k∈N é a base de autofunções de

aI(φk, ω) = λk(φk, ω)2, ∀ω ∈ H1
0 (Ω),

e {φ̃j}j∈N é a base de autofunções de

aII(φ̃j , τ) = λ̃j(φ̃j , τ)2, ∀τ ∈ H1
σ(Ω).

Dado m ∈ N, definimos os espaços de dimensão finita

Sm = span{φ1, φ2, ..., φm} e S̃m = span{φ̃1, φ̃2, ..., φ̃m}.

Para simplificar a notação, de agora em diante, ocultamos o ı́ndice

m nas funções u e h.

No que se segue, definimos a energia de segunda ordem do sistema

EII(t) :=
1

2
{‖ L

1
2 u
′
‖2 + ‖ Lu ‖2 + ‖ L̃

1
2 h ‖2}

e para ε ∈ (0, 1) definimos também uma nova função

G(t) :=
{
EII(t) +

αε

2
‖ L

1
2 u ‖2 +ε(u

′
,Lu)

}
.

Note que

|(u
′
,Lu)| ≤ 1

2α
‖ L

1
2 u
′
‖2 +

α

2
‖ L

1
2 u ‖2 .

24



O que implica que

ε|(u
′
,Lu)| ≥ − ε

2α
‖ L

1
2 u
′
‖2 − εα

2
‖ L

1
2 u ‖2 .

Para ε =
α

2
, temos

G(t) > EII(t) +
α2

4
‖ L

1
2 u ‖2 − 1

4
‖ L

1
2 u
′
‖2 −α

2

4
‖ L

1
2 u ‖2

≥ 1

2
EII(t) ∀t ≥ 0.

Por outro lado, (note que ‖ L
1
2 u ‖2≤ c2p ‖ Lu ‖2, cp é a constante de

Poincaré),

G(t) ≤ EII(t) +
α2

4
‖ L

1
2 u ‖2 +

1

4
‖ L

1
2 u
′
‖2 +

α2

4
‖ L

1
2 u ‖2

≤ EII(t) + c2p
α2

2
‖ Lu ‖2 +

1

4
‖ L

1
2 u
′
‖2

≤ C1EII(t),

em que C1 := 1 + max{1

2
, c2pα

2} .
Assim, estabelecemos o seguinte Lema:

Lema 2.1. ∀t ≥ 0,
1

2
EII(t) ≤ G(t) ≤ C1EII(t).

Para aplicar o Teorema 1.6 (ponto fixo de Banach), definimos o espaço

Zλ como se segue: Seja 0 < λ < 1 fixo, então

Zλ =
{

(v, b) ∈
[
Cper(0, T ;D(L)) ∩ C1

per(0, T ;H1
0 (Ω))

]
×
[
Cper(0, T ;H1

σ(Ω)) ∩ L2(0, T ;D(L̃))
]

:

‖ v ‖L∞(D(L))≤ λ, ‖ v
′
‖L∞(H1

0 (Ω))≤ λ, ‖ b ‖L2(H1
σ(Ω))≤ λ, ‖ b ‖L2(D(L̃))≤ λ

}
,

com a respectiva norma

‖ (v, b) ‖Zλ :=‖ v ‖L∞(D(L)) + ‖ v
′
‖L∞(H1

0 ) + ‖ b ‖L2(H1
σ) + ‖ b ‖L2(D(L̃)),
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‖ v ‖D(L):=‖ Lv ‖,

‖ b ‖D(L̃):=‖ L̃b ‖ .

Também definimos uma aplicação Φ com objetivo de provar que ela tem

um ponto fixo, isto é, Φ(u, h) = (u, h), (u, h) ∈ Zλ. Seja Φ a aplicação

definida da seguinte forma:

Φ : Zλ −→ Zλ,

(v, b) 7→ (u, h),

em que (u, h) é (un, hn), que é a única solução do sistema linear acoplado

(2.2.4)-(2.2.8), dada pela Proposição 1.1 tal que un ∈ C2(0, T ;Sn) e

hn ∈ C1(0, T ; S̃n).

No espaço bidimensional temos que He.n = 0 ( [11]), e portanto, o sistema

simplifica-se na seguinte forma:

u
′′

+ Lu+ α(u
′
) = µ0 rot b ∧ b+ f, (2.2.4)

h
′

+ ν1L̃h = rot[v
′
∧ h], (2.2.5)

div h = 0, em QT = Ω× R, (2.2.6)

u = 0, h.n = 0, rot h ∧ n = 0, em ∂Ω× R, (2.2.7)

u(x, 0) = u(x, T ), u
′
(x, 0) = u

′
(x, T ),

h(x, 0) = h(x, T ), x ∈ Ω, ∀t ∈ R . (2.2.8)

Sejam cit, cim, cp e cel constantes de interpolações, imersões, Poincaré e

regularidade eĺıptica respectivamente. Então, C é uma constante positiva

que depende no máximo das constantes cit, cim, cp, cel e µ0.

a) Provaremos que Φ está bem definida. Isto é, Φ leva Zλ em Zλ.

Fazemos o produto interno da equação dada em (2.2.4) por Lu′ e
α

2
Lu e da equação dada em (2.2.5) por L̃h, somamos os resultados, ob-

tendo:

d

dt
G(t) +

α

2
‖ L

1
2 u
′
‖2 +ν1 ‖ L̃h ‖2 +

α

2
‖ Lu ‖2

= µ0(rot b ∧ b,Lu
′
) + (rot[v

′
∧ h], L̃h)

+ µ0α(rot b ∧ b,Lu) + (f,Lu
′
) +

α

2
(f,Lu) . (2.2.9)
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Agora, estimaremos cada um dos termos aplicando a imersão cont́ınua de

H1
0 (Ω) em L4(Ω), H−1(Ω) em L1(Ω) (ver por exemplo [24]), Teorema 1.2

(regularidade eĺıptica), e a desigualdade de Poincaré:

µ0|(rot b ∧ b,Lu
′
)| ≤ µ0 ‖ rot b ‖L∞‖ b ‖L∞‖ Lu

′
‖L1

≤ C ‖ L̃b ‖‖ L̃b ‖‖ L
1
2 u
′
‖

≤ C ‖ L̃b ‖2‖ L
1
2 u
′
‖,

em que

‖ Lu
′
‖L1(Ω)≤ C ‖ Lu

′
‖H−1(Ω)

≤ C sup
ϕ∈H1

0 (Ω),‖ϕ‖=1

|〈Lu
′
, ϕ〉|

≤ C sup
ϕ∈H1

0 (Ω),‖ϕ‖=1

|(∇u
′
,∇ϕ) + (div u

′
,divϕ)|

≤ C sup
ϕ∈H1

0 (Ω),‖ϕ‖=1

|(L
1
2 u
′
,L

1
2ϕ)|

≤ C sup
ϕ∈H1

0 (Ω),‖ϕ‖=1

‖L
1
2 u
′
‖‖L

1
2ϕ‖

≤ C‖L
1
2 u
′
‖ .

|(rot[v
′
∧ h], L̃h)| ≤‖ v

′
‖1,2‖ h ‖L∞‖ L̃h ‖ + ‖ v

′
‖L4‖ roth ‖L4‖ L̃h ‖

≤ C ‖ v
′
‖1,2‖ L̃h ‖2 .

µ0|(rot b ∧ b, αLu)| ≤ αC ‖ rot b ‖L4‖ b ‖L4‖ Lu ‖

≤ αC ‖ rot b ‖1,2‖ b ‖1,2‖ Lu ‖

≤ αC ‖ L̃b ‖‖ rot b ‖‖ Lu ‖

≤ αC ‖ L̃b ‖2‖ Lu ‖ .

|(f,Lu
′
)| ≤‖ L

1
2 f ‖‖ L

1
2 u
′
‖ .
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α|(f,Lu)| ≤ α ‖ f ‖‖ Lu ‖ .

Sabemos da definição do espaço Zλ que ‖ v
′
‖1,2≤ λ. Então, substituimos

as estimativas acima em (2.2.9) e obtemos

d

dt
G(t) +

α

2
‖ L

1
2 u
′
‖ +ν1 ‖ L̃h ‖2 +

α

2
‖ Lu ‖2

≤ C ‖ L̃b ‖2‖ L
1
2 u
′
‖ +Cλ ‖ L̃h ‖2

+ αC ‖ L̃b ‖2‖ Lu ‖ + ‖ L
1
2 u
′
‖‖ L

1
2 f ‖ +α ‖ f ‖‖ Lu ‖ .

Dáı, segue que

d

dt
G(t) +

α

2
‖ L

1
2 u
′
‖2 +(ν1 − Cλ) ‖ L̃h ‖2 +

α

2
‖ Lu ‖2

≤ C ‖ L̃b ‖2‖ L
1
2 u
′
‖ +αC ‖ L̃b ‖2‖ Lu ‖

+ (‖ L
1
2 u
′
‖ +Cα ‖ Lu ‖) ‖ f ‖1,2 , (2.2.10)

em que ν1 − Cλ é positivo pelo fato de 0 < λ < 1. Usamos a regularidade

eĺıptica para minorar o termo
α

2
‖ L

1
2 u
′
‖2 +(ν1 − Cλ) ‖ L̃h ‖2 +

α

2
‖ Lu ‖2 pela energia cIIEII(t),

(cII := min{α, 2(ν1 − Cλ)}, que por sua vez é minorada pela função
1

C1
G(t), devido à relação de equivalência dada pelo Lema 2.1. Assim,

obtemos a seguinte desigualdade:

d

dt
G(t) +

cII
C1
G(t)

≤ 2C ‖ L̃b ‖2
√
G(t) + α2C ‖ L̃b ‖2

√
G(t)

+ 2(1 + Cα) ‖ f ‖1,2
√
G(t) . (2.2.11)

Assumimos que G(t) 6= 0,∀t ∈ R. Pois, se existe um t0 tal que G(t0) =

E(t0) = 0, então,

d

dt
(
√
G(t))2 +

cII
C1

(
√
G(t))2

≤ 2C ‖ L̃b ‖2
√
G(t) + 2Cα ‖ L̃b ‖2

√
G(t)

+ 2(1 + Cα) ‖ f ‖1,2
√
G(t) .
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Agora, integramos de t0 a t < t0 + T e obtemos

(
√
G(t))2 ≤

∫ t

t0

(
2C ‖ L̃b(s) ‖2 +2Cα ‖ L̃b(s) ‖2

)√
G(s) ds

+

∫ t

t0

(2(1 + Cα) ‖ f(s) ‖1,2)
√
G(s) ds .

Aplicando a desigualdade de Brezis, obtemos uma estimativa para G(t), t ∈
R

(
√
G(t))2 ≤

∫ t

t0

(
2C ‖ L̃b(s) ‖2 +2Cα ‖ L̃b(s) ‖2

)
ds

+

∫ t

t0

(2(1 + Cα) ‖ f(s) ‖1,2) ds .

Voltamos à (2.2.11) e dividimos todos os termos por 2
√
G(t), segue que

d

dt

√
G(t) +

cII
2C1

√
G(t) ≤ C ‖ L̃b ‖2

+ Cα ‖ L̃b ‖2 +(1 + Cα) ‖ f ‖1,2 . (2.2.12)

Usando a T -periodicidade de G(t) e integrando (2.2.12) de 0 a T , obtemos

o seguinte resultado

cII
2C1

∫ T

0

√
G(s)ds ≤ C

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds

+ Cα

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds+ (1 + Cα)

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds

≤ Cλ2 + Cαλ2 + (1 + Cα)

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds, (2.2.13)

em que foi usado que

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds ≤ λ, da definição do espaço Zλ.

Na sequência, provaremos a seguinte

Afirmação:

√
G(t) ≤

(
2 (C + 2Cα+ 1) +

2C1

cIIT
(C + 2Cα+ 1)

)
λ2, 0 ≤ t ≤ T .

Demonstração. Segue do Teorema de valor médio que existe um
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t∗ ∈ (0, T ) tal que

cII
2C1

T
√
G(t∗) =

cII
2C1

∫ T

0

√
G(s)ds

≤ (C + Cα)λ2 + (1 + Cα)

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds .

Então,

√
G(t∗) ≤ 2C1

cIIT
(C + Cα)λ2 +

2C1

cIIT
(1 + Cα)

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds .

Integramos (2.2.12) de t∗ a t, t∗ ≤ t ≤ T obtendo

√
G(t)−

√
G(t∗) ≤ (C + Cα)

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds

+ (1 + Cα)

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds .

Sabemos por hipóteses que

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds ≤ λ2 e que∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds ≤ λ2, da definição do espçaço Zλ. Então,

√
G(t) ≤

(
C + 2Cα+ 1 +

2C1

cIIT
(C + 2Cα+ 1)

)
λ2, ∀t ∈ [t∗, T ] .

Em particular,

√
G(T ) ≤

(
C + 2Cα+ 1 +

2C1

cIIT
(C + 2Cα+ 1)

)
λ2, ∀t ∈ [t∗, T ] .

(2.2.14)

Voltamos a integrar (2.2.12) desta vez, de 0 a t, 0 ≤ t ≤ t∗ obtendo√
G(t∗)−

√
G(0) ≤ (C + 2Cα+ 1)λ2 .

Devido a T -periodicidade de G(t) e à equação (2.2.14) temos que

√
G(t) ≤

√
G(t∗) ≤

(
2C + 4Cα+ 2 +

2C1

cIIT
(C + 2Cα+ 1)

)
λ2 .
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Usando a relação de equivalência entre a função G(t) e a energia EII(t)
(Lema 2.1) temos que

√
EII(t) ≤

(
2(C + 2Cα+ 1) +

2C1

cIIT
(C + 2Cα+ 1)

)
λ2 . (2.2.15)

Para completar a nossa estimativa, voltamos à equação (2.2.10), usamos o

fato de que ‖ L
1
2 u
′
‖≤ λ e ‖ Lu ‖≤ λ (obtida de (2.2.15)), integramos de

0 a T e usando a periodicidade obtemos

α

2

∫ T

0

‖ L
1
2 u
′
(s) ‖2 ds+ (ν1 − Cλ)

∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds

+
α

2

∫ T

0

‖ Lu(s) ‖2 ds

≤ Cλ
∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds+ Cαλ

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds

+ λ

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds+ Cαλ

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds .

Sabemos também que

(ν1 − Cλ)

∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds

≤ α

2

∫ T

0

‖ L
1
2 u
′
(s) ‖2 ds+ (ν1 − Cλ)

∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds

+
α

2

∫ T

0

‖ Lu(s) ‖2 ds .

Então,

(ν1 − Cλ)

∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds ≤ Cλ2

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds

+ Cαλ2

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds

+ (1 + Cα)λ2

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds . (2.2.16)

Usando a hipótese

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds ≤ λ2 e o fato de que∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds ≤ λ2, da definição do espaço Zλ, temos a seguinte
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estimativa

(ν1 − Cλ)

∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds ≤ (C + 2Cα+ 1)λ4

≤ (C + 2Cα+ 1)λ2 . (2.2.17)

De (2.2.15) e (2.2.17) concluimos que√
‖ (u, h) ‖Zλ

≤
(

2(C + 2Cα+ 1) +
2C1

cIIT
(C + 2Cα+ 1) + C + 2Cα+ 1

)
λ2 .

Portanto, Φ está bem definida.

b) Provaremos que Φ é uma contração, isto é,

0 < c < 1, v := v1 − v2, b := b1 − b2,

‖ Φ(v1, b1)− Φ(v2, b2) ‖Zλ≤ c ‖ (v1 − v2, b1 − b2) ‖Zλ .

Definimos u = u1 − u2 e h = h1 − h2, em que (u1, h1) e (u2, h2) são duas

soluções do sistema (2.2.4)-(2.2.8). Substituimos as soluções nas respecti-

vas equações e subtraimos os resultados, obtendo o seguinte sistema

u
′′

+ Lu+ α(u
′
) = µ0 rot b2 ∧ b+ µ0 rot b ∧ b1, (2.2.18)

h
′

+ ν1L̃h = rot[v
′
∧ h1] + rot[v

′
2 ∧ h] . (2.2.19)

dado que

µ0 rot b1 ∧ b1 = µ0 rot(b2 + b) ∧ b1 ,

rot[v
′
1 ∧ h1] = rot[(v

′
+ v

′
2) ∧ h1]

Note que

‖ Φ(v1, b1)− Φ(v2, b2) ‖Zλ=‖ (u1, h1)− (u2, h2) ‖Zλ

=‖ u1 − u2 ‖L∞(D(L)) + ‖ u
′
1 − u

′
2 ‖L∞(H1

0 (Ω))

+ ‖ h1 − h2 ‖L2(H1
σ(Ω)) + ‖ h1 − h2 ‖L2(D(L̃)) .
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A estratégia que seguiremos nessa parte é obter uma estimativa para as

duas partes da energia separadamente. Inicialmente estimaremos a parte

de energia relacionada ao campo de deslocamento. Formalmente, fazemos

o produto interno da equação (2.2.19) por L̃h e obtemos

1

2

d

dt
‖ L̃

1
2 h ‖2 +ν1 ‖ L̃h ‖2

= (rot[v
′
∧ h1], L̃h) + (rot[v

′
2 ∧ h], L̃h)

≤ C ‖ v
′
‖1,2‖ L̃h1 ‖‖ L̃h ‖ +C ‖ v

′
2 ‖1,2‖ L̃h ‖2 .

Lembramos que ‖ v
′
2 ‖1,2≤ λ. Como o termo dissipativo absorve o segundo

termo do segundo membro, obtemos a seguinte desigualdade

1

2

d

dt
‖ L̃

1
2 h ‖2 +(ν1 − Cλ) ‖ L̃h ‖2≤ C ‖ v

′
‖1,2‖ L̃h1 ‖‖ L̃h ‖ . (2.2.20)

Integramos o resultado acima de 0 a T , usando o fato de que h é T -

periódico e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado direito

da equação, obtemos o seguinte resultado

(ν1 − Cλ)

∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds

≤ C ‖ v
′
‖1,2

(∫ T

0

‖ L̃h1(s) ‖2 ds
) 1

2
(∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds
) 1

2

.

(2.2.21)

Da definição do espaço Zλ, temos que ‖ v
′
‖1,2≤‖ (v, b) ‖Zλ . Também te-

mos que

(∫ T

0

‖ L̃h1(s) ‖2 ds
) 1

2

≤ λ pelo fato de h1 ser solução de (2.2.5).

Então, dividimos ambos os lados de (2.2.21) por

(∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds
) 1

2

e

obtemos

(ν1 − Cλ)

(∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds
) 1

2

≤ Cλ ‖ (v, b) ‖Zλ .

Portanto,

(∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds
) 1

2

≤ Cλ

ν1 − Cλ
‖ (v, b) ‖Zλ . (2.2.22)
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A seguir, obteremos uma estimativa para a parte de energia relacionada

ao campo de deslocamento. Para isso, utilizamos novamente os multipli-

cadores Lu
′

e
α

2
Lu e repetimos os cálculos similares ao da página 30.

Fazemos o produto interno da equação (2.2.18) por Lu
′

e
α

2
Lu, adiciona-

mos os resultados e obtemos a seguinte equação

1

2

d

dt
{‖ L

1
2 u
′
‖2 + ‖ Lu ‖2}+

α2

4

d

dt
‖ L

1
2 u ‖2 +

α

2

d

dt
(u
′
,Lu)

+ α ‖ L
1
2 u
′
‖2 +

α

2
‖ Lu ‖2 −α

2
(u
′
,Lu

′
)

= µ0(rot b2 ∧ b,Lu
′
) + µ0(rot b ∧ b1,Lu

′
)

+ µ0
α

2
(rot b2 ∧ b,Lu) + µ0

α

2
(rot b ∧ b1,Lu). (2.2.23)

Seja

E∗II(t) :=
1

2
{‖ L

1
2 u
′
‖2 + ‖ Lu ‖2}

a parte da energia de segunda ordem do sistema e

G∗(t) :=

{
E∗II(t) +

α2

4
‖ L

1
2 u ‖2 +

α

2
(u
′
,Lu)

}
um funcional.

O seguinte Lema é obtido do Lema 2.1:

Lema 2.2. ∀t ≥ 0,
1

2
E∗II(t) ≤ G∗(t) ≤ C∗E∗II(t),

em que C∗ := 1 + max{1, c2pα2} do Lema 2.1.

Voltando à equação (2.2.23), temos que

d

dt
G∗(t) +

α

2
‖ L

1
2 u
′
‖2 +

α

2
‖ Lu ‖2

= µ0(rot b2 ∧ b,Lu
′
) + µ0(rot b ∧ b1,Lu

′
)

+ µ0
α

2
(rot b2 ∧ b,Lu) + µ0

α

2
(rot b ∧ b1,Lu) . (2.2.24)

Usando as mesmas propriedades usadas nas estimativas anteriores, obtemos

as seguintes estimativas:

µ0|(rot b2 ∧ b,Lu
′
)| ≤ µ0 ‖ b2 ‖2,2‖ b ‖L∞‖ L

1
2 u
′
‖

+ µ0 ‖ rot b2 ‖L4‖ L
1
2 b ‖L4‖ L

1
2 u
′
‖
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≤ C ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖‖ L
1
2 u
′
‖

+ C ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖‖ L
1
2 u
′
‖

≤ C ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖‖ L
1
2 u
′
‖ .

µ0|(rot b ∧ b1,Lu
′
)| ≤ µ0 ‖ b ‖2,2‖ b1 ‖L∞‖ L

1
2 u
′
‖

+ µ0 ‖ rot b ‖L4‖ L
1
2 b1 ‖L4‖ L

1
2 u
′
‖

≤ C ‖ L̃b ‖‖ L̃b1 ‖‖ L
1
2 u
′
‖

+ C ‖ L̃b ‖‖ L̃b1 ‖‖ L
1
2 u
′
‖

≤ C ‖ L̃b ‖‖ L̃b1 ‖‖ L
1
2 u
′
‖ .

µ0
α

2
|(rot b2 ∧ b,Lu)| ≤ µ0

α

2
‖ b2 ‖2,2‖ b ‖H1‖ Lu ‖

≤ Cα

2
‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖‖ Lu ‖ .

µ0
α

2
|(rot b ∧ b1,Lu)| ≤ µ0

α

2
‖ b ‖2,2‖ b1 ‖1,2‖ Lu ‖

≤ Cα

2
‖ L̃b ‖‖ L̃b1 ‖‖ Lu ‖ .

Observe que c∗E∗II(t) ≤
α

2
‖ L

1
2 u
′
‖2 +

α

2
‖ Lu ‖2, c∗ = min{1, α}. Essas

estimativas juntamente com o Lema 2.2 implicam que

d

dt
G∗(t) +

c∗

C∗
G∗(t)

≤ C ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖‖ L
1
2 u
′
‖ +C ‖ L̃b1 ‖‖ L̃b ‖‖ L

1
2 u
′
‖

+
Cα

2
‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖‖ Lu ‖ +

Cα

2
‖ L̃b1 ‖‖ L̃b ‖‖ Lu ‖

≤ 2C ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖
√
G∗(t) + 2C ‖ L̃b1 ‖‖ L̃b ‖

√
G∗(t)

+ Cα ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖
√
G∗(t) + Cα ‖ L̃b1 ‖‖ L̃b ‖

√
G∗(t) .

Portanto,

d

dt

√
G∗(t) +

c∗

2C∗

√
G∗(t)
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≤ 2C ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖ +2C ‖ L̃b1 ‖‖ L̃b ‖

+ Cα ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖ +Cα ‖ L̃b1 ‖‖ L̃b ‖ . (2.2.25)

Na sequência, integramos (2.2.25) de 0 a T usando a periodicidade e

obtemos

c∗

2C∗

∫ T

0

√
G∗(s)ds ≤ 2C

∫ T

0

‖ L̃b2(s) ‖ ‖L̃b(s) ‖ ds

+ 2C

∫ T

0

‖ L̃b1(s) ‖‖ L̃b(s) ‖ ds

+ Cα

∫ T

0

‖ L̃b2(s) ‖‖ L̃b(s) ‖ ds

+ Cα

∫ T

0

‖ L̃b1(s) ‖‖ L̃b(s) ‖ ds . (2.2.26)

Agora, aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz em cada um dos

termos do lado direito da equação (2.2.26) e usamos que ‖ b1 ‖L2(D(L̃))≤
λ, ‖ b1 ‖L2(D(L̃))≤ λ por serem soluções e ‖ b ‖L2(D(L̃))≤‖ (v, b) ‖Zλ da

definição do espaço Zλ, obtendo o seguinte resultado:

c∗

2C∗

∫ T

0

√
G∗(s)ds

≤ Cλ
(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds
) 1

2

+ Cλ

(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds
) 1

2

+ Cαλ

(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds
) 1

2

+ Cαλ

(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds
) 1

2

≤ λ(C + Cα)

(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds
) 1

2

≤ λ(C + Cα) ‖ (v, b) ‖Zλ .

Do Teorema de valor médio, existe um t∗ ∈ (0, T ) tal que

c∗

2C∗
T
√
G∗(t∗) =

c∗

2C∗

∫ T

0

√
G∗(s)ds ≤ λ(C + Cα) ‖ (v, b) ‖Zλ .

Então,

√
G∗(t∗) ≤ 2C∗

c∗T
λ(C + Cα) ‖ (v, b) ‖Zλ .
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Usando a mesma estratégia utilizada na prova de que Φ está bem definida,

integramos (2.2.25) de t∗ a t, t∗ ≤ t ≤ T obtendo√
G∗(t)−

√
G∗(t∗) ≤ λ(C + Cα) ‖ (v, b) ‖Zλ .

Portanto,

√
G∗(t) ≤ λ

(
C + Cα+

2C∗

c∗T
(C + Cα)

)
‖ (v, b) ‖Zλ .

Em particular,

√
G∗(T ) ≤ λ

(
C + Cα+

2C∗

c∗T
(C + Cα)

)
‖ (v, b) ‖Zλ . (2.2.27)

Agora, voltamos à equação diferencial (2.2.25), integramos de 0 a t, 0 ≤
t ≤ t∗ obtendo√

G∗(t∗)−
√
G∗(0) ≤ λ(C + Cα) ‖ (v, b) ‖Zλ .

A seguinte estimativa segue da periodicidade de G∗(t) e (2.2.27)

√
G∗(t) ≤ λ

(
2C + 2Cα+

2C∗

c∗T
(C + Cα)

)
‖ (v, b) ‖Zλ .

Aplicamos o Lema 2.2 e obtemos uma estimativa para a
√
E∗II(t) em termos

de ‖ (v, b) ‖Zλ :√
E∗II(t) ≤ λ

(
2C + 2Cα+

2C∗

c∗T
(C + Cα)

)
‖ (v, b) ‖Zλ . (2.2.28)

De (2.2.22) e (2.2.28) obtemos uma limitação uniforme para ‖ (u, h) ‖Zλ
em termos de ‖ (v, b) ‖Zλ . Portanto,

‖ Φ(v, b) ‖Zλ=‖ (u, h) ‖Zλ≤ c ‖ (v, b) ‖Zλ ,

e Φ é uma contração, 0 < c < 1. Aplicamos o Teorema 1.6 e obtemos

que, Φ(u, h) = (u, h) em que (u, h) é a única solução do sistema (2.2.1)-

(2.2.3) com as condições de fronteiras (0.0.5). A passagem ao limite quando

m→∞ é análogo ao caso tridimensional, que será feito na seção 2.4.
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2.2.2 Estabilidade

Nesta seção, estudamos a estabilidade (no sentido Lyapunov, [32]) de

soluções T -periódicas fortes para o sistema magneto-elástico, cuja regula-

ridade foi provada na seção anterior. Isto é, estudamos a estabilidade das

soluções fracas do seguinte problema:

Seja (v, b) a perturbação da solução forte (u, h). Então, (v, b) satisfaz o

seguinte sistema

v
′′

+ Lv + αv
′

= roth ∧ b+ rot b ∧ (h+ b+He), (2.2.29)

b
′

+ ν1L̃b = rot[u
′
∧ b] + rot[v

′
∧ (h+ b+He)], (2.2.30)

div b = 0 (2.2.31)

e as seguintes condições iniciais

v(0) = v0, v
′
(0) = v1, b(0) = b0 . (2.2.32)

Agora, definimos uma solução fraca do problema (2.2.29)-(2.2.32);

Definição 2.2. Dizemos que (v, b) é uma solução fraca de

(2.2.29)-(2.2.32) se

1. v ∈ L∞(0, T ;W 1,2
0 (Ω)) com v

′
∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

2. b ∈ L∞(0, T ;L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1

σ(Ω)),

3. v e b satisfazem:

i)

∫ T

0

(v, ϕ)2η
′′
ds+

∫ T

0

aI(v, ϕ)2ηds+

∫ T

0

(αv
′
, ϕ)2ηds

=

∫ T

0

(roth ∧ b, ϕ)ηds+

∫ T

0

(rot b ∧ (h+ b+He), ϕ)2ηds,

∀ϕ ∈ H1
0 (Ω), ∀η ∈ C∞(R)

ii)

∫ T

0

(b, ψ)2η
′
ds+

∫ T

0

aII(b, ψ)2ηds

=

∫ T

0

(rot[u
′
∧ b], ψ)2ηds+

∫ T

0

(rot[v
′
∧ (h+ b+He)], ψ)ηds

∀ψ ∈ H
3
2
σ (Ω), ∀η ∈ C∞(R) .
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Também, definimos a estabilidade e a estabilidade assintótica como se

segue:

Definição 2.3. Seja X := H1
0 (Ω) × L2(Ω) × L2

σ(Ω). Dizemos que uma

solução periódica (u, h) é estável se dado um ε > 0, existe um δ > 0

tal que para qualquer solução fraca (v, b) com dado inicial em uma bola

BX((u(0), u
′
(0), h(0)), δ), a solução (u(t), h(t)) pertence a bola

BX((u(t), u
′
(t), h(t)), ε), para cada t ≥ 0.

Definição 2.4. Sejam (u, h) uma solução periódica. Dizemos que (u, h) é

assintóticamente estável se (u, h) é estável e

lim
t→∞
{‖v

′
(t)− u

′
(t)‖2 + ‖v(t)− u(t)‖2 + ‖b(t)− h(t)‖2} = 0,

onde (v, b) é uma solução fraca qualquer.

Antes de enunciar o teorema da estabilidade condicional, vamos provar

o seguinte lema que iremos usar durante a prova do teorema.

Lema 2.3. Sejam u e h soluções fortes T -periódicas no tempo do problema

produzido pelo Teorema 2.1. Então,∫ t

0

‖L̃h(s)‖2 ds ≤ ch̃, ∀t ≥ 0.

Demonstração. Reescrevemos (2.2.2) em termos de ĥ = h + He, sem o

ı́ndice m nas funções u e h. Em seguida, formalmente, fazemos o produto

interno em L2(0, t;L2(Ω)) por L̃ĥ e obtemos

1

2
‖L̃

1
2 ĥ(t)‖2 + ν1

∫ t

0

‖L̃ĥ(s)‖2 ds

≤ 1

2
‖L̃

1
2 ĥ(0)‖2 +

∫ t

0

(rot[u
′
(s) ∧ ĥ(s)], L̃ĥ(s)) ds . (2.2.33)

Usando a identidade vetorial

rot(
−→
A ∧
−→
B ) =

−→
B.∇

−→
A −

−→
A.∇
−→
B +

−→
A.div

−→
B −

−→
B.div

−→
A,
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temos que

(rot[u
′
∧ ĥ], L̃ĥ) = (ĥ.∇u

′
, L̃ĥ)− (u

′
.∇ĥ, L̃ĥ)

+ (u
′
.div ĥ, L̃ĥ)− (ĥ. div u

′
, L̃ĥ) .

Então, usando a imersão cont́ınua de H1(Ω) em L4(Ω) e a definição do

espaço Zλ (da demonstração do Teorema 2.1), obtemos a seguinte estima-

tiva

|(rot[u
′
∧ ĥ], L̃ĥ)| ≤ ‖ĥ‖L∞‖∇u

′
‖‖L̃ĥ‖

+ ‖u
′
‖L4‖∇ĥ‖L4‖L̃ĥ‖

+ ‖u
′
‖L4‖ div ĥ‖L4‖L̃ĥ‖

+ ‖ĥ‖L∞‖ div u
′
‖‖L̃ĥ‖ .

⇒
∫ t

0

(rot[u
′
(s) ∧ ĥ(s)], L̃ĥ(s)) ds ≤ λ

∫ t

0

‖L̃ĥ(s)‖2 ds, ∀t ≥ 0 .

Usando essa estimativa em (2.2.33) e absorvendo o termo λ

∫ t

0

‖L̃ĥ(s)‖2 ds,

obtemos o seguinte resultado

1

2
‖L̃

1
2 ĥ(t)‖2 + (ν1 − λ)

∫ t

0

‖L̃ĥ‖2(s) ds ≤ 1

2
‖L̃

1
2 ĥ(0)‖2 .

Portanto, temos que ∫ t

0

‖L̃ĥ(s)‖2 ds ≤ ch̃, ∀t ≥ 0,

em que ch̃ =
1

2(ν1 − λ)
‖L̃

1
2 ĥ(0)‖2.

Dado que ‖L̃ĥ(s)‖ = ‖L̃h(s)‖, então temos o resultado desejado:∫ t

0

‖L̃h‖2(s) ds ≤ ch̃, ∀t ≥ 0 .

Provaremos agora, o seguinte resultado de estabilidade:

Teorema 2.2. (Estabilidade assintótica)
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(i) Se ν1 > 2Ccu′ , então existe solução fraca para o problema de valor

inicial (2.2.29)-(2.2.32) e a solução básica é estável.

(ii) Se

Ep(0) <
4kν1

Cα2C2
h̃

em que k :=

(
ν1

2
− cu′C − Cαc

2
h −

Cαc2E
2

)
, e

ν1 > 2cu′C + 2Cαc2h + Cαc2E ,

então a energia da perturbação decai a zero de forma exponencial

quando t→∞:

Ep(t) ≤ Ep(0) exp

(
c4im
2ν1

c2 − c1t
)
,

em que Ep(t) :=
1

2
{‖ v

′
‖2 + ‖ L

1
2 v ‖2 + ‖ b ‖2}.

Demonstração. O nosso objetivo é obter uma estimativa a priori das soluções

desse sistema. Formalmente, fazemos o produto interno em L2(Ω) da

equação (2.2.29) por v
′

e da equação (2.2.30) por b, e adicionando os re-

sultados obtemos

d

dt
{‖ v

′
‖2 + ‖ L

1
2 v ‖2 + ‖ b ‖2}+ 2α ‖ v

′
‖2 +2ν1 ‖ L̃

1
2 b ‖2

= 2(rot h ∧ b, v
′
) + 2(rot[u

′
∧ b], b),

dado que (rot b∧(h+b+He), v
′
) e (rot[v

′
∧(h+b+He)], b) são simétricos. O

próximo passo é obter as seguintes estimativas usando a imersão cont́ınua

de H1(Ω) em Lq(Ω), ∀q ∈ [2, 6]. Seja C uma constante positiva que de-

pende no máximo de cit, cim, cp constantes de interpolações, imersões e

Poincaré respectivamente. Então,

|(rot h ∧ b, v
′
)| ≤‖ roth ‖L4‖ b ‖L4‖ v

′
‖

≤ C ‖ L̃h ‖‖ L̃
1
2 b ‖‖ v

′
‖ .

|(rot[u
′
∧ b], b)| ≤‖ u

′
‖L4‖ b ‖L4‖ rot b ‖
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≤ cu′C ‖ L̃
1
2 b ‖2,

em que ‖ u
′
‖L∞(H1

0 (Ω))≤ cu′ , cu′ é constante que depende apenas da

função f e do peŕıodo T .

Seja

Ep(t) :=
1

2
{‖ v

′
‖2 + ‖ L

1
2 v ‖2 + ‖ b ‖2}

a energia da perturbação. Substituindo as estimativas de cada um dos

termos, obtemos

d

dt
Ep(t) + α ‖ v

′
‖2 +ν1 ‖ L̃

1
2 b ‖2

≤ C ‖ L̃h ‖‖ L̃
1
2 b ‖‖ v

′
‖ +cu′C ‖ L̃

1
2 b ‖2 .

Aplicando a desigualdade de Young com ε1 = 2ν1 no primeiro termo do

lado direito da desigualdade anterior, obtemos

C

2ν1
‖ L̃h ‖2‖ v

′
‖2 +

ν1

2
‖ L̃

1
2 b ‖2 .

A hipótese sobre ν1 garante que
ν1

2
− cu′C seja positivo. Sabemos que

‖ v
′
‖2≤ 2Ep(t). Então,

d

dt
Ep(t) + α ‖ v

′
‖2 +

(ν1

2
− cu′C

)
‖ L̃

1
2 b ‖2

≤ C

ν1
‖ L̃h ‖2 Ep(t) . (2.2.34)

Em particular,
d

dt
Ep(t) ≤

C

ν1
‖ L̃h ‖2 Ep(t).

Na sequência, dividimos ambos os membros por
√
Ep(t) obtendo

d

dt

√
Ep(t) ≤

C

ν1
‖ L̃h ‖2

√
Ep(t).

Em seguida, integramos o resultado anterior de 0 a t, obtendo o seguinte

√
Ep(t) ≤

√
Ep(0) exp

(
C

ν1

∫ t

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds
)
.
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Como

∫ t

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds ≤ ch̃, ∀t ≥ 0 (Lema 2.3), então,

√
Ep(t) ≤

√
Ep(0)Ch̃, (2.2.35)

em que Ch̃ := exp

(
C

ν1
ch̃

)
. Com essa estimativa e usando o método de

Faedo-Galerkin, obtemos a existência e estabilidade de solução fraca para

o problema (2.2.29)-(2.2.32).

Obteremos agora, a taxa de decaimento da energia associada às soluções

do sistema em estudo. Para isso, fazemos o produto interno em L2(Ω) da

equação (2.2.29) por εv, em que ε ∈ (0, α) e obtemos

(v
′′
, εv) + ε ‖ L

1
2 v ‖2 +

εα

2

d

dt
‖ v ‖2

= ε(rot h ∧ b, v) + ε(rot b ∧ (h+ b+He), v) .

As seguintes estimativas foram obtidas usando a imersão cont́ınua deH1(Ω)

em Lq(Ω), ∀q ∈ [2, 6]:

ε ‖ (rot h ∧ b, v) ‖ ≤ ε ‖ roth ‖‖ b ‖L4‖ v ‖L4

≤ εC ‖ L̃
1
2 h ‖‖ L̃

1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖,

ε ‖ (rot b ∧ (h+He), v) ‖ ≤ ε ‖ rot b ‖‖ h+He ‖L4‖ v ‖L4

≤ εC ‖ L̃
1
2 b ‖‖ L̃

1
2 h ‖‖ L

1
2 v ‖

+ εCcE ‖ L̃
1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖,

ε ‖ (rot b ∧ b, v) ‖ ≤ ε ‖ rot b ‖‖ b ‖L3‖ v ‖L6

≤ εC ‖ L̃
1
2 b ‖‖ L̃

1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖,

em que ‖ He ‖L4= cE . Note que

(v
′′
,
α

2
v) =

α

2

d

dt
(v
′
, v)− α

2
(v
′
, v
′
).

Seja ε =
α

2
. Considerando as estimativas acima, deduzimos a seguinte
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desigualdade

α

2

d

dt
(v
′
, v) +

α2

4

d

dt
‖ v ‖2 +

α

2
‖ L

1
2 v ‖2 −α

2
‖ v
′
‖2

≤ αC ‖ L̃
1
2 h ‖‖ L̃

1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖

+
Cα

2
cE ‖ L̃

1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖

+
Cα

2
‖ L̃

1
2 b ‖‖ L̃

1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖ .

A essa desigualdade, adicionamos a desigualdade (2.2.34) obtendo

d

dt

{
Ep(t) +

α

2
(v
′
, v) +

α2

4
‖ v ‖2

}
+
α

2
‖ v
′
‖2 +

α

2
‖ L

1
2 v ‖2

+
(ν1

2
− cu′C

)
‖ L̃

1
2 b ‖2

≤ Cα ‖ L̃
1
2 h ‖‖ L̃

1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖ +

Cα

2
cE ‖ L̃

1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖

+
Cα

2
‖ L̃

1
2 b ‖‖ L̃

1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖ +

C

ν1
‖L̃h‖2‖v

′
‖2 . (2.2.36)

Considere o funcional

Gp(t) :=

{
Ep(t) +

α

2
(v
′
, v) +

α2

4
‖ v ‖2

}
.

Dado que

−1

4
‖ v
′
‖2 −α

2

4
‖ v ‖2≤ α

2
|(v
′
, v)| ≤ 1

4
‖ v
′
‖2 +

α2

4
‖ v ‖2,

então,

Ep(t)−
1

4
‖ v
′
‖2≤ Gp(t) ≤ Ep(t) +

α2

2
‖ v ‖2 +

1

4
‖ v
′
‖2

1

2
Ep(t) ≤ Gp(t) ≤ cT Ep(t),

em que cT := 1 + max

{
1

4
,
α2

2
c2p

}
. Essa relação entre o funcional Gp(t) e

a energia é estabelecida no seguinte lema
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Lema 2.4. Seja cT := 1 + max

{
1

4
,
α2

2
c2p

}
. Então,

1

2
Ep(t) ≤ Gp(t) ≤ cT Ep(t), ∀t ≥ 0.

Voltando à desigualdade (2.2.36), aplicamos a desigualdade de Young

com ε2 =
α

2
nos dois primeiros termos do lado direito e ε3 =

√
ν1 no

terceiro termo do lado direito. Absorvendo o resultado no lado esquerdo

obtemos

d

dt
Gp(t) +

α

2
‖ v
′
‖2 +

α

4
‖ L

1
2 v ‖2

+

(
ν1

2
− cu′C − Cαc

2
h −

Cαc2E
2

)
‖ L̃

1
2 b ‖2

≤ Cα2

2ν1
‖ L̃

1
2 b ‖2‖ L

1
2 v ‖2 +

C

ν1
‖L̃h‖2‖v

′
‖2 . (2.2.37)

Seja

k :=

(
ν1

2
− cu′C − Cαc

2
h −

Cαc2E
2

)
.

Observe que ‖ L
1
2 v ‖2≤ 2Ep(t). Então, usando (2.2.35) em (2.2.37) obte-

mos

d

dt
Gp(t) +

α

2
‖ v
′
‖2 +

α

4
‖ L

1
2 v ‖2

+

(
k − Cα2

4ν1
Ep(0)Ch̃

)
‖ L̃

1
2 b ‖2

≤ C

ν1
‖L̃h‖2‖v

′
‖2, (2.2.38)

Aplicando a desigualdade de Poincaré, minoramos o termo(
k − Cα2

4ν1
Ep(0)Ch̃

)
‖ L̃

1
2 b ‖2

pelo termo
1

cp

(
k − Cα2

4ν1
Ep(0)Ch̃

)
‖ b ‖2,

então,

d

dt
Gp(t) +

α

2
‖ v
′
‖2 +

α

4
‖ L

1
2 v ‖2
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+
1

cp

(
k − Cα2

4ν1
Ep(0)Ch̃

)
‖ b ‖2

≤ C

ν1
‖L̃h‖2‖v

′
‖2, (2.2.39)

Seja c1 := min

{
α,
α

2
,

2

cp

(
k − Cα2

4ν1
Ep(0)Ch̃

)}
. Agora, aplicamos o Lema

2.4 em (2.2.39) obtendo a seguinte desigualdade diferencial

d

dt
Gp(t) + c1Gp(t) ≤

C

4ν1
‖L̃h‖2Gp(t).

Na sequência, dividimos ambos os membros por Gp(t) e integramos de 0 a

t, obtendo

ln(Gp(t)) ≤ ln(Gp(0)) +
C

4ν1

∫ t

0

‖L̃h(s)‖2 ds− c1t . (2.2.40)

Seja c2 := sup

{∫ t

0

‖ L̃h ‖2 (s)ds, t > 0

}
. Aplicamos exp na desigualdade

(2.2.40) e obtemos a seguinte estimativa

Gp(t) ≤ Gp(0) exp

(
C

4ν1
c2 − c1t

)
.

Novamente, aplicamos o Lema 2.4 e inferimos a estimativa desejada

Ep(t) ≤ 2cT Ep(0) exp

(
C

4ν1
c2 − c1t

)
.

2.3 Domı́nio tridimensional

2.3.1 Existência

A prova da existência de soluções para o caso do domı́nio tridimensional

é feita de forma análoga à prova para o caso do domı́nio bidimensional. No

entanto, salientamos que para o caso tridimensional assumimos hipóteses

sobre ν1, mas como He.η 6= 0 na fronteira de Ω a simplificação feita no

caso bidimensional não é posśıvel.
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A seguir, apresentamos o nosso principal resultado:

Teorema 2.3. Seja T > 0 o peŕıodo da função f ∈ L1(0, T ;H1
0 (Ω)),

Ω ⊂ R3, domı́nio limitado, simplesmente conexo com fronteira ∂Ω de classe

C2. Existe λ ∈ (0, 1) tal que se ‖ f ‖L1(0,T ;H1
0 (Ω))≤ λ2 e ν1 ≥

(cE
λ

)2

,

então, a solução fraca (u, h) periódica no tempo do problema (0.0.1)-(0.0.5)

admite a seguinte regularidade adicional:

u ∈ L∞(0, T ;D(L)), u
′
∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) e

h ∈ L2(0, T ;D(L̃)) ∩ L2(0, T ;H1
σ(Ω)).

Demonstração. Usaremos o Teorema 1.6 (Banach) para provar a existência

de solução periódica em espaço de dimensão finita.

Iremos utilizar os operadores definidos no caṕıtulo 1: o operador de Lamé

L e o operador L̃.

Consideramos as equações usando as aproximações do Faedo-Galerkin para

qualquer m inteiro positivo fixo

−
∫ T

0

(um, φj)2η
′′
ds+

∫ T

0

aI(um, φj)2ηds+

∫ T

0

(α(u
′
m), φj)2ηds

=

∫ T

0

BI(hm, hm)2(φj)ηds+

∫ T

0

(f, φj)2ηds,

∀φj ∈ H1
0 (Ω) ∩ L2(Ω), ∀η ∈ DT , 1 ≤ j ≤ m. (2.3.1)

−
∫ T

0

(hm, φ̃j)2η̃
′
ds+

∫ T

0

aII(hm, φ̃j)2η̃ds =

∫ T

0

BII(u
′
m, hm)2(φ̃j)η̃ds,

∀φ̃j ∈ H
3
2
σ (Ω), ∀η̃ ∈ DT , 1 ≤ j ≤ m, (2.3.2)

em que DT := ω ∈ C∞(R) : w(s) = w(s+ T ), ∀s ∈ R.

Também consideramos as equações na forma de operador:

u
′′
m + Lum + α(u

′
m) = µ0 rothm ∧ (hm +He) + f, (2.3.3)

h
′
m + ν1L̃hm = rot[u

′
m ∧ (hm +He)], (2.3.4)

um(0) = um(T ), u
′
m(0) = u

′
m(T ), hm(0) = hm(T ), (2.3.5)

em que

L = −µ∆− (λ+ µ)∇ div, D(L) = H2(Ω)3 ∩H1
0 (Ω)3,
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L̃ = rot rot, D(L̃) = {b ∈ H2(Ω) ∩H1
σ(Ω)3 : rot b ∧ n|∂Ω = 0},

um =

m∑
i=1

ci(t)φi, hm =

m∑
i=1

c̃i(t)φ̃i,

{φk}k∈N é a base de autofunções de

aI(φk, ω) = λk(φk, ω)2, ∀ω ∈ H1
0 (Ω),

e {φ̃j}j∈N é a base de autofunções de

aII(φ̃j , τ) = λ̃j(φ̃j , τ)2, ∀τ ∈ H1
σ(Ω).

Dado m ∈ N, definimos os espaços de dimensão finita

Sm = span{φ1, φ2, ..., φm} e S̃m = span{φ̃1, φ̃2, ..., φ̃m}.
Para simplificar a notação, de agora em diante, ocultamos o ı́ndice m nas

funções u e h.

Agora, definimos a energia de segunda ordem do sistema como se segue

EII(t) :=
1

2
{‖ L

1
2 u
′
‖2 + ‖ Lu ‖2 + ‖ L̃

1
2 h ‖2}

e para ε ∈ (0, 1) definimos também uma nova função

G(t) :=
{
EII(t) +

αε

2
‖ L

1
2 u ‖2 +ε(u

′
,Lu)

}
.

Lembramos que o Lema 2.1 permanece válido, isto é,

∀t ≥ 0,
1

2
EII(t) ≤ G(t) ≤ C1EII(t).

Para aplicar o Teorema 1.6 (Banach), definimos o espaço Zλ como se segue:

Seja 0 < λ < 1 fixo, então

Zλ =
{

(v, b) ∈
[
Cper(0, T ;D(L)) ∩ C1

per(0, T ;H1
0 (Ω))

]
×
[
Cper(0, T ;H1

σ(Ω)) ∩ L2(0, T ;D(L̃))
]

:

‖ v ‖L∞(D(L))≤ λ, ‖ v
′
‖L∞(H1

0 (Ω))≤ λ, ‖ b ‖L2(H1
σ(Ω))≤ λ, ‖ b ‖L2(D(L̃))≤ λ

}
,
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com a respectiva norma

‖ (v, b) ‖Zλ :=‖ v ‖L∞(D(L)) + ‖ v
′
‖L∞(H1

0 (Ω)) + ‖ b ‖L2(H1
σ(Ω)) + ‖ b ‖L2(D(L̃)),

‖ v ‖D(L):=‖ Lv ‖,

‖ b ‖D(L̃):=‖ L̃b ‖ .

Também definimos uma aplicação Φ para provar que ela tem um ponto

fixo, isto é, Φ(u, h) = (u, h), (u, h) ∈ Zλ. Seja Φ a aplicação definida da

seguinte forma:

Φ : Zλ −→ Zλ,

(v, b) 7→ (u, h),

em que (u, h) é (um, hm), que é a única solução do sistema linear acoplado

(2.3.6)-(2.3.10), dada pela Proposição 1.1 tal que um ∈ C2(0, T ;Sm) e

hm ∈ C1(0, T ; S̃m).

Agora, apresentamos o sistema na forma linearizada:

u
′′

+ Lu+ α(u
′
) = µ0 rot b ∧ (b+He) + f, (2.3.6)

h
′

+ ν1L̃h = rot[v
′
∧ h] + rot[u

′
∧He], (2.3.7)

div h = 0, em QT = Ω× R, (2.3.8)

u = 0, h.n = 0, rot h ∧ n = 0, em ∂Ω× R, (2.3.9)

u(x, 0) = u(x, T ), u
′
(x, 0) = u

′
(x, T ),

h(x, 0) = h(x, T ), x ∈ Ω, ∀t ∈ R . (2.3.10)

Sejam cit, cim, cp e cel constantes de interpolações, imersões, Poincaré e

regularidade eĺıptica respectivamente. Então, C é uma constante positiva

que depende no máximo das constantes cit, cim, cp, cel e µ0.

a) Provaremos que Φ está bem definida. Isto é, ‖ (u, h) ‖Zλ≤ Cλ.

Fazendo o produto interno da equação dada em (2.3.6) com Lu′ e

ε1Lu, 0 < ε1 ≤ α e da equação dada em (2.3.7) com L̃h, somando os

resultados, obtemos:

d

dt
G(t) + (α− ε1) ‖ L

1
2 u
′
‖2 +ν1 ‖ L̃h ‖2 +ε1 ‖ Lu ‖2

= µ0(rot b ∧ (b+He),Lu
′
) + (rot[v

′
∧ h], L̃h) + (rot[u

′
∧He], L̃h)
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+ µ0ε1(rot b ∧ (b+He),Lu) + (f,Lu
′
) + ε1(f,Lu) . (2.3.11)

Agora, estimaremos cada um dos termos usando a imersão cont́ınua de

H1
0 (Ω) em Lq(Ω), q ∈ [2, 6] e H−1(Ω) em L6/5(Ω) (ver [24]), Teorema 1.2

(regularidade eĺıptica) e a desigualdade de Poincaré:

µ0|(rot b ∧ (b+He),Lu
′
)|

≤ µ0 ‖ rot b ‖L6‖ b+He ‖L∞‖ Lu
′
‖L6/5

≤ C ‖ b ‖2,2‖ b+He ‖2,2‖ Lu
′
‖−1,2

≤ C ‖ L̃b ‖2‖ L
1
2 u
′
‖ +CcE ‖ L̃b ‖‖ L

1
2 u
′
‖,

em que

‖ Lu
′
‖L6/5(Ω)≤ C ‖ Lu

′
‖H−1(Ω)

≤ C sup
ϕ∈H1

0 (Ω),‖ϕ‖=1

|〈Lu
′
, ϕ〉|

≤ C sup
ϕ∈H1

0 (Ω),‖ϕ‖=1

|(∇u
′
,∇ϕ) + (div u

′
,divϕ)|

≤ C sup
ϕ∈H1

0 (Ω),‖ϕ‖=1

|(L
1
2 u
′
,L

1
2ϕ)|

≤ C sup
ϕ∈H1

0 (Ω),‖ϕ‖=1

‖L
1
2 u
′
‖‖L

1
2ϕ‖

≤ C‖L
1
2 u
′
‖ .

|(rot[v
′
∧ h], L̃h)|

≤‖ v
′
‖1,2‖ h ‖L∞‖ L̃h ‖ + ‖ v

′
‖L4‖ roth ‖L4‖ L̃h ‖

≤ C ‖ v
′
‖1,2‖ L̃h ‖2 .

|(rot[u
′
∧He], L̃h)|

≤‖ u
′
‖1,2‖ He|L∞ ‖ L̃h ‖ + ‖ u

′
‖L4‖ rotHe ‖L4‖ L̃h ‖

≤ cEC ‖ u
′
‖1,2‖ L̃h ‖ .

µ0|(rot b ∧ (b+He), ε1Lu)|
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≤ ε1µ0 ‖ rot b ‖L4‖ b+He ‖L4‖ Lu ‖

≤ ε1C ‖ b ‖2,2‖ b+He ‖1,2‖ Lu ‖

≤ ε1C ‖ L̃b ‖‖ rot b ‖‖ Lu ‖

+ ε1CcE ‖ L̃b ‖‖ Lu ‖

≤ ε1C ‖ L̃b ‖2‖ Lu ‖

+ ε1cEC ‖ L̃b ‖‖ Lu ‖ .

|(f,Lu
′
)| ≤‖ L

1
2 f ‖‖ L

1
2 u
′
‖ .

ε1|(f,Lu)| ≤ ε1 ‖ f ‖‖ Lu ‖ .

Substituindo essas estimativas em (2.3.11) obtemos:

d

dt
G(t) + (α− ε1) ‖ L

1
2 u
′
‖2 +ν1 ‖ L̃h ‖2 +ε1 ‖ Lu ‖2

≤ C ‖ L̃b ‖2‖ L
1
2 u
′
‖ +C ‖ v

′
‖1,2‖ L̃h ‖2

+ ε1C ‖ L̃b ‖2‖ Lu ‖ +ε1cEC ‖ L̃b ‖‖ Lu ‖

+ cE ‖ u
′
‖1,2‖ L̃h ‖ +cEC ‖ L̃b ‖‖ L

1
2 u
′
‖

+ ‖ L
1
2 u
′
‖‖ L

1
2 f ‖ +ε1 ‖ f ‖‖ Lu ‖ .

Aplicando a desigualdade de Young com ε =
√
ν1 no termo

cE ‖ u
′
‖1,2‖ L̃h ‖ obtemos

c2E
2ν1
‖ L

1
2 u
′
‖2 +

ν1

2
‖ L̃h ‖2. Por hipóteses

temos que ‖ v
′
‖1,2≤ λ e ν1 ≥

(cE
λ

)2

. Então,

d

dt
G(t) + (α− ε1 −

c2E
2ν1

) ‖ L
1
2 u
′
‖2 +(

ν1

2
− Cλ) ‖ L̃h ‖2 +ε1 ‖ Lu ‖2

≤ C ‖ L̃b ‖2‖ L
1
2 u
′
‖ +ε1C ‖ L̃b ‖2‖ Lu

′
‖

+ ε1cEC ‖ L̃b ‖‖ Lu ‖ +cEC ‖ L̃b ‖‖ L
1
2 u
′
‖

+ ‖ L
1
2 u
′
‖‖ L

1
2 f ‖ +ε1 ‖ f ‖‖ Lu ‖ . (2.3.12)

Em particular, devido à relação de equivalência dada pelo Lema 2.1 temos
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que

G(t) ≤ c∗IIEII(t)

≤ (α− ε1 −
c2E
2ν1

) ‖ L
1
2 u
′
‖2 +(

ν1

2
− Cλ) ‖ L̃h ‖2 +ε1 ‖ Lu ‖2,

em que c∗II := min{2(α− ε1 −
c2E
2ν1

, 2(
ν1

2
− Cλ), 2ε1)}. Portanto,

d

dt
G(t) + c∗IICG(t)

≤ 2C ‖ L̃b ‖2
√
G(t) + 2cEC(1 + ε1) ‖ L̃b ‖

√
G(t)

+ 2ε1C ‖ L̃b ‖2
√
G(t) + 2(1 + ε1) ‖ f ‖1,2

√
G(t) . (2.3.13)

Assumindo sem perda de generalidade que G(t) 6= 0, ∀t ∈ R, dividimos

todos os termos de (2.3.13) por 2
√
G(t) e segue que

d

dt

√
G(t) +

c∗IIC

2

√
G(t) ≤ C ‖ L̃b ‖2 +cEC(1 + ε1) ‖ L̃b ‖

+ ε1C ‖ L̃b ‖2 +(1 + ε1) ‖ f ‖1,2 . (2.3.14)

Integrando (2.3.14) de 0 a T obtemos

c∗IIC

2

∫ T

0

√
G(s)ds ≤ (C + ε1C)

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds

+ (1 + ε1)cEC

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖ ds

+ (1 + ε1)

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds,

pois G é periódica de peŕıodo T . Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

obtemos

(1 + ε1)cEC

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖ ds

≤ (1 + ε1)cECT
1
2

(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds

) 1
2

.

Agora, usando a hipótese crucial de que cE ≤ λ
√
ν1 e a hipótese de que
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‖ b ‖L2(D(L̃))≤ λ temos

(1 + ε1)cECT
1
2

(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds

) 1
2

≤ (1 + ε1)λ
√
ν1CT

1
2 λ .

Assim, temos que

c∗IIC

2

∫ T

0

√
G(s)ds ≤

(
C + ε1C + (1 + ε1)C

√
ν1T

1
2

)
λ2

+ (1 + ε1)

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds . (2.3.15)

Na sequência, provaremos a seguinte

Afirmação: seja 0 ≤ t ≤ T , então√
G(t) ≤

(
2C + 2ε1C + 2(1 + ε1)C

√
ν1T

1
2 + 2(1 + ε1)

+
2

c∗IICT

(
C + ε1C + (1 + ε1)C

√
ν1T

1
2 (1 + ε1)

))
λ2 .

Demonstração. Segue do Teorema de valor médio que existe de um t∗ ∈
(0, T ) tal que

c∗IIC

2
T
√
G(t∗) =

c∗IIC

2

∫ T

0

√
G(s)ds

≤
(
C + ε1C + (1 + ε1)C

√
ν1T

1
2

)
λ2

+ (1 + ε1)

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds .

Logo, √
G(t∗) ≤ 2

c∗IICT

(
C + ε1C + (1 + ε1)C

√
ν1T

1
2

)
λ2

+
2

c∗IICT
(1 + ε1)

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds .

Integramos (2.3.14) de t∗ a t, t∗ ≤ t ≤ T e obtemos

√
G(t)−

√
G(t∗) ≤ (C + ε1C)

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds
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+ (1 + ε1)cEC

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖ ds+ (1 + ε1)

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds .

Portanto,√
G(t) ≤

(
C + ε1C + (1 + ε1)C

√
ν1T

1
2

+
2

c∗IICT

(
C + ε1C + (1 + ε1)C

√
ν1T

1
2

))
λ2

+ (1 + ε1)(
2

c∗IICT
+ 1)

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds . (2.3.16)

Integramos (2.3.14) de novo, desta vez de 0 a t, 0 ≤ t ≤ t∗ e obtemos√
G(t)−

√
G(0) ≤ (C + ε1C + (1 + ε1)C

√
ν1T

1
2 )λ2

+ (1 + ε1)

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds .

Então, √
G(t) ≤ (C + ε1C + (1 + ε1)C

√
ν1T

1
2 )λ2

+ (1 + ε1)

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds+
√
G(0) .

Da periodicidade de G(t) e equação (2.3.16) temos√
G(t) ≤

(
2C + 2ε1C + 2(1 + ε1)C

√
ν1T

1
2

+
2

c∗IICT

(
C + ε1C + (1 + ε1)C

√
ν1T

1
2

))
λ2

+

(
(1 + ε1)(

2

c∗IICT
+ 2)

)∫ T

0

‖ f ‖1,2 (s)ds .

Por hipóteses temos que ‖ f ‖L1(0,T ;H1
0 (Ω))≤ λ2. Portanto,

√
G(t) ≤

(
2C + 2ε1C + 2(1 + ε1)C

√
ν1T

1
2 + 2(1 + ε1)

+
2

c∗IICT

(
C + ε1C + (1 + ε1)C

√
ν1T

1
2 (1 + ε1)

))
λ2 .
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Da relação de equivalência entre a função G(t) e a energia EII(t) temos

que√
EII(t) ≤

(
2C + 2ε1C + 2(1 + ε1)C

√
ν1T

1
2 + 2(1 + ε1)

+
2

c∗IICT

(
C + ε1C + (1 + ε1)C

√
ν1T

1
2 (1 + ε1)

))
λ2 .

(2.3.17)

Já temos estimativas para todos os termos da energia. Falta obter uma

estimativa para o termo ‖ h ‖L2(D(L̃)), para conseguirmos uma limitação

para ‖ (u, h) ‖Zλ em termos de λ. Assim, ficará provado que Φ leva Zλ em

Zλ. Sabemos que ‖ L
1
2 u
′
‖ e ‖ Lu ‖ estão em

√
EII(t) que é limitado por

λ2, então ‖ L
1
2 u
′
‖≤ λ e ‖ Lu ‖≤ λ. Para estimar ‖ h ‖L2(D(L̃)), voltamos

à equação (2.3.12), usando o fato de que ‖ L
1
2 u
′
‖≤ λ e ‖ Lu ‖≤ λ,

integramos de 0 a T e usamos a periodicidade de G(t) para obter

(α− ε1 −
c2E
2ν1

)

∫ T

0

‖ L
1
2 u
′
(s) ‖2 ds+ (

ν1

2
− Cλ)

∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds

+ ε1

∫ T

0

‖ Lu(s) ‖2 (s)ds

≤ Cλ
∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds+ cECλ

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖ ds

+ ε1Cλ

∫ T

0

‖ L̃b(s)‖2ds+ ε1cECλ

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖ ds

+ λ

∫ T

0

‖ L
1
2 f(s) ‖ ds+ ε1λ

∫ T

0

‖ f(s) ‖ ds .

Dado que

(
ν1

2
− Cλ)

∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds ≤ (α− ε1 −
c2E
2ν1

)

∫ T

0

‖ L
1
2 u
′
(s) ‖2 ds

+ (
ν1

2
− Cλ)

∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds

+ ε1

∫ T

0

‖ Lu(s) ‖2 ds
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então,

(
ν1

2
− Cλ)

∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds

≤ Cλ
∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds+ cECλ

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖ ds

+ ε1Cλ

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds+ ε1cECλ

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖ ds

+ (1 + ε1)λ

∫ T

0

‖ f(s) ‖1,2 ds . (2.3.18)

Usando as hipóteses

‖ b ‖L2(D(L̃))≤ λ e cE ≤ λ
√
ν1, nos dois seguintes termos

cECλ

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖ ds

e

ε1cECλ

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖ ds,

obtemos

cECλ

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖ ds ≤ CT
1
2
√
ν1λ

3,

e

ε1cECλ

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖ ds ≤ ε1CT
1
2
√
ν1λ

3 respectivamente.

Portanto, segue de (2.3.18) que

(
ν1

2
− Cλ)

∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds

≤
(
C + C

√
ν1T

1
2 + ε1C + ε1C

√
ν1T

1
2 + 1 + ε1

)
λ3

≤
(
C + (1 + ε1)C

√
ν1T

1
2 + ε1C + 1 + ε1

)
λ2 . (2.3.19)

Obtendo essa estimativa para ‖ h ‖L2(D(L̃)) em termos de λ, temos que√
‖ (u, h) ‖Zλ

≤
(

2C + 2ε1C + 2(1 + ε1)C
√
ν1T

1
2 + 2(1 + ε1)

+
2

c∗IICT

(
C + ε1C + (1 + ε1)C

√
ν1T

1
2 (1 + ε1)

)
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+C + (1 + ε1)C
√
ν1T

1
2 + ε1C + 1 + ε1

)
λ2 .

Portanto, Φ está bem definida.

b) Provaremos que Φ é uma contração, isto é,

0 < c < 1, v := v1 − v2, b := b1 − b2,

‖ Φ(v1, b1)− Φ(v2, b2) ‖Zλ≤ c ‖ (v1 − v2, b1 − b2) ‖Zλ .

Definimos u = u1 − u2 e h = h1 − h2, em que (u1, h1) e (u2, h2) são

duas soluções do sistema (2.3.6)-(2.3.10). Substituimos as soluções nas

respectivas equações e subtraimos os resultados, obtemos

u
′′

+ Lu+ α(u
′
) = µ0 rot b2 ∧ b+ µ0 rot b ∧ (b1 +He), (2.3.20)

h
′

+ ν1L̃h = rot[v
′
∧ h1] + rot[v

′
2 ∧ h] + rot[u

′
∧He], (2.3.21)

dado que

µ0 rot b1 ∧ b1 = µ0 rot(b2 + b) ∧ b1 ,

rot[v
′
1 ∧ h1] = rot[(v

′
+ v

′
2) ∧ h1] .

Note que

‖ Φ(v1, b1)− Φ(v2, b2) ‖Zλ=‖ (u1, h1)− (u2, h2) ‖Zλ

=‖ u1 − u2 ‖L∞(D(L)) + ‖ u
′
1 − u

′
2 ‖L∞(H1

0 )

+ ‖ h1 − h2 ‖L2(H1
σ) + ‖ h1 − h2 ‖L2(D(L̃)) .

Usando a mesma estratégia usada na seção anterior, obteremos uma esti-

mativa para as duas partes da energia separadamente. Inicialmente estima-

remos a parte de energia relacionada ao campo magnético. Formalmente,

fazemos o produto interno da equação (2.3.20) por Lu
′

e αLu, adicionamos

os resultados e obtemos

1

2

d

dt

{
‖ L

1
2 u
′
‖2 + ‖ Lu ‖2

}
+
α2

2

d

dt
‖ L

1
2 u ‖2

+
1

2

d

dt
α(u

′
,Lu) + α ‖ L

1
2 u
′
‖2 +α ‖ Lu ‖2 −(u

′
, αLu

′
)

= µ0(rot b2 ∧ b,Lu
′
) + µ0(rot b ∧ (b1 +He),Lu

′
)
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+ µ0(rot b2 ∧ b, αLu) + µ0(rot b ∧ (b1 +He), αLu) . (2.3.22)

Seja

E∗II(t) :=
1

2

{
‖ L

1
2 u
′
‖2 + ‖ Lu ‖2

}
a parte da energia de segunda ordem do sistema e

G∗(t) :=

{
α2

2
‖ L

1
2 u ‖2 + ‖ L

1
2 u
′
‖2 + ‖ Lu ‖2 +α(u

′
,Lu)

}
um funcional. O seguinte Lema é obtido do Lema 2.1

Lema 2.5. ∀t ≥ 0, E∗II(t) ≤ G∗(t) ≤ C∗E∗II(t),

em que C∗ := 2 + max{1, c2elα2}.
Usando a equação (2.3.22), temos

d

dt
G∗(t) + α ‖ L

1
2 u
′
‖2 +α ‖ Lu ‖2

= µ0(rot b2 ∧ b,Lu
′
) + µ0(rot b ∧ (b1 +He),Lu

′
)

+ µ0(rot b2 ∧ b, αLu) + µ0(rot b ∧ (b1 +He), αLu) . (2.3.23)

As mesmas propriedades usadas nas estimativas anteriores nos permitem

obter as seguintes estimativas:

µ0|(rot b2 ∧ b,Lu
′
)|

≤ µ0 ‖ b2 ‖2,2‖ b ‖L∞‖ L
1
2 u
′
‖ +µ0 ‖ rot b2 ‖L4‖ L

1
2 b ‖L4‖ L

1
2 u
′
‖

≤ C ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖‖ L
1
2 u
′
‖ +C ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖‖ L

1
2 u
′
‖

≤ C ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖‖ L
1
2 u
′
‖ .

µ0|(rot b ∧ (b1 +He),Lu
′
)|

≤ µ0 ‖ b ‖2,2‖ b1 +He ‖L∞‖ L
1
2 u
′
‖ +µ0 ‖ rot b ‖L4‖ L

1
2 b1 ‖L4‖ L

1
2 u
′
‖

≤ C ‖ L̃b ‖‖ L̃b1 ‖‖ L
1
2 u
′
‖ +cEC ‖ L̃b ‖‖ L

1
2 u
′
‖

+ C ‖ L̃b ‖‖ L̃b1 ‖‖ L
1
2 u
′
‖

≤ C ‖ L̃b ‖‖ L̃b1 ‖‖ L
1
2 u
′
‖ +cEC ‖ L̃b ‖‖ L

1
2 u
′
‖ .
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αµ0|(rot b2 ∧ b,Lu)|

≤ αµ0 ‖ b2 ‖2,2‖ b ‖1,2‖ Lu ‖

≤ αC ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖‖ Lu ‖ .

αµ0|(rot b ∧ (b1 +He),Lu)|

≤ αµ0 ‖ b ‖2,2‖ b1 ‖1,2‖ Lu ‖ +αµ0 ‖ b ‖2,2‖ He ‖1,2‖ Lu ‖

≤ αC ‖ L̃b ‖‖ L̃b1 ‖‖ Lu ‖ +αcEC ‖ L̃b ‖‖ Lu ‖ .

Essas estimativas e cE ≤ λ
√
ν1 (hipóteses sobre ν1) implicam na seguinte

desigualdade

d

dt
G∗(t) + α ‖ L

1
2 u
′
‖2 +α ‖ Lu ‖2

≤ C ‖ L̃b2 ‖ L̃b ‖‖ L
1
2 u
′
‖ +C ‖ L̃b ‖ L̃b1 ‖‖ L

1
2 u
′
‖

+ Cλ
√
ν1 ‖ L̃b ‖‖ L

1
2 u
′
‖ +αC ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖‖ Lu ‖

+ αC ‖ L̃b ‖‖ L̃b1 ‖‖ Lu ‖ +αCλ
√
ν1 ‖ L̃b ‖‖ Lu ‖ .

Observe que C∗E∗II(t) ≤ α ‖ L
1
2 u
′
‖2 +α ‖ Lu ‖2 e pelo Lema 2.5 temos

d

dt
G∗(t) + C∗G∗(t)

≤ C ‖ L̃b2 ‖ L̃b ‖‖ L
1
2 u
′
‖ +C ‖ L̃b ‖ L̃b1 ‖‖ L

1
2 u
′
‖

+ Cλ
√
ν1 ‖ L̃b ‖‖ L

1
2 u
′
‖ +αC ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖‖ Lu ‖

+ αC ‖ L̃b ‖‖ L̃b1 ‖‖ Lu ‖ +αCλ
√
ν1 ‖ L̃b ‖‖ Lu ‖

≤ C ‖ L̃b2 ‖ L̃b ‖
√

2
√
G∗(t) + C ‖ L̃b ‖ L̃b1 ‖

√
2
√
G∗(t)

+ Cλ
√
ν1 ‖ L̃b ‖ 2

√
G∗(t) + αC ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖ 2

√
G∗(t)

+ αC ‖ L̃b ‖‖ L̃b1 ‖ 2
√
G∗(t) + αCλ

√
ν1 ‖ L̃b ‖ 2

√
G∗(t) .

Logo,

d

dt

√
G∗(t) +

C∗

2

√
G∗(t)

≤ C ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖ +C ‖ L̃b1 ‖‖ L̃b ‖

+ Cλ
√
ν1 ‖ L̃b ‖ +αC ‖ L̃b2 ‖‖ L̃b ‖

59



+ αC‖L̃b1 ‖‖ L̃b ‖ +αCλ
√
ν1 ‖ L̃b ‖ . (2.3.24)

Na sequência, integramos (2.3.24) de 0 a T e usando a periodicidade de

G∗(t) obtemos:

C∗

2

∫ T

0

√
G∗(s)ds ≤ C

∫ T

0

‖ L̃b2(s) ‖‖ L̃b(s) ‖ ds

+ C

∫ T

0

‖ L̃b1(s) ‖‖ L̃b(s) ‖ ds

+ Cλ
√
ν1

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖ (s)ds

+ αC

∫ T

0

‖ L̃b2(s) ‖‖ L̃b(s) ‖ ds

+ αC

∫ T

0

‖ L̃b1(s) ‖‖ L̃b(s) ‖ ds

+ αCλ
√
ν1

∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖ ds . (2.3.25)

Aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz em cada um dos termos

do lado direito de (2.3.25) e usando a hipótese de que ‖ b ‖L2(D(L̃))≤ λ

obtemos o seguinte resultado:

C∗

2

∫ T

0

√
G∗(s)ds

≤ Cλ
(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds
) 1

2

+ Cλ

(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds
) 1

2

+ Cλ
√
ν1T

1
2

(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds
) 1

2

+ αCλ

(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds
) 1

2

+ αCλ

(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds
) 1

2

+ αCλ
√
ν1T

1
2

(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds
) 1

2

≤ λ(2C + (1 + α)C
√
ν1T

1
2 + 2αC)

(∫ T

0

‖ L̃b(s) ‖2 ds
) 1

2

≤ λ(2C + (1 + α)C
√
ν1T

1
2 + 2αC) ‖ (v, b) ‖Zλ .

Do teorema de valor médio, existe um t∗ ∈ (0, T ), tal que

C∗

2
T
√
G∗(t∗) =

C∗

2

∫ T

0

√
G∗(s)ds
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≤ λ(2C + (1 + α)C
√
ν1T

1
2 + 2αC) ‖ (v, b) ‖Zλ .

Então,√
G∗(t∗) ≤ 2

C∗T
λ(2C + (1 + α)C

√
ν1T

1
2 + 2αC) ‖ (v, b) ‖Zλ .

Usando a mesma estratégia usada na página 54, integramos (2.3.24) de t∗

a t, t∗ ≤ t ≤ T obtendo√
G∗(t)−

√
G∗(t∗) ≤ λ(2C + (1 + α)C

√
ν1T

1
2 + 2αC) ‖ (v, b) ‖Zλ .

Portanto,√
G∗(t) ≤ λ

(
2C + (1 + α)C

√
ν1T

1
2 + 2αC

+
2

C∗T
(2C + (1 + α)C

√
ν1T

1
2 + 2αC)

)
‖ (v, b) ‖Zλ .

Em particular,√
G∗(T ) ≤ λ

(
2C + (1 + α)C

√
ν1T

1
2 + 2αC

+
2

C∗T
(2C + (1 + α)C

√
ν1T

1
2 + 2αC)

)
‖ (v, b) ‖Zλ . (2.3.26)

Voltamos de novo à equação diferencial (2.3.24), integramos de 0 a t,

0 ≤ t ≤ t∗ obtemos√
G∗(t∗)−

√
G∗(0) ≤ λ(2C + (1 + α)C

√
ν1T

1
2 + 2αC) ‖ (v, b) ‖Zλ .

A seguinte estimativa segue da periodicidade de G∗(t) e (2.3.26)√
G∗(t) ≤ λ

(
4C + 2(1 + α)C

√
ν1T

1
2 + 4αC

+
2

C∗T
(2C + (1 + α)C

√
ν1T

1
2 + 2αC)

)
‖ (v, b) ‖Zλ .

Aplicando o Lema 2.5 obtemos uma estimativa para a
√
E∗II(t) em termos

de ‖ (v, b) ‖Zλ :√
E∗II(t) ≤ λ

(
4C + 2(1 + α)C

√
ν1T

1
2 + 4αC
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+
2

C∗T
(2C + (1 + α)C

√
ν1T

1
2 + 2αC)

)
‖ (v, b) ‖Zλ . (2.3.27)

Agora, obteremos uma estimativa para a parte de energia EII(t) relacio-

nada ao campo magnético. Formalmente, fazemos o produto interno de

(2.3.21) por L̃h, obtemos

d

dt
‖ L̃

1
2 h‖2 + 2ν1 ‖ L̃h ‖2

≤ 2(rot[v
′
∧ h1], L̃h)

+ 2(rot[v
′
2 ∧ h], L̃h) + 2(rot[u

′
∧He], L̃h)

≤ C ‖ v
′
‖1,2‖ L̃h1 ‖‖ L̃h ‖ +C ‖ v

′
2 ‖1,2‖ L̃h ‖2

+ cEC ‖ u
′
‖H1‖ L̃h ‖ .

Então,

d

dt
‖ L̃

1
2 h ‖2 +(2ν1 − Cλ) ‖ L̃h ‖2

≤ C ‖ v
′
‖1,2‖ L̃h1 ‖‖ L̃h ‖ +cEC ‖ u

′
‖1,2‖ L̃h ‖ . (2.3.28)

Dado que h1 é solução da equação (2.3.7), então da definição do espaço

Zλ temos que ‖ L̃h1 ‖≤ λ. Note que ‖ v
′
‖1,2≤‖ (v, b) ‖Zλ , da definição

do espaço Zλ. Note ainda que da definição de E∗(t) e de (2.3.27), temos

que ‖ u
′
‖1,2≤‖ (v, b) ‖Zλ . Lembrando que cE ≤ λ

√
ν1, aplicamos a

desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado direito, integramos o resultado

de 0 a T e usando a periodicidade obtemos

(2ν1 − Cλ)

∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds

≤ Cλ ‖ (v, b) ‖Zλ
(∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds
) 1

2

+ C
√
ν1λT

1
2 ‖ (v, b) ‖Zλ

(∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds
) 1

2

.

Na sequência, dividimos ambos os lados por

(∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds
) 1

2

e ob-
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temos

(2ν1 − Cλ)

(∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds
) 1

2

≤ Cλ ‖ (v, b) ‖Zλ +C
√
ν1λT

1
2 ‖ (v, b) ‖Zλ .

Portanto,

(∫ T

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds
) 1

2

≤
C(1 +

√
ν1T

1
2 )λ

2ν1 − Cλ
‖ (v, b) ‖Zλ . (2.3.29)

De (2.3.27) e (2.3.29), concluimos que

‖ Φ(v, b) ‖Zλ=‖ (u, h) ‖Zλ≤ c ‖ (v, b) ‖Zλ ,

portanto, Φ é uma contração, com 0 < c < 1. Do Teorema 1.6 (Banach),

existe uma única solução (um, hm) T -periódico do problema (2.3.3)-(2.3.5)

com as condições de fronteira (0.0.5) .

Agora, precisamos provar as convergências das soluções aproximadas

obtidas. O procedimento para passar limite está detalhado na tese de

Mohebbi [50]. Apresentaremos suscintamente essa parte.

A existência de solução forte do problema em dimensão finita nos permite

obter sequência (um, hm) tal que

(I) {um} é limitada em L∞(0, T ;D(L)),

(II) {u
′
m} é limitada em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)),

(III) {hm} é limitada em L2(0, T ;D(L̃)) ∩ L2(0, T ;H1
σ(Ω)).

Usando os Teoremas de compacidade e imersões extraimos subsequências

de u
′
m, um e hm denotados novamente por u

′
m, um e hm respectivamente

tais que

(i) um → u fraca em L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

(ii) u
′
m → u

′
fraca em L2(0, T ;L2(Ω)),

(iii) hm → h fraca∗ em L2(0, T ;L2
σ(Ω)) e

(iv) hm → h fraca em L2(0, T ;H1
σ(Ω)) .

Essas convergências, usando Lema de Compacidade de Aubin-Lions e Te-

orema de imersão ( [44]) obtemos que
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(v) hm → h em L2(0, T ;L2(Ω)) e h ∈ C([0, T ];H
− 1

4
σ (Ω)) .

A passagem ao limite dos dois primeiros termos da equação (2.3.1) é assegu-

rada pelas convergências (ii) e (i) respectivamente. Para os dois primeiros

termos da equação (2.3.2) temos as convergências (iii) e (iv). Agora, vamos

analisar os termos acoplados. Começamos com a prova de que

{BII(u
′
m, hm)} → {BII(u

′
, h)}.

Seja 〈gn, φ̃〉 := 〈−ν1L̃hn −BII(u
′
m, hm)2φ̃〉 = (h

′
n, φ̃)2, ∀φ̃ ∈ S̃m. Então,

∫ T

0

 sup
‖φ̃‖

H
3/2
σ

=1

|〈BII(u
′
m, hm), φ̃〉|


2

dt

=

∫ T

0

 sup
‖φ̃‖

H
3/2
σ

=1

|〈(u
′
m ∧ hm), rot φ̃〉|


2

dt

≤
∫ T

0

 sup
‖φ̃‖

H
3/2
σ

=1

‖ u
′
m ‖‖ hm ‖1,2‖ rot φ̃ ‖ 1

2
,2


2

dt

≤ c
∫ T

0

 sup
‖φ̃‖

H
3/2
σ

=1

‖ u
′
m ‖‖ hm ‖1,2‖ φ̃ ‖H3/2

σ


2

dt

≤ c
∫ T

0

‖ u
′
m ‖2‖ hm ‖21,2 dt .

Logo,

∫ T

0

 sup
‖φ̃‖

H
3/2
σ

=1

|〈BII(u
′
m, hm), φ̃〉|


2

dt

≤ c ‖ u
′
m ‖2L∞(0,T ;L2(Ω))

∫ T

0

‖ hm ‖2 dt ≤ C .

Portanto {gm} é limitada em L2(0, T ;H
− 3

2
σ (Ω)), isto é, {BII(u

′
m, hm)}

é limitada em L2(0, T ;H
− 3

2
σ (Ω)). Seja φ̃ ∈ H

3
2
σ (Ω) e φ̃ = Pmφ̃ + (I −

Pm)φ̃, em que Pmφ̃ =

m∑
i=1

(φ̃, φ̃i)φ̃i. Então, (h
′
m, φ̃) = (〈gm, Pmφ̃〉), ∀φ̃ ∈
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H
3
2
σ (Ω). Portanto, h

′
m é limitado em L2(0, T ;H

− 3
2

σ (Ω)). Sabendo que

{BII(u
′
m, hm)} converge fracamente para algum z em L2(0, T ;H

− 3
2

σ (Ω)).

Agora, apresentamos a prova da seguinte convergência

{BII(u
′
m, hm)} → {BII(u

′
, h)}

fracamente em L2(0, T ;H−γσ (Ω)), γ >
5

2
, implicando que z = {BII(u

′
, h)}.

Seja ϕ ∈ L2(0, T ;Hγ
σ (Ω)), então∫ T

0

〈BII(u
′
m, hm), ϕ〉dt

=

∫ T

0

∫
Ω

u
′
m.(rotϕ) ∧ hmdxdt→

∫ T

0

∫
Ω

u
′
.(rotϕ) ∧ hdxdt,

dado que u
′
m → u

′
fraca∗ em L2(0, T ;L2(Ω)) e rotϕ∧hm → rotϕ∧h forte

em L1(0, T ;L2(Ω)) pelo fato de que rotϕ ∈ L2(0, T ;L∞(Ω)) (sabendo que

Hγ−1(Ω) ⊂ L∞(Ω) para γ >
5

2
e hm → h forte em L2(0, T ;L2

σ(Ω)). Assim,

{BII(u
′
m, hm)} converge fraca para {BII(u

′
, h)} em L2(0, T ;H

− 3
2

σ (Ω)).

Agora consideramos o outro termo de acoplamento e apresentamos a prova

para a seguinte convergência

{BI(hm, hm)} → {BI(h, h)},

uma limitação de BI(hm, hm) em L
4
3 (0, T ;H−1(Ω)). De fato,∫ T

0

‖ BI(hm, hm) ‖
4
3
−1,2 dt

=

∫ T

0

 sup
‖ϕ‖

H1
0

=1

|(rothm ∧ hm, ϕ)|


4
3

dt

≤
∫ T

0

 sup
‖ϕ‖

H1
0

=1

‖ hm ‖1,2‖ hm ‖ 1
2
,2‖ ϕ ‖H1

0


4
3

dt

≤
∫ T

0

{‖ hm ‖
3
2
1,2‖ hm ‖

1
2 }

4
3 dt

≤
∫ T

0

‖ hm ‖21,2‖ hm ‖
2
3 dt
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≤‖ hm ‖
2
3

L∞(0,T ;L2
σ(Ω))

∫ T

0

‖ hm ‖21,2 dt ≤ C,

isto é, BI(hm, hm) converge fracamente para algum y em L
4
3 (0, T ;H−1(Ω)).

Seja γ >
3

2
. Sejam ψ ∈ DT e v ∈ Hγ

0 (Ω), então

∫ T

0

BI(hm, hm)(v)ψdt =

∫ T

0

∫
Ω

hm ∧ v. rothmψdxdt

→
∫ T

0

∫
Ω

h ∧ v. rothψdxdt =

∫ T

0

∫
Ω

BI(h, h)(v)ψdxdt,

dado que rothm → roth fracamente em L2((0, T )× Ω) e

(hm ∧ v)ψ → h ∧ v)ψ fortemente em L2((0, T ) × Ω) (pelo fato de que

Hγ
0 (Ω) ⊂ L∞(Ω) quando γ >

3

2
).

A convergência do termo dissipativo linear, isto é, α(u
′
m)→ α(u

′
) vem de

(ii).

2.3.2 Estabilidade

Nesta seção estudamos a estabilidade de soluções T -periódicas forte

para o sistema magneto-elástico, cuja regularidade foi provada na seção

anterior. Isto é, tendo em consideração as definições 2.2,2.3 e 2.4 de solução

fraca, estabilidade e estabilidade assintótica respectivamente, estudamos a

estabilidade das soluções fracas do seguinte problema:

Seja (v, b) a perturbação da solução forte T -periódica no tempo (u, h) do

problema (0.0.1)-(0.0.5). Então, (v, b) satisfaz o seguinte sistema

v
′′

+ Lv + αv
′

= roth ∧ b+ rot b ∧ (h+ b+He), (2.3.30)

b
′

+ ν1L̃b = rot[u
′
∧ b] + rot[v

′
∧ (h+ b+He)], (2.3.31)

div b = 0 (2.3.32)

Como a estabilidade é um problema de valor inicial assumimos as seguintes

condições iniciais

v(0) = v0, v
′
(0) = v1, b(0) = b0 . (2.3.33)

De fato, provaremos o seguinte resultado:
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Teorema 2.4. (Estabilidade assintótica)

(i) Se ν1 > cu′C, então existe solução fraca para o problema de valor

inicial (2.3.30)-(2.3.33) e a solução básica é estável.

(ii) Se

E2
p (0) <

16k(c2hC
2)3

27αC4C2
h̃

em que k := ν1 − cu′C −
α

4
c2hC

2 − α

16
C2c2E, e

ν1 > C
[
cu′ −

α

4
c2hC −

α

16
Cc2E

]
,

então a energia da perturbação decai a zero de forma exponencial

quando t→∞:

Ep(t) ≤ Ep(0) exp

(
C

ν1
c2 − c1t

)
,

em que Ep(t) :=‖ v
′
‖2 + ‖ L

1
2 v ‖2 + ‖ b ‖2.

Demonstração. O nosso objetivo é obter uma estimativa a priori das soluções

desse sistema. Formalmente, fazemos o produto interno em L2(Ω) da

equação (2.3.30) por v
′

e da equação (2.3.31) por b, e adicionando os re-

sultados obtemos

d

dt
{‖ v

′
‖2 + ‖ L

1
2 v ‖2 + ‖ b ‖2}+ 2α ‖ v

′
‖2 +2ν1 ‖ L̃

1
2 b ‖2

= 2(rot h ∧ b, v
′
) + 2(rot[u

′
∧ b], b),

visto que (rot b∧(h+b+He), v
′
) e (rot[v

′
∧(h+b+He)], b) são simétricos. O

próximo passo é estimar os termos não lineares usando a imersão cont́ınua

de H1(Ω) em Lq(Ω), ∀q ∈ [2, 6], a desigualdade de Poincaré e a desigual-

dade de interpolação da norma em L3(Ω). Seja C uma constante posi-

tiva que depende no máximo de cit, cim, cp constantes de interpolações,

imersões e Poincaré respectivamente. Então,

|(rot h ∧ b, v
′
)| ≤‖ roth ‖L4‖ b ‖L4‖ v

′
‖

≤ C ‖ L̃h ‖‖ L̃
1
2 b ‖‖ v

′
‖ .
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|(rot[u
′
∧ b], b)| ≤‖ u

′
‖L6‖ b ‖L3‖ rot b ‖

≤ C ‖ u
′
‖1,2‖ b ‖

1
2
1,2‖ b ‖

1
2
1,2‖ rot b ‖ .

Seja

Ep(t) :=‖ v
′
‖2 + ‖ L

1
2 v ‖2 + ‖ b ‖2

a energia da perturbação e ‖ u
′
‖L∞(H1(Ω))≤ cu′ uma constante que de-

pende só da função f e do peŕıodo T . Então, substituindo as estimativas

obtidas em cada um dos respectivos termos obtemos

d

dt
Ep(t) + 2α ‖ v

′
‖2 +2ν1 ‖ L̃

1
2 b ‖2

≤ C ‖ L̃h ‖‖ L̃
1
2 b ‖‖ v

′
‖ +Ccu′ ‖ L̃

1
2 b ‖2 .

Aplicando a desigualdade de Young com ε1 =
√

2ν1 no primeiro termo do

lado direito obtemos

C

ν1
‖ L̃h ‖2‖ v

′
‖2 +ν1 ‖ L̃

1
2 b ‖2 .

Como o termo dissipativo absorve o termo ν1 ‖ L̃
1
2 b ‖2, obtemos a seguinte

desigualdade

d

dt
Ep(t) + 2α ‖ v

′
‖2 +(ν1 − cu′C) ‖ L̃

1
2 b ‖2

≤ C

ν1
‖ L̃h ‖2‖ v

′
‖2 . (2.3.34)

A hipótese sobre ν1 garante que ν1 − cu′C seja positivo. Sabemos que

‖ v
′
‖2≤ Ep(t). Então,

d

dt
Ep(t) + 2α ‖ v

′
‖2 +(ν1 − cu′C) ‖ L̃

1
2 b ‖2

≤ C

ν1
‖ L̃h ‖2 Ep(t) .

Minoramos o termo
d

dt
Ep(t)+2α ‖ v

′
‖2 +(ν1−cu′C) ‖ L̃

1
2 b ‖2 pelo termo

d

dt
Ep(t) e obtemos

d

dt
Ep(t) ≤

C

ν1
‖ L̃h ‖2 Ep(t).
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Na sequência, dividimos ambos os membros por
√
Ep(t) obtendo

d

dt

√
Ep(t) ≤

C

ν1
‖ L̃h ‖2

√
Ep(t).

Integrando a desigualdade obtida de 0 a t e aplicando a desigualdade de

Gronwall obtemos o seguinte resultado

√
Ep(t) ≤

√
Ep(0) exp

(
C

ν1

∫ t

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds
)
.

Como

∫ t

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds ≤ ch̃, ∀t ≥ 0 (Lema 2.3), então,

√
Ep(t) ≤

√
Ep(0)Ch̃, (2.3.35)

em que Ch̃ := exp

(
C

ν1
ch̃

)
. Com essa estimativa e usando o método

de Faedo-Galerkin procedendo de forma similar à prova de existência de

solução fraca do problema de valor inicial ( [12]), obtemos a existência e

estabilidade de solução fraca para o problema (2.3.30)-(2.3.33).

Agora, obteremos a taxa de decaimento da energia associada às soluções

do sistema em estudo. Para isso, fazemos o produto interno em L2(Ω) da

equação (2.3.30) por εv, em que ε ∈ (0, α) e obtemos

(v
′′
, εv) + ε ‖ L

1
2 v ‖2 +

εα

2

d

dt
‖ v ‖2

= ε(rot h ∧ b, v) + ε(rot b ∧ (h+ b+He), v) .

As seguintes estimativas foram obtidas aplicando a imersão cont́ınua de

H1(Ω) em Lq(Ω), ∀q ∈ [2, 6] e a desigualdade de interpolação da norma

em L3(Ω):

ε|(rot h ∧ b, v)| ≤ ε ‖ roth ‖‖ b ‖L4‖ v ‖L4

≤ εC ‖ L̃
1
2 h ‖‖ L̃

1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖,

ε|(rot b ∧ (h+He), v)| ≤ ε ‖ rot b ‖‖ h+He ‖L4 ‖v‖L4

≤ εC ‖ L̃
1
2 b ‖‖ L̃

1
2 h ‖‖ L

1
2 v ‖

69



+ εCcE ‖ L̃
1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖,

ε|(rot b ∧ b, v)| ≤ ε ‖ rot b ‖‖ b ‖L3‖ v ‖L6

≤ εC ‖ L̃
1
2 b ‖

3
2 ‖ b ‖

1
2 ‖ L

1
2 v ‖,

em que ‖ He ‖L4= cE . Seja ε =
α

2
. Considerando essas estimativas e

sabendo que

(v
′′
,
α

2
v) =

α

2

d

dt
(v
′
, v)− α

2
(v
′
, v
′
),

inferimos a seguinte desigualdade

α

2

d

dt
(v
′
, v) +

α2

4

d

dt
‖ v ‖2 +

α

2
‖ L

1
2 v ‖2 −α

2
‖ v
′
‖2

≤ αC ‖ L̃
1
2 h ‖‖ L̃

1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖

+
α

2
CcE ‖ L̃

1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖

+
α

2
C ‖ L̃

1
2 b ‖

3
2 ‖ b ‖

1
2 ‖ L

1
2 v ‖ .

A essa desigualdade adicionamos a desigualdade (2.3.34) obtendo

d

dt
{Ep(t) +

α

2
(v
′
, v) +

α2

4
‖ v ‖2}

+
α

2
‖ v
′
‖2 +

α

2
‖ L

1
2 v ‖2 +(ν1 − cu′C) ‖ L̃

1
2 b ‖2

≤ αC ‖ L̃
1
2 h ‖‖ L̃

1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖ +

α

2
cEC ‖ L̃

1
2 b ‖‖ L

1
2 v ‖

+
α

2
C ‖ L̃

1
2 b ‖

3
2 ‖ b ‖

1
2 ‖ L

1
2 v ‖ +

C

ν1
‖ L̃h ‖2‖ v

′
‖2 . (2.3.36)

Consideramos o funcional

Gp(t) := {Ep(t) + η(v
′
, v) +

ηα

2
‖ v ‖2}.

Note que o Lema 2.1 permanece válido. Isto é,

∀ t ≥ 0, Ep(t) ≤ Gp(t) ≤ cT Ep(t),

em que cT := 1 + max

{
1

4
,
α2

2
c2p

}
.
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Voltando a (2.3.36), aplicamos a desigualdade de Young com ε2 =

√
α

4
nos dois primeiros termos do lado direito e absorvemos o resultado no lado

esquerdo obtendo

d

dt
Gp(t) +

α

2
‖ v
′
‖2 +

α

4
‖ L

1
2 v ‖2

+
(
ν1 − cu′C − αc

2
hC

2 − α

16
C2c2E

)
‖ L̃

1
2 b ‖2

≤ α

2
C ‖ L̃

1
2 b ‖

3
2 ‖ b ‖

1
2 ‖ L

1
2 v ‖ +

C

ν1
‖ L̃h ‖2‖ v

′
‖2, (2.3.37)

em que ‖ h ‖L∞(H1(Ω))≤ ch constante que depende só da funcão f e

do peŕıodo T . De novo, aplicamos a desigualdade de Young com ε3 =

(
αc2hC

2

3
)
3
4 no primeiro termo do lado direito da desigualdade (2.3.37) e

absorvemos no lado esquerdo obtendo o seguinte resultado

d

dt
Gp(t) +

α

2
‖ v
′
‖2 +

α

4
‖ L

1
2 v ‖2

+
(
ν1 − cu′C −

α

4
c2hC

2 − α

16
C2c2E

)
‖ L̃

1
2 b ‖2

≤ 27(αC)4

16(αc2hC
2)3
‖ b ‖2‖ L

1
2 v ‖4 +

C

ν1
‖ L̃h ‖2‖ v

′
‖2 . (2.3.38)

A hipótese sobre ν1 garante que ν1−cu′C−
α

4
c2hC

2− α

16
C2c2E seja positivo.

Seja k := ν1 − cu′C −
α

4
c2hC

2 − α

16
C2c2E . Aplicando a desigualdade de

Poincaré, minoramos o termo
(
ν1 − cu′C −

α

4
c2hC

2 − α

16
C2c2E

)
‖ L̃

1
2 b ‖2

pelo termo Ck ‖ b ‖2. Observe que ‖ L
1
2 v ‖4≤ E2

p (t). Agora, utilizamos a

estimativa (2.3.35) em (2.3.38) e obtemos o seguinte resultado

d

dt
Gp(t) +

α

2
‖ v
′
‖2 +

α

4
‖ L

1
2 v ‖2

+ C

(
k − 27(αC)4

16(αc2hC
2)3
E2
p (0)C2

h̃

)
‖ b ‖2

≤ C

ν1
‖ L̃h ‖2‖ v

′
‖2 . (2.3.39)

Seja

c1 := min

{
α

4
, C

(
k − 27(αC)4

16(αc2hC
2)3
E2
p (0)C2

h̃

)}
.

Note que ‖ v
′
‖2≤ Ep(t). Aplicamos o Lema 2.1 em (2.3.39) obtemos a
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seguinte desigualdade diferencial

d

dt
Gp(t) + c1Gp(t) ≤

C

ν1
‖ L̃h ‖2 Gp(t).

Na sequência dividimos ambos os membros por Gp(t) e obtemos

1

Gp(t)
d

dt
Gp(t) ≤

C

ν1
‖ L̃h ‖2 −c1.

Agora, integramos a desigualdade acima de 0 a t obtendo

ln(Gp(t)) ≤ ln(Gp(0)) +
C

ν1

∫ t

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds− c1t . (2.3.40)

Seja c2 := sup

{∫ t

0

‖ L̃h(s) ‖2 ds, t > 0

}
. Aplicamos exp na desigualdade

(2.3.40) e obtemos a seguinte estimativa

Gp(t) ≤ Gp(0) exp

(
C

ν1
c2 − c1t

)
.

Aplicamos novamente o Lema 2.1, inferimos que

Ep(t) ≤ cT Ep(0) exp

(
C

ν1
c2 − c1t

)
.
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Caṕıtulo 3

Sistema

Magneto-Elástico com

Dissipação Não Linear e

Acoplamentos Lineares

3.1 Existência e Unicidade

Nesta seção estudamos a existência de soluções T -periódicas para o sis-

tema magneto-elástico com dissipação não linear do tipo ρ(u
′
) = |u

′
|pu
′

e

acoplamentos lineares, em Ω ⊂ R3 domı́nio limitado, simplesmente conexo

com fronteira ∂Ω de classe C2:

u
′′

+ Lu+ ρ(u
′
) = roth ∧He + f, (3.1.1)

h
′

+ ν1L̃h = rot[u
′
∧He], (3.1.2)

div h = 0, em R× Ω, (3.1.3)
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com as seguintes condições de fronteira e periodicidade respectivamente

u = 0, h.n = 0, rot h ∧ n = 0, em R× ∂Ω, (3.1.4)

u(0, x) = u(T, x), u
′
(0, x) = u

′
(T, x),

h(0, x) = h(T, x), ∀t ∈ R, x ∈ Ω . (3.1.5)

Assumimos as seguintes hipóteses:

(H0) Ω ⊂ R3 é um domı́nio limitado simplesmente conexo com fronteira

∂Ω de classe C2.

(H1) f ∈ C([0, T ];L2(Ω)) com f(0) = f(T ).

(H2) p ∈ [3, 4].

(H3) as funções ρ e
∂ρ

∂sk
: R3 −→ R3 são cont́ınuas e satisfazem as seguintes

propriedades:

(a) Existe uma constante positiva k0 tal que

(ρ(z), z)R3 ≥ k0 ‖ z ‖p+2

R3 , ∀z ∈ R3.

(b) Existem constantes positivos k1 e rρ tais que

‖ ρ(z) ‖R3≤ k1 ‖ z ‖p+1

R3 , se ‖ z ‖R3≥ rρ.

(c)
3∑

i,k=1

∂ρi(., s)

∂sk
ξiξk ≥ 0, ∀ξ ∈ R3, ∀s ∈ R3.

(‖ . ‖R3 e (., .)R3 representam norma Euclidiana e o produto interno cor-

respondente.)

A seguir, definiremos a solução fraca para o problema (3.1.1)-(3.1.5).

Definição 3.1. Dizemos que (u, h) é uma solução fraca de

(3.1.1)-(3.1.5) se

1. u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) com u

′
∈ L∞(0, T ;L2(Ω))∩Lp+2(0, T ;Lp+2(Ω)),

2. h ∈ L∞(0, T ;L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1

σ(Ω)),
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3. u e h satisfazem:

i)

∫ T

0

(u, ϕ)2η
′′
ds+

∫ T

0

aI(u, ϕ)2ηds+

∫ T

0

(ρ(u
′
), ϕ)2ηds

=

∫ T

0

(roth ∧He, ϕ)ηds+

∫ T

0

(f, ϕ)2η,

∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ Lp+2(Ω), ∀η ∈ DT

ii)

∫ T

0

(h, ψ)2η
′
ds+

∫ T

0

aII(h, ψ)2ηds

=

∫ T

0

(rot[u
′
∧He], ψ)2ηds, ∀ψ ∈ H

3
2
σ (Ω), ∀η ∈ DT ,

em que DT := ω ∈ C∞(R) : w(s) = w(s+ T ), ∀s ∈ R.

Agora, provaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Seja T > 0 o peŕıodo das funções f, f
′
∈ L1(0, T ;H1

0 (Ω)).

Assumimos hipóteses (H0)− (H3). Então, existe uma solução fraca (u, h)

do problema (3.1.1)-(3.1.5) que admite a seguinte regularidade adicional:

h
′
∈ L2(0, T ;H1

σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2
σ(Ω)),

u
′
∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), e

u
′′
∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).

Demonstração. Consideramos as equações usando as aproximações do Faedo-

Galerkin para qualquer m inteiro positivo fixo:∫ T

0

(um, φj)2η
′′

+

∫ T

0

aI(um, φj)2η +

∫ T

0

(ρ(u
′
m), φj)2η

=

∫ T

0

DI(hm, hm)2(φj)ηds+

∫ T

0

(f, φj)2η, (3.1.6)

∀φj ∈ H1
0 (Ω) ∩ Lp+2(Ω), ∀η ∈ DT , 1 ≤ j ≤ m.

−
∫ T

0

(hm, φ̃j)2η̃
′

+

∫ T

0

aII(hm, φ̃j)2η̃ =

∫ T

0

DII(u
′
m, hm)2(φ̃j)η̃,

(3.1.7)

∀φ̃j ∈ H
3
2
σ (Ω),∀η̃ ∈ DT , 1 ≤ j ≤ m,
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em que, DI : H1
σ(Ω)× L2(Ω) −→ H−1(Ω)

〈DI(h, b), v〉 =

∫
Ω

roth ∧He.v dx,

DII : L2(Ω)× L2(Ω) −→ H
− 3

2
σ (Ω)

〈DII(u, h), b〉 =

∫
Ω

u ∧He. rot b dx.

Também consideramos as equações na forma do operador:

u
′′
m + Lum + ρ(u

′
m) = rothm ∧He + f, (3.1.8)

h
′
m + ν1L̃hm = rot[u

′
m ∧He], (3.1.9)

em que

L = −µ∆− (λ+ µ)∇ div, D(L) = H2(Ω)3 ∩H1
0 (Ω)3,

L̃ = rot rot, D(L̃) = {b ∈ H2(Ω)3 ∩H1
σ(Ω)3 : rot b ∧ n|∂Ω = 0},

um =

m∑
i=1

cj(t)φj , hm =

m∑
i=1

c̃j(t)φ̃j ,

{φk}k∈N é a base de autofunções de

aI(φk, ω) = λk(φk, ω)2, ∀ω ∈ H1
0 (Ω),

e {φ̃j}j∈N é a base de autofunções de

aII(φ̃j , τ) = λ̃j(φ̃j , τ)2, ∀τ ∈ H1
σ(Ω).

Dado m ∈ N, definimos os espaços

C1
T (Sm) := {ω ∈ C1(R, Sm) : ω(t) = ω(t+ T );ω

′
(t) = ω

′
(t+ T ), ∀t ∈ R}

e

C0
T (S̃m) := {ω ∈ C0(R, S̃m) : ω(t) = ω(t+ T ), ∀t ∈ R}

em que Sm = span{φ1, φ2, ..., φm} e S̃m = span{φ̃1, φ̃2, ..., φ̃m}.
Queremos provar que existe uma solução T -periódica (um, hm) ∈ [C2

T (Sm)×
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C1
T (S̃m)] para o sistema semilinear acoplado (3.1.8)-(3.1.9), usando o Teo-

rema 1.5 (Leray-Schauder). Para isso, provaremos que existe um número

positivo R que depende apenas de sup
t∈[0,T ]

‖f‖, sup
z∈B(0,r)

‖ρ(z)‖E e tal que

‖(um, hm)‖
C

2,1
m,T

:= sup
t∈[0,T ]

{‖u
′
m‖+ ‖L

1
2 um‖+ ‖hm‖

+ ‖u
′′
m‖+ ‖L

1
2 u
′
m‖+ ‖h

′
m‖} ≤ R,

em que C2,1
m,T := C2

T (Sm)× C1
T (S̃m).

Seja C1,0
m,T := C1

T (Sm) × C0
T (S̃m) e ‖(um, hm)‖

C
1,0
m,T

:= sup
t∈[0,T ]

{‖u
′
m‖ +

‖L
1
2 um‖+ ‖hm‖}. Definimos uma aplicação

Φ : C1,0
m,T → C2,1

m,T

tal que ∀(vm, bm) ∈ C1,0
m,T ,

Φ(vm, bm) = (um, hm),

em que (um, hm) ∈ C2,1
m,T é a única solução do seguinte sistema

u
′′
m + Lum + ρ(v

′
m) + αu

′
m = αv

′
m + rothm ∧He + f, (3.1.10)

h
′
m + ν1L̃hm = rot[u

′
m ∧He], (3.1.11)

um = 0, hm.n = 0, rot hm ∧ n = 0, em R× ∂Ω, (3.1.12)

um(0, x) = um(T, x), u
′
m(0, x) = u

′
m(T, x),

hm(0, x) = hm(T, x), ∀t ∈ R, x ∈ Ω, (3.1.13)

com α > 0 arbitrário.

Afirmação: Ck1(Ω) está imerso compactamente em Ck2(Ω), para k1 >

k2 ≥ 0 ( [34], p.184-185). Então, C2,1
m,T está imerso compactamente em

C1,0
m,T , e logo podemos considerar a aplicação Φ : C1,0

m,T → C1,0
m,T compacta.

A existência de solução do sistema (3.1.10)-(3.1.13) segue da Proposição

1.1. Para ver que o sistema satisfaz as condições da proposição, considera-

mos o sistema homogêneo correspondente

u
′′
m + Lum + α(u

′
m) = rothm ∧He, (3.1.14)
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h
′
m + ν1L̃hm = rot[u

′
m ∧He], (3.1.15)

e provamos que a única solução T -periódica possivel é a solução trivial

(ver [51]). Assumimos que o sistema tem solução T -periódica (um, hm). Fa-

zemos o produto interno da equação (3.1.14) por u
′
m e da equação (3.1.15)

por hm, adicionamos os resultados e obtemos

1

2

d

dt
{‖u

′
m‖2 + ‖L

1
2 um‖2 + ‖hm‖2}+ α‖u

′
m‖2 + ‖L̃

1
2 hm‖2 = 0.

Integrando de 0 a T e usando a hipótese de que um e hm são T -periódicos,

obtemos ∫ T

0

‖u
′
m‖2(s)ds = 0⇒ u

′
m = 0,

e ∫ T

0

c−1
p ‖hm‖2(s)ds ≤

∫ T

0

‖L̃
1
2 hm‖2(s)ds = 0⇒ hm = 0.

Retornando à (3.1.14), obtemos que

Lum = 0⇒ um = 0.

Portanto, o sistema (3.1.10)-(3.1.13) tem uma única solução T -periódica

(um, hm) ∈ C1,0
m,T tal que

um(0) = um(T ), u
′
m(0) = u

′
m(T ), hm(0) = hm(T ).

Logo, a aplicação Φ está bem definida.

Para simplificar a notação, de agora em diante, ocultamos o ı́ndice m nas

funções u e h.

Provaremos que Φ é cont́ınua. Sejam (u1, h1) = Φ(v1, b1) e (u2, h2) =

Φ(v2, b2), para algum (v2, b2) na bola de centro (v1, b1) e raio δ. Sejam

v := v2−v1, u := u2−u1, h := h2−h1. Então, (u, h) é solução do seguinte

sistema

u
′′

+ Lu+ ρ(v
′
2)− ρ(v

′
1) + αu

′
= αv

′
+ roth ∧He, (3.1.16)

h
′

+ ν1L̃h = rot[u
′
∧He] . (3.1.17)

Fazemos o produto interno da equação (3.1.16) por u
′

e da equação (3.1.17)
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por h, adicionamos os resultados e obtemos

d

dt
E(t) + α‖u

′
‖2 + ν1‖L̃

1
2 h‖2 + (ρ(v

′
2), u

′
)− (ρ(v

′
1), u

′
)

= α(v
′
, u
′
) + (roth ∧He, u

′
) + (rot[u

′
+He], h),

em que E(t) :=
1

2
{‖u

′
‖2 + ‖L

1
2 u‖2 + ‖h‖2}. Sabemos que

(rot[u
′
∧He], h) = ([u

′
∧He], roth)

= −(He ∧ u
′
, roth)

= −(roth ∧He, u
′
) .

Então, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

d

dt
E(t) + α‖u

′
‖2 + ν1‖L̃

1
2 h‖2

≤ α‖v
′
‖‖u

′
‖+ ‖ρ(v

′
2)− ρ(v

′
1)‖‖u

′
‖ .

Aplicando a desigualdade de Young com ε2 =

√
1

2α
nos dois termos do

lado direito e absorvendo termo correspondente no lado esquerdo, obtemos

d

dt
E(t) +

α

4
‖u
′
‖2 + ν1‖L̃

1
2 h‖2

≤ α‖v
′
‖2 + α‖ρ(v

′
2)− ρ(v

′
1)‖2 .

Da hipótese (H3), segue que ∀ε1 > 0, ∃δ1 > 0 tal que se ‖(v, b)‖ < δ1, então

‖(ρ(v
′
2(x, t)))− (ρ(v

′
1(x, t)))‖ < |Ω|

1
2 ε1, ∀x ∈ Ω, ∀t ∈ [0, T ] . (3.1.18)

Portanto,

d

dt
E(t) +

α

4
‖u
′
‖2 + ν1‖L̃

1
2 h‖2

≤ αδ2
1 + α|Ω|ε21 . (3.1.19)

Em particular,

d

dt
E(t) ≤ αδ2

1 + α|Ω|ε21 . (3.1.20)
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Voltando à (3.1.19), integrando de 0 a T e tendo em conta a periodicidade

de E(t) obtemos a seguinte estimativa

α

4

∫ T

0

‖u
′
(s)‖2ds+ ν1

∫ T

0

‖L̃
1
2 h(s)‖2ds

≤ T (αδ2
1 + α|Ω|ε21) . (3.1.21)

Agora, voltamos a fazer o produto interno da equação (3.1.16), desta vez,

por u e obtemos

d

dt
(u
′
, u) + (Lu, u) + α(u

′
, u) + (ρ(v

′
2), u)− (ρ(v

′
1), u)

= α(v
′
, u) + (roth ∧He, u) + (u

′
, u
′
) .

Integrando de 0 a T e dado que α(u
′
, u) ≥ 0, obtemos∫ T

0

‖L
1
2 u(s)‖2ds

≤
∫ T

0

(ρ(v
′
2(s))− ρ(v

′
1(s)), u(s))ds+ α

∫ T

0

(v
′
(s), u(s))ds

+

∫ T

0

(roth(s) ∧He, u(s))ds+

∫ T

0

‖u
′
(s)‖2ds .

Como v ∈ C1,0
m,T , então ‖v

′
‖ é limitada pela norma do sup. Logo, temos que

‖v
′
‖ ≤ Cv′ , com Cv′ constante. Usando a hipótese (H3) e as estimativas

(3.1.18) (3.1.21) obtemos∫ T

0

‖L
1
2 u(s)‖2ds

≤
∫ T

0

‖ρ(v
′
2(s))− ρ(v

′
1(s))‖u(s)‖ds

+

∫ T

0

‖v
′
(s)‖‖u(s)‖ds

+ cE

∫ T

0

‖L̃
1
2 h(s)‖‖u(s)‖ds+

∫ T

0

‖u
′
(s)‖2ds

≤ |Ω|
1
2 ε1

∫ T

0

‖u(s)‖ds+ Cv′

∫ T

0

‖u(s)‖ds

+ cE

∫ T

0

‖L̃
1
2 h(s)‖‖u(s)‖ds+ T (αδ2

1 + α|Ω|ε21),
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em que ‖He‖ = cE . Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos∫ T

0

‖L
1
2 u(s)‖2ds

≤ |Ω|
1
2 ε1T

1
2

(∫ T

0

‖u(s)‖2ds
) 1

2

+ Cv′T
1
2

(∫ T

0

‖u(s)‖2ds
) 1

2

+ cE

(∫ T

0

‖L̃
1
2 h(s)‖2ds

) 1
2
(∫ T

0

‖u(s)‖2ds
) 1

2

+ T (αδ2
1 + α|Ω|ε21) .

Usando novamente a estimativa (3.1.21), a desigualdade de Young no pri-

meiro termo do lado direito, a desigualdade de Young com
√
ε1 no segundo

e terceiro termo do lado direito, obtemos o seguinte resultado∫ T

0

‖L
1
2 u(s)‖2ds

≤ |Ω|ε1T +
ε1
2

∫ T

0

‖u(s)‖2ds

+
C2
v
′

2ε1
T +

ε1
2

∫ T

0

‖u(s)‖2ds

+
c2ET (αδ2

1 + α|Ω|ε21)

2ε1
+
ε1
2

∫ T

0

‖u(s)‖2ds+ T (αδ2
1 + α|Ω|ε21) .

Na sequência, aplicamos a desigualdade de Poincaré e inferimos a seguinte

estimativa

(1− 3ε1C

2
)

∫ T

0

‖L
1
2 u(s)‖2ds

≤ |Ω|ε1T +
C2
v
′

2ε1
T +

c2ET (αδ2
1 + α|Ω|ε21)

2ε1
+ T (αδ2

1 + α|Ω|ε21) .

(3.1.22)

Essa estimativa juntamente com (3.1.21) nos permite concluir que∫ T

0

‖E(s)‖ds ≤ Cδ2
1 + Cε21 . (3.1.23)

Com as estimativas (3.1.20) e (3.1.23) estamos em condições de aplicar o
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Lema 1.5 e concluir que

sup
t∈[0,T ]

E(t) = ‖(u, h)‖
C

1,0
m,T
≤ Cδ2

1 + Cε21.

Para qualquer ε > 0, escolhemos ε1 ≤
√

ε

2C6
e fixamos δ1 correspondente.

Agora, escolhemos δ ≤ min{δ1,
√

ε

2C5
} obtendo que ‖(u, h)‖ < ε, termi-

nando a prova de que Φ é cont́ınua.

Dando continuidade à demonstração, queremos estar em condições de

aplicar o Teorema 1.5 (Leray-Schauder). Portanto, falta obter a existência

de um número positivo R tal que se (u, h) é solução de

(u, h) = λΦ(u, h), (u, h) ∈ C1
T (Sm)× C0

T (S̃m), 0 < λ < 1,

então,

‖(u, h)‖
C

1,0
m,T
≤ R .

Assumimos que (u, h) ∈ C1,0
m,T é solução do seguinte sistema

u
′′

+ Lu+ α(1− λ)u
′

+ λρ(u
′
) = roth ∧He + λf, (3.1.24)

h
′

+ ν1L̃h = rot[u
′
∧He], . (3.1.25)

Formalmente, fazemos o produto interno da equação (3.1.24) por u
′

e

(3.1.25) por h, adicionamos os resultados obtemos

1

2

d

dt
{‖u

′
‖2 + ‖L

1
2 u‖2 + ‖h‖2}

+ α(1− λ)‖u
′
‖2 + λ(ρ(u

′
), u
′
) + ν1‖L̃

1
2 h‖2

= (roth ∧He, u
′
) + λ(f, u

′
) + (rot[u

′
∧He], h) .

Sabemos que

(rot[u
′
∧He], h) = ([u

′
∧He], roth) = −(roth ∧He, u

′
),
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e α(1− λ)‖u
′
‖2 ≥ 0. Então, temos a seguinte identidade

1

2

d

dt
{‖u

′
‖2 + ‖L

1
2 u‖2 + ‖h‖2}

+ λ(ρ(u
′
), u
′
) + ν1‖L̃

1
2 h‖2

≤ λ(f, u
′
) . (3.1.26)

Da hipótese (H3) (a), temos que λ(ρ(u
′
), u
′
) ≥ λk0‖u

′
‖p+2

R3 . Usando a desi-

gualdade de Hölder e a desigualdade de Young com ε1 =

(
λk0(p+ 2)

2

) 1
p+2

no lado direito da igualdade obtemos

λ|(f, u
′
)| ≤ λ‖f‖q‖u

′
‖p+2

≤ λq

εq1q
‖f‖qq +

εp+2
1

p+ 2
‖u
′
‖p+2
p+2,

em que q =
p+ 2

p+ 1
. Substituindo essas desigualdades em (3.1.26) e absor-

vendo o termo
εp+2
1

p+ 2
‖u
′
‖p+2
p+2 obtemos

1

2

d

dt
{‖u

′
‖2 + ‖L

1
2 u‖2 + ‖h‖2}

+
εp+2
1

p+ 2
‖u
′
‖p+2
p+2 + ν1‖L̃

1
2 h‖2

≤ λq

εq1q
‖f‖qq . (3.1.27)

Na sequência, integramos de 0 a T , usando a periodicidade e dado que

ν1‖L̃
1
2 h‖2 ≥ 0, obtemos a seguinte estimativa para u

′

∫ T

0

‖u
′
(s)‖p+2

p+2ds ≤
λq(p+ 2)

εp+1+q
1 q

∫ T

0

‖f(s)‖qqds := c1f . (3.1.28)

Voltamos à (3.1.27), integramos de 0 a T e como
εp+2
1

p+ 2
‖u
′
‖p+2
p+2 ≥ 0, obte-

mos a seguinte estimativa para h∫ T

0

‖L̃
1
2 h(s)‖2ds ≤ λq

ν1ε1q

∫ T

0

‖f(s)‖qLqds := c2f . (3.1.29)
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Para obter mais regularidade no tempo, voltamos ao sistema (3.1.24)-

(3.1.25) e derivamos no tempo obtendo

u
′′′

+ Lu
′

+ α(1− λ)u
′′

+ λDρ(u
′
).u
′′

= roth
′
∧He + λf

′
, (3.1.30)

h
′′

+ ν1L̃h
′

= rot[u
′′
∧He], . (3.1.31)

Fazemos o produto interno da equação (3.1.30) por u
′′

e (3.1.31) por h
′
,

adicionamos os resultados obtemos

1

2

d

dt
{‖u

′′
‖2 + ‖L

1
2 u
′
‖2 + ‖h

′
‖2}

+ α(1− λ)‖u
′′
‖2 + λ(Dρ(u

′
).u
′′
, u
′′

) + ν1‖L̃
1
2 h
′
‖2

= (roth
′
∧He, u

′′
) + λ(f

′
, u
′′

) + (rot[u
′′
∧He], h

′
) .

Note que

(rot[u
′′
∧He], h

′
) = −(roth

′
∧He, u

′′
).

Então, temos a seguinte identidade

1

2

d

dt
{‖u

′′
‖2 + ‖L

1
2 u
′
‖2 + ‖h

′
‖2}

+ α(1− λ)‖u
′′
‖2 + λ(Dρ(u

′
).u
′′
, u
′′

) + ν1‖L̃
1
2 h
′
‖2

= λ(f
′
, u
′′

) . (3.1.32)

Usando a desigualdade de Young com ε2 =
α(1− λ)

λ
no lado direito da

igualdade obtemos

λ‖(f
′
, u
′′

)‖ ≤ λ

2ε2
‖f
′
‖2 +

λε2
2
‖u
′′
‖2.

Substituindo essas desigualdades em (3.1.32) e absorvendo o termo
λε2
2
‖u
′′
‖2

obtemos

1

2

d

dt
{‖u

′′
‖2 + ‖L

1
2 u
′
‖2 + ‖h

′
‖2}

+
α

2
(1− λ)‖u

′′
‖2 + λ(Dρ(u

′
).u
′′
, u
′′

) + ν1‖L̃
1
2 h
′
‖2

≤ λ

2ε2
‖f
′
‖2 . (3.1.33)
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Na sequência, integramos de 0 a T e usando a hipótese sobre a ρ obtemos

a seguinte estimativa para u
′′

∫ T

0

‖u
′′
‖2(s)ds ≤ 1

αε2

∫ T

0

‖f
′
‖2(s)ds := c3f ′ . (3.1.34)

Integramos novamente de 0 a T a equação (3.1.33), e obtemos uma esti-

mativa para h
′

∫ T

0

‖L̃
1
2 h
′
(s)‖2ds ≤ 1

2ε2ν1

∫ T

0

‖f
′
(s)‖2ds := c4f ′ . (3.1.35)

Agora, definimos a energia de segunda ordem do sistema

EII(t) :=
1

2

{
‖u
′
‖2 + ‖u

′′
‖2 + ‖L

1
2 u
′
‖2 + ‖ L

1
2 u ‖2 + ‖ h ‖2 + ‖ h

′
‖2
}

e definimos também um funcional

G(t) :=
{
EII(t) + (u

′
,
ε3
2
u) + (u

′′
,
ε3
2
u
′
)
}
.

Estabeleceremos agora, a relação de equivalência entre a energia e o funci-

onal G(t). Sabemos que

|(u
′
,
ε3
2
u)| ≤ ε3

4
‖ u
′
‖2 +

cpε3
4
‖ L

1
2 u ‖2 .

O que implica que

(u
′
,
ε3
2
u) ≥ − ε3

4
‖ u
′
‖2 −cpε3

4
‖ L

1
2 u ‖2 .

De forma análoga temos que

(u
′′
,
ε3
2
u
′
) ≥ − ε3

4
‖ u
′′
‖2 − ε3

4
‖ u
′
‖2 .

Portanto,

G(t) > (
1

2
− ε3

2
) ‖ u

′
‖2 +(

1

2
− cpε3

4
)‖L

1
2 u‖2

+
1

2
‖h‖2 + (

1

2
− ε3

4
) ‖ u

′′
‖2 +

1

2
‖ L

1
2 u
′
‖2 +

1

2
‖h
′
‖2

≥ 1

2
EII(t), ∀t ≥ 0 .

85



Por outro lado,

G(t) ≤ (
1

2
+
ε3
2

) ‖ u
′
‖2 +(

1

2
+
cpε3

4
)‖L

1
2 u‖2

+
1

2
‖h‖2 + (

1

2
+
ε3
4

) ‖ u
′′
‖2 +

1

2
‖ L

1
2 u
′
‖2 +

1

2
‖h
′
‖2

≤ 2EII(t), ∀t ≥ 0 .

Das duas desigualdades anteriores inferimos o seguinte Lema:

Lema 3.1. Se 0 < ε3 < min{1, 2

cp
}, então

1

2
EII(t) ≤ G(t) ≤ 2EII(t), ∀t ≥ 0.

Para obter mais estimativas, fazemos o produto interno da equação

(3.1.24) por
ε3
2
u e obtemos

(u
′′
,
ε3
2
u) + (Lu, ε3

2
u)

+ α(1− λ)(u
′
,
ε3
2
u) + (λρ(u

′
),
ε3
2
u)

= (roth ∧He,
ε3
2
u) + (λf,

ε3
2
u) . (3.1.36)

Também, fazemos o produto interno da equação (3.1.30) por
ε3
2
u
′

e obte-

mos

(u
′′′
,
ε3
2
u
′
) + (Lu

′
,
ε3
2
u
′
)

+ α(1− λ)(u
′′
,
ε3
2
u
′
) + (λ(

∂

∂t
ρ(u

′
),
ε3
2
u
′
))

= (roth
′
∧He,

ε3
2
u
′
) + (λf

′
,
ε3
2
u
′
) . (3.1.37)

Adicionando as equações (3.1.26), (3.1.32), (3.1.36) e (3.1.37) obtemos

d

dt
G(t) + α(1− λ)‖u

′
‖2 + λ(ρ(u

′
), u
′
) + ν1‖L̃

1
2 h‖2

+ α(1− λ)‖u
′′
‖2 + λ(

∂

∂t
(ρ(u

′
)), u

′′
) + ν1‖L̃

1
2 h
′
‖2

+
ε3
2
‖L

1
2 u‖2 +

ε3
2
α(1− λ)(u

′
, u) + λ

ε3
2

(ρ(u
′
), u)

+
ε3
2
‖L

1
2 u
′
‖2 +

ε3
2
α(1− λ)(u

′′
, u
′
) + λ

ε3
2

(
∂

∂t
(ρ(u

′
)), u

′
)
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≤ λ‖f‖‖u
′
‖+ λ‖f

′
‖‖u

′′
‖+ λ

ε3
2
‖f‖‖u‖+ λ

ε3
2
‖f
′
‖‖u

′
‖

+ cE
ε3
2
‖L̃

1
2 h‖‖u‖+ cE

ε3
2
‖L̃

1
2 h
′
‖‖u

′
‖

+
ε3
2
‖u
′
‖2 +

ε3
2
‖u
′′
‖2 .

Das hipóteses assumidas sobre a função ρ temos

d

dt
G(t) + ν1‖L̃

1
2 h‖2 + ν1‖L̃

1
2 h
′
‖2 +

ε3
2
‖L

1
2 u‖2 +

ε3
2
‖L

1
2 u
′
‖2

≤ ‖f‖‖u
′
‖+ ‖f

′
‖‖u

′′
‖+

ε3
2
‖f‖‖u‖+

ε3
2
‖f
′
‖‖u

′
‖

+ cE
ε3
2
‖L̃

1
2 h‖‖u‖+ cE

ε3
2
‖L̃

1
2 h
′
‖‖u

′
‖+

ε3
2
α‖u

′
‖‖u‖

+
ε3
2
‖u
′
‖2 +

ε3
2
‖u
′′
‖2 +

ε3
2

(ρ(u
′
), u) +

ε3
2
α‖u

′′
‖‖u

′
‖ .

Usando a desigualdade de Poincaré, minoramos os termos ν1‖L̃
1
2 h‖2 e

ν1‖L̃
1
2 h
′
‖2 pelos termos ν1c

−1
p ‖h‖2 e ν1c

−1
p ‖h

′
‖2 respectivamente. Além

disso, adicionamos e subtraimos os termos
ε3
2
‖h‖2 e

ε3
2
‖h
′
‖2 no lado es-

querdo obtendo a seguinte desigualdade

d

dt
G(t) + (ν1c

−1
p −

ε3
2

)‖h‖2 + (ν1c
−1
p −

ε3
2

)‖h
′
‖2

+
ε3
2
‖h‖2 +

ε3
2
‖h
′
‖2 +

ε3
2
‖L

1
2 u‖2 +

ε3
2
‖L

1
2 u
′
‖2

≤ ‖f‖‖u
′
‖+ ‖f

′
‖‖u

′′
‖+

ε3
2
‖f‖‖u‖+

ε3
2
‖f
′
‖‖u

′
‖

+ cE
ε3
2
‖L̃

1
2 h‖‖u‖+ cE

ε3
2
‖L̃

1
2 h
′
‖‖u

′
‖+

ε3
2
α‖u

′
‖‖u‖

+
ε3
2
‖u
′
‖2 +

ε3
2
‖u
′′
‖2 +

ε3
2

(ρ(u
′
), u) +

ε3
2
α‖u

′′
‖‖u

′
‖ . (3.1.38)

Note que o termo ν1c
−1
p − ε3

2
é positivo pelo fato de ν1 ser grande e

0 < ε3 < min{1, 2

cp
}.

Estimaremos o termo
ε3
2

(ρ(u
′
), u). Devido à hipótese (H3)(b), desigual-

dade de Hölder e a imersão cont́ınua de H1
0 (Ω) em Lp+1(Ω) temos que

ε3
2
‖(ρ(u

′
), u)‖ =

ε3
2

∫
Ω

‖(ρ(u
′
), u)‖ dX ≤ ε3

2
k1

∫
Ω

‖u
′
‖p+1

R3 ‖u‖EdX

≤ ε3
2
k1

(∫
Ω

‖u
′
‖p+2

R3 dX

) p+1
p+2

(∫
Ω

‖u‖p+2

R3 dX

) 1

p+ 2
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≤ ε3
2
k1cp‖u

′
‖p+1

Lp+2‖L
1
2 u‖Lp+2 .

Substituimos a estimativa anterior em (3.1.38) obtemos

d

dt
G(t) +

ε3
2
‖h‖2 +

ε3
2
‖h
′
‖2 +

ε3
2
‖L

1
2 u‖2 +

ε3
2
‖L

1
2 u
′
‖2

≤ ‖f‖‖u
′
‖+ ‖f

′
‖‖u

′′
‖+

ε3
2
‖f‖‖u‖+

ε3
2
‖f
′
‖‖u

′
‖

+ cE
ε3
2
‖L̃

1
2 h‖‖u‖+ cE

ε3
2
‖L̃

1
2 h
′
‖‖u

′
‖+

ε3
2
α‖u

′
‖‖u‖

+
ε3
2
‖u
′
‖2 +

ε3
2
‖u
′′
‖2 +

ε3
2
α‖u

′′
‖‖u

′
‖

+
ε3
2
k1cp‖u

′
‖p+1

Lp+2‖L
1
2 u‖Lp+2 .

Na sequência adicionamos a ambos os lados os termos
ε3
2
‖u
′
‖2 e

ε3
2
‖u
′′
‖2

e escolhemos ε3 < min{1, 2

cp
,

2

ν1cp
} obtendo o seguinte resultado

d

dt
G(t) +

ε3
2
EII(t)

≤ ‖f‖‖u
′
‖+ ‖f

′
‖‖u

′′
‖+

ε3
2
‖f‖‖u‖+

ε3
2
‖f
′
‖‖u

′
‖

+ cE
ε3
2
‖L̃

1
2 h‖‖u‖+ cE

ε3
2
‖L̃

1
2 h
′
‖‖u

′
‖+

ε3
2
α‖u

′
‖‖u‖

+ ε3‖u
′
‖2 + ε3‖u

′′
‖2 +

ε3
2
α‖u

′′
‖‖u

′
‖

+
ε3
2
k1cp‖u

′
‖p+1

Lp+2‖L
1
2 u‖Lp+2 .

Usando o Lema 3.1 e assumindo sem perda de generalidade que G(t) 6=
0, ∀t ∈ R, dividimos ambos os lados por

√
G(t) obtendo

2
d

dt

√
G(t) + 4ε3

√
G(t)

≤ ‖f‖+ ‖f
′
‖+ cp

ε3
2
‖f‖+

ε3
2
‖f
′
‖

+ cpcE
ε3
2
‖L̃

1
2 h‖+ cE

ε3
2
‖L̃

1
2 h
′
‖+ cp

ε3
2
α‖u

′
‖

+ ε3‖u
′
‖+ ε3‖u

′′
‖+

ε3
2
α‖u

′′
‖

+
ε3
2
k1cp‖u

′
‖p+1

Lp+2 .
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Integrando de 0 a T e usando o fato de que G(t) é T -periódico, obtemos

4ε3

∫ T

0

√
G(s)ds ≤ (1 + cp

ε3
2

)

∫ T

0

‖f(s)‖ds+ (1 +
ε3
2

)

∫ T

0

‖f
′
(s)‖ds

+ cpcE
ε3
2

∫ T

0

‖L̃
1
2 h(s)‖ds+ cE

ε3
2

∫ T

0

‖L̃
1
2 h
′
(s)‖ds

+ (ε3 + cp
ε3
2
α)

∫ T

0

‖u
′
(s)‖ds+ (ε3 +

ε3
2
α)

∫ T

0

‖u
′′

(s)‖ds

+
ε3
2
k1cp

∫ T

0

‖u
′
(s)‖p+1

Lp+2ds .

Usando a hipótese (H1) (sobre f e f
′

) temos que (1+cp
ε3
2

)

∫ T

0

‖f(s)‖ds ≤

c5f e (1 +
ε3
2

)

∫ T

0

‖f
′
(s)‖ds ≤ c6f ′ . Aplicando a desigualdade de Hölder e

as estimativas (3.1.28), (3.1.29), (3.1.34) e (3.1.35) obtemos

4ε3

∫ T

0

√
G(s)ds ≤ c5f + c6f ′ + cpcE

ε3
2

√
Tc2f

+ cE
ε3
2

√
Tc4f ′ + (ε3 + cp

ε3
2
α)
√
Tc1f

+ (ε3 +
ε3
2
α)
√
Tc3f ′ +

ε3
2
k1cp

√
Tc1f .

Seja

Cf := c5f + c6f ′ + cpcE
ε3
2

√
Tc2f + cE

ε3
2

√
Tc4f ′

+ (ε3 + cp
ε3
2
α)
√
Tc1f + (ε3 +

ε3
2
α)
√
Tc3f ′ +

ε3
2
k1cp

√
Tc1f ,

e não depende de λ. Então,∫ T

0

√
G(s)ds ≤ Cf

4ε3
.

Em particular, pelo Lema 3.1, temos∫ T

0

√
EII(s)ds ≤

Cf

2
√

2ε3
. (3.1.39)

Para aplicar o Lema 1.5 (Gronwall periódico), obteremos a outra estimativa

necessária. Para isso, adicionamos as equações (3.1.26) e (3.1.32) obtendo
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a identidade de energia

d

dt
EII(t) + α(1− λ)‖u

′
‖2 + λ(ρ(u

′
), u
′
)

+ ν1‖L̃
1
2 h‖2 + α(1− λ)‖u

′′
‖2

+ λ(
∂

∂t
(ρ(u

′
)), u

′′
) + ν1‖L̃

1
2 h
′
‖2

= λ(f, u
′
) + λ(f

′
, u
′′

) .

Usando a hipótese λ < 1 temos

d

dt
EII(t) ≤ (f, u

′
) + (f

′
, u
′′

)

≤ ‖f‖
√
EII(t) + ‖f

′
‖
√
EII(t) .

Dividindo ambos os lados por
√
EII(t) obtemos a estimativa pretendida

d

dt

√
EII(t) ≤

1

2
(‖f‖+ ‖f

′
‖) ≤ 1

2
sup
t∈[0,T ]

(‖f‖+ ‖f
′
‖) . (3.1.40)

Aplicando o Lema 1.5 (Gronwall periódico) inferimos a seguinte estimativa

uniforme

sup
t∈[0,T ]

√
EII(t) ≤

cf
4Tε3

+ 2T sup
t∈[0,T ]

(‖f‖+ ‖f
′
‖).

Com essa estimativa, podemos aplicar o Teorema 1.5 (Leray-Schauder)

para a aplicação Φ com a seguinte estimativa a priori

‖(u, h)‖
C

1,0
m,T
≤ cf

4Tε3
+ 2T sup

t∈[0,T ]

(‖f‖+ ‖f
′
‖) := R.

Portanto, provamos que para cada m > 0, existe uma única solução T -

periódica (um, hm) ∈ C2,1
m,T para o problema aproximado (3.1.8)-(3.1.9).

As normas ‖ u
′
m ‖, ‖ um ‖ e ‖ hm ‖ são limitadas independentes de t e

m. Como em dimensão finita todas as normas são equivalentes, então cada

componentes dessas normas são limitadas pela norma do supremo. Essas

limitações são independentes de u
′
m, um e hm. Portanto, suas componentes

são limitadas em dimensão finita e são soluções de um sistema de EDO’S.

Logo, essas soluções podem ser prolongadas à dimensão infinita.
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Agora precisamos provar as convergências das soluções aproximadas

obtidas. O procedimento para passar limite nos termos não oferece dificul-

dades e está detalhado na tese de Mohebbi [50]. Apresentaremos de forma

resumida essa parte.

A existência de solução T -periódica forte do problema em dimensão finita

nos permite obter sequência (um, hm) tal que

I hm é limitada em L2(0, T ;H1
σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2

σ(Ω)),

II h
′
m é limitada em L2(0, T ;H1

σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2
σ(Ω)),

III um é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)),

IV u
′
m é limitada em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), e

V u
′′
m é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)).

De (III) e Teorema de Banach-Alaoglu, segue a existência de uma u ∈
L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) e uma subsequência de {um}m∈N, denotado novamente

por {um}m∈N tal que um → u fraca*. Como L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) é imerso

continuamente em L2(0, T ;H1
0 (Ω)), segue tembém de (III) que um é li-

mitado em L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Portanto, existe um u1 ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω))

para a qual a subsequência um converge fraca. Da imersão cont́ınua de

L∞ em L2, concluimos que u1 = u. Assim, inferimos a existência de

u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) tal que

(i) um → u fraca em L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

De forma análoga, obtemos a existência de u
′
∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) e h ∈
L2(0, T ;H1

σ(Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2
σ(Ω)) tais que

(ii) u
′
m → u

′
fraca em L2(0, T ;L2(Ω)),

(iii) hm → h fraca∗ em L∞(0, T ;L2
σ(Ω)) e

(iv) hm → h fraca em L2(0, T ;H1
σ(Ω)) .

Além das convergências fracas, temos também a seguinte convergência forte

(v) hm → h em L2(0, T ;L2
σ(Ω)).

Para obter essa convergência, escrevemos a equação do campo magnético

como um funcional de H
− 3

2
σ (Ω), isto é,

〈h
′
m, φ̃〉+ ν1〈L̃hm, φ̃〉 = 〈rot[u

′
m ∧He], φ̃〉, ∀φ̃ ∈ H

3
2
σ (Ω).
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Usando o Lema 1.6 obtemos

〈h
′
m, φ̃〉 = (u

′
∧He, rot φ̃)− ν1(rothm, rot φ̃)

≤ ‖u
′
m‖‖He‖H1‖φ̃‖

H
3
2
σ

+ ν1‖hm‖H1
σ
‖φ̃‖

H
3
2
σ

.

Dividindo ambos os lados por ‖φ̃‖
H

3
2
σ

e tomando o sup sobre φ̃ ∈ H
3
2
σ (Ω),

obtemos

‖h
′
m‖

H
− 3

2
σ

≤ ‖u
′
m‖‖He‖H1 + ν1‖hm‖H1

σ
.

Na sequência, elevamos ao quadrado ambos os lados, integramos de 0 a T

e inferimos o seguinte resultado∫ T

0

‖h
′
m‖2

H
− 3

2
σ

≤ 2cE

∫ T

0

‖u
′
m‖2 + 2ν1

∫ T

0

‖hm‖H1
σ

≤ C,

em que foi usado I e IV e C é constante e ‖He‖H1 ≤ CcE . Portanto,

{h
′
m}n∈N é limitado em L2(0, T ;H

− 3
2

σ (Ω)). Usando argumentos de compa-

cidade e teorema de imersão obtemos a convergência pretendida (v).

Para obter a solução na forma da definição fraca, multiplicamos (3.1.8)

e (3.1.9) por η ∈ DT e integramos por partes no tempo, obtendo que para

qualquer η > 0 e para qualquer j > 0, (um, hm) satisfaz

−
∫ T

0

(um, φj)2η
′′

+

∫ T

0

aI(um, φj)2η +

∫ T

0

(ρ(u
′
m), φj)2η

=

∫ T

0

(rothm ∧He, φj)η +

∫ T

0

(f, φj)2η,

−
∫ T

0

(hm, φ̃j)2η
′

+

∫ T

0

aII(hm, φ̃j)2η =

∫ T

0

(u
′
m ∧He, rot φ̃j)η .

Na sequência, passamos o limite nas equações acima quando m → ∞.

Usando as convergências fracas (i) e (iv) temos

lim
m→∞

∫ T

0

(um, φj)2η
′′

=

∫ T

0

(u, φj)2η
′′
,

lim
m→∞

∫ T

0

aI(um, φj)2η =

∫ T

0

aI(u, φj)2η,
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lim
m→∞

∫ T

0

(hm, φ̃j)2η
′

=

∫ T

0

(h, φ̃j)2η
′
, e

lim
m→∞

∫ T

0

aII(hm, φ̃j)2η =

∫ T

0

aII(h, φ̃j)2η .

Agora, passaremos o limite nos termos acoplados. Começamos com o termo

acoplado na equação do campo de deslocamento. Isto é,

lim
m→∞

∫ T

0

(rothm ∧He, φj)η →
∫ T

0

(roth ∧He, φj)η.

Temos que

lim
m→∞

|
∫ T

0

(rothm ∧He − roth ∧He, φj)η|

≤ lim
m→∞

|
∫ T

0

(rot(hm − h) ∧He, φj)η|

= 0,

em que adicionamos e subtraimos h, usamos (v) e o fato de que φj é nula

na fronteria. Assim, temos que

lim
m→∞

∫ T

0

(rothm ∧He, φj)η =

∫ T

0

(roth ∧He, φj)η.

De forma análoga obtemos a convergência do termo acoplado na equação

do campo magnético. Isto é,

lim
m→∞

∫ T

0

(u
′
m ∧He, rot φ̃j)η →

∫ T

0

(u
′
∧He, φ̃j)η.

O próximo passo é provar a convergência do termo dissipativo não linear

ρ(u
′
m). Seja q =

p+ 2

p+ 1
. Usando a hipótese (H3)(b) e IV temos a seguinte

limitação

‖ρ(u
′
m)‖qLq(0,T ;Lq) =

∫ T

0

∫
Ω

‖ρ(u
′
m)‖q

≤ k1

∫ T

0

∫
Ω

‖u
′
m‖p+2

= k1‖u
′
m‖p+2

Lp+2(0,T ;Lp+2)
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≤ C .

Portanto, temos que {ρ(u
′
m)}n∈N é limitado em Lq(0, T ;Lq) e existe uma

subsequência denotada novamente por u
′
m e ξ ∈ Lq(0, T ;Lq) tal que

(vi) ρ(u
′
m)→ ξ fraco em Lq(0, T ;Lq), quando m→∞. Isto é,∫ T

0

(ρ(u
′
m), φ)ds→

∫ T

0

(ξ, φ)ds, ∀φ ∈ Lp+2(0, T ;Lp+2).

A parte final da demonstação é provar que ξ = ρ(u
′
). O procedimento

clássico para obtenção dessa igualdade é conhecido como ”Minty’s trick”.

Básicamente, obtém-se uma igualdade de energia, uma desigualdade de

energia e usa-se propriedades de convolução, monotonia de ρ e teorema de

convergência dominada. A igualdade de energia é obtida por regularização

no tempo. Omitimos essa parte que pode ser encontrada em [50].

A unicidade das soluções fortes T -periódicas no tempo é facilmente

obtida usando o seguinte Lema ( [41], p.7):

Lema 3.2. Para quaisquer x, y ∈ RN e β ≥ 1 a desigualdade

(|x|β−1x− |y|β−1y).(x− y) ≥ 1

2
(|x|β−1 + |y|β−1)|x− y|2

é válida e o coeficiente
1

2
é ótimo.

Agora enunciamos o teorema da unicidade:

Teorema 3.2. Se

(ρ(x)− ρ(y))(x− y) ≥ 1

2
(|x|p + |y|p)|x− y|2, ∀x, y ∈ Rn,

então a solução forte T -periódica (u, h) para o problema (3.1.1) - (3.1.5) é

única.
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Caṕıtulo 4

Existência de Soluções

T -Periódicas para o

Sistema Ferrofluidos

4.1 Introdução

O escopo deste caṕıtulo é o estudo de questões de existência de soluções

periódicas fracas e fortes de um sistema de equações diferenciais parciais

que modelam o movimento de fluidos influenciado por forças fortes de

polarização magnética, ou seja, certas equações diferenciais parciais da

Ferro-hidrodinâmica (FHD). Os fluidos magnéticos, ou ferrofluidos, são

fluidos contendo nano-part́ıculas em grande quantidade (1023 part́ıculas

por metro cúbico, cada part́ıcula com 3 a 15 nanometros de diâmetro).

Ferrofluidos tem sido empregados em várias aplicações como em selos de

eixos rotativos nos discos ŕıgidos de computadores, na manufatura de semi-

condutores, em selos de pressão para compressores, etc. Eles são também

usados no resfriamento de bobinas de speakers, para administrar drogas

em certas partes do corpo , como marcador de fluxo sangúıneo em medidas

circulatórias não-invasivas, etc. ( [63]).
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Revisemos brevemente a obtenção das equações governantes (mais detalhes

em [63], [64]).

A equação do movimento para o fluido magnético é obtida de um balanço

de forças por unidade de volume (via segunda lei de Newton), sendo dada

por

ρ
dv

dt
= fp + fv + fg + fm + fa, (4.1.1)

onde d/dt = ∂/∂t+ v · ∇ é a derivada material, ρ é a densidade do fluido

e v é sua velocidade,

fp = −∇p (4.1.2)

é a força de pressão por unidade de volume (p é a pressão do fluido),

fv = ∇ · Tv é a força viscosa por unidade de volume, sendo Tv o tensor

tensão viscoso, dado por

Tv = η
[
∇v + (∇v)t

]
+ λ (∇ · v) I,

onde η é o primeiro coeficiente de viscosidade e λ é o segundo coeficiente

de viscosidade. Então,

fv = η∇v + (η + λ)∇(div v).

Como para fluidos incompresśıveis div v = 0, temos que

fv = η∆v. (4.1.3)

A força de corpo por unidade de volume devido ao campo gravitacional é

dada por

fg = ρg, (4.1.4)

onde g é a aceleração da gravidade.

Em relação à penúltima força na equação de balanço de momento linear,

fm = ∇ · Tm, onde Tm = −aI +Bh é o tensor tensão de um fluido magne-

tizável. Então,

∇ · Tm = −∇a+B · ∇h
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(pois div B = 0 pela equação de Maxwell). Como

B = µ0 (h+m) ,

substituindo na equação anterior, obtém-se

fm = −∇
(
a+

µ0

2
|h|2
)

+ µ0 m · ∇h. (4.1.5)

A força relacionada ao momento angular interno é fa = ∇ · T1, onde

Ta =
1

2
ε ·A,

ε = eiejekεi,j,k e

A = 2ξ (rot v − 2ω) .

A descreve a taxa de conversão do momento angular externo em momento

angular interno. Então,

Ta = ξ ε · (rot v − 2ω)

e portanto:

fa = −1

2
rot A = ξ ∇ (∇ · v) + ξ ∆v + 2ξ rot ω. (4.1.6)

Portanto, a equação do movimento para fluidos magnéticos é dada por

ρ
( v
∂t

+ (v · ∇) v
)

= −∇Π + ηe ∆v

+ µ0 m · ∇h+ g + 2ξ rot ω, (4.1.7)

com ηe = ξ + η, Π = a+ µ0
2
|h|2 + p e a condição de incompressibilidade é

∇ · v = 0. (4.1.8)

Derivemos agora a equação da magnetizaçãom, que é o momento magnético

do dipolo por unidade de volume. A denominada equação de relaxação es-

tabelece que a taxa de variação do momento magnético é proporcional ao
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seu deslocamento vetorial do equiĺıbrio. Isto é,

D′m

Dt
= − 1

τ
(m−m0) ,

sendo τ a constante do tempo de relaxação. D′ refere-se a um referencial F ′

que move-se e rotaciona com o movimento médio das part́ıculas suspensas.

Em 1974, Schliomis propôs o seguinte modelo:

dm

dt
= ω ∧m− 1

τ
(m−m0) . (4.1.9)

Para baixos limites do campo magnético m0 = χ0h, onde χ0 é a denomi-

nada suscetibilidade magnética inercial. Então,

∂m

∂t
+ (v · ∇)m = ω ∧m− 1

τ
(m− χ0 h) . (4.1.10)

A última equação de conservação do modelo a ser investigado neste caṕıtulo

é derivada de um balanço de momento angular interno:

ρ
ds

dt
= ρG+∇ · C +A,

onde

C = λ′ (∇ · ω) I + η′ [∇ω + (∇ω)t] .

Então,

∇ · C =
(
λ′ + η′

)
∇ (∇ · ω) + η′ ∆ω.

Logo,

ρI
dω

dt
= ρG+ 2ξ (rot v − 2ω) + β′ ∇ (∇ · ω) + η′ ∆ω.

Usando a relação constitutiva ρG = µ0 m ∧ h, obtemos a equação do

momento angular do ferrofluido.

ρI
dω

dt
= µ0 m ∧ h+ 2ξ (rot v − 2ω) + β′ ∇ (∇ · ω) + η′ ∆ω. (4.1.11)

onde β′ = λ′ + η′.

As equações destacadas são complementadas com as seguintes equações

para o campo magnético (equações magneto-estáticas):

rot h = 0, div (h+ 4π m) = 0. (4.1.12)
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A primeira equação é a forma magneto-estática da lei de Ampére.

Revisão bibliográfica

O modelo matemático correspondente às equações governantes descri-

tas na seção anterior é denominado na literatura de modelo de Rosensweig.

Revisaremos apenas os trabalhos da literatura que trataram questões de

existência de soluções para este modelo. Em 2008 Amirat, Hamdache e Mu-

rat ( [3]) estabeleceram a existência de solução global fraca em domı́nios

limitados do R3. Para obter este resultado, os autores adicionaram um

termo de regularização −σ ∆m é equação da magnetização e consideraram

as condições de contorno: u = 0, ω = 0, rot m∧n = 0, m ·n = 0 e h ·n = 0.

Em 2010, Amirat e Handache ( [4]) provaram a existência local de uma

única solução forte em domı́nios limitados do R3, sem o termo de regu-

larização já mencionado, e com condições de contorno v = 0, ω = 0,

(h+m) · n = 0.

Em 2010, Wang e Tan ( [70]) estabeleceram a existência de soluções glo-

bais fracas em domı́nios limitados do R3 para as equações regularizadas

(no sentido já descrito) do escoamento de um fluido incompresśıvel não-

homogêneo, ou seja, a densidade ρ depende de t e x e temos ρt+div(ρv) = 0.

Os autores também investigaram o comportamento assintótico no tempo

para tais soluções e estudaram a relação entre as soluções deste modelo e

as soluções de um outro modelo (de Shliomis).

Estes resultados destacados da literatura constituiram uma motivação

para a nossa investigação. O resultado novo, neste caṕıtulo, é o fato de

obtermos a existência de soluções fortes T -periódicas para o modelo ferro-

fluidos de Rosensweig, em Ω ⊂ R2.

4.2 Existência

Nesta seção, estudamos a existência de soluções T -periódicas do modelo

ferrofluidos de Rosenweig, em Ω ⊂ R3 aberto limitado com fronteira regu-

lar. Para atingir o nosso objetivo, usaremos o método de Faedo-Galerkin

e o Teorema de ponto fixo de Brouwer. O sistema que iremos estudar é o
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seguinte:

%(
∂u

∂t
+ (u.∇)u)− (η + ξ)∆u+∇p = µ0(m.∇)h+ 2ξ rotw, (4.2.1)

div u = 0, (4.2.2)

%k(
∂w

∂t
+ (u.∇)w)− η

′
∆w − (η

′
+ λ

′
)∇(divw)

= µ0m ∧ h+ 2ξ(rotu− 2w), (4.2.3)

∂m

∂t
+ (u.∇)m = w ∧m− 1

τ
(m− χ0h) + σ∆m, (4.2.4)

roth = 0, div(h+ 4πm) = f, (4.2.5)

em ΩT := (0, T )×Ω, com as seguintes condições de fronteira e periodicidade

respectivamente

u = 0, w = 0, m.n = 0, rot m ∧ n = 0, h.n = 0 em ∂ΩT := (0, T )× Ω,

(4.2.6)

u(0, x) = u(T, x), w(0, x) = w(T, x), m(0, x) = m(T, x),

h(0, x) = h(T, x), x ∈ Ω, ∀t ∈ R . (4.2.7)

u = (u1, u2, u3) é a velocidade do ferrofluidos; p representa a pressão

do flúıdo; w = (w1, w2, w3) é o momento angular do ferrofluidos; h =

(h1, h2, h3) é o campo magnético; m = (m1,m2,m3) é a magnetização em

Ω; % é a densidade da massa do ferrofluidos; %, k, η, ξ, η
′
, λ
′
, τ, χ0 e µ0 são

constantes positivos e f é uma função dada em ΩT tal que

∫
Ω

fdx = 0.

As condições de fronteira para a magnetização m, em (4.2.6), são consis-

tentes com o operador de Laplace:∫
Ω

(−∆m).q dx =

∫
Ω

rotm. rot q dx+

∫
Ω

(divm)(div q) dx

−
∫
∂Ω

(rotm ∧ n).q dx−
∫
∂Ω

(divm∧)q.n dx . (4.2.8)

Agora, introduziremos os seguintes espaços funcionais:

Dσ(Ω) := {v ∈ C∞0 (Ω)3 : div v = 0 em Ω},

Hσ(Ω) := Dσ(Ω)
L2(Ω)3

,
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Vσ(Ω) := Dσ(Ω)
H1(Ω)3

.

Note que os espaços Vσ(Ω) e Hσ(Ω) podem ser caracterizados da seguinte

forma:

Proposição 4.1. i) Vσ(Ω) = {v ∈ H1
0 (Ω)3 : div v = 0 em Ω};

ii) Hσ(Ω) = {v ∈ L2(Ω)3 : div v = 0 em Ω, v.n = 0 em ∂Ω}.

Note ainda que Vσ(Ω) ⊂ Hσ(Ω) ⊂ V
′
σ(Ω), em que V

′
σ(Ω) é o espaço

dual de Vσ(Ω).

Usando a decomposição de Helmholtz ( [23], p.216), temos

L2(Ω)3 = Hσ(Ω)⊕Hσ(Ω)⊥,

em que Hσ(Ω)⊥ := {h = ∇w : w ∈ H1(Ω)}. Seja

M := {q ∈ L2(Ω)d : div q ∈ L2(Ω), rot q ∈ L2(Ω)d, q.n = 0 sobre ∂Ω}

o espaço de Hilbert munido com o produto interno

〈q1, q2〉 :=

∫
Ω

q1.q2 dx+

∫
Ω

(div q1)(div q2) dx+

∫
Ω

(rot q1).(rot q2) dx

(4.2.9)

e a norma associada. Temos a seguinte caracterização:

M := {q ∈ H1(Ω)3 : q.n = 0 sobre ∂Ω}

e ‖.‖M e ‖.‖H1(Ω)3 são duas normas equivalentes no espaço M.

Seja T > 0 fixo. Assumimos que

u0 ∈ Hσ(Ω); w0 ∈ L2(Ω)3; m0 ∈ L2(Ω)3; (4.2.10)

f ∈ H1(0, T ;L2(Ω)3);

∫
Ω

f dx = 0. (4.2.11)

Seja h0 := ∇ϕ0, onde ϕ0 é a única solução fraca em H1(Ω) de

−∆ϕ0 = 4π divm0 − f0 em Ω, (4.2.12)

∂ϕ0

∂n
= 0 sobre ∂Ω, (4.2.13)

101



∫
Ω

ϕ0 dx = 0, (4.2.14)

em que f0 := f |t=0. Denotamos por C([0, T ];Xfraca) o espaço das funções

de [0,T] em um espaço de Hilbert cont́ınua X na topologia fraca. Isto é,

vn ⇀ v em C([0, T ];Xfraca) se 〈vn(t);w〉 → 〈v(t);w〉 uniformemente em

relação à t ∈ [0, T ], ∀w ∈ X.

A seguir, definiremos a solução fraca para o nosso problema.

Definição 4.1. Dizemos que (u,w,m, h) é uma solução global fraca de

(4.2.1)-(4.2.7) se as condições (i), (ii) e (iii) abaixo são satisfeitas:

(i)

u ∈ L∞(0, T ;Hσ(Ω)) ∩ L2(0, T ;Vσ(Ω)) ∩ C([0, T ];Vσfraca(Ω)),

w ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)3) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)3) ∩ C([0, T ];L2(Ω)3

fraca),

m ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)3) ∩ L2(0, T ;M) ∩ C([0, T ];L2(Ω)3
fraca),

h ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)3) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)3);

(ii) a função h é tal que h = ∇ϕ, em que

ϕ ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)) e satisfaz

−∆ϕ = 4π divm− f em ΩT , (4.2.15)

∂ϕ

∂n
= 0 sobre ∂ΩT := (0, T )× ∂Ω,

∫
Ω

ϕ dx = 0 em (0, T );

(4.2.16)

(iii) as equações (4.2.1), (4.2.3) e (4.2.4) são válidas no sentido fraco, ou

seja, ∀v ∈ Vσ(Ω), z ∈ H1
0 (Ω)3 e q ∈M, temos

%
d

dt

∫
Ω

u.v dx+ %

∫
Ω

(u.∇)u.v dx+ (η + ξ)

∫
Ω

∇u.∇v dx

= µ0

∫
Ω

(m.∇)h.v dx+ 2ξ

∫
Ω

(rotw).v dx, em D
′
(0, T ), (4.2.17)

u|t=0 = u0, (4.2.18)

%k
d

dt

∫
Ω

w.z dx+ %k

∫
Ω

(u.∇)w.z dx

+ η
′
∫

Ω

∇w∇z dx+ (η
′

+ λ
′
)

∫
Ω

(divw)(div z) dx
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= µ0

∫
Ω

(m ∧ h).z dx+ 2ξ

∫
Ω

(rotu− 2w).z dx, em D
′
(0, T ),

(4.2.19)

w|t=0 = w0, (4.2.20)

d

dt

∫
Ω

m.q dx+

∫
Ω

(u.∇)m.q dx

+ σ

∫
Ω

(rotm).(rot q) dx+ σ

∫
Ω

(divm).(div q) dx

=

∫
0

(w ∧m).q dx− 1

τ

∫
Ω

(m− χ0h).q dx, em D
′
(0, T ), (4.2.21)

m|t=0 = m0 . (4.2.22)

4.2.1 Soluções fracas T -periódicas

Nesta subseção, provaremos a existência de soluções fracas T -periódicas

para o problema (4.2.1)-(4.2.7). De fato, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Seja T > 0 fixo, o peŕıodo da função f. Ω ⊂ R3, aberto

limitado com fronteira regular. Assumimos (4.2.11). Então, existem

u ∈ L∞(0, T ;Hσ(Ω)) ∩ L2(0, T ;Vσ(Ω)) ∩ C([0, T ];Hσfraca(Ω)),

w ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)3) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)3) ∩ C([0, T ];L2(Ω)3

fraca),

m ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)3) ∩ L2(0, T ;M) ∩ C([0, T ];L2(Ω)3
fraca),

h ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)3) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)3),

tais que (u,w,m, h) satisfazem o sistema (4.2.15)-(4.2.22) .

Demonstração. Usaremos o Teorema de ponto fixo de Brouwer para provar

a existência de solução fraca T -periódica em espaço de dimensão finita.

Para isso, consideramos as equações usando as aproximações do Faedo-

Galerkin para qualquer m inteiro positivo fixo,

%
d

dt

∫
Ω

um.φ
u
j dx+ %

∫
Ω

(um.∇)um.φ
u
j dx+ (η + ξ)

∫
Ω

∇um.∇φuj dx

= µ0

∫
Ω

(mm.∇)hm.φ
u
j dx+ 2ξ

∫
Ω

(rotwm).φuj dx, (4.2.23)

um|t=0 = u0m, (4.2.24)
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%k
d

dt

∫
Ω

wm.φ
w
j dx+ %k

∫
Ω

(um.∇)wm.φ
w
j dx

+ η
′
∫

Ω

∇wm∇φwj dx+ (η
′

+ λ
′
)

∫
Ω

(divwm)(div φwj ) dx

= µ0

∫
Ω

(mm ∧ hm).φwj dx+ 2ξ

∫
Ω

(rotum − 2wm).φwj dx, (4.2.25)

wm|t=0 = w0m, (4.2.26)

d

dt

∫
Ω

mm.φ
m
j dx+

∫
Ω

(um.∇)mm.φ
m
j dx+ σ

∫
Ω

(rotmm).(rotφmj ) dx

=

∫
0

(wm ∧mm).φmj dx− 1

τ

∫
Ω

(mm − χ0hm).φmj dx, (4.2.27)

d

dt

∫
Ω

mm.∇ψmj dx+

∫
Ω

(um.∇)mm.∇ψmj dx+ σ

∫
Ω

(divmm).(∆ψmj ) dx

=

∫
0

(wm ∧mm).∇ψmj dx− 1

τ

∫
Ω

(mm − χ0hm).∇ψmj dx, (4.2.28)

mm|t=0 = m0m, (4.2.29)∫
Ω

∇ϕm.∇ψmj dx = −4π

∫
Ω

mm.∇ψmj dx−
∫

Ω

fψmj dx, j = 1, ...,m

(4.2.30)

em que u0m, w0m,m0m são projeções ortogonais de u0, w0,m0 sobre o

espaço gerado por φu1 , ..., φ
u
m, φ

w
1 , ..., φ

w
m e φm1 , ..., φ

m
m,∇ψm1 , ...,∇ψmm res-

pectivamente e

um =

m∑
j=1

aj(t)φ
u
j , wm =

m∑
j=1

bj(t)φ
w
j ,

mm =

m∑
j=1

cj(t)φ
m
j +

m∑
j=1

cj+m(t)∇φmj ,

hm = ∇ϕm =

m∑
j=1

dj(t)∇ψmj ,

{φuj }j∈N é a base do espaço de Hilbert Vσ, {φwj }j∈N é a base do espaço

H1
0 (Ω)3, {φmj }j∈N é a base ortogonal do espaço G (definida abaixo) em

relação ao produto interno (4.2.9) e {ψmj }j∈N são autofunções, com respec-

tivas autovalores {λj}j∈N, do operador de Laplace

−∆ψmj = λjψ
m
j em Ω,

∂ψmj
∂n

= 0 em ∂Ω,

∫
Ω

ψmj dx = 0 .
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A sequência {ψmj }j∈N é a base ortogonal do espaço {m ∈ H1(Ω) :
∫

Ω
m dx =

0} em relação ao produto interno de H1(Ω). Sejam

G := {v ∈ H1(Ω)3 : div v = 0 em Ω, v.n = 0 em ∂Ω}, e

H := {h = ∇ψ : ψ ∈ H2(Ω),
∂ψ

∂n
= 0 sobre ∂Ω,

∫
Ω

ψ dx = 0}

dois subespaços fechados de M. Temos a decomposição M = G ⊕ H,

em que G e H são ortogonais com relação ao produto interno definido em

(4.2.9). Escolhemos para uma base de M uma base ortogonal de G com-

pletada por uma base espectral de H ( [3], Lema 2).

A partir de agora, iremos omitir o ı́ndice m nas funções u, w, m e h.

Com objetivo de obter a identidade de energia (que se encontra em [3]),

supomos que (u, w, m, h) são soluções do sistema (4.2.1)-(4.2.7). Pri-

meiro, consideramos as equações magneto-estáticas. Temos h = ∇ϕ e ϕ é

a solução de (4.2.15), (4.2.16). Multiplicando (4.2.15) por ϕ e integrando

por partes obtemos

‖h‖2 = −4π

∫
Ω

m.h dx−
∫

Ω

fϕ dx . (4.2.31)

Derivando (4.2.15) no tempo, multiplicando o resultado por ϕ e integrando

por partes obtemos

d

dt
‖h‖2 = −8π

∫
Ω

∂

∂t
m.h dx− 2

∫
Ω

∂

∂t
f.ϕ dx . (4.2.32)

Agora, multiplicamos a equação de Navier-Stokes (4.2.1) por u e integramos

por partes e usando o fato de que

∫
Ω

(u.∇)u.u dx = 0, obtemos

d

dt
(
%

2
‖u‖2) + (η + ξ)‖∇u‖2 = µ0

∫
Ω

(m.∇)h.u dx+ 2ξ

∫
Ω

(rotw).u dx .

(4.2.33)

Como roth = 0, podemos escrever o gradiente da força magnética (m.∇)h

da seguinte forma

∂k(mihi) = hi∂kmi +mi∂khi = hi∂kmi +mi∂ihk .
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Seja fm = (m.∇)h = mi∂ihk êk = (fmk ). Temos fmk = ∂k(mihi)− hi∂kmi.

Portanto,

(m.∇)h.u = ∇(m.h).u− (u.∇)m.h . (4.2.34)

Usando a integração por partes juntamente com o fato de que div u = 0

em ΩT e u = 0 em ∂ΩT , obtemos que∫
Ω

(m.∇)h.u dx =

∫
Ω

−(u.∇)m.h dx . (4.2.35)

Então, (4.2.33) torna-se

d

dt
(
%

2
‖u‖2) + (η + ξ)‖∇u‖2 = −µ0

∫
Ω

(u.∇)m.h dx+ 2ξ

∫
Ω

(rotw).u dx .

(4.2.36)

Por outro lado, multiplicamos a equação de magnetização (4.2.4) por h e

integrando sobre Ω segue

−
∫

Ω

(u.∇)m.h dx =

∫
Ω

∂m

∂t
.h dx−

∫
Ω

(w ∧m).h dx

+
1

τ

∫
Ω

(m− χ0h).h dx− σ
∫

Ω

(∆m).h dx . (4.2.37)

Combinando (4.2.31), (4.2.32) e (4.2.37), inferimos de (4.2.36) que

d

dt
[
%

2
‖u‖2 + ‖h‖2] + (η + ξ)‖∇u‖2 +

µ0

τ
(

1

4π
+ χ0)‖h‖2

= −µ0

∫
Ω

(u.∇)m.h dx+ 2ξ

∫
Ω

(rotw).u dx− µ0σ

∫
Ω

(∆m).h dx

− µ0

4πτ

∫
Ω

f.ϕ dx− µ0

4π

∫
Ω

∂f

∂t
.ϕ dx . (4.2.38)

Agora, como −∆m = rot rotm−∇(divm), integrando por partes e usando

as condições de fronteira rotm ∧ n = 0, h.n = 0 sobre ∂ΩT e as equações

magneto-estáticas (4.2.5), obtemos

−
∫

Ω

(∆m).h dx =

∫
Ω

rot rotm.h dx−
∫

Ω

∇(divm).h dx
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=

∫
Ω

rot rotm.h dx−
∫
∂Ω

(divm)h.n dS +

∫
Ω

(divm)(div h) dx

=

∫
Ω

rot rotm.h dx+

∫
Ω

f(divm) dx− 4π

∫
Ω

| divm|2 dx

=

∫
∂Ω

(rotm ∧ h).n dx+

∫
Ω

f(divm) dx− 4π

∫
Ω

| divm|2 dx

= −4π

∫
Ω

| divm|2 dx+

∫
Ω

f(divm) dx . (4.2.39)

Usando (4.2.39) em (4.2.38), obtemos a seguinte identidade

d

dt
[
%

2
‖u‖2 +

µ0

8π
‖h‖2] + (η + ξ)‖∇u‖2 +

µ0

τ
(

1

4π
+ χ0)‖h‖2 + 4πσµ0‖divm‖2

= −µ0

∫
Ω

(w ∧m).h dx+ 2ξ

∫
Ω

(rotw).u dx− µ0

4πτ

∫
Ω

f.ϕ dx

− µ0

4π

∫
Ω

∂f

∂t
.ϕ dx+ µ0σ

∫
Ω

f(divm) dx . (4.2.40)

Consideramos agora a equação do momento angular (4.2.3). Multiplicando

(4.2.3) por w, integrando por partes e usando a identidade∫
Ω

(u.∇)w.w dx,

obtemos

d

dt
(
%k

2
‖w‖2) + η

′
‖∇w‖2 + (η

′
+ λ

′
)‖ divw‖2 + 4ξ‖w‖2

= µ0

∫
Ω

(m ∧ h).w dx+ 2ξ

∫
Ω

(rotu).w dx . (4.2.41)

Adicionando (4.2.40) e (4.2.41) e usando as identidades

(w ∧m).h = w.(m ∧ h),

∫
Ω

(rotw).u dx =

∫
Ω

(rotu).w dx,

segue que

d

dt
[
%

2
‖u‖2 +

%k

2
‖w‖2 +

µ0

8π
‖h‖2] + η

′
‖∇w‖2 + (η

′
+ λ

′
)‖divw‖2

+ (η + ξ)‖∇u‖2 − 4ξ

∫
Ω

(rotu).w dx+ 4ξ‖w‖2

+
µ0

τ
(

1

4π
+ χ0)‖h‖2 + 4πσµ0‖divm‖2
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= − µ0

4πτ

∫
Ω

f.ϕ dS − µ0

4π

∫
Ω

∂f

∂t
.ϕ dx+ µ0σ

∫
Ω

f(divm) dx .

(4.2.42)

Como div u = 0, podemos escrever −∆u = rot rotu e via integração por

partes temos ‖∇u‖2 = ‖ rotu‖2. Então,

ξ‖∇u‖2 + 4ξ‖w‖2 − 4ξ

∫
Ω

(rotu).w dx = ξ‖ rotu− 2w‖2.

Então, (4.2.42) torna-se

d

dt
[
%

2
‖u‖2 +

%k

2
‖w‖2 +

µ0

8π
‖h‖2] + η

′
‖∇w‖2

+ (η
′

+ λ
′
)‖ divw‖2 + η‖∇u‖2 + ξ‖ rotu− 2w‖2

+
µ0

τ
(

1

4π
+ χ0)‖h‖2 + 4πσµ0‖divm‖2

= − µ0

4πτ

∫
Ω

f.ϕ dx− µ0

4π

∫
Ω

∂f

∂t
.ϕ dx+ µ0σ

∫
Ω

f.divm dx . (4.2.43)

Multiplicando a equação de magnetização por m, integrando por partes e

usando (4.2.31) obtemos

d

dt
(
1

2
‖m‖2) +

1

τ
‖m‖2 +

χ0

4πτ
‖h‖2 + σ(‖ rotm‖2 + ‖divm‖2)

= − χ0

4πτ

∫
Ω

fϕ dx . (4.2.44)

Adicionando (4.2.43) e (4.2.44) obtemos

d

dt
[
%

2
‖u‖2 +

%k

2
‖w‖2 +

1

2
‖m‖2 +

µ0

8π
‖h‖2] + η‖∇u‖2 + η

′
‖∇w‖2

+ (η
′

+ λ
′
)‖divw‖2 + ξ‖ rotu− 2w‖2 +

1

τ
‖m‖2 + σ‖ rotm‖2

+ σ(1 + 4πµ0)‖divm‖2 + (
µ0 + χ0 + 4πµ0χ0

4πτ
)‖h‖2

= − (µ0 + χ0)

4πτ

∫
Ω

f.ϕ dx− µ0

4π

∫
Ω

∂f

∂t
.ϕ dx+ µ0σ

∫
Ω

f.divm dx .

(4.2.45)

Seja

E(t) :=
%

2
‖u‖2 +

%k

2
‖w‖2 +

1

2
‖m‖2 +

µ0

8π
‖h‖2
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e uma nova função

F(t) := η‖∇u‖2 + η
′
‖∇w‖2 + (η

′
+ λ

′
)‖ divw‖2

+ ξ‖ rotu− 2w‖2 +
1

τ
‖m‖2 + σ‖ rotm‖2

+ σ(1 + 4πµ0)‖ divm‖2 + (
µ0 + χ0 + 4πµ0χ0

4πτ
)‖h‖2 .

Então, inferimos de (4.2.45) a seguinte identidade de energia

d

dt
E(t) + F(t)

= − (µ0 + χ0)

4πτ

∫
Ω

f.ϕ dx− µ0

4π

∫
Ω

∂f

∂t
.ϕ dx+ µ0σ

∫
Ω

f.divm dx .

(4.2.46)

Dando continuidade à nossa prova, agora obteremos uma estimativa para

E(t) independente do t e do m. Para isso, considerando (4.2.44), deduzimos

que

d

dt
(
1

2
‖m‖2) +

1

τ
‖m‖2 + (1− ε) χ0

4πτ
‖h‖2 + σ(‖ rotm‖2 + ‖ divm‖2)

≤ Cε
χ0

4πτ
‖f‖2 .

Integrando no tempo, e escolhendo 0 < ε < 1, obtemos

‖m‖L∞(0,T ;L2(Ω)3) ≤ C, ‖m‖L2(0,T ;M) ≤ C, ‖h‖L2(ΩT )3 ≤ C.

Então, pelo resultado clássico de regularidade para o operador de Laplace,

deduzimos de (4.2.15) e (4.2.16) que

‖h‖L2(0,T ;H1(Ω)3) ≤ C.

Multiplicando (4.2.12) por ϕ0, integrando por partes e usando a desigual-

dade de Poincaré, obtemos

‖h0‖ ≤ 4π‖m0‖+ C‖f0‖.
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Portanto, deduzimos de (4.2.43) que

‖u‖L∞(0,T ;L2(Ω)3) ≤ C, ‖u‖L2(0,T ;H1(Ω)3) ≤ C,

‖w‖L∞(0,T ;L2(Ω)3) ≤ C, ‖w‖L2(0,T ;H1(Ω)3) ≤ C,

‖h‖L∞(0,T ;L2(Ω)3) ≤ C,
√
ξ‖ rotu− 2w‖L2(ΩT )3 ≤ C.

Assim, obtemos a seguinte desigualdade de energia

d

dt
E(t) + F(t) ≤ ε(µ0 + χ0)

4πτ
‖h‖2 +

Cε(µ0 + χ0)

4πτ
‖f‖2 +

µ0

4π
‖h‖2

+
Cεµ0

4π
‖∂f
∂t
‖2 + µ0σ

2‖divm‖2 + µ0σCε‖f‖2

= ε(
µ0 + τ(µ0 + χ0)

4πτ
)‖h‖2 + µ0σε

2‖divm‖2

+ Cε(µ0σ +
µ0 + χ0

4πτ
)‖f‖2 + Cε

µ0

4π
‖∂f
∂t
‖2 . (4.2.47)

No próximo passo, analisamos as condições para obter os coeficientes po-

sitivos. Para cada ε > 0 suficientemente pequeno temos

d

dt
E(t) + η‖∇u‖2 + η

′
‖∇w‖2 + (η

′
+ λ

′
)‖ divw‖2

+ ξ‖ rotu− 2w‖2 +
1

τ
‖m‖2 + σ‖ rotm‖2 + σ(1 + 4πµ0 − εµ0)‖ divm‖2

+

(
(1− ε)µ0 + χ0 + 4πµ0χ0 − ε(τµ0 + χ0)

4πτ

)
‖h‖2

≤ Cε(µ0σ +
µ0 + χ0

4πτ
)‖f‖2 +

µ0

4π
Cε‖

∂f

∂t
‖2 . (4.2.48)

Usando a desigualdade de Poincaré obtemos o seguinte resultado

d

dt
E(t) +

ρ

2
‖u‖2 2η

ρcp
+
ρk

2
‖w‖2 2η

′

ρkcp

+
‖m‖2

2

2

τ
+
µ0

8π
‖h‖22

(
(1− ε)µ0 + χ0 + 4πµ0χ0 − ε(τµ0 + χ0)

τ

)
≤ Cε(µ0σ +

µ0 + χ0

4πτ
)‖f‖2 +

µ0

4π
Cε‖

∂f

∂t
‖2,

em que cp é a constante de Poincaré. Portanto,

d

dt
E(t) + CAE(t) ≤ Cε(µ0σ +

µ0 + χ0

4πτ
)‖f‖2 +

µ0

4π
Cε‖

∂f

∂t
‖2, (4.2.49)
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onde

CA := min

{
2η

ρcp
,

2η
′

ρkcp
,

2

τ
, 2

(
(1− ε)µ0 + χ0 + 4πµ0χ0 − ε(τµ0 + χ0)

τ

)}
.

A aplicação da desigualdade de Gronwall em (4.2.49), 0 ≤ t ≤ T , produz

o seguinte resultado

exp(CAt)E(t) ≤ E(0)

+

∫ t

0

(
exp(CAs)Cε(µ0σ +

µ0 + χ0

4πτ
)‖f(s)‖2 +

µ0

4π
Cε‖

∂f

∂t
(s)‖2

)
ds,

isto é,

E(t) ≤ E(0) exp(−CAt) + CB

∫ t

0

(
‖f(s)‖2 + ‖∂f

∂t
(s)‖2

)
ds, (4.2.50)

em que CB := max
{
µ0σ +

µ0 + χ0

4πτ
,
µ0

4π

}
Cε . Com o objetivo de construir

a nossa solução periódica, majoramos t por T em (4.2.50), obtendo assim,

E(T ) ≤ E(0) exp(−CAT ) + CB

∫ T

0

(
‖f(s)‖2 + ‖∂f

∂t
(s)‖2

)
ds . (4.2.51)

Agora, assumimos que E(0) ≤ R e fixamos o raio da bola

R :=

CB

∫ T

0

(
‖f(s)‖2 + ‖∂f

∂t
(s)‖2

)
ds

1− exp(−CAT )
.

Usando essas informações em (4.2.51) deduzimos o seguinte resultado

E(T ) ≤ E(0) exp(−CAT ) + CB

∫ T

0

(
‖f(s)‖2 + ‖∂f

∂t
(s)‖2

)
ds

≤ R exp(−CAT ) + (1− exp(−CAT ))R

≤ R . (4.2.52)

Portanto, mostramos que se E(0) ≤ R, então E(T ) ≤ R.

Definimos agora, uma aplicação Φ com objetivo de mostrar que ela tem
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um ponto fixo. Seja

Φ : BRm(0, R)→ BRm(0, R)

a aplicação de Poincaré que leva qualquer (u0m, w0m,m0m, h0m) ∈ BRm(0, R)

em (um(T ), wm(T ),mm(T ), hm(T )) ∈ BRm(0, R), em que

(um(T ), wm(T ),mm(T ), hm(T )) é solução de (4.2.15)-(4.2.22) no tempo T ,

e Rm := Rm×Rm×Rm×Rm. Temos também que a aplicação Φ é cont́ınua.

Então, pelo teorema de ponto fixo de Brouwer segue a existência de pelo

menos uma solução T -periódica (um, wm,mm, hm). Voltando a (4.2.50) e

usando a periodicidade de E(t), deduzimos a seguinte estimativa

E(T ) ≤ E(0) exp(−CAT ) + CB

∫ T

0

(
‖f(s)‖2 + ‖∂f

∂t
(s)‖2

)
ds

⇒ E(0)(1− exp(−CAT )) ≤ CB
∫ T

0

(
‖f(s)‖2 + ‖∂f

∂t
(s)‖2

)
ds

⇒ E(0) ≤
CB

∫ T

0

(
‖f(s)‖2 + ‖∂f

∂t
(s)‖2

)
ds

1− exp(−CAT )
.

Seja

Cf,f ′ =

∫ T

0

(
‖f(s)‖2 + ‖∂f

∂t
(s)‖2

)
ds uma constante

e (1− exp(−CAT )) ≤ 1. Então,

E(0) ≤ CBCf,f ′ . (4.2.53)

Usando (4.2.53) em (4.2.50) e (exp(−CAT )) ≤ 1, obtemos a estimativa

desejada

E(t) ≤ 2CBCf,f ′ . (4.2.54)

A passagem ao limite encontra-se em detalhes em [3]. Portanto, omi-

timos essa parte da prova. No entanto, destacamos que a prova é baseada

no método de compacidade de Lions. Além das estimativas a priori in-

dependente de m, usa-se algumas estimativas para derivadas fracionárias

no tempo para soluções aproximadas, (um, wm,mm, hm). Definindo as

soluções em todo o Rm, usa-se a transformada de Fourier para obter esti-

112



mativas fracionárias, isto é, para 0 < γ <
1

4
,

∫ +∞

−∞
|τ |2γ‖ûm(τ)‖2 dτ ≤ C,

∫ +∞

−∞
|τ |2γ‖ŵm(τ)‖2 dτ ≤ C,

∫ +∞

−∞
|τ |2γ‖m̂m(τ)‖2 dτ ≤ C .

O teorema de Banach-Alaoglu e imersões de Sobolev, nos permite obter

a convergência fraca das subsequências. Tendo as estimativas para de-

rivadas fracionárias, usa-se o teorema de Aubin-Lions para abstrair con-

vergências fortes. Usando argumentos de linearidade, continuidade e den-

sidade, passa-se o limite em cada um dos termos das equações.

4.2.2 Soluções fortes T -periódicas (d=2)

Nessa subseção, provaremos a regularidade das soluções fracas T -periódicas,

cuja existência foi provada na subseção anterior. Sejam C,C
′
1, C

′
4, cp cons-

tantes que não dependem do m. Sejam

A o operador de Stokes,

L() := η
′
∆() + (η

′
+ λ

′
)∇(div())

e L̃() := −∆()

com os domı́nios D(A) = H2(Ω) ∩ Vσ(Ω), D(L) = H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) e

D(L̃) = H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) respectivamente. Então, provaremos o seguinte

teorema:

Teorema 4.2. Seja T > 0 fixo, o peŕıodo da função f. Ω ⊂ R2, aberto

limitado com fronteira regular. Assumimos (4.2.11) e a seguinte condição:

σ2 > 4(πC
′
1)2C4(f, E(0)) + 2(cpC

′
4)2C2(f, E(0)).

Então, as soluções fracas T -periódicas, (u,w,m, h), que satisfazem o sis-
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tema (4.2.15)-(4.2.22), admitem a seguinte regularidade adicional:

u ∈ L∞(0, T ;Vσ(Ω)) ∩ L2(0, T ;D(A)),

w ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)2) ∩ L2(0, T ;D(L)),

m ∈ L∞(0, T ;M) ∩ L2(0, T ;D(L̃)),

h ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)2) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)2) .

Demonstração. De forma similar ao caso de existência de soluções fracas T -

periódicas, usamos o método de Faedo-Galerkin para obter a existência de

soluções T -periódicas mais regulares no espaço aproximado. As funções de

base a serem empregadas no método de Faedo-Galerkin são as respectivas

autofunções destes operadores.

um(0) = Pm1 (u0),

onde Pm1 é a projeção ortogonal de Hσ(Ω) sobre Sm1 , o espaço de dimensão

finita m gerado pelas m primeiras autofunções do operador de Stokes A.

wm(0) = Pm2 (w0),

onde Pm2 é a projeção ortogonal de L2(Ω) sobre Sm2 , o espaço de dimensão

finita m gerado pelas m primeiras autofunções do operador L.

mm(0) = Pm3 (m0),

onde Pm3 é a projeção ortogonal de L2(Ω) sobre Sm3 , o espaço de dimensão

finita m gerado pelas m primeiras autofunções do operador L̃.

hm(0) = ∇ϕm(0).

A passagem ao limite vai ser omitida. Neste caso, o nosso objetivo é obter

uma estimativa a priori. Para isso, iremos utilizar multiplicadores de ordem

mais alta, mais concretamente, escolhemos v = Au, em (4.2.17) obtendo

%
d

dt

∫
Ω

u.Au dx+ %

∫
Ω

(u.∇)u.Au dx+ (η + ξ)

∫
Ω

∇u.∇(Au) dx
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= µ0

∫
Ω

(m.∇)h.Au dx+ 2ξ

∫
Ω

(rotw).Au dx .

Portanto,

%
d

dt
‖∇u‖2 + (η + ξ)‖Au‖2

≤ µ0‖m‖L∞‖∇h‖‖Au‖+ 2ξ‖ rotw‖‖Au‖+ %‖Au‖‖u‖L6‖∇u‖L3 .

Usando as desigualdades de interpolações para o domı́nio bidimensional e

a desigualdade de Young obtemos

%
d

dt
‖∇u‖2 + (η + ξ)‖Au‖2

≤ C1‖m‖
1
2
2,2‖m‖

1
2 ‖∇h‖‖Au‖+

4ξ2

η + ξ
‖ rotw‖2 +

η + ξ

4
‖Au‖2

+ C%‖Au‖
(
‖u‖

2
3
1,2‖u‖

1
3

)(
‖∇u‖

1
3
1,2‖∇u‖

2
3

)
.

Novamente, aplicamos a desigualdade de Young e absorvemos os termos

‖Au‖2 inferindo, assim, o seguinte resultado

%
d

dt
‖∇u‖2 +

(η + ξ)

4
‖Au‖2

≤ C
′
1‖m‖2,2‖m‖‖∇h‖2 +

4ξ2

η + ξ
‖ rotw‖2 + C

′
2‖∇u‖4‖u‖ . (4.2.55)

Escolhendo z = Lw, em (4.2.19) obtemos

%k
d

dt

{
η
′
‖∇w‖2 + (η

′
+ λ

′
)‖divw‖2

}
+ ‖Lw‖2

≤ %k
∣∣∣∣∫

Ω

(u.∇)w.Lw dx

∣∣∣∣+ µ0

∣∣∣∣∫
Ω

(m ∧ h).Lw dx

∣∣∣∣
+ 2ξ

∣∣∣∣∫
Ω

(rotu− 2w).Lw dx

∣∣∣∣ .
De forma análoga ao que foi feito acima, obtemos mais desigualdades

usando as interpolações no domı́nio bidimensional:

%k
d

dt

{
η
′
‖∇w‖2 + (η

′
+ λ

′
)‖divw‖2

}
+ ‖Lw‖2

≤ %kC
(
‖u‖

2
3
1,2‖u‖

1
3

)(
‖∇w‖

1
3
1,2‖∇w‖

2
3

)
‖Lw‖
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+ µ0‖m‖
1
2
1,2‖m‖

1
2 ‖h‖

1
2
1,2‖h‖

1
2 ‖Lw‖+ 2ξ‖ rotu− 2w‖‖Lw‖ .

Depois de absorvemos os termos ‖Lw‖2, resultante da aplicação da desi-

gualdade de Young, obtemos o seguinte resultado

%k
d

dt

{
η
′
‖∇w‖2 + (η

′
+ λ

′
)‖ divw‖2

}
+

1

8
‖Lw‖2

≤ C
′
3‖u‖21,2‖u‖‖∇w‖2 + C

′
4‖m‖1,2‖m‖‖h‖1,2‖h‖

+ C
′
5

(
‖ rotu‖2 + ‖w‖2

)
. (4.2.56)

Prosseguindo com a nossa estimativa, escolhemos q = L̃m, em (4.2.21)

obtendo

d

dt

∫
Ω

m.(−∆m) dx+

∫
Ω

(u.∇)m.(−∆m) dx

+ σ

∫
Ω

(rotm). rot(−∆m) dx+ σ

∫
Ω

(divm).(div(−∆m)) dx

=

∫
0

(w ∧m).(−∆m) dx− 1

τ

∫
Ω

(m− χ0h).(−∆m) dx, em D
′
(0, T )

Note que

∫
Ω

m(−∆m) dx =

∫
Ω

rotm rotm dx +

∫
Ω

divmdivm dx. Mais

uma vez, recorremos às desigualdades de interpolações, obtendo o seguinte

d

dt

{
‖ rotm‖2 + ‖divm‖2

}
+ σ‖∆m‖2

≤
∣∣∣∣∫

Ω

(u.∇)m.(−∆m) dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Ω

(w ∧m).(−∆m) dx

∣∣∣∣
+

1

τ

∣∣∣∣∫
Ω

(m− χ0h).(−∆m) dx

∣∣∣∣
≤ C

′
6

(
‖u‖

2
3
1,2‖u‖

1
3

)(
‖∇m‖

1
3
1,2‖∇m‖

2
3

)
‖∆m‖

+ C
′
7

(
‖w‖

1
2
1,2‖w‖

1
2

)(
‖m‖

1
2
1,2‖m‖

1
2

)
‖∆m‖

+ C
′
8 (‖m‖+ ‖h‖) ‖∆m‖ .

O seguinte resultado segue aplicando a desigualdade de Young e absorvendo

os termos ‖∆m‖2:

d

dt

{
‖ rotm‖2 + ‖ divm‖2

}
+
σ

2
‖∆m‖2
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≤ C
′′
6 ‖u‖21,2‖u‖‖∇m‖2

+ C
′′
7 ‖w‖1,2‖w‖‖m‖1,2‖m‖

+ C
′′
8

(
‖m‖2 + ‖h‖2

)
. (4.2.57)

Na sequência, somamos (4.2.55),(4.2.56) e (4.2.57) obtendo:

d

dt

{
%‖∇u‖2 + %kη

′
‖∇w‖2 + %k(η

′
+ λ

′
)‖ divw‖2 + ‖ rotm‖2 + ‖divm‖2

}
+

(η + ξ)

4
‖Au‖2 +

1

8
‖Lw‖2 +

σ

2
‖∆m‖2

≤ C
′
1‖m‖2,2‖m‖‖∇h‖2 +

4ξ2

η + ξ
‖ rotw‖2 + C

′
2‖∇u‖4‖u‖

+ C
′
3‖u‖21,2‖u‖‖∇w‖2 + C

′
4‖m‖1,2‖m‖‖h‖1,2‖h‖

+ C
′
5

(
‖ rotu‖2 + ‖w‖2

)
+ C

′′
6 ‖u‖21,2‖u‖‖∇m‖2

+ C
′′
7 ‖w‖1,2‖w‖‖m‖1,2‖m‖+ C

′′
8 (‖m‖2 + ‖h‖2) . (4.2.58)

Observe que, considerando (4.2.15) e (4.2.16), temos a seguinte desigual-

dade

‖∆ϕ‖2 = 4π

∫
Ω

∇ϕ.∇(divm) dx−
∫

Ω

f∆ϕ dx

≤ 4π‖h‖‖∇(divm)‖+ ‖f‖‖∆ϕ‖ .

Portanto,

‖∇h‖2 ≤ 4π‖h‖‖∇(divm)‖+ ‖f‖2 . (4.2.59)

Usando (4.2.59) em (4.2.58) inferimos o seguinte resultado

d

dt

{
%‖∇u‖2 + %kη

′
‖∇w‖2 + %k(η

′
+ λ

′
)‖ divw‖2 + ‖ rotm‖2 + ‖divm‖2

}
+

(η + ξ)

4
‖Au‖2 +

1

8
‖Lw‖2 +

σ

2
‖∆m‖2

≤ C
′
1‖m‖2,2‖m‖

(
4π‖h‖‖∇(divm)‖+ ‖f‖2

)
+

4ξ2

η + ξ
‖ rotw‖2 + C

′
2‖∇u‖4‖u‖

+ C
′
3‖u‖21,2‖u‖‖∇w‖2 + C

′
4‖m‖1,2‖m‖

(
2π

1
2 ‖h‖

1
2 ‖∇(divm)‖

1
2 + ‖f‖

)
‖h‖

+ C
′
5

(
‖ rotu‖2 + ‖w‖2

)
+ C

′′
6 ‖u‖21,2‖u‖‖∇m‖2

+ C
′′
7 ‖w‖1,2‖w‖‖m‖1,2‖m‖+ C

′′
8

(
‖m‖2 + ‖h‖2

)
. (4.2.60)
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Seja

E2(t) :=
{
%‖∇u‖2 + %kη

′
‖∇w‖2 + %k(η

′
+ λ

′
)‖divw‖2 + ‖ rotm‖2 + ‖ divm‖2

}
.

Note que ‖u‖, ‖w‖, ‖m‖, ‖h‖ são limitadas por uma constante C(f, E(0)),

como consequência da existência de solução fraca. Aplicando a desigual-

dade de Young com ε adequado em (4.2.60) e absorvendo os termos ‖∆m‖2,

obtemos o seguinte

d

dt
E2(t) +

(η + ξ)

4
‖Au‖2 +

1

8
‖Lw‖2

+

(
σ

4
− (πC

′
1)2C4(f, E(0)) + 2(cpC

′
4)2C2(f, E(0))

σ

)
‖∆m‖2

≤ 4ξ2

η + ξ
‖ rotw‖2 + C

′
2‖∇u‖4C(f, E(0))

+ C
′
3‖u‖21,2C(f, E(0))‖∇w‖2 + C

′′
6 ‖u‖21,2C(f, E(0))‖∇m‖2

+ C
′′
7 ‖w‖1,2C2(f, E(0))‖m‖1,2 + C9(f, E(0)) .

Seja

CD := min

{
cpρ(η + ξ)

4
,

(
σ

4
− (πC

′
1)2C4(f, E(0)) + 2(cpC

′
4)2C2(f, E(0))

σ

)
,

8(ρη
′

+ ρk(η
′

+ λ))
}
.

Então,

d

dt
E2(t) + CDE2(t)

≤ 4ξ2

η + ξ
E2(t) + C

′
2‖∇u‖2C(f, E(0))E2(t)

+ C
′
3‖u‖21,2C(f, E(0))E2(t) + C

′′
6 ‖u‖21,2C(f, E(0))E2(t)

+ C
′′
7 C

2(f, E(0))E2(t) + C9(f, E(0)) .

Na sequência, deduzimos o seguinte resultado usando o fator integrante

exp(CDt) e integrando de 0 a t, 0 ≤ t ≤ T

exp(CDt)E2(t) ≤ E2(0) +
C9(f, E(0))(exp(CDt)− 1)

CD

118



+

∫ t

0

(
4ξ2

η + ξ
+ C

′
2‖∇u‖2C(f, E(0))

)
exp(CDs)E2(s)ds

+

∫ t

0

(
C
′
3‖u‖21,2C(f, E(0))

)
exp(CDs)E2(s)ds

+

∫ t

0

(
+C

′′
6 ‖u‖21,2C(f, E(0)) + C

′′
7 C

2(f, E(0))
)

exp(CDs)E2(s)ds .

Nessas condições, aplicamos a desigualdade de Gronwall, 0 ≤ t ≤ T , ob-

tendo o seguinte resultado

E2(t) ≤ E2(0) exp(−CDt) +
C9(f, E(0))

CD
(1− exp(−CDt))

exp

(
−CDt+

4ξ2

η + ξ
T + C

′′
C(f, E(0))

∫ T

0

‖∇u(s)‖2 ds

+C
′′
7 C

2(f, E(0))T
)
. (4.2.61)

Sejam C10(f, E(0)) := C
′′
C(f, E(0))

∫ T

0

‖∇u(s)‖2 ds e

Cexp := exp

(
4ξ2

η + ξ
T + C10(f, E(0)) + C

′′
7 C

2(f, E(0))T

)
duas constantes. Então, obtemos a estimativa pretendida

E2(t) ≤ E2(0) +
C9(f, E(0))

CD
Cexp, 0 ≤ t ≤ T .

E2(0), isto é, En2 (0) é limitada por uma constante que independe de m

devido ao fato de que, por exemplo, no caso do Pm1 temos que este operador

de projeção também é a projeção ortogonal de Vσ sobre Sm1 e logo

‖∇um(0)‖ = ‖Pm1 (u0)‖Vσ ≤ ‖u0‖Vσ = ‖∇u0‖.
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Caṕıtulo 5

Problemas em Aberto

Durante a nossa pesquisa, deparamos com alguns problemas que ainda

não foram apresentadas quaisquer propostas. São problemas em abertos,

que certamente constituirão a base de trabalhos posteriores. A seguir,

discutiremos alguns desses problemas por ordem crescente de grau de com-

plexibilidade:

1. Investigar a estabilidade assintótica de solução forte T -periódica para

o sistema magneto-elástico com dissipação do tipo |∂u
∂t
|p ∂u
∂t

e acopla-

mento linear. Isto é, investigar a estabilidade assintótica de solução

forte T -periódica para o seguinte sistema

∂2u

∂t2
+ Lu+ |∂u

∂t
|p ∂u
∂t

= roth ∧He + f,

∂h

∂t
+ ν1L̃h = rot[

∂u

∂t
∧He],

div h = 0, em R× Ω,

com as seguintes condições de fronteira e periodicidade respectiva-

mente

u = 0, h.n = 0, rot h ∧ n = 0, em R× ∂Ω,

u(0, x) = u(T, x),
∂u

∂t
(0, x) =

∂u

∂t
(T, x),
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h(0, x) = h(T, x), ∀t ∈ R, x ∈ Ω .

Como completar a energia constitui a maior dificuldade observada

nesse problema.

2. Estudar a existência de soluções fortes T -periódicas ”não pequenas”

para o sistema magneto-elástico com dissipação linear e acoplamento

não linear. Isto é, estudar a existência de soluções fortes T -periódicas

”não pequenas”para o seguinte sistema

%M
∂2u

∂t2
− µ∆u− (β + µ)∇ div u+ α

∂u

∂t
= µ0(roth) ∧ (h+He) + f,

∂h

∂t
+ ν1 rot roth = rot[

∂u

∂t
∧ (h+He)],

div h = 0,

em R×Ω, com as seguintes condições de periodicidade e de fronteira

respectivamente,

u(0, x) = u(T, x),
∂

∂t
u(0, x) =

∂

∂t
u(T, x),

h(0, x) = h(T, x), x ∈ Ω,

u = 0, h.n = 0, rot h ∧ n = 0 em (0, T )× ∂Ω .

A grande dificuldade nesse problema é o fato de não termos uma

estimativa a priori. Ao considerar o sistema magneto-elástico com

dissipação linear e acoplamento não linear, enfrentamos dificuldades

para estabelecer a existência de soluções fortes periódicas no tempo,

devido às não lineridades. O fato de usarmos multiplicadores de

ordem mais alta, os termos não se cancelam e a não linearidade

domina, fazendo com que a obtenção de uma estimativa a priori seja

muito dif́ıcil. Esse problema foi contornado, ao construir um espaço

onde procuramos a solução. O fato da dissipação ser linear nos ajuda

na construção de energia e na absorção de termos.

3. Investigar a existência de solução forte T -periódica para o sistema

magneto-elástico com dissipação do tipo |∂u
∂t
|p ∂u
∂t

e acoplamento não

linear. Isto é, investigar a existência de solução forte T -periódica
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para o seguinte sistema

%M
∂2u

∂t2
− µ∆u− (β + µ)∇ div u+ |∂u

∂t
|p ∂u
∂t

= µ0(roth) ∧ (h+He) + f,

∂h

∂t
+ ν1 rot roth = rot[

∂u

∂t
∧ (h+He)],

div h = 0,

em R×Ω, com as seguintes condições de periodicidade e de fronteira

respectivamente,

u(0, x) = u(T, x),
∂

∂t
u(0, x) =

∂

∂t
u(T, x),

h(0, x) = h(T, x), x ∈ Ω,

u = 0, h.n = 0, rot h ∧ n = 0 em (0, T )× ∂Ω .

Quando consideramos o sistema magneto-elástico com dissipação não

linear e acoplamentos não lineraes, o grau de dificuldade para a ob-

tenção de existência de soluções fortes periódicas no tempo é ainda

maior. Isto porque, o método que usamos para obter a existência

para os dois casos separados são diferentes e não se aplicam em con-

junto. Além disso, as regularidades obtidas nos casos separados são

de natureza distintas.

Serão essas algumas direções do nosso trabalho futuro.
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non linéaires, Dunod, 1969.

[44] J. L. Lions, E. Magenes, Non-homogeneous boundary value problems

and applications, Vol. I, Springer-Verlag, New York, 1972.

128



[45] J. L. Lions, W. A. Strauss Some non-linear evolution equations, Bull.

Soc. Math. France, vol93, páginas 43–96, 1965.
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cos/elásticos anisotrópicos, PhD thesis, UFRJ, 2009.

[47] C. R. Luz, J. C. Oliveira, Asymptotic behavior of solutions for the

magneto-thermo-elastic system in 3-D, Journal of Mathematical Analy-

sis and Applications, Elsevier, páginas 1200–1215, 2015.
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