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RESUMO

O conteudo deste trabalho ¢ um estudo sobre a transicao de fase
de uma liga metalica, constituida de ferro e platina. O desenvolvimento
e estudo das propriedades de novos materiais tem uma importancia cada
vez maior na ciéncia e tecnologia, e grande parte dos estudos que se
referem ao tema tem uma abordagem experimental.

A liga de Fe-Pt tem atraido certa aten¢do devido ao fato de ser

candidata a uma importante aplicagdo tecnoldgica: a gravacdo magnética
com ultra-alta densidade de armazenamento, por possuir um valor de
anisotropia magnetocristalina alta, e deste modo uma compreensdo
tedrica mais aprofundada das propriedades deste material ¢ buscada.
Mais especificamente, o material estudado tem suas propriedades
desejaveis em uma configuracdo ordenada particular, e tratamentos
térmicos sdo utilizados para mudar a estrutura do sistema conforme for
desejado. Apesar disso, pouco ¢é conhecido teoricamente sobre os
mecanismos responsaveis pela transi¢do entre as fases, sendo que ha
indicagdes de que a existéncia de vacancias na estrutura do material
pode ter um papel importante.
Com isso em mente, buscamos estudar tal liga através de uma
modelagem baseada em uma analogia com o modelo de Ising. Proposto
na década de 1920, uma solucdo exata para o modelo de Ising 3d ainda
ndo ¢ conhecida, mas tamanho ¢é seu escopo que muita aten¢do foi dada
para o desenvolvimento de simulagdes para o seu estudo de suas
propriedades. Para sistemas grandes, escolher um método de simulagdo
adequado para o estudo € essencial, e muitas vezes significa a diferenga
entre obter um resultado ou nao.

O método de Monte Carlo ¢é bastante propicio para a simulago
de sistemas como o abordado nesse trabalho, por ter entre suas
caracteristicas a obtengdo de resultados por amostragem de importancia,
e isso nos motivou a usa-lo para o calculo das grandezas fisicas
relevantes nas regides de temperaturas criticas. Detalhes da defini¢do e
caracteristicas do modelo de Ising e do método de Monte Carlo sdo



apresentados no texto.

Diferentes concentragdes para as espécies de atomos foram
exploradas, e para cada simulagdo foram medidos valores para energia,
magnetizagdo, parametros de ordem e suas quantidades derivadas, a
partir dos quais se faz a analise do ordenamento e transi¢do de fase. Os
resultados foram satisfatorios para o limite de validade do modelo,
apresentando pouco desvio dos valores experimentais. Estudos futuros
baseados nesse trabalho permitirdo estudar o processo de transformagio
de fase em filmes finos, e elucidar o papel das vacéncias na dinamica de
ordenamento de fase.

Palavras-chave: Modelo de Ising, método de Monte Carlo, transi¢do de
fase, liga bindria.



ABSTRACT

The content of this work is a study about the phase transition of
a metallic alloy, constituted of iron and platinum. The development and
study of the properties of new materials have a increasing importance in
science and technology as time goes by, and a great portion of the
studies about the subject have an experimental approach.

The Fe-Pt alloy has attracted some attention due to the fact that
it is a candidate for an important technological application: the magnetic
recording with wultra high storage density, as it has a high
magnetocrystalline anisotropy value, and thus a deeper theoretical
understanding of this material’s properties is sought. More specifically,
the studied material has its desirable properties in a particular ordered
state, and heat treating is utilized to change the system structure as
desired. Despite this, little is known theoretically about the mechanisms
responsible for the transition between the phases, and there are
indications that the existence of vacancies in the structure of the material
might play an important role.

With that in mind, we studied this alloy through a model based
on an analogy with the Ising model. Proposed in the 1920’s, an exact
solution to the 3d Ising model is not yet known, but its scope is so big
that a lot of attention was given to the development of simulations for
the study of its properties. For large systems, picking an adequate
simulation method is essential, and is frequently the difference between
obtaining results or not.

The Monte Carlo method is very suited for the simulation of

systems as the one treated in this work, as it has among its
characteristics the obtention of results by importance sampling, and that
motivated us to use it for the calculation of the relevant physical
quantities near the critical temperature regions. Details of the definition
and characteristics of the Ising model and Monte Carlo method will be
given in the text.

Different concentrations of the constituent atom species were
explored, and for each simulation we measured values for energy,
magnetization, order parameter and their derived quantities, from which
the analysis of ordering and phase transition was done. The results were



satisfactory for the models’ limit of validity, and the deviations from the
experimental values were slight. Future studies based on this work will
allow the study of the phase transformation process in thin films, and
shed light on the role of vacancies on the phase ordering dynamics.
Keywords: Ising model, Monte Carlo method, phase transition, binary
alloy.
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INTRODUCAO

A descoberta e desenvolvimento de materiais sempre teve
grande influéncia na sociedade. Eras historicas foram nomeadas de
acordo com os materiais de relevincia do momento, como 0s nomes
Idade da Pedra, Idade do Bronze, Idade do Ferro, entre outros, sugerem.
Por longo tempo a humanidade lidou com os materiais de maneira quase
que exclusivamente empirica, e havia pouca compreensdo das
propriedades dos materiais utilizados. A utilidade ou ndo de determinado
material era usualmente descoberta através de um processo de acerto e
erro, e bastante tempo era desperdigado.

Apesar de avangos nos estudos da termodindmica terem
beneficiado a area, foi apenas no final do século XIX que um enorme
salto conceitual foi dado na compreensdo dos materiais em geral,
quando a mecanica estatistica foi fundamentada em bases sdlidas por
James Clark Maxwell, Ludwig Boltzmann e Josiah Willard Gibbs, e
ficou claro que as propriedades fisicas dos materiais estavam
relacionadas as estruturas atdmicas nas diferentes fases e suas
propriedades termodinamicas, o que possibilitou um estudo muito mais
sistematico da area.

Nao ¢é segredo que em décadas recentes a crescente
disponibilidade de recursos computacionais teve impacto fortissimo na
sociedade, e nas ciéncias em geral ndo foi diferente. A mecénica
estatistica, e a ciéncia de materiais em particular, encontraram nas
simula¢des uma nova abordagem para resolver problemas. A descoberta
de novos compostos ¢ a previsdo de diversas propriedades através de
simulacdes computacionais resultaram na concepc¢ao de novos materiais
com uma taxa muito maior que em outras épocas.

Um dos materiais que tem atraido atengdo em tempos recentes é
a liga binaria de ferro e platina, devido ao fato de que nanoparticulas
deste material apresentam carater superparamagnético abaixo de 10
nanometros [14], o que torna a liga uma candidata a ser utilizada em
procedimentos de tomografia computadorizada e ressondncia magnética.
Pelo fato de tais nanoparticulas possuirem uma tendéncia a ndo se
desmagnetizarem facilmente, indicado por um valor alto de
coercitividade, também ¢ um material bastante promissor para aplica¢dao
em armazenagem magnética de dados em ultra-alta densidade, também
na forma de filmes finos [15]. Para que tais aplicagdes virem realidade,
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porém, uma compreensdo maior das propriedades deste material ¢
necessaria.

Entre as propriedades de interesse desta liga, temos sua

estrutura. Em seu processo de fabricacdo, os filmes finos se dispde
naturalmente na fase conhecida na literatura por A, desordenada. Para
que o material apresente anisotropia magnetocristalina alta, porém, ¢é
necessario que haja um ordenamento em sua estrutura, e técnicas
experimentais baseadas em tratamentos térmicos sdo utilizadas para que
tal fim seja alcangado. As fases ordenadas em que podemos encontrar a
liga na regido do diagrama de fases considerado nesse trabalho sdo
conhecidas como L1, e L1,, € como veremos adiante, a primeira delas
tem caracteristicas similares a uma fase lamelar, enquanto que a segunda
¢ similar a uma fase antiferromagnética.
Apesar dos tratamentos térmicos serem efetivos, ndo se conhecem
exatamente 0os mecanismos que levam esse material de uma fase a outra.
Experimentos indicam que vacancias (defeitos) na estrutura podem
desempenhar papel importante [15]. Nesse sentido, nosso estudo é uma
etapa inicial para um estudo mais aprofundado dos efeitos dindmicos
presentes em tal transi¢do e o papel das vacancias.

Um dos modelos mais famosos para o estudo do magnetismo ¢
o modelo de Ising, que em tempos recentes foi generalizado de modo a
englobar outros topicos, entre eles os liquidos simples [16] e as ligas
binarias [17], [18]. No contexto de nosso trabalho, a analogia feita com
o modelo de Ising consiste na atribui¢do dos valores +1 para sitios
ocupados por atomos de platina e -1 para sitios ocupados por atomos de
ferro, similarmente aos valores +1 e -1 para o spin no modelo original.
Utilizando-se dessa modelagem para nosso sistema, utilizamos o método
de Monte Carlo como ferramenta para a simulacao de suas propriedades.
Em especial, buscamos analisar o diagrama de temperatura versus
concentragdo da liga, e identificar as formas pelas quais a liga se dispde
em sua fase ordenada, bem como identificar a transicdo de fase da
mesma para um estado desordenado para diferentes concentragdes de
espécies de atomos, sempre em uma situacao de equilibrio térmico.

Para que nossos objetivos sejam alcancados, entre eles o
desenvolvimento de uma simulacdo para o estudo de propriedades
termodinamicas do sistema, implementamos um algoritmo que busca
replicar o comportamento do material em uma situagdo real quando em
contato com um reservatério térmico, e apds esperar por tempo
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suficiente para que o sistema entre em equilibrio, medidas de suas
grandezas fisicas relevantes sdo realizadas. Ao final da simulagdo, uma
analise estatistica dos dados ¢ feita para que se compreendam os
resultados e se tirem as conclusdes apropriadas. Mais especificamente,
encontramos boa concordancia do modelo com resultados experimentais
para a transicdo de fase e forma de ordenamento da liga para uma boa
faixa de concentracdes das espécies de atomos consideradas. S@o
apresentadas também razdes pelas quais em algumas regides do
diagrama de fases o modelo ndo fornece bons resultados, ilustrando suas
limitagoes.

Estudos semelhantes sdo encontrados na literatura, e oS
resultados ndo sdo inéditos, consistindo de uma exploracdo mais
detalhada dos resultados encontrados em [10].

O trabalho estd dividido em 4 capitulos, sendo o primeiro uma
breve descricdo do modelo de Ising e suas possiveis generalizagdes, o
segundo consistindo da fundamentagdo matematica do método de Monte
Carlo e como foi aplicado ao nosso estudo, enquanto que no terceiro
entramos em mais detalhes a respeito das particularidades do sistema e
como o algoritmo foi implementado. No quarto capitulo, finalmente
apresentamos os resultados em si, acompanhados de uma interpretagao
dos mesmos e comparacdo com resultados experimentais.
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1 MODELO DE ISING

Apresenta-se nesse capitulo a definicdo original do modelo de
Ising, além de algumas possiveis generalizagdes em sua construgdo.
Comenta-se sobre a aplicabilidade do modelo ¢ a relevéncia que ele teve
ao longo dos anos desde sua invencdo. A parte relevante de sua
fundamentag¢do matematica para a modelagem do sistema de estudo em
questdo ¢é apresentada, discute-se a solugdo exata conhecida em 2d e o
papel de simulagdes em sistemas de tamanho relativamente grandes e de
complexidade maior.

1.1 HISTORIA E DEFINICAO

O modelo foi inventado por Wilhelm Lenz em 1920 para o
estudo de efeitos de magnetismo, e exposto como um problema para seu
aluno Ernst Ising, que o estudou no caso unidimensional e obteve uma
solugdo analitica que foi publicada em sua tese de doutorado em 1924.
Por um longo periodo o modelo de Ising ndo desfrutou de muita
popularidade, recebendo diversos comentarios negativos, boa parte deles
devido ao carater bastante simplificado da constru¢do do modelo, que
segundo os criticos jamais seria capaz de explicar os complicados
fendmenos que se manifestariam em sistemas do mundo real [1], [2]. A
descri¢do geral do modelo sera feita a seguir.

Considera-se um conjunto de sitios, cada um deles cercado por
um conjunto de sitios vizinhos formando uma rede d-dimensional. Para
cada um dos sitios pertencentes a rede, define-se uma variavel "s" cujos
valores possiveis sdo -1 e +1, representando o spin do sitio. Para
qualquer sitio 1 da rede, existe um campo magnético externo h;
interagindo com ele, que por simplicidade pode ser tomado na diregéo z.
Também para quaisquer 2 sitios adjacentes i e j, existe uma interacao Jj

entre eles. Podemos escrever a energia de uma configuragdo que respeita
essas regras através do seguinte Hamiltoniano:

H(s|== J;s;s;=u h;s; (1.1)
i j) J

O primeiro somatdrio varre todos os pares de sitios vizinhos do
sistema, sendo a nota¢do <i,j> uma indicagdo disto. O momento de
dipolo magnético ¢ dado por p, e o segundo somatdrio varre todos os
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sitios do sistema. Em ambos os termos, o sinal de menos ¢ questdo de
convengao.

Podemos classificar o modelo de acordo com o sinal das
interagdes. Se J;> 0 a interagdo ¢ chamada de ferromagnética, se J; < 0
antiferromagnética e se J;= 0 os spins sdo ditos ndo interagentes. De
modo similar, temos que o sinal de h determina a tendéncia de
alinhamento dos spins dos sitios. Se h; > 0, a tendéncia de alinhamento
do spin desse sitio ¢ na direcdo positiva, se h; < 0 na direcdo negativa e
se hj= 0 ndo ha influéncia do campo externo no alinhamento do dipolo
do sitio em questao.

Uma grande parcela de sistemas estudados através do modelo
de Ising trabalha com simplificagdes na expressdo discutida. Mais
especificamente, o caso de campo nulo, ou h = 0 para todo sitio j da rede
¢ bastante explorado. Outra simplificagdo muito comum ¢ assumir que a
interagdo entre vizinhos sempre possui a mesma intensidade, ou seja, Jj;
= J para todos os pares de sitios vizinhos da rede. Levando isso em
conta, o Hamiltoniano pode ser escrito na forma mais simples:

H(s|=-J 2 ss; (12)
i,j)

Como sera melhor explicado adiante, em nosso sistema temos
que o campo ¢é nulo e a interacdo entre sitios se da entre primeiros e
segundos vizinhos, com intensidade diferente para os dois casos e com
dependéncia também em relacdo a espécie dos dois atomos envolvidos —
uma possivel generalizagdo da variavel "s", como discutido a seguir.

Existe uma grande quantidade de modificagdes que podem ser
feitas no modelo de Ising original, que mesmo assim permitem que oS
sistemas possam ser estudados de forma semelhante. Entre elas, temos
que a geometria do sistema pode ser diferente, de modo que os sitios se
distribuam em uma estrutura com formatos variados, como uma rede
retangular, triangular, quadrada, hexagonal, etc. Cada uma delas
apresentarda em geral um numero distinto de vizinhos e portanto
caracteristicas proprias.

Do ponto de vista historico, modelos modificados de Ising
ganharam grande importancia quando foi explorada a ideia de que no
modelo ha dois estados diferentes. Uma generalizagdo possivel foi
imaginar que esses dois estados poderiam representar espécies diferentes
de atomos A e B, possibilitando o estudo de ligas binarias AB. Outra
ideia ainda foi associar esses estados possiveis a sitios "ocupados" e
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"desocupados", indicando a presenga ou auséncia (vacancia), por
exemplo de moléculas em um sistema, sistema esse denominado pelo
termo gés de rede [19]. De uma construcdo extremamente simples, é
notavel a vastidao de aplicagdes que o modelo de Ising encontrou a
partir de meados do século passado, como na quimica [20], biologia
[21], e até mesmo em areas bem distintas, como economia [22] e
estudos sociais [33], e estima-se que todo ano em torno de 800 artigos
cientificos internacionais sejam publicados utilizando o modelo [23].

Em seu trabalho, Ising famosamente chegou a conclusdo de que
o modelo ndo admitia transi¢do de fase em uma dimensdo, mas
erroneamente concluiu que o mesmo seria verdade para qualquer
numero de dimensoes.

O caso bidimensional, muito mais complicado, foi resolvido
analiticamente por Onsager em 1944 para o caso de campo nulo, em um
trabalho que foi considerado um esfor¢o monumental na area de fisica
matematica [3]. Entre suas conclusdes, ficou claro que o modelo admitia
uma transi¢do de fase. Mesmo assim, por algum tempo foi considerado
como apenas uma curiosidade matematica, devido as criticas referentes
a aplicabilidade do modelo em situagdes reais. Um dos aspectos de seu
trabalho que foi valorizado imediatamente foi o fato de que era possivel
usar a mecanica estatistica para demonstrar matematicamente que ela
permitia a partir de primeiros principios estudar uma transi¢do de fase.
Desde entdo, solugcdes menos complexas do ponto de vista algébrico
foram desenvolvidas, como por exemplo [24].

1.2 FUNDAMENTACAO TEORICA DO MODELO

Embora a transicdo de fase seja um conceito associado
automaticamente as passagens entre os estados solido, liquido e gasoso
de substancias, ao longo do século XX observou-se transicdes de fase
em supercondutores, ferromagnetos, moléculas adsorvidas em
superficies, etc. Em sua versao para o estudo do magnetismo, a transicao
de fase no modelo de Ising pode ser vista como a passagem de um
estado ferromagnético para um paramagnético. Considerando um
material magnético, como o niquel, a baixas temperaturas, os spins
interagem de modo tal que ha uma tendéncia de que se alinhem
paralelamente, mas ao aquecermos tal material acima de uma
temperatura critica, chamada de T., em média metade dos spins apontara
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em cada dire¢@o, sem alinhamento preferencial. Isso significa que em T.
o material passa de um estado ferromagnético para um paramagnético, e
isso constitui uma transi¢do de fase.

Uma variavel importante para a distingdo desses estados ¢ a
magnetizagdo, pois monitorando ela a diferentes temperaturas,
consegue-se perceber e quantificar a transi¢do de fase. Intimamente
ligado a ideia de transi¢do de fase é o conceito de ordem do sistema. De
forma geral, quando se varia um parametro externo, por exemplo a
temperatura, ao reduzir a temperatura passando pela temperatura critica
nota-se que ha mudancgas nas propriedades do sistema, sendo que uma
das mais notaveis ¢ o fato de que quebra-se a simetria do sistema,
passando da fase desordenada, ou simétrica, para a fase ordenada. Na
fase ordenada a simetria de um sistema ¢ menor do que na fase
desordenada. Quando se trata de uma transicdo de fase continua, em
muitos casos na temperatura critica ocorre a quebra espontinea da
simetria.

Uma quantidade, definida primeiramente por Lev Landau,
chamada de parimetro de ordem geralmente ¢ definida de forma a
deixar evidente se determinado sistema se encontra na fase ordenada ou
desordenada, convencionalmente definida de modo que seu valor seja
nulo na fase desordenada e ndo nulo na ordenada. No caso de um
sistema ferromagnético, a magnetizacdo média por spin é a grandeza
adequada para ser definida como pardmetro de ordem, apresentando
valor com moédulo 1 em seu estado completamente ordenado, e 0 acima
de T., com orientacdo aleatoria dos spins.

Temos que M :< M (s)> ¢ a magnetizagdo média do sistema, onde
M(s)=>s

1

i, ¢ a magnetizagdo média por spin ¢ dada por:

<m>:1/N<Zi: si>, (1.3)

sendo N o numero total de sitios.

Uma transi¢do de fase pode ser classificada de acordo com sua
ordem, sendo que as de maior interesse pratico sdo as de primeira e
segunda ordem. De acordo com a classificagdo moderna, transi¢cdes de
fase de primeira ordem sdo denominadas transi¢des descontinuas e t€ém
entre suas caracteristicas o fato de que ha transferéncia de calor latente
envolvida. Nesse tipo de transi¢do, a temperatura do sistema permanece
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constante enquanto o calor ¢ transferido. Exemplos famosos sdo as
transformagodes de estado de substincias como a agua. As transigoes de
segunda ordem também s3o chamadas de transi¢des de fase continuas, e
nelas o pardmetro de ordem varia continuamente em temperaturas
proximas de T.. Fisicamente pode-se pensar que a transicdo entre as
fases ocorre de forma suave, apesar de haver ndo-analiticidades ou
descontinuidades em algumas de suas quantidades termodinamicas,
como o calor especifico. Exemplos de transi¢does de fase de segunda
ordem incluem o caso ferromagnético com campo nulo discutido e o
sistema de nosso estudo, no qual a transi¢do esta relacionada a forma
como os atomos se distribuem de forma periddica ou nao no sistema.
Relacionados ao conceito de transi¢do de fase continua temos
os chamados expoentes criticos. Eles descrevem o comportamento de
quantidades fisicas nas proximidades da transicdo. Apesar de ndo haver
uma prova rigorosa, acredita-se que sdo quantidades universais, e que
dependam apenas da dimensdo do sistema, do alcance da interagdo e da
dimensdo do spin, ndo tendo dependéncia nas particularidades
microscopicas do sistema fisico em si. Alguns dos expoentes criticos
mais importantes sdo aqueles relacionados com o a capacidade térmica,
a magnetizacdo e susceptibilidade magnética:
1) Magnetizagdo: expoente 3

M~ (|T - Te|f. (1.4)
2) Susceptibilidade magnética: expoente y
x~ (T -Tel] ™ (15)
3) Capacidade térmica: expoente o
Cv=(dE)/VdT ~(|T - Tc|]“. (1.6)

Para o modelo de Ising bidimensional, todos esses expoentes sao
conhecidos exatamente devido a solucdo de Onsager [3], e valem:
a=0
vy=1.75
B=0.125
Para o caso tridimensional, como o nosso, ndao ha valores exatos
conhecidos. Os valores mais precisos geralmente sdo obtidos através de
simulagdes, como a de Monte Carlo.

Rigorosamente as descontinuidades nas grandezas mencionadas
acima sdo observadas apenas no limite termodindmico (N — o0), mas
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obviamente ndo ha muito sentido em discutir uma simula¢do de um
sistema de tamanho infinito. Porém, mesmo em um sistema de tamanho
finito muitas informag¢des a respeito do comportamento critico do
sistema sdo passiveis de obten¢do. Uma técnica muito utilizada para tal
tipo de estudo ¢ chamada de finite size scaling [30], e consiste
basicamente em extrapolar os resultados obtidos em redes finitas para o
limite termodinamico. Tal tarefa ¢é realizada ao se comparar os
resultados de determinada simulagdo em redes de tamanhos diferentes, e
analisar qual o efeito que o aumento do tamanho da rede causa no
comportamento das quantidades fisicas relevantes na regido proxima a
transicdo de fase. Um estudo dos expoentes criticos de uma liga binaria
similar a de nosso trabalho, e realizado utilizando finite size scaling,
pode ser encontrado em [31].

Com N sitios no sistema, e cada sitio assumindo 1 de 2 valores
possiveis para o spin, temos que o numero total de configuragdes
possiveis é 2N. Se estivermos em uma situagdo de equilibrio
termodinamico em contato com um banho térmico, ou seja, no ensemble
canoOnico, teremos que a probabilidade de encontrar o sistema com
energia E em alguma dessas configuracdes s(s1,52,8s....,Sn) € dada por:

P(s)=1/Zexp(-B E(s]), (1.7)
com B=1/K, T, onde K, é identificada como a constante de
Boltzmann e Z como a fungéo de parti¢do do sistema, que por sua vez €

dada por:
Z=Z exp(—BE(s)), (1.8)

notando que a soma se estende sobre as 2" configuragdes.
Entre as grandezas fisicas de interesse que podem ser calculadas nesse
ensemble, temos, além da ja mencionada magnetizagao:
1) Susceptibilidade
2

X:l/ka[<[M(s)] >—M2}. (1.9)

2) Energia média
U=(E(s)). (1.10)

3) Capacidade térmica

C:1/ka[<[E(s)]2>—U2]. (1.11)
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Para efeito de ilustragdo, consideremos o caso bidimensional,
em uma rede 5x10 retangular. Uma configuracdo arbitraria é mostrada
na figura abaixo.

Figura 1.1 — Configuragdo de sitios no modelo de Ising 2d. Fonte:
https://en.wikipedia.org/wiki/Square-lattice Ising_model

No caso em que estamos discutindo, os sitios com sinal + estdo
com spins alinhados na dire¢do positiva, enquanto que os com sinal — na
direcdo negativa.

O sistema que estudamos é um modelo de Ising modificado no
sentido de que os componentes do sistema ndo sio spins, € sim espécies
diferentes de atomos, mais especificamente ferro e platina, constituindo
uma liga bindria, e a estrutura do sistema é tridimensional em uma rede
cubica de face centrada. Nele, o pardmetro de ordem esta relacionado a
forma como os atomos se distribuem nas chamadas sub-redes do
sistema. No estado ordenado, de baixas temperaturas, os 4tomos tendem
a se agrupar em estruturas que se repetem por todo o sistema, enquanto
que em altas temperaturas os atomos se distribuem de maneira aleatoria
nos sitios disponiveis. Uma visualizagdo de como os &atomos se
distribuem em nosso sistema sera mostrada mais adiante.

Enorme progresso foi atingido em tempos recentes no estudo de
propriedades do modelo de Ising em varias dimensdes, e em 3
dimensdes especificamente resultados promissores foram obtidos
recentemente utilizando técnicas baseadas em bootstrap conforme [4],
[13], enquanto que em dimensdes maiores a teoria do campo médio
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costuma ser utilizada para o estudo. Apesar de uma solugdo exata para o
caso tridimensional ter sido elusiva por um longo tempo, tamanha ¢é sua
aplicabilidade que isso n3o impediu o desenvolvimento de métodos
alternativos, baseados em simulagdes, para o estudo dos sistemas em
questdo. Para sistemas pequenos, em que se consigam computar todos as
configuracdes possiveis em um intervalo de tempo razoavelmente curto,
nao ha grandes problemas. No entanto, como o nimero de configuragdes
¢ 2N, esse nimero cresce rapidamente com o tamanho da rede, e para
sistemas grandes ¢ essencial a escolha de um método adequado para
eficientemente varrer seu espago de fase. Para nosso sistema, o método
escolhido foi o de Monte Carlo, e na se¢do seguinte sera esclarecida a
razdo dele ser um método adequado e quais sdo suas particularidades.
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2 METODO DE MONTE CARLO

Nesse capitulo discorre-se brevemente sobre a historia do
método de Monte Carlo, e apresenta-se a classe de estudos que
normalmente ¢ abordada por meio de sua utilizagdo. A fundamentacao
tedrica e matematica ¢ apresentada, com foco na implementacdo ao
modelo andlogo ao de Ising de nosso estudo. Conceitos como
ergodicidade, balanco detalhado, processos Markovianos, equilibragao e
correlagdo sdo explorados.

2.1 HISTORIA

O método hoje conhecido como Monte Carlo teve seu nome
sugerido por Nicholas Metropolis no final da década de 1940, mas as
ideias fundamentais que o caracterizam ja eram utilizadas de alguma
forma ha muito tempo, sendo o famoso problema da "agulha de Buffon",
proposto pela primeira vez no século XVIII para estimar o valor de 7, o
primeiro conhecido a ser resolvido com idéias semelhantes ao método
de Monte Carlo [5]. Em sua esséncia, o método consiste em resolver
problemas através da aleatoriedade, sejam eles deterministicos ou nao.

Sua versdo moderna foi inventada por Stanislaw Ulam durante o
Projeto Manhattan, e utilizada primeiramente para o estudo de difusdo
de néutrons, com o objetivo de desenvolver armas nucleares [25]. O
poder do método foi reconhecido rapidamente, e ele encontrou vasta
aplicacdo em diversas dareas, sendo hoje amplamente utilizado na
dindmica de fluidos, telecomunicagdes, biologia, inteligéncia artificial,
etc [26]. Tamanho foi o escopo de seu uso que ndo ha consenso em
como o método de Monte Carlo deve ser definido atualmente, e
tentativas de defini-lo rigidamente invariavelmente deixam de fora
exemplos validos.

Em geral o método de Monte Carlo é usado para gerar
configuragdes possiveis de um sistema de acordo com uma distribuicao
de probabilidade previamente definida em seu dominio, e computar
sejam quais forem as grandezas de interesse relacionadas a esse sistema.
A idéia dessa secdo ndo € entrar em detalhes sobre o que constitui ou
ndo o método de Monte Carlo, mas sim apresentar alguns de seus
fundamentos matematicos e qual seu papel na modelagem de nosso
sistema.
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2.2 FUNDAMENTACAO TEORICA E MATEMATICA

No contexto de nosso trabalho, o método de Monte Carlo ¢
utilizado para a geracdo de uma grande quantidade de configuragdes
possiveis para nosso sistema, brevemente mencionado na se¢do de
modelo de Ising, e do qual falaremos detalhadamente mais adiante. No
momento, mencionamos que ele se encontra em contato com um
reservatorio térmico. Uma configuragdo possivel € a distribuicdo
instantdnea dos atomos pelos sitios do sistema. Varios dos conceitos
abordados nesta se¢do e na seguinte podem ser encontrados em [6].

Em nosso trabalho estaremos particularmente interessados nas
propriedades de equilibrio do sistema, e para tal estudo nos basearemos
em ideias relacionadas a equacdo mestra:

dw

G =2 ORY = w (OR (v @

Em um sistema governado por essa equagdo, | e v sdo possiveis
configuracdes em que o sistema pode ser encontrado. Supondo que o
sistema esteja no estado p, o termo R(v—p) representa a taxa de
transigdes pela qual o sistema passa tal que o estado final € p, enquanto
que R(p—v) representa a taxa de transi¢des de p para outros estados.
Definimos os pesos estatisticos wy(t) como representantes da
probabilidade do sistema se encontrar no estado p no tempo t. Pela sua
propria definigdo, temos que os pesos w,(t) devem respeitar o vinculo:

w,lt)=1 2.2)
u
pois obviamente o sistema esta em algum estado para todo tempo t.

Caso o sistema chegue em uma situacdo tal que os 2 termos do
lado direito da equagdo (2.1) se cancelem para todo p, teremos que a
varia¢do no tempo dos pesos estatisticos w, passara a ser nula.
Essa é a situacdo que chamamos de estado de equilibrio ou estado
estacionario. As taxas de transi¢do que aparecem na equagdo (2.1) estdo
relacionadas as interacdes do sistema com o reservatorio térmico, e para
que a simulagdo seja bem-sucedida € essencial que seus valores
reproduzam corretamente essas interagdes. Um detalhe importante é que
conhecemos de antemdo os valores de equilibrio para os pesos
estatisticos, e os chamaremos de p,.:
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p,=lim w,(¢) (2.3)

t —oo)
No caso particular de um sistema com energia E, no estado p, que se
encontra em equilibrio térmico com um reservatorio com temperatura T,

essas probabilidades sdo dadas pela distribui¢do de Boltzmann:
(-BE,)
e

p.= S o e 2.4)
u

onde B = 1/KyT. O denominador dessa expressdo é conhecido como
funcdo de particdo, uma grandeza bastante importante, da qual podemos
tirar muitas informagdes relevantes do sistema, e denotada por Z:

z=) "™ 2.5)
u

Caso estejamos interessados em alguma grandeza A do sistema, que
toma o valor A, no estado p, seu valor esperado no instante t € calculado

através da expressdo:
<A>=Zu: Aw,lt] (2.6)

Se o sistema estiver em equilibrio w, € substituido por p,, e utilizando as
expressoes (4) e (5) podemos reescrever:

-BE,
Z A, e( AE)
Z

Fica clara desta forma a importancia da fun¢@o de particdo Z
para o estudo das propriedades do sistema. Um grande problema, porém,
deve-se ao fato de que para calcularmos Z devemos realizar uma soma
sobre um numero potencialmente muito grande de configuragdes, em
especial se estivermos interessados no limite termodinamico do sistema
(N—w0), a soma seria de fato em um numero infinito de configuragdes.
Mesmo em redes de tamanho relativamente pequeno o tempo
computacional requerido para o célculo ¢ considerdvel, tornando-o
inviavel na pratica. Como ja mencionado, o modelo de Ising 2d tem
solucdo exata, mas para sistemas mais complexos obter uma expressao
exata para os somatdrios ¢ muito complicado, e para a maioria dos
modelos de interesse atualmente ndo sdo conhecidas tais expressdes.
Deste modo, varios tipos de técnicas aproximadas foram desenvolvidas,
incluindo métodos computacionais, como o de Monte Carlo.
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Para alguns modelos, o método de Monte Carlo ¢ o mais
eficiente para a realizagdo das simulagdes, sendo que ha situagdes em
que de fato ¢ o Gnico adequado, tamanha sua eficiéncia em comparagéo
com outros métodos, especialmente quando o tamanho da rede ¢
relativamente grande. Em vez de buscar uma descri¢do para o sistema
apenas olhando para seus estados possiveis e calcular médias sobre eles,
no método de Monte Carlo efetivamente simulam-se as flutuacdes
térmicas aleatérias que um sistema apresentaria em uma situacao real ao
transitar de estado a estado, de modo a calcular os valores esperados das
grandezas de interesse como uma média que é computada nos estados
pelos quais o sistema transita.

O grande segredo da eficiéncia do método de Monte Carlo vem
do fato de que simulamos o processo de evolucdao temporal do modelo
de nosso sistema de tal modo que os estados pelos quais ele transita
estejam de acordo com os pesos estatisticos w, que eles teriam em um
sistema real. Para esse fim, escolhem-se as taxas de transicdo entre
estados da equacdo mestra (2.1) de maneira que a solugdo no equilibrio
corresponda & distribuicdo de Boltzmann, e para isso é necessério
simular corretamente os processos fisicos que levam o sistema de um
estado a outro. Com isso teremos criado uma regra de selecdo para os
estados mais provaveis do sistema, e repetidamente aplicando essa regra
a partir de um estado inicial convergiremos para o equilibrio térmico e
geraremos a grande quantidade de configuracdes que estamos
interessados em obter para estimar médias.

Como ja discutido, calcular o valor esperado de grandezas
através da expressdo (2.7), levando em conta todas as possiveis
configuragdes s6 ¢ viavel em sistemas pequenos. O que se faz para
sistemas maiores ¢ o calculo de médias levando em conta apenas uma
pequena parcela da totalidade de configuragdes, que ¢ determinada de
forma aleatéria dentre uma distribuicdo de probabilidade p, que
especificamos, e tal procedimento nos deixa com uma resposta
aproximada. Podemos escrever para o valor esperado de uma fungdo
Ef(x), em relagdo a uma fung@o densidade q(x):

Ef(x)=] f(x]q(x)dx, 23)

e podemos rearranjar tal expressdo ao multiplicarmos por 1 da seguinte
forma, similar ao desenvolvimento encontrado em [32]:
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:J' f(x)q(x] plx)dx, 2.9)
plx]

onde p(x) ¢ uma outra densidade de probabilidade, mais especificamente

aquela na qual queremos realizar a amostragem. Podemos ainda

reescrever esta expressdo, de acordo com as propriedades de densidades

de fungdes, da seguinte forma, na qual W (X ) :%;
flxgl) o
piiaid o TR P [ pinwialplaie
plx f%p(x)dx fW(X)p(X>dx '
plx

Finalmente, podemos escrever a expressao acima ainda como:

J Flx)wixlplx)dx B, [f x)wlx)]
fwxpx X EP[W(X)] .

Na ultima igualdade expressamos o fato de que agora E, é o valor
esperado quando a distribuicdo considerada € p(x), e ndo mais q(x). Para
obtermos a resposta aproximada discutida, gera-se uma quantidade finita
de amostras, e um somatorio € realizado para estimar o valor de f(x),
que em nosso caso ¢ alguma grandeza fisica de interesse A. Supondo
que escolhemos M configuragdes possiveis do sistema, e baseados na
equacdo (2.10), definimos o estimador da quantidade A pela seguinte
expressdo, recordando que, como estamos trabalhando no ensemble
canonico, q(x) ¢ dado pela distribui¢do de Boltzmann:

Z A, p; exp(—BE)
A== . 2.11)

j; Dy eXp(_ p EUJ)

Quanto maior o nimero M de configuragdes da amostra, melhor a
estimativa para < A >, sendo que no caso M — o obtém-se a igualdade
Av=<A>,

Deseja-se que as M configuragdes escolhidas deem a melhor
estimativa possivel para o valor <A>, de modo que a escolha de uma

(2.10)
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distribui¢do p, adequada € crucial. Se por um momento esquecéssemos
todo o trabalho envolvido em simular uma evolugdo temporal realistica
para o modelo do sistema, poderiamos escolher tal distribuicdo de modo
que todas as configura¢des aparecam com a mesma probabilidade, ou
seja, todos os p, sejam iguais. Com esta imposi¢do, a expressdo (2.11)
poderia ser reescrita como:

M

Z‘; A exp (_ B Em)
A==

— (2.12)
Z; exp(— BE(].,)
=

Essa ideia, porém, ¢ muito simplista, e na pratica leva a
estimativas ruins. A razdo disso é a combinacdo de dois fatores, um
computacional e outro relacionado ao proprio sistema. O fator
problematico computacional é que mesmo para sistemas de tamanho
médio a quantidade de configuragdes que conseguimos computar
mesmo com processadores bons ¢ desprezivel em relacdo ao nimero
total de configuracdes. Isso por si s6 ndo ¢ um problema. O problema se
torna evidente quando se combina isso ao fato de que um ou ambos os
somatorios da expressao (2.12) podem ser dominados por contribui¢des
de alguns poucos estados, especialmente se o sistema se encontrar em
temperaturas baixas, pois as flutuagdes térmicas serdo pequenas € o
sistema permanecera ou no estado fundamental ou em estados excitados
de baixa energia. Desta forma, como esses estados sdo muito raros, e
ndo ha regra de sele¢do (p, todos iguais), é quase certo que em nossa
simulacdo as configuracdes mais relevantes ndo aparecerdo, e as
quantidades calculadas a partir do subconjunto de configuragdes
escolhidas terdo confiabilidade obviamente baixa.

A esséncia do método de Monte Carlo é justamente oferecer
uma solugdo para a escolha das configuragdes que serdo levados em
consideracdo. Se conhecermos de antemdo quais sdo os estados que
contribuem de forma mais significativa para os somatorios da expressao
(2.12), e tornarmos a probabilidade de que esses estados sejam
escolhidos maior, conseguiremos estimativas muitos melhores paras as
quantidades fisicas, e o fato de trabalharmos com relativamente poucas
configuracdes deixa de ser um problema. Amostragem por importancia é
o nome que se da a essa ideia de, em meio a uma quantidade enorme de
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estados, selecionar aqueles mais relevantes, e basicamente ¢ a razio pela
qual simula¢des de sistemas similares de tamanho grande em geral
necessitam de uma abordagem baseada no método de Monte Carlo.

Mesmo no mundo real, sistemas fisicos como gases, por
exemplo, ao longo de um experimento em escalas de tempo humanas,
passam por um numero enorme de configuracdes, mas tal numero ¢
completamente desprezivel em relacdo ao numero total de configuragdes
possiveis. Um sistema constituido de poucos litros de um gas, sujeitos a
valores de temperatura e pressdo comuns em nosso dia a dia, precisaria
de um tempo incrivelmente grande para que tivesse uma probabilidade
consideravel de passar por todo seu espaco de fase, excedendo em
muitas ordens de grandeza o tempo de existéncia do universo. Esse ¢
mais um fator que nos ajuda a entender a razdo de conseguirmos realizar
simula¢des bem-sucedidas levando em conta um nimero reduzido de
estados. E da natureza de sistemas fisicos em geral permanecerem em
uma faixa restrita de seu espaco de fase, e sdo esses estados que
procuramos reproduzir. Isso nos leva a uma escolha dos pesos
estatisticos que faz mais sentido fisico. Uma escolha muito melhor ¢é
gerar uma amostra de estados de maneira que eles respeitem a
distribui¢do de Boltzmann, ou de forma matematica:

3 exp( ﬁE) eXp(—BEy)
Zexp( ) 7 . (2.13)

Todas essas con51derag:oes tedricas, porém, ndo nos ajudam no
desafio de escolher quais serdo de fato os estados que escolheremos.
Varios conceitos fisicos e matematicos precisam ainda ser explorados
para tal feito, e logo entraremos em detalhes. Uma coisa que salta aos
olhos é a grande simplificacdo que temos na expressdo do estimador
(2.11) ao substituirmos a equacgao (2.13):

A _,Z;A”p rexp(~BE|) ,Z‘;A WQXP(‘BEUJ)

==L p
FZ;P ‘exp(-BE,) ;Mexp(—BEw)
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E a expressdo final ¢ muito mais amistosa, o que nao causa espanto, por
estarmos trabalhando no ensemble candnico (os termos de Boltzmann se
cancelam):

1 M
AM:ﬁ; A (2.14)

Essa ¢ entdo a expressdo que teremos que calcular nas M configuragdes
representativas do sistema, uma tarefa computacional mais simples que
realizar 0 mesmo para a expressdo (2.12) por exemplo. A tarefa de gerar
uma sequéncia de configuragdes consistente com a expressdo (2.13)
geralmente ¢é realizada através da utilizagdo de um processo
Markoviano. Apresentamos a seguir as propriedades relevantes desse
tipo de processo para nosso estudo.

2.2.1 Processos Markovianos, ergodicidade e balanco detalhado

Dada uma configuracdo qualquer de nosso sistema p,
chamamos de processo Markoviano o mecanismo que gera a partir dela
outra configuragdo v de forma aleatoria, o que significa que a mesma
configuracdo p pode dar origem a diferentes configuragcdes v em
diferentes ocasides, desde que respeite algumas regras. Definindo como
P(u—v) a probabilidade de transi¢do da configuragdo p para v,
primeiramente temos a condi¢do de que essa probabilidade ndo pode
variar com o tempo. Outra propriedade ¢ a de que P(u—v) deve
depender apenas das configuragdes p e v, e de nenhuma outra
configuracdo que o sistema tenha passado. Isso significa que o sistema
"esquece sua historia" a cada transicdo, de modo que sua configuragido
instantdnea seja a unica que influencia sua configuragdo seguinte. Ao
colocar o sistema em alguma configuragdo arbitrario p, a transi¢cdo para
alguma configuracdo v dada através de um processo Markoviano sera de
modo que as probabilidades de transi¢do devem respeitar o vinculo:

ZVZP(p—»v)Zl. (2.15)

Isso ndo significa, porém, que o sistema necessariamente estara em uma
configuracdo distinta ap6s a transi¢do, podendo haver em principio uma
probabilidade finita de que a configuragdo nova seja idéntica a antiga.
Matematicamente, temos que a probabilidade P(u—p) pode assumir
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valor diferente de 0. Utilizando esse procedimento repetidamente, gera-
se uma cadeia de Markov de configuragdes.

Para nossos objetivos, porém, esse processo Markoviano deve
também ser escolhido de modo a gerar uma sucessdo de configuragdes
que seja consistente com a distribui¢do de Boltzmann, tendo como
condi¢do inicial uma configuragdo qualquer e desde que tenha tempo
suficiente para evoluir, de tal maneira a garantir que de fato estamos
lidando com uma situacdo de equilibrio. Levando em conta essas
consideragdes, inserimos em nosso processo Markoviano ainda as
condi¢des de ergodicidade e balango detalhado.

Levando em conta a distribui¢do de Boltzmann, temos que
todos os estados possiveis aparecem nela com probabilidade diferente de
0. O processo Markoviano obedece a condi¢do de ergocididade se, a
partir de qualquer configuragdo p, for capaz de acessar qualquer outra
configuragdo v, desde que haja tempo suficiente para isso. Fica claro que
essa condicdo € necessaria para nossos objetivos, pois se ndo fosse
obedecida poderiamos ter alguma configura¢do inacessivel para o
sistema, e ele apareceria com probabilidade estritamente 0, o que seria
inconsistente com a distribuicdo de Boltzmann que pretendemos
reproduzir.

Ha uma certa liberdade na implementagdo da condicdo de
ergodicidade, pois ndo € obrigatdrio que exista a possibilidade de uma
transi¢do imediata de determinada configuracdo para todas as outras; o
que deve existir ¢ um caminho que leve as configuragdes umas as
outras, € isso nos possibilita zerar algumas probabilidades de transicao,
desde que tenhamos o cuidado de ndo tornar alguma configuragdo
inacessivel. Em nosso trabalho, ¢ em simula¢des de Monte Carlo em
geral, quase todas as probabilidades de transi¢do sdo tomadas iguais a
Zero.

A condicdo de ergodicidade por si s6 apenas nos garante que as
configuragdes aparecerdo em nossa simulacdo, mas ndo nos da
informacgao alguma sobre a distribuicdo de probabilidade com a qual
elas estardo presentes. Para garantirmos que a distribuicdo de
probabilidade seja a de Boltzmann, adicionamos mais uma condi¢do: o
balango detalhado. Em ultima anélise, o que se buscard ¢ a calibra¢ao
das taxas de aceitacdo para a transicdo entre as configuracdes, € o
proprio balanco detalhado nos deixa com certa liberdade de escolha.
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Relembrando a equacdao mestra (2.1), podemos pensar em um
sistema em equilibrio como sendo um em que, seja qual for a
configuragdo p em que o sistema se encontre, a taxa de transi¢do de p
para as outras configuracdes deve ser igual a das outras configuragdes
para p, ou matematicamente:

2 p,Plp— V=2 p,Plv-pl (2.16)
expressdo que pode ser simplificada ao se utilizar a equagéo (2.15):
p,=2.p,Plv-p 2.17)

Para que o sistema esteja em equilibrio, ele deve
invariavelmente obedecer a esta equacdo. Isto ndo garante, porém, que
obedecé-la seja suficiente para que os p, sejam dados pela equacdo
(2.13) apos a simulagio ocorrer por tempo suficiente. E possivel que o
sistema entre em um equilibrio dindmico chamado de ciclo limite, e que
a distribuicdo de probabilidades que desejamos nao seja alcangada,
como demonstrado na referéncia [7].

Adicionando mais uma condig¢do, garantimos que no equilibrio
a distribuicao obtida seja a de Boltzmann:

p,Plu~v|=p,Plv-pu. (2.18)

Essa ¢ uma imposicdo muito mais restritiva que a equacdo
(2.15); ndo basta que o somatorio seja satisfeito de forma geral, ha a
necessidade de que cada termo seja igual. Obviamente a equacdo (2.18)
satisfaz a equag@o (2.16), e a interpretacdo fisica da restricdo que a
equacdo (2.18) impde ¢ que, para quaisquer pares de configuragdes | e
v, o sistema deve em média realizar a transi¢do de p para v com a
mesma frequéncia que de v para p. Esta ¢ entdo a condi¢do de balango
detalhado, e como a distribui¢do de probabilidades que se deseja é a de
Boltzmann, podemos ainda escrever:

P(F - V) _&_e(—B(Ev—EyJ)
P (V - ]J) p].l
Essa fica sendo mais uma das restrigdes que deve ser obedecida, e
busca-se agora escolher probabilidades de transicdes que sejam
consistentes com esta equagdo. Para este fim, porém, ainda had uma boa
liberdade, e dentre as opgOes disponiveis, a busca sera por aquela que
resulte em um algoritmo mais eficiente.

. (2.19)
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Para um melhor entendimento da probabilidade de transigdo,

podemos escrevé-la como a multiplicagdo de dois termos:
Plp—v|=glp—-v|Alp-v). (2.20)

O primeiro termo, gt — V), nos diz qual ¢ a probabilidade de
que o algoritmo gere uma configuracdo candidata v a partir de uma
configuracdo inicial u, enquanto que A(u — v) € a probabilidade dessa
configuracdo nova de fato ser aceita. Por exemplo, caso tenhamos A(p
— v) = 0.9, em 90% dos casos a configuracdo candidata sera aceita,
enquanto que nos 10% restantes ela ¢ rejeitada e o sistema permanece
igual. Denomina-se g(u — v) como probabilidade de selegdo e A(n —
v) como taxa de aceitagao.

A taxa de aceitacdo pode tomar qualquer valor desejado entre 0
e 1, o que nos da liberdade para a escolha de g(pn — v). Precisa-se ter em
mente, porém, que por questdo de eficiéncia valores baixos para a taxa
de aceitacdo ndo sdo bons, pois o algoritmo passaria muito tempo
selecionando configuragdes que jamais se materializariam, e a evolugdo
do sistema aconteceria de forma muito lenta. Finalmente estamos aptos
a construir um algoritmo que englobe todas as consideragdes tedricas
apresentadas. Comegamos escolhendo as probabilidades de selegdo g(u
— v) para cada uma das transi¢des possiveis entre configuragdes p — v,
e em seguida escolhemos as taxas de aceitagdo A(n — v) de modo que a
equacdo (2.20) seja satisfeita.

O algoritmo funciona de modo a gerar repetidamente uma
configuragdo nova candidata, que sera aceito ou ndo de acordo com sua
probabilidade de aceitagdo, o que é feito por meio de uma comparagao
com um numero aleatdrio, gerado distintamente para este proposito a
cada passo do algoritmo. Caso a configuragdo candidata ndo seja aceita,
nada acontece com o sistema, e se for aceito, o sistema ¢ atualizado para
sua nova configuracdo antes do proximo passo, que consiste em repetir
esse procedimento.

Tendo em mente que a condicdo de ergodicidade deve ser
respeitada, procuramos satisfazé-la de modo a tornar a simula¢do o mais
fiel possivel ao processo fisico estudado. Recordando que o sistema em
questdo se trata de uma liga binaria, uma possivel escolha seria a de
trocar a posi¢do de um grande niimero de atomos de diferentes espécies
entre si a cada passo, mas isso seria muito drastico, e dificilmente
relembra o comportamento de um sistema fisico. Uma vez que o sistema
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tenha entrado em equilibrio, espera-se que as variagdes em geral
ocorram de forma suave. Por exemplo, as flutuagdes na energia do
sistema costumam ser pequenas quando comparadas a energia total.

Essas consideragdes sugerem que deve-se buscar uma regra de
transi¢do entre configuracdes de modo que as mesmas difiram pouco
entre si. A maneira mais simples de implementar isso ¢ fazer com que a
configuracdo nova seja diferente da antiga pela alteragdo de um unico
sitio da rede, ideia esta que ¢ amplamente utilizada no algoritmo de
Metropolis, e conhecida como dinamica de single-spin-flip. Pelo fato do
sistema ser uma liga binaria, tal implementacdo ndo faria sentido
(ocorreria a transformagdo de um atomo de platina em um de ferro, ou
vice-versa, a cada passo!). Para contornar esse problema, basta impor
que dois sitios tenham seus atomos trocados entre si, € o numero de
atomos de cada espécie € preservado. Para uma simulagdo ainda mais
realista, exigimos que os dois sitios envolvidos na troca sejam vizinhos,
e isso define a versdo local do algoritmo de Kawasaki.

Comegando a simulagdo em alguma configuracdo p, qualquer
outra configuracdo v € acessivel através da repetida troca de um par de
sitios vizinhos. Para efeito de visualizagdo, consideremos a seguinte
figura:

Figura 2.1— Configuragdo arbitréria de sitios.
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Caso queiramos que os sitios 1 e 4 troquem de posic¢do, por exemplo,
podemos realizar a sequéncia de trocas (1—2), (1—4), (2—4):

=10 =10=11

Figura 2.2 — Exemplo de satisfagdo da condiggo de ergodicidade.

A condigdo de ergodicidade fica assim estabelecida. Uma
particularidade desse tipo de dinamica, porém, ¢ de que do ponto de
vista computacional a evolu¢do temporal do sistema é lenta quando
comparada a de single-spin-flip, e para que o espaco de fase seja
percorrido com a mesma eficiéncia, necessita-se que a simulagdo rode
por um tempo maior, além do fato de que o sistema levar mais tempo
para entrar em equilibrio. Um ponto importante relacionado a sistemas
que obedecem a chamada hipdtese ergodica ¢ a de que neles hd uma
equivaléncia entre os valores médios de uma grandeza fisica quando
calculadas em todo seu espaco de fase e quando calculadas como uma
média temporal [29], ou matematicamente< A >t = < A >ensemb,e
Isso é particularmente importante para nosso estudo devido ao fato de
que justamente buscamos descrever uma evolugdo temporal realistica
para o sistema.

Uma vez fixada a regra de que a evolug@o temporal do sistema
ocorre através da versdo local do algoritmo de Kawasaki, escolhemos os
valores para as probabilidades de sele¢do g(n — v) de modo que todas
sejam iguais para configuragdes que possam ser atingidas pela troca dos
atomos de dois sitios vizinhos. Isso significa também que g(p — v) =
g(v — p). Para todos as outras configuragdes possiveis, g(up — V) €
tomado como O.

Cada sitio do sistema, pelo fato dele possuir uma estrutura
cubica de face centrada, possui 12 primeiros vizinhos e 6 segundos
vizinhos, como sera explicado melhor adiante. Supondo que existam N
sitios no sistema, qualquer sitio considerado pode trocar de posicdo com
qualquer um de seus 18 vizinhos, de modo que ha 18 N/2 = 9 N
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probabilidades de selecdo ndo nulas. O fator 1/2 aparece pelo fato dos
vizinhos serem mutuos, ou seja, o valor 18 N levaria em conta cada par
de vizinhos duas vezes. Todas as probabilidades de selecdo possuem o
mesmo valor:

glp—vl=c—. @2.21)

Podemos reescrever a equacdo para o balango detalhado como:
Plu—v)_glp-v)Alp-v)_Alp-v)_ _pm-s 02
P(v—p) glv-plAlv—p) Alv-pl

Temos liberdade para escolher as taxas A(p — v) e A(v — 1), e desde

que sua razao respeite a equacdo acima e nenhuma tenha valor maior

que 1, atribuimos a elas os valores que tornam a eficiéncia da simulagio

a maior possivel, ou seja, busca-se que a chance de uma configuragéo

candidata ser escolhida seja a maior possivel. Para este fim, a melhor

escolha é tomar o valor da maior das taxas como o maior possivel, nesse
caso 1, e fazer com que a outra taxa respeite a equacao (2.22). Supondo
que a configuragdo v possua energia maior do que y, a taxa A(v — )
serd a maior das duas, e igualamos ela a 1. Isso automaticamente

determina o valor de A(p — v):

A(IJ . v):e(‘ﬁ[Ev—Euﬂ. (2.23)

E por fim fica estabelecida a regra pela qual o algoritmo gera a
evolugdo temporal da rede. Suponhamos por ora que a configuracdo do
sistema seja |1, € que a configuracdo candidata para a troca seja v. Caso
0 sistema possua energia maior em QW que em Vv, o algoritmo sempre
aceita a nova configuracdo. Ou seja, A(L — v)=1caso E,~E, > 0, e
em caso contrario A(n — v) é dado pela expressao (2.23).

Finalizada esta escolha das taxas de aceitagdo, criamos um
algoritmo que gera uma sequéncia de configuragdes que respeita as
condicdes de ergodicidade, balango detalhado e tem boa eficiéncia. Mais
detalhes da implementagdo do algoritmo serdo dados na proxima secao,
e por ora foca-se em mais alguns dos conceitos fundamentais de uma
simulacdo de Monte Carlo.
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2.2.2 Equilibragao, correlacio e estimativa de erros estatisticos

Resta agora definir quais s@o os objetivos da simulagdo, e quais
grandezas fisicas deseja-se calcular nas configuracdes geradas. Do ponto
de vista de transigdo de fase, ha interesse no calculo de quantidades que
possuem um comportamento caracteristico para temperaturas proximas
de Tc, como o calor especifico.

Como o objetivo da simulagdo € entender o que acontece com o
sistema apos atingir o equilibrio térmico, antes do comego das medidas
das grandezas de interesse deve-se aguardar um tempo transiente. Ja que
o algoritmo foi designado especificamente para simular o
comportamento do sistema no equilibrio, uma vez que ele seja atingido
espera-se que as flutuacdes na energia interna e em suas outras
propriedades sejam pequenas. Como serd visto adiante, no inicio da
simulagdo impde-se ao sistema uma condi¢do inicial, e espera-se que em
geral a mesma ndo reflita as propriedades de equilibrio do sistema, de
modo que ¢ uma ma ideia utilizar as configurac¢des logo apés o inicio da
simulagdo nos calculos. A principal condi¢do inicial utilizada ¢ a
aleatoria, segundo a qual a rede é preenchida pela quantidade adequada
de atomos de cada espécie, mas sem qualquer estrutura definida, e
determinada por um sorteio. Essa condi¢do inicial desordenada pode ser
pensada como sendo equivalente a uma temperatura muito alta. Deste
modo, assim como em sistemas fisicos em geral submetidos a uma
brusca alteragdo de temperatura, é natural imaginar que o algoritmo
precise rodar por determinado tempo até que gere configuragdes de
equilibrio.

A quantidade de tempo que se espera antes que os calculos de
fato comecem ¢ chamada de tempo de equilibragdo (t.), € ¢ importante
que haja uma boa forma de estima-lo. Observar a evolugdo temporal da
distribui¢do dos atomos pelo sistema ndo ¢ uma forma muito adequada
de fazer isso, mas ha uma técnica relativamente simples para tal feito.
Plota-se o grafico da energia ou da magnetizagdo do sistema em fungdo
do tempo, desde o inicio da simulacdo, de preferéncia para uma
temperatura proxima a T.. E visivel que nos primeiros instantes hd uma
grande variagcdo, mas apoOs certo tempo os valores de energia, por
exemplo, se estabelecem em uma pequena faixa de flutuagdo, o que é
um bom indicio de que o sistema tenha entrado em equilibrio.
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Para uma estimativa confiavel, plota-se a evolugdo temporal de
duas configuragdes distintas, em geral dadas pelas configuragdes com
condi¢do inicial aleatéria e o estado fundamental, e observa-se a partir
de que momento ambos apresentam o mesmo comportamento. Para
realizar isso, porém, precisamos ser capazes de determinar o estado
fundamental do sistema, tarefa nem sempre simples. Como sera visto
adiante, a concentragdo das espécies de atomo é uma variavel do
sistema, e determinar o estado fundamental para diferentes
concentragdes ndo ¢ simples. Para o caso em que os valores de
concentragdo sdo de 50%, para ferro e platina, o estado fundamental é
facil de ser determinado, o que o torna ideal para tal analise.

Dizemos que transcorreu um passo de Monte Carlo quando o
algoritmo realiza N tentativas de trocas entre dtomos, sendo N o nimero
de atomos do sistema, sejam elas bem-sucedidas ou ndo, e é em passos
de Monte Carlo que se mede a escala de tempo da simulagdo. No grafico
a seguir apresenta-se a evolucdo temporal de E/N de nossa simulagdo
nos 2 estados mencionados, para concentragdo de cf = 50%, cp = 50%,
T = 1550 K e um tamanho de rede 20x20x20.
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Passos de Monte Carlo
Figura 2.3 — Tempo de equilibracdo para L = 20.
E nitida a diferenca de comportamento na regido inicial do grafico, mas
a partir de aproximadamente 1.000 passos de Monte Carlo, ambas as
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simulagdes apresentam comportamento bastante semelhante, flutuando
em torno da mesma pequena faixa de energias. Deste modo, 1.000
passos de Monte Carlo é uma boa estimativa para o tempo de
equilibragdo do sistema, e qualquer célculo de grandeza fisica realizado
antes desse periodo em principio ndo sera fiel as propriedades de
equilibrio do sistema, motivo pelo qual descartamos esses dados.

Um valor tipico em nossas simulacdes para a quantidade de
passos de Monte Carlo ¢ 200.000, para uma rede de dimensdes
20x20x20. Isso significa que ha (200.000 — 1000) x 4000 = 800 milhdes
de configura¢des validas nas quais pode-se realizar amostragem dos
dados. Porém, escolher configuragdes sucessivas da simulagdo, ou
proximos entre si do ponto de vista temporal ndo € uma boa ideia, pois
ha muita similaridade entre elas. Diz-se que tais configuragdes tém alta
correlagdo, e busca-se realizar médias levando em conta configuracdes
em que a correlagdo de umas com as outras seja baixa.

Ha maneiras precisas de definir o tempo de correlagdo para uma
simulagdo. Para o proposito desse trabalho, trabalharemos com uma
estimativa para seu valor. Usualmente o tempo de correlagdo (tcor) €
consideravelmente menor que o tempo de equilibracdo t., e sera
assumido ao longo do trabalho queteqzlo * Loom», UmMa estimativa em
geral segura para seu valor. Para o exemplo mostrado acima, teriamos
um valor de 100 passos de Monte Carlo para te. Isso significa que a
cada 100 x 4.000 = 400.000 configuragdes geradas pelo algoritmo, apos
o tempo de equilibragdo ser atingido, apenas 1 sera levada em conta nos
calculos. Deste modo, o valor total de estados que serdo efetivamente
amostrados ¢ de (200.000 — 1000) x 4.000 / (100 x 4.000) = 1990.

O modo pelo qual o algoritmo foi construido torna
especialmente simples o calculo para a energia e magnetizacdo do
sistema. Isso € de grande importancia, pois as outras grandezas
relevantes, como calor especifico, pardmetro de ordem e
susceptibilidade magnética, podem ser calculadas através de formulas
relacionadas as flutuagdes da energia e magnetizacdo. Desta forma,
monitorando os valores de energia e magnetizagdo automaticamente
obtém-se valores para as outras grandezas. Como veremos na proxima
secdo, a energia pode ser computada diretamente do Hamiltoniano do
sistema, e esse calculo € feito a cada determinado niimero de passos de
Monte Carlo, dependendo dos pardmetros iniciais da simulagdo.
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No modelo de Ising original, a magnetizagdo estd relacionada
com a quantidade de spins que aponta em cada dire¢do. Em nosso
sistema, porém, por se tratar de uma liga binaria, a quantidade analoga a
magnetizagdo nos da a informagdo da diferenca de atomos de cada
espécie no sistema. Caso o sistema possua N adtomos da espéciec A, e M
atomos da espécie B, o modulo da magnetizagdo do sistema sera N-M.
Ja que o algoritmo respeita uma dindmica de Kawasaki local, na qual 2
sitios vizinhos trocam de posicdo a cada passo, a magnetizagdo do
sistema como um todo ¢ constante durante toda a simulagdo. O que
varia, porém, ¢ a maneira pela qual as espécies de atomos se distribuem
pelo sistema com a temperatura, tendendo a se agrupar em sub-redes
para temperaturas baixas, e se espalhando aleatoriamente pelo sistema
acima de T.. Deste modo, a magnetizacdo em cada sub-rede pode variar,
e ¢ ela que se calcula juntamente a energia a cada determinado nimero
de passos de Monte Carlo.

A cada amostra nova que se gera do sistema, mede-se e
armazenam-se os valores de magnetizagdo para cada sub-rede e energia
da configuracdo em questdo. Ao final da simulagdo as outras grandezas
sdo calculadas com formulas que envolvem o valor esperado da energia,
da magnetizacdo e de suas poténcias quadradas e quartas, levadas todas
as amostras em consideragdo. O numero de amostras das simulagdes
realizadas variou entre 1990 e 3990, de acordo com o tamanho da rede.
Esses sdo numeros relativamente grandes de amostras, e tornam a
confiabilidade para os valores da energia e magnetizacao boa.

Pode-se imaginar que a simulagdo de Monte Carlo ¢ um
"experimento computacional", no sentido de que os protocolos de
resfriamento e termalizagdo sdo semelhantes aos realizados
experimentalmente, bem como os diversos valores obtidos para uma
determinada grandeza se assemelham ao que se espera da medida de
uma grandeza fisica em um laboratério. Deste modo, a estimativa para
os erros estatisticos se dd& do mesmo modo que para um "experimento
fisico".

Assumindo que as amostras obtidas sdo independentes, fato que
esta relacionado a utilizar um tempo de correlagdo adequado, e que N ¢é
o numero de amostras em determinada simulagdo, temos como
estimativa para os erros da magnetizacao por sitio de cada sub-rede e da
energia respectivamente as seguintes expressoes:
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(2.24)

(2.25)

Levando em conta todas essas consideragdes teoricas de carater
geral, no proximo capitulo apresenta-se o sistema fisico de interesse e a
forma especifica pela qual as consideragdes foram implementadas em
nosso estudo.
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3 MODELAGEM DO SISTEMA FiSICO

Apresenta-se nesse capitulo as caracteristicas do sistema de
nosso estudo, seu diagrama de fases no plano temperatura versus
concentracdo, sua geometria ¢ a forma pela qual esses dados e as
consideracdes tedricas apresentadas nas secdes anteriores foram
implementadas em seu estudo. O Hamiltoniano do sistema ¢
apresentado, e temas como a defini¢do da vizinhanga da rede, condic¢des
periddicas de contorno, o algoritmo de Kawasaki sdo expostos. Detalhes
da construgdo do algoritmo, assim como a forma pela qual as grandezas
de interesse sdo calculadas também estdo presentes.

3.1 DESCRICAO DO SISTEMA FiSICO

O sistema de nosso estudo ¢ uma liga binaria na qual as duas
espécies de atomos que a constituem sdo ferro e platina. Uma analogia
com o modelo de Ising é realizada, imaginando-se que os dois estados
possiveis de cada sitio do sistema estdo relacionados com a espécie do
atomo que o ocupa. Modela-se o sistema de estudo em uma rede
tridimensional, mais especificamente um cubo de aresta L, que pode ser
ajustavel, no qual os L? sitios sdo passiveis ou ndo de serem ocupados
por atomos de ferro/platina. Computacionalmente, representa-se essa
configuracdo por uma matriz tridimensional com coordenadas (i,j,k), de
modo que i, j ¢ k assumem os valores 1,2,3,...,L. Cada sitio tem uma
varidvel associada a si chamada de “espécie”, denotada por “s(i,j,k)”, e
atribui-se o valor de s=1 para atomos de platina e s=-1 para atomos de
ferro.

O diagrama de fases experimental da liga de ferro e platina, no
plano concentragdo versus temperatura, ¢ bastante complicado e possui
varias regides nas quais a liga passa por uma transi¢ao de fase estrutural.
Entre as possiveis estruturas em que a liga pode ser encontrada nesse
diagrama, temos a cubica de corpo centrado (bcc), ctibica de face
centrada (fcc), e tetragonal de face centrada (fct). O diagrama esta
representado na figura a seguir.
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Figura 3.1 — Diagrama de fases experimental da liga Fe-Pt. Fonte:

Referéncia [8].

O objetivo principal desse trabalho é identificar e analisar a
transi¢do de fase de um estado ordenado para um desordenado na regidao
central de temperaturas desse diagrama, no qual as composi¢des
quimicas Fe;Pt, FePt; e FePt aparecem em suas formas ordenadas com
estruturas fcc, fcc e fct respectivamente. A estrutura fct pode ser
imaginada como sendo uma fcc “alongada”, conforme ilustrado na

seguinte figura.
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f
e fct

Figura 3.2 — Visualizagdo das estruturas fcc e fct. Fonte: Hannah E. Herde.
Phase Transitions in Iron-Platinum. (2013).

Na estrutura fcc os parametros de rede possuem todos 0 mesmo
valor. Para sistema que estudamos, temos que os pardmetros de rede
para a estrutura fct sdo a = 0.3861 nm, ¢ = 0.3788 nm, valores
relativamente proximos um do outro. Por essa razdo, modelamos ambas
as estruturas como um cubo em que os atomos se distribuem em uma
estrutura fcc. Isso determina quais sitios da rede serdo ou ndo ocupados,
conforme a seguinte figura.

Figura 3.3 — Estrutura fcc. Fonte:
https://www.seas.upenn.edu/~chem101/sschem/ionicsolids.html
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3.1.1 Implementacio da geometria do sistema

Tomando a figura anterior como representagdo de nosso
sistema, temos que os sitios coloridos em vermelho estardo sempre
ocupados, enquanto que os coloridos em verde jamais. Para efeito de
ilustragdo da implementacdo numérica, supomos que o sitio (5,5,5) faca
parte do sistema (esteja ocupado, com s = 1 ou -1). Nota-se que, em
qualquer dire¢do considerada, os sitios imediatamente adjacentes ndo
fazem parte do sistema, correspondendo aos sitios (4,5,5), (6,5,5),
(5,4,5), (5,6,5), (5,5,4) e (5,5,6). Porém, deslocando-se 2 unidades de
distancia em qualquer dire¢@o, vemos que estes sitios todos por sua vez
fazem parte do sistema, correspondendo aos sitios (3,5,5), (7,5,5),
(5,3,5), (5,7,5), (5,5,3), (5,5,7).

A condi¢do geral que determina se um sitio (i,j,k) faz parte do
sistema (ou ndo) ¢ a de que i+j+k deve ser impar (ou par). Para efeitos
de célculo, podemos atribuir aos sitios com soma das coordenadas par o
valor de estado s=0, de tal forma que esses sitios ndo fardo parte da
dindmica do sistema de qualquer modo. Todos os valores para L nesse
trabalho serdo pares, portanto exatamente metade dos sitios do sistema
estardo ocupados, e o nimero total de atomos ¢ N=1/2 L3.

Geometricamente, ainda podemos decompor a rede fcc em 4
redes cubicas simples, que serdo chamadas de sub-redes. A identificagéo
das sub-redes ¢ importante para quantificar o grau de ordem/desordem
do sistema, devido ao fato de que, em um estado ordenado, atomos da
mesma espécie tendem a se agrupar nas mesmas sub-redes. J4 em um
estado desordenado, pela prépria defini¢do, espera-se encontrar os
atomos espalhados aleatoriamente pelo sistema. O monitoramento da
quantidade de atomos de cada espécie em cada uma das sub-redes torna-
se entdo um importante critério para a analise da ordem e das transigdes
de fase, e sera melhor explicado mais adiante.

Na figura a seguir esta representada a decomposicdo em sub-
redes de uma pequena parte do sistema. Cada cor corresponde a uma
sub-rede diferente. Para que a visualizagdo ndo fique muito confusa,
foram omitidos alguns sitios roxos; eles correspondem aos centros das
faces em sucessivos cortes paralelamente a face indicada pelas
coordenadas.
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Figura 3.4 — Decomposic¢ao da estrutura fcc em sub-redes.

Nota-se que, conhecendo-se 1 sitio de uma sub-rede, obtém-se
todos os outros subtraindo ou somando 2 a uma das coordenadas.
Lembrando que apenas sitios com soma impar de suas coordenadas de
fato fazem parte da rede, alguns dos sitios pertencentes as sub-redes
serdo:

e Sub-rede 1 (vermelho): (1,1,1) (3,1,1) (5,1,1) (1,3,1) (1,5,1)

(1,1,3) (1,1,5) (7,9,13), etc

e Sub-rede 2 (roxo): (2,2,1) (2,4,1) (2,6,1) (4,2,1) (6,2,1) (2,2,3)

(2,2,5) (8,6,15), etc

e Sub-rede 3 (verde): (2,1,2) (2,1,4) (2,1,6) (4,1,2) (6,1,2) (2,3,2)
(2,5,2) (12,7,14), etc
e Sub-rede 4 (azul): (1,2,2) (1,2,4) (1,2,6) (1,4,2) (1,6,2) (3,2,2)

(5,2,2) (11,8,16), etc

As regras gerais para um sitio pertencer a determinada sub-rede sdo:
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e  Sub-rede 1: Todas as coordenadas do sitio sdo impares.

e Sub-rede 2: As 2 primeiras coordenadas sdo pares, a ultima é
impar.

e Sub-rede 3: A primeira e ultima coordenadas sdo pares, a
segunda ¢ impar.

e Sub-rede 4: A primeira coordenada ¢ impar, as 2 ultimas sdo
pares.

Implementando-se as definicdes de sub-redes e as regras
expostas acima no algoritmo, pode-se entdo monitorar quantos e quais
tipos de atomos fazem parte delas em determinado instante. Mais
especificamente, em nosso sistema em baixas temperaturas os atomos se
distribuem de 2 formas distintas nos estados completamente ordenados,
dependendo da fase em que o sistema se encontra. Essas fases sdo
conhecidas na literatura por L1y e L1,, e o sistema tende a se estabelecer
de maneira aproximada em alguma das duas apdés o equilibrio,
dependendo da concentragdo das espécies de atomos. A distribuigdo de
atomos nelas ocorre conforme a figura a seguir, na qual sitios com a
mesma cor indicam espécies de atomos iguais. Em analogia aos sistemas
magnéticos, a fase L1, corresponderia a uma fase lamelar, ou de
camadas intercaladas de atomos, e a fase Ll, a uma fase
antiferromagnética.

L1, L1.

Figura 3.5 — Representagdo das diferentes fases de ordenamento do
sistema. Fonte: Referéncia [9].

Para concentragdes de ferro e platina proximas de 50%,
sistema tende a se ordenar na fase L1,, enquanto que para concentracdes
em que uma espécie aparece consideravelmente mais que a outra, o
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ordenamento tende a ser L1,. A ocupacdo de uma sub-rede o, é definida
pelo seguinte somatorio:
0,=1/N ), s,,v=1,2,34. G.1)
kev

A soma € sobre todos os sitios da sub-rede Vv, e como os nicos
valores para s s3o -1 e +1, seu médulo representa 1/(4N) da diferenca
entre a quantidade de atomos de cada espécie em determinada sub-rede.
E importante recordar que a concentragio de ferro e platina sdo
ajustaveis em nosso sistema, denotadas por cf e cp respectivamente.
Escolhemos os cf e cp desejados para uma determinada simulacdo, e o
povoamento dos sitios ocorre através do procedimento que sera descrito
a seguir.

Para cada um dos sitios com soma das coordenadas impar, gera-
se um numero aleatério nA com distribui¢do uniforme no intervalo [0,1]
e compara-se com a concentracdo cf. Caso para esse determinado sitio
nA < cf, atribuimos a ele s=-1, significando que este sitio estd ocupado
por um atomo de ferro. Caso nA > cf, s=1 ¢ atribuido e o sitio ¢ ocupado
por um atomo de platina. Contudo, ao realizar-se esse sorteio é possivel
que a quantidade de cada espécie de atomo seja ligeiramente diferente
do que deveria ser de acordo com as concentragdes. Para corrigir isso, se
em algum momento durante esse procedimento a quantidade de alguma
espécie passar do valor N-cf ou N-cp, o sorteio acaba imediatamente, e
todos os sitios restantes serdo ocupados pela espécie de atomo sub-
representada. Isso gera uma regido no sistema em que ha apenas uma
espécie de atomo, e do ponto de vista fisico e computacional isso é
potencialmente um problema, pois ha casos em que ¢ dificil “diluir” esse
tipo de regido. Para os valores de temperatura estudados em nosso
sistema, porém, isso ndo causa empecilho, e ndo ha alteragdo
significativa no tempo de equilibragdo do sistema, a partir do qual a
influéncia dessa condi¢do inicial deixa de ser sentida. Terminado esse
procedimento, a condicdo inicial do sistema esta estabelecida.

3.1.2 Hamiltoniano do sistema e condicdes periodicas de contorno

As interagdes entre atomos se ddo apenas entre primeiros e
segundos vizinhos, e sdo descritas por energias entre pares de atomos,
dependendo da espécie dos 2 atomos considerados e do fato de eles
serem primeiros ou segundo vizinhos entre si. Deste modo, teremos 6
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termos diferentes para a energia entre pares, dados por:

e ¢, energia entre primeiros vizinhos quando ambos forem ferro.

e ¢,™: energia entre primeiros vizinhos quando um deles for ferro
e o outro platina.

e & energia entre primeiros vizinhos quando ambos forem
platina.

e ™ energia entre segundos vizinhos quando ambos forem ferro.

e &, energia entre segundos vizinhos quando um deles for ferro
e o outro platina.

e &™: energia entre segundos vizinhos quando ambos forem
platina.

E possivel escrever o Hamiltoniano de tal sistema da seguinte forma:

E:Z%(Z e+ D 53), (3.2)
i je NN j€ NNN
onde o primeiro somatdrio é sobre todos os i-ésimos atomos do sistema,
enquanto o segundo e o terceiro somatdrios sdo sobre todos os primeiros
e segundos vizinhos do i-ésimo atomo selecionado, respectivamente,
onde NN significa nearest neighbor ¢ NNN next nearest neighbor. Essa
varredura conta todas as interagdes do sistema 2 vezes, motivo pelo qual
aparece o termo 1/2. Valores adequados para cada uma das interagdes
sdo retirados da referéncia [10], e sdo dados por:
e gP=005eV;
o g=-0.068eV;
o &7=0.0186¢V;
e 0 para as outras interagoes.
Uma forma equivalente de escrever o Hamiltoniano acima, e que
aparece em estudos similares com frequéncia na literatura, ¢ a seguinte:
H=J, Z s, S,+J, Z sksl+hz sk (3.3)
NN (k,1) NNN (k, 1) k
Nesta equacdo, temos que os valores para J;, J, e h sdo:

11:1 ol w1 p

251"'251 551, (34
Jym el el =2l (3.5)

477 472 2
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h=3¢l-3 sfp+%££f—%€§p. (3.6)
Como o algoritmo ¢é construido de forma a aceitar
automaticamente configuracdes de energia mais baixa, enquanto que
configuragcdes de energia mais alta tem probabilidade de nio serem
aceitas, e levando em conta os valores para as interagdes entre vizinhos
expostas, temos que em baixas temperaturas, nas quais as flutuagdes
térmicas sdo pequenas, o sistema tende a se organizar de forma a
priorizar configuracdes em que primeiros vizinhos sejam de espécies
diferentes, enquanto que segundos vizinhos sejam de espécies iguais.
Pela explanagdo acima, fica claro que € necessario conhecer
quais sdo os vizinhos de todos os sitios do sistema, para que os
somatorios possam ser realizados. Representa-se na seguinte figura um
sitio arbitrario da estrutura fcc e alguns de seus vizinhos.

DR

23

Figura 3.6 — Vizinhanca de um sitio na estrutura fcc.

Tomando o sitio colorido em vermelho como referéncia, temos
que os sitios coloridos em azul serdo seus primeiros vizinhos, enquanto
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que os verdes serdo segundos vizinhos. O sitio colorido em marrom ndo
faz parte do sistema, e foi representado apenas para ajudar a visualizar
as distancias.

Pela figura, fica claro que os segundos vizinhos serdo aqueles
sitios que ficam a uma distancia de 2a do sitio de referéncia, enquanto
que os primeiros vizinhos ficardo a uma distancia a\2, onde a ¢ a
constante de rede. Do ponto de vista da matriz que representa o sistema,
os segundos vizinhos serdo aqueles que mantém o valor de duas de suas
coordenadas, ¢ tém uma variagdo de +2 ou -2 em sua coordenada
restante. Os primeiros vizinhos serdo aqueles que tém uma variagdo de
+1 ou -1 em duas de suas coordenadas, e mantém o valor de sua
coordenada restante.

Para melhor esclarecimento, vamos ilustrar considerando como
referéncia o sitio (5,5,5). Sua vizinhanca sera:

e Primeiros vizinhos: (4,4,5), (4,6,5), (6,4,5), (6,6,5), (4,5,4),

(4,5,6), (6,5,4), (6,5,6) (5,4,4), (5,4,6), (5,6,4) e (5,6,6)

e Segundos vizinhos: (3,5,5), (7,5,5), (5,3,5), (5,7,5), (5,5,3) e

(5,5,7)

Vemos que um sitio da estrutura fcc admite 12 primeiros e 6 segundos
vizinhos.

Neste trabalho, implementamos condi¢des periodicas de
contorno, no sentido de que, durante a simulac¢do, caso um atomo saia
do sistema por umas das bordas, ele retorna pela borda oposta. Isso leva
ao fato de que a vizinhanga deve ser redefinida nas bordas do sistema.

Condigdes periddicas de contorno sdo comumente utilizadas
para minimizar os efeitos de superficie de um sistema, fazendo com que
os resultados representem de forma melhor o cariter macroscopico do
material em questdo. A figura a seguir € uma representagdo
bidimensional e ndo corresponde ao nosso sistema e sua distribuicdo de
atomos, mas demonstra a forma pela qual as condi¢cdes de contorno
periodicas foram implementadas.
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Figura 3.7 — Visualizagdo de como as condigdes periddicas de
contorno foram implementadas.

Representam-se alguns sitios coloridos em vermelho e seus
vizinhos em marrom. Devido as condi¢des peridodicas de contorno,
porém, os sitios coloridos em azul e indicados por uma seta também so
vizinhos dos sitios vermelhos em sua borda oposta, sentem sua
interagdo, e podem trocar de posi¢do uns com os outros. Para ilustrar a
implementacdo das condigdes de contorno periddicas as coordenadas
que os primeiros e segundos vizinhos tomam em relagcdo a um sitio da
rede na borda, tomando uma rede 10x10x10 como exemplo, alguns dos
vizinhos das bordas serdo:

e (5,6,10) terd como primeiros vizinhos, por exemplo: (5,7,1),

(5,5,1), (4,6,1),(6,6,1) etc. E como segundos vizinhos tera, além

dos usuais, também (5,6,2).

e (5,10,10) tera entre seus primeiros vizinhos: (5,1,1), (4,1,10),

(6,10,1) etc. Ja entre seus segundos vizinhos, terd: (5,2,10),

(5,10,2), entre outros.
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No caso geral, para uma rede de tamanho LxLxL e um sitio de
coordenadas (i,j,L), i#L, i#L-1, j#£L, j#L-1, se adicionarmos 1 unidade
as suas coordenadas, teremos como correspondente o sitio (i+1,j+1,1), e
se adicionarmos 2 unidades, teremos (i+2,j+2,2). De modo similar, para
um sitio (i,j,1), i#1, i#2, j#1, j#2, ao subtrairmos 1 unidade de suas
coordenadas, ficamos com (i-1,j-1,L). Ao subtrairmos 2 unidades, o
resultado € (i-2,j-2,L-1).

Tendo essas consideragcdes em mente, e aplicando as regras
apresentadas a todo o sistema, fica estabelecida a vizinhanga de cada
sitio, e finalmente ¢ possivel aplicar o método de Monte Carlo ao
sistema, com o objetivo de gerar um grande numero de configuracdes.
Como ja mencionado no texto, o algoritmo de Metropolis ¢ o mais
usado para este fim, mas em sua versdo de single-spin-flip ndo ¢
adequado para nosso sistema. Apresenta-se a seguir a maneira pela qual
o algoritmo de Kawasaki foi implementado.

3.2 ALGORITMO DE KAWASAKI

Fixamos no inicio da simulagdo uma concentragdo especifica
para ferro e platina, escolhemos o nimero de passos de Monte Carlo que
a simulagdo terd, dependendo da quantidade de amostras que queremos,
além do tamanho da rede e demais quantidades relevantes, como tempo
de equilibracdo e de correlacdo por exemplo, que nesse caso sdo
calculadas previamente, conforme explicado na segdo anterior. A faixa
de temperaturas também € escolhida aqui, e na pratica realizamos todo
procedimento de equilibragdo e medida para cada temperatura, durante
um procedimento de resfriamento. A condi¢go inicial ¢ escolhida apenas
na temperatura mais alta. E importante que se tome o cuidado de zerar
as quantidades que sdo calculadas ao longo do algoritmo para cada nova
temperatura, caso contrario seus valores se acumulam.

Uma vez estabelecida a condiggo inicial do sistema, geramos 3
nimeros inteiros aleatorios, pl,p2 e p3 no intervalo [1,L], garantindo
que sua soma seja impar. Deste modo, (pl,p2,p3) representa as
coordenadas de um sitio arbitrario ocupado do sistema, que chamaremos
de AE (atomo escolhido). Aplicam-se a esse sitio as regras discutidas no
texto para a determinagdo de sua vizinhanga, ¢ 18 componentes de
matriz sdo preenchidas para armazenar as coordenadas de seus 12
primeiros e 6 segundos vizinhos, e 0 proximo passo consiste em sortear
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1 deles, que chamaremos de VAE (vizinho do atomo escolhido).

Ha igual probabilidade de qualquer vizinho ser escolhido, ndo
havendo distin¢do entre primeiros e segundos. Desta forma, gera-se um
numero inteiro aleatdrio no intervalo [1,18] e fazemos a correspondéncia
com a matriz de vizinhos de mesmo niimero. Com esse procedimento,
sorteamos 2 sitios vizinhos aleatorios do sistema, de acordo com a
versdo local do algoritmo de Kawasaki. Agora compara-se a variavel
s(i,j,k) de cada sitio, para verificar se as espécies de atomos sdo iguais
ou diferentes. Caso sejam iguais, o algoritmo ndo executa mais
instrugdes, e volta a sortear outro atomo e seu vizinho escolhido. Caso
sejam diferentes, ocorre a determinacdo dos vizinhos do VAE, utilizando
as mesmas regras ja mencionadas, pois esses também sdo importantes
para a determinacgdo da energia da regido relevante do sistema.

O préximo passo consiste em calcular a interagdo total que AE e
VAE sentem por conta da presenca de seus respectivos vizinhos. Isso é
facilmente realizado utilizando a soma dos s(i,j,k) de todos os sitios
envolvidos, para determinar quantos estdo ocupados por ferro e platina,
e se sdo primeiros ou segundos vizinhos. Feito isso, basta multiplicar os
nimeros obtidos pelas energias & &% &P &% & e &
correspondentes e obtemos a energia total relativa aos dois atomos
envolvidos, e chamamos sua soma de EAT (energia antes da troca). Em
seguida, o algoritmo sugere a troca de posi¢@o entre o atomo escolhido e
seu vizinho sorteado, e repete o procedimento para o calculo das
energias nessa configuracdo nova. Chamamos a energia total de EDT
(energia depois da troca). A diferenca de energia entre essas duas
configuragdes ¢ chamada de AE =( EDT — EAT).

Caso tenhamos AE<0 a configuragio sugerida ¢
automaticamente aceita, ¢ se AE>0 realizamos uma comparagdo para
decidir se a configuracdo sera ou ndo aceita. Primeiramente, calculamos

p= e P ondef=1/K, T, K, é a constante de Boltzmann e T é a

temperatura. Em seguida, geramos um numero aleatério y no intervalo
[0,1] e comparamos com p. Caso y>P, a configuragdo ¢é rejeitada, e caso
y < p a configuragdo ¢ aceita. A variavel s(i,j,k) dos sitios envolvidos na
troca ¢é atualizada, e isso completa uma iteracdo do mecanismo de troca
de atomos. Nesse ponto € interessante notar que, apesar da energia do
sistema como um todo ser uma das quantidades de interesse para os
calculos, ndo ha a necessidade de realizar o calculo de seu valor a cada
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passo, pois apenas a regido da vizinhanca dos atomos considerados ¢
relevante na decisdo de aceitar ou nido a nova configuragdo. Isso
representa uma boa economia de tempo computacional.

Apbs isso, o processo de sorteio de um atomo e seu vizinho se
repete. A quantidade de vezes que esse processo se repete ¢ definida no
inicio da simulagdo, de modo que se obtenha uma quantidade de
amostras adequada. Como mencionado na sec¢do anterior, quando o
algoritmo realiza N (nimero de 4tomos do sistema) tentativas de trocas
entre atomos, sejam elas bem-sucedidas ou ndo, dizemos que isso
corresponde a um passo de Monte Carlo.

Simulacdes com milhdes e até mesmo bilhdes de passos de
Monte Carlo sdo comuns na literatura. A cada determinado niimero de
passos de Monte Carlo, calculam-se a ocupacdo e magnetizacao de cada
sub-rede e a energia do sistema, e as outras grandezas de interesse serdo
calculadas a partir delas. Como a condig@o inicial do sistema ¢é altamente
arbitraria, sendo a distribuicdo de atomos escolhida por um sorteio,
espera-se que o sistema esteja longe de sua condigdo de equilibrio, ¢
como buscamos justamente configuragdes microscopicas representativas
do equilibrio, os primeiros passos de Monte Carlo da simulagdo sdo
descartados, € ndo fazem parte do calculo das grandezas fisicas. O
seguinte fluxograma resume a sequéncia de passos da informagdo
exposta acima.

| Sorteio e tentativa de troca de posicio entre dois vizinhos [

l SIM
XA(J’_

MNhamero aleatério v entre 0 e [/ ‘

.

exp(-dEAT) = v ‘

l_sm

e
Aceita

Figura 3.8 — Fluxograma para o algoritmo de Kawasaki. Adaptado de:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:FMFluxogramaMetropolis.jpg
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Como mencionado anteriormente, uma das grandes vantagens do
método de Monte Carlo é que como estamos trabalhando com
configuragdes representativas, os calculos para as médias das grandezas
de interesse, muitas vezes numericamente impraticdveis quando o
tamanho do sistema ¢é grande, sdo dados por expressdes muito mais
simples e o numero requerido de configuragcdes para que se tenha uma
boa estimativa é consideravelmente menor. Sendo A uma grandeza de
interesse, sua média em M configuragoes (amostras) sera dada por:

M
(A)=1/MD_ A, 3.7)
i=1
Além da energia, magnetiza¢do e suas poténcias, as grandezas
que calculamos dessa forma sdo o cumulante de Binder, o calor
especifico por sitio ou por unidade de volume, a susceptibilidade
magnética por sitio e o pardmetro de ordem, e estas grandezas estdo
ligadas as medidas de energia e magnetizacdo pelas seguintes relagdes:
Cumulante de Binder:
4
_ (m;)

U=1 . (3.8)
3(m;)°
Calor especifico por sitio:
2
c=kb L. ((E?) -(EY). (3.9)
N
Susceptibilidade magnética por sitio:
_PBN 2 2
x=tg ((mi) = (m). 3.10)
Parametro de ordem:
Y =o0,+0,—-0,-0,, (3.11)
¥Y,=0,-0,-05+0,, (3.12)
¥Y.=0,-0,+0,-0,. (3.13)

Cabe recordar que ha 4 sub-redes no sistema, entdo teremos
uma susceptibilidade magnética e um cumulante de Binder associados a
cada sub-rede. A magnetizacdo média por sitio que aparece nas féormulas
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acima, como ja explicado, esté relacionada ao excesso de determinada
espécie de atomo em cada sub-rede.

Cada uma dessas grandezas tem um comportamento especial na
regido proxima de uma transi¢do de fase, cuja identificagdo ¢ feita pela
analise da dependéncia de tais grandezas com a temperatura na regido
critica.

O cumulante de Binder ¢ uma o6tima grandeza para o estudo de
transigdes de fase, e sua definicdo ¢ tal que seu valor deixa evidente se o
sistema se encontra em um estado ordenado ou desordenado. Abaixo da
temperatura critica, <m*> e <m>>? possuem aproximadamente 0 mesmo
valor ao longo de uma simulacdo, de modo que U = 2/3 para essa regidao
em um sistema finito. Ja acima da temperatura critica, as flutuagdes na
magnetizagdo sdo tais que o cumulante de Binder tem valor aproximado
de 0 para um sistema finito. No limite termodindmico (N — ) os
valores 2/3 e 0 sdo exatos. O que acontece em um sistema finito é que
seu valor cai gradualmente de 2/3 a 0 conforme se aumenta a
temperatura nas proximidades do ponto critico, com uma tendéncia de
queda mais brusca quanto maior o tamanho do sistema. Uma das formas
mais comuns de se estimar a temperatura critica ¢ tracando o grafico do
cumulante de Binder para diferentes tamanhos de rede, e tomar T. como
sendo a temperatura em que tais curvas se interceptam. Detalhes de sua
derivagdo podem ser encontrados no trabalho original [11].

O calor especifico e a susceptibilidade magnética, por sua vez,
possuem variagdes suaves para outras regides de temperatura, mas
possuem um pico proximo e levemente acima de T.. No limite
termodinamico seus valores tendem a infinito e o pico tende a T.. O que
ocorre em um sistema finito, de forma similar ao cumulante de Binder, é
que o pico tende a ficar mais pronunciado conforme cresce o tamanho
do sistema.

Pardmetros de ordem sdo grandezas comumente definidas de
modo a ter valor nulo na fase desordenada, e ndo nulo na fase ordenada.
Sua defini¢do exata depende muito das particularidades do sistema em
questdo. Em nosso caso, ele ¢ um vetor de 3 componentes, em que cada
uma delas ¢ uma combinagdo linear da ocupagdo das sub-redes do
sistema. Tal combinagdo linear é construida de forma precisa para que
indique em quais sub-redes se concentra cada a&tomo das fases ordenadas
e seja possivel distinguir as fases ordenadas de uma desordenada por
seus valores, além de que também se possa distinguir em qual das 2
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fases ordenadas possiveis o sistema por ventura se encontre, que sao L1,
e L1,, conforme visto anteriormente.

Os valores possiveis de 01, 02, 03 € 04 variam entre -0.25 e +0.25,
e deste modo cada componente do vetor varia entre -1 ¢ +1. A fase L1, ¢é
caracterizada pelos valores (£1,0,0), (0,£1,0) e (0,0,£1) para
ordenamento completo nas dire¢des X, y e z, respectivamente. Ja a fase
L1, é caracterizada pelos valores:
(£1/2,+1/2,+1/2),(£1/2,F1/2,+1/2),(F 1/2,F 1/2,+1/2]

Para temperaturas baixas, os valores observados sdo bem
proximos aos de ordenamento total, e variam suavemente conforme a
temperatura sobe, sendo as flutuacdes térmicas as responsaveis pela
variagdo. Relembrando a figura 3.5, representa-se a seguir novamente
uma pequena regido do sistema (célula unitria), juntamente as fases em
que podemos encontrar o sistema de maneira ordenada, desta vez com as
correspondentes sub-redes nas quais as espécies de atomos do mesmo
tipo se agrupam. As sub-redes estdo indicadas por nimeros.

1?1;___;.?5_3 ' Q_ J :_ ° 1
4|~) ;)4 4r) ,,)4
1‘¢ _0_3 ‘1' o ifl'

1 L1, 1 1

2

Figura 3.9 — Sub-redes e fases do sistema. Célula unitéria.

Para efeito de ilustracdo do significado do pardmetro de ordem,
consideremos a figura correspondente a L1,. Assumindo que atomos
azuis sejam de platina, e amarelos de ferro, teremos os seguintes valores
para ocupacdes e parametro de ordem:

0= 0.25
0,=-0.25
0;=0.25

04 -0.25
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y; =025-025+0.25-025=0

v, =025+0.25-0.25-025=0

yv;=025+025+025+025=1

Como esperado, uma das componentes € igual a 1, e as outras nulas.
Para a figura que corresponde a L1,, em que estd representada uma
situag@o em que ha excesso de atomos de ferro, teriamos:

0= 0.25

0,=-0.25
0;=-0.25
04 = -0.25

y; =0.25-0.25+025+0.25=0.5
v, =025+0.25+025-025=0.5
y;=025+0.25-0.25+025=0.5
Valores consistentes com os apresentados anteriormente.
Feitas essas consideragdes sobre o que se espera de cada
grandeza que calculamos, podemos passar aos resultados efetivamente.
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4 RESULTADOS

Apresentam-se agora os resultados e graficos das diversas
simulagdes que foram realizadas. Como mencionado na se¢do anterior, o
diagrama de fases da liga de nosso estudo apresenta varios detalhes, ¢
transicdes de fase em diversas regides. Para a regido do diagrama em
que o modelo utilizado ¢ valido, um estudo completo teria de levar em
conta uma boa faixa de concentragdes para as espécies de atomo, o que
seria uma tarefa computacionalmente custosa. Deste modo, o foco das
simulagdes foi para a composi¢cdo de 50% para ambas as espécies, na
qual resultados foram obtidos para diferentes tamanhos de rede, além de
simulagdes mais detalhadas para a faixa em torno da temperatura critica
terem sido realizadas. Para um teste da validade do modelo em outras
regides do diagrama, foram também examinadas as concentracdes de
20%, 45%, 65% e 70% para platina, correspondendo a concentra¢des de
80%, 55%, 35% e 30% para ferro, de modo a também englobar as fases
L1y e L1, nos resultados. Primeiramente expomos os resultados para a
liga com concentragdo de 50% para cada espécie, com L = 12.

4.1 RESULTADOS PARA CP = 50%, CF = 50%

T T
Estado Fundarmental ———
Condicdo Inicial sleatdria

-0.04

-0.05

-0.06

-0.07

E/fN

-0.08

-0.09

-0.11

-0.12 1 1 1 1 1

1] 1000 2000 2000 4000 5000

Passos de Monte Carlo

Figura 4.1 — Tempo de equilibragdo. L = 12, cp = 50%, cf = 50%, T = 1550 K.
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Notamos que, em compara¢do com o grafico do caso L = 20 ja
apresentado na se¢do do método de Monte Carlo, as flutuagdes da
energia por sitio sdo maiores, como esperado para um sistema de
tamanho menor, mas o valor de 1000 passos de Monte Carlo
(normalmente abreviado por MCS) continua sendo uma boa estimativa
para o tempo de equilibragdo. Deste modo, os céalculos dos resultados a
seguir sdo realizados apds o descarte dos dados dos 1000 primeiros
MCS, e o tempo de correlagdo ¢ de 100 MCS. Como veremos, teq =
1000 MCS ¢, na verdade, uma boa estimativa ao longo de todo o
trabalho, para os diferentes tamanhos de rede e concentragdes.

T T T T T T 1]
E por sitio ocupado —+—
-0.05 ++++++++_
.
++ 71
006 - ++ i
-+
+
. 007 B
- +
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% -008 + 8
=
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W -
-0.09 " -
+
-
-0 + B
L
+
st
L+
Ol L+ m
1 | 1 1 1 1 1 Il
1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000

Temperatura ()

Figura 4.2 — Valor esperado para a energia por sitio do sistema, com barra de
erros. L=12.

Primeiramente, a faixa de temperaturas considerada foi de 1250
— 2000 K, com um intervalo de 20 K entre sucessivas simulagdes, e
apresentamos a seguir a dependéncia das grandezas relevantes com a
temperatura nessa faixa. Em principio, obtém-se um resultado para cada
sub-rede, mas como o caso a seguir ilustra, os resultados para as sub-
redes sdo muito parecidos, de modo que, para o resto do trabalho, os
resultados serdo mostrados apenas para 1 sub-rede.



69

T T
1 sub-rede 1 —+—

: ] sub-rede 2 F=<
0er ' sub-rede 3 E
. sub-rede 4
08 b
0.7 - N
A 06 -
£
¥oons5 k- i
0.4+ E
RS i E
0.2 T M "R _
01 1 1 1 1 1 1 1 I
1300 1400 1500 1600 1700 1200 1900 2000

Temperatura (k)

Figura 4.3 — Valor esperado para o modulo da magnetizagao de cada sub-
rede do sistema, com barra de erros. L=12.

Como notamos nos graficos anteriores, o erro estatistico
relacionado as medidas tanto da energia como da magnetizacdo sdo
relativamente pequenos, fato relacionado a um nimero de amostras
relativamente grande. Para essa simula¢do, a evolucdo do sistema
ocorreu por 400.000 MCS, resultando em (400.000 — 1.000) / 100 =
3990 amostras.
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Figura 4.4 — Susceptibilidade magnética por sitio de cada sub-rede. L = 12.
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Figura 4.5 — Cumulante de Binder para cada sub-rede. L = 12.

Esses resultados reforcam a ideia de que os valores obtidos para
cada sub-rede sdo basicamente os mesmos, com flutuagdes ocasionais.
De acordo com o comportamento que se espera dessas grandezas perto
do ponto critico, fica claro que o mesmo fica localizado um pouco
abaixo da temperatura de 1600 K para a concentragdo de atomos
considerada.

A mesma simulacdo foi feita para essa concentragdo e faixa de
temperaturas em redes de tamanho L. = 16 e L = 20. Um grafico para o
pardmetro de ordem do sistema serd mostrado para o caso L = 20. O
numero total de sitios ocupados para cada um dos casos é:

o L=12:12%2 =864.
o L=16:16%2=2.048.
o L =20:20%2 = 4.000.

Nesse ponto ¢ interessante notar que, apesar do fato de 1 passo
de Monte Carlo demorar mais para ser processado computacionalmente
em redes de tamanho maior, neles a quantidade requerida de amostras
para que se tenha a mesma confiabilidade estatistica ¢ menor. Deste
modo, a quantidade de MCS nos casos de rede de maior tamanho ¢
reduzida. Para a simula¢do com L = 16, 300.000 MCS foram utilizados,
e para L = 20, o valor foi de 200.000 MCS. Apresenta-se a seguir um
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grafico tipico do comportamento do calor especifico conforme o
tamanho da rede ¢ aumentado:

0.0007 F T T T T T T T ]
P L=12 ——
il L=16 —%—
0.0006 — 'I B
n
0.0005 - T 4
| {
.f-‘\\ [
- L .. i
g 00004 N
= H
g \l
Y 00003 - [\ 4
fﬁ I‘
|
0.0002 - /7 4
= ".
0.0001 - x \ E
¥
i st Rl o T
0 = 1 1 1 1 1 1 1 =

1200 1400 1500 1a00 1700 1200 1900
Temperatura (K

Figura 4.6 — Calor especifico por sitio do sistema. L=12 e L = 16.

Como esperado, um aumento no tamanho da rede vem
associado a um pronunciamento maior no pico, no sentido de que o
valor maximo cresce, e a largura do pico diminui. O mesmo
comportamento ¢é observado para a susceptibilidade magnética,
enquanto que o cumulante de Binder, por sua vez, tem uma queda mais

brusca perto da temperatura critica.
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Figura 4.7 — Susceptibilidade magnética por sitio da sub-rede 1. L=12e L=
16.

Uma comparacdo do cumulante de Binder para cada um dos tamanhos
de rede sera apresentado em breve.

Para uma melhor localizacdo da temperatura de transi¢do de
fase, simulagdes também foram realizadas no intervalo de 1540 — 1600
K, dessa vez com diferenca de 2 K entre simulagdes, o que nos permite
visualizar a regido mais importante com maior detalhe. Os resultados
paraL=12,L=16 e L =20 s3o os que seguem.

0.00160 — T T T T T
L=12 —+—
L L=16 —— |
0.00140 i
0.00120 B
0.00100 B
g >
& 0.00020 e e e B
o v
0.00080 Vi [N B
/ =
e 3523(»_*,,4-407—!—71_;.‘* >,
0.00040 i —h S -
Pt B N
At 2e- s e %_*,ﬁ_'_
0.00020 |- S T
Eam 4
1 1 1 1 1 1
1540 1550 1560 1570 1580 1590

Temperatura (K

Figura 4.8 — Calor especifico por sitio do sistema. L =12, 16 ¢ 20.
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Figura 4.9 — Susceptibilidade magnética por sitio da sub-rede 1. L=12, 16 ¢
20.
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Figura 4.10 — Tempo de equilibracdo para L =16, T=1550 K.

Vemos que novamente 1000 MCS ¢é uma estimativa razoavel
para o tempo de equilibragdo do sistema.

Os resultados para energia e magnetizagdo por sitio sdo muito
parecidos em todos os casos, e foram omitidos, para que se possa dar
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atencdo maior as quantidades mais relevantes. Apresenta-se a seguir um
grafico para o parametro de ordem do sistema.
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Figura 4.11 — Médulo das componentes do parametro de ordem do
sistema.L = 20, AT=2K.

Nota-se que, para valores de temperatura abaixo de T., o valor
do modulo de alguma das compontes do parametro de ordem varia entre
aproximadamente 0.7 e 0.8, enquanto que as outras t€ém valor muito
proximo de 0. Perto de T, ha uma regido de certa flutuacdo, e apos isso
todas as componentes tendem a 0. Se recordarmos a defini¢do do
parametro de ordem e o que seus valores significam, fica claro que esse
padrdo de valores para a fase ordenada € consistente com um
ordenamento do tipo L1y, no qual se espera que no estado totalmente
ordenado o médulo de alguma das componentes seja 1, ¢ o das outras 0.
Como na regido inicial deste grafico estamos distantes de um estado
completamente ordenado (baixas temperaturas), e a variagdo dos valores
do parametro de ordem ocorre de forma suave, € natural se esperar que
os valores obtidos sejam ligeiramente menores que 1. Realizando-se a
comparagdo com resultados experimentais, nota-se que de fato a fase
L1, é observada para a concentracao considerada (cp,cf = 50%)

Para que se conclua a analise da liga na concentragdo de 50%,
fazemos a estimativa do valor da temperatura de transicdo de fase pela
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ideia apresentada anteriormente no texto — graficos do cumulante de
Binder para diferentes tamanhos de rede sdo plotados em funcdo da
temperatura, ¢ o ponto no qual as diferentes curvas se interceptam no
eixo X € uma boa estimativa para T..
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Curnulants de Binder

1540 1550 1560 1570 1580 1580
Temperatura (k)
Figura 4.12 — Cumulante de Binder para diferentes tamanhos de rede. cp,cf
=50%.

As diferentes curvas se interceptam para uma temperatura na
regido de 1572~1574 K. O valor experimental para T, € de 1573 K, uma
indicacdo de que o modelo ¢ bastante adequado para a andlise da
transi¢do de fase na concentragdo de espécies considerada.

Como mencionado anteriormente, para uma melhor analise dos
limites de validade do modelo, foram examinadas 4 outras
concentragdes para as espécies de atomos. Para esses casos, uma rede de
tamanho L = 20 foi utilizada, e a simulag¢do rodou por 200.000 MCS,
com um numero de amostras igual a 1990.

4.2 RESULTADOS PARA CP = 70%, CF = 30%
Em principio, para uma concentragdo de espécies diferente

espera-se que a dindmica do sistema mude, no sentido de que as energias
entre pares sejam dominadas pelos termos da espécie que aparece em
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maior niamero. Isso pode gerar uma dinadmica que aceite ou rejeite mais
configuracdes candidatas, por exemplo, efetivamente alterando a
eficiéncia do mesmo. Como o grafico a seguir mostra, a energia do
sistema passa a oscilar em uma pequena faixa em um tempo menor que
no caso anterior. Para que se mantenha uma boa margem de seguranca,
porém, o tempo de equilibracdo novamente foi tomado igual a 1000
MCS. Nota-se que apenas a evolugdo de uma condicdo inicial aleatoria
foi plotada, pelo fato de que a determinagdo do estado fundamental em
concentragdes diferentes de 50% ndo ¢ tarefa simples.

nos F T T T T

T
Tempo de Equilibracdo +
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Figura 4.13 — Tempo de equilibracéo para cp = 0.7, cf=0.3. L = 20.

A simulacdo foi rodada para temperaturas entre 1300 ¢ 1900 K,
com AT = 20 K. Os resultados para as grandezas calculadas sdo os que
seguem.
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Figura 4.16 — Susceptibilidade magnética por sitio da sub-rede 1. cp = 70% cf
=30%.

Como os resultados anteriores sugerem, o modelo prevé a
ocorréncia da transi¢do de fase para alguma temperatura na faixa de
1580 — 1600 K. O valor experimental é de aproximadamente 1615 K. Os
resultados para as componentes do pardmetro de ordem do sistema so
0s seguintes.
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Figura 4.17 — Parametro de ordem 1 do sistema. cp = 70% cf = 30%.
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Figura 4.18 — Pardmetro de ordem 2 do sistema. cp = 70% cf = 30%.
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Figura 4.19 — Parametro de ordem 3 do sistema. cp = 70% cf = 30%.

As discrepancias entre as diferentes componentes do pardmetro
de ordem sdo minusculas, e os resultados sdo essencialmente os mesmos
—um valor tendendo a 0 para temperaturas superiores a T., € uma queda
suave em seu valor quando considerada a regido de temperaturas baixas.

Recordando os valores que definem os diferentes modos de
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ordenamento, vemos que o modelo prevé um ordenamento do tipo L1,
para a concentragdo em questdo, resultado esse confirmado
experimentalmente.

4.3 RESULTADOS PARA CP =45%, CF = 55%

Novamente o tempo de equilibragdo do sistema foi tomado
como sendo de 1000 MCS, e as flutuagdes da energia sdo mostradas na
figura abaixo. A seguir os resultados para as grandezas do sistema sdo
mostrados. A faixa de temperaturas da simulagéo foi de 1250 — 1850 K.

T
Tempo de Equilbragio
-0.03 b

-0.035 b

-0.043 - b

<Ef M=

-0.05

= PR My

u} 1000 2000 3000 4000 5000

Paszsos de Maonte Carlo

Figura 4.20 — Tempo de equilibragd@o do sistema. cp = 45% cf = 55%.
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Figura 4.21 — Calor especifico por sitio do sistema. cp = 45% cf = 55%.
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Figura 4.22 — Susceptibilidade magnética por sitio da sub-rede 1. cp =

45%, cf=55%.
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Figura 4.23 — Cumulante de Binder da sub-rede 1. cp =45% cf = 55%.

Observando os graficos anteriores, vemos que o modelo sugere
uma T, nas proximidades de 1500 K. O valor experimental é de fato
aproximadamente 1500 K. A regido de concentra¢des proximas de 50%
de fato ¢ melhor explicada pelo modelo que as regides mais afastadas.
Uma explicagdo para isso sera dada na analise de resultados da proxima
concentragdo considerada. Os resultados para o pardmetro de ordem do
sistema sdo os seguintes.
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Figura 4.24 — Pardmetro de ordem do sistema. cp = 45% cf = 55%.

O resultado ¢ bastante semelhante ao caso de concentragdo de
50% para ambas as espécies abordado anteriormente. Para cada
temperatura amostrada, 1 das componentes do pardmetro de ordem
possui valor suavemente decrescente proximo a 1 na fase ordenada,
enquanto que os outros se aproximam de 0, indicando um ordenamento
do tipo L1, fato esse comprovado experimentalmente.

4.4 RESULTADOS PARA CP = 20%, CF = 80%

Esse foi o caso analisado com a maior diferenga de
concentracdo entre as espécies. Para o pardmetro de ordem do sistema
tivemos o seguinte resultado. A faixa de temperaturas foi de 800 — 1700
K, com AT = 30 K. Para o parametro de ordem tivemos o seguinte
resultado.
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Figura 4.25 — Parametro de ordem 1 do sistema. cp = 20% cf = 80%.

Os resultados para as outras 2 componentes sao quase idénticos,
e foram omitidos. O modelo mostra o padrdo para ordenamento L1,,
confirmado por experimentos. Os resultados para calor especifico,
susceptibilidade magnética e cumulante de Binder sdo mostrados a

seguir.
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Figura 4.26 — Cumulante de Binder da sub-rede 1. cp =20% cf = 80%.
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Os resultados anteriores indicam uma transi¢ao de fase para um
valor de temperatura entre 1300 e 1400 K. O valor experimental, porém,
¢ proximo de 1000 K. Se analisarmos a precisdo dos resultados obtidos
pelo modelo, notamos que para composicdes proximas de 50% para
cada espécie os resultados sdo consideravelmente melhores. Isso nédo é
coincidéncia. Uma das caracteristicas fundamentais do modelo
escolhido foi a de interag@o entre pares, e para as regides do diagrama
muito distantes da composicdo 50%-50% um modelo baseado em
interacdo entre pares simplesmente ndo é adequado, e interagdes entre
muitos corpos devem ser consideradas.

Por exemplo o Hamiltoniano poderia ter, além dos termos
considerados nosso trabalho, termos adicionais como:

J z $;S;S;+J z S;S;SyS)... ou uma quantidade maior, que seja

compatlvel com o perfil de interagdes relevantes do sistema em questdo.
Em particular, um modelo baseado apenas em intera¢do entre pares
resulta em um diagrama de fases simétrico em relagdo a composicao de
50% para ambas as espécies, independentemente do alcance e
complexidade de tais interagdes, o que obviamente ¢ uma limitagdo
importante, com a qual ndo se pode esperar que se obtenha uma boa
descrigdo de sistemas em que ha um comportamento assimétrico
elevado.

Recordando o diagrama de fases de nosso sistema, figura 3.1, é
evidente que ha uma grande diferenca entre as regides em que o sistema
¢ rico em platina para aquelas em que ¢ rico em ferro, motivo pelo qual
mais termos precisam ser adicionados no Hamiltoniano para que se
obtenha uma boa descricdo. Uma explicacdo especifica desse topico
para um sistema binario fcc, como o nosso, pode ser encontrada na
referéncia [12].

4.5 RESULTADOS PARA CP = 65%, CF = 35%

Esta foi a ultima concentragdo explorada. Os resultados para o
cumulante de Binder, calor especifico, susceptibilidade magnética e
pardmetro de ordem sdo os seguintes, acompanhados de comparagdo
com resultados experimentais.
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Figura 4.32 — Parametro de ordem do sistema. cp = 65% cf = 35%.

Os resultados mostram uma transicdio de fase para
aproximadamente 1500 K. O valor experimental ¢ de aproximadamente
1600 K. Analisando os valores para o parametro de ordem, vemos que a
previsdo do modelo ¢ um ordenamento do tipo L1,, confirmado por
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experimentos. Com exce¢do da concentragdo de 80% — 20%, todas as
outras concentragdes examinadas em nosso trabalho também aparecem
no diagrama de fases da simulagdo apresentada na referéncia [10], e ha
otima concordancia nos valores obtidos para as temperaturas criticas em
cada uma das concentragoes.

Como ja mencionado, o material estudado em nosso trabalho
(FePt) atraiu muita aten¢do em tempos recentes, e diversos estudos vém
sendo realizados com uma variedade de abordagens. Por exemplo, um
estudo foi realizado para a concentragdo de 50% — 50%, valendo-se de
calculos de primeiros principios baseados no método de Connolly
Williams e envolvendo interagdes entre 3 corpos [27]. Entre as diversas
questdes exploradas e resultados obtidos no estudo, obteve-se o
resultado T. = 1514 K.

Outro estudo utilizou uma abordagem baseada em uma
renormalizagdo de potencial, valendo-se também de célculos de
primeiros principios e levando em conta interagdes entre 4 corpos. Este
trabalho também teve sua aten¢do concentrada na concentragdo de 50%
para ambas as espécies, e obteve um valor para T. de aproximadamente
1970 K sem renormalizagdo, ¢ de aproximadamente 1800 K apds a
renormalizacao [28].

Lembrando que o valor experimental para T. ¢é de
aproximadamente 1573 K para a concentragdo de 50% para ambas as
espécies, os resultados anteriores ilustram a dificuldade envolvida em se
obter uma boa estimativa para a temperatura critica, e justificam a
necessidade do desenvolvimento de mais estudos para que se alcance
um entendimento maior das propriedades do material em questao.
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CONCLUSAO

No trabalho em questdo modelou-se computacionalmente uma
liga binaria de ferro e platina através de uma analogia com o modelo de
Ising, ¢ o método de Monte Carlo foi utilizado para a simulagdo e
obtencdo de resultados. O foco do trabalho foi o de, além de explorar
conceitos fundamentais das ferramentas utilizadas para o estudo,
construir um algoritmo consistente com a situagdo especifica de
equilibrio térmico, e inserir no mesmo os diversos principios fisicos que
se espera observar em um sistema real, com o objetivo de localizar e
identificar a transi¢do de fase da liga em uma determinada faixa de
temperaturas e concentragdes, de modo a tornar clara a distingdo entre o
estado desordenado e os possiveis tipos de ordenamento L1, ¢ L1, do
material em questdo, além de testar os limites de validade do modelo.

Os resultados obtidos para as diversas grandezas fisicas, em
especial o pardmetro de ordem do sistema, indicaram corretamente as
regides de diferentes tipos de ordenamento no diagrama concentragéo
versus temperatura, além de indicar com boa precisdo as temperaturas
da transi¢do de fase do tipo ordem-desordem do sistema para grande
parte dos casos explorados. Pelo fato do diagrama considerado ser
relativamente complexo, combinado ao fato de que alguns dos
componentes da modelagem ndo se aplicam a toda a regido, como por
exemplo a natureza de interacdo entre pares inserida através do modelo
de Ising, certas regides do diagrama necessitam de outra abordagem
para serem explicadas satisfatoriamente.

De todo modo, o presente trabalho ilustra o poder de
aplicabilidade do modelo de Ising, que mesmo sendo de construgéo
bastante simples, é capaz de dar respostas satisfatorias para muitos
fendmenos, e isso ndo se limita a estudos de natureza fisica. Utilizando-
se do modelo de Ising ainda, uma descri¢do mais completa da transi¢ao
de fase para o nosso sistema especifico pode ser realizada com a
utilizacdo de vacancias na rede, que supostamente tém importancia
elevada na dinamica de ordenamento da liga de ferro e platina, e nosso
estudo pode servir como ponto de partida para tal generalizagao.
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