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RESUMO

O objetivo desse trabalho é apresentar um pouco da Teoria dos Jogos,
desde aspectos historicos até o estudo dos dois tipos de jogos: simul-
taneos e sequenciais. O foco de estudo estd em jogos sequenciais e o
método de indugao reversa para encontrar o equilibrio de Nash perfeito
em subjogos. Ainda, é apresentado o conceito de aleatoriedade em jo-
gos sequenciais e assim, feito o estudo das duas aplicagOes principais:
Jogo do Nim e o Jogo de perguntas e respostas.

Palavras-chave: Teoria dos Jogos. Payoffs. Equilibrio de Nash. Jo-
gos Sequenciais. Arvore de Jogo. Método de Inducio Reversa. Aleato-
riedade e Jogos Sequenciais.






ABSTRACT

The objective of this work is to present a little of the Theory of Ga-
mes, since historical aspects to the study of the two types of games:
simultaneous and sequential. The focus of the study is on sequential
games and the backward induction method to find the perfect Nash
equilibrium in subgame. Also, the concept of randomness in sequential
games is presented and thus, the study of the two main applications is
done: Game of the Nim and the Game of questions and answers.
Keywords: Game Theory. Payoffs. Nash Equilibrium. Sequential
Games. Game Tree. Backward Induction Method. Randomness and
Sequential Games.
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1 INTRODUCAO

A Teoria dos Jogos surgiu com a necessidade de analisar situ-
agoes em que um grupo de agentes age de forma racional e estrate-
gicamente, visando maximizar seus ganhos. A partir disso, podemos
formalizar alguns aspectos dos jogos de mesa (como por exemplo o pd-
quer e o xadrez), leildes, concorréncias entre empresas, entre muitas
outras aplicagoes.

Uma aplicagao dessa teoria ocorreu na Segunda Guerra Mun-
dial (1939-1945), bem como a Guerra Fria e a Guerra da Coréia, sendo
essas situagoes de combate entre paises ou grupos. Temos ainda, apli-
cagbes em diversas areas como Filosofia, Economia, Biologia, Ciéncias
da Computagao, Jornalismo e Politica. Essa teoria também é utilizada
para o estudo de situagoes como o que leva as empresas a pagarem
prémios como incentivo para seus funcionarios, como alguns leiloes sao
melhores do que outros, porque muitas florestas sao depredadas, as con-
corréncias entre empresas e até mesmo jogos de salao ou partidas de
futebol possibilitando a discussdo sob um ponto de vista mais formal.

Para usarmos tal teoria, precisamos considerar todas as carac-
terfsticas da situagdo. (FIANI, 2009) diz que uma situagio estudada
pela teoria dos jogos pode ter como participantes (agentes ou jogado-
res) individuos, grupos de individuos, empresas, e assim por diante,
onde a decisdo de cada um afeta diretamente o outro, sabendo ou néao
o que o outro ira escolher. Vale ressaltar que, no desenvolvimento deste
trabalho, vamos considerar os participantes racionais, sendo que suas
escolhas ocorrem em prol da maximizagao de sua recompensa.

Os jogos podem ser modelados de duas formas principais: jogos
na forma normal (a¢oes simultaneas) ou jogos na forma extensiva (agoes
sequenciais). As principais caracteristicas que diferenciam os dois tipos
sao o tempo, a forma de representagao e o fato de um jogador saber ou
nao o que o outro escolheu.

Ao fim de cada jogo, os jogadores recebem suas recompensas,
que sao dadas através dos payoffs respectivos. Com base nessas re-
compensas os jogadores fazem suas escolhas, pois, o objetivo destes é
maximizar os ganhos.

Nesse contexto, a indugao reversa surge como um método a ser
usado para se obter a solugao de um jogo na forma sequencial. O
método consiste em analisar a “arvore do jogo", sendo esta a forma
de representar um jogo sequencial de tras para frente. Essa analise
consiste em pensar no que o outro jogador ird escolher e ver o quanto
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aquela escolha serda bom para si. A partir disso, cada jogador faz suas
jogadas pois ja possui uma ideia do que o outro jogador ira escolher.

(FIANI, 2009) introduz a seguinte situagdo para dar inicio aos
estudos dos jogos sequenciais e o método de indugao reversa: Imagine
uma situagao em que uma empresa deseja ingressar em um mercado em
que outra empresa ja se encontra estabelecida. Dentro de um contexto
de jogos, podemos denominar entao a empresa que deseja ingressar no
mercado como a empresa “Desafiante” e a empresa que ja esta estabele-
cida como a empresa “Dominante”. As agoes disponiveis para a empresa
Desafiante sao { Entrar} ou { Nao entrar} no mercado e para a empresa
Dominante sado {Lutar} ou {Acomodar}. O que seria entdo a melhor
escolha neste caso para ambas as empresas, sendo que a empresa Desa-
fiante faz sua escolha antes da empresa Dominante? Discutiremos essa
situagao em detalhes no desenvolvimento deste trabalho.

No segundo capitulo, faremos uma breve contextualizagao histo-
rica da teoria dos jogos, citando as principais contribuigoes para o de-
senvolvimento e suas publicagoes. Ainda neste mesmo capitulo, apre-
sentaremos os aspectos principais que constituem um jogo, algumas
notagoes necessarias, bem como aspectos basicos de um jogo na forma
normal e alguns métodos para encontrar a solugao correspondente.

No terceiro capitulo faremos o estudo dos jogos sequenciais e sua
forma de representagdo que denominamos como sendo a forma exten-
siva. Temos a diferenca da representagdo normal e a extensiva de um
jogo. Faremos um estudo detalhado sobre os conceitos necessarios para
a compreensao do que seria a forma extensiva (arvore de jogo). Ainda,
serao explorados o conceito de subjogo e o que seria um equilibrio de
Nash perfeito em subjogos. Analisaremos alguns exemplos buscando
encontrar esse equilibrio de Nash perfeito em subjogos.

No quarto capitulo temos o estudo do método de inducao reversa
para encontrar a solugao de um jogo na forma extensiva. Faremos uma
extensao para jogos sequenciais com aleatoriedade, mostrando que tam-
bém ¢é possivel aplicar a indugao reversa nesse tipo de jogo. Para fina-
lizar, serao apresentados duas aplicagoes em jogos com aleatoriedade,
sendo eles: Jogo do Nim e o Jogo de Perguntas e Respostas.
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2 ASPECTOS GERAIS

A Teoria dos Jogos é uma teoria matemética criada para mode-
lar fendmenos que podem ser observados quando dois ou mais agentes
de decisao interagem entre si. Ela fornece a linguagem para a descri¢ao
de processos de decisao conscientes e objetivos envolvendo mais do que
um individuo (DUTTA, 1999). Ainda, o mesmo autor diz que a Teoria
dos Jogos recebeu este nome pelo fato de jogos de salao como poquer,
bridge, xadrez, entre outros, serem considerados o ponto de partida
para desenvolver os conceitos principais dessa teoria: interagao, estra-
tégia e racionalidade.

2.1 CONTEXTO HISTORICO

Pelos registros, segundo Dutta (1999), os estudos dessa teoria
comegaram com o economista francés Antoine Augustin Cournot (1801-
1877) em 1838 e se seguiram pelo economista Francis Edgeworth (1845-
1926) em 1881. Antoine Augustin Cournot destacou-se através de sua
publicacao Recherches sur les Principes Mathématiques de la Théorie
des Richesses, onde fez uma anélise a um problema de oligopolio (um
mercado onde existem poucos vendedores para muitos compradores).

Segundo (FIANI, 2009), com a anélise feita por Antoine Augustin
Cournot, este elaborou um modelo onde duas empresas produzindo
um mesmo produto estavam decidindo qual era a quantidade que cada
uma iria produzir. Cournot encontrou uma solugao, onde cada empresa
produziria quantidades que eram compativeis entre si.

Vale destacar também a grande importéncia do matemético ale-
mao Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953). Em 1913, este
demonstrou que no jogo de xadrez sempre existe um jogador com uma
estratégia vencedora. Zermelo destacou-se ainda com a técnica de in-
dugao reversa, sendo esta uma forma de resolver determinado jogo na
forma sequencial (sera vista posteriormente).

(FIANI, 2009) cita a importancia de Justin Emile Borel (1871-
1956), no qual se preocupava com os jogos que dependiam simultanea-
mente da sorte e da habilidade do jogador, mais conhecidos como jogos
estratégicos. Borel formulou o primeiro conceito de estratégia como
sendo um método de jogo onde cada jogador sabe o que vai fazer em
determinados momentos do jogo.

Podemos fazer uma ligagao entre a origem da Teoria dos Jogos
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e John von Neumann (1903-1957). Este destacou-se através de suas
publicagoes, a principal sendo o artigo publicado em 1928 "Zur Theorie
der Gesellschaftsspiele”, onde demonstra que em jogos de soma zero
(tipo de jogo onde o ganho de um jogador representa necessariamente
a perda do outro jogador), a solu¢do pode ser determinada por modelos
matematicos.

Em 1944, juntamente com Oskar Morgenstern (1902-1977), Neu-
mann publicou o livrto The Theory of Games and Economic Behavior,
considerada a principal obra publicada referente a teoria dos jogos.
Neste livro, Neumann e Morgenstern se concentraram em jogos de soma
zero, definindo a representacao de jogos na forma extensiva. Ainda, os
autores abordaram aspectos como: o fator cooperagao e a formacgao de
coalizao entre os jogadores.

Porém, esta obra nao abrangia boa parte de modelos de inte-
ragoes estratégicas. Assim, segundo (FIANI, 2009), a partir de 1950,
John F. Nash Junior, John C. Harsanyi e Reinhard Selten foram os
responsaveis pelas publicacGes que contextualizavam as ferramentas da
Teoria dos Jogos nao apenas para jogos de soma zero, mas para todos
os demais tipos de jogos. Através dessa contribui¢ao, ambos receberam
o prémio Nobel de Economia em 1994.

Matematico norte-americano, John F. Nash Jr.(1928-2015) foi
considerado um dos matematicos mais importantes do século XX. Foi
o responsavel por introduzir o conceito de equilibrio em um jogo (nao
necessariamente sendo jogos de soma zero). Esse equilibrio trata-se da
combinacao de estratégias onde a estratégia adotada por um jogador
especifico consiste na melhor resposta deste jogador se fixarmos as es-
tratégias dos demais. Ainda, este equilibrio é chamado de equilibrio de
Nash. A partir dai, o que se percebeu, foi que nem sempre a estratégia
escolhida de forma racional como sendo a melhor resposta as estratégias
escolhidas pelos demais jogadores traria a melhor situacao para todos.

Por sua vez, o economista htingaro John C. Harsanyi (1920-2000)
contribuiu para a Teoria dos Jogos desenvolvendo um modelo de jogo
que trata de situacbes onde um jogador pode ter informacoes a mais
sobre algum elemento do jogo, quando comparado aos demais joga-
dores. Neste caso, tem-se entao uma situagao de informacao assimé-
trica, denominando-se entao, um jogo de informagao incompleta. Dessa
forma, acaba-se estendendo a nocao de equilibrio de Nash para este tipo
de situacao. Harsanyi trabalhou nisso durante 1967-1968.

Ainda, o matematico e economista Reinhard Selten (1930-2016)
contribuiu com a nogao de equilibrio de Nash perfeito em subjogos,
sendo esta a estratégia que é necessariamente considerada 6tima para
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todos os possiveis desdobramentos do jogo. Esta nogao de equilibrio
tem extrema importancia em jogos que envolvem ameacas e compromis-
sos, pois, desta forma é possivel analisar quais ameagas e compromissos
sao plausiveis. Ainda, este conceito é aplicado apenas em jogos do tipo
sequencial.

A partir disso, a Teoria dos Jogos vém sendo aplicada em diversas
areas. Entre as aplicagbes citadas por (FIANI, 2009)), tem-se Thomas
C. Schelling que em 1960 publicou o livro The Strategy of Conflict, onde
mostra que a Teoria dos Jogos pode ser aplicada em situagoes de conflito
ou cooperagao focando no exemplo da Guerra Fria, quando ocorreu o
conflito entre Estados Unidos e Unido Soviética. Atualmente, tem-
se essa teoria aplicada & Economia, Administracdo, Direito, Ciéncia
Politica, questoes da natureza militar, Biologia, entre outros.

2.2 CONCEITOS PREVIOS

A seguir, serdo apresentadas as definigdes e outros aspectos consi-
derados fundamentais para a compreensao da discussao posterior sobre
a Teoria dos Jogos.

2.2.1 Jogo

E muito comum no dia a dia nos depararmos com algum jogo,
como baralho, xadrez, uma partida de futebol, video game, entre outros.
Estes momentos considerados de pura diversao passam a nos intrigar
com o fato de existir uma teoria responséavel por estuda-los. E esse
estudo é feito pela Teoria dos Jogos.

No entanto, vale considerar que esta teoria nao se limita a esses
jogos no senso comum. Também sao estudadas pela Teoria dos Jogos
situacoes em que hé conflito de interesses entre duas ou mais pessoas
(fisicas ou juridicas), e que a recompensa para os “jogadores” depende
das agoes tomadas por cada um deles.

Entre essas situagoes adicionais, destacamos o desfecho de uma
guerra, a concorréncia de empresas, o crescimento populacional, entre
outros.

Nesse contexto, para a Teoria dos Jogos, um jogo consiste em
uma situacao onde existe a interagao estratégica entre os participantes,
onde estes reconhecem que existe uma interdependéncia mutua entre
suas escolhas.
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Segundo (DUTTA, 1999), para uma perfeita compreensao e even-
tual modelagem de cada uma dessas situagoes, € importante analisar-
mos as seguintes caracteristicas:

Quem esta jogando: O grupo de jogadores que interage estra-
tegicamente;

e Com o que eles estao jogando: As agOes ou estratégias dis-
poniveis para cada jogador;

A ordem: Qual a ordem das agoes escolhidas pelos jogadores
(simultaneas ou sequenciais);

e Recompensa: O quanto o jogador pode perder ou ganhar, com
as escolhas feitas.

Neste trabalho serao levados em consideragao apenas os jogos
nao cooperativos. (FIANI, 2009) diz que um jogo é ndo-cooperativo
quando os jogadores nao podem estabelecer compromissos garantidos.
Por outro lado, se os jogadores podem estabelecer compromissos, e esses
compromissos possuem garantias efetivas, esse jogo é do tipo coopera-
tivo.

As regras do jogo sdo de conhecimento igualitario de todos os
jogadores. Tem-se a excecao dos jogos de informacgao incompleta, onde
pode ocorrer que algum jogador faz sua escolha sem conhecer exata-
mente o historico do jogo até aquele momento.

2.2.2 Jogadores

No contexto da Teoria dos Jogos, denominamos como jogador
qualquer individuo ou organizac¢ao que participa do jogo, capaz de to-
mar decisoes. Essas decisoes afetam tanto ele quanto os demais joga-
dores inseridos na mesma situacao.

Neste trabalho, vamos considerar que o ntimero de jogadores é
finito e que a escolha de suas estratégias é feita de forma racional,
sempre em busca da maximizacao de suas recompensas. No caso dessa
teoria, a racionalidade esta envolvida com a coeréncia entre os meios e
os fins dos jogadores. Ou seja, a racionalidade esta envolvida com os
meios que os jogadores empregam para alcangar os fins e ndo com os
fins em si mesmos (FIANI, 2009).
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2.2.3 Conjunto de agoes

Cada jogador possui um conjunto de acoes disponiveis, ou seja, é
um conjunto formado por todas as agoes ou movimentos que este joga-
dor pode escolher em um determinado momento do jogo. O conjunto
de acoes disponiveis de cada jogador é de conhecimento de todos os
demais. Através delas, o jogador traga a estratégia que acredita ser a
certa para maximizar seus ganhos.

Temos que a estratégia de um determinado jogador é dada pela
analise das acOes e suas respectivas recompensas, de acordo também
com as recompensas dos outros jogadores. Com a estratégia, o jogador
objetiva maximizar seus ganhos.

Uma estratégia é considerada pura quando o jogador escolhe suas
acoes de forma deterministica, nao existindo influéncia para a mudancga
desta escolha. Por outro lado, falamos em estratégia mista, quando o
jogador atribui uma probabilidade & escolha de suas agoes.

Para analisar quando é melhor adotar a estratégia mista, consi-
dere a seguinte situagao: em um jogo de futebol, um jogador ao bater
seu pénalti por varias vezes seguidas, se escolher chutar no mesmo lado,
o goleiro acabara defendendo todas as cobrangas pois ja sabera onde o
jogador chutard. Dessa forma é interessante para o jogador trocar de
estratégia conforme vai cobrando as penalidades. Pode-se dizer entao
que estratégias mistas funcionam melhor nesta situacao.

2.2.4 Recompensas

Ao fim do jogo, cada jogador recebe a recompensa, que também
é conhecida como payoff. A recompensa especifica o que cada jogador
ird receber de acordo com suas escolhas e em funcao das escolhas dos
demais jogadores. Ainda, esses valores estao definidos desde o inicio do
jogo.

Para a escolha da estratégia que tera como resultado essa recom-
pensa, tem-se a fun¢do recompensa. Através dela, o jogador estara espe-
cificando sua preferéncia de escolha, ndo necessariamente significando
que a recompensa escolhida é a maior de todas em questao numérica,
mas é a mais preferivel analisando o contexto do jogo. (SARTINI et al.,
2004) também denomina essa fungéo como func¢ao utilidade.
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2.2.5 Notagoes

A seguir estdo apresentadas algumas notagdes necessarias para
a apresentacao do conteiido com o objetivo de tornar melhor a compre-
ensao do que se segue.

e Jogadores: Os jogadores serao denotados pelo conjunto J =
{1,2,3,...,n}, sendo n € N um namero finito.

e Conjunto de possiveis estratégias: Sejam ¢ € J, e m; a
quantidade de estratégias do jogador i. Denotamos por E; =
{ei1, €i2, €3, . - ., €im, } 0 conjunto finito das estratégias do jogador
i. Nesse sentido, uma estratégia pura do jogador ¢ serd denotada
por e;;, onde j € {1,2,3,...,m;}.

e Perfil de estratégias puras: Vamos considerar um jogo com n
jogadores. Denotamos pelo vetor e = (e1j,,€25,,€3j5, - s €nj,) O
perfil de estratégias puras em que o jogador 1 opta pela estratégia
e1j; € Iy, o jogador 2 opta pela estratégia es;, € Eo, e assim
sucessivamente.

e Conjunto de todas as estratégias de um jogo: Sejam os
conjuntos de estratégias E1, Fo, ..., E, dos n jogadores de um
jogo. Entao, o conjunto de todos os possiveis perfis de estratégias
puras é dado pelo produto cartesiano:

n

E:HEi:Elenggx---xEn

n=1
Note que e € FE.

e Funcao utilidade: Em um jogo, para cada jogador i € J defi-
nimos uma func¢ao utilidade (ou func¢do payoff), dada por:

e — Ule)
Vale considerar que esta fungdo indica a recompensa U;(e) obtida
pelo jogador i se os jogadores optarem pelas estratégias puras
descritas no vetor e.
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2.2.6 Forma normal de um jogo

A Teoria dos Jogos faz o estudo de situagoes de interagao estra-
tégica, separando essas situagdes em dois casos principais: jogo simul-
taneo e jogo sequencial. Ao fazer a distingao de que tipo de jogo se
trata, a analise e a solugao sao feitas conforme a forma de expor o jogo:
normal ou extensiva.

(FIANI, 2009) define os jogos simultaneos como sendo aqueles em
que cada jogador ignora as decisoes dos demais no momento em que
toma sua prépria decisao.

Os jogos simultaneos sao também conhecidos como jogos esta-
ticos. Os jogadores fazem suas escolhas ao mesmo tempo, sem saber
0 que o outro jogador iré escolher. A forma de expor um jogo desse
tipo chama-se normal ou estratégica (usaremos neste trabalho o termo
normal).

A forma normal de um jogo é apresentada por uma matriz de
recompensas, onde estao expostas as estratégias possiveis para cada
jogador e ainda, a combinagao das recompensas que cada um recebe
por determinada estratégia. Esta matriz de recompensas consiste em
uma tabela onde estao expostas todas as informagcoes necesséarias para
analisar determinada situagao.

Por outro lado, os jogos sequenciais sao também conhecidos como
jogos dinadmicos. Neste tipo de jogo, os jogadores fazem suas escolhas
em uma ordem previamente estabelecida. Assim, cada jogador sabe
0 que o outro escolheu. A forma de representar esse tipo de jogo é
denominada forma extensiva, que consiste em uma arvore, na qual des-
crevemos a evolucao no tempo das agoes adotadas pelos jogadores. O
estudo desse tipo de jogo sera feito com mais detalhes nos préoximos ca-
pitulos, nos quais apresentaremos algumas érvores de jogos, bem como
o método de resolugao denominado inducao reversa.

A seguir, vamos discutir alguns exemplos de jogos simultaneos,
representados em sua forma normal.

Exemplo 1 (Exemplo Geral). Em uma determinada situagdo de in-
teragao estratégica tem-se dois jogadores, sendo eles A e B. O jogador
A tem a sua disposicao duas estratégias: a e B. O jogador B também
tem duas estratégias: 0 e 0 . As recompensas atribuidas a cada possivel
escolha encontram-se na tabela a sequir:
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A/B| ¢ 0
« c,d | e, f
B _lgh]|ij

Tabela 1: Matriz de payoff do exemplo geral

Analisando os dados da tabela 1 acima, temos:

Conjunto de jogadores: J = {A, B};

Conjunto de estratégias do jogador A: E4 = {«, 8};

Conjunto de estratégias do jogador B: Ep = {4, 0};

Conjunto de estratégias do jogo: E = {(«,9), (o, 0),(8,9),(5,0)};

O payoff atribuido a cada combinagao de estratégias possivel re-
ferente a cada jogador é:

— Para a combinacao de estratégias («, d) temos que Ua (v, §) =

¢ e ainda Ug(a, d) = d;

Para a combinagéo de estratégias (a, ) temos que Uy (o, 0) =

e e ainda Ug(«, 0) = f;

— Para a combinagéo de estratégias (5, §) temos que U4 (3,0) =
g e ainda Up(B,d) = h;

— Para a combinacao de estratégias (3, 0) temos que U4 (S, 6) =
i e ainda Ug(B,0) = j.

Exemplo 2 (Dilema do Prisioneiro). Dois individuos suspeitos de te-
rem cometido um crime sao presos pela policia, que nao tem provas su-
ficientes para condenar nenhum deles. Os individuos sao separados em
celas diferentes, sendo oferecido aos dois exatamente o mesmo compro-
mMisso: se um cooperar e o outro optar por nao cooperar, 0 que cooperar
sai livre enquanto o que nao colaborou pega pena de dez anos de prisdo;
se ambos colaborarem, serao condenados a cinco anos de prisao cada;
se ambos nao cooperarem, cada um leva um ano de prisdo, pois sem a
colaboracao deles nao hd como obter uma condena¢ao maior. No con-
texto dessa situacdo, cooperar significa confessar o crime (uma espécie
de delagao premiada).
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Jogador 1/ Jogador 2 | Cooperar | Nao Cooperar
Cooperar -5, -5 0, -10
Nao Cooperar -10, 0 -1, -1

Tabela 2: Matriz de payoff do jogo "Dilema do Prisioneiro”
A Tabela 2 corresponde a representacao do jogo "Dilema do Pri-
sioneiro” na forma normal. Com o objetivo de facilitar o estudo desse

exemplo, vamos usar a seguinte notagao para as agoes disponiveis para
cada jogador:

e Cooperar: C,
e Nao Cooperar: N.
Analisando a matriz dada, temos que:
e Conjunto dos jogadores é J = {1,2};

e O conjunto de estratégias do jogador 1 é:
E, = {Ca N}a

O conjunto de estratégias do jogador 2 é:
E, = {Cv N}u

O conjunto de estratégias do jogo é:

E= {(Cv C), (C, N)v (N7 C)? (N, N)}»

O payoff atribuido a cada combinacao de estratégias possiveis
sao:

— Para a combinagéo de estratégias (C, C') temos que Uy (C, C) =
—5 e ainda Uy(C, C) = —5;

— Para a combinacao de estratégia (C, N') temos que U1 (C, N) =
0 e ainda Uy (C, N) = —10;

— Para a combinacao de estratégia (N, C) temos que Uy (N, C) =
—10 e ainda Us(N, C) = 0;

— Para a combinagao de estratégia (N, N) temos que U (N, N) =
—1 e ainda Uy(N,N) = —1.
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2.2.7 Estratégias dominantes e dominadas

Uma estratégia e; pode ser classificada como estritamente do-
minante, fracamente dominante, estritamente dominada ou fracamente
dominada.

Consideremos um jogo com n jogadores, e seja F; o conjunto
de estratégias de cada jogador i € {1,2,...,n}. Com a fung¢do utili-
dade, é possivel saber os payoffs referentes a cada perfil de estratégias.
Nesse sentido, pode ocorrer que uma destas estratégias apresente sem-
pre melhores (ou piores) resultados do que uma outra estratégia de um
determinado jogador. Trata-se da ideia de estratégia estritamente do-
minante (ou estritamente dominada), que definimos a seguir:

Definic¢ao 1. Considere um jogo com J = {1,2,3,...,n}. Sejam e} e
e;* estratégias do jogador i, e denote por e_; um conjunto de possiveis
estratégias dos demais jogadores. Ainda, considere a func¢ao utilidade
U; que determina as recompensas referentes a cada perfil de estratégias.
Nesse contexto, dizemos que e;* € estritamente dominante em relagao
ae;™™ se

Ui(ei*se—i) > Ui(ei™, e_y)

para todo e_;.

Em outras palavras, tem-se que uma estratégia é estritamente
dominante em relagao a outra estratégia do mesmo jogador se ela re-
sulta sempre em melhores resultados para este jogador, independente
das escolhas dos demais jogadores.

Nos termos da definicao apresentada, diremos que a estratégia
e;** & estritamente dominada pela estratégia e;*.

Quando a desigualdade nao é estrita, podemos definir estratégias
fracamente dominantes e dominadas, na forma a seguir:

Definicao 2. Considere um jogo com J = {1,2,3,...,n}. Sejam €} e
e;” estratégias do jogador i, e denote por e_; wm conjunto de possiveis
estratégias dos demais jogadores. Ainda, considere a funcao utilidade
U; que determina as recompensas referentes a cada perfil de estratégias.
Nesse contexto, dizemos que e;’ € fracamente dominante em relacdo a
e;” se

Ui(ei' e—i) > Usi(e;” e—;)
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para todo e_;, e
Ui(ei',e_s) > Us(ei”, e_;) para algum e_;.

Em outras palavras, tem-se que uma estratégia é fracamente do-
minante para um determinado jogador se ela apresenta resultados me-
lhores ou iguais do que outra estratégia deste jogador, e apresenta um
resultado estritamente melhor para pelo menos um perfil de estratégias
puras dos demais jogadores.

Ademais, no contexto da definigao acima, a estratégia e;” do
jogador i sera fracamente dominada pela estratégia e;’.

A seguir, apresentamos um exemplo para um melhor entendi-
mento de estratégia estritamente dominante, fracamente dominante,
estritamente dominada e fracamente dominada.

Exemplo 3. Considere a situa¢do em que duas empresas trabalham
com um mesmo produto biodegraddvel, sendo elas a empresa Limpo e
a empresa Bonito. A empresa Bonito jd estd meste ramo enquanto a
empresa Limpo é nova no ramo. Sendo assim, a empresa Limpo precisa
decidir se lan¢a o produto biodegraddvel para competir com a empresa
Bonito, enquanto esta precisa decidir de aumenta ou nao os gastos com
publicidade para fazer mais propaganda de seu produto. A tabela abaizo
representa esta situacdo na forma normal, contendo os lucros de cada
empresa (valores em milhoes de reais). (FIANI, 2009)

Limpo/Bonito | Aumentar | Nao Aumentar
Lancar 5,5 7,3
Nao Lancgar 2,4 2,7

Tabela 3: Exemplo de Estratégia Estritamente Dominante

Analisando as estratégias das duas empresas temos que se a
empresa Bonito decidir aumentar os gastos com a publicidade, a em-
presa Limpo obterda maior lucro lancando seu produto biodegradavel.
O mesmo ocorre se a empresa Bonito decidir ndo aumentar os gastos
com a publicidade. Sendo assim, temos que a empresa Limpo possui
uma estratégia estritamente dominante sendo ela { Lancar o produto bi-
odegraddvel}. Por consequéncia, temos que a estratégia { Nao langar o
produto biodegraddvel} é a estratégia estritamente dominada para a em-
presa Limpo. Dessa forma, temos que a empresa Limpo, independente
do que a empresa Bonito escolher, agindo de forma racional, preferira
a estratégia { Langar o produto biodegraddvel}.
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Agora, vamos considerar as estratégias da empresa Limpo. Se
esta escolher lancar o produto biodegradavel, a empresa Bonito obtera
maior lucro se escolher aumentar os gastos com publicidade. Por outro
lado, se a empresa Limpo decidir nao langar seu produto biodegradavel,
a empresa Bonito obtera maior lucro se escolher nao aumentar os gastos
com publicidade. Dessa forma, a empresa Bonito nao possui estratégia
estritamente ou fracamente dominante por consequéncia também nao
possui estratégia estritamente ou fracamente dominada.

Exemplo 4. Considerando a mesma situagcao do exemplo anterior, e
modificando os valores das recompensas, considere a nova tabela deste
jogo em sua forma normal:

Limpo/Bonito | Aumentar | Nao Aumentar
Lancar 2,5 7,3
Nao Lancar 2,4 2,7

Tabela 4: Exemplo de Estratégia Fracamente Dominante

Analisando as recompensas da mesma forma que no exemplo
anterior, obtém-se que a estratégia {Lancar o produto biodegraddvel}
é uma estratégia fracamente dominante para a empresa Limpo. Por
consequéncia, a estratégia {Ndao lancar o produto biodegraddvel} é a
estratégia fracamente dominada para a empresa Limpo.

Por outro lado, a empresa Bonito nao possui estratégia estrita-
mente ou fracamente dominante, e por consequéncia nao possui estra-
tégia estritamente ou fracamente dominada.

2.2.8 Métodos de resolugao de um jogo na forma normal

Apo6s modelar uma situagdo de interagdo estratégica da forma
correta, é preciso saber como analisar as estratégias em busca de maxi-
mizar os ganhos de um determinado jogador. Aqui, é importante levar
em consideracao que todos os jogadores sabem da existéncia de todas
as estratégias dos demais jogadores e o que estas estratégias podem lhe
afetar, tanto positivamente quanto negativamente.

Em busca disso, serao apresentadas a seguir, duas formas de
resolver um jogo na forma normal, sendo elas a eliminacao iterada de
estratégias dominadas e pelo equilibrio de Nash. Existem casos em que
é possivel encontrar a melhor resposta pelos dois métodos, porém, isso
depende muito da situagao concreta.
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2.2.8.1 Eliminacao iterada de estratégias dominadas

Considerando uma situacao de interagao estratégica onde uma
opcao sempre lhe da um resultado melhor do que as outras, seria raci-
onal escolhé-la? (FIANI, 2009).

Trata-se da maneira mais simples de encontrar o resultado de
um jogo simultdneo na forma normal, ou seja, aplicar o método da
eliminacgao iterada de estratégias dominadas. Esse método consiste
no processo de eliminacao das estratégias dominadas de cada jogador,
reduzindo o tamanho do jogo respectivo (SARTINI et al., 2004).

Exemplo 5 (Dilema do Prisioneiro). Sendo jd conhecida a situagdo
desse exemplo, tem-se a sequinte tabela contendo as punicées referentes
aos dots jogadores:

Jogador 1/ Jogador 2 | Cooperar | Nao Cooperar
Cooperar -5, -5 0, -10
Nao Cooperar -10, 0 -1, -1

Tabela 5: Matriz de payoff do Dilema do Prisioneiro

Analisando primeiramente as estratégias do Jogador 2, temos
que este ira escolher a estratégia { Cooperar} independente de qual es-
tratégia o Jogador 1 escolher. Isto porque esta estratégia é estritamente
dominante em relagao a { Nao Cooperar}.

Da mesma forma, temos que o Jogador 1 escolhera a estratégia
{Cooperar} independente do que o Jogador 2 escolher. Temos entao
uma estratégia estritamente dominante para cada jogador sendo elas
destacadas na matriz de payoff a seguir:

Jogador 1/ Jogador 2 | Cooperar | Nao Cooperar
Cooperar -5, -b 0, -10
Nao Cooperar -10, 0 -1, -1

Tabela 6: Eliminacao das estratégias estritamente dominadas (Dilema
do Prisioneiro)

Portanto, temos a combinagdo de estratégias { Cooperar, Coope-
rar} resulta na melhor escolha para ambos os jogadores. Fazendo a
eliminagao da estratégia estritamente dominada, temos:
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Jogador 1/ Jogador 2 | Cooperar
Cooperar -5, -5

Tabela 7: Solucao do Jogo Dilema do Prisioneiro por Eliminacao Ite-
rada das Estratégias Estritamente Dominadas

Exemplo 6. Considere a sequinte situagao: duas empresas, a Carro
Novo e a Novo Auto competem no mercado automobilistico. A empresa
Carro Novo ja tem seu modelo utilitdrio, que € um sucesso, enquanto
a Novo Auto ainda nao oferece nenhum modelo de utilitdrio.

As estratégias disponiveis para a Novo Auto sao: importar o uti-
litario da sua matriz estrangeira, produzir o utilitdrio nacionalmente
ou simplesmente permanecer fora do segmento de utilitdrios, decidindo
ndo competir com a Carro Novo. A empresa Carro Novo pode res-
ponder com as possiveis estratégias: mantendo o preco do seu modelo,
diminuindo o preco do seu modelo ou lancando uma nova versao do
seu modelo

A tabela a segquir com as recompensas apresenta as estimativas
de lucros (em milhées) de cada combinagio de agdes das duas empre-
sas, que resultam tanto dos custos de cada op¢ao quanto da reagdo da
demanda a novidades dos produtos e aos pregos. (Exemplo retirado de
(FIANI, 2009))

A representacao desse jogo em sua forma normal é dada da se-
guinte forma:

Novo Auto/ Carro Novo | X Y | Z
A 212,223
B 41]1,4]1,3
C 0,6 1,1 1,0

Tabela 8: Matriz de payoffs do jogo: Empresa Novo Auto / Empresa
Carro Novo

Em relacao & matriz de payoffs acima temos que:

A referente a agdo {Importar da matriz};

B: referente a acao {Lang¢ar modelo prdprio};

C: referente a acdo { Nao competir};

e X: referente a acao { Manter prego};
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e Y: referente a agio { Lancar nova versio};
e Z: referente a acdo {Reduzir prego}.

Analisando os payoffs da empresa Carro Novo, podemos perce-
ber que esta empresa nao possui estratégia estritamente dominante.
Isso ocorre pelo fato de que se a empresa Novo Auto decidir Importar
o utilitario de sua matriz estrangeira, a melhor opgao para a Carro
Novo serd {Reduzir o prego}. Se a empresa Novo Auto decidir lancar
um modelo préprio, a melhor estratégia para a empresa Carro Novo é
{Lang¢ar nova versao}. Por fim, se a empresa Novo Auto decidir ficar
de fora do segmento de utilitarios, a melhor estratégia para a empresa
Carro Novo é {Manter o prego}.

Analisando os payoffs da empresa Novo Auto, temos que a estra-
tégia { Nao competir} é estritamente dominada em relacdo a estratégia
{Importar da matriz}.

Novo Auto/ Carro Novo | X Y | Z
A 212,223
B 411,413
¢ 0,6 1,1]1,0

Tabela 9: Estratégia Estritamente Dominante (Empresa Novo Auto)

Dessa forma, a estratégia { Nao competir} da empresa Novo Auto
é eliminada, deixando a matriz de recompensas da seguinte forma:

Novo Auto/ Carro Novo | X Y | Z
A 212,223
B 411,413

Y

Tabela 10: Eliminacao Iterativa da Estratégia Estritamente Dominada
(1 rodada)

Agora, analisando a tabela 10, temos que a empresa Carro Novo
possui uma estratégia estritamente dominada pelas outras duas, ou
seja, a estratégia {Manter o preco} é a pior das estratégias, indepen-
dente do que a empresa Novo Auto escolher. Temos entdo a estratégia
dominada em destaque na tabela abaixo:
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Novo Auto/ Carro Novo | X Y | Z
A 2,112,223
B 411,413

)

Tabela 11: Estratégia Estritamente Dominada (Empresa Carro Novo)

Eliminando a estratégia estritamente dominada da empresa Carro
Novo, a matriz de recompensas fica da seguinte forma:

Novo Auto/ Carro Novo | Y Z
A 2,223
B 1,413

)

Tabela 12: Eliminacao Iterativa da Estratégia Estritamente Dominada
(2* rodada)

Analisando a tabela 12, temos que a empresa Novo Auto possui
uma estratégia estritamente dominante, independente do que a empresa
Carro Novo escolher. Pelos payoffs, a estratégia {Importar da matriz}
é estritamente dominante sobre a estratégia { Langar modelo préprio},
conforme ¢é destacado na tabela a seguir:

Novo Auto/ Carro Novo | Y Z
A 2,223
B L4]1,3

Tabela 13: Estratégia Estritamente Dominante para a Empresa Novo
Auto

Eliminando a estratégia estritamente dominada da empresa Novo
Auto, obtemos a seguinte matriz de recompensas:
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Novo Auto/ Carro Novo | Y Z
A 2,223

Tabela 14: Eliminacdo Iterativa da Estratégia Dominada (3* rodada)

E finalmente, analisando a tabela 14, pelos payoffs da empresa
Carro Novo, obtemos o resultado desse jogo pelo método de eliminagao
iterativa de estratégias dominadas, sendo ele o perfil de estratégias
puras {Importar da Matriz, Reduzir o pre¢o} com payoffs (2,3) para as
empresas Novo Auto e Carro Novo, respectivamente.

2.2.8.2 Equilibrio de Nash

Existem situacoes em que nao é possivel encontrar uma solucao
racional para o jogo pelo método de eliminagao iterada das estratégias
dominantes, por estas nao existirem. Nesse contexto, um outro método
de resolucao é o Equilibrio de Nash, que definiremos a seguir:

Definicao 3 (Equilibrio de Nash). O perfil de estratégias puras e* =
(e7,e5,€5,...,er) € um equilibrio de Nash se

rn
Uiej,e;) = Ui(es, er;)
para todo e; e para todo i. (DUTTA, 1999)

Em suma, quando obtemos um equilibrio de Nash, a estratégia
adotada por um jogador especifico consiste na melhor resposta deste
jogador se fixarmos as estratégias dos demais.

Vale considerar que, com a combinacao de estratégias escolhida
como sendo o equilibrio de Nash, todos os jogadores nao terao mo-
tivacao para trocar de estratégia. Um método pratico para obter o
equilibrio de Nash ¢ fixar uma estratégia do outro jogador e verificar a
melhor resposta do jogador em questao. Quando as melhores respostas
coincidirem em um mesmo perfil de estratégias puras, encontramos um
equilibrio de Nash para o jogo respectivo.

Exemplo 7. Analisando o jogo do Dilema do Prisioneiro cuja a matriz
de payoffs estd abairo, temos:
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Jogador 1/ Jogador 2 | Cooperar | Nao Cooperar
Cooperar -5, -5 0, -10
Nao Cooperar -10, 0 -1, -1

Tabela 15: Matriz de payoff do Dilema do Prisioneiro para a anélise
do Equilibrio de Nash

Analisando as estratégias disponiveis para cada jogador, temos
que a combinagao de estratégias (Cooperar, Cooperar) é um equilibrio
de Nash. Isso de fato ocorre, pois se um prisioneiro cooperar e o outro
nao, aquele que nao cooperou pegara 10 anos de prisao, ao invés de
5 anos, se acaso cooperasse. Dessa forma, os dois tendem a cooperar.
Esse é o tinico equilibrio de Nash do jogo.

Exemplo 8. Em uma determinada situacao de dois jogadores sendo
eles Jogador 1 e o Jogador 2, com as estratégias disponiveis sendo
{A,B} e {C,D, E} os conjuntos de estratégias disponiveis para cada
jogador, respectivamente. A matriz de payoffs se encontra a sequir:

Jogador 1/ Jogador 2 | C D E
A 54 | 11,10
B 6,-1]0,1 |2

0
2

)

Tabela 16: Matriz de payoffs sem estratégia dominante

Analisando a matriz, percebemos que nenhum jogador possui es-
tratégia estritamente/fracamente dominante. Dessa forma, ndo é possi-
vel resolver este jogo por eliminacgao iterativa de estratégias dominadas.

Por outro lado, é possivel resolver este jogo buscando o equilibro
de Nash pelo método pratico descrito anteriormente.

Para o jogador 1:

e Se o Jogador 2 escolher a estratégia {C'}, a melhor escolha para
o Jogador 1 é {B} pois o payoff é maior do que se for escolher

{4k

e Se o Jogador 2 escolher a estratégia {D}, a melhor escolha para
o Jogador 1 & {A} pois o payoff é maior do que se escolher {B};

e Se o jogador 2 escolher a estratégia {F'}, a melhor escolha para o
Jogador 1 é {B} pois o payoff é maior do que se escolher {A}.

Os resultados da anéalise feita até agora estao destacados na ta-
bela abaixo:
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Jogador 1/ Jogador 2 | C D E
A 54 | 11,1 10,0
B Qa _1 07 1 2’ 2

Tabela 17: Matriz de payoffs sem estratégia dominante

Para o Jogador 2:

e Se o0 jogador 1 escolher a estratégia { A}, a melhor escolha para o

Jogador 2 sera {C'}, pois o payoff é maior do que se este escolher
{D} ou{E};

e Se o Jogador 1 escolher a estratégia {B}, a melhor esclha para
o jogador 2 é {E}, pois o payoff & maior do que se este escolher

{C} ou {D}.

A matriz abaixo traz em destaque os resultados dessa analise:

Jogador 1/ Jogador 2 | C D E
A 5.4 | 11,10,
B 6,-1]0,1 |2

[~

| o

)

Tabela 18: Melhor resposta para o jogador 2

Sabendo as melhores escolhas para os dois jogadores, com a ta-
bela a seguir é possivel ver qual serd um equilibrio de Nash do jogo.

Jogador 1/ Jogador 2 | C D E
A 5.4 | 1L, 10
B G,-1]0,1 |2

7

| o

)

Tabela 19: Solugao pelo Equilibrio de Nash

A combinagdo (B, FE) é um equilibrio de Nash do jogo dando
recompensas (2,2) para os Jogadores 1 e 2, respectivamente.

No proximo capitulo, vamos estudar os jogos em que as agoes dos
jogadores ocorrem de forma sequencial. Tratam-se dos jogos na forma
extensiva, e sua representacao serd dada meio de uma arvore do jogo.
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3 FORMA EXTENSIVA DE UM JOGO

Representar um jogo na forma normal pode trazer como con-
sequéncia a perda de possiveis desdobramentos futuros das escolhas dos
jogadores, e nao existe a nogao de tempo entre as jogadas, sendo que
a solucao é dada com apenas uma etapa de escolhas. Porém, existem
situagoes de interagao estratégica em que a solucao é encontrada apos
um determinado nimero de etapas sucessivas. Neste capitulo, faremos
um estudo da representacao desse tipo de situacao, como interpreta-lo
e encontrar a melhor solucao. As defini¢oes e exemplos foram retirados
de (FIANI, 2009) e (SHOHAM; LEYTON-BROWN, 2008).

(FIANI, 2009) diz que nos jogos com agoes sequenciais, os joga-
dores fazem suas escolhas com base nas escolhas do passado, e conse-
quentemente, com as escolhas do futuro. Ainda, o mesmo autor diz que
os jogadores nao ignoram as decisoes dos demais jogadores, ainda mais,
pelo fato de que os jogadores podem mudar suas escolhas futuras, na
intengao de se vingar ou algo do género.

Assim, para ser feita a analise desse outro tipo de jogo, usamos
a representacao na forma extensiva, também conhecida como a arvore
de jogo. Esta arvore de jogo é composta por ramos e nds, com as
recompensas descritas em nos terminais, que representam o final do jogo
respectivo, e um ndamero finito de ramos (veremos com mais detalhes
posteriormente).

Para o estudo de um jogo do tipo sequencial, é preciso distingui-
lo em dois tipos: informagao perfeita ou imperfeita. A diferenga entre
ambos é que no caso de informagao perfeita todos os jogadores sabem
o historico do jogo antes de fazerem suas escolhas, incluindo a ordem
das escolhas. Por outro lado, nos jogos de informacao imperfeita, pelo
menos um dos jogadores desconhece algum desses aspectos, como por
exemplo a escolha feita pelo jogador anterior.

Neste trabalho, vamos abordar apenas exemplos de jogos com
informacao perfeita.

3.1 ARVORE DE JOGO

A representacao de uma situagdo de interacdo estratégica que
pode ser analisada como um jogo sequencial é feita por meio da drvore
de jogo.

A arvore de jogo é composta por nds e ramos. (FIANI, 2009) de-
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fine um né como sendo uma etapa do jogo em que algum dos jogadores
tem que tomar uma decis@ao. Ainda, o mesmo autor define um ramo
como sendo uma ag¢ao do conjunto de agoes do jogador a partir do seu
no.

Inicia-se uma arvore de jogo pelo nd inicial, que representa uma
tomada de agdo de um determinado jogador. A partir dele, outros nos
surgem em razao da estratégia adotada pelo primeiro jogador. Dessa
forma, uma escolha de um jogador torna possivel outras escolhas de
demais jogadores.

Surge entao a defini¢ao de nd sucessor e n6 predecessor de outro
n6. Um nd sucessor de um dado né é aquele que é provavel escolha
no futuro, caso o n6 em questao seja alcangado no jogo. Consequente-
mente, um nd predecessor de outro né é aquele que tem de ser alcancado
para que este ultimo se torne possivel. Concluimos que um noé inicial é
aquele que nao tem predecessor.

Finalizando o jogo, temos os nds terminais ou finais. Estes, sao
aqueles nés que ndo possuem nods sucessores e que apresentam as re-
compensas ou payoffs dos jogadores, expressas por nimeros e na ordem
em que os jogadores entram no jogo.

Tendo todos os componentes de uma &arvore de jogo bem defini-
dos, precisamos agora estabelecer algumas regras para que a modelagem
do jogo nesta forma seja coerente e represente de forma correta a situ-
agao a ser analisada. Para (DUTTA, 1999), uma arvore de jogo precisa
satisfazer os seguintes itens:

1. Unico ponto de partida: E de extrema importancia saber onde o
jogo comeca. Dessa forma, a arvore de jogo deve conter apenas
um no inicial;

2. Nao ha ciclos: Nao deve haver impasse enquanto acontece o jogo,
ou seja, os ramos da arvore nao podem criar um ciclo ou voltarem
para os nos anteriores;

3. Uma maneira de proceder: E importante que nao haja ambigui-
dade sobre como o jogo prossegue e, portanto, nao deve haver
dois ou mais ramos levando a um no;

4. Um né nao pode ser um predecessor de si mesmo;
5. O predecessor de um predecessor também é um predecessor: se

um no6 § for um predecessor de «, e um no6 -y é, por sua vez, um
predecessor de 3, entao v também é predecessor de «;
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6. Predecessores podem ser classificados: se 3 e v s@o ambos prede-
cessores de «, deve ser o caso em que ou [ é um predecessor de
ou vice-versa;

7. Deve haver um predecessor comum: Considere quaisquer dois nos,
«a e 3, nenhum dos quais precede o outro. Entdo deve haver um
noé vy que é um predecessor de a e 3.

Exemplo 9 (Jogo da Entrada). Considere a situa¢io em que uma
empresa deseja entrar em uwm determinado mercado que jd tem uma
empresa estabelecida que domina o ramo. A empresa que deseja entrar
no mercado serd denominada por Desafiante e a empresa jd estabelecida
como Dominante.

As duas empresas possuem duas agoes possiveis. Para a empresa
Desafiante temos como conjunto de agoes { Entra, Nao Entra} e para
a empresa Dominante temos { Luta, Acomoda}. Como recompensa, de-
finimos:

e Se a empresa Desafiante escolher a ag¢do {Entra} e a empresa
Dominante escolher a agao {Luta} temos o payoff (—1,2), que
indica que a empresa desafiante perde um milhdao de reais, e a
empresa Dominante ganha dois milhoes de reais;

e Se a empresa Desafiante escolher a a¢io {Entra} e a empresa
Dominante escolher a a¢do {Acomoda} temos o payoff (3,7), que
indica que a empresa desafiante ganha trés milhdes de reais, € a
empresa Dominante ganha sete milhoes de reais;

e Se a empresa Desafiante escolher a agdo {Nao Entra} temos
o payoff (0,10), que indica que a empresa Desafiante ndo perde
e nao ganha valor algum, e a empresa Dominante mantém seu
lucro de dez milhoes de reais.

Ao analisar os conjuntos de ac¢oes das duas empresas temos que
as agbes da empresa Desafiante referem-se em entrar ou ndo no mer-
cado em questdo. Para a empresa Dominante, a a¢ao { Luta} refere-se
a adotar guerra de precos , campanhas agressivas de marketing ou qual-
quer outra forma de garantir que a empresa Dominante nao sofra uma
redugao significativa dos lucros, e a empresa Desafiante nao consiga
obter rendimento o suficiente nas vendas.

Ainda, a acdo {Acomoda} faria com que a empresa Dominante
diminuisse sua produgao com o objetivo de abrir espaco para a empresa
Desafiante entrar no mercado e esta nao afetar a producao total com
sua nova oferta.
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Os payoffs equivalem & milh6es, onde os negativos representam
quanto a empresa pode perder e os positivos em relagao & quanto podem
ganhar. A arvore de jogo que representa essa situacao estd a seguir:

Luta -1.2)

Dominante

3.7

Desafiante

(0. 10

Figura 1: Arvore do Jogo da Entrada

Uma descrigdo matemética mais precisa dos jogos na forma ex-
tensiva, bem como uma discussao sobre os possiveis métodos para sua
resolugao serao apresentados na segao seguinte.

3.2 DEFINICAO MATEMATICA

(SHOHAM; LEYTON-BROWN, 2008) diz que um jogo de informa-
cao perfeita na forma extensiva é uma arvore no sentido da teoria dos
grafos, no qual cada no6 representa a escolha de um dos jogadores, cada
aresta representa uma acao possivel e as folhas (nos terminais) repre-
sentam o resultado final no qual cada jogador tem uma funcao util.

A seguir é apresentada a definicao de um jogo na forma extensiva
de informagao perfeita, segundo (SHOHAM; LEYTON-BROWN, 2008):

Definigao 4. Um jogo finito na forma extensiva de informagao perfeita

é uma 8-upla G = (N, A, H,Z, x,p,0,v), onde:
e N ¢ um conjunto de n jogadores;
e A € um conjunto (inico) de agoes;
e H ¢ um conjunto de nds de escolha nao-terminais;

e 7 ¢ um conjunto de nos terminais, disjunto de H;

X : H — 24 ¢ a funcio de acdo, que atribui a cada nd de escolha
um conjunto de agoes possiveis;
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e p: Hw— N éa fungio de jogador, que atribui a cada ndé nao
terminal um jogador ¢ € N que escolhe uma agao nesse no;

e 0: HxA— HUZ € a fungio sucessora, que mapeia um no de
escolha e uma ac¢ao para um novo né de escolha ou nd terminal de
tal forma que para todos hy,he € H € ay,a2 € A, e se o(hy,a1) =
o(ha,az) entao hy = hy € a1 = as;

o u = (ur,ug,us,...,uy) onde u; : Z — R € uma fungao real
que representa os payoffs para o jogador i nos nds terminais do
conjunto Z.

Exemplo 10. (Jogo das empresas de vans) Consideremos a seguinte
situagao: duas empresas, sendo elas, a Inovadora e a Lider fazem parte
do ramo de produgao de vans. A empresa Inovadora estd em dividas
se € wvdlido optar por um lancamento de um movo modelo. Com isso,
a empresa Lider precisa decidir se mantém o preco de seu produto ou
se o reduz. A representagdo dessa situagio é dada a sequir, onde 0s
payoffs representam os lucros respectivos em milhoes de reais.

Mantém Preco

4. 1)

Lanca Van

Reduz Prego (2,2

Inovadora

Mantém Preco (1, 4)

Né&o Lanca Van

Reduz Prego (1.3)

Figura 2: Arvore do Jogo Inovadora versus Lider
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Descrevendo este exemplo com base na defini¢do apresentada no
inicio desta sec¢ao, temos:

e Conjunto de jogadores: N = {Inovadora, Lider};

e Conjunto de agoes:
A = {Lang¢a Van, Nao Lan¢a Van, Mantém Preco, Reduz Prego};

e Conjunto de nds nao terminais: H = {A, B,C};
e Conjunto de noés terminais: Z = {a, b, ¢, d};

e Funcao yx:
A {Lan¢a Van, Nao Lanc¢a Van}
B — {Mantém Preg¢o, Reduz Prego}
C — {Mantém Preco, Reduz Prego}

e Funcao p:
A +— Inovadora
B — Lider
C +— Lider

e Funcao o:
(A, Langa Van) — B
(A, Nao Lang¢a Van) — C
(B, Mantém Prego) — a
(B, Reduz Prego) — b
(C, Mantém Preco) — ¢
(C, Reduz Prego) — d

e Funcoes us e uy, denotando por I a empresa Inovadora e por L
a empresa Lider: us(a) = 4, up(a) = 4, ur(b) = 2, ur(b) = 2,
ur(c) =1, up(c) =4, ur(d) =1, ur(d) = 3.

3.3 ESTRATEGIAS

Nos jogos representados na forma sequencial, a estratégia de um
jogador passa a ser um plano de agoes que especifica qual agao escolher
em cada n6 de escolha que lhe pertence. A seguir, temos a defini¢ao
formal de estratégia:
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Definicao 5 (Estratégia Pura). Seja G = (N, A, H,Z, x,p,0,v) um
jogo de forma extensiva de informacdes perfeitas. Entao as estratégias
puras do jogador i consistem no produto cartesiano:

I xm

heH,p(h)=i

Considerando a situagao descrita no Jogo das Empresas de Vans,
vamos descrever a seguir as possiveis estratégias das empresas Inova-
dora e Lider:

Sy :{Lang¢a Van, Nao Lang¢a Van}.

St : {(Mantém Prego, Mantém Preco), (Mantém Preco,
Reduz Pre¢o), (Reduz Prego, Mantém Preco), (Reduz Prego,
Reduz Pre¢o)}.

3.3.1 Representacao normal versus extensiva

Até o momento, vimos que uma maneira de representar uma si-
tuagao de interagao estratégica que pode ser analisada como sendo um
jogo simultaneo é através da forma normal ou estratégica (matriz de
payoffs). Ainda, vimos também que uma situacdo de interacao estra-
tégica de jogo sequencial costuma ser representada na forma extensiva
(avore de jogo).

Porém, estas representagoes nao sao tnicas. Nesta segao, vere-
mos que é possivel representar um jogo sequencial na forma normal ou
estratégica. Da mesma forma, é possivel representar um jogo simul-
taneo através da forma extensiva, mas nao entraremos nessa discussao
pois esta representacao envolve os jogos de informacao imperfeita, que
nao sao o objeto do nosso trabalho.

Para analisar como ocorre a representagao de um jogo sequencial
na forma normal, consideremos o exemplo do Jogo das Empresas de
Vans, cuja arvore do jogo estd na figura 2. Vimos que a Empresa
Lider possui quatro estratégias a sua disposicao, e assim segue que a
representagao desse jogo na forma normal é dada por:
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Lider
Inovadora Reduz Prego, Reduz Preco, Mantém Prego, | Mantém Prego,
Reduz Pre¢co | Mantém Prego Reduz Precgo Mantém Prego
Langa 2,2 2,2 4,1 4,1
Nao Lanca 1,3 1,4 1,3 1,4

Tabela 20: Forma Normal do Jogo da Entrada

O que difere essa matriz de payoffs para uma que representa
algum jogo do tipo simultaneo é o fato de nao haver apenas uma agao
por coluna. Agora, em cada coluna temos duas agoes representando as
estratégias da empresa Lider.

Isso ocorre pelo fato de que em um jogo sequencial, a estratégia
de um jogador se da por um plano de agao que especifica o que um
determinado jogador ird escolher em cada possivel etapa do jogo que
este possa vir a ter que tomar alguma decisao.

Assim, o primeiro elemento do plano de agdo que compoe a estra-
tégia da empresa Lider corresponde a agao da primeira linha da empresa
Inovadora, e o segundo elemendo corresponde a agao da segunda linha.

No entanto, apesar de ser possivel essa conversao, vale conside-
rar que a forma normal nao é uma representacao ideal para este tipo
de jogo, pois analisando a tabela nao é possivel saber a sequéncia de
movimento dos jogadores.

Por outro lado, a tabela possibilita encontrarmos uma solucao
do jogo via equilibrio de Nash, da mesma forma que faziamos nos jogos
simultaneos do capitulo anterior.

3.4 EQUILIBRIO DE NASH PARA JOGOS SEQUENCIAIS

Teorema 1. Todo jogo de informagao perfeita (finito) de forma exten-
siva tem um equilibrio de Nash de estratégia pura. (SHOHAM; LEYTON-
BROWN, 2008)

Nesse sentido, consideremos um jogo sequencial representado na
forma normal. Analisando a matriz de payoffs desse jogo, os equilibrios
de Nash serao encontrados. Porém, existem casos em que os equilibrios
de Nash encontrados nao correspondem as melhores decisoes em cada
um dos nos correspondentes, como veremos a seguir.

Exemplo 11. Consideremos a situagao analisada no Jogo da Entrada,
cuja drvore de jogo estd exposta na figura 1. Temos que a representacdo
na forma normal é:
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Desafiante/Dominante | Luta | Acomoda
Entra -1, 2 3,7
Nao Entra 0, 10 0, 10

Tabela 21: Forma normal do Jogo da Entrada

Nesta matriz, temos que os payoffs das combinagoes de estraté-
gias {Nao Entra, Luta} e {Nao Entra, Acomoda} possuem o mesmo
payoff (0,10). Isso acontece pelo fato de que se a empresa Desafiante
optar pela estratégia { Nao Entra}, a empresa Lider ndo tera opgao de
escolha. Optando pela estratégia { Luta} ou { Acomoda} a recompensa
sera R$10.000.000,00 para a empresa Dominante e nenhum lucro ou
prejuizo para a empresa Desafiante.

Analisando puramente a matriz de payoffs apresentada, encon-
tramos dois equilibrios de Nash para este jogo: {Nao Entra, Luta} e
{Entra, Acomoda}.

Porém, em relagao ao equilibrio de Nash {Nao Entra, Luta},
temos que a empresa Lider optaria pela estratégia { Luta} o que nao faz
muito sentido em uma situagao pratica, pois trata-se de uma estratégia
dominada para esta empresa. Assim, temos um exemplo de equilibrio
de Nash com estratégias puras que nao faz sentido quando pensamos
na situagao concreta.

(FIANI, 2009) diz que obter algum equilibrio no qual nao faz
sentido para a situagao dé-se pelo fato de que o equilibrio de Nash tende
a gerar um numero excessivo de equilibrios em um jogo sequencial de
informacao perfeita.

Vemos que no equilibrio de Nash {Nao Entra, Luta} a empresa
Lider faz uma escolha de forma irracional, o que nao condiz com a
nossa busca pela solugdo do jogo. Assim, é preciso refinar a nocgao
de Equilibrio de Nash em busca de um perfil de estratégias com as
melhores escolhas para ambos os jogadores, independente da ordem em
que sao feitas as escolhas.

Trata-se da nogao que equilibrio de Nash perfeito para subjogos,
que seré apresentada posteriormente. Para entender esse novo conceito,
é necessario apresentar inicialmente a nogao de subjogo.

3.5 SUBJOGO

Em uma arvore de jogo, existem algumas partes que podem ser
vistas como jogos reduzidos, satisfazendo as condi¢oes necesséarias para
ser uma arvore de jogo. Essas partes sao os subjogos do jogo em anélise.
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Para uma melhor compreensao, (DUTTA, 1999) define um subjogo da
seguinte forma:

Definigao 6. Um subjogo € uma parte da drvore de jogo formada por
uma cole¢ao de nds e ramos que satisfaz trés propriedades:

1. Inicia em um unico nd de decisdo;

2. Contém cada sucessor deste nd. (Lembrando que um sucessor
para 0 nd x € todo nd que pode ser alcancado sequindo uma sequén-
cia de ramificagoes originadas em x;)

8. Se contiver qualquer parte de um conjunto de informagées, ele
contém todos 0s nds nesse conjunto de informagoes.

Ao falarmos de conjunto de informagoes, este conceito refere-se
mais para jogos de informacao imperfeita, o que nao é o caso de nosso
estudo. Assim, nossos conjuntos de informacao serao sempre unitarios,
contendo entao todos os nés necessarios.

Em busca de um melhor entendimento do conceito de subjogo,
vamos analisar o exemplo a seguir:

Exemplo 12. Consideremos a sequinte drvore de jogo, representando

uma situagao de interacao estratégica de jogo sequencial na forma ex-
tensiva:

Figura 3: Exemplo geral para encontrar os subjogos

Temos como objetivo encontrar todos os subjogos desse jogo.
Neste exemplo simplificado, ndo especificamos as agoes e as recompen-

sas dos jogadores, pois nosso objetivo aqui é tao somente localizar os
subjogos.
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Os nos estao identificados como: A, B, C, D, E, F. Para iden-
tificar os subjogos, andamos de tras para a frente na arvore do jogo.
Sabendo disso, o primeiro passo consiste em identificar um grupo de
noés terminais que sejam precedidos por um mesmo nd. Seguindo, é
preciso analisar se este nd predecessor comum satisfaz a definicao de
subjogo.

Se este no satisfaz as condi¢oes, encontramos o primeiro sub-
jogo do jogo em questao. A partir disso, verificamos o n6é antecessor
do n6 analisado anteriormente, e assim sucessivamente. Este procedi-
mento termina ao encontrarmos o né inicial, e de fato, pela defini¢ao
apresentada, o jogo inteiro é um subjogo de si mesmo.

Considerando a arvore do jogo exposta na figura 3, vamos come-
car pelos trés nos terminais do ramos inferior. O né que antecede esses
trés nos terminais é o ndé D. Vamos verificar se D satisfaz a defini¢ao
de subjogo:

e Condigao nimero 1: ao se iniciar em D, o possivel subjogo se
inicia em apenas um noé de decisao. Portanto esta condicao é
satisfeita.

e Condigao ntimero 2: um subjogo que se inicia em D conteré todos
os nds que se seguem de D, ou seja, os trés nos terminais do ramo
inferior da arvore. Portanto, esta condigao é satisfeita.

e Condigao numero 3: como um subjogo iniciado em D contém
necessariamente este nd, e como D é o unico elemento do con-
junto de informacao que o contém, temos que necessariamente
um subjogo que comega em D contera todos os nés do conjunto
de informagao. Portanto, temos que esta condigao é satisfeita.

Encontramos entao, o primeiro subjogo desse jogo. Este subjogo
serd chamado de Subjogo 1 ou por conveniéncia, chamaremos de SJ 1.
Na figura a seguir temos o SJ 1 em destaque:
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Figura 4: Subjogo 1 do exemplo geral

Repetindo o mesmo processo com o ramo do meio da forma es-
tendida, sendo o ramo que se inicia em C e prossegue para dois nos
terminais. Temos que um possivel subjogo que inicia em C satisfaz a
definigao de subjogo, pois:

e Condigao numero 1: ao comegar em C, um possivel subjogo esta
se iniciando em um tnico n6 de decisao.

e Condigao ntmero 2: um possivel subjogo que se inicia em C con-
terd todos os nos que se seguem a C, sendo que este subjogo
contera os dois nos terminais que seguem de C.

e Condicao nimero 3: um subjogo que se inicia em C contém ne-
cessariamente este no, e sendo C o tinico elemento do conjunto de
informacao que contém C, necessariamente tem-se que o subjogo
que se inicia em C contém todos os nés do conjunto de informacgao
que contém C.

Encontramos o segundo subjogo desse jogo, sendo este denomi-
nado Subjogo 2 (SJ 2) e destacado na figura a seguir:
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Figura 5: Subjogo 2 do Exemplo Geral

Vamos agora analisar se a parte da arvore que segue do n6 B é
um subjogo. Para isso precisamos verificar as condi¢oes da defini¢ao
de subjogo:

e Condicao naimero 1: ao comecar em B, um possivel subjogo ini-
ciard em um unico né, portanto satisfaz esta condicao.

e Condigdo nimero 2: ao comecar em B, esta parte da arvore do
jogo conterda todos os noés que seguem do né B. Portanto, esta
condicao também esté satisfeita.

e Condigao numero 3: considerando o conjunto de informagao que
contém C. Como este conjunto de informagao é unitario, apenas o
C pertence a ele. Dessa forma, temos que esta condigao também
é satisfeita.

Encontramos entao, o terceiro subjogo dessa arvore de jogo. Este
esté destacado na figura a seguir e é denominado como Subjogo 3 ou
SJ 3.
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Figura 6: Subjogo 3 do Exemplo Geral

Seguindo, vamos analisar o que se segue a partir do n6 B. Temos
que deste, seguem dois ramos que dao origem aos nos E e F terminando
em dois pares de nés terminais.

Levando em consideracdo o né E e os dois nés terminais que
seguem dele, temos que esta parte da arvore do jogo serd mais um sub-
jogo. De forma anéloga, temos que a parte da arvore de jogo que se
segue do n6 de decisao F também forma um subjogo. Assim, encon-
tramos os subjogos SJ 4 e SJ 5, conforme estao destacados na figura a
seguir:
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Figura 7: Subjogos 4 e 5 do Exemplo Geral

Com as condigoes da definigdo de subjogo, temos que este jogo
ainda possui um subjogo: o jogo em toda sua totalidade. Dessa forma,
temos que o jogo em um todo é o sexto e ultimo subjogo e ainda,
denominado por Subjogo 6 ou SJ 6. Na figura abaixo encontramos
todos os subjogos desse jogo em destaque:

Figura 8: Todos os subjogos do Exemplo Geral

Exemplo 13. Considerando o Jogo da Entrada, temos que os subjogos
estdao destacados na drvore de jogo o sequir:
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Desafiante

Figura 9: Subjogos do Jogo da Entrada

3.6 EQUILIBRIO DE NASH PERFEITO EM SUBJOGOS

Como ja vimos em alguns exemplos acima, existem jogos com
mais do que um equilibrio de Nash. Com os conceitos de equilibrio
de Nash e de Subjogo ja estabelecidos, podemos refinar o conceito de
equilibrio de Nash para os jogos sequenciais, pensando em considerar
como solucao do jogo apenas os perfis que correspondem de fato as
melhores respostas dos jogadores em todas as situagoes.

Essa reformulacao trard entdo o conceito de equilibrio de Nash
perfeito em subjogos, que apresentaremos a seguir. Nesse sentido, (FI-
ANI, 2009) define:

Definigao 7. Uma combinacdo de estratégias é um equilibrio de Nash
perfeito em subjogos se ela € um equilibrio de Nash para o jogo em
sua totalidade e se esta combinagao é um equilibrio de Nash para cada
subjogo.

Um possivel processo para encontrar o equilibrio de Nash perfeito
em subjogos (também denominado de equilibrio perfeito), ocorre da
seguinte formas:

e 1° passo: Reescrevemos o jogo sequencial da forma extensiva para
a forma normal (matriz de payoffs).

e 2° passo: Com a matriz de payoffs, é preciso identificar todos os
equilibrios de Nash. Isso é necessario pelo fato de que os candi-
datos & equilibrios perfeitos serao os equilibrios de Nash.
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e 3° passo: Identificar todos os subjogos que existem na forma
extensiva do jogo em questao.

e 4° passo: Testar todos os equilibrios de Nash em cada subjogo
correspondente. Se o equilibrio de Nash for equilibrio de Nash
para cada subjogo, concluimos que este serd um equilibrio de
Nash perfeito para subjogos.

A seguir, vamos discutir esse processo em alguns exemplos, vi-
sando identificar quais equilibrios de Nash dos jogos em questao sao
também equilibrios perfeitos.

Exemplo 14. Em relagao ao Jogo da Entrada, jd vimos anteriormente
que:

e Pelo exemplo 11, temos que o jogo da entrada possui duas combi-
nagoes que resultam em equilibrios de Nash: {Nao Entra, Luta}
e {Entra, Acomoda}.

o Os subjogos desse mesmo jogo foram encontrados, conforme pode
ser visto na figura 9.

Vamos encontrar o equilibrio perfeito do jogo. Nesse sentido, pre-
cisamos verificar se os equilibrios de Nash ja encontrados sao equilibrios
de Nash para cada subjogo. Como ji encontramos os dois subjogos,
vamos testar cada equilibrio de Nash em SJ 1 e SJ 2:

e Para SJ 1: Temos que o Subjogo SJ 1 inicia no n6é em que a
empresa Dominante esta decidindo se ird lutar ou acomodar-se,
apos a empresa Desafiante ter optado pela agao de Entrar no mer-
cado. Dessa forma, precisamos analisar as duas combinacoes de
estratégias { Nao Entra, Luta} e {Entra, Acomoda} e encontrar
a combinagao que sera a melhor escolha para as empresas em re-
lagao ao SJ 1.

Como ja foi visto, a empresa Desafiante optou por entrar no mer-
cado. Assim, a combinagdo de estratégias que ¢ um equilibrio
de Nash e serd um equilibrio de Nash também para o SJ 1 sera
{Entra, Acomoda}. Nao faria sentido a estratégia {Nao Entra,
Luta} ser o equilibrio de Nash para o SJ 1, pois lutar nao é a
melhor resposta para o jogador 2 neste né de decisao.

e Para SJ 2: Agora, vamos analisar o SJ 2, ou seja, 0 jogo como um
todo. Temos que os dois equilibrios de Nash encontrados através
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da analise do jogo na forma normal, sdo também equilibrios de
Nash para SJ 2. Isso ocorre pelo fato de que os dois equilibrios de
Nash encontrados sdo as melhores respostas para todo o desen-
volvimento do jogo. Isso foi visto pela forma normal, analisando
os payoffs referentes a cada jogador.

Portanto, como a combinagao de estratégias { Entra, Acomoda}
é um equilibrio de Nash para cada subjogo, temos que este serda o
equilibrio de Nash perfeito em subjogo do Jogo da Entrada.

Exemplo 15. Consideremos a sequinte drvore de jogo que representa
uma situagao de interacao estratégica entre dois jogadores, no qual as
agoes disponiveis para cada um estdo expostas mos ramos e por fim, o0s
payoffs nos nds terminais:

Figura 10: Representacao na forma extensiva

Vamos encontrar o equilibrio de Nash perfeito em subjogo para
esta situacao, pelo mesmo processo descrito anteriormente:

e 1° passo: Para encontrar o equilibrio de Nash perfeito em subjogo,
é preciso encontrar os equilibrios de Nash do jogo, sendo assim,
vamos representa-lo na forma normal (matriz de payoffs).

e 2° passo: Com a matriz de payoffs, fazendo a analise do jogo na
forma normal, temos que os equilibrios de Nash sdo dados pelas
combinagoes de estratégias {4, (C,E)} e {4, (C,F)}.
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Jogador 2
Jogador 1 | C, E C, F D,E|D,F
A 5,5 5,5 3,2 | 3,2
B 1,0 2,4 1,0 | 2,4

Tabela 22: Matriz de payoffs

e 3° passo: Agora, vamos identificar os subjogos que existem na
forma extensiva desse jogo, para entdo no proximo passo encon-
trarmos o equilibrio de Nash perfeito em subjogos.

~\

Figura 11: Subjogos

e 4° passo: Ja sabendo quais sao os subjogos e os equilibrios de
Nash (pela forma normal), através da anélise destes, vamos en-
contrar o equilibrio de Nash perfeito em subjogos do jogo em
questao.

Considerando o equilibrio de Nash {4, (C, E)}, temos que essa
combinagao nao pode ser o equilibrio de Nash perfeito em subjogos,
pois a condigao de ser um equilibrio de Nash para cada subjogo nao é
satisfeita. Isso acontece em relagao ao SJ 2, pois a estratégia { E} néo
é a melhor escolha para o jogador 2 .

Por outro lado, vemos que {4, (C,F)} é um equilibrio de Nash
perfeito em subjogos. Isto porque ele satisfaz as condi¢Ges necessé-
rias, sendo elas: ser um equilibrio de Nash em sua totalidade e ser um
equilibrio de Nash para cada subjogo.



64

Ressaltamos ainda que todo equilibrio de Nash perfeito em sub-
jogos é, ao mesmo tempo, um equilibrio de Nash, pois o jogo inteiro é
um subjogo de si mesmo. Porém, nem todo equilibrio de Nash em um
jogo sequencial é, necessariamente, um equilibrio perfeito em subjogos,
o que foi confirmado pela analise dos dois exemplos anteriores.

No entanto, o processo de transformar um jogo sequencial da
forma extensiva para a forma normal, encontrar os equilibrios de Nash,
encontrar os subjogos e verificar qual equilibrio de Nash satisfaz as
condicoes para ser um equilibrio de Nash perfeito em subjogos pode
ser uma tarefa bem demorada, dependendo do tamanho do jogo que
estamos considerando.

Com o intuito de facilitar esta busca pelo equilibrio de Nash
perfeito em subjogos, apresentaremos no proximo capitulo um outro
método, denominado Método de Inducao Reversa.
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4 A INDUSJAO REVERSA COMO METODO DE
SOLUCAO DE UM JOGO NA FORMA EXTENSIVA

Como mencionamos no capitulo anterior, todo jogo sequencial
possui pelo menos um equilibrio de Nash perfeito em subjogos. Menci-
onamos também que esse equilibrio pode ser encontrado analisando o
jogo correspondente na forma normal, bem como os subjogos respecti-
VOs.

Neste capitulo vamos estudar uma forma mais eficiente de en-
contrar esse equilibrio. Trata-se do Método de Indugio Reversa. Este
método é aplicado em um jogo sequencial analisando a &rvore de jogo
de tras para frente, indo dos payoffs dos jogadores até o primeiro nd
de decisao que aparece isoladamente, e procurando identificar em cada
etapa quais as melhores opcoes para cada jogador, como serd visto a
seguir. Para este capitulo, a principal referéncia utilizada foi (PRISNER,
2014).

4.1 O METODO DA INDUCAO REVERSA

Em suma, o método de indugao reversa permite encontrar o equi-
librio perfeito em subjogos analisando a arvore de jogo de trés para
frente. O processo de aplicacao desse método ocorre da seguinte forma:

e Tome qualquer n6é que venha imediatamente antes dos nés termi-
nais, ou seja, ap6s cada movimento decorrente deste nd, o jogo
termina. Como estamos supondo que o jogador que toma a de-
cisao neste nd age de forma racional, temos que este ira escolher
a acao que lhe dé maior payoff. Assim, selecione este movimento
que serd escolhido pelo jogador da vez.

e Atribuindo o payoff associado a esta mudanca para o n6é em ques-
tao, desconsidere todos os movimentos deste no, reduzindo o jogo
em questdo. Agora, neste “‘novo jogo”, este né6 comporta-se como
um noé terminal.

e Repita este procedimento até que a origem seja o dnico nd res-
tante. O resultado serd dado por um perfil de estratégias, sendo
estas as agOes que estao no caminho percorrido até encontrar o
no inicial da arvore.

A seguir, é apresentado o algoritmo utilizado para a aplicagao
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da inducdo reversa. A sigla E.N.P.S refere-se ao equilibrio de Nash
perfeito em subjogos. Este algoritmo foi retirado de (MANEA, 2016):

Tome um no que antecede algum no terminal

3

Analise 0os movimentos que partem desse nd e escolha o que traz
maior payoff para o jogador da vez

Exclua todos os ramos cujo o payoff nio foi o selecionado
¥

Atribua o payoff selecionado a este nd, tornando-o um
né terminal

Ainda tem algum no
diferente do no micial?

@Cé encontrou o E N PE

Figura 12: Algoritmo da Indugdo Reversa

Ainda, existem casos em que ao analisarmos dois ramos distintos
que representam agoes distintas, um determinado jogador possui os dois
payoffs com o mesmo valor. Sendo assim, faremos a andlise do jogo de
outra forma: tomamos uma das agoes em questao e analisamos o jogo
em um todo como se essa agao fosse a escolhida pelo jogador. Repetimos
esse processo para os outros ramos cujos payoff sao os mesmos. Dessa
forma, o jogo pode ter mais do que um equilibrio de Nash perfeito em
subjogos.

Exemplo 16 (Voltando a analisar o jogo das empresas de vans). Da
mesma forma que no exemplo 10, duas empresas que atuam na produ-
¢ao de vans - Inovadora e Lider - decidem, respectivamente e sequen-
cialmente, se lancam ou nao um novo modelo e se mantém ou reduz o
preco do seu produto. Assumimos também os mesmos payoffs descritos
no capitulo anterior.

A partir disso, temos que a arvore de jogo que representa essa
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situagao é dada da seguinta forma:

Mantém Prego _» (4. 1)

Lider —
///2
Langa Van "  Reduz Prego a3 )
J// -
///
o

Inovadora &
1™
e
\\\
Néo Langa Van ™ Mantém Preco o (1, 4)
N

Lider —— i
Reduz Prego > (1, 3)

Figura 13: Arvore de jogo - Inovadora versus Lider

Ja enumerados os noés de decisao da arvore, vamos aplicar o mé-
todo de indugao reversa para encontrarmos a solucao do jogo. Come-
cando pelo n6 de decisao 2, referente & empresa Lider. Dessa forma,
precisamos levar em consideracdo os payoffs referentes a esse joga-
dor. Se a empresa Lider optar pela agdo {Reduz Preg¢o}, temos que
o payoff é maior para a empresa Lider. Portanto, se a empresa Ino-
vadora optar pela agdo {Lan¢a Van}, a empresa Lider ira escolher a
agao {Reduz Prego}. Atualizamos entao a arvore do jogo da seguinte
maneira:
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Mantém Preq_o_ )]
Lider. - -~

2
p
Lanca Van /’/ Reduz Preco (2.2)
-~ =
///
S

Inovadora e
N
\\
i N ,
Néo Langa Van ™ Mantém Prego (1, 4)

N

~3
e

Lider )
Reduz Preco > (1. 3)

Figura 14: 1 rodada da indugao reversa (Inovadora versus Lider)

De forma analoga ao que fizemos em relagao ao n6 de decisao 2,
vamos fazer com o n6 de decisao 3. Pelos payoffs referentes & empresa
Lider, temos que escolhendo a agdo {Mantém Prego}, ela ganhara
mais do que escolhendo a ac¢do {Reduz Prego}.

Portanto, se a empresa Inovadora escolher a agao { N do Lang¢a Van},
a empresa Lider escolhera { Mantém Preco}. Dessa forma, a arvore de
jogo seré:

Mantém Prego_ w4 1)
Lider. - -~ }

-
2
//_.

Langa Van " Reduz Prego 2.0

e
-
-

Inovadora if,
1™
~
Nio Langa Vm}\\ Mantém Preco o (1, 4)
.
3
Lider ~ == - _ - §
Reduz Prego * (1. 3)

Figura 15: 2* rodada da indugao reversa (Inovadora versus Lider)

Por ultimo, vamos analisar o n6 de decisao 1, sendo um né de
escolha para a empresa Inovadora. Para escolher a melhor acao, a em-
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presa Inovadora precisa levar em consideragao as conclusoes tiradas nas
duas etapas anteriores de aplicacao de indugao reversa. Justificamos
essa ideia pelo fato de que a empresa Inovadora presume que a empresa
Lider agira de forma racional.

Como vimos, se ela escolher a a¢do {Lanc¢a Van}, pela escolha
da empresa Lider, a empresa Inovadora tera payoff 2. Ainda, se ela
escolher a agdo {Ndo Lanc¢a Van}, pela escolha da empresa Lider, a
empresa Inovadora tera payoff 1. Assim, para maximizar seus ganhos,
a empresa Inovadora escolhera a a¢do { Lanca Van}. Portanto, a arvore
de jogo com as melhores escolhas destacadas é:

Mantém Preco _» (4, 1)
Lider -~~~ .

.
Reduz Preco 2.2)

Inovadora

.
L~
-

NaoLangaVan ~ . Mantém Preco _, (1, 9)

< 3

Lider ~~=-_ i
Reduz Preco > (1. 3)

Figura 16: 3* rodada da inducdo reversa (Inovadora versus Lider)

Com essa analise, temos que o equilibrio de Nash perfeito em sub-
jogos pela indugao reversa é {Lan¢a Van, Reduz Prego} com payoffs
(2,2) para a empresa Inovadora e para a empresa Lider, respectiva-
mente.

Em seguida, apresentamos mais um exemplo prético da aplicacao
deste método de resolugao de jogos na forma extensiva.

Exemplo 17 (Leilao). Davi e Lucas estao participando de um leildo
de um determinado item. FEsse leilao possui um nimero mdzimo de 9
lances. Assumimos que o item em questao possui um valor econémico
e/ou sentimental diferente para os participantes: para Davi, o item
vale R$25,00, e para Lucas vale R$35,00. Em cada um dos lances, os
jogadores possuem duas estratégias disponiveis: Apostar ou Passar. Se
o jogador decidir pela estratégia Apostar ele aumenta R$10,00 o valor
do lance. Se o jogador optar pela estratégia Passar, o outro jogador
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€ quem compra o objeto, porém ambos pagam o wvalor de sua ultima
aposta. Veja entao que, nesse tipo de leildo, um dos jogadores pode
perder dinheiro, ficando sem o item leiloado.

Veremos que a partir de um certo instante os payoffs podem ficar
negativos, representando que o valor apostado pelo jogador € maior do
que o valor que o item representa para este jogador. Sabendo dessas re-
gras, e supondo que a tendéncia € que 0s jogadores facam suas escolhas
de forma racional, o leildo deve acabar em qual lance?

A seguir, temos a arvore de jogo representando o jogo na forma
extensiva:

Daa L apy DAy L agn DAGH L A@G) DAJO L A@) D A@ED) o

P P P P P P P I3 P

La
VA

VAN 15, C10,15)  (5,20) (30,5) (25,40 (5023 (4560 (70,5435)
P/ NAMO)

o o)
Figura 17: Representagdo na forma extensiva (Jogo do Leilao)

Na arvore de jogo, temos que:

D: nos de decisao referentes ao Davi

e L: nos de decisao referentes ao Lucas
e A: ramos referentes a agdo {Apostar}
e P: ramos referentes a agio {Passar}

O payoff € dado em relagao ao valor que cada jogador deu para
o item. Se o payoff for positivo, significa que o jogador estara lu-
crando esta quantidade sobre a compra do item, considerando o valor
econdmico e sentimental descrito no problema. Assim, se o payoff for
negativo, temos que o jogador ird pagar esta quantidade a mais do que
o valor respectivo, ou perder essa quantidade em dinheiro ficando sem
o item leiloado.

Dessa forma, temos que o jogo tende a terminar nas primeiras ro-
dadas, pois, quanto mais o jogo avanc¢a do nimero maximo de rodadas,
mais dinheiro os jogadores podem perder.

Para aplicarmos a indugao reversa na arvore de jogo em busca
da rodada que o jogo tende a terminar, vamos enumerar cada n6 de
decisao, deixando a arvore de jogo da seguinte forma:
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DAy L apn DAy L agny Dapgny L AG) DACY T A@gY) D AQG)
| 3 3 3 6 7 § 9 10 O (5550

P P P P P P

1

C7]
=]
]

Figura 18: Enumeragao dos nos de decisao (Jogo do Leilao)

Analisando os ramos que seguem do nd de decisdo 10, temos
que a melhor opgao para Davi serd { Apostar (90)}, pois ele ira perder
menos dinheiro do que se optar por { Passar} e ainda ficara com o item
leiloado. A arvore de jogo fica da seguinte forma:

Dagy L apny PAGH L agn DAGH L AB) DAY L AGSH D A@D

19 7 3 3 6 7 g g 10 (5550
P P P P P P P P P
|
L ‘2\ (150 G015 (5,20 (30,-5) (25,40 3029 (4560 '?!45}
P/ Naqo

Figura 19: 1* rodada da indugao reversa (Jogo do Leildo)

Analisando os ramos que seguem imediatamente do n6 de decisao
9, temos que para Lucas a melhor opgao serd { Passar}, pois ird gastar
menos do que se optar por {Apostar (80)}. Assim, temos:

Daay) L apn DAy L awy DAaGoy L AwH) DAJ) L A@) D A(S0)

E § 7 g 9 10 50

P P
I
L{ (15.0) (1013 (5,-20) (305 (25,40 (L2 (550 ('::945}
P NA QD)

Figura 20: 2* rodada da indugao reversa (Jogo do Leildo)

Analisando o né de decisao 8, temos que Davi optara por { Apostar (70)}
garantindo menor valor e ainda ficando com o item leiloado. Entao:
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Daay L ape) Dapgn L agn DAago L A@) DAT) L A@B0) D A@)

1 3 g 6 7 g of " e
P i
1
L,z\ 0 (10,15 (5,200 (30.-5) (25,40 (50-25) (4560) ‘4“}
P/ Ao
©,0) [:Ei)

Figura 21: 3% rodada da indugao reversa (Jogo do Leilao)

Pelo n6 de decisao 7, temos que a melhor opcao para Lucas seréd
{Passar}, garantindo menor prejuizo, pois se optar por { Apostar (60)}
ele acabara tendo que pagar mais, e além disso pela tendéncia de escolha
nos nos posteriores nao deve ficar com o item.

; : D L ag 5 A(60) D A0
Daag) L apn D Ay LA Da@Go) L A DAY L A@) D A@©Y)

19 3 3 B 6 7 g B 10 (6%-50)
P P P P P P 3 P
| 1
L { (15.0)  (10,15)  (5,-20) (30,-5)  (2540) (5025 (45-60) (- l’h}
P \A(10)
]
(0.0 (0,25

Figura 22: 4* rodada da indugao reversa (Jogo do Leilao)

Analisando o né de decisao 6 pertencente ao jogador Davi, segue
que a melhor opgao para ele serd {Apostar (50)}, pois na proxima
rodada Lucas ira optar por {Passar}. Assim, Davi ficara com o item
leiloado e ainda pagard menos do que se optar por Passar em 6. A
arvore de jogo ficara da seguinte forma:

Dagy L apy DAgy) L agy DAGH L A@E) DACO L A0 D AQ) _

1 { 3 3 6" 7 g 9 id (5.-50)
P p p P 'p p P P
1 1 1
L,2\ (15,00 10.15)  (5,-20) (-3::..5} (25,40) (5023 (H5.60) (. l’h}
P \A(10)
]
©.0) 0,29

Figura 23: 5* rodada da indugao reversa (Jogo do Leilao)

Pela analise do né de decisao 5, temos que Lucas optara por
{Passar}. Assim, Davi comprara o item e Lucas pagard menos pelo
item do que se optar por {Apostar (40)}.
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Daan L apop D acgy L A¢dp DAY L A@D) DACY L A@0) D A@D .
§ 3 5 o* 7 g’ 9 T )

'p P P P
1 ! !
. .
/L (15,0)  CI015) (5,20 (30.-5)
P/ \A@O)

»
©.0 (0,29

(25, 40) 0%25) (5760 (7093

Figura 24: 6* rodada da indugao reversa (Jogo do Leilao)

Agora, analisando o n6 de decisdo 4, Davi optara por { Apostar (30)},
fazendo com que Lucas optara por { Passar} na proxima rodada. As-

sim, Davi ficarad com o item e ainda pagara menos do que se optar por
{Passar}.

Daa) L apy Dace L auny DAy L A@)

DACJD T A@0) D AGO) W
1 B By 3 ¢ 7 g E id" #6550
P P P p P P P 'p

! 1
I 1
L 5,0) (015 (5,20 (.3:__..5) (25,4p) (3023 (H5.60) (- C-.ﬁ-‘)
V \AD)

.
©O (0,295

Figura 25: 7 rodada da indugao reversa (Jogo do Leilao)

Pelo n6 de decisao 3, onde Lucas faz sua escolha, temos que
este optara por {Passar} fazendo com que Davi compre o item. Caso

contrario, ele acabaré pagando um valor e nao ficard com o item, da
mesma forma.

L AS) D A@Y) _
- ERRRET ey TR
P P

Daay L apy Dagy L aup Dacy L A@GH DACD
3 4 5 6 7 g

P P

l |
L (13,0) (-'-?-.-5) (5,-20) (30.-5) (25,40 (5023 (45-60) (.':._!45)
% A

]
00 (0,29

Figura 26: 8 rodada da indugao reversa (Jogo do Leilao)

Analisando o n6 de decisao 2, Lucas optara por { Apostar (10)},

pois ficara com a pega pagando apenas R$10,00, valor abaixo do que
ele diz pagar ao maximo pelo item.
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Aay L app D -x(so} L a¢p D AGY) L A0 D A (T0) L A8 D A( 90} B
3 4 10 0
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P P 'P P P
1 | I
| 1 !
L& ° . 95

’ (15,00 (10,15 (5,200 2 -60)

P A (10)

Figura 27: 92 rodada da indugao reversa (Jogo do Leilao)

Agora, por altimo temos o n6 de deciséo 1, sendo este o no6 inicial
da arvore. Davi optara por { Apostar (10)} ja sabendo que Lucas optara
por {Passar} na proxima rodada. Assim, Davi pagard menos do que

o valor dado por ele para o item e ainda, acabara ficando com o item
leiloado.

L agny DAG) L A®6) DACY L A@0) D A
MO FAOF MO QD F A PO,
P P |

(-63, -80)
I
P P

I
I 1 1
.~ -."Z:.-_?i 45,4 7'3:!45

ProNaq

0.0 (0,25
Figura 28: 10* rodada da indugao reversa (Jogo do Leildo)

Concluimos entdao que, segundo nossa intui¢ao inicial, o leildo
deve ser finalizado nos noés iniciais, mais precisamente no n6 de decisao
3, dando payoffs (15,0) para Davi e Lucas, respectivamente. De fato,
as recompensas dos jogadores acabam ficando negativas depois de uma
determinada rodada. Isso significa que os jogadores teriam que pagar
um valor muito maior do que o item representa de fato para eles, o que
nao compensa se estes agirem racionalmente.

4.2 INDUCAO REVERSA E O EQUILIBRIO DE NASH

Para destacar a importancia do método de indugao reversa como
forma de descobrir a solugao de um jogo na forma extensiva, conside-
raramos que por meio deste método sempre encontramos pelo menos
um equilibrio de Nash perfeito em subjogos.

Nesse contexto, destacamos um importante resultado cuja de-
monstracao pode ser encontrada em (EBBINGHAUS; KANAMORI; FRA-
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SER, 2010):

Teorema 2 (Zermelo). Todo jogo finito de informagao perfeita tem um
equilibrio de Nash de estratégia pura que pode ser encontrado por indu-
cao reversa. Além disso, se nenhum jogador tiver os mesmos payoffs
em quaisquer dois mds terminais, a aplicagdo da inducdo reversa en-
contra um unico equilibrio de Nash.

Ainda, vale que em um jogo sequencial de informagao perfeita,
uma combinacdo de estratégias é um equilibrio de Nash perfeito em
subjogos se, e somente se, essa combinagao é um equilibrio de Nash que
pode ser encontrado pelo método da indugao reversa (FIANI, 2009).

4.3 JOGOS NA FORMA EXTENSIVA ENVOLVENDO ALEATORI-
EDADE

Nesta se¢ao, vamos usar algumas nogoes de Teoria de Proba-
bilidade, tais como distribuicao de probabilidade, valor esperado ou
esperanga de uma variavel aleatoria, entre outras. Mais detalhes sobre
essas nogoes podem ser encontrados em (MEYER, 1987), (ROSS, 2010)
e (JAMES, 2015).

Como extensao dos jogos sequenciais, temos os jogos sequenciais
que envolvem alguns elementos aleatérios. Isso nos d4 uma mudanga
em nossa arvore de jogo. Antes tinhamos apenas os nos que indicavam
os momentos de tomadas de agdo dos jogadores e os nds terminais.
Agora, temos também os nos aleatorios, que podem incluir o né inicial,
dependendo da situagao.

Um no6 (ou vértice) aleatério ocorre quando a sequéncia do jogo
depende de um certo evento aleatério, com uma distribuicao de proba-
bilidade previamente definida. Sao exemplos desses possiveis eventos
aleatorios o langamento de uma moeda, pontuagao de um dado, fracasso
ou sucesso em uma experiéncia, entre outros.

Dos nos aleatorios partem ramificacbes permitindo que ocorra
movimentagao a partir deles. Nesse sentido, as arestas que se seguem
estao associadas a uma probabilidade de alcancar as outras posicoes
a partir da posicao aleatéria. A soma dessas probabilidades precisa
necessariamente somar 1, pois had uma distribuicao de probabilidade
associada ao no aleatorio. Ainda, como estamos trabalhando com jogos
de informagao completa, temos que essas probabilidades sao conhecidas
por todos os jogadores.

Ainda, consideramos que mesmo com o fator aleatoriedade, con-
seguimos aplicar o método de indugao reversa para este tipo de jogo.
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Nesse caso, atribuimos os valores esperados dos payoffs em cada vértice,
agora, considerando também os nés aleatorios.

(PRISNER, 2014) descreve o procedimento da induco reversa
para jogos com aleatoriedade da seguinte forma:

1. Iniciando pelo final da arvore, encontre um vértice que nao tenha
valores de payoff associado, mas cujos sucessores tenham. Denote
este no por V.

2. Em V', ou um jogador devera tomar sua decisao, ou temos um n6

aleatorio.

(a) Suponha que em V um jogador X deve tomar sua decisao:

i

ii.

Aqui procedemos como em jogos sequenciais sem ale-
atoriedade. Identificamos o vértice sucessor que traré
maior payoff para o jogador X. Este ser4 o né que o
jogador X ira escolher para se mover, desde que sua es-
colha ocorra de forma racional. Denotamos este né por
wW.

Copie o valor dos payoffs de W para V. Voltamos entéo,
ao passo namero 1, até que todos os nés tenham valores
associados.

(b) Suponha que V' é um n6 aleatorio:

i.

Nesse caso, existem nos sucessores que podem ser esco-
lhidos dependendo das probabilidades atribuidas a cada
um. Portanto, o valor em V para um determinado joga-
dor sera a soma dos produtos das probabilidades pelos
valores de payoff obtido por este jogador nos nés suces-
sores. Trata-se do valor esperado em relacao a distribui-
¢ao de probabilidade correspondente. Apods obter este
resultado, é feita a atribui¢ao do valor ao no aleatoério e
voltamos entao, ao passo 1, até que todos os nés tenham
valores associados.

Como estamos tratando ainda de jogos sequenciais finitos com
informacao perfeita, o Teorema de Zermelo garante a existéncia de um
equilibrio de Nash em jogos com aleatoriedade. A seguir, serdo ana-
lisados dois exemplos de jogos desse tipo, encontrando o equilibrio de
Nash para cada um deles pelo método da indugao reversa.
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4.3.1 Jogo do Nim

Dois jogadores, Elisa e Gustavo alternam-se na remogao de uma
ou duas pedras. Essas pedras estao expostas em uma mesa, sendo elas
em um total de 4 pedras. O vencedor desse jogo serd quem retirar
a ultima pedra da mesa. Acontece que, apés cada uma das rodadas,
ocorre a retirada aleatéria de zero ou uma pedra, com probabilidades
de p e 1 — p, respectvamente. Neste jogo, assumimos que p = % Se o
jogo finalizar em um né aleatorio, os payoffs sdo (0,0). Caso contréario,
o ganhador termina com payoff 1 e o perdedor finaliza com payoff —1.

Para aplicarmos o método da inducao reversa em busca do equi-
librio de Nash perfeito em subjogos, construimos inicialmente a arvore
de jogo que representa a situagao em questao. Entao:

G 1
g _—e———(-1.1)
A B
P S
s T TTa
s T—% 1 La
/(‘;/ . ;
— 0 e—»(1.-1
0/ N 3“‘“‘-‘;-—-"“ 14 @.-
A 3\
T P
17 I—+—L 5 0 o
e \10\15
el 2 1
Ee_ (. 00
3~ A 0 e 1 ,a-
S T~ 0 G L e— 1
- & 11
J\\\ 6 \‘
N g 5 ©.0)
. LD

LD
Figura 29: Forma extensiva do Jogo do Nim

Na arvore de jogo, temos que:
e E: noés de decisao referentes a Elisa

e G: nos de decisao referentes a Gustavo
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e A: nos de decisao onde ocorre a retirada aleatoria

Analisando o n6 de decisao 18, Gustavo s6 tem a opgao de retirar
1 pedra da mesa e vencer. Assim, destacamos esse ramo, tendo a
seguinte arvore de jogo:

G 1
—(-11
O b

Figura 30: 1* rodada da indugao reversa (Jogo do Nim)

Levando em consideragao o né de decisao 17, sabemos que este se
trata de um noé aleatério. Assim, precisamos calcular o valor esperado
do payoff para ambos os jogadores. Entao:

e Para Elisa:

1 1
- (-D)+--0=—2
2 (-1 + 2
e Para Gustavo:
1 1 1
2 14-.0==
2 +2 0 2

Assim, conforme o processo descrito, associamos ao noé 17 os
11
payoffs (=3:3)-
Agora, pelo n6 de decisao 12 que corresponde a uma acao de
Elisa, esta ird escolher a melhor agao (retirar 1 ou 2 pedras) com base
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nos payoffs —1 (referente ao n6 17) ou 1 (referente ao né 18). Dessa

forma, Elisa ird escolher por retirar 2 pedras da mesa, pois isso lhe
tratd maior payoff. Temos a seguinte arvore de jogo:

G
0/,1.91_..(-1=1)
A_—
PR S
) wl_ oo
12
_\;-/ /.E\.(L—l)
1.9 7 —_E

L 0.

vt A 0 _e——»(1.-1)

0 / 2 * 14
A/ ’
A6 JO% 1 sa
//l// b] _10 1.j
~ 2
Ee cLn Tep
T [0 IS Sy I |
2~a o 6 L i — 16 ¢
3\\\ 6 1
N ©.0)

Figura 31: 2* rodada da indugao reversa (Jogo do Nim)

Analisando o n6 13, onde ¢ a vez de Elisa fazer sua escolha, s6 lhe
resta retirar 1 pedra da mesa e vencer o jogo. Assim, temos a seguinte
arvore de jogo:
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Figura 32: 3% rodada da indugao reversa (Jogo do Nim)

Da mesma forma, pelo no6 de decisao 14, Elisa tem apenas a op¢ao
de retirar 1 pedra e vencer o jogo. Temos entao a seguinte arvore:
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1\\\\\G 2
-1.1y

Figura 33: 4* rodada da indugao reversa (Jogo do Nim)

Levando em consideracao o né 8 que é aleatério, vamos calcular
o payoff esperado para cada jogador. J& sabemos que, assumindo uma
escolha racional, Elisa ira retirar 2 pedras caso nao seja retirada pedra
no né aleatorio, e Elisa ird retirar uma pedra caso seja retirada uma
pedra no né aleatério. Assim, temos que:

e Para Elisa:

e Para Gustavo:

Assim, a combinagao de payoffs que associamos aoné 8 é (1, —1).
De forma analoga, vamos calcular os payoffs esperados para ambos os
jogadores através do n6 aleatério 9. Temos:
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e Para Elisa:

e Para Gustavo:

Dessa forma, temos que a combinagao de payoffs que vamos as-

sociar ao n6 aleatério 9 é (%, —%)

Analisando as combinagoes fixadas nestes nos aleatorios, na vez
de escolha do Gustavo no nd de decisdo 4, temos que para ele sera
melhor a opg¢ao de retirar 2 pedras da mesa, pois o payoff esperado
com esta acao é melhor do que o outro. Temos entao a seguinte arvore
de jogo atualizada conforme as melhores escolhas dos jogadores:

G 1

A//O—/'fs_'(_L 1)
0o Lo
= P
JERALT e ‘S EC S
G- 13 E 1

A _Q__-——l:—'-(l: -1

Figura 34: 5* rodada da indugao reversa (Jogo do Nim)
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Levando em consideragdo o n6 de decisao 15 onde Elisa faz sua
escolha, temos que sua tinica opgao é retirar 1 pedra da mesa e vencer
0 jogo. A arvore de jogo fica da seguinte forma:

G
0 (1]
A B
..
E-- 7 1770

gr’/N
r = ST

e T—%—1 La.p
G - 13 E

Figura 35: 6* rodada da indugao reversa (Jogo do Nim)

Precisamos calcular os payoffs esperados para os jogadores, em
relacao ao noé aleatério 10. Entao:

e Para Elisa:

e Para Gustavo:

1 1
(=) +Z.0=—-Z=

N

Dessa forma, temos que a combinagao de payoffs para o no ale-

atorio 10 ¢ (4, —4). Sabendo disso, na sua vez de escolher a melhor
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acao no no de decisdo 5, Gustavo optard por retirar 2 pedras da mesa
e ganhar o jogo. A arvore de jogo fica da seguinte forma:

G 1

—— (-1, 1
A//O—’ 18 ¢L.D
1’_ _ J-—-_q____

- 17

1I%0.0)
(1.-1)

—e———(1.-1) o

1 __»(l,-1)
51 La
0.0

Figura 36: 7 rodada da indugao reversa (Jogo do Nim)

Conforme vimos, os payoffs esperados pelo n6 aleatério 9 sao
(3,—1) para Elisa e Gustavo, respectivamente. Considerando que
Gustavo optou pela acao que resulta nessa combinacao de payoffs e
a escolha no no de decisdo 5, vamos encontrar os payoffs esperados no

noé aleatorio 2 para ambos os jogadores:

e Para Elisa:

e Para Gustavo:
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~ . ~ 1 1 L, L,
' Anexamos entao a combinacao de payoffs (f T Z) ao nob aleato-
rio 2.

Continuando em nossa analise, temos que no né de decisao 16,
Elisa s6 tem a opc¢ao de retirar 1 pedra e vencer o jogo. Dessa forma,
a arvore de jogo fica da seguinte forma:

G 1
N /0’/'1‘S_b(_l: 1)
£ -

o

Figura 37: 8* rodada da indugao reversa (Jogo do Nim)

Levando em consideracao os payoffs que se seguem dos ramos
referentes ao no6 aleatério 11, temos que os payoffs esperados sao:

e Para Elisa:

LUPIE ST
2 2 2
e Para Gustavo:
1 1
(-1 Z.0=—=-
2 (-1)+ 2
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Fixando essa combinagao de payoffs ao n6 11, temos que Gustavo
em seu n6 de decisao 6 optard pela agao de retirar 2 pedras da mesa,
pois isso lhe trara a vitoria do jogo. Destacamos esse ramo, obtemos a
seguinte arvore de jogo:

0 oL e
A 18
1. o
E--" U7 T
N
=l - (1.-1

Figura 38: 9% rodada da indugao reversa (Jogo do Nim)

Ainda em relagdo & Gustavo, temos que no no6 de decisao 7, este
possui apenas a opcao de retirar 1 pedra da mesa e vencer o jogo.
Assim, a arvore de jogo sera:
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GLD

Figura 39: 10* rodada da inducao reversa (Jogo do Nim)

Com isso, usando o mesmo procedimento, vamos encontrar os
payoffs esperados pelos jogadores em relagao ao no aleatorio 3:

e Para Elisa:

1 1
So(=D) 4= (1) =-1
5 (D) +5-(=1)
e Para Gustavo:
1 1
S 14 () =1
5 1+5-(1)

Temos entdao a combinacao de payoffs (—1,1) que sera anexada
ao no aleatério 3 para entao Elisa fazer sua escolha.

Por ultimo temos a escolha da Elisa no né inicial 1 através da
analise das combinagoes de payoffs esperados pelos nos 2 e 3, que sdo
(—%, i) e (—1,1) respectivamente. Assim, temos que Elisa escolhera a
acao de retirar 1 pedra da mesa, pois tera mais chance de vencer o jogo

com essa agao.
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Com isso, a arvore de jogo fica da seguinte forma, sendo as me-
lhores escolhas em todos os nos de decisao de Elisa e Gustavo os ramos
em destaque.

Eef
1~

Figura 40: 11* rodada da indugao reversa (Jogo do Nim)

Lembrando que nos jogos sequenciais uma estratégia é um plano
de agao, isto é, o jogador deve apontar suas escolhas em cada né corres-
pondente, obtemos que as estratégias de E e G que levam ao equilibrio
de Nash perfeito em subjogos sao dadas por:

e Elisa: retirar uma pedra no né 1, duas pedras no né 12, uma
pedra no n6é 13, uma pedra no né 14, uma pedra no né 15, uma
pedra no no6 16.

e Gustavo: retirar duas pedras no né 4, duas pedras no né 5, duas
pedras no n6 6, uma pedra no né 7, uma pedra no né 18.

A seguir, vamos analisar um outro exemplo, referente a um jogo
de perguntas e respostas, onde o elemento aleatério estd nas chances
do participante responder corretamente a proxima pergunta.
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4.3.2 Jogo de perguntas e respostas

Nesta segao vamos considerar a seguinte situagao (PRISNER, 2014):
Laura esta participando de um programa de perguntas e respostas. O
numero maximo de perguntas por programa sao seis. Cada pergunta
tem um valor atribuido a ela, sendo eles R$ 1.000,00; R$ 1.000, 00;
R$ 2.000,00; R$ 4.000,00; R$ 8.000,00; R$ 16.000, 00.

Depois de cada rodada, Laura tem a opgao de parar e pegar
o dinheiro que ganhou até entao, ou ouvir a préxima pergunta. Se
Laura optar por ouvir a préxima pergunta, ela nao tem saida, ou seja,
é obrigada a responder a pergunta corretamente para ir para a proxima
rodada. Se Laura der a resposta errada, ela perde todo o dinheiro que
j& ganhou.

Ainda, suponha que as perguntas ficam mais dificeis a medida em
que o jogo avanca. Nesse sentido, assumimos que na rodada de niimero
n a probablidade de Laura errar a resposta é de 97%. Queremos estimar
em que pergunta Laura deve parar para maximizar seus ganhos.

Considerando as regras do jogo, temos que a representacao dele
na forma extensiva é dada abaixo (0s payoffs nos nos terminais corres-
pondem ao prémio em milhares de reais):

o0 o0 e0
E q=2/8 E q=2/7 E q=2/6 E g=2/5

=6/8 =5/7
Sz &
L L L
p P
0 1

Figura 41: Arvore de jogo (Jogo de perguntas e respostas)
Na arvore de jogo, temos que:

: n6s de decisao referentes a Laura

: ramos referentes a agdo {Tentar}

: ramos referentes a agao {Errar}

: ramos referentes a agao {Acertar}

[ ]
ao I = o B R

: ramos referentes a agao {Parar}
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Em cada rodada, Laura tem as opgoes de {Tentar} ou { Parar}.
Se Laura optar por {Parar}, esse ramo é seguido por um né terminal
que determina o quanto Laura ganhou. Se Laura optar por {Tentar}
reponder a préxima pergunta, o ramo que corresponde a esta agao é
seguido por um no aleatério (cinza) onde a proxima pergunta ocorre.
Deste né, partem os ramos que representam o que ocorre se a resposta
for certa ou errada. Para a resposta certa, temos a probabilidade p,
para a resposta errada temos a probabilidade ¢g. Ambas sao encontradas
através da probabilidade dada no enunciado e necessariamente devem
somar 1, ou seja, p+q = 1. Se Laura errar a resposta, temos que o jogo
se encontra em um noé terminal dando a ela payoff 0. Caso contrario,
temos que Laura acerta a resposta e o jogo continua.

Figura 42: Enumeragao dos nos de decisao (Jogo de perguntas e res-
postas)

Para iniciarmos a resolucao deste jogo através da indugao re-
versa, é preciso saber como calcular o payoff esperado se Laura optar
por {Tentar} responder a proxima pergunta.

Sabemos que a probabilidade de Laura errar a resposta é dada
por ﬁ, onde n é o numero do n6 de decis@ao. Considerando o né de
decisao 6, temos que p e ¢ sao:

Com os valores de p e g, o payoff esperado se Laura tentar res-
ponder a pergunta de ntimero 6 é dado por:

04p-32=2.04 L. 3032
-vrpros=g 3°9°7 3

Assim, para analisar qual é a melhor a¢io para Laura, analisamos
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o payoff dado se Laura { Parar} e a recompensa calculada acima. Dessa
forma, como % < 16, o melhor para Laura é {Parar} caso o jogo

chegue na sexta pergunta. Assim, temos a seguinte arvore atualizada:

Figura 43: 1* rodada da inducéo reversa (Jogo de perguntas e respos-
tas)

De forma anéloga ao que foi feito para calcular os valores de p, g
e payoff esperado se Laura optasse por {Tentar} responder a pergunta
numero 6, faremos para todos os outros noés de decisdo que faltam.
Assim, para o n6 de decisdo 5 que corresponde a quinta pergunta,
temos:

_ 2 1
1=9 75" 2
2 1
P q 1
E ainda,
0+ 16*1 OJr1 16 =28
q p-16=3 5 =

Neste caso, seré indiferente para Laura se ela optar por {Tentar}
ou {Parar}, pois em cada um, o payoff é 8. Destacamos entdo as duas
agoes na arvore de jogo abaixo:
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Figura 44: 2* rodada da indugao reversa (Jogo de perguntas e respos-
tas)

Em relagao ao né de decisao 4, temos:

_ 2 2
1=9-475
2 3
=1l—-q¢g=1—-=
p q 5§
E ainda,
2 3 24

Como 2 > 4, Laura ira optar por {Tentar} responder a quarta
5

pergunta. Assim, temos que a arvore de jogo que representa a situacao
é dada como:

®0 o0 el e0 o0 P
Eg=is Eg=2n E =26 Eg=is Eg=24 Eg=013

p=6/8 p=5/7
A A

Figura 45: 3* rodada da indugéo reversa (Jogo de perguntas e respos-
tas)

Para o n6 de decisao 3 que representa a terceira pergunta, temos
que:
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EPUE N
P=271=""373
Ainda, para calcular o payoff esperado, temos que:
1 2 8
.0 4==.04+2.4=2
@:0Fpd=3-073 3

Como % > 2, temos que buscando maior payoff Laura ird {Tentar}
responder a terceira pergunta. Assim, a arvore de jogo fica da seguinte
forma:

(1] e el el el o0
E q=2'8 E q=2/7 q—? 6 E q=2 E g=2/4 E @3
p=6/8 p—) 7 p—'t p—3 5 p=2/4 .7 . p=1/3
T A AT A
L L x L \ L4
1 P 4 & 32

gl

+a
=]
—
=9

0 1

Figura 46: 4 rodada da indugéo reversa (Jogo de perguntas e respos-
tas)

Em relagao ao né de decisao 2, temos que:

2 9
1=9-9577

5

—1l_g=1_2_2

p q 7 7

E ainda,

2 5 10
.0 2=2.04+2.29=2
¢ 0+p 7 9t7 7

Como Tentar traz um payoff esperado de % e % > 1, temos
que Laura ira optar por {Tentar} responder a pergunta de numero 2.
Assim, temos que:
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®0 ®0 ®0 el ®0 P
q—? 8 q_? 7 q_? 6 E q=2/5 E q=2/4 E q=2/3
p=6 p—:u 17 p—'i- p—3 5 p=2/4 ,* "~ p=1/3
AT A
L L
4 5 N Ja
‘
0 1 2 -I g 16

Figura 47: 5* rodada da indugao reversa (Jogo de perguntas e respos-
tas)

Finalizando, em relagao ao n6 de decisao inicial, temos que:

_2 1
=917 1
2 3
p q 3 4
E ainda,
1 3 3
) 1==. 2.1=2
q-0+p 40+4 1

Como a opgao {Tentar} traz payoff esperado de % e ainda, % >
0, temos que a melhor opc¢ao para Laura sera {Tentar}. Essa escolha
é evidente, pois na primeira pergunta Laura nao tem nada a perder.
Assim, a arvore de jogo ficara da seguinte situacao:

e0 o0 e0 e el .
Eq=s Eg=7 E g6 Eg=us Egq=2s  Eg=283
p=2/4 » =13

A T A

/ _/ “T/ ‘”/ <

Figura 48: 6* rodada da indugéo reversa (Jogo de perguntas e respos-
tas)

Com a melhor resposta (com base no valor esperado) de todos
os nos destacados, percebemos que a decisao racional é que Laura tente
responder até a quarta pergunta, indeferente com relagao a quinta per-
gunta, e pare antes de responder a sexta pergunta.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, apresentamos alguns aspectos da Teoria dos Jo-
gos, com énfase no estudo dos jogos sequenciais e o método de indugao
reversa como técnica de resolucao deste tipo de jogo. No decorrer do
trabalho, discutimos diversas aplicagoes, como o exemplo classico do
Dilema do Prisioneiro, situagoes de concorréncia entre empresas, Jogo
do Leilao, entre outras.

As aplicagOes principais foram apresentadas no ultimo capitulo,
sendo elas o Jogo do Nim e o Jogo de perguntas e respostas, cuja
diferenca das demais aplicacoes é o fato de ocorrerem eventos aleatorios
entre os movimentos dos jogadores, ocasiao em que usamos algumas
ferramentas da Teoria da Probabilidade para obter a melhor solugao.

Inicialmente, no capitulo “Aspectos Gerais”’, apresentamos uma
breve contextualizagao historica, citando as principais contribuicoes
para a Teoria dos Jogos. Ainda, discutimos os conceitos considerados
necessarios para que o leitor compreenda o que se segue no desenvol-
vimento dos proximos capitulos. Entre eles, destacamos o que signifi-
cam para a Teoria dos Jogos termos importantes como jogo, jogadores,
acoes, recompensas, entre outros.

Ainda, neste mesmo capitulo, apresentamos os jogos em que as
acoes sao escolhidas de forma simultianea pelos jogadores e sua forma
de representagao, denominada forma normal ou estratégica. Seguimos
com o estudo do que seriam as estratégias dominantes e dominadas,
finalizando o capitulo com a apresentagao de dois métodos de resolugao
de jogos dessa natureza: eliminagao iterada de estratégias dominadas
e pela busca do equilibrio de Nash.

No capitulo denominado “Forma extensiva de um jogo” apresen-
tamos o estudo dos jogos sequenciais e sua forma extensiva de represen-
tagao, por meio da arvore de jogo. Abordamos todas as caracteristicas
necessarias para que o leitor consiga fazer a analise correta desse tipo
de representagdo. Ainda, dentre as definigbes que se encontram nesse
capitulo, destacamos a nogao de estratégia de um jogador (mais ampla
que nos jogos simultaneos), que consiste em um plano de agdo, ou seja,
uma tomada de decisao para cada momento possivel em que o jogador
deve fazer uma escolha.

Ainda, abordamos os conceitos de equilibrio de Nash para jogos
sequenciais, dando destaque para o teorema que garante a existéncia
de um equilibrio de Nash com estratégia pura em todo o jogo de in-
formacgao perfeita. Também, apresentamos o conceito de um subjogo
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e discutimos como esse conceito influencia na busca dos equilibrios de
Nash que fazem sentido quando pensamos em cada decisao isolada-
mente. Ganhamos entao um refinamento deste método de solugao,
conhecido como equilibrio de Nash perfeito em subjogos.

Por ultimo, temos o capitulo denominado por “A inducgao reversa
como método de solugdo de um jogo na forma extensiva’, onde apresen-
tamos o método de indugao reversa, que consiste em uma técnica para
encontrar os equilibrios de Nash perfeitos em subjogos, por meio de
analise da arvore do jogo a partir dos nos terminais. Finalizamos nosso
estudo com a discussao de jogos em que estao presentes eventos aleto-
rios entre os movimentos dos jogadores, encontrando a melhor solucao
em dois exemplos: Jogo do Nim e Jogo de perguntas e respostas.
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