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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar o quociente de uma variedade por
uma acao suave de um grupo de Lie. Em primeiro lugar, demos uma
introdugao suficiente auto-contida sobre a teoria das variedades dife-
rencidveis, grupos de Lie e sobre distribuigoes que foi extremamente
relevante como pre-requisito para provarmos o bom comportamento do
quociente.

Palavras-chave: Variedade quociente. Acao suave.






SUMARIO

0.1 INTRODUCAO ...t
1 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS .......c.c.oo..... 11
1.1 ESTRUTURAS DIFERENCIAVEIS ..................... 11
1.2 APLICACOES SUAVES . .. ..ot 29
1.2.1 Fungoes Bump ......... . ... . i 37
1.3 O ESPACO TANGENTE: MOTIVACAO HEURISTICA ... 38
1.4 O ESPACO TANGENTE: DEFINICAO FORMAL. ........ 40
1.4.1 A diferencial de uma aplicagao suave .............. 46
1.4.2 Vetor velocidade de uma curva..................... 48
1.5 SUBMERSOES, IMERSOES E MERGULHOS ........... 50
1.6 SUBVARIEDADES IMERSAS E MERGULHADAS . ....... 52
1.7 O FIBRADO TANGENTE ..........oouiiiiiiiiiiii.. 55
1.8 CAMPOS VETORIAIS ... ..ot 58
2 GRUPOS E ALGEBRASDELIE.........c.cvvvn.... 63
2.1 GRUPOSDELIE .......ooiiiiiii . 63
2.2 ALGEBRADELIE ... .....oiuiiiii i 65
2.3 A ALGEBRA DE LIE DE UM GRUPODELIE .......... 72
3 DISTRIBUICOES ....otiittiiteaieeeeaneannnnnn. 75
3.1 DISTRIBUICOES . ........oiiiaiiiaaaa. .. 75
4 VARIEDADES QUOCIENTES .....covvveiinnnnnnn.. 81
4.1 QUOCIENTES DE VARIEDADES VIA ACOES DE GRU-

POS 81

REFERENCIAS .« ..ottt et e e e e e 95






0.1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é estudar o quociente de uma varie-
dade suave por uma acao suave de um grupo de Lie e garantir hipéteses
gerais sobre a agao de modo que o quociente admita naturalmente uma
estrutura de variedade diferencidvel. Demos uma introdugao suficiente
auto-contida sobre a teoria das variedades diferenciaveis. Introduzimos
a nocao de diferenciabilidade e derivada para aplicagoes entre varieda-
des bem como os grupos de Lie e as agoes suaves dos grupos de Lie.
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1 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Neste capitulo introduzimos os objetos fundamentais de nosso
trabalho, as variedades diferenciaveis, e algumas de suas propriedades
bésicas.

1.1 ESTRUTURAS DIFERENCIAVEIS

Comecamos com um resultado obtido como um corolario do te-
orema da Invariancia do Dominio de Brouwer. A prova desse teorema
requer ferramentas avangadas da topologia algébrica e portanto ficara
fora do escopo de nosso trabalho, motivo o qual vamos omitir a prova.
Remetemos o leitor curioso ao teorema 2.55 da referéncia [5] para ver
mais detalhes.

Teorema 1.1.1 (Invaridncia topolégica da dimensao). Sen > m
e U é um aberto nao-vazio do R™, entao nao exriste uma fungao injetiva
continua de U em R™. Em particular, R™ e R™ ndo sdo homeomorfos.

Considere um espaco topolégico M com a seguinte propriedade:
Para cada ponto p € M existem um aberto p € U € M e um nimero
natural n tal que U é homeomorfo a um aberto U do R™. Note que o
nimero n acima depende do ponto p e a principio também do aberto U.
Mostremos que n depende apenas de p. Suponhamos que p € V seja um
aberto em M relativamente ao qual existe um niimero natural m tal que
V seja homeomorfo a um aberto V do R™. Denotamos por ¢ : U — U
ey : V — V tais homeomorfismos. Note que p € UNV é um aberto
de M e portanto (UNV) e »(UNV) sado abertos, respectivamente do
R™ e R™. E dai, temos um homeomorfismo

Yo l:pUNV)CR" — (UNV)CR™

Segue-se do teorema 1.1.1 que n = m, ou seja n(p) := n depende ape-
nas de p. De fato, esse argumento implica a existéncia de uma funcao
DIM : p € M — n(p) € N localmente constante e portanto continua.
Logo, DIM ¢ constante em cada componente conexa de M. Nos casos
em que a funcdo acima for constante (e.g., quando M for conexo), as-
sumindo valor n € N,Vp € M, diremos que M é localmente Fuclideano
de dimensao n. Em outras palavras, M é localmente Euclideano de
dimensao n se e somente se cada ponto p € M admite uma vizinhanca
(aberta) homeomorfa a um aberto do R™. Deixamos para o leitor verifi-
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car que todo espago localmente Euclideano de dimensao n é localmente
homeomorfo & bola aberta B do R™ centrada na origem de raio 1 ou
propriamente ao R™.

Definicao 1.1.1. Diremos que um espago topoldgico M é uma varie-
dade topoldgica de dimensao n se:

a) M for um espa¢o Hausdorff.

b) M satisfizer o seqgundo axioma de enumerabilidade, i.e., M admitir
uma base enumerdvel para seus abertos.

c) M for localmente Euclideano de dimensao n.

Para obtermos diversos exemplos de espacos localmente Eucli-
deanos e variedades topoldgicas as seguintes defini¢oes sao relevantes.

Observagao 1.1.2. Todo espago topoldgico com base enumeravel sa-
tisfaz a propriedade de Lindeldf: Toda cobertura aberta admite uma
subcobertura enumerédvel. (Veja por exemplo, teorema 3 da sec. 11,
cap.2 da referéncia [1])

Definigao 1.1.2. Uma carta local ou vizinhanga coordenada em um
espago topoldgico M de dimensio n € um par (U, ) constituido por um
subconjunto U aberto de M e um homeomorfismo ¢ : U C M — R"
sobre o aberto p(U) do R™.

Definigao 1.1.3. Um atlas para M de dimensao n é uma familia
o formada por cartas locais (U,p) em M de dimensdo n cujos os
dominios formam uma cobertura aberta de M.

Note que M é localmente Euclideano de dimensao n se e somente
se podemos munir M de algum atlas &/ de dimensao n.

Exemplos 1.1.3.

a) R™ é naturalmente uma variedade topolégica de dimensao n por ser
um espago topoldgico Hausdorff com base enumerdvel (e.g., uma
base formada por bolas abertas centrada em pontos de coordenadas
racionais com raios racionais positivos) munida do atlas canoénico
of = {(R",idg~)}, onde idg~ : R™ — R™ denota a aplicagao
identidade.

b) Se M é uma variedade topolégica de dimensao n, entao todo aberto
U nao-vazio de M é uma variedade topoldgica de dimensao n, co-
nhecida como subvariedade aberta de M. De fato, U visto como
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um subespaco de M satisfaz a propriedade de ser Hausdorff e o se-
gundo axioma de enumerabilidade. Quanto a munirmos U de um
atlas, se .« é um atlas n-dimensional para M, podemos obter um
atlas n-dimensional para U ao restringir o dominio de cada carta
local (V,1) € & ao aberto UNV (de U e também de M).

Seja M :=R x (R\ Q) munido da topologia da unido disjunta (ver
a referéncia [5], pdgina 64 para mais detalhes). Afirmamos que M
é localmente Euclideano de dimensao 1. De fato, dado p € R\ Q,
considere R, := R x {p}. Pela definicdo da topologia da unido
disjunta, cada R, é um aberto em M homeomorfo a R dado pelo
homeomorfismo

op i (z,p) Ry >z eR.

Assim, cada (Ry, ¢,) é um carta local de dimensdo 1 em M e como

M= 1] B, (),
PER\Q
segue—se que
o = {(Rpﬂﬁp) ‘peE R\Q}

¢ um atlas de dimensao 1 para M e portanto M é localmente Eu-
clideano de dimensao 1 como afirmado. Entretanto, M néao é uma
variedade topoldgica de dimensao 1, pois, embora M seja Haus-
dorff, como o leitor pode verificar sem dificuldade, M nao pode ser
munido de uma base enumeravel. Com efeito, por (x),

{Rplper\

é uma cobertura aberta para M. Como nao é possivel extrair uma
subcobertura enumeravel dessa cobertura, logo, pela observagao
1.1.2, a afirmacao segue.

Seja M := (R x {—=1}) U (R x {1}) munido da topologia induzida
por R2. Seja ~ a relacio de equivaléncia em M que identifica os
pontos (z,—1) e (z,1) para z # 0. Consideremos M/N munido da
topologia quociente. Com essa topologia, a projecdo canénica

w:M—)M/N

é uma aplicacao aberta e como M tem base enumeravel, digamos
{B; : i € N}, entao {n(B;) : i € N} é uma base enumerdvel para
Y/~. Entretanto, M/N nao ¢ Hausdorff, pois se U_y e Uy sao
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quaisquer abertos em torno de [(0,—1)] = {(0,—1)} e [(0,1)] =
{(0,1)} respectivamente, entdao para p suficiente pequeno ambos
abertos contém o ponto [(d,1)] = {(4, —1), (4,1)}. Logo, M/ o é
Hausdorff. Para ver que *V'/ é localmente Euclideano de dimensao
1, note que

o M0, )]} — R
dada por

é um homeomorfismo. Assim,

(MANA10, )]}, )

é uma carta local de dimensao 1 em M/N. Definindo

¥ MN[0, -]} — R

de forma andloga, segue-se que

M0, -1)]}v)

é uma carta local de dimensao 1 em M/N. Portanto,

o = (M {10, 1]}, 0), (M {10, - 1)1}, 4)}

é um atlas de dimensao 1 para M/N o que faz desse espaco, chamado
reta com duas origens, ser localmente Euclideano.

Se f: N — M é um homeomorfismo entre espagos topoldgicos e
M for um espaco localmente Euclideano de dimensao n, entdo N
também o é. Com efeito, esse homeomorfismo induz o seguinte atlas
n-dimensional para N:

df = {(f_l(U),goof) : (Uv(p) G%},

onde &/ é um atlas n-dimensional para M. Como a propriedade
de um espago ser Hausdorff e o segundo axioma enumerabilidade
sao ambos invariantes topolégicos, segue-se que o resultado também
vale para variedades topoldgicas.

Se E é um espago vetorial sobre R de dimensao n, entao E é iso-
morfo a R™ e portanto homeomorfo a R™, assim, [E é um variedade
topoldgica de dimensao n.
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g) A n-esfera unitdria

n+1
S™ = {(1’1,. . .,$n+1) € Rn+1 : Z.’E? = 1}
i=1

é uma variedade topoldgica de dimensao n. De fato, S™ é um su-
bespaco do R"*! com a topologia induzida e portanto é um espaco
Hausdorff satisfazendo o segundo axioma de enumerabilidade. Ade-
mais, podemos munir S” do seguinte atlas de dimensao n:

A = {(S"\{Py},®4), (" \{P_}, @)},

onde as cartas desse atlas sao construidas da seguinte forma: Seja
P, :=(0,...,0,1) “ polo norte ” de S™. A projecio estereogrdfica
do ponto X € S™\ {P.} é o unico ponto, denotado por ., (X), que
estd na intersecao da reta que passa pelos pontos X e P, com o
hiperplano H"™ = {(x1,...,Zny1) € R" 1 i 2,11 = 0}, como ilustra
a figura abaixo.

H =R

Figura 1: Projegao Estereografica



Identificando os pontos (21, ...,%y,0) € H™ com (z1,...,z,) € R™,
segue-se que a correspondéncia X +— &, (X) via a projegao estere-
ografica de X define um homeomorfismo @, : S*\ {P,.} — R"™ do
aberto S" \ {P1} =S"N (R™\ {P1}) em S" sobre o R™. De fato,
para cada X = (21,...,7p41) € S"\ {P+} note que X" € R"*! estd
na intersecao da reta que passa por X e P com o hiperplano H™ se
e somente se X’ é um ponto da forma P, + A(X — P ) para algum
A € R com a tltima coordenada nula, donde 0 = 1 + A(zp41 — 1).

3 _ 1 1 _ 1
Ou seja, A\ = .- Portanto, X' = —— (z1,...,2n,0). Logo,
para todo (21,...,Zp4+1) € S"\ {P4+}, temos @y (x1,...,Tp41) =
FE—— (x1,...,2y) e assim é fdcil ver que @ é continua, pois sua

extensao natural ao aberto

{(x1,. . Tpy1) ER™ iz, g # 0}

é de classe C* e portanto continua. Além disso, ¢ é uma bijegdo,
pois, verifica-se sem dificuldade que sua inversa pode ser explicita-
mente escrita como

1 n
T, xn) ER" o — (201, ..., 22, — 14+ Y 2?) € S\{P,},
(21 ) 1+Zi:1f€?( 1 ; ) \{P+}

que também é continua, pois a aplicagao obtida a partir desta por
uma extensao natural do codominio ao R™*! é de classe C* e por-
tanto continua. Agora, considerando P_ := (0,...,0,—1) o “polo
sul 7 de S™ e definindo ®_ : S*\ {P_} — R" de forma andloga,
via a projegdo estereografica dos pontos de S™ \ {P_} sobre H".
Deixamos para o leitor checar que

1
P_(21,...,Tny1) = m(ml, oy Tn), V(@1 1) € S{P_L

Como ®_ também pode ser obtida por compor o homeomorfismo

s” \ {P_} > (ZL‘l, . ,SCn+1) g (IE1, .. .,7$n+1) es” \ {P+}

seguido por @, segue-se que ¢_ é um homeomorfismo do aberto
S\ {P_} =S"N(R"\ {P_}) em S" sobre o R™. Esse exemplo
com n = 2 indica o motivo do uso dos termos ’ carta’ e ’atlas’ da
cartografia.

Seja M C R™ nao-vazio munido da topologia induzida. Entao,
M é Hausdorff e tem base enumeravel. Dizemos que M é uma
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subvariedade suave de R™ de dimensao m se Vp € M, existir una
aplicacao ¢ : U C R™ — R™ tal que
(i) U é aberto no R™ e o(U) C M.
(ii) p € p(U) e o(U) é aberto em M.
(iii) Dgq : R™ — R™ é injetora, Vg € U.
v)

(i

Nesse caso, dizemos que ¢ é uma parametriza¢ao local de M em p.
Verifica-se que a colegdo &7, formada pelos pares (¢(U), ¢~ 1), onde
@ : U CR®” — R™ é uma parametrizagao local de M, é um atlas
de dimensao m para M, o que faz de M, uma variedade topolédgica
de dimensao m.

¢ : U — p(U) é um homeomorfismo.

Se M e N sao espaco localmente Euclideanos de dimensoes n e
m respectivamente, entdo M x A (munido da topologia produto) é
um espaco localmente Euclideano de dimensao n + m. Com efeito,
identificando o R*™™ com R™ x R™, podemos construir um atlas
(n + m)-dimensional para M x N pondo

Ay = {(UxV,ox1):(U,p) €, (V,¢) € A},

com @x1p : UxV — R definida por (¢x1)(p, q) = (¢(p), ¥ (q))Vp €

U,Vq € V, onde &, o5 sao respectivamente atlas de dimensées n
e m para M e N. Analogamente, vale o resultado andlogo para
variedades topoldgicas. Esse exemplo se estende naturalmente a
uma quantidade finita qualquer de espagos localmente Euclideanos
(variedades topoldgicas).

Definimos o n-toro como o produto cartesiano T" := S* x --- x S*.
—_———

n-vezes
Segue-se que o n-toro é uma variedade topologica de dimensao n.

Quando n = 2, T? é simplesmente chamado de toro. Como o leitor
pode verificar sem dificuldade, o toro T? pode naturalmente ser
visto dentro do R*, ou ainda como um certo subconjunto do R?,
representado pela figura abaixo que faz jus ao nome dado ao T2.
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Figura 2: Toro

k) Em ainda muitos casos, o espaco quociente de uma variedade to-
poldgica é uma variedade topolégica. Considere em M := R™F1\
Ogn+1, & seguinte relacao de equivaléncia:

Ve,ye Mz ~y < JAeR:x=\y.

Definimos o espaco projetivo real n-dimensional, denotado por RP™,
como o espago quociente de M por ~, equipado com a topologia quo-
ciente, dada pela projegao candnica 7 : M — RP", (z1,...,Zn41) —
(X1, oy Tpt1) = [T1, ..., Tnt1]. Afirmamos que RP” é uma vari-
edade topoldgica de dimensao n. Com efeito, seja &7 := {(U;, ;) :
1 <i<n+ 1} onde cada ¢; : U; — R™ é uma aplicacao definida
sobre o aberto ! U; (de RP"), para todo [z1,...,Zn41] € RP", por

1
@i([xl,. .. 7$n+1]) = ;(1‘1, e ,xi_l,xi+1, e ,$n+1).
Onde
U, = {[wl,. .. 7xn+1] € RP" : x; 75 0}

Para ver a boa definicao de cada ;, tome arbitrariamente z =
(xla s )xn-‘rl)vy = (yla cee 7yn+l) € M com [IE] = [y] € U’L Segue_
se que existe um escalar (ndo-nulo) A tal que y = Az o que implica
que

Yi = Ar; #0

INote que cada U; é aberto em RP?, pois 7~ 1(U;) = {(x1,...,%Tnt1) € M :
z; # 0}, que é aberto em M
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yj - )\(Ej

— 2 Y i< <+,
Yi AT T

que nos da
ei([z]) = ¢i([y])-

Além disso, note que cada ¢; é uma aplicacdo bijetiva, pois sua
inversa ¢, 1 pode ser explicitamente escrita como

(Il,...7l‘n) eR" — [Il,...,I¢_1,17I1‘+1,...7I’n+1] € Uz

O leitor pode verificar sem dificuldade que cada ¢; é um homeomor-
fismo. Como

segue-se que &/ é um atlas de dimensdo n para RP™. Deixamos
para o leitor verificar que RP™ é um espago Hausdorff com base
enumeravel. E assim, o espaco projetivo real n-dimensional é uma
variedade topoldgica de dimensao n, como afirmado.

Note que cada classe de equivaléncia [z] intersecta a esfera S™ exa-
tamente no par de pontos antipodais. Assim, poderiamos definir al-
ternativamente o RP"™ como o espaco quociente do S™ que identifica
os pontos antipodais (essencialmente é restringir a relagao de equi-
valéncia ~ prévia a S™). Ademais, segue dessa observacao que RP"
é compacta, por ser imagem de S" (que é compacta) pela projecéo
canonica .

Voltando a nossa exposicao, observe que o calculo diferencial em

R™ realizado intrinsecamente no R™ (ou mais geralmente nos espagos
normados reais) é de cardcter local. Gostarfamos de estender o célculo
diferencial para certas variedades topoldgicas sujeitas a uma estrutura
adicional que vamos definir a seguir. Com esse objetivo, usaremos as
cartas locais do atlas subjacente a variedade, precisamos das seguintes
definicoes, as quais invocaremos na proxima segao ao introduzirmos as
aplicagoes suaves entre variedades.

Definigao 1.1.4. Sejam 0 < k < oo e (U,¢),(V,y) ambas cartas
locais em um espago topoldgico M de dimensdes n. Diremos que (U, @)
e (V,v) sio C* compativeis se UN'V = ) ou caso contrdrio, se a
aplicagao, chamada aplicagao de transigao ou mudanca de coordenada,
entre os abertos do R™

oyl p(UNV)CR® — p(UNV) CR”
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for um difeomorfismo de classe C* (no sentido usual).

Definicao 1.1.5. Seja 0 < k < oco. Um atlas (ou estrutura dife-
rencidvel) de classe C* e dimensdo n para um espaco topoldgico M ¢é
um atlas & de dimensao n para M com a propriedade extra que quais-
quer duas cartas locais de of sio CF-compativeis.

Observagao 1.1.4. E frequente na geometria nomear a classe de di-
ferenciabilidade C* com k = oo de algum objeto matematico de suave
para distingui das classes com k finito. Neste trabalho adotaremos esta
nomenclatura, nao apenas para nomear os atlas de classe C*°, mas
também para todos objetos matemédticos que vamos definir posterior-
mente com uma classe de diferenciabilidade.

Exemplo 1.1.5. <7, := {R,(R,idr)} e o := {R, (R, (z — 2?))} sdo
atlas suaves de dimensao 1 para R. Note, entretanto, que as cartas
correspondentes nao sao C* compativeis para k > 1.

Note que apenas munir M de um atlas &7 de classe C* e di-
mensao n nao ¢é suficiente para estendermos o calculo diferencial para
o par (M, .27)?, pois esse trabalho é de cardter local. Assim, precisa-
mos que &/ contenha cartas com dominios arbitrariamente “pequenos”.
Para evitar este inconveniente introduzimos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.1.6. Um atlas o7 de classe C* e dimensdo n para M é

dito ser maximal se o/ C A = o = sempre que e for um atlas
de classe de C* e dimensdo n para M.

O seguinte lema mostra que as estruturas diferencidveis maxi-
mais contém cartas com dominios arbitrariamente “pequenos”.

Lema 1.1.6. Seja o7 um atlas de classe C* e dimensdo n para M e
p € U. Se .o for mazimal, entdo, para todo aberto U C M nao-vazio,
existe uma carta local (U, ) € o compe U C U.

Demonstracao. Dado U C M aberto nao-vazio. Defina

7 ={(UNV,¢ |yny): (U,p) € Z}U .

Verifica-se sem dificuldade que & ¢ um atlas de classe C* e dimensdo n
para M. Claro que & C /. Dai, se & for maximal, a igualdade segue,
e portanto tomando (V,¢) € & comp € VNU,(VNU,¢ |yqy) € &
e o resultado segue. |

2 A notacdo em par é para enfatizar que o atlas &7 é extremamente relevante para
fazermos calculo diferencial.
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Definicao 1.1.7. Uma variedade diferencidvel de classe CF e dimensao
n é um par (M, o), onde M é uma variedade topoldgica de dimensdo
n o é um atlas maximal de classe C* e dimensdo n para M.

O seguinte teorema sera util para exibirmos diversos exemplos
de variedades diferencidveis.

Teorema 1.1.7. Todo atlas diferencidvel de classe C* para M estd
contido num tnico atlas diferencidvel de classe C* maximal para M.

Demonstracdo. Vejamos uma construgao geral que vale para quaisquer
relacdo de equivaléncia. Seja <% um atlas de classe C* e dimensdo n
para M. Denote a familia de todos os atlas de classe C* e dimensdo n
para M por Atlas(M, k). Defina a seguinte relacao ~ em Atlas(M, k)

(Ve , o € Atlas(M,k))) o ~ o < o U € Atlas(M, k).

Note que se provarmos que ~ é uma relagao de equivaléncia, entao

oy = U o
o €[ )

é o0 unico atlas maximal que contém 2%, como o leitor pode verifica-se
sem dificuldade. Afirmamos que ~ é uma relagdo de equivaléncia em
Atlas(M, k). Claro que ~ ¢é reflexiva e simétrica. Para ver que ~ é

transitiva, sejam d,;z?j;a?e Atlas(M, k) com &/ ~ A ed ~d e
tome quaisquer (U, p) € o e (V,9) € o com UNV # (). Da cobertura

aberta {B : (B,§) € &/} para M obtemos a cobertura A := {BNUNV :

(B,¢) € &/, BNUNV # 0} aberta para UN V. Portanto, p o¢p~1 :
P(UNV) — R™ é de classe C* se e somente se potp™! |w(B’) o for para
todo B’ € A. Tome arbitrariamente B = BNUNV € A nao vazio com
(B,€) € . Como B’ # (), entdo BNU # () e BNV # () o que implicam
que po &L E(BNV)CR® — R e oyp~t:9p(BNU) CR® — R"
sao de classes C*. Logo, as restricoes destas aplicacdes aos abertos
£(B") CR" e ¢(B') C R™ sdo também de classe C* e portanto

ot [y = (00 &) gm0 (€ov™) [y
é de classe C* o que mostra que g o)™ : »(UNV) — R™ é de classe

CF. Analogamente, mostra-se que o~ ! : p(UNV) — R™ é de classe
CF. Dai, (U,¢) e (V,) sdo CF-compativeis, e assim a transitividade
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de ~ segue. |

Observacao 1.1.8. Note que em virtude do resultado acima, para
mostrarmos que uma variedade topoldgica admite uma estrutura de
variedade diferencidvel de classe C*, basta mostrarmos que um atlas
subjacente & variedade em questdo é um atlas de classe C*.

Veremos que a maioria das variedades topolégicas dos exemplos
1.1.3 sao na verdade variedades suaves. No que segue, nos concen-
traremos principalmente no caso suave (kK = +00); a adaptagao para
k < 400, quando pertinente, é imediata. Também abusaremos da
notagao, referindo-nos ao espago M como variedade suave, quando es-
tiver claro qual é o atlas maximal subjacente.

Exemplos 1.1.9.

a) R™ é naturalmente uma variedade suave de dimensado n com o atlas
suave candnico & := {(R",idgn)}, n-dimensional, onde

idgn : R® — R"
denota a aplicagao identidade.

b) Seja M um conjunto enumerével munido da topologia discreta. Iden-
tifique R® com o conjunto unitario {Og»}. Para cada p € M,
U, = {p} é um aberto contendo p homeomorfo a R? pelo home-
omorfismo

wp: Up — RY p — Ogn.

Por C*>°-compatibilidade trivial, M admite uma estrutura de varie-
dade suave de dimensao 0.

¢) Se M é uma variedade suave de dimensdo n, entdo todo aberto
U nao-vazio de M é uma variedade suave de dimensao n, conhe-
cida como subvariedade aberta de M. De fato, vimos que U é uma
variedade topolégica de dimensao n com o atlas

= {(UﬂV,gp) : (vao) 6%}7

onde &/ é um atlas suave de dimensao n para M. O leitor pode
verificar sem dificuldade que #4; é um atlas suave de dimensao n.

d) Se f : N — M é um homeomorfismo entre espagos topoldgicos
e M for uma variedade suave de dimensao n, entao A também
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o é. Com efeito, esse homeomorfismo induz o seguinte atlas n-
dimensional para N:

= {(f71(U),po f): (U,p) € &},

onde &/ é um atlas suave n-dimensional para M. Vimos que N mu-
nido desse atlas é uma variedade topoldgica de dimensao n. Resta
estabelecer a C*-compatibilidade entre cartas quaisquer de 7.
Para tal, sejam (f~1(U), o0 f), (f7*(V),v 0 f) € & com f~1(U)N
f71(V) # @. Afirmamos que essas cartas sao C*-compativeis. De
fato, note que UNV # &. Assim,

pop L :p(UNV)CR® — p(UNV) CR"

¢é um difeomorfismo suave (no sentido usual). O leitor pode verificar
sem dificuldade que a aplicacdo de transicao

(wof)o(wof)™h: (o f)(fTHUINFTH(V)) — (wof)(f THU)NFTHV))

coincide, como aplicacdo, com ¢ o ~!, donde o resultado segue.

Se E é um espago vetorial sobre R de dimensao n, entao [E é isomorfo
a R"™ e portanto homeomorfo a R™ e assim E é um variedade suave de
dimenséao n. Em particular, o espago vetorial (sobre R) M,,,,,(R) das
matrizes (a;;) com as entradas a;; € Rparal <i<n,1<j<m
é uma variedade suave de dimensao nm com o atlas suave maximal
determinado pela carta global (M,,,,(R), ¢) onde

v : M, (R) — R™™

é o isomorfismo canénico que envia cada matriz (a;;) € My, (R) ao
vetor

gp(aij) = (all,. ey Q1m, A21 o -3 A2y« o s Ay - . -anm) S an

O subconjunto GL(R,n) C M, (R) := M,,(R) formado pelas ma-
trizes A invertiveis é um aberto ndo-vazio de M, (R) e portanto
GL(R,n) é uma variedade suave de dimensao n? (vista como sub-
variedade aberta de M, (R)).
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g) Vimos que a n-esfera unitdria

n+1

S* = {(xl,...,xn+1) S Rn+1 : Z.’L’? = 1}
i=1

é uma variedade topoldgica de dimensao n com o atlas

A= {(S"\{P1},24), (S"\{P_},®)},

onde
1
(I)+(ZC17 e ,.Z'n+1) = m(l’l,. .. ,l‘n),v(ﬁlfl, e ,.’Ijn+1) € Sn\{P+}
e
@ ( )= ). ( ) €S\ (P_)
-1, Tnt1 _1+$n+1 Tis-0-5Tn), VL1, - - o5 T4l —J-

Vamos verificar a C*°-compatibilidade entre essas cartas. Note que

_((S"\{P4 )N\ {P_}) = &4 (S"\ [P HN(E"\{P_}) = R™\ 0 = RY.
Afirmamos que
bLo0d_:RY — R}

¢ suave. De fato, dado z = (z1,...,2,) € R? << |]z]]* =
> a? >0, temos

(<I>+o<I>:1)(x):<I>+< (2x1,...,2xn,||x|2—1)>

1+ [

- 1 ( 2xq 2z, )
- T P+ Tl E 1
x
]2
1

= niz(xlv"~7x’n)

>ie1 T

e assim ®, o ®~' é suave. Verifica-se sem dificuldade que (®_ o
—1 _ n —1 4 4

O ) (x) = Mz V& € RY e portanto ®_ o ®° também o ¢ suave.

Assim, o atlas acima é na verdade um atlas suave de dimenséo n.
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h) Seja M C R™ uma subvariedade suave de R de dimensao m. Vimos
que M é uma variedade topoldgica munida do atlas &/ formada
por todos pares (¢(U), ¢~ 1), onde ¢ : U C R* — R™ é uma
parametrizagao local em M. Verifica-se (ver por exemplo o corolédrio
3, pdg. 129 de [3]) que esse atlas é suave o que faz de M uma
variedade suave de dimensao m. Note que essa classe de variedades

inclui o exemplo anterior.

i) Se M e N variedades suaves de dimensdes n e m respectivamente,
entao M x N (munido da topologia produto) é uma variedade suave
de dimensao n + m. Com efeito, considere

dy = {(UxV,ox¢):(U,p) €, (V,9) € o,

com px1p : UxV — R definida por (px9)(p, q) = (¢(p),¥(q)),Vp €
U,Vq € V, onde &, sdo respectivamente altas suaves de di-
mensoes n e m para M e . Pelo item (f) do exemplo 1.1.3, M x N
munida do atlas acima é uma variedade topoldégica de dimensao
n+m. O leitor pode verificar sem dificuldade a C*>°-compatibilidade
entre as cartas do atlas definido acima, o que faz de & um atlas
suave de dimensao n + m para M x N. Esse exemplo se estende
naturalmente a uma quantidade finita quaisquer de variedades sua-

ves.

j) Segue-se do item anterior que o n-toro
T :=8' x--- xSt
—_———
n-vezes
é uma variedade suave de dimensao n.

k) Vimos que o espaco projetivo real n-dimensional RP™ munido do
atlas de dimensao n

¢ uma variedade topolégica de dimensao n. Vamos verificar a C*°-
compatibilidade entre as cartas do atlas acima. S6 para fixar ideias,
considerem as cartas (Ui, ¢;) e (Upq1,@nt1). Mostremos que a
aplicagao de transicao entre abertos do R”

0100511 Pnt1(U1 NUnp1) — ©1(Ur N Upga)
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é suave. Um cdlculo simples explicita os abertos acima:

e1(U1 NUpy1) = {(z1,...,2,) ER" 1 2, # 0}

<Pn+1(U1 ﬁUn+1) = {($17~-~7ﬂ?n) eR" a1 # 0}-
Seja (z1,...,2Zn) € Pn+1(Ur NU,qq), temos que

@;i1($1,...,$n) = [x17"~)xn71] E U]_ ﬂUn+1
Logo,
(901 © W;Jlrl)(xla' . '5In) = (pl[zla sy Ty H
1
= — 1
xl(x27 s Ty )

e portanto ¢ o <p:h1L1 é suave! Analogamente,

(Pro@ni) = @ny100r "t @1(UrNUng1) — ©ng1(Ur N Uppa)
é suave. Uma conta simples nos da

_ 1
(pPnt109] 1)(x1, cenytp)=—(L iz, 1), V(21 ..y 20) € 01(UNUp41).

n

O caso geral p; o <p;1 é analogo. E suficiente considerar i > j, ja
que o caso i = j nao ha o que fazer, e o caso i < j é semelhante.
Deixamos as contas para o leitor como um exercicio.

E possivel construir uma estrutura de variedade suave para certos
conjuntos sem estrutura topolégica dada a priori.

Lema 1.1.10. Seja M um conjunto nao-vazio e &/ uma familia cons-
tituida por pares (U,¢),p : U C M — R™ satisfazendo as seguintes
propriedades

i) ¢ : U — R" € injetora V(U, @) € o .
ii) Os dominios U dos pares (U, ) € &/ cobrem M.

1) Se (U,¢), (V,¥) € & e UNV #£ &, entio, o(UNV) ep(UNV)
sao abertos no R™ e a aplicagao

wogp_l:gp(UﬂV) —y(UNV)
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€ suave. (Segue-se que essa aplicagao é na verdade um difeomor-
fismo suave).

Nessas condigdes, existe uma unica topologia T, em M relati-
vamente & qual a sequinte propriedade (%) vale:

V(U,p) € &, U € aberto e ¢ é homeomorfismo sobre o aberto ¢(U) C R™.

Ademais, </ é um atlas de classe C*° em M = (M, 7).

i) (M, 7y) satisfaz o sequndo azioma de enumerabilidade se e so-
mente se a cobertura de M por meio dos dominios U dos pares
(U, ) € & admite uma subcobertura enumerdvel.

v) (M, 7o) € Hausdorff se vale a sequinte propriedade:

Sep,q € M e p+# q entdo das duas uma:

a) ou p,q € U para alguma carta (U, ) € o
b) ou existem (U, ), (V,¢) € & com UNV =& tais quep € U e
qeV.

Demonstracdo. Comegamos por estabelecer a unicidade da topologia
em M sujeito a (x). Sejam 7 e 7/ topologias em M satisfazendo (k).
Tome arbitrariamente @ # U € 7 e considere p € U. Usando (ii) e ()
existe (V,p) € & comp e V,V € rN7’'. Como UnvVer implica

p(UNV) Cp(V)
é aberto em R™ que por sua vez implica que
e N eUNV)=UnV

é aberto de 7', pois ¢ também é homeomorfismo com respeito a 7’.
Logo U € 7’ e assim 7 C 7/. Analogamente mostra-se a outra inclusao
7' C 7 e a unicidade segue como afirmado. Quanto & existéncia, vamos
construir uma topologia 7, em M por declarar que um subconjunto
M DU € 14 se e somente se

©(UNU) é aberto no R™,¥(U, ¢) € «.

Vamos checar que 7, ¢ uma topologia em M:
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(i) Claro que M, € Toy.

(ii) Se {Ux : A € A} C 7, afirmamos que

UU)\Eng.
AEA

De fato, dado (U, ) € & temos que (U N U) é aberto no R™
para todo A € A e portanto

U ©(UxNTU) é aberto no R".
AEA

Logo,
v ((U UA> mU) = J e(rnuy,
AEA A€A

que é aberto no R” e a afirmacao segue.

(iii) Sejam Uy,Us € T4 afirmamos que U; NUs € 7. De fato, tome
arbitrariamente (U, ¢) € «/. Note que

(UL NU2NT) = o((U1N0)N(U2NT)) PZ Y o0 N0)Np(U:ND),

que é a intersecao de dois abertos no R" ja que U;,Us € 7o €
portanto Uy NUs NU € T como afirmado.

Agora verifiquemos que &/ é uma atlas suave de dimensdo n para
M ::(Alftﬂ):

Note que cada par (U, ¢) € & é uma carta de dimenséo n. De fato, por
(iii) tem-se que ¢(U) é aberto no R™ ou seja U é aberto em M. Pela
definicao de 7, segue-se que ¢ : U — R™ é uma aplicacao aberta e
portanto um homeomorfismo sobre o aberto ¢(U) C R™. Logo por ii),
segue-se que .o/ é um atlas de dimensdo n. Falta estabelecer (iv) e (v).
A prova de (v) é bastante simples, e a omitiremos.

Suponhamos que exista uma subfamilia enumerével <y := {(U,,, ¢y) :
n € N} C & com

+oo
M = UUn.
n=1

Ora, cada U,, possui uma base enumeravel 4", por ser homeomorfo a
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um aberto do R™ e portanto

%’::G%"

n=1

é uma base enumeravel para M. A reciproca segue da propriedade da
observagao 1.1.2.
|

Observagao 1.1.11. Trabalharemos doravante apenas com as varieda-
des suaves. Mas em virtude do teorema 1.1.7, qualquer atlas suave esté
contido num tnico atlas de classe C¥ maximal, para k = 1,2,3,4,5....
Assim sendo, toda variedade suave também é uma variedade de classe
de diferenciabilidade finita e portanto a maioria dos resultados ao longo
dessa monografia também valerao para as variedade diferencidveis de
classe C* com k finito. Basta o leitor ter atencdo com a finitude de
k, e fazer pequenas modificacoes 6bvias. Idem para diversas definigoes,
muitas das quais se estenderao naturalmente para as variedades com
classe de diferenciabilidade finita.

1.2 APLICACOES SUAVES

Introduziremos agora aplicacoes suaves entre variedades, o que
permite uma vasta generalizacao dos conceitos do calculo em R”.

Observagao 1.2.1. Para evitar repeticoes ébvias desnecessarias, a
parti de agora fixaremos as letras caligraficas M, N, Q, S (as vezes in-
dexadas, como M) para designar variedades suaves (abstratas). Ge-
ralmente denotamos a dimensao de uma variedade suave por n. No
entanto, ao lidarmos com pelo menos duas variedades suaves M, N ...
(ou indexadas My : A € A), para evitar ambiguidade, denotaremos as
respectivas dimensoes pelas letras minuisculas correspondentes m,n . ..
(mx, A € A). Nesse caso, as vezes escreveremos M N™ ... para indi-
car explicitamente as dimensoes.

Seja R munido do atlas suave canénico g, i.e., o 1-atlas suave
determinado pela carta (R,idg). Seja f : M™ — R uma fungéo em
M. Observe que para cada carta local (U, ¢) em M, temos a seguinte
fungao f*p := fop~! do aberto p(U) C R™ em R. Essa correspondéncia
nos motiva definir o seguinte:
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Definigao 1.2.1. Dizemos f € suave se f¥ o for no sentido usual, para
todas as cartas locais (U, ) em M.

Exemplo 1.2.2. As fungoes constantes
c:M—Rp—c
sao suaves. De fato, fixado qualquer carta local (U, ¢) em M, a fungéo
ffro(U) —R
é constante e portanto suave (no sentido usual).

Exemplo 1.2.3. Cada funcdo coordenada ' : U — R em U é uma
fungao suave. Onde ((z?,...,2™),U) é uma carta local em M.

Vejamos como generalizar a nogao de suavidade para aplicagoes
entre variedades suaves quaisquer.

O leitor pode verificar sem dificuldade que f : M™ — R é suave
se e somente se a fungéo

FPU =0 fopt:p(U) CR™ — R

o for no sentido usual, para todas as cartas locais (U, p) em M e (V, )
em R com f(U) C V.

Definigao 1.2.2. Seja F : M™ — N™ uma aplicacdo entre vari-
edades suaves. Sejam as cartas locais (U, p) em M e (V,9) em N,
com F(U) C V. A representacao de F relativamente as cartas (U, @) e
(V,v) € a aplicagao

FfY = gpoFop™:pU) CR™ — (V) CR™

Quando as cartas locais nao forem relevantes, denotaremos a repre-
sentacdo de F' correspondente simplesmente por F.

Definigao 1.2.3. Uma aplicagio F' : M™ — N™ € de classe CF
quando a representacio F¢Y de F for de classe C*, no sentido usual,
para todas as cartas locais (U, ) em M e (V,¢) em N com F(U) C V.
Dizemos que F ¢ suave se F' € de classe C™.

Na pratica a definicao acima nao é util para checar que uma
determinada aplicagao entre variedades é suave. Ademais, como nosso
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trabalho é de carater local, é de se esperar que nosso trabalho nao
seja dependente da maneira que representamos uma certa aplicagao
F: M™ — N™. Em termos mais precisos, esperamos o seguinte:
Para cada p € M, se R,(F) denota a colecao de todos pares (¢, 1))
com (U, ), (V,1) cartas locais em M e N respectivamente tais que
F(U) C V, entdo, se F?¥ ¢ suave para algum (3,1) € R,(F) entao
F#¥ ¢ suave para todo (¢,9) € Ry(F).

Lema 1.2.4. Seja F : M™ — N™ uma aplicacio entre variedades
suaves. Sao equivalentes:

(a) F € de classe C*.

(b) Para cada p € M, existem cartas locais (U, ) em M e (V,1¢) em
N comp € U e F(U) C V tais que a representagio FeY de F
relativamente as cartas (U, p) e (V,1) € de classe CF.

Demonstrag¢ao. Claro que () = (b). Quanto a (b)) = (a),

tome arbitrariamente cartas locais (U, &) em M e (V, %) em A com

F(U) C V. Afirmamos que

F\@Z:JOFO@_l (ﬁ(ﬁ) CR" — R™
é de classe C*. E suficiente mostrar que para cada € {5(6) existe um
aberto B C 3(U) no R™ em torno de z tal que a restricio de F#¥ a B é
de classe C*. Ora, um ponto arbitrario = € $(U) é da forma z = @(p)

com p € U. Em virtude de (b), existem cartas locais (U, ) em M e
(V,¢) em N com p € Ue F(U) CV tais que

ﬁ¢w:¢oFo<p_1:<p(U)gR"—>R"L

é de classe C¥. Note que U N U e VNV siao ambos nio-vazios por
conterem respectivamente os pontos p € M e F(p) € N e assim as
aplicagoes de transicoes

0o ':3(UNU)CR* — R”
Yoy lip(VAV) CR™ — R™

sao suaves. Considere o seguinte aberto B := ¢p(UN [~J) em torno de
z = @(p). O leitor pode verificar sem dificuldade que a restri¢gio de

F%Y a0 aberto B coincide com a aplicacao

(o oho(pop™): BCR® — R™,
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onde h é restricio de F¥¥ ao aberto p(UNU) = ¢ o & 1(B) CR" e
portanto h é de classe C*. Donde, a restricao de F?Y a B é de classe CF
por ser escrita como composicao de aplicacoes de classe C* e o resultado
segue?. |

Vejamos alguns exemplos de fungoes suaves em M.
Exemplos 1.2.5.

a) Uma fungdo f : U — R definida no aberto U C R"™ é suave no
sentido de variedades se e somente se f é suave no sentido usual.

b) Em particular, as fung¢oes polinomiais p : U C R® — R em n
variaveis que sao fungoes da forma

p(T1,. .. xy) = Z caacjll1 e Y(xy,.. ., 2,) €U
0<]a| <1

sao suaves no sentido usual e portanto também o sao no sentido de
variedades. Aqui, l € N, & = (j1,...,jn) € N* com |a| = D1, jie
co € R,

¢) Idem para as fungdes racionais r : U — R, que sdo fungdes da

forma r(z) = % com p, g fungées polinomiais em n varidveis e U

um aberto no R™ tal que ¢(x) # 0, Vz € U.

d) A fungado determinante det : GL(R,n) — R é suave. Usando a
identidade *

det(A) = Z(—l)m" ﬁawi,VA € GL(R,n)

o =1

e a carta global (GL(R, n), ¢) ® o leitor pode verificar sem dificuldade
que a representacao de det em relacio as cartas locais (GL(R, n)y) e
(R,idg) ¢ uma funcio polinomial em n? varigveis definida no aberto

3Sejam F : U — R™ e G : V — R® aplicacdes de classe C¥, onde U C R” e
V C R™ s@o abertos (ndo-vazios) com F(U) C V. Entdo, Go F : U — R®, x +—
G(F(x)) é de classe C*.

1A soma é tomada sobre todas as permutacoes

c:ie€f{l,...,n}—~o; €{1,...,n}

e my € o numero de transposi¢oes na decomposigao de o.
2 z . N . .
50Onde ¢ : Mp(R) — R™" é o isomorfismo canénico que leva uma matriz (a;;)

2
1o vetor (i1, ... Alm,a21,--,A2m, -« 0nly---,0Gnm) € R™
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»(GL(R,n)) C R™ e portanto suave no sentido usual pelo item
prévio, ou seja, det é suave no sentido de variedades.

Denotaremos a colecao das fungoes suaves f : M — R em M
por C*(M). Alguns exemplos gerais:

Exemplos 1.2.6.
a) A aplicagao identidade
dpy: M — M
é suave.
b) Se U é aberto em M, ento a inclusao
i:U—=>M
é suave.
¢) Se (U, ) é uma carta em M, entao
p:U—R"
é suave.
d) Qualquer aplicagao constante

c: M —N

com c¢(p) 1= ¢,Vp € M, é suave.

Exemplos 1.2.7. a) Vimos que qualquer funcdo em M constante é
suave. Em particular,

Lo (a), Ocee (1) € CF(M),
onde as funcoes

Laoe (M), Ocoe () : M — R
sao definidas naturalmente como

loey(p) = 1,¥p € M

Ocoo(M)(p) =0,Vp e M.
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b) Se f,g € C>°(M), entao
f+geC¥(M)e fge C¥(M),

onde as funcoes
f+g9,fg: M—R

sao definidas ponto a ponto, i.e.,

(f+9)p) = f(p) +9(p),Vp e M

(f9)(p) = f(p)g(p),Yp € M.

De fato, dados p € M e uma carta local (U, ¢) de M em p verifica-se
sem dificuldade que

(f+g)op=Ffop+gop:p(U)CR" —R

(fg)op=(fop)goy): p(U) CR" — R

que sdo fungoes suaves, ou seja f + g, fg € C°(M) como afirmado.

Lema 1.2.8. C*(M) munido das operagdes ponto a ponto, definidas
por

(f+9)a) = fla) +9(q)
(f9)(a) = f(a)g(q)
(Af)a) = Af(g) e M
Vg € M,VA eR,
€ uma R-dlgebra.
Demonstracdo. Segue-se de imediato dos exemplos prévios. |

Vejamos agora mais alguns exemplos de aplicagoes suaves:

Exemplo 1.2.9. Dados A € M,(R),n > 2 e 1 < i,j < n considere
AY € M,_1(R) a matriz obtida por remocio da i-ésima linha e da
j-ésima coluna de A. A matriz adjunta de A é a matriz, denotada por
AdjA € M,,(R) e dada por

(AdjA),; = (1) det A7, 1 <i,j <n.
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O leitor pode checar sem dificuldade que a aplicacao
Adj: M, (R) — M, (R),A— AdjA

é suave.(Dica: Mostre que cada fungdo componente da representagéo
de Adj
2 2
poAdjop t:R" — R"

com respeito a carta (M, (R), ¢) é uma fungao polinomial em n? varidveis).

Exemplo 1.2.10. A aplicacao de inversao
Inv : GL(R,n) — GL(R,n), A+ A~}

é suave. De fato, usando a identidade Inv(A) = A~! = dAstjf‘,VA €

GL(R, n) tem-se que cada fun¢ao componente da representagao de Inv
relativamente & carta global (GL(R,n), ¢) em GL(R,n) é uma fungdo

racional em n? varidveis definida no aberto ¢(GL(R,n)) C R" e o
resultado segue.

O seguinte lema mostra que a suavidade de uma aplicagao é de
carater local.

Lema 1.2.11. Seja F : M™ — N™ uma aplicagdo. Se F € suave,
entao F | também o €, para todo aberto U C M. Reciprocamente, se
cada ponto de p admitir uma vizinhanga U C M tal que F | € suave,
entao F' € suave.

Demonstracdo. A primeira implicagao segue da aplicagao inclusao
i: U= M

ser suave, para todo aberto U C M. Para ver a outra direcao, fixe
arbitrariamente p € M e seja U o aberto em torno de p correspondente
onde a restrigdo de F' é suave. Tome uma carta local (U, ) em M
tal que p € U C U. Note em particular, que (U, ) também é uma
carta local em U. Conclua da primeira parte que F' |y é suave. Mas
a representagdo de F' |y relativamente a (U, ¢) e qualquer carta local
(V,9) em N com F(U) C V coincide com F#¥_ e concluirmos que F é
suave. |

Observagao 1.2.12. Se uma aplicacao F : M — N entre variedades
suaves é descontinua em um ponto p € M, entdo, ndo temos como se
quer garantir a existéncia de uma carta local (U, ¢) em M em torno de
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p e uma carta local (V,4) em N tais que F(U) C V. No entanto, tais
cartas existem em torno de quaisquer pontos de M sempre que F for
continua. Ou seja, parece intuitivo dizer que as aplicagoes descontinuas
entre variedades suaves nao podem ser suaves. De fato, o lema abaixo
comprova nossa intuicao.

Lema 1.2.13. Se F': M™ — N™ € suave, entdo F € continua. Em
geral, se F € de classe C* entio F € de classe C',V0 <1 < k < oo.

Demonstragio. Fixe p € M. Sejam (U, ) e (V,4) cartas locais em
torno de p e F(P) respectivamente com F(U) C V. Note que

Fly=¢ ' oF*Yop:UCM— N,
portanto F' é continua. [ |

Proposicao 1.2.14. Sejam G : M™ — N"™ ¢ F : N* — &%
aplicacoes suaves. Entdo, F o G : M™ — 8% € suave.

Demonstragao. Sejam (U, ), (V,9) e (W,n) cartas locais em M , e
N respectivamente com (F o G)(U) C Ve F(W) C V. Como G é
suave, entao G é continua. Logo, podemos diminuir se necessario U de
modo que G(U) C W. Nestas condigoes, deixamos para o leitor checar
a seguinte identidade:

—) o~ ~
FoG & =F#noGen,
Use esta igualdade e a suavidade de GG e F' para concluir o resultado. W

Lema 1.2.15. Seja F : M — N uma aplicagio, onde N € a varie-
dade produto
Ml X - X ./\/lk.

Sao equivalentes:

(i) F € suave.

(ii) Para cada 1 < i<k, m;o F € suave, onde cada 7 € a projegio.
Demonstragao. Pela proposicao prévia, temos que (i) = (ii). Para
ver que (i1) = (i), sejam (U, ), (Vi,15),4 = 1,...,k cartas locais

em torno de p € M e (m; 0 F)(p),i =1,...,k com

(ﬂ'iOF)(U)gVi,Z':L...,k‘.
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Considere
Y=y X X Y Vi X e X Vg — Rt
Mostre que
YpoFop = (Pro(moF)op™ ... po(moF)opt).

Use a hipétese (i), para mostrar que ¢ o F o=t é suave. Conclua que
F' é suave. |

Exemplo 1.2.16. Em particular uma aplicagao
F=(ft,....fr) : M —RF

é suave se e somente se cada funcado componente f; de F' o for.

Definicao 1.2.4. Dizemos que uma bijecaio F' : M — N suave € um
difeomorfismo, se F~! também € suave. Nesse caso, dizemos que M e
N sdo difeomorfas.

Observagao 1.2.17. Se F' : M™ — N é um difeomorfismo, verifica-
se sem dificuldade que n = m.

Exemplo 1.2.18. A aplicagao identidade id é um difeomorfismo.

Exemplo 1.2.19. Se (U, ) é uma carta local em M entdo ¢ é um
difeomorfismo de U sobre o aberto ¢(U).

Exemplo 1.2.20.
F:S' —RP' 2 [z].

¢ um difeomorfismo.

A familia dos difeomorfismos F' : M — M serd denotada por
Diff (M).Verifica-se da proposi¢ao 1.2.14 que Diff (M) é um grupo por
composigao.

1.2.1 Funcoes Bump

Dada uma fungao f : M — R (nao necessariamente continua),
definimos o suporte de f, denotado por supp(f), como o fecho to-
polégico do subconjunto

{ge M : f(q) #0}.
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Dizemos que f é suportada num subconjunto A C M se supp(f) C A.

Observagao 1.2.21. Dada uma fun¢ao f : M — R. Se supp(f) # @
e ¢ ¢ supp(f), entdo existe um aberto ¢ € W C M tal que f | =0.
Em particular, se f for suportada num subconjunto préprio A C M,
entao f se anula fora de A.

Definigao 1.2.5. Sejamp € M ep € U C M. Uma fungio bump®
em p suportada em U € uma funcao suave b : M — R nao-negativa,
suportada em U tal que existe um aberto V.C M com p € V C U tal
que

bly =1

Para ver a existéncia de uma fungao bump em M suportada
num aberto U C M consultar a referéncia [7] (pdginas 140-142). Em
geral uma fungao suave f definida num aberto U nao-admite uma ex-
tensdo suave (e.g, a fungdo secante restrita ao aberto (fg, g)) Mas,
se diminuirmos o aberto U se necessario, a resposta é sim.

Proposigao 1.2.22. Sejam U C M um aberto nao-vazio e f € C*>°(U).
Entao, existem um aberto V.C M com V C U e uma fungdo suave
f e C®(M) tais que

! |V =f |V :

Demonstragao. Fixe uma funcao bump b € C*°(M) suportada em U.
Defina V como o aberto correspondente onde b ¢ identicamente 1. De-
fina f M —Rpondo f=f-bem Ue f = 0 fora de U. Mostremos
que cada ponto de ¢ € M admite uma vizinhanga W tal que f lw €
suave. Ora, se g € U, basta tomar W = U. Neste caso, a frestrita a
W é suave por ser um produto de fungoes suaves. Caso contrario, em
particular ¢ ¢ supp(b). Logo, podemos tomar W = M \ supp(f), ou
seja, f|W = 0 que é suave. [ |

1.3 O ESPACO TANGENTE: MOTIVACAO HEURISTICA

Seja M C R™ uma subvariedade suave de dimensao m. Uma
dificuldade de definir derivadas em variedades é a auséncia de uma
estrutura linear (i.e., de espago vetorial). A introducdo da nocao de
espago tangente visa a remediar isto. Nesta se¢ao, discutimos, de forma

60 termo inglés bump aqui tem o sentido de “calombo”. Na falta de uma
tradugao apropriada, deixamos o original.
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intuitiva, como esses espagos vetoriais aparecem, e formalizamos seus
diversos aspectos a partir da préxima secao.
Seja p € M. Considere uma curva suave

a:(—6e) CR—R"

(no sentido usual) com a(0) = p, e &/(0) € R™. Esse vetor velocidade
a/(0) nos dé uma ideia de um “vetor tangente” & subvariedade M em
p. Um pouco mais formalmente, poderiamos definir o espago tangente
de M em p, denotado por Zf/’;//\/l, como o conjunto de todos os vetores
v € R” tais que existe uma curva suave

a:(—ce) CR—R"

com
a(—€,€) C M, a(0) =ped(0) =w.

E possivel mostrar que com essa definicio, 7/“;./\//1 ¢ um subespago ve-
torial de dimensao m de R™ (remetemos o leitor & referéncia [3], pags.
130 e 131). Veja a préxima figura, onde ilustramos isto para o S2.

Figura 3: Ilustracao de espacos tangentes na esfera S?

—

Nesse caso, T,S? é geometricamente paralelo a um plano tangente em
p. O problema com a definicao acima é sua forte dependéncia do R™
ambiente.

Surpreendentemente, podemos dar uma descri¢ao alternativa do espago
tangente, que embora mais abstrata, pode ser naturalmente estender-se
ao contexto de variedades mais gerais.

Fixe v € T/p\/_\//l. Defina

v:C®WM) —R
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da seguinte forma:

Vf e C¥M),v(f) = (f 0 @)'(0), (%)

onde
a:(—€e) CR— M

¢ uma curva suave com «(0) = p e o@/(0) = v. E possivel mostrar,
embora nao o faremos aqui, que () possui as seguintes propriedades:

i) v(f) ndo dependente da escolha de «, somente de v.
i) v é R-linear.
iii) v satisfaz a chamada regra de Leibniz, i.e.,

v(fg) = f(p)v(g) +v(f)gp),Yf, g € C*(M).

O conjunto T, M dos funcionais lineares em C*°(M) satisfazendo a
regra de Leibniz é um espago vetorial, e a correspondéncia

5€mr—>v€TpM

definida como acima é um isomorfismo canonico entre T, M e T, M.
Essa construcao sera a base para nossa definicao de espaco tangente,

pois ao contrério de f;/\//l, Tp,M nao depende do ambiente.
1.4 O ESPACO TANGENTE: DEFINICAO FORMAL

Fixemos a notacdo C, para designar o conjunto de todas as
fungoes suaves definidas numa vizinhanga de p € M, i.e.,

¢, =[Jox(),

onde a uniao é tomada sobre todos os abertos U C M contendo o ponto
p. Verifica-se facilmente que C,, equipado com as operacoes dadas, para
f:U—R,g:V—RemC(C,eXeR, por

(f+9):UNV-—R g+ f(a) +g(q)

)
(fg):UNV—R g+ f(a)g(q)
Af:U—R g~ Mf(q)
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é uma R-élgebra (comutativa). Defina em C, a seguinte relacdo de
equivaléncia” :

f=pg < f e g coincidem numa vizinhanca de p.

Dizemos que a classe de equivaléncia de f pela relacdo =,, denotada
por [f], é o germe de f em p e escrevemos F, para designar o conjunto

quociente C’VEP de C,. Em F,, introduzimos as operagoes

V[fl,l9] € Fp, VA €R,

em que as operagoes dentro dos colchetes sao operadas em C,. Para
ver a boa definicdo destas operacoes, é suficiente mostrar que =, é
compativel com as operacoes da R-algebra Cp, i.e.,

prf/ f+ngf/+g/
— —  pl

9=p4 f9=p ['g
Para esse fim, note que se B é a intersecao das vizinhancas de p, onde

f coincide com f’ e g com ¢’, entao B é ainda uma vizinhanca de p na
qual f'|p = f|p e ¢'|B = g|B- Logo,

(f'+9)e=fs+4dls
= flp+y4lB
=(f+9)lB

(f'd)s = (f'8)dB)
= (fls)(9lB)
= (f9)ls,

ou seja, =p, é compativel com as operagoes de Cp. Verifica-se facilmente
que [F,, equipado com estas operacGes é uma R-algebra(comutativa).

"Claro que =, é reflexiva e simétrica. Quanto a transitividade, sejam f,g e h
em Cp, tais que f =p g e g =p h. Tomando a interse¢do das vizinhancas abertas de
p correspondentes onde f coincide com g e g com h, obtemos uma vizinhanga de p
na qual simultaneamente as funcdes f, g, h coincidem, donde segue que f =, h que
dé a transitividade de =, .
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Definigao 1.4.1. Definimos o espaco tangente de M em p € M, deno-
tado por T, M, como o conjunto dos funcionais R-lineares v : F,, — R,
que satisfazem a regra de Leibniz :

(VIfl 19l € Fp)  w([f1lg]) = g(p)v([f]) + f(p)v([g]).

Os elementos de T, M sdo chamados de vetores tangentes de M em p.

Em T, M definimos, ponto a ponto, a soma e a multiplicacdo por
escalar sobre R. Verifica-se sem dificuldade que 7, M munido destas
operagoes ¢ um espago vetorial sobre R.

Lema 1.4.1. Sejamp € M, [f] € F, ev € T, M um vetor tangente em
p nao-nulo. Se f é constante numa vizinhanga de p, entdo v([f]) = 0.

Demonstrag¢ao. Como v é R-linear, basta mostrar que v([1]) = 0, onde
1 € C*®(M) denota a funcdo constante z — 1(z) = 1 . Afirmamos que
v([1]) = 0, de fato :

|
o

Definicao 1.4.2. Dados p € M e uma carta local (U, ) de M em p

com o = (x',...,2"). Os n vetores tangentes de M em p 8

of| F, —R (1<j<n),
definidos por

o1, ) = g0) = 222 Do) <<,

onde o dltimo termo € a j-ésima derivada parcial em R™, em o(p), sdo
chamados de vetores coordenados de ¢ em p

Lema 1.4.2. Dadosp € M e (U, ) uma carta local de M em p, entdo
os vetores coordenados de ¢ em p sao linearmente independentes.

8E f4cil checar que estas aplicacdes estdo bem definidas e sdo elementos do TpM
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Demonstragdo. Sejam !

combinacgao linear nula,

,...,x™ as fungdes coordenadas de . Da

O = Y],
i
Obtemos, para 1 < j <mn,

Cj: E Ciéij
%

Lema 1.4.3 (de Hadamard). Seja f : B C R" — R uma fungdo
suave definida numa bola aberta B de centro xo. Entao existem fungodes
suaves

0 .
g;j : BCR" — R com g;(x0) = an_(xo) (1 <j<n),
j

tais que

f(z) = f(xo) + Zm(w — 70)g:i(z),

para todo x € B, onde w; € a projecao mo i-ésimo fator.

Demonstragao. Defina, para cada x € B,

oz [0,1] — Rt f(zo+ (z — z0)t).
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O teorema fundamental do cédlculo nos d4

f(x) = fzo) = az(1) — az(0)

= /01 ol (t)dt

= /0 (Z Wi(if — m())%(%g + (x — xo)t)) dt

i=1

n 1 a
:Zm(xﬂo)/o aa{. (z0 + (z — xo)t)dt.
i=1 g

Definindo, para cada 1 < j < n,

1 af
gi:B—R z+— (xo + (z — zo)t)dt,
0 3%

o resultado segue. |

Teorema 1.4.4. O espaco tangente de M™ em p é um espago vetorial
de dimensao n.

Demonstragio. Seja (U, ) uma carta local de M em p com ¢ =
(xt,...,2"). A prova deste teorema consiste em estabelecer que os
vetores coordenados de ¢ em p formam uma base para o T, M. Pelo
lema 1.4.2, estes vetores tangentes em p sao linearmente independen-
tes. Resta mostrar que of |,,..., 0% |, geram T, M. Dado v € T,M
afirmamos que

v([z' )Y |-

1

n
v =

1=
De fato, fixando arbitrariamente [f] € F,, podemos escolher um aberto
p € Uy C M tais que Uy C U, Uy C Dom(f) e By := ¢(Uy) seja uma
bola aberta em R™ de centro ¢(p). Aplicando o lema 1.4.3 & aplicagao
suave foo~!: By — R com 29 = ¢(p) e compondo & direita com a
aplicacao ¢ restrita a Uy, obtemos, para x € Uy,

flz) = fp)+ Zm(xi(w) —2'(p)(gi 0 ¥) ().
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Equivalentemente,

n

T, =10+ 3 (o o, = '®)) (g00 1, )

i=1
Onde, pensamos em f(p), z'(p), ..., 2" (p) como funcdes constantes de-
finidas em Uy. Dal,
= [f lu,]
=)+ (I lu, — xi(p)) (91’ oy IUf)]
i=1

= [f(p)] + Z [2f — 2" (p)] [gi 0 ¢] -

Portanto,

i=1
Usando o fato que
0wl
(o) = 222 o) = o7 1, (1)

segue-se que

v([e' = 2'()] lgi 0 @) = v ([2* = 2"(p)]) O |, ([F])
= (v([2') = o([2'()) 87 1, ([f]) (1 <i<n).

Logo,

n

o([f) = o([F ) + D (o([2]) = v((=" @) 07 |, ([F]-

i=1

E finalmente, invocando o lema 1.4.1, temos

v([fP)]) =v(z'P) =0 (1<i<n)
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0 que nos da

Como [f] é arbitrério, o resultado segue. |

Se (U, ) é uma carta local de M em p, entdo chamaremos o
conjunto formado pelos vetores coordenados de ¢ em p, que é uma
base para o T, M, de base coordenada de p em p .

Observacao 1.4.5. Dados v € T,M e f € C®°(U) comp € U C M
aberto, definimos

Além disso, note que

T,(U) = T,M.

1.4.1 A diferencial de uma aplicacao suave

Definigao 1.4.3. Seja F: M — N uma aplicagio suave. A diferen-
cial (ou derivada) de F'em p € M € a aplicagao R-linear

de : TpM — Tp(p)f\/,
que a cada v € T,M faz corresponder dF,(v) € Tp(p)/\/' dado por
l9] € Fy) = dE,(0)([g]) := v([g o F)).
Segue-se imediatamente da definicao o seguinte:

Proposicao 1.4.6 (Regra da cadeia). Sejam F : M — N e G :

9Dado qualquer vizinhanga U de p com F(U) C Dom(g), note que v([goF|y]) € R
nao depende do representante do germe de g bem como nao depende da vizinhanga
U de p. Assim, por conveniéncia, podemos escrever g o F' pensando em F' como sua
restrigdo a qualquer vizinhanga de p cuja imagem seja um subconjunto do dominio
de g. Portanto, dF, estd bem definida e verifica-se sem dificuldade que dFj é
R-linear.
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N — Q aplicacoes suaves. Entio, dado p € M,
d(G o F)p = dGF(p) o de

Lema 1.4.7. Sejam F : M™ — N™ uma aplicagdo suave, (Up) um
carta local em M em torno de p € M e (V,v) uma carta local em N
em torno de F( ). Escreva-se ¢ = (x',... 2™), ¢ = (y',...,y"), e

= (fis---s fn). Entao,

7 (071,) - E_j

j |F(p) ?

para 1 <1< m.

Demonstracdo. Pelo teorema 1.4.4, podemos escrever

aF, (97 1,) = >k, (97 1,) (W0 |r) -
j=1
Usando a definicao 1.4.3, obtemos, para 1 < j < n,

a5, (97 1,) () =07 1, (1 o Fl) = 2% 20 ) = B o).

donde segue a igualdade desejada. |

Corolério 1.4.8. Sejam F : M™ — N™ uma aplicagio suave, (U, )
uma carta local em M em torno de p e (V,4) uma carta local em N
em torno de F(p). Entdo, a matriz que representa dF,, com respeito as

bases coordenadas de ¢ e 1 é a matriz Jacobiana de F#¥ em ©(p).

Corolario 1.4.9. Sejam (U, ) e (V,4) ambas cartas locais de M em
p, entio J(¢Yo 1) |w(p) € precisamente a matriz de passagem da base

{of 1,07 |,} para a base {8 |p,...,8}ff |}

Demonstracao. Aplicando o lema prévio com M = N, f = id, entao
verifica-se facilmente que df, = idz, A¢. Invocando a observacao acima,
segue-se que

[y = [dfp(0)]o = T o™ [, e,

para todo v € T, M, estabelecendo o resultado. |
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Vejamos o teorema da funcdo inversa para variedades:

Teorema 1.4.10. Sejam M e N wvariedades suaves de mesma di-
mensdon e F': M — N uma aplicacdo suave. Dado p € M, se

de : Tp./\/l — Tp(p)N

for um isomorfismo linear, entao existe um aberto W C M em torno
de p tal que
Fly

é um difeomorfismo sobre a subvariedade aberta F(W) C N.
Demonstragao. Escolha cartas locais (U, ) em torno de p e (V,%) em

torno de F'(P) com F'(U) C V. Segue-se da nossa hipé6tese que a matriz
que representa o diferencial dF}, é inversivel. Ou seja, a matriz Jacobi-

ana J(F¢?) | o(p) tem determinante nao-nulo e portanto pelo teorema

da funcao inversa usual existe um aberto W C ¢(U) em torno de o(p)
tal que

v | _

Fo% |5

é um difeomorfismo sobre sua imagem. Pondo W := @*1(W) e obser-
vando que

Fly =% Lyrary © (F7) I o @ lw

se exprime como composi¢ao de difeomorfismos o resultado segue. W
1.4.2 Vetor velocidade de uma curva

Nessa subsegao formalizaremos a caracterizagao geométrica e in-
tuitiva do espago tangente em termos de vetores velocidade de curvas.

Definicao 1.4.4. Uma curva em M ¢é uma aplicacao o : I — M
continua, onde I € um intervalo aberto da reta. Em particular, o €
uma aplicagao entre variedades. Quando « for suave, dizemos que o €
uma curva suave em M.

Dada uma curva suave  : I — M, e dado ty € I, definimos
o/ (tg), chamado vetor velocidade (ou vetor tangente) de a em tg, como

d
o/(to) = daa(to) (dt |t_t0> S Ta(tO)M»
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onde % |;—¢, denota o tnico vetor coordenado de I em to com respeito
a carta global I — R. Verifica-se sem dificuldade que

o (to)f = (f o) (to),Vto € I,V[f] € Foey)-

Proposicao 1.4.11. Todo vetor v € T,M €é um vetor velocidade de
alguma curva suave em M.

Demonstragdo. Dado v € T, M. Fixe uma carta local (U, ¢) em torno
de p com ¢ = (z',...,2"). Considere v € R™ nao-nulo, e defina a curva

B:tel= (—¢€c¢€)— o(p) +tv.

Note que escolhendo e > 0 suficiente pequeno de modo que 8(I) C ¢(U)
podemos definir uma curva suave em M pondo

a=ptof: I — Mt ap_l(go(p) + tv).

Note que a(0) = p. O leitor pode verificar sem dificuldade que

O/(O) = Zﬂi 8;'/) |:Da
i=1

onde
U= (01,...,0p).
Em particular, pondo
U1 :U[xl]ﬂ <y Un, :U[xn]
o resultado segue. |

Lema 1.4.12. Sejam F : M — N uma aplicacdo suave e o : [ —
M uma curva suave em M. Entio, Foa : I — N é uma curva suave
em N e além disso

(Foa)(t) = dFu ) (e (to)), Vto € I.

Demonstracdo. Segue-se de imediato da definicao e do resultado da
proposicao 1.4.6. |

Corolario 1.4.13. Seja F : M — N uma aplicagcio suave. Dados
pEMeveT,M entio

dFy(v) = (F o a)'(0)
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para qualquer curva suave
a:IT—M
com 0 € I,a(0) =p e a/(0) =v.

Demonstragao. Deixamos a demostragao para o leitor como um exercicio.

Observagao 1.4.14. Seja p € M. O espago cotangente de M em p
é o espago vetorial dual T, M* de T, M. Embora essa definicao seja
importante na teoria geral de variedades, nao teremos oportunidade de
usar-la aqui.

1.5 SUBMERSOES, IMERSOES E MERGULHOS

Nesta secao, estudamos certas classes fundamentais de aplicagoes
diferenciaveis de posto constante.

Definicao 1.5.1. Dizemos que uma aplicacio F : M — N suave €
uma imersao no ponto p € M se a diferencial dF, : T,M — TppN
€ injetora. Se F € uma imersao em todo ponto p € M, diremos sim-
plesmente que F € uma imersao.

Observagao 1.5.1. Note que se F : M™ — A™ é uma imersao em
algum ponto p € M tem-se necessariamente m < n.

Exemplo 1.5.2. Um exemplo simples ¢ a inclusao F : R™ «» R™m+"
dada por
p+— (p,Ogn),Vp € R™.

Exemplo 1.5.3. Eis é um exemplo de uma imersao nao-injetora. Con-
sidere a curva suave F: R — R? dada por F(t) = (t2,#3 — t),Vt € R.

Exemplo 1.5.4. Mais geralmente, lembrando que uma curva regular
em R™ é uma curva o : I € R — R" suave com vetor velocidade
a/(t) # 0,Vt € I, temos que todas as curvas regulares sdo imersoes.

O teorema seguinte nos diz que as imersoes suaves se comportam
localmente como a inclusao do exemplo 1.5.2.

Teorema 1.5.5 (Forma local das imersoes). Seja F': M — N uma
aplicacao suave que € uma imersao num ponto p € M, entao existem
cartas locais (U,p) em M em torno de p € U e (V,¢) em torno de
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F(p) com F(U) CV et : V— R um difeomorfismo sobre o aberto
o(U) x W CR"™, onde W C R ™ um aberto contendo Ogn—m , tais que

poFop t:plU)CR™ — R
(w oFo ()0_1)(1') = (.r, OR'rLfm) € Rn7vx S (IO(U) g Rm
Demonstragdo. Consultar o teorema 4.15 da referéncia [4]. |

Definigao 1.5.2. Dizemos que uma aplicacio suave F: M — N €
um mergulho se F' é uma imersao e F : M — f(M) é um homeo-
morfismo, onde F(M) é munido da topologia induzida por N .

Nem toda imersao injetora é um mergulho, no entanto temos um
resultado local.

Lema 1.5.6. Seja F : M — N wuma imersio suave. Entdo, todo
ponto p € M possui uma vizinhanca aberta U C M tal que a restricao
de F a U € um mergulho suave.

Demonstracio. Consultar teorema 4.25 da referéncia [4]. |

Definigao 1.5.3. Dizemos que uma aplicacio suave F: M — N €
uma submersao, se para todo p € M, dF, é sobrejetiva.

Teorema 1.5.7 (Forma local das submersoes). Seja F : M™ — N™
uma aplicagao suave. Suponhamos que dF, : Ty,M — TyN,q = F(p),
€ sobrejetiva. Entdo, existem cartas locais (U,p) e (V,¢) em M e
N, em torno, respectivamente de p e q = F(p), e uma decomposi¢do
R™ = R"xR™™", tais que F(U) CV e a expressao F nas cartas (U, )
e (V,¥) é

poFop Y(ry) =

Em outras palavras, F' € localmente equivalente a projecao
(z,y) — x.

Demonstragdo. Consultar a referéncia [2] (pdg.13). |

O préximo teorema descreve a propriedade caracteristica das
submersoes suaves sobrejetoras.

Teorema 1.5.8. Seja m: M — N uma submersdo suave sobrejetiva.
Para qualquer variedade suave Q, uma aplica¢ao

F:N—Q
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€ suave se e somente se

For
o for.

Demonstragdo. Consultar o teorema 4.29 referéncia da [4]. [
1.6 SUBVARIEDADES IMERSAS E MERGULHADAS

Definigao 1.6.1. Uma subvariedade imersa (resp. mergulhada) de N
de dimensdo m € uma variedade suave M de dimensao m tal que

i) MCN
ii) A inclusao i : M — N € uma imersao (resp. mergulho).

Observagao 1.6.1. Note que necessariamente m < n. Dizemos que o
nimero inteiro ndo-negativo n — m é a codimensio de M em N.

Vale apena ressaltar que a topologia definida em M nao necessa-
riamente precisa ser a induzida pelo espaco ambiente A/. No entanto, na
pratica, diversas subvariedades vem equipadas com a topologia induzida
pelo espago ambiente. Doravante, a menos de mengao em contrario,
consideraremos as subvariedades como mergulhadas.

Exemplo 1.6.2. Se U é aberto em M entao U é uma subvariedade
aberta mergulhada de M. Reciprocamente, toda subvariedade de co-
dimensao 0 de M é uma subvariedade aberta.

Exemplo 1.6.3. GL(n,R) por ser um aberto de M, (R) segue-se que
GL(n,R) é uma subvariedade (aberta) de M, (R) de codimensao 0.

Exemplo 1.6.4. S™ é uma subvariedade de R**! de codimensao 1.
Verifica-se facilmente que i : S* < R"*! ¢ uma imersao (de fato, um
mergulho). Abaixo, daremos uma outra demostracao desse fato.

Definigao 1.6.2. Sejam F : M™ — N™ wuma aplicagio suave e
c € N. Dizemos que ¢ é um valor regular de F' se dF), for sobrejetor
para todo p € F~(c).

Proposicao 1.6.5. Seja c € F(M) um valor regular de uma aplicagao
suave

F:M"™ — N™.
Entdo, F~(c) é uma subvariedade de M de dimensdo

dimM — dim N =m —n.
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Demonstragdo. Consultar o coroldrio 1.36 da referéncia [6]. |

Coroldrio 1.6.6. Sejam F : M™ — N™ uma aplicagio suave e
¢ € F(M) um valor regular de F, entdo

T,F~(c) = kerdF,.

Demonstragio. Seja Q := F~!(c) e tome p € Q. Dado, v € T,,Q, pelo
corolario 1.4.13,
dFy(v) = (Foa)'(0)

para qualquer curva suave
a:(—ee)— Q
com v = ’(0). Por outro lado,
(Foa)(t) =c,Vt € (—¢,¢)

e portanto

(Foa)'(0)=0.
Concluimos que

T,9Q C KerdF,.

Mas pelo teorema do Niicleo e da Imagem,

dimQ=m —n=dim7,Q
donde a igualdade segue. |

Exemplo 1.6.7. Vamos demonstrar que S™ é uma subvariedade de
R™*! de codimensdo 1. Seja

n+1
F:(z1,...,2n41) € R — fo eR.
i=1

Como F é polinomial em n + 1 varidveis segue-se que F' é suave. Note
que S® = F~1(1). Afirmamos que 1 é valor regular de F. Com efeito,
fixe p = (z1,...,2p41) € F71(1). Como T1R tem dimensio 1, segue-
se que dF, ou é identicamente nulo ou é sobrejetor. Verifica-se sem
dificuldade que

n+1
dF,(v) =2 (Z xw(m)) did= |, .
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Em particular, tomando-se

_ idR71+1
v = aj |p )
em que j é tal que z; # 0, temos que

2 Jid
dFy(v) = 2x5d"™ ||

e portanto dF}, é sobrejetor. Como p é arbitrario o resultado segue.

Observacgao 1.6.8. Para uma subvariedade N’ C M imersa ou mer-
gulhada identificaremos o espago tangente 7, M, para p € M com um
subespago vetorial de T, M.

Exemplo 1.6.9. Sejam p, g inteiros nao-negativos tais que p + ¢ = n.
Considere Iy € M, (R) a matriz diagonal cujos os p primeiros elementos
da diagonal valem 1 e os ¢ restantes valem —1. Considere

O(p,q) :={AeR™™ . AT[, A=1,}.
Considere a aplicagao
F:AecGL(n,R)— ATI,,A € Sym(n,R),

onde Sym(n,R) denota o espago vetorial das matrizes A € M, (R)
simétricas. Verifica-se sem dificuldade que F' estd bem definida e é
suave. Vamos mostrar que I, é valor regular de F. Afim de explicitar
a diferencial de F' em A, precisamos determinar a jacobiana de F em
A relativamente as cartas globais, ou equivalentemente, determinar a
transformagao linear derivada

DF(A) : M, (R) — Sym(n,R).

Ademais, dF4 é sobrejetora se e somente se DF(A) o for. Deixamos
para o leitor checar que

DF(A)(B) = B'I,,A+ A"I1,,B,VB € M,,(R).
Dai, dada qualquer S € Sym(n,R), por inspecao verifica-se que

DF(A) (;Azpqs) _s,

e portanto o resultado segue. Logo, O(p,q) = F~1(1) é uma subvarie-
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dade de GL(n,R) de dimensao

1.7 O FIBRADO TANGENTE

Definicao 1.7.1. Definimos o fibrado tangente'® de M como a reunido
disjunta dos espacos tangente em todos pontos de M :

T™M:= [] .M.
pEM

Consideraremos os elementos de TM como os pares (p,v) com
peMeveT,M. A correspondéncia natural de cada (p,v) € TM
no primeiro fator p € M define uma aplicacio

T:ITM— M
chamada de projecao canoénica de T M sobre M.

Observagao 1.7.1. Note que cada T, M é naturalmente identificado
com a fibra 77!(p) de m em p via a inje¢do canoénica v € TyM —
(p,v) € TM. Em virtude disso, é comum referir-se ao espago tangente
de M em p como a fibra de m em p e vice-versa. Assim quando for
conveniente, denotaremos o par (p,v) € T'M simplesmente por v ou
Up.

Exemplo 1.7.2. Considere M = R" com a estrutura canoénica de
variedade suave. A menos de uma identificacdo natural de cada espaco
tangente com o R", tem-se que TM = R?", ou seja, nesse caso T M é
uma variedade suave de dimensao 2dimM = 2n.

Mostremos agora a estrutura natural de variedade suave do fi-
brado tangente de M. Fixe um atlas .o/ suave de dimensao n para M
e seja &/ a familia das aplicacoes, para (U, p) € &,

@ :m H(U) — ¢(U) x R™,

10Estritamente falando, o que estamos definindo aqui é o conjunto subjacente ao
fibrado tangente. Definiremos posteriormente sobre 7'M uma estrutura de varie-
dade suave de dimensdo 2n, e este sera o fibrado tangente de M. O leve abuso de
linguagem aqui serd conveniente para nossa exposigao.
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dadas por

¢ <p,zxi3f |p> = (¢(p), (x1, .-, 2n)) € p(U) x R"

Teorema 1.7.3. T M € uma variedade suave de dimensao 2n.

Demonstragao. A prova deste teorema segue-se por estabelecer que a
familia 7 definida acima satisfaz as propriedades do lema 1.1.10. Cla-
ramente, cada ¢ é uma bijec@o, pois sua inversa pode ser explicitamente
escrita como

e(U)xR" 3 (y, (x1,...,2pn)) — (gol(y),inaf |¢1(y)> e HU).
i=1

Ademais :

(i) Para quaisquer (U,¢),(V,9) € &. A menos da identificacdo
natural, R?" = R” x R", (U N V) é um subconjunto aberto do
R2"; pois é facil checar que p(UNV) = p(UNV) x R", que é um
subconjunto aberto do R?»

(ii) Para quaisquer (U, ), (V,v) € &, se =1 (U)N7=1(V) # (), entdo

a aplicacao

T~

Yo @ g1 uynm-1(v)
é suave. A prova segue-se de mostrar que cada aplicagao com-
ponente de ¥ o p~1 é suave. Note que p(7~H(U) N7~ 1(V)) =
e(UNV) xR e assim UNV # ) o que implica que o p~1 é
suave e portanto f; ;=1 op lom : (UNV) x R* — R" bem
como as n? funcdes, para 1 < i,j <n,

Gy p(UNV) SR R ey(y)i= (Jwop™) )

ij

também o sdo. Defina fo: p(UNV) x R® — R™, pondo

faly, (x1,...,2p)) := Z c;(W)xj, ..., Z cnj (V)
j=1 J=1

Como cada funcao componente de fo é suave, segue-se a suavi-
dade de fy. Afirmamos que ¥ o o~ = (fi, f2). De fato, fixado
arbitrariamente (y,z) € p(UNV) x R", com =z = (z1,...,Tn),
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temos

Wod (y,z) =9 ( Zfﬂz |—1<y)>

Aplicando o corolério 1.4.9 com p = ¢~ !(y) e usando a definicio
de cada c;;, segue-se que

sz “1(1/ Z Zcij(y)mi 3? |sa‘1(y)'
j=1

i=1

Logo,

(io@i_l)(y,x)_ 72 ZCU azw |Lp*1(y)
= | (@Woe M), chj(y)xjy-“azcnj(y)x]

Ou seja, N
(w o (5_1)(% l‘) = (fl: f2)(y7 l‘),

como afirmado.

Verifica-se facilmente, usando a propriedade da observacao 1.1.2
de M, que / admite um subfamilia @7 enumeravel cujos dominios
das cartas locais sao abertos bésicos da base enumeravel de M.
Deﬁgi{ndo 2y de forma Obvia, esta é uma subfamilia enumerével
de &/ que cobre TM.

Sejam (p, X) e (q,Y) elementos distintos de TM. Se p = g, entéo
basta tomar qualquer (U, ¢) € & com p = g € U. Logo, obtemos
(p, X),(q,Y) € 7~ 1(U). Caso contrario, sejam (U, p), (V) € o
comp € Ueqe V. Claro que (p, X) € 7 *(U) e (¢,Y) € 7 1(V).
Como M é Hausdorff, a menos de diminuir os abertos U e V se
necessario, temos UNV = 0 o que implica que

7 HU)Na Y (V) = 0.
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Exemplo 1.7.4. Pode-se verificar que o fibrado do circulo S' é difeo-
morfo ao cilindro S* x R, como ilustra a seguinte figura.

Figura 4: Fibrado tangente do circulo

1.8 CAMPOS VETORIAIS

Definicao 1.8.1. Um campo vetorial sobre M ¢é uma aplicacdo
X M—TM (p—X,)

tal que o diagrama
M X5 TM

i% lﬁ’
M

comuta. Em outras palavras, uma aplicagio X : M — TM € um
campo vetorial sobre M se e somente se X € uma inversa o direita da
projecao candnica se e somente se X, € T, M sempre que p € M.

S6 para fixar ideias o leitor pode pensar num campo vetorial
sobre M da mesma forma que pensaria para um campo vetorial sobre
um aberto do R™.

Definicao 1.8.2. Dizemos que um campo vetorial X sobre M € suave
se X : M — TM ¢ uma aplicagio suave.
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Associado a um campo vetorial X : M — T'M sobre M, defi-
nimos, para cada aberto UC M e f € C*(U), a funcio Xf: U — R
dada por (X f)(p) := X,([f]),p € U.

Lema 1.8.1. Sejam X : M — TM um campo vetorial sobre M e

(U, ) uma carta local em M com o = (z*,...,2™). Sdo equivalentes:

i) X |y € suave.
i1) Xzt : U — R sdo suaves para 1 <i < n.

Demonstragdo.  Note que i) vale se e somente se cada fungao
componente de

PoX : X Yn(U)) — R*"

for suave. Como g o X = (x!,... 2" Xzl ... X2"), o resultado
segue. |

Proposigao 1.8.2. Um campo vetorial X : M — TM sobre M ¢é
suave se e somente se a funcao Xf : M — R for suave sempre que

feC®M).

Demonstracdo. Segue de um calculo usando cartas locais e o lema
prévio. |

Escreveremos X(M) para denotar o conjunto de todos os campos
vetoriais suaves sobre M. Em X(M), definimos as operagoes

(X+Y)(p) =X,+Y,
(fX)(p) := f(p)X, VfeC®(M)VpeM.

Verifica-se sem dificuldade que estas operagoes estao bem definidas o
que faz de X(M) munido destas operagdes um C>°(M)-médulo. Por
exemplo, mostremos que a soma estd bem definida. Dados X,Y €
X (M), claro que X +Y é um campo vetorial sobre M, pois, para todo
p € M, temos X,,Y,, € T, M o que implica que (X+Y)(p) = X, +Y, €
TpM. Quanto a suavidade de X + Y, é facil checar que

(X+YV)f=Xf+Y[fVfeCM).

Como o segundo membro é uma soma de fungoes suaves de C*>° (M) que
é uma R-dlgebra, segue-se que (X +Y)f € C®(M),Vf € C®(M), ou
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seja X +Y € X(M), como afirmado. Além disso, naturalmente X(M)
também pode ser visto como um espago vetorial sobre R. Deixamos a
justificativa para o leitor como um exercicio.

Exemplo 1.8.3. Qualquer vetor tangente de M em p, visto como uma
aplicacdo constante de M em T'M, é um campo vetorial suave sobre

M.

Dada um aberto U em M, como U é uma subvariedade aberta
de M, podemos olhar para os campos vetoriais sobre U. Dizemos que
um campo vetorial

X:U—TU

sobre U é um campo vetorial local em M. Ademais, se X € X(U), entao
dizemos que X é um campo vetorial suave local em M.

Observacao 1.8.4. Dado um campo local suave X € X(U), uma vez
que Vp € U temos uma identificagao canénica T,,U = T, M pensaremos
em X como aplicagao suave de U em T M.

Proposicao 1.8.5. Sejam U C M um aberto nio-vazio e X € X(U).
Entao, existem um aberto V.C M com V C U e um campo vetorial
suave X € X(M) tais que

X|V:X|V'

Demonstra¢do. A demostragio é inteiramente andloga a prova da pro-
posicao 1.2.22. |

Definigao 1.8.3. Sejam F : M — N uma aplicacdo suave, X €
X(M) eY € X(N). Dizemos que X eY sdo F-relacionados (notagdo
X ~pY)se

dF,(X,) = Yp(p), V0 € M.

Proposicao 1.8.6. Sejam F : M — N um difeomorfismo e X €
X(M). Entao, existe um inico Y € X(N) tal que
X ~pY.

Demonstracdo. Segue de imediato do fato que para um difeomorfismo
F: M — N, dF, : T,M — TpN é um difeomorfismo, Vp € M.
|

Definigao 1.8.4. Seja F' : M — N um difeomorfismo. Denote o
inico Y € X(N) que é F-relacionado com X por F,X. Dizemos que
F.X € o pushforward de X por F.
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Proposicao 1.8.7. Sejam F: M — N e G : N — Q difeomorfis-
mos. Entado,

i) (FoQ@).X = F.G. X, VX € X(M).
it) (ida)«X = X.
Demonstra¢do. Segue de imediato da definigao e regra da cadeia. W

Note que se F': M — N é um difeomorfismo, entao
Fo: XeXM)— F.X € X(NV)
é um isomorfismo linear.

Definicao 1.8.5. Uma curva integral de X € X(M) € uma curva suave
a: I — M satisfazendo a igualdade

Oé/(t) = Xa(t),Vt el
Se0 €l ea)=pe M; dizemos que a é uma curva integral de X
passando por p € M.

Definigao 1.8.6. Uma curva integral é maximal se seu dominio ndo
pode ser estendido a um intervalo aberto maior.

Proposicao 1.8.8. VX € X(M),Vp € M, existe uma tnica curva
integral mazximal
ap: I, CR— M

de X passando por p.
Demonstrag¢do. Consultar o teorema 14.7 da referéncia [7]. |

Observagao 1.8.9. Seja M™ uma variedade suave. Seu fibrado tan-
gente T'M ¢ dito ser trivial se existem Xi,...,X,, € X(M) tais que,
Vp e M,

{Xl(p)a s aXn(p)}

¢ uma base de T, M.

Por exemplo o fibrado tangente de S* é trivial (ver figura 1.7),
mas o de S? ndo.
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2 GRUPOS E ALGEBRAS DE LIE

2.1 GRUPOS DE LIE

Definigao 2.1.1. Um grupo de Lie € uma variedade suave G equipada
com uma estrutura de grupo de modo que a operagdo bindria de G
GxG>3(a,b)—~abeg

e a aplicagdo de inversao

Inv:G3a—a'eg

sejam ambas aplicagcoes suaves. Dizemos que k := dim G € a dimensao
do grupo de Lie G.

Exemplo 2.1.1. R™ munido de sua operacao de soma usual é um
grupo de Lie abeliano.

Exemplo 2.1.2. Segue-se do exemplo 1.2.5 que o grupo GL(n,R) das
matrizes A € M, (R) invertiveis é um exemplo de um grupo de Lie de
dimensdo n?.

Exemplo 2.1.3. Seja K =R ou C. K\ {0} é um grupo de Lie abeliano

por multiplicacao.

Lema 2.1.4. Seja G um grupo de Lie. Seja H uma subvariedade de
G. Se H € um subgrupo de G, entdo H € um grupo de Lie.

Demonstra¢do. Segue-se por definigdo que
GxG>(g,h)—>gheg

é suave. Restringindo o dominio dessa aplicagao para a subvariedade
H x H de G X G e o codominio para a subvariedade H ganhamos uma
aplicacao suave

HxH>S(g,h)— gheH.

O caso para da inversao é analogo. |
Exemplo 2.1.5. Vimos no exemplo 1.6.9 que O(p, ¢) é uma subvarie-

dade de GL(n,R). Afirmamos que O(p, q) é um grupo de Lie. O leitor
pode facilmente checar que O(p, ¢) é um grupo (subgrupo de GL(n, R)).
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Restringindo o dominio da aplicagao suave
GL(n,R) x GL(n,R) > (A, B) = AB™! € GL(n,R)

a subvariedade O(p, ¢) x O(p, ¢) a restrigao ainda continua suave. Como
a imagem dessa restricdo precisamente O(p,q). Restringindo o co-
dominio a subvariedade O(p, ¢) ainda continuamos com uma aplicac¢ao
suave. Logo, o resultado segue.

Exemplo 2.1.6. Fazendo ¢ = 0 no exemplo anterior, obtém-se o grupo
das matrizes ortogonais O(n). Logo, O(n) é um grupo de Lie.

Exemplo 2.1.7. Note que A € O(p,q) = det A = +1. Considere
SO(p,q) :={A € O(p,q) : det A =1}.

Verifica-se sem dificuldade que SO(p, ¢) é um subgrupo aberto de Lie
O(p, ¢). Em particular,

n(n — 1)'

dim SO(p, g) =

Exemplo 2.1.8. O grupo ortogonal especial é o grupo de Lie definido
por

SO(n) :==S0(n,0) = {4 € O(n) : det A = 1}.

Exemplo 2.1.9. Sejan > 1. O grupo unitdrio das matrizes n X n com
entradas complexas é o grupo por multiplicagao definido por

U(n) :=={AeM,(C): ATA=1,},

onde M, (C) denota o espago vetorial das matrizes n x n com entradas
complexas, e dada A € M, (C), A" denota a conjugacio Hermitiana,
i.e., conjugacao complexas das entradas seguida por transposicao da
matriz.

Exemplo 2.1.10. Em particular, quando n = 1, identificaremos as
matrizes 1 X 1 de entrada complexa com o conjunto dos nimeros com-
plexos, e nesse caso

UQl)={z€C:|z|=1}=S!

é chamado grupo circular.

Exemplo 2.1.11. Seja G um grupo enumeravel munido da topologia
discreta. Entao, G é um grupo de Lie de dimensao 0.
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2.2 ALGEBRA DE LIE

Definigao 2.2.1. Uma derivagdo num anel A é uma aplicagio D :
A — A que satisfaz : Ya,b, D(ab) = (D(a))b+a(D(b)), chamada a
regra de Leibniz. O conjunto de todas as derivagoes em A serd deno-
tado por Der(A). No caso em que A for uma dlgebra comutativa sobre
um corpo K, com a mesma nota¢io, Der(A) denotard o conjunto das
derivacoes K-lineares em A.

Lema 2.2.1. Seja A um anel comutativo. Entdo, Der(A) munido das
operagoes :
(Dl + Dg)(a) = Dl(a) + Dg(b) VD]_7 D2 < Der(A),Va S .A
(¢D)(a) := ¢D(a) VD € Der(A),Vc e A

é um A-mddulo.

Demonstracdo. Comegamos por mostrar que tais operagoes estao bem
definidas. Sejam, D, Dy, D2 € Der(A) e a,b, c € A. Temos

(D1 + D3)(ab) = D1(ab) + Do (ab)
= (bD1(a) + bD1(b)) + (bD2(a) + bD4(b))
=b(D1(a) + D2(a)) + a(D1(b) + D2(b))
= b(D; + Ds)(a) + a(Dy + D2)(b)

(eD)(ab) = (cD)(ab)
(

= ¢(D(ab))

= c¢(bD(a) + aD(b))

= ¢(bD(a) + c¢(aD(b))
= (¢b)D(a) 4 (ca)D(b)
= (be)D(a) + (ac)D(b)
=b(cD(a)) + a(cD(b))
= b(cD)(a) 4+ a(cD)(b)

0 que mostra que a soma e a multiplicacio por escalar sobre Der(A)
estao bem definidas. Como estas operagoes foram definidas ponto a
ponto, verifica-se facilmente que estas operagoes satisfazem os axiomas
de um modulo sobre o anel, e o resultado segue. |

Segue-se que como um coroldrio do lema prévio que C*°(M) é
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um C*(M)-médulo e nesse caso particular, C* (M) também pode ser
visto naturalmente como um espago vetorial sobre R.

Seja A uma dlgebra sobre um corpo K. Dados D1, Dy € Der(A)
ea,be A, temos

(D1 o Dg)(ab) = D1 Dg(ab )

Como Dy, Dy € Der(A) s@o arbitrérios , permutando os indices, obte-
mos

(D2 0 Dy)(ab) = D1(a)D2(b) + b(D2 o D1)(a) + D1(b)D2(a) + a(D2 o D1)(b)
= Dg(a)Dl (b) + b(DQ o} Dl)(a) + D2(b)D1 (CL) + a(Dz o Dl)(b)

Denotando [Dy, D3] := Dy o Dy — D5 o Dy, segue-se que

[Dl, Dg](ab) (Dl o D2 — D2 o Dl)(ab)
= (D o D3)(ab) — (D3 o D1)(ab)
= b(D1 0 D2)(a) — (D2 0 D1)(a) + a(Dy 0 Dy)(b) — (D2 © D1)(b)
b[Dh DQ}(G) + a[Dl, DQ](b)
Assim, a correspondéncia (D1, Dy) + [D1, Ds] := D1 0 Dy — Dy o Dy

define um produto em Der(.A) (ndo associativo) que satisfaz as seguintes
propriedades (VD, Dy, Dy, D3 € Der(A) ):

(i) [,] é bi-linear
(i) [D, D] =
(i) (D1, [Ds. Dy]] + [Ds, [Dy, D)) + (D, [Dy, Dy]] = 0
(iv) [,] é anti-simétrico (ou anti-comutativo),i.e., [D1, Do] = —[D2, D1].

Salve o item (iii), chamada identidade de Jacobi, os demais itens sdo
trivialmente verificados e além disso (ii) e (iv) s@o equivalentes. Mos-
tremos que vale (iii)

Como

[D1, [D2, D3]] = D1 o [D3, D3] — [D3, D3] o Dy

:Dlo(DQODnggng)f(DQODg7D30D2)OD1
:D10D20D3—D10D3OD2—D20D3OD1+D3ODQOD1.
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Permutando 3 com 1, obtemos

(D3, [D1, Ds]] = —=[Ds, [D2, D1]]
= —D3OD20D1 +D3OD1 OD2 —D20D1 OD3—D1 OD20D3.

E permutando 2 com 3 , obtemos

[D2,[D1, D3]] = =[D2, [Ds, D]
:D20D3OD1 —D20D10D3+D3OD1 OD2+D10D3OD2.

Dali, segue-se que
[Dh [D25D3H + [D3a [DlaDQH + [D27 [D17D3]] = ODer(.A) =0

que é o item (iii). O espago vetorial Der(.A) sobre K com a operagao |, ],
chamada colchete de Lie, que satisfaz (i) — (iv) é um exemplo particular
de uma nova estrutura algébrica chamada dlgebra de Lie.

Vale ter em mente que tudo que fizemos acima se estende naturalmente
a K-édlgebra

ZLA):={T: A— A:T éK-linear} D Der(A)

por composigao (T, H) — T o H e também a qualquer K-dlgebra. Pois,
a propriedade “regra de Leibniz” foi apenas utilizada para estabelecer
que Der(A) é fechado pelo colchete acima.

Definicao 2.2.2. Uma algebra de Lie é um espago vetorial g sobre
um corpo K munido de um produto K-bilinear [,] : g X g —> g antis-
simétrico, chamado colchete de Lie, satisfazendo a identidade de Ja-
cobi:

Vr,y,z € 6 [[z,y], 2] + [ly, 2], 2] + [[z, 2], y] = 0.

Doravante K serd principalmente o corpo dos reais.

Exemplo 2.2.2. Qualquer espaco vetorial E com o colchete de Lie
[x,y] := Og trivial é uma algebra de Lie, dita ser abeliana.

Exemplo 2.2.3. Seja A qualquer K-algebra. Entao, A é uma &lgebra
de Lie com o colchete de Lie dado por [z,y] := zy — yx.

Definigao 2.2.3. Um homomorfismo ¢ : g — b entre dlgebras de Lie
(sobre um mesmo corpo K) é uma aplicagao K-linear que preserva:

o[z, ylg) = [p(x), p(W)]y, Y2,y € g.
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Observagao 2.2.4. Dado um homomorfismo ¢ : g — b entre algebras
de Lie sobre um corpo K que em particular é um isomorfismo K-linear,
entdo ¢! : h — g é também um homomorfismo entre dlgebras de
Lie. Com efeito, ¢! é uma transformacio K-linear e além disso, para
quaisquer x,y € b, temos

[z, 9]y = [p(0™ (@), 2( ™ ()]
= o([e7 (@), 0 W)]a),
o que implica que o~ ([z,y]s) = [P~ (z), o' (y)]p, como afirmado.
Lema 2.2.5. Sejam g uma dlgebra de Lie sobre um corpo K e b um
K-espago vetorial. Se ¢ : g — b € um isomorfismo K-linear, entdo b
admite um unico colchete de Lie tal que @ € um homomorfismo entre
dlgebras de Lie.

Demonstragio. Defina (x,y) € hxbh — [z,y]y :== @([p  (z), o (y)]g) €
h. Uma vez estabelecido que [, ]y é um colchete de Lie em b, temos de
imediato que ¢! é um homomorfismo entre 4lgebra de Lie e portanto
pela observagdo 2.2.4 ¢ também o é. Quanto & unicidade, se [[,]]s é um
colchete de Lie em h tal que ¢ é um homomorfismo entre dlgebras de
Lie, entdo pela observacio 2.2.4 ¢~ ! também o é, e assim temos, para
quaisquer x,y € b,

como afirmado. Resta checar que [z,y], é um colchete de Lie em b.
Para ver que [,], é bi-linear, note que fixando arbitrariamente z em
b, a aplicagao [p (), ()]g : ¥y € g — [¢ *(z),yly € g é K-linear
(pela bi-K-linearidade do colchete de Lie). Compondo ¢~! seguido
respectivamente de [p~!(z), (-)]4 € ¢ obtemos uma aplicagao K-linear

yebh— ol (x),0 (y)lg) €b

que é precisamente a aplicacdo [z,(:)]p : ¥ € b — [z,y]y € h. Ana-
logamente mostra-se a K-linearidade de [(-),z]y . Além disso, (Vx €
b), [z, 2]y = (lp™ (), (x)lg) = ¢(0g) = Oy. E finalmente, para
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qualquer x1, 29,73 € b, escrevendo y; = o~ 1(x;) (1 <i < 3), vale

[1, [22, 23]p]p = [z1,0([0 " @2, 07 (23)]g)]p
= o([p~ (1), [~ (22), 7 (23)]glg)
= o([y1, [y2>y:s}g]g)~

Analogamente, fazendo uma permutagao nos indices e usando o fato de
[, ]p ser K-bi-linear, anti-simétrico obtém-se

[[z2, 23]y, 71y = @([[y2, yalg> v1lg)
(23, [z1, 22]p]y = (Y3, [y1, y2lgle)-

Pondo a = [y1, [y2, Yslalg: 0 = [[Y2,¥s]g,y1]g € ¢ = [y3, [y1, y2lelg, Pela
identidade de Jacobi, temos

a+b+c=0g,
e portanto,
[21, [w2, 23]p]y + [[22, 23]y, 21] + 3, [21, 22]p]y = @(a) + ¢ (b) + ¢(c)
=pla+b+c)
= 90(09)
= Oh’
que ¢ a identidade de Jacobi. ]

Teorema 2.2.6. X(M) = Der(C*(M)) (isomorfismo como C™(M)-
mddulos)

Demonstracao. Para cada campo vetorial suave X : M — TM so-
bre M, considere a aplicagao D(X) : C*(M) — C*(M) dada por
D(X)(f)(p) == X,([f]). Afirmamos que D(X) € Der(C>(M)). De
fato, dados f,g € C®(M), A € R, e p € M, temos

D(X)(f +Ag)(p) = X, ([f + Ag])
Xp([f]+ Alg])
Xp([fD) + AX,([9])
D(X)(f)(p) + AD(X)(9)(p)
= (D(X)(f) + AD(X)(9))(p),
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)9)(p) + (fD(X

Como p é arbitrario, segue-se destas igualdades a afirmagao. Assim,

a correspondéncia X — D(X) define uma aplicagdo D(-) : X(M) —
Der(C*°(M)). Afirmamos que D(-) é um isomorfismo entre C*°(M)-
mddulos (e portanto também um isomorfismo R-linear). Com efeito,
primeiro mostremos que D(+) é um homomorfismo entre C*°(M)-mdédulos.
Sejam X,Y € X(M), f,g € C*°(M) e p € M. Entao ,

D)X + fY)(9)(p) = DX + fY)(9)(p)
= (Xp + [Y)lgl

= X,p(lg]) + f(p)Yn(l9))
D(X)(9)(p) + f(p)D(Y)(9)(p)
D(X)(9)(p) + (fD(Y)(9))(p)
(D X)(9) + fD(Y)(9)))(p)
)+ fD(Y))(9)(p
)+ Y

(
= (DX )
= (DC)X) + F(DC) X)) (9)(p),

o que implica que D(-)(X + fY) = D(-)(X) + f(D(-)(Y)), como afir-
mado. Resta mostrar que D(:) é uma sobrejegdo com nucleo trivial.
Tome qualquer D € Der(C*>(M)) e considere X : M — T'M dado
por X()([f]) = (», D(f)(p)) com f : M — R qualquer extensdo
suave de f. Verifica-se sem dificuldade a boa definicao de X e que
X € X(M). Sejam f € C*(M) e p € M quaisquer. Entao

X (
)
)

=X, ([f]) ( pela definicao de D(X))

) ( pela definicao de X )
p)  (pois f € C¥(M))

estabelece a sobrejetividade de D(-). Para terminar, note que se X €
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Ker(D(+)), entao

0=D()(X)(f)(p) = DX)(f)(p) = Xp([f]), Vf € CZ(M),Vp € M,
donde

~

Xp([f]) = Xp([f]) = 0, V[f] € Fp,¥p € M

0 que mostra que v é o vetor nulo de X(M), ou seja Ker(D(+)) é trivial
como afirmado. |

Como um corolario da prova do teorema prévio, podemos usar o
isomorfismo acima para dar ao X(M) uma estrutura de algebra de Lie
isomorfa a Der(C*(M)).

Coroldrio 2.2.7. Seja [,] o dnico colchete de Lie em X(M) que faz de
X(M) uma dlgebra de Lie isomorfa a Der(C*(M)). Entio¥VX,Y €
X(M),Vf e C®(M):

(X, Y]f = X(Y ) = Y(X]).

Demonstra¢do. Segue-se de imediato dos resultados prévios. Deixamos
a demostracao para o leitor como um exercicio. |

O préximo lema mostra que em geral o colchete de Lie de X(M)
nao é bilinear com respeito as fungoes suaves de M.

Lema 2.2.8. Sejam X,Y € X(M) e f € C®(M). Entio
[FX, Y] = (XY = F(Y X + fP[X,Y].

Demonstragao. Basta computar [fX, fY](g)(p) e usar a regra de Leib-
niz duas vezes. ]

Teorema 2.2.9. Seja F': M™ — N™ uma aplicagio suave. Dados
X, X eX(M) eY,Y € X(N). Se

XNFYBYNF?,

entao

(X, X] ~p [V Y]

Demonstragdo. Vide lema 1.22 da referéncia [6]. |
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2.3 A ALGEBRA DE LIE DE UM GRUPO DE LIE

Nesta secao mostraremos que todo grupo de Lie possui uma
algebra de Lie naturalmente associada.

Definicao 2.3.1. Seja X € X(G) um campo suave sobre o grupo de lie
G. Dizemos que X ¢ invariante & esquerda se X = (Lg).X sempre que
g€ G, onde Ly : G — G denota a translagao a esquerda Ly : h € G —
gh € G. E em termos mais explicitos vale

Xgh = (dLg)h(Xh)7Vh €g.

Denotaremos a colegao dos campos vetoriais suaves X : G —»
TG invariantes a esquerda por Lie(G). Verifica-se sem dificuldade que
Lie(G) é um subespago vetorial de X(G).

Lema 2.3.1. Lie(G) é uma subdlgebra de Lie de X(G).

Demonstracao. Sejam X, Y campos suaves invariantes a esquerda. Segue-
se que

X ~p, X
e
Y ~p, Y.
Logo,
(X,Y] ~p, [X,Y]
pelo teorema 2.2.9 e o resultado segue. |

O proéximo resultado assegura que este espago dos campos inva-
riantes a esquerda tem dimensao finita, a saber a mesma dimensao do
espago tangente T.G.

Lema 2.3.2. Lie(G) e T.G sdo canonicamente isomorfos.

Demonstragao. Defina I : Lie(G) — T.G pondo
I'(X) = X.,VX € Lie(G).

E facil ver que I' é linear. Afirmamos que I' é um isomorfismo. De fato,
suponha que T'(X) = X, = 0. Como X é invariante & esquerda, entdo
Xy = Xge = (dLy)e(Xe) = 0,Yg € G o que implica que X = Oxg)
e portanto I' é injetora. Para ver que I' é sobrejetora, dado v € T.G,
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defina X € X(G), pondo
Xg :=(dLg)e(v), Vg € G.
Note que X ¢é invariante a esquerda, pois, Vh € G,
Xgn = (dLgn)e(v) = (d(LgoLn)e)(v) = (dLg)n((dLn)e(v)) = (dLg)n(Xn)-
Por construcao,
INX) =X, := (dL.)c(v) = idr,g(v) = v,
donde I' é sobrejetora e o resultado segue. |

Identificando T.G com Lie(G) via o isomorfismo prévio, podemos
munir 7.G de um colchete de Lie. Essa é conhecida como a dlgebra de
Lie do grupo de Lie G .

Proposigao 2.3.3. O fibrado tangente de qualquer grupo de Lie G ¢é
trivial (ver observagao 1.8.7).

Demonstragao. De fato, dada uma base {vy,...,v;} para T.G, o con-
junto {X71,..., X} € X(G) de campos vetoriais invariantes a esquerda
tal que X;(e) = v;, i =1,...,k é um referencial global, i.e,

{X1(9),- - Xr(9)}

¢ uma base para 1,G, Vg € G. |
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3 DISTRIBUICOES

3.1 DISTRIBUICOES

Definicao 3.1.1. Uma distribuicdo de dimensao k sobre M (ou k-
distribuigdo sobre M) é um subconjunto D C TM que se exprime
como uma uniao disjunta

D= ][ p»

pEM

de subespacos D, C T, M de dimensdo k.

Definigao 3.1.2. Sejam U C M aberto nao-vazio e D uma k-distribuicdo
sobre M. Uma segao local de D em U é um campo vetorial suave
X € X(U) tal que X, € Dy,¥qg € U. Denotaremos o conjunto das
secoes locais de D em U por Xy(D). Se U = M, dizemos que X &
uma segao global de D e nesse caso denotaremos Xy (D) por X(D).

Temos a seguinte nogao de suavidade para as distribuicoes sobre
as variedades suaves:

Definicao 3.1.3. Dizemos que uma distribuicao D sobre M de di-
mensao k € suave quando cada ponto p € M admitir k-secoes locais
X1, X* e Xy(D) de D definidas num aberto p € U C M tais que,
para todo q € U, o conjunto {X;7 . ,X(’;} € uma base para o subespaco
D

Exemplo 3.1.1. Suponha que exista X € X(M) com

q-

Xp 75 OTPM,Vp e M.
Entao, podemos definir uma 1-distribuicao suave D C T'M, pondo
D, :=RX,Vp e M.

Exemplo 3.1.2. Uma generalizagao do exemplo prévio é dada da se-
guinte forma. Suponha que existem X7 € X(M) para 1 < j < k
tais que {X',..., X*} é linearmente independente, ¥p € M. Defina
D CTM pondo

D, = Span{X},..., X}},Vp € M.

Segue-se que D é uma distribuicao suave sobre M de dimensao k.
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Definigao 3.1.4. Seja D C TM uma k-distribui¢ao suave sobre M.
Dizemos que D é

1. involutiva, se YU C M aberto nao-vazio, X,Y € Xy(D) =
[Xv Y] € xU(D)

2. integréavel, se para cada p € M existir uma subvariedade imersa
Sp de M de dimensao k tal que T,S, = Dgy,Vq € S,.

Nesse caso, cada S, € dita ser uma subvariedade integral de D.

3. totalmente integravel, se para cada ponto p € M existir uma
carta local (U, ) em p tal que (U) CR™ € um cubo (aberto) e

Span{df |,,...9f |,} = Dy,Yg € U.
Uma tal carta é dita ser planar. para D.

Exemplo 3.1.3. Toda distribuigao suave de dimensao 1 é involutiva e
integravel.

Vejamos um exemplo de uma distribuicao nao involutiva:

Exemplo 3.1.4. Considere M := R3\ {eixo-z} (subvariedade aberta
do R?®). Podemos definir uma 2-distribuicio D C T'M, pondo, para
cada p= (95071/0,20) € M7

Dy = {ad; |, +bdy |, + 0. |, : —er/ g +y§ — yoa + xob = 0}.

Onde 0, |p denota o primeiro vetor coordenado em p com respeito a
carta global
i M R3;

idem para 0, |, e 9. |,. Sejam X,Y € X(M) dados por

Xg = —y0y |, + 20y |, + V% + 20, |, Vg = (z,y,2) € M

Yy =20y |, +y0y |,,Ya=(z,y,2) € M.

Verifica-se sem dificuldade que X,Y € X(D). Como X,Y sdo L.I,
segue-se que D é uma distribui¢do suave. Entretanto, D nao é invo-
lutiva. Para esse fim, mostraremos que [X,Y] ¢ X(D). Uma conta
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simples mostra que:

R

—0..

Dali, por inspecgao tem-se que

[X7 Y]p ¢ Dp7p = ($07y0720) S Ma

pois

2 2
22—y

- ((; 02> V28 + 48 — vo(wo = yo) = 23 + 45 — yo(wo — yo) > 0.
o+ Y

0

Lema 3.1.5. Sejam F : M™ — N™ uma imersdo suave e Y € X(N)
tal que
Yp(p) € de(Tp./\/l),Vp e M.

Entdo, existe um tinico Y € X(M) tal que Y ~p Y.

Demonstracao. Fixe p. Como dF), é injetora, entao existe um tnico
Y, € T,M tal que dF,(Y,) = Yp(y). Definindo Y : M — TM de
forma Obvia e usando um par cartas locais adaptadas a imersao F,
verificamos que Y € X(M). [ ]

Temos as seguintes implicagdes com respeito as distribuigoes su-
aves.

Proposicao 3.1.6. (i) Totalmente integrivel = (ii) integrdvel —>
(#4) involutiva.

Demonstra¢ao. Mostremos que (i) = (ii). Fixe p € M arbitra-
riamente e mostremos que existe uma subvariedade integral S, de M.
Para esse fim, seja (U, ¢) a carta local em M em torno de p tal que

span{df | ..., ¢ [,} = Dg,¥q € U.

Defina , .
Sp={qeU:a'(q) =2"(p),Vk+1<i<n}

Como ¢ : U — ¢(U) C R” é um difeomorfismo, segue-se que S, é
uma subvariedade de M de dimenséo k. Ademais, note que

O |ys-e 0|, € TuSp VA €S,
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Com efeito, sejam 1 < i <k, ¢ € U e e >0 de modo que
o(q) +tei € p(Sp),Vt € I := (—¢,€)

e defina
ol — S,

pondo
a;(t) = gpfl(go(q) + te;),Vt € I..

Note que «; é uma curva suave em S,. Logo,
a;(0) € To(0)Sp = TySp-
Verifica-se sem dificuldade que
1) — ¥
Q; (0) - 82 |q

e o resultado segue por dimensionalidade. Mostremos que i1) = iii).
Sejam U C M aberto ndo-vazio e X,Y € Xy(D). Afirmamos que
[X,Y] € Xuy(D). Fixe p € U e seja S, C M a subvariedade integral de
D correspondente. Ora,

i:Sp = M

é uma imersao suave injetora. Logo,

Xi(q): Yi(g) € dig(TySp) = Di(q),¥q € Sp.

Pelo lema 3.1.5, existem X,Y € X(S, NU) taisque X ~; X e Y ~; Y.
Logo, pelo lema 2.2.9 | tem-se que

[X7 ] ~i [X’Y]

Ou seja,

diy([X,Y)) = [X, Y]y, Vg € S, N U.

Dai,
X.,Y], € T,S5, =D, Vge S, NU.

Em particular,
[X,Y], € D,.

Como p é arbitrario, o resultado segue. |

Proposicao 3.1.7. Seja D uma k-distribuicao suave sobre M. Sao
equivalentes:
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i) D ¢é involutiva.
it) X(D) € uma subdlgebra de Lie de X(M).

Demonstra¢io. i) = 1ii) é imediata. Para ver que i) = 1), tome
um aberto U € M néo-vazio e considerem X,Y € Xy (D). Fixepe Ue
f € C°(M) e uma fun¢ao bump suportada em U com f(p) = 1. Sejam
X , Y € X(M) campos vetoriais suaves que coincidem respectivamente
com X e Y numa vizinhanga contida em U, definidos pondo

parag € Ue B
Xq =01, m

para ¢ ¢ supp(f), e analogamente para Y. Note que por construcao
X,Y € X(D). Por hipétese,

X,Y e X(D) = [X,Y] e X(D).
Por outro lado
(X, Y]y =X |y, Y [o] = [/X, Y],

e assim, o
[X,Y] |y = F(XNY = fF(YNX + f?[X,Y],
donde, em particular, valorando ambos os lados em p, temos que
D, > [)?a ?]p = (pr)Yp - (Ypf)Xp +[X, Y]pv
—_—— —

€D, €D,

e portanto [X,Y], € D,. Como p ¢é arbitrario, concluimos que [X,Y] €
Xu(D), como desejado. [ |

O préximo resultado, conhecido como teorema de Frobenius, nos
garante que as implicagoes da proposicao 3.1.6 sao a rigor equivaléncias.

Teorema 3.1.8 (de Frobenius). Seja D C T M uma distribui¢do suave
sobre M. Sdo equivalentes:

i) D ¢ totalmente integrdvel.
it) D € involutiva.

Demonstragio. Consultar o teorema 19.12 da referéncia [4]. W
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Definicao 3.1.5. Se (U,¢) = (U,z1,... Tk, Y1,.-.,Ym) € planar para
a k-distribuicao D, uma k-fatia € um subconjunto de U da forma

Y1 =C1y-- -, Ym = C;m
com c; constantes.

Proposicao 3.1.9 (Estrutura local das variedades integrais). Sejam
D uma k-distribui¢ao sobre M e (U, ) uma carta local em M planar
para D. Se S € qualquer subvariedade integral de D, entao S intersecta
U numa unido enumerdvel disjunta de abertos U; em S e mergulhados
em M, onde cada U; € subconjunto de uma k-fatia de U.

Demonstragdo. Consultar a proposi¢ao 19.16 da referéncia [4]. |

Observagao 3.1.10. Conclusdo: Se (U,¢) = (U, x1,...Zm, Y1, -, Yk)
é planar para D, e S for qualquer subvariedade integral de D, entao S
intersecta U no méaximo numa reuniao enumerdvel de k-fatias.
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4 VARIEDADES QUOCIENTES

4.1 QUOCIENTES DE VARIEDADES VIA ACOES DE GRUPOS

Definicao 4.1.1. Sejam (G,-) um grupo e A um conjunto nao-vazio.
Uma agéo de G sobre A € uma aplicacdo § : AXG — A, (a,g) — 04(a)
satisfazendo as sequintes propriedades' :

i) Op.g(a) = 04(0n(a)),Yg,h € G,Ya € A
it) .(a) = a,Ya € A,¥g € G.
Dizemos que G age sobre A.

Observagao 4.1.1. Estritamente falando, o que definimos acima é
uma acdo a direita. Uma acdo a esquerda é definida de forma seme-
lhante. Ademais, se § : G x A — A é uma agao a esquerda de G sobre
A, podemos ganhar uma agéo a direita 62 : A x G — A pondo

077 (a) :=0,-1(a),Ya € A,Vg € G,

e vice-versa. Portanto, toda assertiva com respeito as agoes a esquerda
também valerd mutatis mutandi para as agoes a direita e vice-versa,
de modo que podemos nos fixar em apenas uma delas. Para nossa
exposicao sera conveniente trabalharmos com as agoes a direita.

Exemplo 4.1.2. Todo grupo G age em si préprio por translagao a
direita e conjugacao.

Exemplo 4.1.3. A ag¢ao trivial de G em A é a acdo que fixa todos
elementos de A: ag = a,Va € A.

Definicao 4.1.2. Seja 60 uma acao de um grupo G sobre um conjunto
A. Defina a sequinte relagao de equivaléncia ~ em A:

Va,be Aja~b < Jg€ G:a=1bg.
Definimos a Orbita de a € A, denotada por aG, pondo

aG = {ag: g € G}.

TAqui ¢’ denota a operacio binéria do grupo G. Denotaremos, mais adiante, a
acdo de g em a pela justaposicdo ag.
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O conjunto quociente por ~, denotado por A/G, é chamado conjunto
das érbitas de A.

Exemplo 4.1.4. Seja 0 a agdo do grupo G sobre o conjunto A que fixa
todos elementos de A. A Orbita de cada elemento a correspondente a
G-agéo é o conjunto unitrio {a} e o conjunto das orbitas de A nesse
caso é a “copia‘“ de A:

{{a} :a € A}.

Em particular, se A = M for uma variedade suave, entao M/G também

0 é. Nesse caso, M/G é uma copia difeomorfa de M.

Definicao 4.1.3. Seja 0 uma acao de um grupo G sobre A. Dizemos
que 0 € livre se
VYa € Ajag=a = g=ce.

Definigao 4.1.4. Seja 60 uma ac¢do de um grupo topoldgico G sobre um
espago topoldgico M. Dizemos que 6 € continua se 6 o for no sentido
usual. Nesse caso, dizemos que G age de forma continua sobre M.

Definicao 4.1.5. Seja 0 uma acdo de um grupo de Lie G sobre uma
variedade suave M. Dizemos que 0 € suave se 6 o for no sentido usual.

Exemplo 4.1.5. Sejam G = RF e M = R¥ x R™. Defina # como a
acao de G sobre M que translada as k-primeiras coordenadas, ou seja,

(z,y)v = 0((z,y),v) := (z +v,y),Yz,v € R¥ ¥y € R™.

0 é um exemplo de uma agao suave e livre. Cada orbita de M é uma
variedade afim paralela ao R¥ e o leitor pode checar sem dificuldades
que que o conjunto das orbitas M/ =~ R™ admite uma estrutura
natural de variedade suave difeomorfa do R™. Ademais, a projecao
canodnica

T: M —R™
¢ uma submersao suave.

Observagao 4.1.6. Se G age continuamente em M, adotaremos sem-
pre em M/g a topologia quociente, de modo que a projecao canodnica

71':./\/l—>M/g

é sempre continua.
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Lema 4.1.7. Considere um grupo topolégico G agindo sobre um espago
topolégico M de forma continua, entGo a a projecao candnica

T M — M/G
€ uma aplicacdo aberta.

Demonstra¢ao. Tome um B aberto em M e mostremos que w(B) é

aberto em M/G. Para esse fim, devemos mostrar que V := 7= (7(B))
¢é aberto em M. Para cada g € G defina a aplicagao oy : M — M
pondo agy(p) := pg,Vp € M. Note que cada oy é um homeomorfismo e
portanto uma aplicacao aberta. Afirmamos que

V= U ag(B)
geG
e portanto o resultado segue. De fato, verifica-se sem dificuldade que

V' coincide com o conjunto
U G

beB

Ora, mas cada bG = |J
usando que

gecibg} donde comutando a ordem da unido e

UHbg} ={bg:be By = ay(B)
beB geG
segue-se a igualdade. |

Definicao 4.1.6. Seja 0 uma agao de um grupo topoldgico sobre um
espago topologico M. Dizemos que 8 € propria se a aplica¢do

©:MxG>(p,g) (p,pg) € M x M

o for, i.e., ©"Y(K) é compacto sempre que K C M x M o for.

Exemplo 4.1.8. Note que toda agao continua de um grupo topolégico
compacto G sobre um espago topologico Hausdorff M é prépria. Com
efeito, se K C M x M é compacto, K é fechado e ©~1(K) C m(K) x G,
onde 7y : M x M — M ¢é a projegao na primeira coordenada.

Vejamos uma caracterizacao importante das agoes préprias.

Proposigao 4.1.9. Seja 6 uma ag¢do continua de um grupo de Lie G
sobre uma variedade M. Sao equivalentes:

a) 0 é prépria.
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b) Se (p:i) e (gi) sdo sequéncias em M e G, respectivamente, de modo
que (p;) e (pig:) convergem, entdo (g;) admite uma subsequéncia
convergente.

¢) O conjunto
Ok :={9€G:KgnK # o}

€ compacto sempre que K C M o for.

Demonstragao. Consultar a proposigao 21.5 referéncia [4]. |

Proposigao 4.1.10. Seja 6 uma acdo continua e propria de um grupo
topolégico G sobre M. Entao, o espaco das orbitas M/G € Hausdorff.

Demonstragao. Consultar a proposigao 21.4 da referéncia [4]. |

Seja 6 G-acao suave sobre M. A cada campo vetorial suave
X € Lie(G) invariante a esquerda podemos associar um campo vetorial
suave X € X(M) completo? definido da seguinte forma:

Seja uma curva integral v : R — G de X com v(0) = e. Para cada
p € M, definimos

)/(:p = '7;7(0).

Onde v, : R — M ¢ a curva suave em M dada por
(t) = py(t), vt € R.

Note que 7, é uma curva integral maximal de X com 7p(0) =p.

Teorema 4.1.11. Seja § uma G-agao a direita suave e livre sobre M.
FEntao,

f: X € LieG — X € X(M)
€ um homomorfismo injetor de dlgebras de Lie.
Demonstracdo. Dado X € LieG. O leitor pode verificar sem dificuldade

que R
X, =doP(x,).

Dai fica fécil ver que 0 é uma aplicagao linear injetora. O restante é um
resultado importante da teoria geral de grupos de Lie, ver a discussao
ao redor do teorema 2.15 de [4]. [

25 possivel mostrar que cada campo vetorial X € Lie(G) é completo, i.e., cada
curva integral maximal de X estd definida em todo R. Para mais detalhes, consultar
a referéncia [4].
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Definigao 4.1.7. Seja 6 uma ac¢do de um grupo de Lie G sobre M™.
Dizemos que uma carta local

(U750) = (Uaxlv"'7zmay17~~'ayk)

em M é adaptada & G-acdo 0 se o(U) C R™ € um cubo (aberto) e
cada orbita pG intersecta U em no mdzximo uma k-fatia da forma

Y1 =C, " s Ym = Cm-

Observagao 4.1.12. Seja § uma G-acdo suave e livre sobre M. Se
k := dim@G, podemos definir uma k-distribui¢ao integravel sobre M
pondo

D, :=T,(pG),Vp € M.

Com efeito, para ver que D é suave, fixe uma base {X1,..., X*} para
LieG; o lema 4.1.11 nos diz que )/(\1, ..., X* sao linearme/\nte indepen-
dentes. Ademais, verifica-se sem dificuldade que )/(\1, ..., Xk sdo secoes
globais de D, donde D é suave. Segue-se de imediato da definicao de
D que cada orbita pG é uma subvariedade integral de D. Portanto D
é integravel, e esse argumento de fato estabelece, via teorema de Fro-
benius, que cada dérbita é uma subvariedade imersa de M difeomorfa a

g.

Proposicao 4.1.13. Seja 6 uma agao suave, livre e propria de um
grupo de Lie G sobre M. Entao, cada ponto p em M admite uma
carta local (U, ) adaptada & G-agdo 6.

Demonstracdo. Segue-se da observagao 4.1.12 que a k-distribuicao D
dada por
DP = Tp(pg)vvp € M

é integravel e portanto totalmente integravel pelo teorema 3.1.8. Fixado
arbitrariamente p € M, tome uma carta local

(Uﬂp) = (U7x17"'7xkvy17~'~aym)

em M planar para D centrada em p. Pela observagao 3.1.10, segue-se
que cada G-6rbita intersecta U no méaximo numa reunido enumerdvel
de k-fatias da forma

Yr =C,y-- -, Ym = Cm.

Devemos mostrar que existe um subconjunto aberto Uy C U cubico
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centrado em p com a propriedade de intersectar cada G-orbita em no
méaximo uma k-fatia como acima.

Suponhamos, por contradi¢ao, que nao exista tal Uy. Para cada
inteiro positivo ¢, considere as seguintes subvariedades de M:

Ui = ap‘l(Ci)

Y=o (L))

em que C; denota o cubo aberto centrado na origem em R™ = R* x R™
de raio % e I, := R¥NC; (Recomendamos que o leitor esboce o desenho
da situac@o descrita acima para fixar as ideias). Como cada k-fatia de
U; intersecta Y; em um tnico ponto, segue-se da nossa hipotese que
existem dois pontos distintos p;, p; € Y; numa mesma G-6rbita, ou seja

Digi = p;

para algum g; em G. Por construgao, € facil ver que ambas as sequéncias
(pi) e (p; = pig:;) convergem para p. Passando para uma subsequéncia
se necessario, pela proposicao 4.1.9, podemos concluir que (g;) converge
para algum g em G. Logo, (p;,g;) converge para (p,g) e portanto por
continuidade de 6, obtemos passando ao limite

p=109(p,g9) =pyg

e como 6 é livre segue-se que g = e. Considere a subvariedade Y :=
e H(R™) de M e escreva

0¥ .Y xG— M

para designar a restricao da acdo # a Y x G. Observe que Y x G e M
possuem a mesma dimensdo m + k = n. A seguir usaremos o teorema
da funcdo inversa para finalizar a prova. Note que a restricio de 6Y
para Y x {e} é a inclusdo

1:Y <> M
enquanto a restricao de #¥ a {p} x G é a aplicacdo érbita

@(p):gegl%pg/\/l
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que sdo ambos mergulhos?® e
T, M=T,(pG) & T,Y,
induzido por ©Y. Segue-se que

8. = (diy dO)

é um isomorfismo. Assim, pelo teorema 1.4.10 da fun¢éo inversa, existe
um aberto W C Y x G em torno de (p,e) tal que a restricio de 0¥ a
W é um difeomorfismo sobre sua imagem e em particular injetiva. Por
outro lado, para i grande o suficiente, temos que (p;, g;), (pi,€) € W e

v = 0" (pi,gi) = 0¥ (¥, e)

que é uma contradicao. Portanto, cada ponto p em M admite uma
carta adaptada a G-acao como afirmado. |

Chegamos finalmente aquele que é o principal teorema deste tra-
balho.

Teorema 4.1.14. Seja G um grupo de Lie agindo de forma suave,
livre e propria sobre M. FEntdo, o espag¢o das orbitas M/ € uma
variedade topoldgica de dimensao n — k, onde k denota a dimensao de

G en a dimensdo de M; ademais M/g admite wma unica estrutura de
variedade suave satisfazendo a propriedade da projecdo canénica

T M— Mg
ser uma submersao suave.

Demonstra¢ao. Comecamos por estabelecer a unicidade. Suponha que

o espaco das érbitas /Q seja uma variedade topolégica de dimensao
n — k e sejam 7 e % atlas suaves de dimensoes n — k tais que

T M— M;

é uma submersao para ¢ = 1,2, onde M; := (M/G, ;),i = 1,2. Note
que para que essas estruturas coincidam, i.e., @& = % é suficiente
mostrar que a aplicacao identidade

id:./\/ll —)MQ

3Como a agdo é prépria, essa aplicacdo, que em geral é somente uma, imersio, é
também prépria, e portanto um mergulho: ver a Proposicdo 4.22 de [4].
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é um difeomorfismo entre variedades. Invocando o teorema 1.5.8 com
N=M;,P=Mye f=id: M; — M, segue-se que id é suave.
Pelo mesmo argumento na direcao oposta, prova-se que

id:M2—>M1

é suave. Ou seja, id é um difeomorfismo como afirmado. Agora prove-
mos que sob as hipdteses do teorema,M/g é uma variedade topoldgica
de dimensao n — k. Pela proposigao 4.1.10,

M/g

é Hausdorff. Para finalizar a parte topoldgica, mostremos que M/g
admite uma base enumeravel. Para esse fim, fixando uma base enu-
meravel {B;} para M, verifica-se sem dificuldade que {w(B;)} é uma

base enumeravel para M/g. Agora vamos usar a proposi¢ao 4.1.13
para construir um atlas suave de dimensao n — k para M/g. Fixemos

arbitrariamente um ponto ¢ = w(p) € M/g e seja (U, ) uma carta
local em M adaptada & G-agdo centrada em p com (U) := U’ x U”,
onde U’, U” sdo cubos abertos (centrados na origem) no R¥ e R™ res-

pectivamente. Pelo lema 4.1.7, V := n(U) C M/g é aberto. Considere
a subvariedade Y := ¢! (0gx x R™) de M. Escrevendo,

<p: (x’y) = (xl""’xk7y17"'7ym)7

note que
Y ={z'=...=2"=0}.

Pela definicao de carta adaptada é facil ver que 7 : ¥ — V é uma
bije¢do. Afirmamos que 7 : Y — V é um homeomorfismo. De fato,
se W é um aberto em Y, entao,

p(W) = {0} x W
com W aberto em R™. Seja

O={peU:p@p) =(z,y),yc W}

Entao,
(W) =(0),

que é aberto em M/g. Logo, 7 restrita a Y é uma aplicagao aberta e



89

logo um homeomorfismo sobre V' como afirmado. Defina

" "
@Y =T o0pYoao,

onde 7" : U’ x U"” — U” C R™ § a projecao no segundo fator, e
o= (m |Y)71 V—Y.

Chamaremos o de secdo local associada a carta adaptada. Ora, o é um
homeomorfismo sobre Y, e

7op: Y — U

também é um homeomorfismo. Segue-se que

S0// — 71_// o 90 oo
é um homeomorfismo o que mostra que M/g é um espaco localmente
Euclideano de dimensao m e portanto uma variedade topolédgica de
dimensao m. Seja </ o atlas m-dimensional para M/g formado pelas
cartas
(7(U),¢"),

onde (U, ¢) é uma carta local em M adaptada & G-a¢do. Vamos mostrar
que o é suave. Sejam (w(U),$) e (7(V),9) em /. Suponhamos
que m(U) N 7w(V) é ndo-vazio. Primeiro, consideramos o caso em que
ambas cartas (U, @) e (V,1) estejam centradas num mesmo ponto p €
M. Escreva ¢ = (x,y) e ¥ = (Z,y). O fato que as coordenadas séo
adaptadas a G-acao significa que dois pontos com mesma y-coordenada
estao em uma mesma Orbita e portanto também tém a mesma y-érbita.
Segue-se que a aplicagao de transicao entres essas cartas podem ser
escrita como

(Yo ) (z,y) = (A, y), B(y)),

onde A e B sao aplicagoes suave definidas numa vizinhanga da origem.
Portanto,

oz ) =B

que é suave. Analogamente, mostra-se que @ o zz_l é suave. Para
o caso geral, podemos supor que as cartas ¢ e i estejam centradas
respectivamente em p e q. Note que para algum g € G tem-se que
g = pg. Como 0y : M — M é um difeomorfismo levando érbitas em
érbitas, segue-se que 1 := v o 0, é outra carta adaptada a G-agao e
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centrada em p. Ademais, o/ := 9;1 o o é uma sec¢ao local associada a

=~ r_ -1 5 —

carta adaptada v, e portanto 17 =" onoo’ =7" 0t ob,00 oo =
V73 ~ _ - . \ . ~ .

n"opod = . Assim, voltamos & situagao anterior e o resultado segue.

|

Apresentamos, inicialmente, exemplos de uma variedade quo-
ciente obtida pela agao de um grupo de Lie discreto. Vejamos, por
exemplo, outra forma equivalente de definir o n-toro

T" =S* x ...S'(n — vezes)

como uma variedade quociente obtida obtida pela acao do grupo de Lie
discreto Z™ sobre o R™ por translagao.

Exemplo 4.1.15. Seja 0 : R™ x Z™ — R™ uma acao por translagao.
Claro que essa agao é suave e livre. Para ver que 6 é prépria, se (z,,) e
(jn) sdo sequéncias em R™ e Z™ respectivamente tais que

Ty — X
e
Tn + Jn Y
entao
jn—>y_x

e portanto 6 é prépria pela proposigao 4.1.9. Assim, existe uma tnica
n . . .
estrutura suave que torna R /7n uma variedade suave n-dimensional.

Afirmamos que Rn/Zn é difeomorfo ao n-toro T". De fato, identificando
os elementos de S' como niimeros complexos unitarios e t € R,
defina

d:R" — T".

Pondo | |
@(.’El, ey Jjn) = (627"“317 e 62"”3%)’

verifica-se sem dificuldade que ® é suave e também um morfismo so-
brejetor de grupos com kernel Z™. Assim, podemos concluir que em

mn ~ . . . 7 . .
termos de estrutura de grupo, R /gn e T™ sao indistingufveis. Consi-
dere

&R —
dada por

O(x+72") := D(x).
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Verifica-se sem dificuldade que essa aplicacao é um difeomorfismo.

Exemplo 4.1.16. Considere o grupo de Lie G := {£1} agindo por
multiplicagao sobre S™. Essa acao essencialmente identifica os pontos
antipodais da n-esfera. E f4cil checar que essa agao € suave, livre e
prépria uma vez que o grupo é compacto. Logo, existe uma tunica
estrutura suave que torna

Vz
uma variedade suave n-dimensional. Essa variedade suave é difeomorfa

ao espaco projetivo real n-dimensional RP™ com a definicao que demos
no primeiro capitulo.

Passemos a exemplos mais sofisticados, envolvendo grupos de Lie
de dimensao > 0.

Exemplo 4.1.17 (Fibragao de Hopf). Comecamos identificando

S = {(21,22) € C* : |21]* + |22]* = 1},

S? > {(z2,x) €CxR: |2 +2? =1},
onde, dado z =z + iy € C,

2| := 2% + 92,
A fibragcao de Hopf é a aplicacgao
Ppopt - S — §?
dada por
Propt(21, 22) 1= (22123, | 22| — |21]?), V21, 22 € C,
onde, dado z :=x + 1y € C,
Z¥i=x— 1y

é a conjugacdo complera de z. Seja 6 a acao do grupo de Lie circular
U(1) sobre S dada por

0((21, 22),€") := (e21, €"25),V21, 20 € C,Vt € R.

Claramente § é uma agdo suave e livre e como U(1) é compacto, 6



92

também é proépria. Logo,
83
/U(1)

é uma variedade suave de dimensao 2 e a projegao canodnica
3
T S3 — S / U(l)

é uma submersao suave que faz o seguinte diagrama

- 3
i

PHopf léHon

comutar, onde
Brtopt S (1) — 2
Hopf - /U(l)

é uma aplicacao induzida pela agao 6. Pelo teorema 4.31 da referéncia
[4], a aplicagdo Popr €, em verdade, um difeomorfismo, ou seja o quo-
ciente é essencialmente a esfera S2.

Passamos a discutir algumas construgoes ainda mais elaboradas,
que subentendem diversos exemplos particulares de variedades quoci-
entes.

Exemplo 4.1.18. Suponha G age de forma suave, livre e prépria sobre
M e de forma suave sobre N (ndo necessariamente livre ou prépria).
Entao, a acao induzida de G sobre M x N

(»,9);9) € M XN)xG (pg,q9) € M XN

é suave, livre e prépria. E facil ver que essa acao induzida é suave e
livre. Para ver que ela é prépria, tome sequéncias (p;,q;) € M x N
convergindo para um certo (p,q) € M x N e (g;) € G de modo que

(piyqi)g: — (P, q) € M X N.

Logo,

Pigi =D
e como G age propriamente sobre M segue-se que § admite uma sub-
sequéncia convergente e assim o resultado segue.

MXN)/

O exemplo prévio mostrar que ( (& admite naturalmente
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uma estrutura de variedade suave. E exatamente assim que sao cons-
truidos os fibrados associados na teoria de fibrados principais.

Exemplo 4.1.19 (Classes Laterais). Sejam G um grupode Liee H C G
um subgrupo de Lie fechado. Seja 6 a agao de H sobre G por multi-
plicagao:

0:(9,h) €GxH—gheg.

Verifica-se sem dificuldade que 6 é suave e livre. Usando o fato que o
grupo é fechado, e a multiplicagao e a inversao sao aplicagoes suaves,
pode-se verificar facilmente que 6 também é propria. Portanto, Q/H é
uma variedade suave de dimensao dimG — dimH e

T:G — g/H
é uma submersao suave.
Exemplo 4.1.20 (Variedades homogéneas). Seja 6 : G x M — M

uma acao a esquerda de um grupo de Lie G sobre M. Dizemos que 6
é transitiva se:

Vp,g e M,3g€ G :p=gq=10,(q).
Fixe pg € M. Seja
H:={g9€G:04(po) = gpo = po}-

‘H é chamado subgrupo estabilizador de pg. H é claramente um subgrupo
fechado de G. Pelo teorema 20.12 da referéncia [4], H é um subgrupo
de Lie de G. Considere ainda a aplicagao

X:9€G—04(po) € M.
Note que Vh € H,

x(gh) = Oyn(po) = 04(0n(po)) = 04(po) = x(9),

Vg € G. Logo, x é constante nas érbitas da agdo a esquerda de H em
G descrita no exemplo prévio. Entao, induz-se a aplicagao suave

tal que o diagrama
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G —" Y9
N
M

comuta. Pelo teorema 4.31 da referéncia [4], X é um difeomorfismo.
Portanto, toda variedade homogénea tem uma estrutura de quociente

como a descrita no exemplo 4.1.19.
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