Gabriel Cardoso de Sousa

Gradiente Conjugado
Para Minimizacao de Quadraticas

com Restricoes Lineares

Florianépolis
2019



Gabriel Cardoso de Sousa

Gradiente Conjugado
Para Minimizacao de Quadraticas

com Restricoes Lineares

Monografia desenvolvida para o Curso de
Graduacao em Matematica do Departa-
mento de Matematica do Centro de Ciéncias
Fisicas e Mateméticas da Universidade Fe-
deral de Santa Catarina para a obtencao de
grau Bacharelado em Matematica.

Universidade Federal de Santa Catarina
Curso de Graduacao em Matemaética do Departamento de
Matematica do Centro de Ciéncias

Fisicas e Matematicas

Orientador: Juliano de Bem Francisco

Florianopolis
2019



Gabriel Cardoso de Sousa

Gradiente Conjugado
Para Minimizagao de Quadraticas
com Restrigoes Lineares

Esta monografia foi julgada adequada como TRABALHO DE CONCLUSAO DE
CURSO no Curso de Matemética - Bacharelado e aprovada em sua forma final pela

Banca Examinadora.

Prof. Dra. Silvia Martini de Holanda
Coordenadora do Curso

Banca Examinadora:

S

R

Prof. Dr. Juliano de Bem Francisco
Orientador

ol odisD

Prof. f)ra Mélissa V(feber Mendonga

ﬁi@vvqw oo /@@7

Prof. Dr. Leonardo Silveira Borges




Resumo

O presente trabalho aborda a aplicacao do método do gradiente conjugado na busca do
minimo de fungoes quadraticas com e sem restricoes lineares. Comecamos por métodos
para a resolucao de sistemas lineares irrestritos através de métodos diretos, estacionarios
e nao-estacionarios. Veremos os métodos de eliminacao Gaussiana, Jacobi, Gauss-Seidel,
gradiente e variacoes. Relatamos o comportamento dos métodos através da convergéncia
e da aplicacao dos métodos em sistemas lineares cuja matriz é esparsa, na forma de
resultados numéricos.

Palavras-chave: sistemas lineares. gradiente. gradiente conjugado. quadraticas. es-

parsa.
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1 Introducao

O computador como conhecemos hoje, desenvolvido no século XX e aprimorado na
transicao para o século XXI, pode ser considerada uma das ferramentas mais poderosas
utilizada pelo homem. Com ele fomos a lua, prevemos o tempo, conseguimos percorrer
trajetorias entre dois pontos com o menor tempo possivel, seja ela, terrestre, maritima
ou aérea. Realizar transagoes bancérias através da internet com seguranga. Aplicar
investimentos onde o prejuizo seja minimo e o lucro maximo, entre outras infinidades de
aplicagoes.

Porém, estas aplicagoes tem um custo computacional atrelado, pois necessita que se
armazene os dados, onde tais dados geralmente sao massivos, de modo que é necessario
um algoritmo eficiente e robusto para que apds a analise, resulte em uma solugao confiavel
e condizente com a realidade.

Quando a quantidade de entrada dos dados para estes problemas é massiva, classifica-
se os dados de BigData. Em geral, esses dados sao armazenados no computador através
de matrizes e encontrar a solugao do problema de otimizacgao, consiste em resolver um,
ou mais, sistemas lineares. A matriz deste sistema pode ter alguma estrutura que pode
ser explorada, como por exemplo tridiagonal, simétrica, esparsa, definida positiva, etc.

Diversas maneiras podem ser empregadas para obter a solucao de um sistema linear,
das quais as principais sao os métodos denominados de diretos, estacionarios ou nao-
estacionarios. O processo de implementacao e aplicacao dos métodos ocorreu entre os
anos 60 e 70. Os métodos diretos foram aplicados inicialmente, devido a facilidade com
que se consegue prever seu comportamento e pela sua robustez [16].

Préximo dos anos 70 ocorreu uma mudanga. A utilizacdo dos métodos iterativos
estacionarios e nao-estacionarios recebeu maior atencao, pois se percebeu que explorar o
fato da matriz ser esparsa levava a uma economia no armazenamento e processamento. Em
algumas situacoes é ainda necessario usar técnicas de pré-condicionamento para reduzir
o numero de iteragoes.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira: iniciamos o estudo no capitulo 2
através dos fundamentos da resolucao de sistema lineares Ax = b, através dos métodos di-
retos, como a eliminacao Gaussiana, eliminacao Gaussiana com Pivoteamento e fatoracao
LU, pelas referéncias [4],[9],[10].

No capitulo 3 mencionamos os métodos estaciondrios como os métodos de Jacobi,
Gauss-Seidel e SOR, além de mencionarmos algumas caracteristicas de convergéncia, se-
guindo [4], [5], [9], [16]. No capitulo 4, introduzimos a defini¢do e propriedades do gra-
diente, além de abordar o problema de minimizar a fungao quadratica e convexa em um

conjunto irrestrito, de acordo com [3],[4], [12], [14].
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No capitulo 5 desenvolvemos todas as nuances sobre o gradiente conjugado, desde
as direcoes conjugadas até pré-condicionamento, encerrando com resultados numéricos
obtidos através dos algoritmos implementados no programa MATLAB, pelas referéncias
[7, [11], [13],[18]. Por fim, no capitulo 6 abordamos como minimizar a fungao quadrética
e convexa sobre um conjunto definido por restrigoes lineares de igualdade através do

gradiente conjugado, seguindo [13], [17].



2 Meétodos Diretos Para Sistemas Lineares

Abordaremos inicialmente os sistemas lineares, mencionando operacoes elementares,
sistemas equivalentes, e as classificagoes de um sistema linear com relagao ao nimero de
solugoes.

Em seguida iremos tratar de fundamentos béasicos na resolucao do sistema linear
Ax = b por métodos diretos. Neste caso, encontramos o vetor x, a solucao deste sistema,
em uma quantidade finita de operacoes aritméticas.

A Eliminacao Gaussiana com e sem pivoteamento e fatoracao LU, sao exemplos que

entram nesta categoria e exporemos de forma breve sobre cada um.

2.1 Sistemas Lineares

Definigao 2.1. Sejam a;;, z; e b; € R, com ¢ € {1,....m}, 5 € {1,...,n} e mn € N. Um

sistema linear é um sistema de equagoes lineares da forma,

a1121 + a12T2+ e Fapx, = bl
(9121 + a99x9+ ..+ AonTy = b2
Am1T1 + Qoo+ ... + App®y, = by,

]

Podemos interpretar o sistema acima de uma maneira matricial e é o modo como

iremos adotar sempre que mencionarmos um sistema linear.

ann A1n 1 by
= S Ax=Db
Am1 Amn T bm
com X = [11,T2,....2,]7 € R" e b = [by,by,....0,]7 € R™ Resolver o sistema li-

near Ax = b é encontrar um vetor x de modo a satisfazer as m linhas do sistema da
Definicao 2.1.
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Exemplo 2.2. Sejam os sistemas

3$1+2$2:5 3l’1+2l’2+l’3:5 21’1+3l’2:6
2$1+1’2:2 i) =2 2x1+3$’2:5

As solugoes sdo x = (—1,4)T, x = ((1 — 23)/3,2,23)" para qualquer z3 € R e o tltimo
nao admite solucao. Note que para o primeiro sistema temos uma tinica solugao e para o

segundo temos infinitas solugoes. Segue a seguinte definicao:

Definicao 2.3. O sistema linear Ax = b é compativel e determinado se existe apenas uma
Unica solucao. E compativel e indeterminado se existem infinitas solugoes e incompativel

se nao admite solugoes. O

Uma maneira de obter a solugao e que vai ser util mais adiante sao os sistemas equivalentes

obtidos através de operacoes elementares sobre o sistema Ax = b.

Definicao 2.4. Realizamos operagoes elementares sobre o sistema Ax = b se efetuarmos
uma ou mais operacoes do seguinte tipo:

a) A troca da i-ésima linha pela k-ésima linha denotaremos por L; <> Ly

b) Multiplicar a i-ésima linha por uma constante ¢ € R\{0}, denotaremos por
L; + cL;.

¢) Somar na i-ésima linha a k-ésima linha multiplicada por uma constante diferente

de zero, que serd denotada por L; <— L; + cLy. O

Definicao 2.5. O sistema Bx = c é dito ser equivalente ao sistema Ax = b, se podemos

obter o sistema Bx = c aplicando operacoes elementares as equagoes do sistema
Ax = b. O

Mostra-se que sistemas equivalentes tem o mesmo conjunto solugao [I]. Uma ideia para
resolver sistemas lineares € realizar operacoes elementares em um sistema linear de modo
a obter um sistema de facil resolucao. Esta técnica é conhecida por eliminagao gaussiana,

ou método de Gauss.
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2.2 Eliminac3o Gaussiana

Definicao 2.6. Seja o sistema linear quadrado Ax = b com A € R™ ™. A matriz

aumentada com relagdo ao sistema linear é denotada por [ A | b | é a matriz

ayy ... QAip bl
[Alb]=
Ap1 - .. Qpp bn

]

Desse modo considere [ A | b ] e suponha que ay; # 0. Para zerar a primeira coluna de
A abaixo do coeficiente a1, devemos fazer Lo <— Lo + (—a91/a11)Ly. Logo, temos que ag
recebe ag; + (—ag1/a11)a;; = 0 e denotaremos por asgy := ag; + (—as/aji)ay; = 0.

Na terceira linha fazemos Lz <— L3+ (—ag1/a11) L1, e assim ag; = 0. Procedendo dessa

maneira n — 1 vezes obtemos a matriz aumentada

ai;pr a2 ... Qip b1
0 x X X
0 x ... X X

onde X representa um elemento qualquer. Agora zeramos abaixo do elemento que esta na
posicao da segunda coluna e segunda linha que denotaremos por (2, 2), chamado de pivo.
Caso o elemento seja zero, fazemos uma troca da linha por uma outra linha de modo
a obter um elemento diferente de zero nesta posi¢ao. Note que ags := a9 + (—az21/a11)as
e agy = agy + (—as1/a11)ass.
Desse modo, utilizamos a linha Ly para zerar abaixo do elemento da posi¢ao (2,2), caso
contrério perderiamos os zeros abaixo da posi¢ao (1,1). Assim L3 < L3 + (—ass/ass)Ls.

Apébs n — 2 vezes obtemos a matriz

a1x a2 @13 ... Qaip by
0 X X X X
0 X
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Agora zeramos abaixo do elemento na posigao (3,3) de modo andlogo como feito anteri-
ormente. Continuando com estes passos iremos obter um sistema triangular superior da

seguinte forma

(a1 a1z a3z ... amn by |
dyy X X X
dsz : : (2.1)
0 <
L dnn C’Vl_

Desse modo, se d,, # 0 (caso contréario existem infinitas solu¢oes ou nenhuma solugéo),
pela dltima linha d,,z, = ¢,. Ou seja, ©, = ¢,/d,,. Pela peniltima linha temos
b(n_l)(n_l)mn,1 + d(n_l)nxn = Cp_1-

Logo, por substituicdo ,—1 = (ch—1 — dm-1)n(cn/dnn))/dn-1ym-1). Dessa forma, co-
nhecendo x,_1 e x, encontramos x,_o por substituicao. Continuando o processo obte-
mos o vetor solu¢ao x. Esta técnica é conhecida como substitui¢ao regressiva (ou back-

substitution). Desse modo temos o seguinte algoritmo da eliminagao Gaussiana, [9]

1 Algoritmo 2.1

2 Dados A, b

3 Para k=1:(n-1) faca

4 Para k=i:n faca

5 Se ag; #0 entéo
6 p = k;

7 Senao se, k=n
8 Ndo existe solugdo unica.
9 Fim

10 Fim

11 Se p#1i entédo

12 L, <L;

13 Fim

14 Para j=(i+1l):n faca
15 m = a;;/a;

16 L; «L; —mL;

17 Fim

18 Fim

19 x(n) = annt1/ann
20 Para i=(n-1):1 faca
n
21 2(i) = | @ingr — Y aya()) | fai
j=i+1
22 Fim
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Observe que para encontrar a solugao do sistema, o processo computacional necesséario
2n3  3n%?  Tn
tem custo de = + > "% operagoes ([9], p.356), onde n é a ordem da matriz A.
Porém existem sistemas onde o método apresenta a desvantagem de propagar erro de

arredondamento e dessa forma a solucao obtida é uma aproximacao da solucao exata.

Exemplo 2.7. Seja o sistema linear ([4],p.37)

0.004  15.73| |z1| 15.77

0423 —24.72| |xy|  |—20.49
Aplicando eliminagao Gaussiana utilizando apenas 4 casas decimais e arredondando a
quinta casa, obtemos a solugao x = [12.50,0.9994]7".

Porém a solugao exata é x = [10.0,1.0]7. Para contornar este problema utilizamos a

eliminagao Gaussiana com pivoteamento.

2.3 Eliminac3o Gaussiana com Pivoteamento

Procedemos da mesma maneira que na eliminacao Gaussiana adicionando o seguinte
passo. Antes de zerar abaixo do pivo, percorremos a coluna do pivo em busca do maximo
nimero em maédulo.

Ou seja, dado o pivo da linha [ e coluna k, aj, percorremos a coluna k realizando
comparagoes em busca do maximo em médulo, mazx |a.| para I < r < n. Encontrado
o maximo, efetuamos a operacao elementar de troca de linhas L; <+ L, e continuamos o

processo da eliminacao Gaussiana normalmente.

Exemplo 2.8. No mesmo sistema do Exemplo aplicando pivoteamento temos que
max{|0.004|,|0.423|} = ]0.423|. E aplicando a operagao elementar L, <> Ly o sistema fica

0.423 —24.72 —20.49
0.004  15.73 15.77

Aplicando Ly < Ly + cL; com ¢ = —0.9456 x 1072 ficamos com o sistema triangular

abaixo e temos a solugao exata.

0.423 —24.72
0 15.9637

—20.49
15.9637

Desse modo o algoritmo fica:
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1
2
3
4

© 0 N o Ot

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22

23

Algoritmo 2.2
Dados A, b
Para k=1:(n-1) faca
v = |ap|
Para j=k:n faca
Se |ajk| > v entéo
v = |ajg]
P=7J
Fim
Fim
L <> L,
Para i=(k+1):n faca
m = ai,/ark
b(i) = b(i) — mb(k)
Para j=(k+1):n faca
Qij = Q5 — MA;
Fim
Fim
Fim
z(n) = apnt1/ann
Para i=(n-1):1 faca
n
2(i) = | Gins1 — Y aiz()) | Jai
j=i+1

Fim

2.4 Fatoracao LU

sistema Ax = b é através da decomposicao da matriz A.

Seja a matriz A quadrada de dimensao n. Uma outra possibilidade de resolver o

Decompomos A em uma matriz triangular superior U, e em uma matriz triangular

inferior L, de tal modo que A = LU. Esta fatoracao é chamada de fatoracao LU de A. A

Figura 1 ilustra um exemplo da decomposicao LU de uma matriz A, onde os pontos sao

elementos nao nulos.
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Figura 1 — Fatoragao LU

Desse modo, resolver o sistema Ax = b é equivalente a resolver o sistema LUx = b em
duas etapas. Primeiro definimos Ux =y e resolvemos Ly = b.
Encontrado o vetor solucao y, resolvemos Ux = y. Para resolver estes dois sistemas

basta realizar substituicao pois se trata de sistemas triangulares.

Definicao 2.9. A matriz A € R"*" esta na forma escalonada reduzida se satisfizer os
trés itens:

a) Os pivos tem valor 1.

b) Considere uma linha ¢ qualquer que nao tem todos os elementos nulos. Entao o
numero de zeros que precede o primeiro elemento nao nulo na linha ¢ + 1 é maior que na
linha ¢

¢) Se existe alguma linha somente com zeros, ela esta abaixo de qualquer outra linha
que contenha elementos nao nulos.

]

Exemplo 2.10. Exemplo de forma escalonada reduzida:

o O =
o O ot
S =N

Chegamos neste formato realizando operagoes elementares como na eliminagao Gaussiana.

Uma outra forma de enxergar as operagoes elementares é através das matrizes elementares.

Definicao 2.11. Uma matriz £ € R™*" é elementar se pode ser obtida apos a realizacao

de alguma das trés operacoes elementares em uma matriz identidade. O
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Exemplo 2.12. A matriz abaixo é elementar pois foi obtida da matriz identidade pela

operacao Lo <— Lo + 2L3.

o O =
o = O
N O

O interessante é notar que realizar a operacao elementar Lo < Lo+2L3 em uma matriz A é
equivalente a multiplicar a matriz E a esquerda de A, isto é EFA. Com estas consideracoes
temos o Lema a seguir, cuja prova pode ser encontrada em [2], e na sequéncia o

Teorema [2.14] que garante a existéncia dos fatores L e U da matriz A.

Lema 2.13. Seja E € R™"™ uma matriz elementar qualquer e Ly, Ly € R™™"™ triangulares
inferiores quaisquer. Entdo a matriz E € inversivel, a multiplicagdo LiLs € triangular

inferior, e a LT ¢ triangular inferior. O

Teorema 2.14. Seja a matriz A € R™". Se através de operagoes elementares consegui-

mos A na forma escalonada reduzida sem realizar troca de linhas, entdo existe L € R™ "
eU € R™" tal que A = LU.

Dem. Note que pela eliminacao Gaussiana vista anteriormente chegamos no sistema
triangular superior (2.1). Ou seja, existem matrizes elementares Fy, Es, ..., Fy de modo
que EyEy_y...EyA = U. Pelo Lema [2.13] existe a inversa de matrizes elementares, logo

obtemos

A=E'EyNEU.

Ou ainda L = EflEgl...Egl e U = FEyEy_1...E1A. Vamos ver que L é triangular
inferior e U é triangular superior. Note que se aplicar a eliminacao Gaussiana em A,
sem realizar troca de linhas, chegamos no sistema e continuando o processo através
da operagao elementar L; <— cL; para obter pivos unitarios, temos que U ¢ triangular
superior.

Por 1ltimo, como as operagoes elementares realizadas sdo do tipo b) ou c¢), (ver
Definigao 1.4), ao aplicar o item ¢) a mudanga é sempre abaixo da diagonal; logo te-
mos que Fy, ..., By sdo triangulares inferiores. Assim a inversa também sera, pelo Lema
[2.13] Agora, multiplicagdo de matrizes triangulares inferiores ainda é triangular inferior,
através do Lema [2.13] Portanto, L é triangular inferior. O

Exemplo 2.15. Vamos calcular a decomposicao LU da matriz

2 =2 =2
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Aplicando L3 < L3 + (1/2)L; e armazenando as constantes sempre que realizarmos a

operagao elementar b) ou ¢) conforme o Teorema acima, temos l3; = 1/2 e

2 =2 =2
0 -2 2
0 4 1

Fazendo L3 < L3 + (2) Ly temos I3y = 2 com

2 -2 =2
U=10 -2 2
0 O 5)
E a L fica:
1 0 O 1 0 O
—l31 —l3g 1 -1/2 =2 1

Note que ocorre a troca do sinal pois L é a multiplicacao de inversas de matrizes elemen-
tares. A fatoracao LU de uma matriz A quadrada tem um custo computacional de 2n?

operagoes ([4], pg.40). Segue abaixo o algoritmo:

1 Algoritmo 2.3

2 Dados A, L=1, (identidade de ordem n).

3 Para j=2:n faca

4 w1 = aij/lin

5 ljl = Cljl/ull

6 Fim

7 Para i=2:(n-1) faca

8 Para j=(i+l):n faca
i—1

9 Ujj = (aij - Zlikukj>
k=1

i—1

10 lji = (1/’u“‘) <(lji — leku;“)
k=1

11 Fim

12 Fim
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3 Meétodos Estacionarios

Os métodos iterativos sao caracterizados por resolver o sistema Ax = b através de
iteragoes que se aproximam da solucao original a cada iteracao feita, a partir de um ponto
inicial. Isto é, o método gera uma sequéncia de niimeros reais que pode ou nao convergir
dependendo da matriz do sistema.

Neste capitulo falaremos sobre Jacobi, Gauss-Seidel e SOR, além de mostrarmos alguns

resultados sobre a convergéncia.

3.1 Método de Jacobi e Gauss-Seidel

Seja A € R™" em que cada elemento da diagonal seja nao-nulo, isto é, a; # 0,Vi €

{1,2,..,n}. Considere o sistema linear Ax = b, com x,b € R", na forma explicita:

a1 + a9+ ...+ ATy = b1
A91X1 + Q222+ ... + Q2nTy = bQ
Ap1T1 + ApaTot ... + AppTyp = b'rL

Podemos reescrever cada linha isolando x; do coeficiente a;;, no lado esquerdo da igualdade,

T = <b1 — (Z a1j$j>> /a1

n

To = | by — Ea2jxj /Cl22
Jj=1
J#2

oo ()

Suponha agora que queiramos resolver o sistema Ax = b e ao invés de encontrar

ou seja,

(3.1)

a solucao por algum método direto, nos aproximamos da solucao através da equacao
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3.1). Considere um vetor inicial que chamaremos de x© = [{” 2" .. 21T ¢ aplique
1%
a equacdo ([3.1)) com o vetor inicial x(*) e b = [by, by, ..., b,]".
Como resultado, teremos o vetor x(V) = [ §”, xél), e ;n&”]T. Fazendo novamente o pro-

cesso temos x(?) = [a:§2), xég), s x%Q)]T

. O ponto central é que se continuarmos repetindo
este método, obtemos sequéncias de vetores de modo que {mgl)} — I, {xg)} — g, ...,
{azgf)} — x,, isto é, pode convergir para a solucao do sistema x.

Decomponha a matriz A nas matrizes L,D e U de modo que A = L + D + U. Neste

caso,
-O O- -au 0 0- -O a1 ... aln-
: 0
L=|"™ D= U=| (3.2)
0 : An—1n
apl ... Qpp—1 O 0 ... 0 apn 0o ... ... 0

Definicao 3.1. Um método iterativo é estacionario se pode ser escrito na forma
x*+HD) = x4 e,
Onde ¢ € R" e M é a matriz das iteracgoes escrita em fungao de L,D ou U. [

Um método iterativo estacionario mais simples é o Método de Jacobi. Neste caso
M=-DYL+U) e c=D"'b.

Isto 6, Dx*+Y) = —(L 4+ U)x™ + b. A seguir apresentamos o pseudo-cédigo ([4], pg.59):

Algoritmo 3.1
Dados A,b,x“», tol (aproximacgdo da solucgéo)
k = 0;

(k)

Enquanto ||Az;” —b|| > tol faca

Tt W N =

Para i=1:n faca

6 xz(.kﬂ) = (1/ay) | b; — Z aijmg-k) /@nn
J=1.j#i

7 k=k+1
8 Fim
9 Fim

Ja no método de Gauss-Seidel aplicamos a equagao (3.1) mas com a diferenga de que

utilizamos as componentes recém calculadas e nao todo o vetor calculado na iteracao
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[() (0) (m].

anterior. Por exemplo, com n = 3, iniciamos com a aproximacao x(0) = Ty, %y, X3

Para a primeira iteracao temos

= (b1 — (Mﬂg '+ a13:£3 ))/all
= (b — (ama{” + a23953 ) /a2
= (bs — (az2}” + ana})) fass
Note que para calcularmos xél) ja utilizamos a aproximagcao mais recente disponivel que
é $1 . Ao contrario do método de Jacobi que utiliza todas as componentes de x(©.
Assim, no método Gauss-Seidel M = —(L+ D) 'Uec=(L+ D) 'b

Ax=b& (L+D+U)x=b
& (L+D)x=-Ux+b
o x* Y = (L + D) 'ux™ + (L + D)"'b

Segue abaixo o algoritmo [4]:

Algoritmo 3.2

Dados A,b,x“», tol (aproximagao da solugao)
k = 0;

(k) _ b|| > tol faca

Para i=1:n faca

n
6 x£k+1 (1/az) (b _Za” (k+1) _ Z aija:;k))

Enquanto ||Ax;

[ N

j=i+1
7 Fim
8 k=k+1
9 Fim

3.2 Método SOR

Antes de falarmos sobre o método SOR vamos ver algumas defini¢oes e resultados.

Comecaremos por autovalores com o intuito de definir raio espectral.

Definigao 3.2. Seja a matriz A € R™" . Os autovalores da matriz A sao as raizes do

polinémio p(A) = det(A — \I,,), chamado polindémio caracteristico da matriz A. O
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Definigao 3.3. O vetor nao nulo x que satisfaz (A — I,A\)x = 0 é chamado de autovetor

de A associado ao autovalor A, onde I,, é a matriz identidade de ordem n. O

Definigao 3.4. O raio espectral da matriz A é dado por p(A) = maz|\| onde A sdo os

autovalores de A. O

Exemplo 3.5. Seja

s

I
o O =
= N O
= W O

O polinomio caracteristico é p(A) = det(A — I3A) = (2 — A)(1 — A)(1 — A), com

autovalores Ay = 2, Ay = A3 = 1. Para encontrar os autovetores, resolvemos

E encontramos x; = [0,1,1]7 | xo = [0,0,1]7 e x5 = [1,0,0]7. Observe que a solucao do

sistema nao é tnica. E ainda temos que p(A) = maz{|2|, |1|} = 2.

Definiremos agora o que é uma matriz convergente com o proposito de mostrar a
relagao entre os autovalores da matriz de iteragao M e a sequéncia gerada pelo método

iterativo x**1 = Mx® 4 ¢ convergir.

Definigao 3.6. Dizemos que a matriz A € R"*™ é convergente se klim A =0. O
— 00

Exemplo 3.7. Temos

A:[1/2 0], Ak:[(l/z)k 0 ]
0 1/2 0 (1/2)F

Logo, como klim (1/2)" = 0, segue que A é convergente.
—00

Utilizaremos o seguinte resultado cuja prova pode ser encontrada em [§] e que nos garante

o seguinte:
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Teorema 3.8. Dada a matriz A, temos as sequintes equivaléncias: p(A) < 1 < klim Arg =
— 00

0 para qualquer x € R" < A € convergente. O

Proposicao 3.9. Seja M € R™™™ tal que p(M) < 1. Entdo:
a) (I, — M)™" emiste;

) (I — M) =1, + M+ M+ ..=) M
k=0

Dem. Vamos ver o item a). Seja A autovalor associado a x com relagdo a matriz M.
Entdo Mx = Ax. Ou, —Mx = - x < x—Mx=x—- x < ([,— M)x = (1—\)x. Logo,
A ser autovalor de M é equivalente a (1 — A) ser autovalor de (7, — M).

Por hipétese p(M) < 1, ou seja |\| < p(M) < 1. Isto significa que A = 1 ndo pode ser
autovalor de M. Equivalentemente, 0 nao pode ser autovalor de I,, — M. Portanto, existe
(I, — M)~ 1.

Vamos ver agora o item b). Considere a soma finita S, = I, + M + ... + M™. Logo
(I,—M)S,, = (L,—M)(I,+M+..+M™) = (I,+M+..+ M™)—(M+M?+...+ M™) =
I, — M™% Observe que pela hipdtese temos p(M) < 1. Segue do Teorema [3.8 que

lim (1, = M)Sy = lim (I, — M™) =1,

m—o0

Por fim, (I, — M)~ [ lim (I, — M)S,, = In] & (Li-M)" = lim 5, =Y M" O
m=0

m— 00 m—00

Teorema 3.10. Seja 9 € R" qualquer. Considere a sequéncia {@"}ren gerada por
't = MaF +c. A sequéncia {xF}ren converge para uma tinica solucio x, se e somente
se, p(M) < 1.

Dem. Suponha p(M) < 1. Entao para a iteragao (k — 1) temos

xF = Mx* 1 4+ ¢
= M(Mx*2 4 ¢)+c
= M*"2 + (M + I,))c
= M*(Mx*3 +¢)+ (M + I,)c
= M3 + M?c+ (M + I,)c
= M3 4+ (M? + M + I,)c

= M*" + (M* 4+ 1)e.
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Como M é convergente, pelo Teorema [3.8], temos lim M*x° = 0. Pela Proposicao

k—o0
> s -
k=0

0+ (I, — M) 'c. Isto é, {x*}rcn converge para (I, — M) 'c = x. E a solugdo é tinica

temos que lim x* = lim M*x° + lim (M*' + ... + I,)c = lim M*x° +
k—o0 k—o0 k—o0 k—o00

pela unicidade da convergéncia da sequéncia.

¥ = x, ou seja, x = Mx+c. Vamos mostrar que lim M"z =

Suponha agora que lim x
k—o00 n—00

0 para qualquer z em R™. Seja z = x — x(@  isto é, x(¥) = x — z. Entéo

X —x" = Mx+c— (Mx"'+¢)
= M(x —xF1
= M(x — Mx*% —¢)
= Mx — M*x*% — Mc
= M(x —c) — M*x*2
= M(Mx) — M*x*2

= M?*(x — x"7?)
= M*(x — x")
= Mz
Segue que, klim Mz = klim (x — x*) = 0. Portanto pelo Teorema [3.8] segue que
—00 —00
p(M) < 1. O

Definicao 3.11. A matriz A € R™*"™ é definida positiva se para qualquer
x € R"\{0} temos que x’ Ax > 0 e semi-definida positiva se x” Ax > 0, V x € R"\{0}.

No caso em que A € C™", troca-se x! por x =x7. n

Agora, vamos ver que dado o sistema Ax = b, com A € R™™" simétrica e definida

positiva, o método de Gauss-Seidel converge para qualquer ponto inicial dado.

Teorema 3.12. (Teorema de Householder-John) Sejam as matrizes A e B reais. Se
A e A— B — BT forem simétricas e definida positiva, respectivamente, entdo a matriz

H = —(A — B)™'B tem raio espectral menor que 1.

Dem. Considere A associado ao autovetor nao nulo w de H. Ou seja, Hw = Aw. Note

que existe a possibilidade de w e A serem complexos. De H temos,
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H=—(A-B)'B
(A—B)H = -B
(A— B)Hw = —Bw
(A— B)\w = —Bw
AW — ABw = —Bw
Bw(—1+\) = \Aw

Note que se A = 1 entao temos Aw = 0. Ou seja, A é singular, isto é, nao admite
inversa. Contradi¢ao, pois A é definida positiva e isto implica que todos os autovalores

sao maiores que zero. Logo, A # 1 e

Escreva w = u + 1v, onde u e v sao vetores cuja componentes sao reais. Entao

wi Aw = (u + iV)TA(u +iv)
= (" —ivA(u +iv)
=u’Au +iu’ Av — ivi Au + v Av

=ulAu+ vl Av
Como A é definida positiva, W! Aw > 0 e por hipétese W (A — B — BT)w > 0. Logo,

0<w (A—B-Bhw

=W/ Aw — wW! Bw — w! BTw

=W Aw — A Wl Aw — A —w! Aw
—14+ A — A
= (1 — A A _) w!l Aw
“T+A  —11
1=\ _ 4
A
[~

Como A # 1, segue que o denominador é maior que zero. E como W. Aw > 0 segue
que 1 — [A\|? > 0. Portanto |A| < 1e p(H) < 1. O
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Corolario 3.13. Se A € simétrica definida positiva entdo o método de Gauss-Seidel con-

verge para a solug¢ao do sistema dado qualquer ponto inicial.

Dem. Seja A simétrica definida positiva por hipotese. Defina B como sendo a matriz
que recebe os elementos acima da diagonal de A. Entao A — B — B” = D, onde D é a
diagonal de A.

Como A é definida positiva, seus elementos da diagonal sao positivos. Logo, ne-
nhum autovalor de D ¢é negativo. Portanto D é simétrica definida positiva. E, aplicando

Teorema 3.12 temos que a matriz de iteracao satisfaz p(—(L + D)~'U) < 1. O

Apesar da caracterizacao de convergencia, o método de Gauss-Seidel ainda pode con-
vergir lentamente para a solucao. Isto ocorre quando a matriz de iteragao tem o raio
espectral préximo de 1 [7].

Um exemplo é o seguinte, ([15],pgl158). Seja o sistema Ax = b, onde A tem dimensao

50 x 50 e é da seguinte forma:

(2001 1

1
1 2.001

Definindo b = [1,..,1]7 de tamanho 50 x 1, temos que o raio espectral da matriz de
iteracao de Gauss-Seidel é 0.9952 ~ 1. Exigindo uma aproximacao da solucao exata de
107% o método de Gauss-Seidel converge em 757 iteracoes. Se modificarmos a diagonal
para 3, o raio espectral fica 0.4428 e o método converge com 14 iteragoes.

O método SOR tenta corrigir esta desvantagem. Seja w € R e realizando modificagao

no Algoritmo 3.2 na linha 6, o método SOR é dado por:

S Z (1t /( z z)

j=i+1

E a sua forma geral ¢ x**) = (D —wL)"'[(1 —w)D +wU]x® +w(D —wL) 'b. Segue
um resultado sobre a convergéncia do método SOR, que nos garante para quais w € R o

método converge.

Lema 3.14. Sejam L,D e U como em (3.2). Entao vale det(D™') = det(D — wL)™*
det((1 — w)I, + wD™'U) = det((1 — w)I,) com w € R.
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Dem. Note que D — wL é da forma

di1 O 0
21

: 0
Qp1 ... Qnp—1 dnn

1
Logo det(D — wL) = dy;...dy, e det[(D — wL)™'] = (det(D — wL))™ = T =
11---Unn
det(D™'). Agora, note que wD'U ¢ da forma
-O X x|
0 0
Portanto det((1 — w)I, + wD7U) = det((1 — w)I,) O

Teorema 3.15. Dado o sistema Ax = b com A € R™" se a;; # 0 para i = 1,....n,
entao p(Msor) = p((D — wL)™ (1 —w)D + wU]) > |w — 1].

Dem. Note que det(Mgor) = H A; , onde \; sao os autovalores de Mgpr. Segue que
i=1

det(Msor) = det((D — wL) (1 — w)D + wU])
=det((D —wL) Mdet((1 — w)D + wU)

= det(D )det((1 — w)D + wlU)

=det((1 —w)I, + wD™'U)

=det((1 — w)I,)

— (-

Agora, H)‘i = (1 —w)". Porém, note que \; < maz{|N\;],7 = 1,..,n} = |\|. Logo
i=1

TT X < IMl™ Ouseja (1 —w)™ < [\e]" & [1 = w| < p(Msor). O

i=1
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Corolario 3.16. O método SOR converge se, e somente se, 0 < w < 2.
Dem. Pelo Teorema 3.15, p(Mgsor) < 1. Logo jw — 1| <1< 0 <w < 2. O
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4 Métodos Nao-Estacionarios

Nesta parte vamos estabelecer algumas defini¢bes e consideragoes com o propésito
de falar sobre métodos baseados no gradiente. Veremos condicoes sobre a existéncia do
minimo local, assim como minimizar f : R" — R continuamente diferenciavel em R™.
Seja f : R" — R continuamente diferenciavel em R”, isto é, suas derivadas parciais de
primeira ordem sao continuas. O gradiente de f no ponto x = [xy, ..., x,|T € R", denotado
por V f(x), é dado por,

CJofx) of(x)  of(x)]"
| Oxy ) Oxy T Oz, '

Vf(x)

A seguir sao apresentadas algumas propriedades do gradiente. Seja ¢ € R e defina
o conjunto N, = {z € R" : f(x) = ¢}, chamado de conjunto das curvas de nivel de f.
Geometricamente se n = 2, N, pode ser interpretado como sendo a interseccao do plano
z = ¢ com o gréfico de f(x). Note que dado o ponto x¢ € N, o vetor V f(x) é ortogonal
ao vetor tangente a curva de nivel em x.

Com efeito, seja a curva v que pertence a N, e parametrizada pela funcao continu-
amente diferenciavel g : R — R™, onde ¢(ty) = Xo, e a derivada de g, que denotaremos
por Dg(t), satisfaga Dg(ty) # 0. Seja h(t) = f(g(t)) e entao h'(to) = D f(g(to))Dg(to).
Como v € N,, temos que f(g(t)) = ¢1. Logo h'(ty) = 0, ou seja, Df(g(ty))Dg(ty) =0 <
V f(x0)T Dg(ty) = 0, onde Dg(ty) é o vetor tangente em x.

Vamos ver um outro resultado que nos mostra que a dire¢ao em que o vetor V f(xg)

aponta é a de maior crescimento da funcao f, na vizinhanca de xq.

Teorema 4.1. Dada f : R" — R diferencidvel em x,, e um vetor unitdrio w qualquer, a

dire¢io de maior crescimento de f € na direcao de V f(xp).

Dem. Considere os vetores V f(xg) e u. Pela lei dos cossenos,

(Vf(xo),w) = ||V f(x0)]l[[ul|cos(6).
Onde 6 é o angulo formado entre os vetores V f(xg) e u. Segue que,

OIO) _ o) () = ¥ (g = (V) )

Note que a taxa de variagdo é maxima na diregao de u quando 6§ = 0. Logo Vf(xp) e u
Vf(xo) O
IV (x0)ll

sao colineares e como u é unitario, u =
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Para identificar um minimo local precisamos estudar o gradiente e o que chamamos
de Hessiana denotada por V2 f(x) € R"*". Utilizaremos para esse estudo o Teorema de

Taylor cuja demonstragao pode ser encontrada em [14].

Definicao 4.2. Seja f : R® — R e considere z* € R". O ponto x* é ponto de minimo
local se existir uma bola aberta com r > 0 centrada em x*, denotado por, B(r,x*), de
modo que f(x*) < f(x), Vx € B(r,x"). O

Teorema 4.3. (Teorema de Taylor) Seja f : R™ — R continuamente diferencidvel e

u € R". Entdo, temos que 3 o € (0,1) tal que:

a) f(z+u) = f(z) + Vf(z+aw)u

b) Supondo f duas vezes continuamente diferencidvel temos:
T |
fle+u) = fle)+ Vf(x) ut+ Ju Vef(x+ au)u.
O]

Teorema 4.4. Seja f : R® — R continuamente diferencidvel e €* um ponto de minimo
local de f em B(r,z*) C R". Entdo V f(x*) = 0.

Dem. Suponha que V f(x*) # 0, e considere a diregao u = —V f(x*). Observe que

Vi) u=-Vf(x)'Vfx)
= —(V/(x"), Vf(x))
= —|IVf(x")[]”

<0

Por hipétese Vf(x*) é continua em B(r,x*) C R". Logo existe 7" > 0 de modo que
Vf(x*+au)’u <0 com « € [0,T).

Pelo Teorema 4.3., segue que f(x* + tu) = f(x*) + tVf(x* + au)’u com 0 < a <
t <T. Ouseja, f(x*+tu) < f(x*),t € (0,7] C B(r,x*). Contradi¢ao, pois x* ¢ minimo
local em B(r,x*). O

Definigao 4.5. Dada f : R" — R, se x* satisfizer a condi¢ao V f(x*) = 0, dizemos que

x* é um ponto estacionario. ]
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Com o teorema acima temos que dado um ponto qualquer no dominio de f, se o gradiente
for diferente de zero entao ele nao pode ser minimo local.
Segue agora um resultado que nao basta verificar se o gradiente se anula no ponto

para garantir que este ponto seja minimo. Denotaremos por B a vizinhanca B(r, x*).

Teorema 4.6. Seja f: R*" — R duas vezes continuamente diferencidvel com x* minimo
local de f e V2 f(x) continua em B. Entao V f(x*) = 0 e V2 f(x*) € semi-definida positiva.

Dem. O resultado Vf(x*) = 0 segue direto do Teorema [4.4l Suponha agora que
V2 f(x*) nao seja semi-definida positiva. Pela Definigao [3.11], existe u # 0 de modo
que u?' V2 f(x*)u < 0.

Como V?f(x) é continua em B, existe T > 0 de modo que u’ V2 f(x* + tu)u < 0 com
0 <t <T. Pelo Teorema [4.3] em B, existe « € (0,7] e t € (0,) de modo que

f(x* 4+ au) = f(x*) + aVf(x)Tu+ aQ%uTVZf(X* + tu)u.

Segue, f(x* + au) < f(x*) em B. O que é uma contradicao. O

Com os dois resultados anteriores conseguimos caracterizar quando um ponto é um

minimizador local.

Teorema 4.7. Seja f : R" — R duas vezes continuamente diferencidvel de modo que
Vf(z*) =0 em B e V2f(x) continua em B com V?f(x*) definida positiva. Entdo o

ponto x* é minimo local em B.

Dem. Como V?f(x) é continua em B, V?f(x) ¢ definida positiva em B(%,x*). Isto é,
para qualquer v € B(5,x*) temos que vIV2f(x)v > 0.

Logo, considerando u € B(3,x") segue X* +u € B(5,x") e pelo Teorema [4.3] temos
f(x*+u) = f(x*)+ Vf(x*)Tu+ %uTV2f(x* + au)u com « € (0,1).

Como V f(x*) = 0, segue f(x*+u) = f(x*)+%uTV2f(x*+au)u. Porém, uT V2 f(x*+
au)u > 0 em B(5,x*) pois ||[x* —au—x*|| = alu|| < §. Portanto f(x*+u) > f(x*). O

Colocados estes resultados, podemos falar sobre o método do Gradiente com f quadratica
e convexa com a matriz representante de f simétrica definida positiva (SDP), isto é,
@ € R"™™™ é a matriz SDP,q € R" e c e R.

f(x) = %XTQX —q'x+ec (4.1)

Note que Vf(x) = @x — q, logo, resolver o sistema ()x = q é equivalente a minimizar

f(x), pois Vf(x) = 0 & @x = q. Desse modo, dado x() ponto inicial, considere
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a direcio —Vf(x*) e a sequéncia {x*} dada por x**) = x® 1 ¢, Vf(x®) com
o, € argmingsof(x* + aVf(x*)), onde argmin é o conjunto dos minimizadores da
funcdo ¢p(a) = f(x® 4+ aV f(x#)).

O parametro oy, € [0, +00) informa em cada itera¢do o maior decrescimento de f(x)
na direcao do V f(x®), e o calculamos da seguinte forma. Seja u € R” e defina ¢ (u) =
f(x® +au). Resolvendo ¢, (a) = 0 temos V f(x*) +au)’u = 0 & (Q(x*¥ +au)—q) u =
0 (VXM +aQu)fu=0«cq; = —%. Denominando de residuo a igualdade

Vf(x®) = Qx — q = r} e definindo u = r, temos o passo exato

riTy

I%Qrk '

ap — —

Desse modo, para cada iteragao escolhemos ay que nos fornece o maior decrescimento na

direcao do gradiente. O algoritmo do gradiente com a busca linear exata é dado por,

1 Algoritmo 4.1

2 Dados Q, ¢, 2@ e ¢

3 ro=Quz" —¢q

4 k=0

5 Enquanto |[|rg||>€ faca
’I’T’r'k

6 = frl{erk

7 D = ) oy,

8 k=k+1

9 e = QxF) — g

10 Fim

Seguem dois resultados sobre a sequéncia gerada pelo método do Gradiente com busca

linear exata.

Proposicao 4.8. Seja f : R® — R continuamente diferencidvel. A sequéncia gerada pelo
Algoritmo 4.1 satisfaz a propriedade de que &*+Y —x®) ¢ ortogonal a *+?) — £*+1) para

todo k € {0,1,2,...}.

Dem. Queremos mostrar que {(x*+1) —x®)) (x(:+2) _x(k+D)) = (. Como x*#+1) —x(k) =

i,V f(x®) e xk+2) — x(k+1) — o)V f(x*D). Segue que,
(4 ), () D)) = a0 (9 (x9), T4,

Logo vamos ver que (V f(x®*)), V f(x**1)) = 0. Seja a; minimizador de ¢;(a). Entdo
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[]

Proposicao 4.9. Seja f : R® — R continuamente diferencidvel. Se V f(x*)) # 0 entdo
f@*0) < f(2V).

Dem. Seja x 1) = x*) — o, Vf(x®). Considere ¢p(a) = f(x¥ — aVf(x*)) com
ar > 0 o minimo de ¢x(a) com a € [0, +00). Logo ¢r(ax) < ¢r(w), para qualquer o em
[0, +00).

Como dqi;(o) = —|VF (™), segue que %(0) < 0, logo, ¢x(0) ¢ decrescente em

a a
(0,t] com t > 0, ou seja, ¢x(0) > ¢p(a) para todo o € (0,t]. Portanto f(x*+1) =
Do) < Br(t) < ¢r(0) = f(x™). —~

A seguir veremos que quando temos a fungao (4.1)) e existe um minimo local podemos

afirmar que este ponto é um minimo global.

Definigcao 4.10. A funcao f: R” — R é convexa em R C R" se satisfaz a desigualdade,

flax+(1=a)y) <af(x)+(1—a)f(y) (4.2)

para quaisquer x,y € R e o € [0,1]. No caso em que temos a desigualdade estrita (<)

dizemos que f é estritamente convexa. O]

Proposicao 4.11. Sejam funcoes g(x) e h(x) de R™ em R estritamente convexa e con-

vezxa, respectivamente. Entdo g(x) + h(x) € estritamente conveza.

Dem. Note que g e h satisfazem (4.2)) por hipétese. Queremos mostrar que (g + h)(ax+
(1—a)y) <a(g+h)(x)+ (1 —a)(g+h)(y) em R. Segue que (g + h)(ax+ (1 —a)y) =
glox + (1 — a)y) + hlax + (1 = a)y) < ag(x) + (1 = a)g(y) + ah(x) + (1 — a)h(y) =
alg+h)(x)+ (1 —a)(g+ h)(x) como querfamos. O

Proposigao 4.12. Seja f(x) = ;2" Qe— ¢ z+c com Q SDP. Entao f(x) € estritamente

convexa em R™.

Dem. Note que g(x) = —q’x é convexa e o mesmo ocorre com h(x) = c¢. Como g(x) +

h(x) é convexa, basta verificar que s(x) = xT Qx é estritamente convexa, pois a soma de
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funcao convexa com estritamente convexa é estritamente convexa pela Proposicao |4.11

Vamos ver que as(x) + (1 — a)s(y) — s(ax + (1 — a)y) > 0. Desenvolvendo temos,

a(l —a)x'Qx +a(l —a)y"Qy — a(l — a)x"Qy — a(l —a)y'Qx >0

Como « € (0, 1) podemos dividir por m E obtemos x” Qx+yTQy —xTQy —yTQx >
0& (x—y)'Q(x—1y) > 0. Note que Q é SDP, logo (x —y)TQ(x —y) > 0. Portanto
f(x) é estritamente convexa. O

Teorema 4.13. Se f : R® — R € continuamente diferencidvel e estritamente convezxa

com ' um ponto estaciondrio qualquer, entdo € € minimo global de f em R™.

Dem. Suponha que x* nao seja minimo global, isto é, é um minimo local. Logo existe
z € R" com f(z) < f(x*) em R". Considere o vetor nao nulo u = z—x*. Note, utilizando

o fato de f ser estritamente convexa, que

_ 0f(x)
Ju
SO bl = X)) — ()
h—0 h
o M)+ (L= D)) = )
h—0 h
= f(z) = [(x7)
<0
Segue que V f(x*) # 0 e x* ndo é um ponto estaciondrio, o que é uma contradigao. n

4.1 Meétodo de Barzilai-Borwein

Antes de mostrar um exemplo, existe uma variacao do método do Gradiente, que é o
método de Barzilai-Borwein [3]. Defina s~V = x® — xt=1 ¢ Ar, = r;, —15_;. O

método calcula o passo «a; de modo que

, 1, o (s=NT Ary,
R = argmzna>0§||s(k I)Oé - Ark||2 = = W (43)
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1
e temos x#*tD = x®) + —y, Ou ainda,
677

(S(k—l))TArk

(Ark)TArk (44>

1
ap = argmina>0§||s(k_1) — Arpal|* = o) =

com x* 1) = x®) 4 q,r,. O algoritmo pode ser escrito da seguinte forma, quando k é
impar aplicamos o passo (4.3) e quando k é par aplicamos o passo (4.4]).

1 Algoritmo 4.2

2 Dados z(0, Q, q, ¢

3 rg= Qz(o) —q

4 k=0

5 Enquanto ||rg|| >e faca

6 Se k = 0 entéao

(ri)"ri

(r)TQry

8 Sendo, se k é impar
(S(kfl))Ts(kfl)

(sk=INT Ary,

7 ap = —

9 o =

10 Senao
(s*=NT Ay,

11 ap = 7(Ark)TArk

12 Fim

13 D =) 4oy
14 k=k+1

15 = Qx(k) —q

16 Fim

Exemplo 4.14. Vamos resolver dois sistemas Q;x = q, e Qox = q, com q; = Qu’ e
g, = Qu’ ondeu = [1,1,..,1]7 € R* ¢ com as matrizes Q; e Q2 de tamanho 200 x 200,
simétricas e ambas definidas positivas, com entradas entre (0,1). Aplicando Gradiente e
Gradiente-BB no sistema Q;x = q;, com a tolerancia de 1073 (uma aproximacao de 3
casas decimais da solugdo exata), precisaram de 4 iteragoes, ambos os métodos.

Ja& para o sistema Qox = q, com a mesma tolerancia, ocorreu a convergéncia em 435
iteragoes para o método do Gradiente e 31 iteragoes para o método Gradiente-BB. Grafi-
camente, definindo o eixo £ como o nimero de iteragoes e o eixo y na escala logaritmica

a ||ry||, temos o seguinte grafico.
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Figura 2 — Comparagao entre Gradiente e Gradiente-BB

Note que para o sistema ()1x = q; tanto o Gradiente como Gradiente-BB tiveram
um bom desempenho. Porém, ambos os métodos tiverem um aumento significativo de
iteragoes ao resolver o sistema (QoX = q,. A razao desse aumento tem relacao exclusi-
vamente sobre a matriz do sistema e pode ser explicado através do chamado nimero de

condicao da matriz.

Definicao 4.15. Seja () uma matriz simétrica definida positiva. O nimero de condigao

)\maa: ~
da matriz @ é definido por k(Q) = )\—((g)), onde Aoz (Q) € Apin(Q) sdo os autovalores
de maximo e minimo de @) respectivanrggnte. O

No Exemplo [4.14] temos que x(Q;) ~ 2 e x(Q2) ~ 3 x 107 e isso explica o aumento
no numero de iteragoes. Como () é simétrica definida positiva, as curvas de niveis da
quadratica tem o formato de elipses, quanto maior o niimero de condicao da matriz do
sistema, mais lenta é a convergéncia, pois as elipses serao alongadas, além de estarem
rotacionadas e transladadas com relacao aos eixos coordenados.

Esta caracteristica alongada esta associado ao fato que o autovalor \,,., indica a

distancia do eixo maior e \,,;, indica a distancia do eixo menor da elipse, conforme

ilustrado na Figura 3.
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Figura 3 — Elipse

Desse modo a convergéncia do método do Gradiente é na forma de “zigue-zague”.
Como a Figura 4, onde cl,c2,.. sdo as curvas de niveis de f(x) e x* é o minimo. Um
modo de melhorar a convergéncia nesse caso é utilizando o método do Gradiente com

direcoes conjugadas. O proximo capitulo é dedicado a este assunto.

cl

Figura 4 — Método do gradiente
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5 Gradiente Conjugado

Neste capitulo exporemos sobre o gradiente conjugado, estudando a convergéncia e um
modo de acelerar esta convergéncia através do que chamamos de pré-condicionamento,
além de resultados numéricos dos métodos estacionarios e nao-estacionarios.

Utilizaremos nos experimentos matrizes esparsas. Neste caso, as matrizes tém um
grande nimero de entradas nulas. As matrizes que faremos os testes sao do tipo simétrica
definida positiva e esparsa, retiradas de uma colecao de matrizes chamadas de The
SuiteSparse Matrix C’ollectionE] , provenientes de aplicacoes reais.

Os métodos serao aplicados em 20 matrizes de dimensoes que variam de 19 x 19 até
9604 x 9604, que vieram de problemas reais do tipo combinatéria, estrutural, grafos,
eletromagnetismo e de energia em um circuito.

Vamos iniciar definindo o que sao vetores conjugados, mostrar maneiras de construir

este conjunto e ver algumas propriedades.

Definigao 5.1. Seja ) simétrica e definida positiva. Os vetores nao nulos {vy, ..., v, 1},
v; € R", sao conjugados com relagao a matriz @ ou Q-conjugados se vI Qv; = 0 para
qualquer s,t € {0,1,2,...,n — 1} com s # t. ]

Exemplo 5.2. Vamos ver que os autovetores de ) sao ()-conjugados. Primeiro note
que dado os autovetores v; e v;, onde 7,5 € {1,...,n}, ¢ # j, com os autovalores \; e
Aj respectivamente, temos \iv;v; = viA\v; = v/ Qv; = viQv; = \viv, = \iviv; &

(Ai = Aj)vIv; = 0. Como os autovalores sao distintos segue que v! v; = 0.
Desse modo, v Qv; = v;\;v; = \;viv; = 0. Portanto o conjunto formado pelos

autovetores de () sao (Q-conjugados.

Exemplo 5.3. Outro modo de obter vetores (-conjugados é por meio do processo
de Gram-Schmidt. Dado um conjunto de vetores linearmente independentes em R”",
{up,uy,...,u,_1}, defina vo = ug e considere para cada vy com k € {0,....n — 2} o

seguinte:

k

T
_ w, Qv;
V41 = Ug41 — Tvz
im0 Vi@V

Os vetores {vyq, ..., v,,_1} sdo Q-conjugados.

L https://sparse.tamu.edu/. Acesso em: 30 nov. 2019.
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Proposicao 5.4. O conjunto de vetores nao nulos {vo, ..., v,—1} que sao Q-conjugados

sao linearmente independentes.

Dem. Suponha que o conjunto nao seja linearmente independente. Entao é possivel

escrever v; = ¢gVo+ ... +¢;_1Vi_ 1+ ¢i11Vit1 + ... + ¢n_1V,_1. Multiplicando por Qv; segue

T T T T T
Vi Qv = covo Qv+ ... + i1V QVi + i1V Qi+ o eV, QV.

Como no lado direito da igualdade estamos realizando multiplicacao de vetores Q-

conjugados, segue v Qv; = 0 = v; = 0. O que é contradigao. [

Observe que os dois exemplos anteriores sao maneiras de obter vetores Q-conjugados,
porém, existe um custo alto atrelado a esses dois procedimentos. Por hora, vamos supor
que conhecemos as dire¢oes conjugadas {vy, ..., v,_1} e ver alguns resultados.

Similar ao Algoritmo 4.1, consideramos a cada iteragao a direcao v ao invés do gra-

diente. Também conseguimos de modo explicito definir «, realizando os mesmos calculos,
T
(re)” Vi

(Vi) T Qv

isto é, minimizando ¢ (a) na dire¢ao de vy, neste caso oy = —

1 Algoritmo 5.1

Dados x(o)mo, ceey Un—1

[\

3 Para k=0,1,2,..,n-1 facga

4 ap = —7(rk)TUk
()T Quy,

5 e = 2(B) 1 qpop

6 Fim

O interessante é que conseguimos minimizar f(x) em, no maximo, n passos. Conforme

mostramos no proximo teorema.

Teorema 5.5. Dado um conjunto de vetores Q-conjugados {vy, ..., v,_1}, € possivel mi-

nimizar f(x) em, no mdzrimo, n iteragoes.

Dem. Seja x(©) um vetor inicial qualquer e x* solucdo de @x = q. Queremos mostrar
que a sequéncia {x®)} converge para x* em, no maximo, n iteracdes.
Como os vetores ()-conjugados formam uma base para R™ pela Proposicao [5.4] po-

demos escrever x* — x(0) = covo + ... + Cp_1Vp_1. Agora,
(Vi) Q(x" — X(O)) = (vi) " Qcovo + (Vi) " Qcrvi + .. 4+ (vi) Qe v,

para algum k € {0,..,n — 1}. Por defini¢do de vetores conjugados (v;)7Q(x* — x(@) =
(vi)"Q(x* —x©)
(Vi)' Qv

cx(vi)TQ(vy). Portanto ¢, =
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Primeiro observe que para qualquer iteracao j, pelo Algoritmo 5.1 linha 5, podemos
escrever x) = x(© + apvp + vy + ... + @1V, Veremos que ap = ¢ onde k €
{0,...,n — 1}. Pela observacdo inicial x*) — x(© = covy 4+ ... + cx_1vie_1 (1).

Utilizando a hipétese, (vi)TQ(x*) —x(©) = 0. Portanto

(vi)TQ(x* —x)  viq—viQx®Y  (vi)Tr;

(Vk>TQVk B (Vk)TQVk B (Vk)TQVk

como queriamos, pois multiplicando por v;@Q a equagao (1) e utilizando a defini¢ao de

Cp = = O,

vetores conjugados, chegamos em v} Qx®) — vIQx©®) =0 . O

Definicao 5.6. Considere o ponto xg e as direcoes conjugadas vy, ..., vi_1 em R", defina

o conjunto

£ ={x:x=x0+ span{vo, ..., vi_1}}.

O
O resultado seguinte nos garante mais duas propriedades com relacao a vetores -
conjugados. Seja a sequéncia de vetores {x*)} gerado pelo Algoritmo 5.1. Entdo, para
cada iteracdo k, x*) minimiza f(x) no conjunto £. Isto é, como os vetores {vy, ..., Vi_1}
sao linearmente independentes pela Proposicadb.4, a medida que k cresce, terd um
instante em que teremos uma base para R™ e o minimo x* de f(x) estard nesta expansao.
A outra propriedade é que riv; = 0 com i € {0,..,k — 1}, onde podemos escrever o
residuo da forma 1y = rp_; — p_1Qvi_1, pois x*t) = x*) 4 o, Qvy, assim, Qx*+D) =
Qx® +a;Qvy. Ouainda, Qx*+tY) —q = Qx® —q+ 0, Qvy. Isto é, ry = 11+ 1QVi_1.
Logo, o residuo na iteragao k é ortogonal a todos os vetores v; das iteracoes anteriores a
k.

Lema 5.7. O vetor T minimiza f(x) em £ se, e somente se, Vf(Z)Tv; = 0 com i €
{0,1,...,k—1}.

Dem. Suponha que X minimiza f(x) em £. Veremos que Vf(X)Tv; = 0. Considere a
fungao ¢(c) = f(xo + coVo+, ..., +Cx_1Vr_1), onde ¢ = [cg, c1, ..., cp_1]? € RE. Observe
que, por definicao f é estritamente convexa, logo ¢(c) é estritamente convexa. Segue
que existe um tinico ponto ¢* que minimiza ¢(c). Ou seja, fazendo c¢* = [c}, ci, ..., c;_,]*

bl

temos

Segue que 0 = Vo(xg + civot, ..., +¢;_vi_1) v = Vf(X)Tv;. Por outro lado, se

Vf(X)Tv; =0 entdo V f(X)" = 0 pois v; sdo nao nulos. Portanto, X minimiza f(x).
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]

Teorema 5.8. Seja 0 um vetor inicial qualquer e a sequéncia gerada pela linha 5 do
Algoritmo 5.1, isto €, sequéncia gerada pelas direcoes dos vetores conjugados. FEntao

(re)Tv; =0 com i € {0,1,....k — 1} e além disso ¥ minimiza f(x) no conjunto L.

Dem. Veremos que (ry)Tv; = 0 por indugao. Para k = 1 temos xM = xO 4+ ayvy.
Pelo Lema [5.7, x™") minimiza f na direcao de v, ou seja, rl vy = 0. Suponha que nossa
hipétese de indugao sejar? ,v; = 0comi € {0,1,....,k—2}. Comory, = r;_;+a;_1Qvi_1,

segue que

(kal)Trk = (ka1)TI‘k71 + Oékfl(kal)TQkal

(rkfl)Tkal (Vk—l)TQVk—l

T
= (V1) Tpoy + —F———
( g 1) ko (Vk—l)TQVk:—l

=0.

Agora, para i € {0,1,...,k — 2}, temos (v;) 'ty = (vi)Tre1 + ap_1(vi)TQvi_1 = 0 pela
hipétese de indugao e pelo motivo de que v; sdo vetores Q-conjugados. Portanto (ry)?v; =

0 para ¢ € {0,1,...,k — 1} como queriamos. ]

Note que o desenvolvimento realizado no Teorema|5.8 nao impomos nenhuma condicao
além de serem vetores conjugados. Também estavamos supondo que conhecemos os veto-
res (Q-conjugados.

Voltando ao problema de como obter as diregoes conjugadas, podemos considerar a
seguinte sequéncia de vetores {Vn}f;%), onde cada vetor é a combinacgao linear da diregao
contréria do gradiente, isto é, r, = Qx*) — q mais a direcdo do vetor anterior v;_;. Ou
seja, Vgi1 = —Tgy1 + Bri1Ve, onde G € R é obtido impondo o fato de que vi_1 e vi
sejam ()-conjugados.

Podemos pensar nesse [3;, como sendo o tamanho do passo de modo a obter o proximo
vetor conjugado da sequéncia. Conseguimos calculé-lo explicitamente, da seguinte forma.

Multiplicando vy, 1 = —Tjy1+ Brr1Ve por viQ, temos vi Qv = —vi Qr+ B 1vi Qv
T
(Vi)' Qriqa

(vi)TQvy,

mos saber apenas o vetor da iteracao anterior para construir o préoximo. Dessa maneira

Como vIQviy1 = 0, segue S = . Note que através dessa relagao, precisa-

temos o algoritmo:

1 Algoritmo 5.2

2 Dados 20, vg=—-ry, k=0
3 Equanto |rg|| #0
4 o = _ ) o

g (v) T Quy

5 e B0 = 2B 1 apop
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6 o1 = Qe — ¢

; Boes = (re+1)" Qug
(vr) T Quy,

8 V1 = —Thtt + Brr1Vk

9 k=k+1

10 Fim

Com o objetivo de mostrar que os vetores v;, construidos dessa maneira sao vetores Q-

conjugados, vamos precisar definir subespaco de Krylov.

Definigao 5.9. Sejam u € R", A € R"*" e k € N. O subespago de Krylov de dimensao

k com relacao a A e u é definido por K (u, k) = span{u, Au, ..., Aku}.

Considerando o subespaco de Krylov, u como sendo rg e A = @), o teorema a seguir mostra

que os residuos sao ortogonais e que span{ry,ry,ro, ...t} = span{ry, Qro, ..., QFry}.

Teorema 5.10. Caso o método do gradiente conjugado (Algoritmo 5.2) ndao encontre a
solucao em até k iteracoes, entao:
(i) (r) T =0 parai € {0,....k — 1}.

(17) span{ry, ri, e, ..., T} = K(r0o, k).
(1ii) span{wvy, vy, v, ..., v} = K (19, k).
(iv) ()'Qu; =0 parai € {1,...k —1}.

Ainda, a sequéncia gerada pelo Algoritmo 5.2 converge para a solugdo em, no mdximo, n

iteragoes.

Dem. Vamos mostrar (ii) e (i) por indugao sobre k. Para k = 0 temos span{ry} =

span{ry} e span{vo} = span{ry}. Suponha que seja verdade para k, isto é,

Span{r07 ry, .. rk} = Span{r07 QI‘(], S QkFO}a

span{vo,vi, ..., vi} = span{ry, Qry, ..., Q"ry}.

Vamos ver que span{rg,ry,...,rx11} C K(rg, k+1). Pela hip6tese de inducao ry, € K(ro, k)
e vy € K(rg, k). Logo Qv € span{Qry, ..., Q" ry}. Como rj, = 11 — ap_1QVi_1, ou
ainda 1,1 = r; — axQVy e segue que Ty € span{ry, ..., Q" ry}. Utilizando a hipStese
de indugao span{rg,ry,...,tx} = span{ry, Qro, ..., Q¥ry}, temos o resultado.

Por outro lado, pela hipétese de indugao span{vo, vi, ..., vi } = span{rg, Qry, ..., Q*ry},
(rj —rj41)
a;
para j € {0,..,k}. Segue que Q*"'ry € span{rg,ri,...,rp;1}. Pela hipétese de indugao,

span{rg, Ty, ..., } = span{ry, Qry, ..., Q*ro}. Portanto,

temos Q*'ry € span{Qvy, ..., Qvi}. Como ry 1 = 3 — . Qvy, temos Qv; =

span{ro, Qro, ..., Q" 'ro} C span{re,ry, ..., Tp}.
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Verificaremos o item (ii7). Pela linha 8 do Algoritmo 5.2 podemos escrever
span{vo, Vi, ..., Vii1} = span{vg, Vi, ..., Vg, Try1}. Pela hipdtese de indugao e pelo item

(i),

Span{V(), Vi, .y Vi, rk-f—l} =
span{ry, Qro, ..., rio, Thy1) =

Span{r07 iy T,y rk‘-i-l} = K(I‘()’ k+ 1)

(1v) Note que se multiplicarmos a linha 8 do Algoritmo 5.2 por Qv; pela esquerda,
onde i € {0,...,k} e substituir por .1 obtemos que (vi11)TQv; = 0 para k = i. No
caso © < k — 1 note que pela hipdtese de inducao os vetores v; sao conjugados e pelo

Teorema [5.8], (ry41)Tv; = 0 parai € {0,1,...,k}. Aplicando o item (iii), temos

Qv; € Qspan{vy,Vv,...,v;} = span{Qry, Q%ry, ..., Q”lro}

C Span{v()7 Vi, Vk}a

para i € {0,1,....k — 1}, onde Qspan{vg,v1,...,vi} = apQvo + ... + @;Qv;, com a; € R.
Segue que (rp;1)7Qv; = 0 e da hipdtese de indugao (viy1)7Qv; = 0 com i €

{0,1, .., k}. Com isso, mostramos que a construgao realizada no Algoritmo 5.2 nos forne-

cem v; que sao vetores Q-conjugado e, pelo Teorema [5.5] temos a convergéncia em, no

maximo, n iteracoes.

(i) Pelo Teorema [5.8], temos (r3)’v; = 0comi € {1,....k—1} ek € {1,...,n—1}. Pela

linha 8 do Algoritmo 5.2, segue que v; = —r; + ;v;_1. Desta forma, r; € span{v;, v, 1}.
Ou seja (r,)Tr; = (vp) T (=vi+ Bivii1) = —(vp) v+ Bi(vp) T vioy = O parai € {1,...,k—1},
como queriamos. O

Com estes resultados é possivel aperfeicoar o Algoritmo 5.2 no sentido computacional.
Utilizando o Teorema [5.8] ¢ a linha 8 do Algoritmo 5.2, onde temos vy, = —Tpyq +

Br+1VE, podemos recalcular oy da linha 4. Temos,

o — (ri)"™vie (@) (—re+ Bevie1)  —rire 4 Serivier  (rp)"r
P = — _

(Vk)TQVk B (Vk)TQVk B (Vk)TQVk B (Vk)TQVk'

Note que agora precisamos acessar o Vv, apenas uma vez para realizar o produto

interno (v, Qvg). Similarmente, conseguimos um aperfeicoamento em [y, utilizando
Teorema [5.10/ e Teorema [5.8. Note que r, = r,_; + aj_1Qvy,_1. Logo, para a iteracao

k41 temos ryyy = rp + apQvg. Ainda, rp — rp = Qv . Segue que,
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By = (rp1)" Qv _ a(rr1) Qv _ (rgp41)? (vhs1 — Tx) _ (rpe1) (vpy1) — (Trer) 'y
LT (v TQv a(ve)TQvy (Vi)' (g1 — 1) (Vi) (tgg1 — 18)

_ (rk+1>TI'k+1
(Vk)T(rk+1 - I‘k)

Como v} = —r} + Bxv;_,, segue

(I‘k+1)TI‘k+1 (I'k+1)T1'k+1

(=rF + vl )(repr — i) —vlirp +rive + Beviorn — Bvi e

Note que —rfri; = 0 e (ry)'v; = 0 com i € {0,1,...,k — 1}, pelo Teorema [5.8
(rk+1)T1'k+1

. Desse modo, temos a versao final do algoritmo gradiente
(re) ey

Portanto fri1 =

conjugado:

1 Algoritmo 5.3
Dados @, v =—1g e k=0
Equanto ||rg]| #0

w N

4 ap = 7(7’]@),117%
(vx) " Qur

5 g+ = z(k) 4 Vg

6 Te+1 = Tx + apQuy

- Brg1 = (re+1) 41

(re) T

8 Ukl = —Trt1 + Bry1Vk

9 k=k+1

10 Fim

5.1 Convergeéncia

Vamos ver que existe uma relacao entre os autovalores da matriz () do sistema ()x = q
e a velocidade de convergéncia do Algoritmo 5.3. Para este estudo, vamos definir uma

norma com relagao a matriz Q).

Definicao 5.11. Seja (Q € R™*" simétrica definida positiva. Dado x em R”, a norma de
x com relagao a @ é ||x||g = /xTQx. O

k—1)

Seja x*+t) = x*) 4 vy, Como x*) = x( 4+ Qp_1Vg_1, temos

x ) = xE=D oy v+ oy
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Reescrevendo dessa forma até X(O), temos que z* ) = xO) L agvo + ... + apvi. Aplicando

o Teorema [5.10(i77) ficamos com

x* ) = xO 4 norg + mQro + ... + mQFry
= x4+ (0 +mQ + ... + mQ")ro

onde 7; € R. Desse modo, para cada iteracdo (k + 1) consideramos o polinomio Pp(Q) =
noln + mQ + ... + nQ*, e podemos escrever x*+1 = x(O + B (Q)ry. Utilizaremos esta
igualdade nos desenvolvimentos seguintes, que nos auxiliard em dois resultados sobre a

convergencia.

Lema 5.12. Seja f(x) = 52" Qx— q"x+ ¢ e @ o minimizador de f(x). Entdo

Sl — I3 = f(2) — ().

Dem. Note que j|[x — x*[|3 = 3(x —x)TQ(x —x*) = ;(x'Q — (x")"Q)(x — x*) =
S(xTOx —xTQx" — (x)TQx + (x*)7Qx") = 3(x"Qx — x"q — (x)7Qx + (x*)7q) =
fx) = f(x7). O

Desse modo, pelo Lema [5.12] minimizar f(x) no dominio de f é equivalente a minimizar
sllx — x*[|3, pois f(x*) ¢ constante. Pelo Teorema 5.8, x*™) minimiza f(x) em £.
Logo, x*) = argmini|[x — x*|| em £. Pelo Teorema [5.10 (iii), temos que

£={x €R":x =x¢ + span{ry, Qry, ..., Q*r¢}}. Ou seja, P(Q) minimiza

1 * 1 Es N *
S — 2 =[x+ P(@pro — x| [

Assim, para xUFD existe Pj(Q) € P = {8y + f1Q + ... + 5;Q’ : B; € R} que minimiza
H1x© + Pi(Q)ry — x*[|3,. Note que como Q ¢é simétrica definida positiva, dado os auto-
valores 0 < Ay < ... < )\, e os autovetores correspondentes uy, ..., u,, os autovetores u; e
u; sdo ortogonais para i # j. Este fato é similar ao Exemplo [5.2]

Considerando u; unitério, podemos aplicar a decomposigao espectral da matriz @ [2],
e escrevemos (Q = UDUT ou ainda, Q = Aluluf + /\2u2ug 4+ .+ /\nunuf. O préximo

lema nos diz que se s é um autovetor de @), entao s também serd um autovetor de Py (Q).

Lema 5.13. Seja A autovalor de Q) com s autovetor correspondente. Entao s é autovetor
de Py(Q) com autovalor Py(\), isto é, Py(Q)s = Pi(\)s, com Py(Q) € P.
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Dem. Observe que como (s = Ms, segue

P(Q)s = (ol +mQ + m@Q® + ... + neQ")s
= nolns + Qs + Q% + ... + 7:Q"s
= 10S + M AS + 72 A%s + ... + mpAFs
= (10 + mA + X + ..+ Xb)s
= Py(N)s.

]

Os autovetores u; formam uma base para R"™, pois () é simétrica definida positiva, e

podemos escrever x(0) — x* = ciuy + ... + ¢y, ¢ € R.
Proposicao 5.14. Temos que ||#® — 2| = Aicf + ... + Aol

Dem. Observe que

K© — x| = (x© — %) QY — x*)
= (ciuy + ... + cau,) T Q(ciug + ... + cpuy,)
= (cpul + ...+ c,ul)Q(cruy + ... + couy,)
= ciu] Qu; + ... + 2ul Qu,

Utilizando o fato na tltima igualdade de que c;c;ul Qu; = 0 pois Qu; = \;u;, onde u; e

u; sao ortogonais.

aulQuy + ... + AulQu, = ful \ju; + ... + Aul \u,
= A\ci+ ...+ A\

Pois u; sao unitarios. O

O 1ltimo resultado auxiliar nos fornece uma maneira de calcular a norma |[[.||, de um

vetor qualquer em R™.

Lema 5.15. Dado y € R™ entdo HyHé = Z/\i(UiTy)Q-

i=1
Dem. Observe que ||y]|3 =y Qy = y' (Z ANN?) y= Z Ay uuly =
i=1 i=1

= Z Ai(ul'y)? como querfamos. O
i=1
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Note que 1y = Qx¥ — q = Qx© — Qx* = Q(x(© — x*). Entdo,

+

n
Como x© — x* = E c;u,, segue
=1

(I + PH@Q)X =x7) = (I + PUQ)Q)(Y_ eiw)

n

= Z(Inciui + Csz(Q)Qul)
=1

o Z(Inciui + ¢ Py(Q) M)

=1
= Z(]nciui + ¢ Pe(N) i)
i=1

= (14 XP(\))eus.
=1

Portanto x*t1) — x* = Z(l + X\iPe(N\y))ciu;. Pelo Lema [5.15]

=1

D =l = 3 di(d (L AP () )
i=1

= Z )\i(uiTciui + AZE(Az)cZulTul)Q

i=1

= Xile + AiPu(M)er)

i=1

=3 N1+ A P())e)?

=1

= 3 ML+ AR ()

Como Py(\) minimiza |[x*™) —x*||2 temos que

(k+1) %2 _ : ) ) N2/ ,.\2
) =y = i 3 A1+ APN) )
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Com P = {fy+ 12 + ... + Bpx® : B; € R}. Considerando o
max{(1 + A Pe(A\1))%, oy (1 4+ M Pe(A))?) = L.

Segue que

min Y A(1+ X\ Pe(N))*(e;)? < min )\Lc < minL Y M.
PyeP ] PkEP P,eP P

Pelo Lema [5.14]

n

minL Y N\ = mmLHx(O) x*[[3-
PpepP i1 Pre

Portanto

(k+1) *[12
4 3 < min o {1+ A PeO))PH — x| (5.1

Note que T'(A\) = 1 + AP,(A) é um polinémio de grau k + 1 onde T'(0) = 1, isto é, os
polinomios que resolvem (5.1)) quando aplicados em zero, resultam em um. O préximo
resultado nos diz que é possivel o Algoritmo 5.3 convergir para a solu¢ao x* em r iteragoes

onde r < n, com ) € R™" .

Teorema 5.16. Seja a matriz QQ € R™"™, simétrica definida positiva com os autovalores
distintos 0 < A\ < Ay < ... < A\.. Entao o Algoritmo 5.3 converge, no mdximo, em r
iteragoes.

Dem. Considere o polinémio K, (\) = %(A A1) (A= Ag)...(A = A,). Observe que
2

K,(A\j) =0com j € {1,....,n}, pois \; € {)\1, ooy Ar}. Temos também que K,.(0) = 1, pois

(=1)" (—1)(2T))\1)\2...)\r
K. (0)= ———(—X\)(=X2)...(—\,) = =1.
O =S, M) =) Mg A,
Seja V,.(A\) = K,.(\) — 1. Note que V é um polinomio de grau r com raiz 0, pois
V.(0) = K, (0) — 1 = 0. Defina S,_1(\) = (;/{)\())) Como estamos dividindo V;.(\) por

uma raiz, S,_1(A) tem grau r — 1.
Desse modo, pela desigualdade (5.1), temos com P = {By+S1x+...+8,_ 12" ' : 5; € R}

que

[1x" —x'[[g < min max {(1+ P2 (X))’ HIx® = <13

_1€P 1<in

< max{(1+>\5r 1(A)) 7 H X X*HQQ
_ . ) _ x*||2
= max (K, (0))°[[x = x"[[g

=0

Portanto x(") = x* como querfamos. O
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Vamos mostrar um lema que serd utilizado em outro teorema, que nos fornece uma

outra caracterizacao da convergéncia do Algoritmo 5.3.

Lema 5.17. Seja p(x) um polinémio de grau s. Entao o polinomio p'(x) tem suas s — 1

raizes entre as raizes de p(x).

Dem. Seja x; umaraiz de p'(x), onde i € {1,...,s—1} ey, araizde p(z) com k € {1,...,s}.
Pelo Teorema do Valor Médio [12], existe ¢ € (yx, yx+1) de modo que p(yx+1) — p(yx) =

P (¢)(Yr+1 — yx) < P'(c) = 0. Logo ¢ = x; para algum ¢ e z; estd entre as raizes de p(z).
[

Teorema 5.18. Sejam 0 < A1 < Ay < ... < N\, 0s autovalores da matriz () de modo que
para m € {1,...n — 1} os n —m autovalores pertencam ao intervalo [a,b], com a > 0 e

os m autovalores restantes sejam maiores do que b. Entao

2
(m+1) *2< )‘nm_)\ x| 12 5.9
et = a iy < () e -l (5:2)

Dem. Considere a desigualdade (5.1)). Defina o polinémio ¢(A) = 1 + AP,,()\), onde

b
P, € P={f+ fix+ ... + Bpax™ : 5; € R}, de modo que @t
A—mi1 < ... < A, sejam raizes de ¢(A). Desse modo, para P,(\) com \; € [a, b], temos,

e os m autovalores

(m+1) _ x*||5 < min max {(1+ X\ P (X D)2 x @ — x*[[3-

||X PpreP 1<i<n
7

Note que g(A) tem grau m+ 1, como ¢'(\) ird ter grau m, pelo Lema suas raizes
estao entre as raizes de ¢(\). Pelo mesmo motivo, ¢”(\) com grau m — 1, tem suas raizes
entre as raizes de ¢/(\).

Por construgdo ¢(A) nao tem raiz no intervalo (—oo, %) logo ¢"(\) ndo muda de

sinal neste intervalo. Como ¢”(A\) > 0, pois se ¢"(\) < 0 em (—oc, %) entdo ¢'(\)

é decrescente em (—oo, %?), logo ¢'(A) > 0 em (—oo, ;rb) Logo q(A) é crescente em
(—o0, %£2). Contradicao. Segue que ¢()) é convexa em (—oo, “52) e em particular [0, 2],
isto é

b b

q(tO—l—(l—t)%) <tq(0)+ (1 —t)q (a;r ) , te]|0,1]
b
q((l—t)cH_ ) <t
2
Fazendo A = (1 —t)%® obtemos t = 1 — +b Desse modo, g(A) <1— ﬁ em [0, 42

Note que g(\) > 1 — QT)\b em [‘”b b], pois g(A) esta abaixo da reta 1 — “T*b em [0, “TH’]
onde % ¢ raiz de ¢(\). Como g()) ndo tem raiz no intervalo (—oo, %t?) e existem m
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autovalores restantes que sao raizes de ¢(\) maiores que b, segue que g(\) é crescente em

[4£2 ], logo maior que 1 — 5_4:\17 Seque que, |14+ AP,(\)] < |1 — a2—j‘b| em [a,b]. Ou seja,

|[x (D) — X*HE2 < min max {(1 4+ X\ Pn(\))?}[x@ — X*Hzg

PP 1<i<n
2N 200 (12

§|1_a—+b‘ @ — x5, A € [a,b]
2a 9 (0 12

<= 2P e

< (222 o -
“\a+b Q

Com a = A e b= \,_p,, temos (5.2)).

]
O Teorema [5.18 nos da uma informacao importante e a0 mesmo tempo interessante.

Primeiro note que,

An— An—
()\n_k—)q) . )‘1(>\_1k_1) o A_lk_l
Ak + M A (k4 1) Ak g
)\n—k )\n—k
~ 1. Isto ¢, ——
N sto é, N
~ x*. Ou ainda, podemos dizer que a proximidade dos autovalores com

Desse modo, se A,_; estd proximo de Aq, entao —1~0. E

portanto x(*+1)

relacao a A\; é levado em consideracao na convergéencia do Algoritmo 5.5.
Quanto maior é a acumulacao entorno de A\; dos autovalores A, A3, ..., A,, maior ¢é a
velocidade de convergéncia. Pode ocorrer também que tenhamos autovalores acumulados

mas que nao estao proximos de A;. Porém ainda assim, o algoritmo converge rapido.

Figura 5 — Distribuicao dos Autovalores

Exemplo 5.19. Vamos aplicar o Algoritmo 5.3 em duas matrizes em que os autovalores
estao agrupados ou acumulados e verificar se a desigualdade ([5.2)) corrobora com a pratica.

Em cada matriz simétrica definida positiva, agrupamos os autovalores em trés inter-
13
272

com % na Tabela 1 e Tabela 2.

As tabelas mostram a quantidade de autovalores (ordem da matriz @), o nimero de

valos, ( ), (19,21) e (29, 31), onde variamos a quantidade em cada um deles, indicado

iteracoes necessdrias para uma aproximacao da ordem de 107° da solucdo exata, isto é

||rk]| < 1075, e a % de autovalores distribuidos em cada intervalo, com o menor autovalor
13
M€ (33):
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n 20 20 20 20 | 20 | 20
G g) 45% (9) | 80% (16) | 20% (4) | 100% | 0% | 0%
(19,21) 0% 0% | 40% (8) | 0% |100% | 0%
(29,31) | 55% (11) | 20% (4) | 40% (8) | 0% | 0% | 100%

Iteragoes 14 11 13 8 3 3

Tabela 1 — Iteragoes realizadas para cada matriz de ordem 20 e a % dos autovalores em

cada intervalo

n 2500 2500 2500 2500 | 2500 | 2500
13
(5, 5) 45% (1125) | 96% (2400) | 20% (500) | 100% | 0% 0%
(19,21) 0% 0% 40% (1000) | 0% | 100% | 0%
(29,31) | 55% (1375) | 4% (100) | 40% (1000) | 0% 0% | 100%
Iteragoes 21 21 26 9 3 3

Tabela 2 — Iteracoes realizadas para cada matriz de ordem 2500 e a % dos autovalores em

cada intervalo

Note que em todos os casos, o nimero de iteracoes necessarias foi menor do que a
dimensao da matriz @ correspondente, como esperado pelo Teorema [5.161

Note também que quando temos todos os autovalores préoximos de A\; como na Tabela
1 ou 2, onde temos 100% em cada um dos intervalos, o algoritmo converge mais réapido
do que quando temos os autovalores distribuidos de maneira uniforme em dois ou trés
intervalos. O que ja era esperado pelo Teorema [5.18|

E possivel chegar em uma caracterizagao da convergencia do Algoritmo 5.3 similar a
desigualdade (j5.2)) utilizando o nimero de condi¢ao da matriz @, x(Q).

Teorema 5.20. Seja a matriz Q € R™ ™, simétrica definida positiva e seja k(Q) o nimero

de condicdo da matriz Q. Entdo a sequéncia {x®} gerada pelo Algoritmo 5.3 satisfaz,

k
—1
lat+) — a3 < 2 (—Eg; 1) 1 — a7}
K +

Dem. Primeiro vamos observar que o polinomio que resolve o problema

min max {(1 + A\ Pr(\i))?}

P,eP 1<i<n
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sao os polinomios de Chebyshev [18]. Tais polindémios sao definidos, onde ¢ é o grau, como

Ty(x) = % (e + V@D + (e~ VaZ 1)) (5.3)

Uma propriedade desses polinomios é que T'(0) = 1 e que |T3(z)| < 1 com z € [—1,1].

Desse modo defina o polinémio,

)\ma:r; + >\m7,n - 2)\
(M)
Pk()\) _ max min

Tk ()\max + )\mzn)

>\max - )\mzn

O Py (\) definido dessa forma resolve o problema min max {(1 + \;Py();))?} [18].

PpeP 1<i<n

)\maw )\mzn — 2 )\maz /\mzn — 2
Como —1 < T;, ( + ) < 1 com ( + > € [-1,1]. Segue

)\mam - /\mm >\max - )\mzn

que,

(k+1) 2 < )12
Ix x'[[& < min max {(1+ X\ P(\)*HIx® = x5

= P,(\)|[xY — X*||2Q, para algum ¢ € {1,...,n}

A Amin\
STk< maz+ mzn) ||X(O)_X>s<HZ2

>\max - )\mm
1
— T (%) %0 — x*[ 2, (5.4)

Aplicando ({5.3)), temos que ({5.4]) é igual a,

[(ED Y (D) g
V(@) Vi(Q) +1 ‘

k
-1
Como lim ( Q) > = 0, segue a desigualdade desejada,

koo \ \/m(Q) + 1

k
|[x*+D) — x*||2Q <2 (%) |[x@ — x*[[5- (5.5)
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5.2 Técnicas de Pré-condicionamento

Iremos estudar nesta se¢ao maneiras de construir um pré-condicionador para o sistema
Qx = q. Isto é, queremos uma matriz P = P, P;, de modo que o sistema P; 'QP; 'z =
P 'q seja mais facil de resolver que Qx = q, onde z = Pox. Existem vérias maneiras
de construir um precondicionador [6]. Nesta secdo, falaremos de técnicas baseadas na
fatoragdo LU incompleta (/LU).

Seja @ € R™™ uma matriz esparsa e considere K C {(4,j) | 1 < i,7 < n}, com
i # j. A fatoracdo LU incompleta (/LU) consiste em encontrar matrizes esparsas L
triangular inferior e U triangular superior de modo que (Q = LU + R, onde o padrao de
esparsidade de L e U depende do subconjunto K, que chamaremos de conjunto padrao
zero. O precondicionador P é entao dado por P = LU, onde R = () — P é o residuo da
aproximacao.

Obtemos as matrizes L e U de modo que os elementos ¢;; cujo indice (4,5) € P nao

sao processados na fatoragao. Dessa forma, temos o algoritmo de fatoragao I LU geral.

1 Algoritmo 5.4

2 Para it=2,...,n faca

3 Para k=1,...,i—1 e para (i,j) ¢ P faca
dik

4 Qik =
dkk

5 Para j=k+1,...,n e (i,j) ¢ P faca

6 Qij = Qij — Qikqk;

7 Fim

8 Fim

9 Fim

Se definimos o conjunto K = {(i,7) | a;; = 0}, temos a fatoracdo LU incompleta de
nivel 0 (/LU(0)), onde os fatores L e U possuem o mesmo padrao de esparsidade das
partes triangular inferior e triangular superior da matriz QQ respectivamente. Observe que
o numero de elementos nao nulos do produto LU é maior que o da matriz Q).

Existem problemas onde a fatoracao incompleta [ LU (0) nao produz um bom precon-
dicionador [6]. Para melhorar a precisao da fatoragao introduziremos implementagoes que
se diferem da ILU(0), permitindo a inser¢ao de alguns elementos na estrutura original da,
matriz, assim os fatores L e U terao mais elementos nao nulos do que as partes triangu-
lar inferior e superior da matriz () respectivamente. Para explicar essas implementacoes,
vamos introduzir o conceito de niveis de preenchimento que é atribuido a cada elemento

que é processado pela eliminacao gaussiana.

Definicao 5.21. Seja Q uma matriz esparsa, o nivel de preenchimento de um elemento
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gij ¢ definido por
, 0 seq;#0, oui=j
nv;; = .
o0 caso contrario

Como a cada iteragao este elemento é modificado na linha 6 do Algoritmo 5.4, temos

que atualizar niv;; por
niv(qi;) = nivy; = min{niv;, nivy, + nivg; + 1}. (5.6)
Com a definicao acima, podemos obter o seguinte conjunto
K., ={(i,7) | nivi; > m}

onde niv;; é o nivel de preenchimento depois de todas as atualizacoes ([5.6)). Nesse caso, os
elementos cujo nivel de preenchimento nao excede m sao mantidos. Com esse conjunto,

podemos implementar a fatoracdo LU incompleta de nivel m (ILU(m)).

1 Algoritmo 5.5
2 Defina niv;; =0 onde ¢; #0
3 Para 1=2,...,n faca
4 Para k=1,...,i—1 e niv;; <m faca
5 ik = dik
qkk
6 Para j=k+1,...,n Faca
7 qij = Qij — 9ikqkj
8 Atualize mv;; usando
9 Fim
10 Fim
11 Zere os elementos da linha i cujo nivy;; >m
12 Fim

Sabemos que a matriz () é simétrica definida positiva, logo, pode-se adaptar a fatoragao
Cholesky no Algoritmo 5.5 e assim obter a implementagao que é denominada Cholesky
Incompleta de nivel m. A Figura 6 mostra a matriz (), a quantidade de elementos nao
nulos, indicado por nz, os fatores da decomposicao de Cholesky Incompleta de nivel zero
de Q, definidas como L e L', e os fatores da fatoracao de Cholesky Incompleta de nivel

m = n, onde n é a ordem da matriz ), definidas como L2 e L27.
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Q 0
0 0
50 50
100 100
150 150
200 200
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
nz = 2890 nz = 1545
L
0 0
50 50
100 100
150 150
200 200
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
nz = 1545 nz = 14877

0 50 100 150 200
nz = 14877

Figura 6 — Fatoracao de Cholesky e Cholesky Incompleta da matriz Q

5.3 Pré-Condicionamento

O pré-condicionamento tem como objetivo, através de uma mudanca de variavel na
equacao (|4.1), aumentar a velocidade de convergéncia do Algoritmo 5.2, fazendo uma

redistribui¢ao dos autovalores. Buscamos uma redistribui¢ao que faga com que em ((5.2)),
)\nfk - )\1

o0 nuamero
Ak + A1

, seja o menor possivel, ou em (5.5), de modo que a constante
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VE(Q) —1
R(Q)+1

valores fiquem agrupados e no segundo caso diminuir o nimero de condicionamento da

, seja a menor possivel. Isto é, no primeiro caso, fazer com que os auto-

matriz obtida através da mudanca de variavel, com relagao ao nimero de condicionamento
da matriz Q).
Seja a quadratica (4.1). Fazendo a mudanga y = Vx, onde V' é uma matriz inversivel

em R, Temos que,

F6) = X Qx —alx e s fly) = SV Y)Y~ d (V) e

= STVIR ) — (V) e
= Y VTQV Ty — (v Ta)Ty e

Logo, como feito no Capitulo 4, queremos resolver o sistema (V-1QV 1)y = V-Tq.
Note que este sistema é equivalente a @Qx = q. De fato, (VIQV 1y = V'iq &
VITOox =V Tqe Qx=q.

Seja P a matriz pré-condicionadora. Queremos P de modo que as caracteristicas
descritas no inicio desta secao ocorram. Uma maneira de obter a P é usar a fatoracao de
Cholesky Incompleta que abordamos na secao anterior. Note primeiro que a fatoragao de
Cholesky decompoe @) da forma Q = LL”, onde L ¢é triangular inferior. A fatoracdo de
Cholesky Incompleta nos fornece uma aproximacao de L através da matriz S, onde S é
esparsa com S ~ L, ou seja, Q ~ SST.

Note que S~'QS~T ~ S~18STS~T ~ I,,. Isto é atrativo ja que faz uma redistribuicao
dos autovalores de modo a acelerar a convergéencia do Algoritmo 5.3. Acrescentando a
fatoragao de Cholesky Incompleta no Algoritmo 5.3 temos o Gradiente Conjugado com

Pré-Condicionamento.

1 Algoritmo 5.6
2 Dados z(,Q,8 e ¢
3 P=g8sT
4 rog=Qz® —g¢
5 Resolva o sistema SSTt, =rg
6 v = —to
7 k=0
8 Enquanto 1 #0
9 ap = (re) "ty
(vr) T Quy,
10 2D = 2(B) 4 vy,
11 Tkl = Tk + Qg
12 Resolva o sistema SSTtkH = Tk+1
" Bes = (ri+1) " thia

(i) Ttk
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14 V41 = —tht1 + Brt1Vk
15 k =k + 1
16 Fim

Exemplo 5.22. Vamos aplicar o Algoritmo 5.3 e o Algoritmo 5.6 em uma matriz @)
esparsa com dimensao 200 x 200, simétrica definida positiva, onde q é um vetor arbitrario
com entradas em (0, 1).

A Figura 7 mostra nos itens (a) e (b) a convergéncia do método do gradiente conjugado
e do gradiente conjugando com pré-condicionamento respectivamente, com aproximacao
de 1073 da solucao exata, isto é, ||rg|| < 1073.

Nos itens (c) e (d) temos os 200 autovalores, antes do pré-condicionamento e apos,
respectivamente. Note que no gradiente conjugado, os autovalores estao entre 0 e 1300 e
a convergencia ocorreu em 100 iteragoes.

Apoés o pré-condicionamento com a fatoracao incompleta de Cholesky os autovalores
assumiram valores entre 0 e 3,5, isto é, fez com que os autovalores ficassem agrupados, o
que ¢ ideal para acelerar a convergéncia conforme discutido anteriormente. De fato, com

o pré-condicionamento obtemos a aproximacao da solucao em 5 iteragoes.

(a) b
104 102 (b)
s GC | X &CPrée-Cond
B
%
107 1 10° X
S <}
3 2 X
4 %)
2 ¢
10° 10°? X
10 2 10
0 20 40 60 80 100 0 1 2 3 4
lteragdes Iteraces
(c) (d)
1400 3.5
g 1200 4 g 3
© 1000 o 25
[ ©
> >
< 800 2 2
< <
8 600 8 15
© ©
S 400 S 1 m\/WWv\—’w—
P p
200 1 0.5
0 0
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Quantidade de Autovalores Quantidade de Autovalores

Figura 7 — Gradiente Conjugado e Gradiente Conjugado com Pré-Condicionamento
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5.4 Resultados Numéricos

Os resultados numéricos foram obtidos ao resolver o sistema ()x = q, com () simétrica
definida positiva e esparsa, retiradas de T'he SuiteSparse Matrixz Collection. O vetor q
foi considerado como sendo Ax*, com x* = [1,1,...,1]7 e o ponto inicial considerado foi o
vetor nulo.

Na Tabela 3 esta reunido os seguintes itens. As abreviagoes J, G.S, Gbb, Gc e Gep sao,
respectivamente, o método de Jacobi, Gauss-Seidel, Gradiente Barzilai-Borwein, Gradi-
ente Conjugado e Gradiente Conjugado com Pré-condicionamento. Cada método foi apli-
cado com um limite de 20000 iteracoes e um tempo maximo de 1 hora, medido através da
funcao interna tic do MATLAB. Os experimentos foram realizados em um computador
pessoal com 4Gb de memoéria e CPU B980 de 2.40Ghz.

Os campos abaixo de cada método sao os nimeros de iteragoes necessarias para uma
aproximagao da solucao exata na ordem de 1072, isto é, ||ri|| < 1072, e 0 tempo necessério.
O campo em que nao aparece o tempo, a convergéncia ocorre em menos de 1 segundo.

O campo que aparece N.c significa que nao houve convergéncia com o ntimero maximo
de iteragoes e N.c.t devido ao tempo ter excedido. Os campos k(@) e Nz, significam
o condicionamento, obtido através do comando condest do MATLAB e o nimero de
elementos nao-nulos de @, onde a escrita 2.06e+08 significa 2.06 x 10®, respectivamente.

As figuras abaixo mostram os graficos dos métodos do gradiente conjugado com e sem
Pré-Condicionamento, SOR com parametros 0,5, 1,2 e 1,9, Jacobi, Gauss-Seidel e GBB
aplicados a matriz Trefethen_200.

10 : : : : 10° : : :

A Gs
0 0 O

LW A L0
g 2 o
[} 7]
[} jol
o @

107 4 107 O

AN
N
10 . . . 10 .
3 4 5 6 1 2 3 4
Iteracbes Iteracbes
10" 5 10" % 5
, Y

10 10 <><><>
2 10° g 10° <><><><><>
%o X

Q
107 <><> 107 <><>
<><>
10 10
10 15 5 10 15 20 25

Iteracdes

Figura 8 — Gréficos com os algoritmos

aplicados a matriz Trefethen_200

Iteracbes
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Figura 9 — Graficos com os algoritmos aplicados a matriz Trefethen_200

Na Figura 8, os gréficos correspondentes aos métodos G.S, Gep, SOR com parametro
1,2 € 0,5 convergiram com 6, 5, 11 e 26 iteragoes respectivamente. Os graficos dos métodos
J, Ge¢, SOR com parametro 1,9 e Gbb apresentados na Figura 9, convergiram com 75,

115, 153 e 191 respectivamente, desse modo, segue a Tabela 3 com os resultados.
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Matriz n K(Q) Nz J G.S SOR SOR SOR | Gbb | Gec | Gep
w=05|w=12|w=19
Trefethen 20b | 19 44 147 (40%) 21 5 17 9 115 34 19 4
Trefethen_20 20 95 158(39%) 46 4 12 7 83 28 20 5
meshlel 48 8 306(13%) 30 5 12 7 72 9 4
besstm02 66 9 66(1.5%) 1 1 5 3 31 6 1
besstm05 153 12 153(0.65%) 1 1 8 4 48 12 1
Trefethen200 | 200 1590 2890(7%) 75 6 26 11 153 191 115 5
besstmO7 420 | 1.32e+04 7252(4%) N.c 46 144 28 159 511 153 9
4.5s 4.8s
494 _bus 494 | 3.9e+06 1666(0.68%) N.c. | Nec N.c N.c 6727 Nec | 692 | 74
3min
662_bus 662 | 8.2e+05 2474(0.56%) N.c N.c N.c 19137 2858 3396 | 366 47
15min 2min
msc00726 726 | 1.7e+06 | 34e+03(6.45%) N.c | 3414 | 10219 2279 1047 N.c | 1289 | 44
Tmin | 21min 5Smin 2min
besstm08 1074 | 8.2e4+06 1074(0.09%) 1 1 27 12 172 15255 | 90 1
2s 12s
mhd1280b 1280 | 5.9e+12 22e+03(1.3%) N.c 13 26 10 106 975 386 3
2.5s 15s
besstm26 1922 | 2.6e+05 1922(0.05%) 1 1 9 4 56 27 47
mhd32000 3200 | 2.0e+13 | 18e+03(0.17%) | 2410 5 7 4 47 50 27 3
23min | 3s 4s 2s 37s
besstm24 3562 | 1.8e+13 3562(0.02%) 1 1 28 12 182 8682 | 1794 1
17s 8s 2min
msc04515 4515 | 5.4e+06 | 97e+03(0.47%) 522 | N.cit | N.ct N.c.t N.c.t N.c | 5190 | 4060
22min 6s Ts
crystm01 4875 421 10e+04(0.42%) 1 1 1 1 1 1 1 1
2s 2s 2s 2s 2s
Muu 7102 155 17e404(0.33%) 6 3 6 4 34 4 4 1
35s 19s 38s 25s 3min
aft0l 8205 | 9.3e+18 | 12e+049(0.17%) | N.c | N.c.t | N.ct N.c.t N.c.t 1614 | 4781 | 71
14s 5s
fol 9604 12 85e+03(0.09%) 47 25 75 17 89 14 11 5
Smin | 2min | 8min 2min 11min

Tabela 3 — Resultados Numéricos

Observe que os métodos nao-estaciondrios (Gbb, Ge e Gep) tiveram um desempenho
superior se comparado com os métodos estaciondrios (J, G.S e SOR), tanto no quesito de
niumero de iteracoes, como no de tempo. O motivo é que os métodos estacionarios nao
exploram o fato da matriz () ser simétrica definida positiva, por outro lado, os métodos
nao-estaciondarios exploram este fato, como por exemplo, no cédlculo do passo ay.

Entre todos os métodos, o gradiente conjugado com pré-condicionamento foi o método
que teve melhor desempenho. Isto se deve ao fato da redistribuicao dos autovalores quando
aplica-se o pré-condicionamento, conforme discutido nas secoes anteriores.

Nos casos em que o gradiente conjugado precisou de mais iteragoes que a ordem da
matriz do sistema, indica que existe uma perda de vetores Q-conjugados, isto é, v;Qv; # 0,

1 # j, o que implica a necessidade de mais iteracoes para ter a igualdade.
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6 Minimizacio de Quadraticas Convexas

com Restricoes Lineares

Neste capitulo iremos resolver o problema abaixo,

min f(x) = %XTQX —a'x+ec (6.1)

sujeito a ATx =b (6.2)

em que ) € R™" é simétrica definida positiva, x e R" ,q € R", c€ Re A € R, com
colunas linearmente independentes e b € R™, com m < n. O objetivo é transformar o
problema restrito (6.1)) no irrestrito , pois este, nés sabemos resolver. Iremos utilizar
conceitos como base, espaco nulo e espago coluna, que podem ser encontrados em [2].

Note que para qualquer vetor v € R", é possivel decompo-lo como uma soma da forma
x = Zvi+ Wwvy onde W é a matriz cujas colunas formam uma base para o espago coluna
de A, isto é, R(A). E Z é matriz cujas colunas formam uma base para o espago nulo de
AT isto é, null(AT). Onde v; € R"™ | Z € R )/ € R™™ e v, € R™.

Segue que ATx = AT(Zv, + Wvy) = ATZv, + ATWv,. Como Z é formado por
colunas que sao base do espaco nulo de AT, temos ATZ = 0. Logo ATx = ATWwv, = b.
Como AT e W possuem colunas linearmente independentes, o sistema AW vy = b possui
unica solucao v3.

Desse modo x = Zv; + Wv} satisfaz e temos f(x) = f(Zvy + Wvh) = g(v1),
de modo que x elimina as restrigoes lineares quando consideramos a g(vy). Isto é,

queremos minimizar a funcao irrestrita

1
g(vy) = §(ZV1 + WVZ)TQ(Zvl + Wvs) — qT(ZV1 + Wvi) +c¢

1
= §(V1TZT + (v3)TWHQ(Zv, + Wvh) — g (Zvy + WvE) + ¢

1
= §(VITZTQZV1 +vIZEQWvE + (v ITWTQZv, + (vE)TWTQWV3)
—q" (Zvi+Wv3) +c

1
= SVIZTQzvi + VI ZT(QW Vs — @) + (Vi) TWT QW5 — aT Wi + e,

onde k = (v3)TWTQWvi — qT’Wv3 + ¢ é constante. Desse modo, fazendo V(g(vy)) = 0,

temos o sistema equivalente,
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1
V(g(vi)) =0&V (EVITZTQZV1 +viZT QW —q) + k) =0

1

& V(avlTZTQZvl) +VIZE(QWvVE —q)) =0

& 727Q7v + ZTQWvE — ZTq =0

& 727Q7v, = - ZT(QWv5 —q) (6.3)

No caso em que a matriz Z7QZ seja simétrica definida positiva, podemos aplicar o
Algoritmo 5.3, ou ainda o Algoritmo 5.6 para encontrar vy. Portanto, conhecidos vy e v3,
temos x que satisfaz e .

Sabemos que o Algoritmo 5.6 aplica o pré-condicionamento para acelerar a con-
vergéncia. Desse modo, iremos aplicar o pré-condicionamento em com a fatoragao de
Cholesky Incompleta, de modo anélogo a Secao 5.3, onde Q ~ SST e V = ST. Realizando

a mudanca de varidvel, y = Vx = STx, segue que queremos resolver,

min f(y) = 5y" (57 QS Ty — (57 ')y + ¢ (6.4)
sujeito s (ATST)y=b (6.5)

Escrevendo y = Zw; + Ww} onde as colunas de Z formam uma base para o espago
nulo de A”S~7 e as colunas da matriz W formam uma base para o espaco coluna de
ATS=T | chegamos no sistema ZTS™1QS™TZw, = Z1(S7'q — S7'1QSTWw3). Uma
forma de evitar o calculo explicito da Z ¢é utilizando a matriz de projecao P = I, —
STTA(ATS=TS T A)~1ATS=T [13]. Dessa forma, o algoritmo pré-condicionado fica,

Algoritmo 6.1

Dados Q,ATS™T,b,q

Resolva o sistema ATS Ty=1b

ro = QY+ q;

Resolva o sistema gg= Pry

do = —go

k=0

Enquanto ||(ri)Tgx|| # 0
(i) " gi

(di)T Qdy,

10 yF+t) =y 4 qpdy,

11 D = () 4 0, Qdy

12 Resolva o sistema ¢grx+1 = Pris:

O N O Ut ke W N

©

Brt = (ris1)” grsr
(re) T gk
14 di+1 = —gk+1 + Brr1dk

13
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15 Tk = Tk+1
16 9k = Gk+1
17 k=k+1

18 Fim

Note que para resolver a linha 12 temos que,

Pricy = (I, — ST A(ATS TS A) L ATS ey
=1 — ST AATS TS AT ATS Ty

-1
=T — S Aupgy

Assim, (ATS™TS™1A)LATS v, = uyyy. Portanto, podemos resolver o sistema,

ATS Ty = (ATS™TS 1 A)uy,. Desse modo, conhecido y e resolvendo Vx =y, temos

o x que satisfaz (6.1]) e (6.2).

Exemplo 6.1. Na Tabela 4 temos os resultados obtidos pelo Algoritmo 6.1 com e sem
pré-condicionamento para os mesmos sistemas da Tabela 3, com dimensoes entre 19 e

494, e restricoes lineares ATx = b, com ponto inicial o vetor nulo e a matriz AT de ordem

% X n com entradas reais entre (0,1). Temos os campos com o tempo necessdrio para

realizar a Fatoracao de Cholesky Incompleta, identificado como Ichol, além das iteracgoes

e o tempo realizado com pré-condicionamento (Pre) e sem (Spr).

Matriz n | Iteracoes Tempo Tempo
Pre | Spr Pre | Spr Ichol
6ms | 2ms 310 ps
Tms | 39ms | 458 ps
13ms | 2ms 301 ps
bcsstm02 66 Tms | 6ms 297 us
bcsstm05 153 21ms | 39ms 32 s
Trefethen_200 | 200 | 16 | 19 249ms | 27ms | 336 pus
bcsstmO7 420 | 98 | 150 5.9s | 617ms | 600 us
494 bus 494 | 89 | 119 11ms | 736ms | 115 us

Trefethen20b | 19
Trefethen20 | 20
meshlel 48

olw|o| |~
ENE IS PN [ VN 'S

Tabela 4 — Algoritmo 6.1 com e sem pré-condicionamento para problemas esparsos

Segue abaixo o grafico ao aplicarmos o Algoritmo 6.1 na matriz besstm07 com uma
aproximacao de 1072 da solucdo exata, em que o eixo x representa a iteracio e o eixo y

na escala logaritmica o residuo.
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Figura 10 — Grafico do Gradiente Conjugado com Restrigoes Lineares

Note que para os sistemas cuja matriz esta entre as dimensoes 19 e 153, nao ocorre
diferenca de desempenho entre aplicar o Algoritmo 6.1 com e sem pré-condicionamento.
A partir da matriz do sistema com dimensao 420, o desempenho do pré-condicionamento
se mostra superior.

Observe que realizar a fatoragao de Cholesky Incompleta levou menos de um segundo
em todos os casos. Também é importante notar a aplicagao da matriz de projecao na
linha 12 do Algoritmo 6.1, pois se evita calcular a matriz Z, economizando tempo e

armazenamento.
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7 Conclusao

Vimos neste trabalho diversos modelos para a resolucao de sistemas lineares. Iniciamos
pelas maneiras classicas de resolver que sao os métodos diretos. Seguindo pelos modelos
iterativos estaciondrios, vimos que o método SOR acelera a convergéncia do modelo Gauss-
Seidel, que depende do parametro w. Neste caso, s ha convergéncia se 0 < w < 2.

Nos métodos nao-estacionarios vimos algumas propriedades do gradiente e menciona-
mos também o gradiente proposto por Barzilai-Borwein. No método do gradiente, obser-
vamos que a convergéencia ¢ lenta ao resolvermos o problema de minimizar quadraticas
convexas cujas curvas de niveis sao elipses com formato alongado. Isto é, a convergéncia
depende do raio espectral da matriz Q).

Nesta situacao, abordamos o problema através das direcoes conjugadas, que apresenta
duas caracteristicas. No caso em que os autovalores estejam distribuidos de maneira
uniforme a convergéncia é lenta, e quando os autovalores estao acumulados na reta e
proximos do menor autovalor, a convergéncia ¢ rapida. Vimos também uma caracterizagao
da convergéncia do gradiente conjugado pelos polinomios de Chebyshev. No caso em que
temos distribuicao uniforme dos autovalores, podemos aplicar o pré-condicionamento.

O pré-condicionamento faz uma redistribuicao dos autovalores de modo que fiquem
acumulados, com o objetivo de acelerar a convergéncia. A matriz pré-condicionadora
utilizada foi a fatoracao de Cholesky Incompleta, que faz a aproximacao esparsa de um
dos fatores da fatoragao de Cholesky de Q. Realizamos experimentos numéricos com os
métodos estaciondrios e nao-estacionarios. Podemos concluir que entre estes dois conjun-
tos de métodos, o método do gradiente com pré-condicionamento teve o melhor desem-
penho, seguido do gradiente conjugado.

Por fim, vimos como minimizar quadraticas convexas com restricoes lineares. A ideia
principal é eliminar a restricao da quadrética através da decomposicao da varidvel em
uma soma, que considera a base do espaco nulo e a base do espaco coluna da matriz da
restricao linear. Desse modo, finalizamos os experimentos numéricos através do gradi-
ente conjugado com e sem pré-condicionamento para quadraticas convexas com restrigoes
lineares

O desenvolvimento futuro deste trabalho seria resolver o problema de minimizar a
funcao quadratica convexa sujeito a restricoes lineares com variaveis canalizadas, isto é,
cada componente do vetor que satisfaz a restricao linear esta limitada inferiormente e

superiormente por uma constante.
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