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RESUMO

O objetivo desse trabalho é apresentar, analisar e demonstrar resultados
bésicos importantes da Teoria de Representagoes de Grupos Finitos.
Também vamos explorar as Relagoes de Ortogonalidade, os Caracteres
e as Fungoes de Classe.

Palavras-chave: Algebra. Teoria de Grupos.Teoria de Representacao
de Grupos Finitos.






ABSTRACT

The aim of this work is to present, analyze and demonstrate important
basic results of Representation Theory of Finite Groups. We will also
explore Orthogonality Relations, Characters, and Class Functions.
Keywords: Algebra. Group Theory. Finite Group Representation
Theory
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho iremos apresentar alguns resultados importantes
da Teoria de Representacoes de Grupos Finitos. A escolha do tema se
mostra como uma maneira de aprofundar os conceitos trabalhados nas
disciplinas da area de Algebra do curso de graduacao.

Para falicitar a compreensao do trabalho espera-se que o leitor
tenha algum conhecimento prévio da Teoria de Grupos e em Algebra
Linear.

Essa teoria representa um elemento de grupo finito através de
um homomorfimo levado numa transformacéo linear inversivel de um
espacgo vetorial. E isso serd a base para conseguirmos ver os resultados
expostos. Esta teoria também possui diversas aplicagoes abrangendo
desde a Teoria dos Numeros e da Combinatéria & Geometria.

As representagoes de grupos finitos surgiram através dos estudos
da Teoria de Representacao e essa teoria nasceu em 1896 com o traba-
lho do matemaético alemao Ferdinand Georg Frobenius.

No segundo capitulo iremos definir o que é, de fato, uma repre-
sentacdo de um grupo finito e vamos abordar os conceitos iniciais dessa
teoria. Neste capitulo veremos que toda representacao é completamente
redutivel e vamos trabalhar em alguns exemplos para entender melhor
os resultados expostos.

No terceiro capitulo veremos as Relagbes de Ortogonalidade e
como elas sdo obtidas. Também iremos definir os caracteres de uma
representacao e através deles conseguiremos determinar se uma repre-
sentacao é irredutivel.

No quarto e ultimo capitulo vamos mostrar que a algebra de um
grupo é um anel com a soma ponto a ponto e com a multiplicagdo con-
volugao. Além disso, vamos mostrar que as fungoes de classe formam
o centro deste anel.

Usaremos como referéncia principal o livro Representation The-
ory of Finite Groups. Também foram consultados a dissertagdo Teo-
remas de dualidade de Tannaka-Krein, a monografia Representagao de



16

Grupos Finitos e o livro Introduction to Representation Theory.
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2 REPRESENTACAO DE UM GRUPO FINITO

2.1 NOTACOES

A seguir estao apresentadas algumas das notagoes que serao uti-
lizadas ao longo do trabalho.

e C o corpo dos complexos.
e Considere m,n,s € N*.

e Denotamos por My, (C) o conjunto das matrizes m x n com en-
tradas em C.

o Muu(C) := M,(C).

e O conjunto das transformacoes lineares de um espago vetorial V'
para um espago vetorial W sera denotado por Hom(V, W) = {T :
V — W | T é transformagao linear}.

e Hom(V,V) := End(V).

e O conjunto das transformagoes lineares inversiveis de um espago
vetorial V' para ele mesmo sera denotado por GL(V) = {T €
End(V) | T é inversivel}. Também conhecido como Grupo Linear
de V.

e O conjunto das matrizes n X n inversiveis serd denotado por
GL,(C) ={A € M,(C) | A ¢é inversivel}.

e O grupo das matrizes unitarias n x n sera denotado por U, (C).

e Sejam V um espago vetorial, ¢ uma representagao e m > 0. De-
notaremos mV =V & .. Vemp=pd.. 0.

m vezes m vezes

e Sejam <p(1), ey go(s) um conjunto completo de representagoes uni-
tarias e irredutiveis de um grupo finito G. Denotamos d; = degp®
para todo i € {1,...,s}.
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2.2 DEFINICAO DE REPRESENTACAO

Definicao 1. Dados um grupo G e um espago vetorial V' sobre C com
dimensao finita, uma representagio do grupo G é um homomorfismo
¢ : G — GL(V). A dimensio de V € chamada de grau de ¢ e é
denotada por degp. Se p € injetora, a representagio € chamada de fiel.
Dado g € G denotamos ¢(g) = ¢g.

Exemplo 1. Considere o grupo de permutagéoes Sg = {Id, (123), (132),
(23),(12),(13)}. Como (123) e (23) sao os geradores deste grupo, po-
demos definir uma representagdo 7 : Sg — GL3(C) da sequinte ma-
neira:

Exemplo 2. Ainda considerando Sg podemos definir a representa¢do
To: Sg — GLQ((C)

m([d)—[ 0y }

27 _2r 1 V3

aogy—| ) T e T
sin(i) cos(—ﬂ-) @ 1

3 3 92 2

wz(zz),):“ _01 ]

2.3 REPRESENTACOES EQUIVALENTES

Definicao 2. Dados um grupo G, espacos vetoriais Ve W sobre C com
dimensao finita e representagoes p : G — GL(V) ey : G — GL(W),
p e sao ditas equivalentes se existir um isomorfismo T : V. — W tal
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que para qualquer g € G tem-se que Y, I = Ty, ou seja, o diagrama
abairo comuta:

©
Vs

%4

T lT

W——W
Py

Exemplo 3. Sejan € Z com n > 2. Considere as sequintes represen-
tagoes do grupo Z/nZ:

¢ Z/nZ — GLy(C) dada por

¢:Zﬁﬂ»GLdC)mwaﬂwwhﬂ[e(: 2. ]
e n

Vamos verificar que essas representagoes sao equivalentes. Con-
sidere o isomorfismo T : GLa(C) — GL2(C) associado a matriz

AZH 11]

1 1 1
-1 _
Temos que A —21_[ 1 z}

1 1 cos (
1 _t
A MWA_%[li] :

2mmi . 2mmi | . .
1 e n e n T —i
= 5 —27mi . —27mi =




20

Assim, plm|A = Ayp[m]. Portanto, as representagdes ¥ e ¢ sao
equivalentes.

2.4 SUBESPACO G-INVARIANTE

Para podermos definir mais a frente o que é uma representagao
irredutivel, precisamos saber o que é um subespago G-invariante.

Definigao 3. Dados um grupo G, um espacgo vetorial V' com dimensao
finita sobre C, ¢ : G — GL(V) uma representagao. Um subespago W
de V € dito ser G-invariante se para todo g € G e para todo w € W
tem-se que pq(w) € W.

2.5 SOMA DIRETA DE REPRESENTACOES

Definigao 4. Dados um grupo G, espacos vetoriais Vi e Vo sobre C
com dimensao finita e representacoes p;: G — GL(V ;) e pg: G —
GL(Vy), entio a soma direta (externa) de ¢; € pg € a representa-
a0 1@ p2: G — GL(V 1 ®V3) dada por ((¢1® ¢2)(9))(vi,vs) =
(p1(v1), p2(ve)).

Pensando em termos de matrizes, sejam m e n o grau das represen-
tagoes ©; e po respectivamente, suponha que ¢; : G — GL,,(C) e
w2 : G — GL,(C) sejam respresentagoes. Entdo temos a forma em
matriz de bloco:

wroe@ = 40 0]

Exemplo 4. Considere a representagao p : S3 — GL2(C) do grupo
Ss dada por:

p<1d>[§) (j],
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Considere também a representacdo v : S3 — C* definida por
Ve =1 para todo o € S3. Temos que:

1 00
(poY)Id)=|0 1 0],
00 1
-1 -1 0
(p&yY)(12)=1 0 1 0 |e
0 0 1
-1 -1 0
(pey)(123)=| 1 0 0
0 0 1

2.6 REPRESENTACOES IRREDUTIVEIS, COMPLETAMENTE RE-
DUTIVEIS E DECOMPONIVEIS

Definicao 5. Dados G um grupo, V um espago vetorial com dimensao
finita sobre C e ¢ : G — GL(V') uma representa¢do nao nula de G.
Dizemos que p irredutivel se os unicos subespagos G-invariantes de V
forem {0y} e V.

Proposigao 1. Sejam G um grupo, V um espago vetorial com dimen-
sao finita sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representacdo de grau 2.
Entao ¢ € irredutivel se, e somente se, nao eziste autovetor em comum
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v para todo ¢, com g € G.

Definigao 6. Dados G um grupo, V um espago vetorial com dimensao
n sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representag¢io nao nula de G.
Dizemos que ¢ € completamente redutivel se V. =V & Vo & ...BV,
em que V; € G-invariante e |y, € irredutivel para todo i € {1,...,n}.
De forma equivalente, temos que ¢ € completamente redutivel se for
equivalente & soma direta de representacoes irredutiveis.

Definigao 7. Dados G um grupo, V um espago vetorial com dimensao
n sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representag¢io nao nula de G.
Dizemos que ¢ € decomponivel se V.=V & Vo com Vi, Vo subespagos
nao nulos G-invariantes. Caso contrdrio, dizemos que a representa¢ao
p € indecomponivel.

Lema 1. Sejam G um grupo, V um espago vetorial com dimensao
finita sobre C e ¢ : G — GL(V') uma representagdo nao nula. Se ¢ €
equivalente a uma representagao decomponivel, entao ¢ € decomponivel.

Demonstracao. Sejam G um grupo, V um espago vetorial com dimen-
s@o finita sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representa¢do nao nula
arbitrarios.

Suponha que ¢ é equivalente a uma representagdo decomponivel.
Digamos ¢ : G — GL(W). Entéo existe um isomorfismo T : V — W
tal que T'pg = g1

Como v é decomponivel, existem Wy, W5 subespagos G-invariantes
nédo nulos de W tais que W = W, & Ws.

Considere V; = T=Y(W;) e Vo = T-}(Ws). Primeiro, vamos
mostrar que V =V, & V5.

Seja x € V3 NV, arbitrario. Entdo, x € T—Y(Wy) N T~H(Ws).
Assim, T'(v) € W1 N W,. Como W = Wy @ Wy, temos que
Wy N Wy = {0w }. Portanto, T'(z) = Oy .

Como T é isomorfismo, temos que x = 0Oy. Disso segue que
VinVy,={0y}.

Agora, seja v € V arbitrario. Entdo T(v) € W. Como W =
W1 @ W, existem tnicos wy € Wy e wa € Wa tais que T'(v) = wy + wa.
Assim,
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v=T"Ywy +wy) =T wy) + T ws).

) Como Vi, =T~ Y(W1) e Vo = T—1(W3), temos que T (wy) € V3
el (wg) e Vs.

Do exposto segue que V = V; & V5.

Agora vamos mostrar que V; e V5 sdo G-invariantes. Sejam vy €
V1 e vy € V5 arbitrarios. Temos que

pg(vi) = (T Tpg)(vi) = (T~ g T)(v;) = T (¥ (T (vi))) e
T(v;) € W; Vi € {1,2}.

Como W; é G-invariante para todo ¢ € {1, 2}, temos que
Yy (T(v;)) € W; Vi € {1,2}. Disso segue que T(v;) € T-'(W;) =V,
Vi € {1,2}. Portanto, V; e V2 sao G-invariantes.

Disso segue que ¢ é uma representacao decomponivel. O

Lema 2. Sejam G um grupo, V um espago vetorial com dimensdo
finita sobre C e ¢ : G — GL(V') uma representagdo nao nula. Se ¢ é
equivalente a uma representacao irredutivel, entao ¢ € irredutivel.

Demonstracao. Sejam G um grupo, V um espago vetorial com dimen-
sao finita sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representacdo nao nula
arbitrarios.

Suponha que ¢ é equivalente a uma representacao irredutivel.
Digamos ¢ : G — GL(W). Entao existe um isomorfismo 7' : V.— W
tal que T'pg = ¥ T.

Seja S um subespago G-invariante de V arbitrario. Se S = {0y}
entdo ¢ é irredutivel. Caso S # {0y} entdo existe z € S ndo nulo.
Como S & G-invariante, temos que ¢q(z) € S. Além disso,

pq(w) = T_1(¢Q(T(m)>) €S

Como T é uma transformacao linear e S é um subespaco vetorial
de V, temos que T'(S) é um subespago vetorial de W. Além disso, temos
que T'(S) é G-invariante pois:

T~ (thy(T(2))) € S,
(T (1hy(T(2)))) € T(S) e
¥g(T(x)) € T(S).
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Como 7 é irredutivel, os tnicos subspacos G-invariantes de W
sao {Ow } ou W. Assim, T(S) = {Ow} ou T(S) = W.

Caso T'(S) = {Ow }, como T é isomorfismo, temos que S = {0y }.
O que ndo ocorre, pois estamos no caso em que S # {0y }.

Caso T(S) = W, como T & isomorfismo temos que T'(S) =
Im(T) = T(V). Novamente, como T ¢é isomorfismo, temos que S = V.

Do exposto segue que ¢ é uma representagao irredutivel. 0

Lema 3. Sejam G um grupo, V um espaco vetorial com dimensao
finita sobre C e v : G — GL(V) uma representagdo nao nula. Se @
€ equivalente a uma representacao completamente redutivel, entao ¢ é
completamente redutivel.

Demonstra¢do. Sejam G um grupo, V um espago vetorial com dimen-
s@o finita sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representacdo nao nula
abritrarias.

Suponha que ¢ é equivalente a uma representagao completa-
mente redutivel. Digamos que ¢ é equivalente a representagao .

Pela definigao de completamente redutivel, temos que ¢ é equi-
valente a soma direta de representagoes irredutiveis. Assim, ¢ é equi-
valente a soma direta de representagoes irredutiveis.

Portanto, ¢ é completamente redutivel. O
2.7 REPRESENTACOES UNITARIAS E TEOREMA DE MASCHKE

Definicao 8. Dados G um grupo, V um espacgo vetorial com dimensao
finita e produto interno sobre C e p : G —» GL(V) uma representa¢ao
ndo nula. Dizemos que ¢ € uma representagdo unitdria se @4 € unitdria
Vg € G, isto €, < pg4(v), pq(w) >=<v,w > Yo,weV.

Proposigao 2. Sejam G um grupo, V um espago vetorial com dimen-
s@o finita e produto interno sobre C e ¢ : G — GL(V') uma represen-
tagao nao nula. Se @ € unitdria, entao ¢ € irredutivel ou decomponivel.

Demonstracao. Sejam G um grupo, V um espago vetorial com dimen-
sao finita e produto interno sobre C e ¢ : G — GL(V) uma represen-
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tagao nao nula arbitrarios.

Suponha que ¢ nao é irredutivel. Vamos mostrar que ¢ é de-
componivel.

Como ¢ nao é irredutivel, existe um subespago G-invariante W
de Vtal que W # {0y} e W #V.

Considere o complemento ortogonal de W, W+, que também é
ndo nulo. Ja sabemos que V. = W @ W+. Vejamos que W+ & G-
invariante.

Seja x € W arbitrario. Vamos mostrar que pg(x) € W, Seja
w € W arbitrario, temos que:

< pg(E),w >=< g-1(pg(2)), pg-1(w) >=< 2,051 (w) > .

Como W ¢é G-invariante, temos que @ -1(w) € W. E como
x € W+, temos que < z,pg-1(w) >= 0. Ou seja, < py(x),w >= 0.
Assim, ¢, () € W.

Assim, W+ é G-invariante. Portanto, ¢ é decomponivel. O

Proposigao 3. Toda representagdo de um grupo finito € equivalente a
uma representacao unitdria.

Demonstracao. Sejam G um grupo, V um espago vetorial com dimen-
sao finita sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representacdo nao nula
arbitrarios. Digamos que n seja o grau de ¢.

Tome uma base B = {f1,..., 0} para V e defina T : V — C"
por T(v1f1 + ... + vuBn) = (v1,...,v,) para todo v; € C com i €

{1,...,n}. Note que T' é um isomorfismo.

Agora, defina a representagao p : G — GL,(C) por p, =
T <pgT_1. Por construgao, temos que ¢ é equivalente a p.

Considere < .,. > o produto interno usual em C. Vamos definir
agora um novo produto interno (.,.) em C™.

Sejam v, w € C™ arbitrarios. Definimos:

(v,w) := deg < pg(v), pg(w) > .
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Vamos mostrar que este é um produto interno sobre C™:

e Sejav € C" arbitrario. Temos que (v,v) = > 5 < pg(v), pg(v) >
Como < .,. > é o produto interno usual em C, obtemos que
(v,v) > 0.

e Seja v € C™ arbitrario. Suponha que (v,v) = 0. Entéo,

2gec < Pg(v), pg(v) >=0.

Assim, < pg(v), pg(v) >= 0 para todo g € G. Portanto, pg(v) =0
para todo g € G. Logo, v = O¢n.

e Sejam u,v,w € C™ arbitrarios. Entao,

(u+v,w) = ZEG pg(u+v), pg(w) >=
:dec < pg(u) + pg(v), p (w dec(< pg(u)vpg(w) >+
+<pg(v), pg(w) >) =3 e < pg(u), pg(w) > +
+deg < pg(v), pg(w) >= ( w) + (v, w).
e Sejam w,v € C" e « € C arbitrarios. Entao,
(qw,v) = dec < pglaw), pg(v) >= dec < apg(w), pg(v) >=
=2 gec(a < pg(w),pg(v) >) =a e < pg(w), pg(v) >= a(w,v).

e Sejam w,v € C™ arbitrarios. Entao,

(w’v) = ZQGG < pg(w)7pg(v) >=
:ZQEG < pg(v),pg(w) > = (v,w).

Finalmente, vamos mostrar que a representacao p € unitaria com
respeito ao produto interno (.,.) sobre C™.

(P (v), pr(w)) =3 gcc < Pg(Pr(v)), pg(pn(w)) >=
:dec < pgn(v), pgn(w) > .

Aplicando a mundanca de variavel definindo = gh, como g no
somatoério varia por todos os elementos de G, temos que x varia por
todos os elementos de G. Assim, temos que:

(Pn(0), pr(w)) = 3 pcq < P2(v), po(w) >= (v, w).
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Do exposto segue que ¢ é equivalente a uma representagao unitaria. [

Corolario 1. Sejam G um grupo finito, V um espaco vetorial com
dimensao finita sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representagdo ndao
nula. Entao ¢ € irredutivel ou decomponivel.

Demonstracdo. Sejam G um grupo finito, V um espaco vetorial com
dimensao finita sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representacdo nao
nula arbitrarios. Pela Proposicao 3, ¢ é equivalente a uma represen-
tagao unitaria. Digamos que esta representecao unitaria seja p. Pela
Proposigao 2, temos que p é irredutivel ou decomponivel. Pelo Lema 1
e pelo Lema 2, temos que ¢ € irredutivel ou decomponivel. O

Teorema 1. (Teorema de Maschke) Toda representa¢io de um
grupo finito é completamente redutivel.

Demonstra¢do. Sejam G um grupo, V um espago vetorial com dimen-
sao finita sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representacdo nao nula
arbitrarios. Vamos mostrar que ¢ é completamente redutivel através
de uma indugao sobre o grau desta representacao.

Caso dim(V) = 1, temos que ¢é irredutivel pois V néo possui
subespagos proprios nao nulos.

Suponha por hipétese de indugao que @ seja completamente re-
dutivel caso dim(V) < n. Vamos mostrar que é valido para o caso
dim(V) = n + 1. Se ¢ for irredutivel, entdo ¢ valido. Caso contrario,
pelo Corolério 1, temos que ¢ é decomponivel.

Assim, existem V7, V5 subespagos G-invariantes nao nulos de V
tais que V = V) @ V,. Como dim(Vy),dim(Va) < dim(V) = n+ 1, te-
mos que dim(V7),dim(Va) < n. Pela hipotese de inducdo, ¢|y, € ¢|v,
sao completamente redutiveis.

Sejam dim(V1) = k e dim(Vs) = [, existem Uy, ..., Us e W1, ..., W,
subespagos G-invariantes nao nulos de V; e V5, respectivamente, tais
que Vi =U1 @ .0 U, Vo= W1 @ ... © W, e ¢|y,, ¢|w, representagoes
irredutiveis para todo i € {1,...,s} e j € {1,...,r}.

Portanto, V=U1 & ... Us; ® W1 & ... ® W,.. Do exposto segue
que @ é completamente redutivel. O

No préximo exemplo queremos mostrar que toda representacao
admite uma sub-representacao canénica que pode ser trivial.
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Exemplo 5. Sejam G um grupo, V um espaco vetorial com dimensao
finita sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representa¢io nao nula.

Defina o subespaco fizo de V como VE = {v € V : p,(v) = v
Vg € G}.

Vejamos que VE € um subespago G-invariante:

Seja v € VE arbitrdrio. Entdo ¢,(v) = v para todo g € G. As-
sim, @,(v) € VE para todo g € G.

1
Vamos mostrar agora que @l Shea pr(v) € VE para todo v €

Seja v € V' arbitrdrio. Temos que:

00( 57 Snec #10) = 157 Tnea #39(0) = 1 Thee pon(v).

Como h varia em todo G no somatdrio, temos que gh também
varia em todo G. Desta forma,

1
@ > neg pn(v) € Ve,

1
Vejamos que @l > hec en(v) = v para todo v € VE.

Seja v € VE arbitrdrio. Entio p4(v) = v para todo g € G.
Assim, temos que:

1 1 1
@ ZheG on(v) = @ Zher = @ (IG]-v) = v.

Considere a transformacao linear P = @ Y hea Ph-

Vamos mostrar que dim(V'S) € o posto de P, ou seja, dim(Im(P)) =
dim(V). Vamos mostrar que Im(P) = V&. Jd temos que Im(P) C
VC. Agora, seja v € VE arbitrdrio. Temos que:

v = pg4(v) para todo g € G.

Além disso,
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|Glo =3 ,cq¥q(v) para todo g € G.

Logo,
1
v = @ dec wq(v) = P(v) para todo g € G.

Disso segque que VG C Im(P). Assim, dim(Im(P)) = dim(VY).

Agora, vamos verificar que P? = P. De fato, seja v € V arbi-
trdario temos:

P(P(v)) = P<|—§;| S ee 2o(0)) = ﬁ Shee ngeg py(v)) =

|2 Z Phg (v \G|2 Z Z Phg(v

g.heG geGheG
P@)[C|
© = = P(v).
"ol - Z El 2 enlv |G| 2.7 |G| (v)

No exemplo a seguir veremos o conceito de representagao conju-
gada.

Exemplo 6. Sejam G um grupo e ¢ : G — GL,(C) uma repre-
sentag¢do nao nula. Vamos mostrar que ¢ : G — GL,(C) dada por
Vg = P, € uma representacdo. Dizemos que ¢ € a representacao
conjugada de .

Vamos mostrar que ¢ € de fato uma representagao. Sejam g, h €
G e v €V arbitrdrios. Temos que:

(Ygtn)(v) = (PgPn)(v) = Pgn(v) = Pgn(v).

Veja que ¢ e ¥ nao precisam ser equivalentes. Por exemplo,
considere G = (C,-) = C* e as seguintes representagoes:

71 : C* — C* dada por m (2)(w) = zw e

g : C* — C* dada por 71 (2)(w) = Zw.

Suponha que T e o sao equivalentes. Entao existe um isomor-
fismo T tal que o diagrama abaixo comuta para todo z € C*.
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c*——==C
T2 (2z)

Seja A € C* arbitrdario. Temos que:

(Tm2)(A) = (mT)(N),
T(ma(A) = m(T(N)) e

T(\) = T(\).

Como T € isomorfismo, temos que A = X. Como A € arbitrdrio,
obtemos uma contradi¢ao. Logo w1 e wo nao sdo equivalentes.

Exemplo 7. Seja x : G — C* uma representacao de grau 1 de G.
Defina X : G — GL,(C) por oX := x(9)pq-

Vamos mostrar que X é uma representagdo. Sejam g,h € G e
v € V arbitrdrios. Temos que:

(eXop)(v) = (x(9)pgx(h)pn)(v)

= (x(9)x(h)pgn)(v) =
=(x(gh)egn)(v) = ¢

X

gh*

Vej X na ) walent P l
eja que p e X nao precisam ser equivalentes. Por exemplo,

considere G = Sy, x = sign e V um espago vetorial sobre C tal que
dim(V) = 1.

Seja p @ S, — GL(V) uma representa¢ao e considere pX :

Sn — GL(V). Suponha que pX e p sejam equivalentes. Entao existe
um isomorfismo T tal que o diagrama abaizo comuta para todo k € Sy,.

Tome g € S, tais que x(g) = —1. Assim, para k = g temos que:
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pyT =Tpgy,
x(9)pgT =Tpg e
—pgT =Tpg.

Contradigdo. Logo, as representagoes pX e p nao sdo equivalen-
tes.



32



33

3 MORFISMOS DE REPRESENTACOES E RELACOES
DE ORTOGONALIDADE

3.1 MORFISMOS DE REPRESENTACOES

Definigao 9. Sejam G um grupo, V e W espagos vetoriais com dimen-
sao finita sobre C, ¢ : G — GL(V) e p : G — GL(W) representa-
¢oes nao nulas. Um morfismo de ¢ para p € uma transformacdo linear
T:V — W tal que Ty = p,I" para todo g € G. Ou seja, tal que o
diagrama abaizo comuta:

]
Vv g

1%
T \LT
W——W

Pg

Observacgoes:

1. O conjunto de todos os morfimos de ¢ para p é denotado por
Homg(p,p). Note que Homeg(p, p) C Hom(V,W).

2. Se T € Homg(p,p) € invertivel, entdo ¢ e p sao equivalentes.

3. Temos que T : V. — V pertence a Homg(p,p) se, e sd se,
Tpg = @gT, isto €, T comuta com o(G). Em particular, a iden-
tidade I : V. — V sempre € um elemento de Homa(p, ).

Proposigao 4. Sejam G um grupo, V e W espagos vetoriais com di-
mensao finita sobre C, ¢ : G — GL(V) e p: G — GL(W) represen-
tagoes nao nulas. Se T : V. — W € Homg(p, p), entdo ker(T) € um
subespago G-invariante de Ve Im(T) € um subespago G-invariante de
w.

Demonstra¢do. Sejam G um grupo, V e W espacgos vetoriais com di-
mensdo finita sobre C, ¢ : G — GL(V), p : G — GL(W) represen-
tacoes nao nulas e T': V. — W uma transformagao linear arbitrérias.
Suponha que T' € Homg(p, p).

Sejam v € ker(T) e g € G arbitrarios. Entéao,

T(pg(v)) = (T'eg)(v) = (pgT)(v) = pg(T(v)) = pg(Ow) = Ow.
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Assim, @4(ker(T')) € ker(T) para todo g € G. Logo, ker(T) é
G-invariante.

Sejam w € Im(T) e g € G arbitrarios. Entao existe v € V tal
que T(v) = w. Assim,

pg(w) = pg(T(v)) = (pgT)(v) = (T'pg)(v) = T(py(v))

Logo, py(w) € Im(T) para todo g € G. Portanto, Im(T) ¢é
G-invariante. O

Proposigao 5. Sejam G um grupo, V e W espagos vetoriais com di-
mensao finita sobre C, ¢ : G — GL(V) e p : G — GL(W) repre-
sentagoes nao nulas. Entao Homeg(p,p) € um subespago vetorial de
Hom(V,W).

Demonstracao. Sejam G um grupo, V e W espagos vetoriais com di-
mensao finita sobre C, ¢ : G — GL(V) e p: G — GL(W) represen-
tagoes nao nulas arbitréarios.

Tome T, T> € Homg(p, p) € ¢1,co € C arbitrarios. Temos que:

(ClT1+CgT2)§Dg = ClT1Q09+CQT2g09 = ClpgT1+CngT2 = pg(ClT1+CQT2).

Assim, ¢;T) + 2Ty € Homa (i, p).

Logo, Homg(p, p) € um subespago vetorial de Hom(V,W). O

Lema 4. (Lema de Schur)Sejam G um grupo, V e W espagos vetori-
ais com dimensdo finita sobre C, ¢ : G — GL(V) e p: G — GL(W)
representagoes nao nulas. Se @, p sao representacoes irredutiveis e
T € Homg(p, p) entio T € isomorfismo ou T € a transformagao nula.
Consequentemente:

1. Se e p nao sio equivalentes entao Homa(®, p) = {0Home (p.p) ) -
2. Se p = p entao T = A\l para algum X\ € C.

Demonstra¢do. Sejam G um grupo, V e W espagos vetoriais com di-
mensao finita sobre C, ¢ : G — GL(V), p : G — GL(W) represen-
tacoes irredutiveis e T € Homygy(¢p, p) arbitrarios.
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Caso T'= Ofome (p,p)» €St& provado.

Agora, suponha que T' # Opome(p,p)- Vamos mostrar que T é
isomorfismo.

Pela Proposigao 4, temos que ker(T) é G-invariante. Como ¢
¢ irredutivel, ker(T) =V ou ker(T) = {Oy}. Como T # Oxome(p,p)>
ker(T) = V nao ocorre. Assim, ker(T) = {0y} e, portanto, T & inje-
tora.

Pela Proposicao 4, temos que Im(T) é G-invariante. Como p é
irredutivel, Im(T) = W ou Im(T) = {Ow}. Como T # Ogome(p.p);
Im(T) = {Ow} nado ocorre. Assim, Im(T) = W e, portanto, T & so-
brejetora.

Do exposto, segue que T é isomorfismo.

1. Suponha por absurdo que Homg(®,p) # {O0Home(p.p)}- Entao
existe T' # Opomg(p,p) tal que T € Homg(p,p). Pelo demons-
trado acima, T é isomorfismo. Assim, ¢ e p sdo equivalentes.
Contradicao. Logo, Homa(¢,p) = {0tome(e.p)}-

2. Suponha que ¢ = p. Seja A € C um autovalor de T. Entao \[ —T
nao é inversivel. Como I € Homg(p,p), Al — T € Homg(p, p).
Como A — T nao é isomorfismo, pelo demonstrado acima temos
que M =T = 0gomg(p,p)- Assim, T' = AI.

O

Observagao: Nao é dificil ver que se ¢ e p forem equivalentes
entdo dim(Homg (e, p)) = 1.

Corolario 2. Seja G um grupo abeliano finito. Entao qualquer repre-
sentagao irredutivel de G € de grau 1.

Demonstracao. Seja G um grupo, V um espago vetorial de dimensao
finita sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representagao irredutivel arbi-
trarios.

Tome h € G arbitréario e defina T' = @y. Seja g € G arbitrario.
Entao:

Ty = Onpg = Phg = Pgh = Pgpn = PgT.
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Assim, temos que T' € Homg(p, ¢). Como ¢ é irredutivel, pelo
item 2 do Lema de Schur, temos que T' = ¢;, = A\, I para algum A\, € C.

Sejam v € V' nao nulo e k € C arbitrarios. Entao:

T(kv) = pp(kv) = (A I)(kv) = Ap(I(kv)) = Apkv € Co.

Sendo assim, Cv é um subespaco G-invariante. Pois h é arbitra-
rio.

Como ¢ é irredutivel, temos que Cv =V ou Cv = {0}. Como v
¢ nao nulo, temos que Cv = {0} néo ocorre. Assim, Cv =V, ou seja,
dim (V) = 1. Disso segue que a representacao ¢ é de grau 1. O

Corolario 3. Sejam G um grupo abeliano finito e ¢ : G — GL,(C)
uma representagdo. Entdo existe uma matriz invertivel T tal que T’lgogT
€ diagonal para todo g € G.

Demonstrag¢ao. Sejam G um grupo abeliano finito e ¢ : G — GL,,(C)
uma representacao arbitrarios.

Pelo Teorema de Maschke, temos que ¢ é completamente reduti-
vel. Assim, existem m € N* e representacoes irredutiveis ¢, ..., (™)
tais que ¢ é equivalente a 4,0(1) PD...H <p(m).

Como G ¢ abeliano, pelo Corolario 2, temos que ¢ & de grau
1 para todo i € {1,...,m} e, sendo assim, n = m. Consequentemente,

cpgi) € C* para todo i € {1,...,m} e para todo g € G.
Se T : C" — C" da a equivaléncia entre ¢ e ) @ ... @ o™,

entao:

) | O |

2
TﬁlsﬁgT — 0 SD.E] )
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Que é uma matriz diagonal para todo g € G. O

Corolario 4. Seja A € GL,,(C) uma matriz. Entao A € diagonalizd-
vel. Além disso, se existir n € N* tal que A™ = I, entdo os autovalores
de A sdo n-ésimas raizes da unidade.

Demonstragao. Seja A € GL,,(C) uma matriz de ordem finita arbitra-
ria. Suponha que A™ = I.

Defina a representagio ¢ : Z/nZ — GL,,(C) por ¢(T) = A*.

Pelo Corolério 3, existe T € GL,,(C) invertivel tal que T-1AT
é uma matriz diagonal.

Digamos
A 0 .0
r7iar=| 0 - D.
SO
0 0 n

Entdo D" = (T7'AT)" = T7'A"T = T-YIT = T7'T = I
Assim, temos que

AP0 .. 0
r=pr—| 0 M

0

0 0 An

Disso segue A = 1 para todo i € {1,...,m}. Isso estabelece que
os autovalores de A sdo raizes n-ésimas da unidade. O

3.2 RELACOES DE ORTOGONALIDADE

Definicao 10. Seja G um grupo finito. Defina L(G) = C% = {f|f :
G — C}. Sejam f1, f2 € L(G), c € C e g € G arbitrdrios. Definimos
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a soma, a multiplicagao por um escalar e o produto interno em L(G)
como:

(fr + f2)(g) = fi(g) + f2(9),
(cfi)(g) =c- fi(g) e

< fi1, fa >= ﬁ >gec [1(9) f2(9).

Desta forma, podemos verificar que L(G) € um espago vetorial
com produto interno sobre C. Definimos L(G) como a Algebra do Grupo
G.

Proposigao 6. Sejam G um grupo finito, V e W espacos vetoriais
com dimensao finita sobre C, ¢ : G — GL(V) e p : G — GL(W)
representagoes. Se T : V. — W € uma transformagao linear, entao:

1
1. T# = @ S gec Pg1Tpg € Homa(e, p).

2. SeT € Homg(p, p) entdo T = T#.

3. A fungio P : Hom(V,W) — Homg/(p, p) definida por P(T) =
T# ¢ uma transformacdo linear.

Demonstracao. Sejam G um grupo, V e W espacgos vetoriais com di-
mensao finita sobre C, ¢ : G — GL(V) e p: G — GL(W) represen-
tagoes arbitrarios.

Suponha que T': V — W é uma transformagao linear. Temos
que :

1 1
T#Sﬁh = @ deG Pg*chpgSDh = @ deG Pg*lTSDgh = %
Aplicando uma mudanca de variavel £ = gh temos:
1 1
* = @ Z;peG phrflTQOw = @ ZxEG phpz*lTQDx =

1
= ph@ ZggeG pe—1Tpy = phT#-
Portanto, T# € Homg(yp, p).

Suponha que T' € Homg(p, p). Entéo:
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1 1 1
T# = il > gec Pg—1Tog = Gl Yogec Pg—1PgT = G| YgecT =

1
Gler="

Agora, considere a fun¢ao P : Hom(V,W) — Homg(p, p) de-
finida por P(T) = T#. Vamos mostrar que P é uma transformagao
linear.

Sejam c1,c0 € C e T1,To € Hom(V, W) arbitrarios. Temos que:

1
P(eiTy+coTy) = (1T +coTh)* = @l > gec Po-r(eaTi+eTo)pg =

1 1
01@ deG pg—lTl‘Pg+C2@ deG ,Og71T230g = clTl#_A'_02T2# — 01P(T1)+

02P (TQ)
Do exposto segue que P é uma transformagao linear. O

Proposigao 7. Sejam G um grupo finito, V e W espacos vetoriais
com dimensao finita sobre C, ¢ : G — GL(V) e p : G — GL(W)
representagoes irredutiveis e T : V. — W uma transformagao linear,
entao:

e Se p e p ndo sio equivalentes entdo T# = 0;

Tr(T#)

o Se ¢ = p entio T# =
degyp

I em que degyp € o grau da repre-
sentacao .
Demonstracao. Sejam G um grupo, V e W espacgos vetoriais com di-

mensdo finita sobre C, ¢ : G — GL(V) e p: G — GL(W) represen-
tagoes irredutiveis e T : V. — W uma transformacao linear arbitrarias.

Suponha que ¢ e p nao sejam equivalentes. Pelo Lema de Schur
temos que Hom(p, p) = 0. Como T# € Hom(yp, p), segue que T# = 0.

Suponha agora que ¢ = p. Pelo Lema de Schur temos que existe
X € C tal que T# = A\I. Como T# : V — V, temos que:

Tr(T#) = Tr(\) = XTr(I) = AdimV = \degep.

Tr(T# Tr(T#
M. Portanto, T# = LI.

Assim, segue que A =
degy degy
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Lema 5. Sejam A € M,,,(C), B € M,s(C) e Ex; € My,,(C). Entao
(AEy;B)ij = (aixbij) em que A = (ai;), B = (bi;) e Ey; € a matriz que
tem 1 na entrada ki e 0 nas demais entradas.

Demonstragao. Sejam A € M,,,(C) e B € M,(C) arbitrarias. Consi-
dere Ey; € My, (C) a matriz que tem 1 na entrada ki e 0 nas demais
entradas. Temos que:

(AEkiB)lj = Zm,y alx(Eki)xybyi-
Da definicao de Ej; temos que os Gnicos termos nao nulos do somatoério
sao aqueles obtidos quando = = k e y = i. Deste modo, obtemos que
(AE}W'B)U = (alkbij). D
Lema 6. Sejam G um grupo finito e ¢ : G — U,(C) e p : G —
U (C) representagoes unitdrias. Seja A = Eyx; € My, (C). Entao
Af; =< Pij, Pl >
Demonstragao. Sejam ¢ : G — Uy, (C) e p : G — Uy, (C) representa-
¢Oes unitarias arbitrarias. Seja A = Ey; € My, (C).

*

Como p ¢é unitaria, temos que py-—1 = p;l = pg. Sendo assim,
temos que pix(g~") = pri(g). Entdo:

1
A# |G‘ deG( 1Ekz<p9)

Pelo Lema 5 temos que:
A# |G| deG plk(g_l)wij(g)'

Portanto,

1 -
Al = @l > gec Pri(9)pii(9) =< @iz, pr >

O

Teorema 2. (Relacao de Ortogonalidade de Schur) Seja G um
grupo finito. Se ¢ : G — U, (C) e p: G — U,,(C) sao representagoes
unitdrias irredutiveis que nao sao equivalentes, entao:

1. < Pijs Pkl >= 0,’

9 < o - 1/n  sei=k e j=l
© S Py PR 2 0 caso contrdrio
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Demonstragao. Sejam ¢ : G — Uy, (C) e p : G — Up,(C) represen-
tagOes unitarias irredutiveis arbitrarias que nao sao equivalentes. Seja
A=FE € an<(C) e B=F; € Mn((C)

Como @ e p nao sao equivalentes, pela Proposi¢ao 7, temos que
A# = E,fi = 0. Pelo Lema 6, temos que A% = Eij =< Qij, PRl >-
Portanto, < ¢;;, pr1 >= 0.

Para o item 2, usamos o segundo item da Proposigao 7. Temos
que:

),
deg(y)
Blf =< @ij, or > -

B#*

Se | # j entao I;; = 0 e assim BZ& =< @ij, 01 >= 0. Se 7 # k temos
que Tr(E,fZ) = 0 e, portanto, BZ-& =< @5, P >= 0.
Agora, suponha que i = k e j = [. Temos entao que TT(EZ%) =1

1
E como deg(yp) = n temos que BZE =< Yij, PR >= —. O
n

3.3 CARACTERES E FUNCOES DE CLASSE

Definicao 11. Sejam G um grupo finito, V um espago vetorial de
dimensao finita sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representagdo. O
caractere x, : G — C de ¢ € definido por x,(g9) = Tr(pg).

Observagoes:

1. Se a representacao ¢ for irredutivel entao x, ¢ chamado de ca-
ractere irredutivel;

2. Se ¢ : G — GL,(C) é dada por ¢, = (v;;(g)), entdo x,(g9) =
> pii9);
3. Se ¢ : G — C* ¢é uma representacao de grau 1, entao x, = ¢.
Proposigao 8. Sejam G um grupo finito e ¢ uma representagao de G.
Entao x,(1) = degep.

Demonstracao. Sejam G um grupo finito, V um espacgo vetorial de di-
mensao finita sobre C e ¢ : G — GL(V) uma representagao arbitra-
rios. Entao:
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Xo(1) =Tr(p1) = Tr(I) = dimV = degep.
Portanto, x,(1) = degep. O

Proposicao 9. Sejam ¢ e p representagoes equivalentes. Entao x, =
Xp-

Demonstracao. Sejam ¢ e p representagoes equivalentes abitrarias. Seja
G um grupo finito e suponha que ¢, p: G — GL,(C).

Como ¢ e p sdo equivalentes, existe uma matriz inversivel T' €
GL(C) tal que ¢, = Tpy,T~! para todo g € G. Assim, dado g € G
arbitrario, temos:

Xo(9) = Tr(pg) = Tr(Tp,T~1) = Tr(T~'Tpy) = Tr(pg) = X,(9)
0

Proposigao 10. Sejam G um grupo finito e ¢ uma representagio de
G. Entao x,(g) = X, (hgh™") para todo g,h € G.

Demonstra¢ao. Sejam G um grupo finito, ¢ uma representacao de G e
g,h € G arbitrarios. Entao:

Xo(hgh™t) = Tr(@hghzl) = Tr(pnpgon-1) = Tr(pnpger ") =
=Tr(p, wnpg) = Tr(pg) = Xo(9)

O

Definigao 12. Sejam G um grupo finito e a,b € G. Dizemos que a
e b sio conjugados se existir g € G tal que b = gag='. Temos que
esta € uma relagao de equivaléncia em G e as classes de equivaléncia
sao chamadas de classes de conju¢do. O numero de classe de G € a

quantidade de classes de conjugacao distintas em G.

Definigao 13. Seja G um grupo finito. Uma fungdo f : G — C € dita
ser uma funcdo de classe se f(g) = f(hgh™') para todo g,h € G, ou
seja, f € constante nas classes de conjugao de G. O espago das funcoes
de classe serd denotado por Z(L(Q)).

Observagoes:

1. Em particular, na Proposigao 10 mostramos que caracteres sao
fungoes de classe;

2. Se f: G — C & uma funcao de classe e C uma classe de conju-
gagdo, f(C) denotara o valor contanste que f assume em C.
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Proposicao 11. Seja G um grupo. Temos que Z(L(G)) € um subes-
pago de L(G).

Demonstragao. Sejam G um grupo, f1, fa € Z(L(G)) e ¢1,ca € C arbi-
trarios. Tome g, h € G quaisquer. Temos que:

(c1fi + cafo)(hgh™') = c1 fi(hgh™") + cafo(hgh™') =
=c1f1(9) + c2f2(9) = (c1f1 + c2f2)(9)-

Portanto, (c1f1 + cafa) € Z(L(G)). Assim, Z(L(G)) é subespaco de
L(G). O

Proposigao 12. Sejam G um grupo finito e CI(G) o conjunto de todas
as classes de conjugacao de G. Defina para cada C € CI(G) a fungao

1 segeC

50:G—C dadap0T5C(9){ 0 seg¢C -~

Seja B = {0¢c|C € CI(G)}. Temos que B é uma base para Z(L(Q)).
Consequentemente, dimZ(L(G)) = |Cl(G)|. Ou seja, a dimensio do
espaco das fungoes de classe de G € o numero de classes de G.

Demonstrag¢ao. Seja G um grupo abritrario. Considere CI(G) o con-
junto de todas as classes de conjugacao de G.

Defina para cada C € CI(G) a fun¢io d¢ : G — C dada como
no enunciado. Seja B = {é¢|C € CI(G)}. Vamos mostrar que B forma
uma base para Z(L(Q)).

Pela definicao da fungao ¢, temos que ela é constante nas clas-
ses de conjugacao de G. Assim, dc € uma funcao de classe. Ou seja,
dc € Z(L(Q)) para todo C € CI(G).

Seja f € Z(L(G)) arbitrario. Vamos mostrar que f =} (g, f(C)dc-
Tome g € G arbitrario.

Se C" € CI(G) é a classe de conjugacao de g entdo f(g) = f(C"),
dcr(g) =1 e dc(g) = 0 para todo C # C’. Desta forma, o tinico termo
que nao ird zerar no somatorio é o f(C")d¢cr. Portanto,

flg) = F(C") = F(C) - 1= F(C)ser(9) = Ve F(C)oclo).

Para mostrar que B é linearmente dependente vamos mostrar
que B é um conjunto ortogonal. Sejam d¢,,d¢c, € B arbitrarios. Temos
que:
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1
< 501 ) 502 >= @ deG 501 (9)602 (g)

Assim, se Cy # Cy, temos que < d¢,,d¢c, >= 0 pois quando
g € C} teremos que 0¢, (g) = 1 mas d¢,(g) = 0 e nos demais casos os
termos do somatoério sao todos nulos. Analogamente se g € dc, tam-
bém teremos que todos os termos serdo nulos. Se g ¢ d¢, e g € dc,
entao todos os termos serao nulos.

Se C1 = (5 entao os tinicos termos nao nulos do somatorio serao

quando g € C; = (3. Esses termos serdo iguais a 1 pois d¢, (g9) =
C C
0c,(g) = 1. Desta forma, teremos que < d¢,,dc, >= |Gl| = |GQ|
Temos entao que B é um conjunto ortogonal que gera Z(L(Q)).
Portanto, B é uma base de Z(L(G)). E como |B| = |CI(G)|, temos que
dimZ(L(Q)) = |CI(G)]. O

Teorema 3. (Primeira Relagao de Ortogonalidade) Sejam G um
grupo finito e p, p representagoes irredutiveis de G. Entao:

< o 1 sey ep sao equivalentes
XerXp 7Y 0 se @ € p nao sao equivalentes
de caracteres irredutiveis formam um conjunto ortonormal em Z(L(G)).

. Assim, o conjunto

Demonstracao. Sejam G um grupo finito e ¢, p representacoes irre-
dutiveis arbitrarias de G. Suponha sem perda de generalidade que
©:G—Upy(C) e p:G— Up,(C) sdo unitarias. Temos que:

< Xegy Xp >= |7(1;,| deG ch(g)m =
- Té| e (S 9iil9) S0 3 (9) =
-y, z;’”;l(é e 0 (@) =

=D e < i), piig) > -

Se ¢ e p ndo sdo equivalentes entdo < ¢;i(g), pj;(g) >= 0 pelo
Teorema 2. Sendo assim, < x,, X, >= 0.

Se p e p s@o equivalentes entdo suponha que ¢ = p. Assim,

1
< Yiiy Pjj >=< Yii, Pii >= o
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E, portanto,

1
< X Xp >= Doty < Piis Pii >= 20y —= 1.
O

Corolario 5. Seja G um grupo finito. Entao existem mo mdzrimo
|CU(G)| classes de equivaléncia de representagoes irredutiveis de G.

Definigao 14. Sejam G um grupo finito e p uma representagio de
G. Se p ¢ equivalente a mie™M) @ ... D myp®) entdo m; € dito ser a
multiplicidade de ¥ em p. Se m; > 0, entio dizemos que 9 é um
constituinte irredutivel de p. Observe que degp = mydy + ... + mgds.

Lema 7. Sejam G um grupo finito e @, p,v representacoes de G. Se
w=pDY entdo Xy, = Xp + Xu-

Demonstra¢do. Sejam G um grupo finito e ¢, p, ¥ representagoes de G
arbitrarios. Suponha que ¢ = p @ 1.

Digamos que p : G — U,(C), ¥ : G — Up,(C) e p : G —
Unt+m(C). Como ¢ = p@ 1, temos a seguinte forma matricial de bloco:

_| pg O
Pg _|: 0 b, :|
Para g € G arbitrario, segue que x,(9) = T7r(py) = Tr(pg) +Tr(1g) =
Xp(9) + xu(9)-

Portanto, x, = Xp + Xu- O

Teorema 4. Sejam G um grupo finito, p uma representacdo de G e
4,0(1), ey go(s) um conjunto completo de representacoes de representagoes
irredutiveis de G. Se p € equivalente a mie™M) @ ... ® myp'®) entdo
m; =< Xp, Xp) >. Consequentemente, a decomposigdao de p em termos
irredutiveis € inica.

Demonstracao. Sejam G um grupo finito, p uma representacao de G e
0, ..o um conjunto completo de representacoes irredutiveis de G
arbitrarios.

Suponha que p é equivalente a mio™M @ ... & mp®).

Pelo Lema 7 temos que x, = miX,0) + ... + MsX ). Assim,
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< Xpr Xt >=<M1X ) + .ot msX¢<s>,X80(i) >=
=M1 < Xp)p0) > T Mg < X)) Xpth) > -

Pelo Teorema 3, temos que o dnico termo nao nulo desta soma
SEra m; < Xy, X > € < X s Xl >= 1. Deste modo, < Xps X >=

Corolario 6. Sejam G um grupo finito e p uma representacao de G.
Temos que p € irredutivel se, e somente se, < Xp, X, >= 1.

Demonstra¢do. Sejam G um grupo finito e p uma representagao de G
arbitrarios. Suponha que p é irredutivel. Entao, pelo Teorema 3, temos
que < Xp, Xp >= 1.

Suponha agora que < X,,X, >= 1. Suponha também que p &
equivalente a mlcp(l) e..P mscp(s) em que go(i) é uma representacao
irredutivel de G para todo i € {1, ..., s}.

Pelo Teorema 3, obtemos:

<Xpr Xp >=<mipM & .. & mp) mieM & .. @ mep) >=
=m3 + ... + mZ.

Como < Xp,Xp >= 1 e my,...,ms sao inteiros nao negativos,
temos que existe j € {1, ..., s} tal que m; = 1 e m; = 0 para todo i # j.

Disso segue que p é irredutivel. O

Exemplo 8. Considere a representagao p do grupo Ss feita no Exemplo
4. Temos que:

Xo(Id) = Tr(pra) = Tr([ 0y ]) —2,

Xp(12) = Tr(paz) = TT([ _01 _11 }) =0e
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Xp(123) = Tr(p(123)) = TT([ _11 _01 ]) =1

E como Id, (12), (123) formam um conjunto completo de representantes
das classes de conjugagao de Ss, podemos calcular o produto interno
< XpsXp > usando os valores obtidos acima. Como |S3| = 6 e temos
trés transposicoes e dois ciclos de trés, seque que:

1 1
< Xpy Xp >= 6(22+3~02+2~(—1)2):6(4+2)=1.

Sendo assim, pelo Coroldrio 7, p € irredutivel.
3.4 A REPRESENTACAO REGULAR

Definigao 15. Sejam G um grupo finito. A representac¢do reqular de
G € o homomorfismo L : G — GL(CQG) definido por

Ly heacnh =2 heqcngh =3 cq Cg-12% para cada g € G
em que CG = {}_ .5 cqglcy € C}.

Proposigao 13. Seja G um grupo finito. Entao a representa¢do regu-
lar de G é uma representagdo unitdria.

Demonstracao. Seja G um grupo finito arbitrario. Vamos mostrar que
L é de fato um homomorfismo. Tome g1,92 € G e h € G um elemento
base de CG arbitrarios. Temos que:

Ly, Lg,h = Lg, g2h = g1g2h = Lg, 4,1

Sendo assim, L é um homomorfismo.

Agora, seja g € G arbitrario. Vamos mostrar que L, ¢ unitéria.
Temos que:

< Lg Y opeg el Lg Y pec bnh >=< Y icq Co10%: Dgeg kg—107 >=

=2 reG Co-1akg-1o = *

1

Fazendo uma mudanca de variavel y = ¢~ x obtemos:
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* = ZyEG cyky =< ZyEG CyY, ZyEG kyy > .
Logo, L, & unitéria. 0

Proposigao 14. Seja G um grupo finito. Entdo o caractere da repre-
sentacdo reqular de G € dado por:

[ 1G] seg=1
XL(g)_{ 0 seg#1"

Demonstragdo. Seja G um grupo finito arbitrario. Digamos G = {¢1, ..., gn }
em que |G| =n. Entao Lyg; = gg;.

Como G & uma base para CG, considere Lg; ; a matriz da repre-
sentagao L, com respeito a base G. Temos que:

.1 segi=gg9; _[ 1 seg=gig;’
gt 0 caso contrario 0 caso contrario °
1 seg=gg, ' =1

Em particular, temos que L,;; = .
p ’ 4 gut 0 caso contrario

Desta forma, obtemos:

o) =1rizy) ={ 19 921

O

Teorema 5. Sejam G um grupo, L a representacao reqular de G e
cp(l), ety go(s) um conjunto completo de representacoes de representagoes
irredutiveis e unitdrias de G. Entio L € equivalente a dyp™) @ ... @
dsp'®).

Demonstra¢ao. Seja G um grupo arbitrario. Considere L a representa-
¢ao regular de G e 1) ..., »(*) um conjunto completo de representacoes
de representagoes irredutiveis e unitarias de G.

Suponha que L é equivalente a m1p™ & ... & myo®). Pelo Teo-
rema 4, temos que m; =< X1, X, >-

Pela Proposigio 15 temos que xr(g) =|G|seg=1e xr(g9) =0
se g # 1. Assim, temos que:
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1 —_ 1 —_
XL Xp0 > 1 > gea XL(@)xp (9) = @XL(UXW)(U =
1 R .
= @|G|X¢<i>(1) = degp') = d;.
Portanto, L é equivalente a dip™M @ ... ® dyp(®). O

Corolario 7. Sejam G wm grupo finito e oM, ..., o) um conjunto
completo de representacoes de representagoes irredutiveis e unitdrias
de G. Entdo |G| = d? + ... + d2.

Demonstracio. Seja G um grupo finito arbitrario. Considere o) ..., o(®)
um conjunto completo de representacoes irredutiveis e unitarias de G.

Pelo Teorema 5 e pelo Lema 7, temos que:

XL = le(p(l) + ...+ dsX@(S%

Avaliando x, em 1 obtemos:

‘Gl = XL(l) = lega(U(l) + ...+ dnga(s> (1) =
= dydegypV) + ... + dydegp®) =
=di+..+d2

O

Teorema 6. Sejam G wm grupo finito e o1 ... o) um conjunto
completo de representacoes irredutiveis e unitirias de G. O conjunto
B = {\/@g)gf)\l <k <s,1<i,5 <di} forma uma base ortonormal
para L(G).

Demonstracio. Seja G um grupo finito arbitrario. Considere o) ..., o(®)
um conjunto completo de representagoes de representagoes irredutiveis

e unitarias de G. Defina B = {\/dkgogf)\l <k<s,1<4,5<d}

Pelo Teorema 2, temos que B é um conjunto ortonormal. Como
|B| = d?+...4+d? = |G| = dimL(G), temos que B ¢ base para L(G). [

Teorema 7. Sejam G wm grupo finito e o1 ... o) um conjunto
completo de representacoes de representacoes irredutiveis e unitdrias

de G. O conjunto B = {X,0), -, Xy } forma uma base ortonormal
para Z(L(Q)).
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Corolario 8. Seja G um grupo finito. Entdo o nimero de classes de
equivaléncia de representacoes irredutiveis de G € o numero de classes
de conjugacao de G.

Corolario 9. Seja G um grupo finito. Temos que G € abeliano se, e
somente se, possui |G| classes de equivaléncia de representagoes irre-
dutiveis.

Daqui pra frente vamos denotar X, por x;.

Definigao 16. Seja G um grupo finito com caracteres irredutiveis X1, ..., Xs
e classes de conjugagio C1q,...,Cs. A tabela de caracteres de G é uma
matriz X de ordem s x s tal que X; ; = x;(C}).

Teorema 8. (Segunda Rela¢do de Ortogonalidade) Sejam G um
grupo finito, C,C" classes de conjugagao de G, g € C e h € C'. Entao:
G|

s —— se(C=C(C"
21:1 Xi(g)Xi(h) = |O| .
0 seC#C

Consequentemente, as colunas da tabela de caracteres sao ortogonais e,
assim, a tabela de caracteres é invertivel.

Demonstragdo. Sejam G um grupo finito, C, C’ classes de conjugagao
de G, g € C e h € C" arbitrarios. Usando que d¢r = Y .._; < d¢v, xi >
Xi, para temos que:

dcr(g) = Z?:l <dcr,xi > xilg) =

-y, ‘%;‘ S cade (@ n@le) =
-y, ‘—(1;' Yo i@ile) =

Como d¢(a) =1 quando a € C’ e d¢v(a) = 0 caso contrario, podemos
concluir que:

G|

] oo =0
Sixilga® = Je] ¢ .
0 seC#C
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3.5 REPRESENTACOES DE GRUPOS ABELIANOS

Proposigao 15. Sejam G1,Go grupos abelianos finitos. Suponha que
X1y -5 Xm € P1,---, Pn SG0 TEpresentacgoes irredutiveis de G, G respec-
tivamente. Em particular, |G1| = m e |Ga| = n. Entdo as fung¢oes
ajj : GixGy — Ccom1l < i <mel < j < n dadas por
a;;(g1,92) = xi(g1)@;(g2) formam um conjunto completo de represen-
tagoes irredutiveis de G1 X Gs.

Demonstracao. Sejam G1, Gy grupos abelianos finitos arbitrarios. Su-
ponha que Xx1,...;Xm € ©1,...,9n SA0 representacgoes irredutiveis de
G1, G2 respectivamente. Defina a;; : Gi x Go — C* com 1 <i<m
e 1 <j <nporai(g,g2) = xi(91)p;(g2)-

Primeiro, vamos mostrar que o;; ¢ um homomorfismo. Tome
(91,92), (91, 95) € G1 x G2 arbitrarios. Temos que:

@ij(91, 92)i; (91, 95) = xi(91)@;i(92)xi(91)w;5(95) =
= Xi(91)Xi(91)9;(92)9;(95) = xi(9191)9;(9295) = @i (9191, 9295) =
= aij((91,92)(9/179'2))~

Agora, suponha «;; = ay;. Vamos mostrar que ¢ = ke j = [.
Sejam g € G e h € G5 arbitrarios. Temos que:

Xi(9) = @ij(g,1) = anlg, 1) = xx(g) e
@j(h) = aij(1,h) = ap(1,h) = pi(h).

Assim, segue que i =k e j = 1.

Como G1 X Gy possui |Gy X Go| = mn representagoes irredutiveis
distintas, 1 <7 < mel < j < n, segue que o {aij 1 G1 x Gy —
C*1<i<mel<j<n}éum conjunto completo de representagoes
irredutiveis de G1 x Gs. L]
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4 ANALISE DE FOURIER EM GRUPOS FINITOS

4.1 FUNCOES PERIODICAS EM GRUPOS CICLICOS

Definigao 17. Seja f : Z — C uma fun¢do. Dizemos que f € perid-
dica com periodo n € Z se f(x) = f(x +n) para todo x € Z.

Definigao 18. Seja f : Z/nZ — C uma fungao. Deﬁnimos a sua
trasnformada de Fourier por [ : Z/nZ — C descrita como f([m]) =
n < foxm >= psg f([R])em2mimA/m,

Proposigao 16. A transformada de Fourier € inversivel. Mais preci-

samente, f = % ZZ;& J?( []) Xk

Demonstragao. Seja f : Z, — C uma fungdo arbitraria. Tome [m] €
Z., qualquer. Temos que:

LS Fkadm
k=0
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4.2 O PRODUTO CONVOLUCAO

Definigao 19. Sejam G um grupo finito e a,b € L(G). Definimos a
convolugdo axb : G — C por (axb)(z) = 3. ¢ a(zy~H)b(y) para
cada x € G.

Agora, sendo G um grupo finto, para cada g € G iremos denotar
dg =0c emque g€ CeC € ClQG).

Proposigao 17. Sejam G um grupo finito e g,h € G. Temos que
(59 * (Sh = 6gh~

Demonstracao. Sejam G um grupo finito, g, h,x € G arbitrarios. Te-
mos que:

(6g%0n) (%) = >_ e §g(xy™1)on(y) = 64(xh™1) :{ (1) se g=xh™!

|1 sex=gh _
(dg * 0n) () _{ 0 caso contrario Ogn (). -

Teorema 9. Seja G um grupo finito. O conjunto L(G) é um anel com
a soma ponto a ponto e a multiplicacao convolugao. Além disso, 6, €
a identidade da multiplicagao.

Demonstragao. Seja G um grupo finito arbitrario. Tome a,b,c € L(G)
e g € G arbitrarios. Temos que:

e (a+0b)(g) =a(g) +b(g) = b(g) + al(g) = (b+a)(g).

* ((a+b)+c)(g) =(a+b)(g)+clg) =alg) +blg) +clg) =

caso contrario °
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=a(g) + (b+c)(g) = (a+ (b+¢))(9)-

0r(q) : G — C definida por 0r(g)(h) = 0 para todo h € G é o
elemento netro da soma. De fato,

(a+0r))(9) = al(g) + 0L (9) = alg) + 0 = a(g).

(—a) : G — C definida por (—a)(h) = —(a(h)) para todo h € G
é o elemento oposto de a. De fato,

(a+(=a))(9) = alg)+(=a)(9) = a(g)+(—(a(9))) = 0 = Or(c)(9)-

91 : G — C definido por §1(h) = 1se h = 1 e d1(h) = 0 caso
contréario é o elemento neutro da multiplicagao. De fato,

(a+01)(g) = Xpec algh™)or(h).

Temos que 6;(h) = 1 quando h = 1 e, neste caso, h™! = 1.
Deste modo, o tnico termo nao nulo do somatério sera o termo
a(g-17161(1) = a(g) - 1 = a(g). Portanto,

(a*61)(g) = alg).
((axd)xc)(g) = D peqlaxb)(gh™')e(h) =
=Y nea 2oreq algh™ k7 Hb(k)e(h).

Fazendo uma mudanca de variavel v = kh, temos que u™ ' =

h= k™l ek =uh"'. Assim,
((a*b)xc)(9) = Xpea 2uec algu™)b(uh™)e(h) =
= Yueq algu™") X heq bluh™t)e(h) =

=2 uec algu™)(bx c)(u) = (ax (bxc))(9)-
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o (ax(b+0)(9) =Xheqalgh )b+ c)(h)] =
= Yhec algh™H)(b(h)+e(h)) = Fpeclalgh™)b(h)+a(gh™)e(h)] =

= heG a(gh™1)b(h) + > ohea a(gh™Y)e(h) =a*b+axc.

o ((a+b)xc)(9) = Xpeglla+b)(gh™)]e(h) =
= Yheclalgh™)+b(gh™))e(h) = 3, cclalgh™)e(h)+b(gh™ )e(h)] =

= hec algh™)e(h) + 3, cqblgh™)c(h) =axc+bxc.
Do exposto, segue que (L(G), +,*) é um anel. O

Proposigcao 18. Seja G um grupo finito. O conjunto das fungoes de
classe Z(L(G)) é o centro do anel L(G). Isto é, f : G — C ¢é uma
fungao de classe se, e somente se, ax f = f *xa para todo a € L(QG).

Demonstragao. Seja G um grupo finito arbitrario. Tome a, f € L(G) e
x € G arbitrarios.

Primeiro, suponha que f € Z(L(G)). Temos que:
(ax f)@) =, cqalzy™)f(y).

Como f é uma funcdo de classe, temos que f(y) = f(zyz~1).
Assim,

(ax f)(x) =3, cqalzy™) flaya™).
Fazendo uma mudanca de variavel z = xy~! obtemos:

(ax f)(z) =Y. cqa(2)f(zz7h) = X e flaz7Na(z) = (f + a)(x).

Agora, suponha que f *a = a * f. Vamos mostrar que f €

Z(L(G)).
Afirmacao: f(gh) = f(hg) para todo g,h € G.

De fato, f(gh) =3, f(9y™")0n-1(y) = f* 0p-1 =
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=0p-1 % f =3 cqon-1(9y™)f(y) = f(hg).

Sendo assim, seja y € G arbitrario, temos que f(zyz~—!) =
f(yz=tx) = f(y). Portanto, f € Z(L(Q)). O

4.3 ANALISE DE FOURIER E GRUPOS ABELIANOS FINITOS

Definigao 20. Seja G um grupo abeliano finito. Considere G o con-
junto de todos os caracteres irredutiveis x : G — C*. Este conjunto é
chamado de grupo dual de G.

Proposigao 19. Seja G um grupo abeliano finito. Usando a multipli-
ca¢do ponto a ponto em G, temos que G € um grupo abeliano de ordem

G-

Demonstragao. Seja G um grupo abeliano finito arbitrario. Sejam
X,0,¢ € G e g1,g92 € G arbitrarios. Temos que:

(x0)(g192) = x(9192)0(g9192) = x(91)x(92)0(91)0(g2) =
= x(91)0(91)x(92)0(g2) = (x0)(g91)(x0)(g2)-

Assim, G & fechado com relagdo ao produto. Além disso,

(x0)(g1) = x(91)0(g1) = 0(g1)x(91) = (6x)(g1)-

E também,

[(x0)¢l(91) = [(x0)(91)]6(91) = x(91)0(91)b(91) =
= x(91)[(09)(g1)] = [x(69)](g1)-

O elemento neutro do produto seré o caractere y; : G — C*
definido por x1(g) = 1 para todo g € G. De fato,

(x10)(g1) = x1(91)0(g1) = 1-0(g1) = 0(g1)-

O inverso de  serd dado por x~1(g9) = (x(9))~! = x(g) para
todo g € G.

Do exposto, segue que G é um grupo abeliano com o produto
ponto a ponto. O

Definigao 21. Sejam G um grupo abeliano finito e f : G — C uma
funcao. A transformacao de Fourier f : G — C € definida por:
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~ JEE—

FO) =Gl < fix>=>",cq f(9)x(9)-

Os nimeros complexos |G| < f,x > sao chamados os coeficientes
de Fourier de f.

Teorema 10. Seja G um grupo abeliano finito. Se f € L(G) entdao

/= ﬁ 5, ea FOOX-

Demonstragao. Sejam G um grupo abeliano finito e f € L(G) arbitra-
rios. Temos que:

1 1 N
=3 ea <fix>x= @era Gl < fix>x= @ZXeaf(x)x

O

Corolario 10. Seja G um grupo abeliano finito. A funcao T : L(G) —
L(G) dada por T(f) = f é uma transformagao linear invertivel.

Demonstragao. Seja G um grupo abeliano finito arbitrario. Defina a
fungdo T : L(G) — L(G) por T(f) = f. Sejam fi,f2 € L(G),

~

c1,¢2 € C e x € G arbitrarios. Digamos que |G| = n. Temos que:

[T(c1f1+ caf2)l(x) = (01f1/+\62f2)(X) =n<cfitcf,x>=
=ncy < fi,X > +nex < fo,x >= ClJ/c\l(X) +C2J?2(X) =

=c1[T(f1)](x) + c2[T(f2)](x)-

Portanto, T é uma transformagao linear. Pelo Teorema 10, te-

mos que T é injetora. E como dimL(G) = dimL(G), temos que T é
invertivel. O

Teorema 11. Sejam G um grupo finito e a,b € L(G). Entao axb=
a-b.

Demonstragao. Sejam G um grupo finito, a,b € L(G) e x € G arbitra-
rios. Digamos que |G| = n. Temos que:
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axb(x) = Yaeqlax b)(@)x@) = X eq X(@) Xy eq aloy™b(y) =

= ZyeG b(y) ZﬁEG a(l’yil)M'

Fazendo uma mudanca de variavel z = zy~!, temos que = zy.
Assim,

axb(x) = e b)) Xeq al2)X(2y) = X yeq bX®) X.eq al2)x(z) =

=3 cq al2X(2) X yeq b)x W) = a(x) - b(x).

Exemplo 9. Considere o grupo Zn,. Defina w, = e*™/™ ¢
Xk : Zn — C* por xx(Im]) = wk™ para todo [m] € Z,, com
0<k<n—1. Entao xo, ..., Xn—1 SGo representacoes irredutiveis de L, .

Considere agora o grupo Zs. Temos que ZE = {xo0, x1, X2} En-
tao obtemos a sequinte tabela de caracteres irredutiveis de Zs:

xo([0])  xo([1]) x0([2]) 11 1
xi(0) xu([1) xa(2) [=] 1 w w® |.
x2([0])  x X 1

Considere a fungio [ : Zs — C dada por f([k]) = sen(27k/3).
Assim, f : Zs — C € dada por:

(V)
—~
=
=

~

F(xo) = (0D xo([0]) + ([ xo([1) + F([2D)x0([2]) =
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= sen(0) -1+ sen(27/3) - 1 + sen(4n/3) - 1 =

~

FOa) = FAODxa([0]) + f([Dxa (1) + fF([2Dxa([2]) =

= sen(0) - 1+ sen(27/3) - w + sen(4r/3) - w? =

V3 V3,
V3
:7(w—w2).

~

fx2) = F(0Dx2([0]) + F([)xa([1) + F([2D)x2([2]) =

= sen(0) - 1 + sen(27/3) - w? + sen(4n/3) - w =

3 3
b
3
= g(uﬂ —w).
2mi/3

Em que w=ce
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentado apenas uma introdugao desta te-
oria. Daqui pra frente, poderiamos obter diversas aplicagoes. A partir
do que foi apresentado, uma continuagao natural seria o Teorema da
Dimensao. Também poderiamos ver a Anélise de Fourier em grupos
nao abelianos. Ambos topicos sdo abordados no livro Representation
Theory of Finite Groups.

Pode-se também seguir o estudo na Teoria de Categorias e ana-
lisar todas as caracteristicas da Categoria de Representagao. Neste ca-
minho, seria possivel ver alguns resultados apresentados neste trabalho
de forma generalizada.
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