UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
CENTRO DE C1ENcias Fisicas E MATEMATICAS

TrABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO

Algebras de Lie
e suas RepresentacOes

Bruno da Silveira Dias

sob a orientacdo de
Prof. Dr. Eliezer Batista

Florianépolis,
2019






Sumario

Introdugao

Algebras de Lie

1.1 Definicdoe Exemplos . . . .. ... .. ... .. ... L .
1.1.1  Algebras de Lie Lineares . . . . ... ...........
1.1.2 Constantes de Estrutura . . . . .. ... ... .......

1.2 Ideais, Quocientes e Morfismos . . . . . ... ... ... .....

1.3 Derivagdes . . . . . ... Lo
1.3.1 A Aplicagdio Adjunta . . . . ... ... ... oL

Representagoes

2.1 Representagdes e seus Morfismos . . . . ... ... ... .....

2.2 Operagdes com Representagbes . . . . .. ... ... ... .....
2.2.1 Sub-representagdo . ... ..................
2.2.2 Representacdo Quociente . . . ... ... ... ... ...
2.2.3 Produto Direto e Soma Direta . ... ...........
2.2.4 Produto Tensorial de Representagdes . . ... ... ...
2.2.5 RepresentagdoDual . ... ... ... ... ... .. ...

2.3 Decomposi¢des de Representagdes . . . . . ... .........

2.4 Representacdes Irredutiveisdesl, . ... ... ....... ...
2.4.1  As representacdes (F[X, Y]u, pm) - - - -« o o o oo oot
2.4.2 Completando a classificacdo . ... ............

Algebras de Lie Nilpotentes
3.1 Defini¢do e Propriedades Basicas . . . . . ... ... ... ....
32 OTeoremadeEngel .. .......... ... .. .. .....

Algebras de Lie Soltveis

4.1 Defini¢do e Propriedades Basicas . . . . . ... ... ... ....
42 OTeoremadelie . .. ... ... ... ... ............
43 ORadical Solavel . . . . ... ... .. ... . ..

29
29
32
32
33
35
38
38
39
43
44
47



Sumdrio

4.4 OsCritériosdeCartan . . . ... ... ... ... .. ....... 70
441 FormasTraco . ... ... ... ... ... ... . . ... 70

4.4.2  Critério para Solubilidade . . . . . .. ... ........ 71

4.4.3 Critério para Semissimplicidade . . . . .. ... ... .. 75
Referéncias Bibliograficas 77



capituLo O

Introducdo

As dlgebras de Lie constituem provavelmente a mais importante classe de
dlgebras ndo associativas. Elas tém a sua origem nos estudos do matematico
noruegués Sophus Lie, que na década de 70 do século XIX buscava desenvolver
uma teoria de simetrias continuas para equagoes diferenciais que fosse andloga
a teoria de Galois para equagdes polinomiais. Estes estudos colocaram em
evidéncia uma classe de grupos — atualmente chamados grupos de Lie — para
os quais foi criada uma extensa teoria que hoje desempenha papel central
em diversas dreas da matematica e da fisica. O passo fundamental para o
desenvolvimento desta teoria foi a descoberta, feita por Lie, daquilo que ele
chamou de “grupos infinitesimais” — hoje conhecidos como algebras de Lie -
que eram associados aos grupos de Lie e funcionavam como uma espécie de
“versdo linearizada” destes.

Embora fossem originalmente vistas como objetos concretos associados aos
grupos de Lie, logo percebeu-se que as dlgebras de Lie poderiam ser estudadas
como objetos independentes, de maneira abstrata. Segundo Luiz A. B. San
Martins [10], esta ideia se deve a Wilhelm Killing, que por volta de 1880, de
maneira independente, introduziu a definicdo de édlgebra de Lie e provou
alguns dos resultados iniciais mais importantes para a teoria.

Seguindo este ponto de vista, trazemos neste trabalho uma introducéo a
teoria das dlgebras de Lie, com énfase nas suas representagdes e em um contexto
puramente algébrico, isto €, sem fazer referéncia aos grupos de Lie.

No primeiro capitulo, fazemos uma breve analise dos conceitos fundamen-
tais sobre os quais a teoria é construida (subalgebras, ideais, homomorfismos,
etc.) e apresentamos os principais exemplos. Em seguida, tratamos da lingua-
gem bdésica da teoria de representagdes, incluindo as nog¢des de representagdao
irredutivel e completamente redutivel. Em particular, analisamos em detalhes
as representagdes da algebra slp, das matrizes 2 x 2 com trago nulo.

No terceiro capitulo, estudamos as dlgebras de Lie nilpotentes e provamos



Capitulo o. Introdugdo

o Teorema de Engel, que relaciona a nilpoténcia de uma &lgebra de Lie com
a sua representagdo adjunta. Finalmente, no quarto capitulo consideramos
as algebras de Lie soltveis, provando o Teorema de Lie e apresentando os
critérios de Cartan.

O tnico pré-requisito necessdrio para a leitura deste trabalho é uma boa
dose de algebra linear, embora os rudimentos das teorias de grupos e anéis
possam ser de grande auxilio para o entendimento do que é exposto.

Notacao

A notagdo utilizada no trabalho é padréo:

Os simbolos IN, Z, Q, R e C denotam, respectivamente, os conjuntos de
ndmeros naturais, inteiros, racionais, reais e complexos. Alids, 0 € N e
N* =N\ {0}.

A funcdo identidade de um conjunto X é denotada por idyx.

A transposta de uma matriz A é denotada por A'.

O simbolo ¢ é utilizado exclusivamente para denotar o delta de Kronec-

ker:
1, sei=7j
djj = -
0 sei#j
e Se V é um espago vetorial e S C V é um subconjunto, denotamos o
subespaco gerado por S pela notagdo span S.



CAPITULO 1

Algebras de Lie

Este capitulo tem como objetivo apresentar as algebras de Lie, que sdo os
objetos protagonistas deste trabalho, e estudar as suas propriedades basicas.
Na primeira se¢do, introduzimos a sua defini¢do e discutimos os principais
exemplos. Em especial, tratamos de dlgebras de Lie formadas por operadores
lineares em um espaco vetorial e discutimos brevemente a nogdo de constantes
de estrutura. Em seguida, analisamos algumas construgdes algébricas funda-
mentais como ideais, quocientes, teoremas do isomorfismo, etc. Na tltima
se¢do, abordamos brevemente o conceito de derivacdo, que possui estreita
relagdo com as algebras de Lie. Em particular, estudamos a aplicagdo adjunta
de uma élgebra de Lie.

Neste capitulo, a menos de explicita mencdo do contrario, IF denota um
corpo arbitrario e todos os espagos vetoriais sdo tomados sobre F.

1.1 Definicao e Exemplos

Definicdo 1.1. Uma dlgebra de Lie é um espago vetorial g munido de uma apli-
cacdo bilinear [,]: g X g — g, usualmente chamada de colchete, satisfazendo
as seguintes condicdes:

(L1) o colchete é alternado: [x,x] = 0 para todo x € g;

(L2) vale a identidade de Jacobi: [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x,y]] = 0 para quais-
quer x,y,z € g.

Observagdo. Os somandos na identidade de Jacobi sdo aqueles obtidos a partir
das permutacdes ciclicas da tripla (x,y,z).

A condicdo (L1) na definigdo 1.1 implica que o colchete de uma &lgebra de
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Capitulo 1. Algebras de Lie

Lie g é uma operagdo anticomutativa. De fato, dados x,y € g temos

0=[x+yx+y]
=[x, x] + [x,y] + [y, x] + [y, y]
=[x,y + [y, x],

e portanto vale
(L1") [x,y] = —[y, x| para todos x,y € g.

Por outro lado, segue de (L1’) que 2[x, x] = 0 para todo x € g, e entdo (L1') é
equivalente a (L1) quando char(IF) # 2.

Fazendo uso da anticomutatividade do colchete, podemos reescrever a
identidade de Jacobi como

(1.1) [ [y, 2]] =[xyl 2] + [y, [x 2]

ou, também,

(12) [l y], 2] = [x, [y, 2]] = [y, [x, 2]).

Mais para a frente, veremos que existem motivos interessantes para que
a identidade de Jacobi seja pensada nas formas acima. Por ora, observamos
apenas que, para uma operacao bilinear e anticomutativa [-, -], cada uma das
equagodes (1.1) e (1.2) é equivalente & identidade de Jacobi.

Defini¢do 1.2. Sejam g e h dlgebras de Lie. Uma fungdo ¢: g — bh é dita ser
um morfismo de dlgebras de Lie se é linear e satisfaz

o([x,y]) = [¢(x), p(y)] para todos x,y € g.

Um morfismo bijetivo é chamado de isomorfismo®. Se existe um isomorfismo
entre g e h, dizemos que estas dlgebras sao isomorfas e escrevemos g = h.

Defini¢do 1.3. Seja g uma algebra de Lie. Uma subdlgebra (de Lie) de g é um
subespaco vetorial a C g tal que [x,y] € a para quaisquer x,y € a.

Claramente, se a é uma subélgebra de Lie de g entdo a é ela propria uma
algebra de Lie com respeito as restri¢des das operagdes de g e a inclusdo a — g
é um morfismo de algebras de Lie.

Exemplo 1.4. Em qualquer espaco vetorial V, podemos definir uma estrutura
de algebra de Lie colocando [x,y] = 0 para todos x,y € V. Uma dlgebra de Lie
deste tipo é dita ser abeliana (ou comutativa®). O

Se g é uma algebra de Lie, dizemos que dois elementos x,y € g comutam se
eles satisfazem [x, y] = 0. Este é sempre o caso quando x e y sdo linearmente
dependentes, pois se y = Ax para algum A € F entdo [x,y] = A[x,x] = 0.
Consequentemente, todo subespago unidimensional de g é uma subélgebra
abeliana e, em particular, se dim(g) = 1 entdo g é abeliana.

"Neste caso, é facil ver que a fungdo inversa é também um morfismo.
2Ge char(FF) # 2, entdo [x,y] = [y, x| se e somente se [x,y] = 0 e portanto o uso da palavra
“comutativa” coincide com o usual.



1.1. Definigdo e Exemplos

Exemplo 1.5. O produto vetorial (x,y) — x x y confere a R? uma estrutura de

dlgebra de Lie sobre R. De fato, se x = (x!,x%,x%) e y = (y!,y% ) entdo

( 3.2 .31 )

xxy = (y — 3y, Byt — 1P,y — Py

donde néo é dificil ver que o produto vetorial é bilinear e alternado. Resta

entao verificar a identidade de Jacobi. Para isto, tome z = (z!,2%,2%) e escreva

(-,-) para denotar o produto interno usual de IR3. Veja dai que

xx (yxz)= (x1 x2, x3)><(yzz y3zz,y3zl—yz yz —yz)
= (x*(y Z—fZ) (P2 —y'2),
x3( 3 2) ( 2 1),
xl( 123) ( 3 2))
= (P2 + 2y — (Py? + )2,

2
zt 4 x 22 y? — (xly! + x2y?)23)

= (x,2)y

Z.

(x? )
(2t + 2322)% — (xly! + °°)z
( )

Y)

Portanto, usando a simetria do produto interno, temos

xx(yxz)+yx(zxx) = (x2)y = (xy)z+ ¥, 0)z = (y,2)x
= (x,2)y — (y,2)x
=zx(yxx)

=—zX (x xXy).
Ou seja, vale a identidade de Jacobi para o produto vetorial. v

O exemplo acima mostra que o colchete em uma &lgebra de Lie ndo é
necessariamente uma operagdo associativa. De fato, tomando x = (1,0,0) € R3
ey = (0,1,0) € R3, temos que x x (x X y) = —y, enquanto que (x x x) x y = 0.
Apesar disso, as dlgebras associativas desempenham um papel importante
no estudo das algebras de Lie. Em parte, isso acontece porque toda algebra
associativa da origem a uma algebra de Lie de maneira natural. Para ver isso,
seja A uma dlgebra associativa e defina o comutador em A colocando

] Ax A A
(x,y) = [x,y] = xy —yx,

onde as operagdes no lado direito da igualdade acima sdo aquelas advindas da
estrutura de dlgebra associativa. Temos entdo a seguinte proposic¢do:

Proposigdo 1.6. Se A é uma dlgebra associativa entiio o comutador define no espago
vetorial subjacente a A uma estrutura de dlgebra de Lie.

Demonstracdo. O comutador é claramente bilinear e alternado. Para verificar
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que satisfaz a identidade de Jacobi, tome x,y,z € A e note que

[x, [y, 2]l + [y, [z x]] = x(yz — zy) — (yz — zy)x + y(zx — xz) — (zx — x2)y
= XYz — XZY — YZX + ZYX + YzX — YXZ — zXY + XZVY
= XYz + zYyx — yxz — zxy
= (xy —yx)z — z(xy — yx)

=[xyl 2.
Como o comutador é alternado, tem-se [[x, y],z] = —[z, [x,y]], e dai a igualdade
acima equivale a [x, [y, z|] + [y, [z, x]] + [z, [x,y]] = 0. O

Dada uma 4lgebra associativa .4, denotamos por Aj, a dlgebra de Lie cujo
espago vetorial subjacente é o mesmo de A e cujo colchete é o comutador
[x,y] = xy — yx. Note que Ay, é abeliana se, e somente se, A é comutativa.

A correspondéncia A — Ay, é funtorial3. Mais precisamente, se ¢: A — B
é um morfismo de 4lgebras associativas entdo esta mesma fung¢do pode ser
vista como um morfismo de algebras de Lie ¢: A; — By. De fato, neste caso,
para quaisquer x,y € A tem-se

e([x,y]) = o(xy —yx) = p(X)p(y) — ¢(¥)@(x) = [p(x), p(y)]-

Em particular, se ¢ é um isomorfismo de 4lgebras associativas A = B3, entdo é
também um isomorfismo de dlgebras de Lie A = By.

Exemplo 1.7. Seja V um espaco vetorial sobre F e considere o conjunto
Endp (V) dos endomorfismos lineares de V:

Endgp(V) ={A: V — V| A é F-linear}.

Com as operagdes de soma e multiplicagdo por escalar definidas ponto-a-ponto,
este conjunto forma um espago vetorial sobre F. A composi¢do de funcdes
define entdo uma aplicagdo bilinear

o: End]F(V) X Endlp(V) — El’ld]F(V)
(A,B) — Ao B,

com a qual Endg(V) se torna uma 4lgebra associativa. (Muitas vezes, omiti-
mos o simbolo “o” e escrevemos apenas AB para denotar a composi¢do dos
endomorfismos A e B.)

A construcdo descrita na proposi¢do 1.6 nos dd entdo a algebra de Lie
(Endp(V))L, cujos elementos sdo os operadores lineares A: V — V e cujo

colchete é o comutador
[A,B]=AoB—BoA.

Esta édlgebra de Lie é usualmente denotada por gl(V) e denominada dlgebra de
Lie linear geral do espago V. O

30u seja, na linguagem da teoria de categorias, esta correspondéncia define um funtor entre a
categoria das dlgebras associativas e a categoria das algebras de Lie.

10
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Exemplo 1.8. O conjunto Mat, (IF) das matrizes n x n com entradas em F é
uma 4lgebra associativa quando munido das suas operagdes usuais e portanto
d4 origem a uma élgebra de Lie (Mat, (F));. Explicitamente, esta dlgebra de
Lie é o espaco vetorial das matrizes n X n com entradas em F munido do
comutador de matrizes [A, B] = AB — BA.

Por simplicidade, costumamos denotar esta algebra de Lie por gl,(F) ou,
se o corpo [ estiver subentendido, apenas por gl,,.

Como ¢é de se esperar, os exemplos 1.7 e 1.8 estdo intimamente relacionados:
se V é um espaco vetorial de dimensdo finita igual a n, entdo a escolha de
uma base ordenada para V define um isomorfismo de dlgebras associativas
¢: Endp(V) — Mat, (FF), que associa a cada endomorfismo de V a sua matriz
na base escolhida. Esta mesma fungdo é entdo um isomorfismo de algebras de
Lie ¢: gl(V) — gl,,(F).

Por causa disso, muitas vezes ndo fazemos distingdo entre os endomorfis-
mos de um espago vetorial de dimensao finita e as suas matrizes com respeito
a uma dada base. Isso ocorre, em especial, quando V = F", caso em que
utilizamos a base canénica de F” para estabelecer uma identificagdo natural

gl(F") = gl,, (IF).

1.1.1  Algebras de Lie Lineares

A maioria das 4lgebras de Lie presentes neste trabalho ocorre naturalmente
como subdlgebra de gl(V), para algum espaco vetorial V (possivelmente de
dimensao infinita). Algebras deste tipo sdo ditas dlgebras de Lie lineares. Nesta
subsec¢do, vamos apresentar os principais exemplos destas dlgebras, que ao
longo do restante do texto serdo utilizados para ilustrar os conceitos introduzi-
dos.

Levando em consideragdo a identificagdo entre operadores lineares e matri-
zes comentada anteriormente, é interessante discutir estes exemplos também
na linguagem matricial. Para isso, fixado n € IN* e dados i,j € {1,...,n},
denotamos por E;; a matriz n x n que tem 1 na (i,j)-ésima entrada e 0 nas
demais. O conjunto {E;; | 1 <i,j < n} é uma base para a dlgebra de Lie gl, (IF)
e, dada uma matriz A € gl,,(F), os tnicos escalares a;; € F tais que

n
A= Z aijEi]'
ij=1

sdo exatamente as entradas da matriz A (o escalar 4;; na (i,j)-ésima entrada).
Indicamos isto escrevendo A = (a;;);j.

Os comutadores das matrizes E;; podem ser facilmente calculados: para
quaisquer i,j,k, 1 € {1,...,n} tem-se EijEq = 5jkEil donde se segue imediata-
mente que

(1.3) [Eij, Ext] = 0jxEir — O1iExj-

Sendo o colchete uma aplicagdo bilinear, esta equacgdo é suficiente para deter-
minar o comutador de duas matrizes quaisquer: se A = (a;;);j e B = (b;;);j,

11



Capitulo 1. Algebras de Lie

entao

n n n
[A, B] = [Z aiiEij, ) bklEkl] = ). ajbylEij, Exl

ij=1 k=1 i,jk1=1

I
'M:

aijbr (0jxEir — 01iEx;)

>

i,jkl=1

I
=

(aprbrq — argbpr)Epg

pgr=1

=
PN

e portanto [A, B] = (Zﬁzl by — bikakj)ij'

Nos exemplos a seguir, n denota um nimero inteiro positivo fixado e
os simbolos E;; sdo sempre utilizados para representar as matrizes bésicas
descritas acima.

Exemplo 1.9. Lembre que o frago de uma matriz A = (a;;);; € gl, (IF) ¢ definido
como a soma das suas entradas diagonais: tr(A) = }_; a;;. Vamos mostrar que
o subespago
slu(IF) = {A € gl (F) | tr(A) = 0} < gl,,(F)
formado pelas matrizes de trago nulo é uma subdlgebra de Lie de gl,,(FF), que
chamamos de dlgebra de Lie linear especial.
Ora, para quaisquer A, B € gl,,(F) tem-se

n n
tr(AB) = ) ayby = ) byay = tr(BA),
i k=1 ik=1
de modo que tr([A, B]) = tr(AB— BA) = 0 e [A, B] € sl,(F). Isso vale em
particular se A, B € sl,(FF), de modo que sl, (IF) de fato é uma subélgebra de
Lie.
Em termos das matrizes basicas E;;, sl,(IF) tem como base o conjunto

{Eij|1<i#j<n}U{E;—Ej1ip1|1<i<n—1}

e portanto sua dimensao é n? — 1. O

Proposicdo 1.10. Sejam V um espago vetorial sobre F e f: V x V — F uma forma
bilinear em V. O conjunto aut(V, B) dos endomorfismos X: V. — V que satisfazem

(1.4) B(Xv,w) = —B(v, Xw) para todos v,w € V
forma uma subdlgebra de Lie de gl(V).

Demonstragio. Note que aut(V, ) nunca é vazio, pois o endomorfismo nulo
sempre satisfaz a equacdo (1.4). O fato de este conjunto ser um subespaco de
gl(V) segue entdo da bilinearidade de B. Além disso, se X,Y € aut(V, B) entdo
B([X,Y]v,w) = B(XYv,w) — B(YX0v,w)

= —B(Yv, Xw) + B(Xv, Yw)

= B(v, YXw) — B(v, XYw)

= B(o,[Y, X]w)

= —p(v, [X,Y]w),

12
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de modo que [X, Y] € aut(V, B). O

Observacgio. Se B: V x V. — FF é uma forma bilinear ndo degenerada em um
espaco de dimens&o finita, é possivel mostrar que para cada endomorfismo
X € gl(V) existe um unico X* € gl(V), chamado de adjunto de X relativo a B,
tal que

B(Xv,w) = B(v, X*w) para todos v,w € V

Neste caso, os elementos de aut(V, B) sdo precisamente aqueles endomorfismos
X:V — V que sdo anti-autoadjuntos com respeito a f, isto é, que satisfazem a
igualdade X = —X*.

Observagio. O uso da notagdo aut(V, B) se deve a uma estreita relacdo existente
entre esta dlgebra de Lie e o grupo Aut(V,B) dos automorfismos de V que
preservam a forma f (veja, por exemplo, [4, pg. 70]).

Quando V tem dimenséo finita, podemos traduzir a proposi¢do 1.10 em
linguagem matricial. Fixada uma base ordenada (e, ...,e,) para V, podemos
estabelecer identificagdes entre os endomorfismos X: V — V e as suas matrizes
com respeito a base escolhida, e entre vetores v € V e matrizes coluna:

ol

n
v=) ve—v=
~
1 ,Un

Além disso, podemos associar a forma bilinear f uma matriz B € gl,(FF) dada
por B = (B(ei ¢)))ij.

Sob estas identificagdes, tem-se B(v, w) = v'Bw para quaisquer v,w € V e
portanto a equacao (1.4), que expressa a condi¢do para que um endomorfismo
X pertenga a aut(V, B), torna-se

v'X'Bw = —v'BXw para quaisquer v,w € V.

Para v = ¢; e w = ¢j, esta é uma igualdade entre as (i, j)-ésimas entradas das
matrizes X'B e BX. Concluimos entdo que X € aut(V, B) se, e somente se, X
satisfaz a equagdo matricial

(1.5) X'B = —BX.

Exemplo 1.11. No espaco vetorial [F”, considere a forma bilinear B cuja matriz
com respeito a base canoénica é a identidade 1,. Em outras palavras, g é a
forma bilinear candnica em F", dada por

B((x1,...,xn), (Y1, yn)) = ixlyi

para quaisquer (x1,...,Xz) e (y1,...,yn) € F".

Neste caso, a algebra de Lie aut(IF", ) é chamada de dlgebra de Lie ortogonal
e denotada por so,(IF). Note que, sob a identificagdo natural gl(FF") = g[,, (FF),
esta é a dlgebra de Lie das matrizes antissimétricas: a equagdo (1.5) se reduz a
Xt=-X.

13



Capitulo 1. Algebras de Lie

Exemplo 1.12. No espaco vetorial IF?", considere a forma bilinear w cuja matriz
com respeito a base candnica é

(0 1,
o=( 5 %)
Em outras palavras, w é dada por

n
w((xl/---/xnrpl/---/Pn>/ (ylr-"/yl’l/ql/"-/qn)) = leql _]/zpz
i=1

para quaisquer (x1,..., Xy, p1,---, Pn) € (Y1, -, Yn, q1,-- -, qn) € F.

A slgebra de Lie aut(IF>", w) é entdo chamada de dlgebra de Lie simplética e
denotada por sp,, (FF). Sob a identificagdo natural gl(IF?") = gl,, (IF), os seus
elementos sdo as matrizes da forma

A B
x=(e %)

para A,B,C € gl,,(F), com B e C simétricas. Para ver isso, tome X € gl,,(F) e
sejam A, B,C, D € gl,,(F) tais que

(e}

Lembre entdo que X € sp,, (IF) se, e somente se, X0 = —QX. Explicitamente,
esta dltima igualdade se escreve como

—Ct At _(—-C -D

-Dt Bt) T A B
de modo que X € sp,,(F) se, e somente se, valem as igualdades C = Ct,
B=BteD = —At O

As dlgebras de Lie sl,(IF), s0,(FF) e sp,, (IF) sdo conhecidas como dlgebras
de Lie cldssicas, pois possuem estreita relagdo com os grupos clissicos SLy(F),
SO, (FF) e Sp,,(F) (denominados respectivamente grupos especial linear, especial
ortogonal e simplético). A leitora interessada pode encontrar uma discussdo
introdutoria a respeito destes grupos e sua relacdo com estas algebras de Lie
no livro [3].

Exemplo 1.13. As matrizes diagonais # X n formam uma subdlgebra abeliana
de gl,,(FF), que denotamos por 9, (IF). O conjunto {E;; | 1 <i < n} é uma base
para esta dlgebra, que tem dimensdo igual a n. 0

Exemplo 1.14. Uma matriz A = (a;;);; € gl,(FF) é dita triangular superior se as
suas entradas satisfazem 4;; = 0 sempre que i > j:

al *
A =
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1.1. Definigdo e Exemplos

Desta definigdo, segue imediatamente que o conjunto das matrizes triangulares
superiores forma um subespago t, (F) C gl,,(FF), com base {Ei]- |1<i<j<mn}
e dimensao (n? +n).

O comutador de quaisquer duas matrizes desta base é ainda uma matriz
triangular superior. De fato, supondo que i < jek <, temos que se j = k
entdoi </ esel =ientdo k <j. Dai,

[Eij, Ext) = 0jxEi1 — 61iExj € tu(FF).
Segue disto que t,(IF) é uma subalgebra de Lie de gl, (IF). ¢

Exemplo 1.15. Dizemos que uma matriz A = (a;;);; € gl,(IF) é estritamente
triangular superior se as suas entradas satisfazem a;; = 0 sempre que i > j:

0 0
Um raciocinio analogo ao do exemplo anterior mostra que o conjunto ny, (IF)
das matrizes estritamente triangulares superiores é uma subalgebra de gl (IF),
com base {E;; | 1 <i < j<n}edimensido 3(n% —n).
Quando o corpo de escalares F estd subentendido ou nédo tem relevancia,
é comum suprimi-lo da notagédo para as algebras de Lie apresentadas acima.
Assim, nestes casos escrevemos apenas gl,,, sl;;, 504, 5Py, 0, tn € 1y,

1.1.2 Constantes de Estrutura

Na tltima subsegdo, observamos que é suficiente conhecer os colchetes
das matrizes E;; da base candnica de gl,, para determinar, por bilinearidade, o
colchete de quaisquer duas matrizes de ordem n. Esta observagdo possui um
carater mais geral, que discutiremos brevemente nesta subsecdo.

Suponha que g é uma élgebra de Lie de dimensé&o finita* igual a e tome
uma base {x1,...,x,}. Existem escalares éi.‘j € F unicamente determinados
tais que

(1.6) [xi,xj] = ) &hx
=1

para todos i,j € {1,...,n}. Por bilinearidade, estes escalares sdo suficientes
para determinar o colchete de quaisquer dois elementos de g. De fato, dados
a,b € g, existem tnicos &', B/ € FF tais que

n

n
a=Y dax, b=) px;
i=1

=

40O contetido desta subsecdo pode ser facilmente generalizado para algebras de dimensao
infinita.
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Capitulo 1. Algebras de Lie

Dai,

n n n n
, ‘ —
b] = thlxi, Zﬁ]xj = Z x [37 xl,x] Z zx’ﬁfgl-]-xk
i=1 j=1 ij=1 ij k=1
Os escalares é,‘;‘]. sdo denominados constantes de estrutura de g relativas a base

{x1,...,x,}. Obviamente, outras bases podem estar associadas a constantes
de estrutura diferentes; porém, existem relagdes que sdo satisfeitas por qual-
quer conjunto de constantes de estrutura, pois decorrem das propriedades de
alternancia e identidade de Jacobi do colchete. A saber, se (j{fj sdo constantes de
estrutura de g entdo as igualdades

g=0 &k =-¢k,
Z (g gkp + §k1€]p + C kglp) ’
p=

sdo validas para todos i,j,k,1 € {1,...,n}. (Para verificar a altima igualdade,
basta considerar a identidade de Jacobi para elementos da base e expandir
usando 1.6).

No sentido contrério, se g é um espago vetorial com base {xl,. . .,xn} e
@f-{]- € IF sdo escalares para os quais valem as igualdades acima, entdo podemos
definir um colchete em g colocando

n

[xi,xj] = ) &hx

k=1

e estendendo por bilinearidade. Pode-se entdo verificar que este colchete é
alternado e satisfaz a identidade de Jacobi, tornando g uma algebra de Lie com
constantes de estrutura dadas pelos d‘] Na praética, isto é feito definindo os

colchetes dos elementos da base do espago e verificando que valem

[xi,xi] =0, [x;,xj] = —[xj,xi]
[X,’, [xj/ xk]] + [xj' [xk/ xi]] + [xk/ [xl/ ” =0

para quaisquer i,j,k € {1,...,n}. Dai, segue por bilinearidade que a operacao
assim definida dd a g uma estrutura de dlgebra de Lie.

Exemplo 1.16. Em um espaco vetorial tridimensional com base {p, q,z}, defina
uma operacdo bilinear [, -] colocando

—la.pl=1[p.a9l =2z
[p.z] =lq.2] = [p,p] =q.9] = [z,z] = 0.

Para verificar que vale a identidade de Jacobi para os elementos desta base,
basta observar que o colchete de quaisquer dois tais elementos é sempre um
multiplo de z, que comuta com todos os demais. Obtemos portanto uma
dlgebra de Lie tridimensional, chamada dlgebra de Heisenberg e denotada por

heiss (IF).
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1.1. Definigdo e Exemplos

Generalizando esta construgdo, definimos a dlgebra de Heisenberg generalizada
heisy, 1 (FF), para n € IN*, tomando um espago vetorial de dimensao 2n + 1
com base {p;,g;,z |1 < i< n} e colocando

—lqi,pil = [pigil = 2,
piajl = pi2] = lai 2] = lpi pil = 9, qi] = [z,2] =0,
para quaisquer 1 <i #j < n. Y

Proposicdo 1.17. Sejam g e b dlgebras de Lie de dimensdo finita. Existe um iso-
morfismo ¢: g — b se, e somente se, g e h possuem bases com relagdo ds quais suas
constantes de estruturas sdo as mesmas.

Demonstragdo. Suponha que existe um isomorfismo ¢: g — h e sejam {xy,...,x,}
uma base de g e (’,‘ffj € F as constantes de estrutura associadas. Por definic¢do,

temos
n

k
[xi, %] = ) G
k=1
para todos 7,j € {1,...,n}. Entdo, como ¢ é um isomorfismo,

[p(xi), 9(xj)] = @([xi, x1]) (Z Cijx ) = :Zlé‘f‘fp(xk)-

Portanto os d'(j sdo constantes de estrutura de § relativas a {¢(x1),..., ¢(xn)}

(este conjunto é uma base de b, pois ¢ é isomorfismo linear).
Reciprocamente, se {x1,...,x,} € {y1,...,yn} slo, respectivamente, bases

de g e h com relacdo as quais Cf.‘j € F sdo as constantes de estrutura, entdo

podemos definir uma bijecdo linear ¢: g — § colocando ¢(x;) = y; para todo
ie{l,...,n}. Dai,

qo( xl’ x] (Z CIJ.X](> Z Cz] xk

=Y &

para quaisquer i,j € {1,...,n}. Logo,sea =Y" aix;eb = 2;7:1 ﬁjx]-, entdo
por (bi)linearidade

o([a,b]) = ¢< y afﬁf[xi,xﬂ) = Y &Bg(x 1)

i,j=1

ijk=1
- [iwqo(x»,iﬁ o(x;)
i=1 j=1
~ [g(a), 9(b)]
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Capitulo 1. Algebras de Lie

e portanto ¢ é um isomorfismo de édlgebras de Lie. O

Exemplo 1.18. A édlgebra de Lie so3(R) das matrizes antissimétricas 3 x 3 com
entradas reais (veja o exemplo 1.11) possui como base o conjunto {Ey, E, E3},
onde

0 00 0 01 010
Et=(0 0 1], E= 0 0 0)], Es=—-1 0 O
0 -1 0 -1 0 0 0 00

Nao é dificil verificar que as matrizes desta base satisfazem as rela¢des
[Ell E2] - E3/ [E11E3] - _EZ/ [EZI E3] = E]/

que, a leitora perceberd, sdo as mesmas relagoes satisfeitas pelos vetores ey, €2, €3
da base canonica de R® sob a operagio de produto vetorial. Em outras palavras,
as constantes de estrutura de so3(IR) relativas a base {Ej, Ep, E3} sdo as mesmas
de R3 relativas a {ej, 5,3}, de modo que existe um isomorfismo de dlgebras
de Lie s03(R) = R3, dado por E; > e;. O

Exemplo 1.19. Seja g uma algebra de Lie de dimensdo dois. Tome uma base
arbitraria {x’,y’} e veja que

lax” + By', vx' +6y'] = (a6 — By)[¥', ]

para quaisquer «, 3,7, 6 € IF. Em outras palavras, o colchete de quaisquer dois
elementos de g é um multiplo de [x’,y/].

Assim, se [x/, ] = 0 entdo g é abeliana. Por outro lado, se g é ndo abeliana,
entdo devemos ter [x', '] # 0 e dai podemos colocar y = [x/, 1] e tomar x” tal
que {x”,y} seja uma base para g. Existe entdo algum A € F tal que

X"yl = Al Y] = Ay

Como {x”,y} é uma base, devemos ter [x”,y] # 0, pois caso contrario g seria
abeliana. Logo, A # 0 e podemos definir x = A~ !x"". Obtemos assim uma base
{x,y} para g tal que [x,y] = y.

Concluimos com isso que, a menos de isomorfismo, existe uma iinica dlgebra
de Lie nio abeliana de dimensdo dois. De fato, mostramos que toda élgebra de
Lie deste tipo admite uma base {x,y} tal que [x,y] = y. Em outras palavras,
quaisquer duas algebras de Lie ndo abelianas de dimensao dois possuem bases
com relagdo as quais suas constantes de estrutura sdo as mesmas. Obviamente,
resta mostrar que uma tal dlgebra de Lie de fato existe, mas para isso basta
tomar um espago vetorial g com base {x,y} e definir

[ax + By, 7x + dy] = (a6 — py)y

para quaisquer «, 3,7, € IF. A verificacdo de que este colchete é alternado e
satisfaz a identidade de Jacobi é uma conta simples e portanto a omitimos. <
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1.2. Ideais, Quocientes e Morfisimos

1.2 Ideais, Quocientes e Morfismos

Nesta se¢do, vamos estudar algumas construgoes algébricas bésicas (ideais,
quocientes, teoremas de isomorfismo, etc.) no contexto das dlgebras de Lie.

Defini¢do 1.20. Seja g uma algebra de Lie. Um subespaco a C g é dito ser um
ideal de g se [x,a] € a para quaisquer x € gea € a.

Segue imediatamente desta defini¢do que todo ideal é também uma subaél-
gebra de Lie. O papel desempenhado pelos ideais na teoria das algebras de Lie
é, como veremos a seguir, andlogo aquele desempenhado pelos ideais bilaterais
na teoria de anéis ou pelos subgrupos normais na teoria de grupos: sdo preci-
samente aquelas subestruturas que surgem como nticleos de morfismos. Note
que aqui, assim como no caso dos anéis comutativos, ndo é necessdrio fazer
distingdo entre ideais a esquerda e a direita, pois se [x,y] € a, entdo, sendo a
um subespago vetorial, tem-se [y, x| = —[x,y] € a.

Antes de prosseguir, é conveniente introduzir a seguinte notagdo: dados
subconjuntos a e b de uma édlgebra de Lie g, escrevemos [a, b] para denotar o
subespago vetorial de g gerado pelos elementos da forma [x,y], com x € a e
y € b:

[a,b] = span{[x,y] | x € a,y € b}.

A anticomutatividade do colchete e a identidade de Jacobi implicam que
[a,6] = [b,al, [a, [b,¢]] < [[a, b], ] + [0, [a c]]

para quaisquer subconjuntos a,b,¢ C g.
Veja que, nesta notagdo, um ideal (resp. uma subélgebra) de g é precisa-
mente um subespago a C g para o qual vale [g, a] C a (resp. [a,a] C a).

Proposigdo 1.21. Se a e b sdo ideais de uma dlgebra de Lie g entdo o mesmo vale para
os subespagos a+b, aNbe [a,b].

Demonstragio. As demonstra¢des para os subespagos a+ b e aMN b sdo imediatas.
Para [a, b], note que

[g, [a, b]] € [[g, a], 6] + [a, [g, b]]
C la,b] + [a, b] (pois a e b sdo ideais em g)
= [a, b]

donde se segue que [a, b] é um ideal em g. O

Exemplo 1.22. Em qualquer &lgebra de Lie g, os subespacos 0 e g sdo ideais,
chamados de ideais triviais. %

Exemplo 1.23. O centro de uma 4lgebra de Lie g é o subconjunto
Z(g) = {z € g| [z,x] = 0 para todo x € g}

formado pelos elementos que comutam com toda a algebra. Da bilinearidade
do colchete, segue que Z(g) é um subespacgo vetorial. Dai, como [g,Z(g)] =
0 C Z(g), temos que Z(g) é um ideal de g.

Com o mesmo argumento mostra-se ainda que qualquer subespaco contido
em Z(g) é um ideal de g. Tais ideais sdo ditos centrais.
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Capitulo 1. Algebras de Lie

A proposic¢do a seguir descreve como as subdlgebras e os ideais se compor-
tam com relagdo aos morfismos.

Proposicdo 1.24. Seja ¢: g — b um morfismo de dlgebras de Lie.

a) Se a C b é um ideal (resp. uma subdlgebra), entdo ¢~ (a) C g também é um
ideal (resp. uma subdlgebra).

b) Se b C g é uma subdlgebra, entdo ¢(b) C b também o é.

Demonstragio. Seja a C h um ideal. Sabemos da &lgebra linear que ¢~ !(a) é
um subespaco vetorial de g. Dados x € g, ¥ € ¢~ (a) temos

e([x,y]) = [o(x), 9(y)] € q,

pois ¢(y) € a e a é um ideal em h. Logo, [x,y] € ¢~ !(a) para quaisquer x € g,
y € ¢~ 1(a), de modo que ¢~ !(a) é um ideal em g. As demais afirmacdes do
enunciado sdo obtidas de maneira similar, com pequenas modificacdes. ~ [J

Coroldrio 1.25. Se ¢: g — b é um morfismo de dlgebras de Lie, entio ker(¢) é um
ideal de g e im(¢) é uma subdlgebra de b.

Demonstracdo. Basta tomar a = 0 e b = g na proposicdo anterior. O

Os ideais surgem naturalmente quando consideramos o seguinte problema:
dada uma algebra de Lie g e um subespago a C g, serd que é possivel definir um
colchete no quociente g/a de modo que a aplicagdo candnica 77: g — g/a seja
um morfismo de dlgebras de Lie? Perceba que, caso a resposta seja afirmativa,
o colchete em g/a fica completamente determinado pelo fato de que 7 deve
ser um morfismo, pois daf para quaisquer x,y € g tem-se

[x oy +a] = [7(x), 7(y)] = 7([x,y]) = [x,y] +a

Resta entdo saber sob quais condi¢des a expressdo [x +a,y +a] = [x,y] +a
define um colchete em g/a. Para isso, veja que tal expressdo esta bem definida
se, e somente se, para quaisquer x,y € ge a,b € a tem-se

[x+a,y+b+a=[xy]+a
ou, equivalentemente,
[x+a,y+bl—[xy]=[x0bl+[ay]+]ab] €a

Esta condigdo é obviamente satisfeita se a é um ideal em g. Por outro lado, se
esta condicdo é satisfeita, entdo tomando a = 0, concluimos que deve-se ter
[x,b] € a para quaisquer x € ge b € a. Logo, para que o colchete em g/ a esteja
bem definido é necessério e suficiente que a seja um ideal em g.

Teorema 1.26. Sejam g uma digebra de Lie e a C g um ideal. Existe uma iinica
estrutura de dlgebra de Lie no espago vetorial quociente g/ a tal que a aplicagdo candnica
mt: g — g/ a é um morfismo de dlgebras de Lie.
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Além disso, vale a sequinte propriedade universal: dado um morfismo ¢: g — b
satisfazendo a C ker(¢), existe um 1inico morfismo ¢: g/a — b tal que ¢ = pome
este morfismo é injetivo se, e somente se, a = ker(¢).

g——bh

g/a

Demonstragio. Pelos comentarios feitos acima, sabemos que quando a é um
ideal o colchete dado por [x +a,y +a] = [x,y] + a para todos x,y € g estd
bem definido e é o tnico que satisfaz 7([x, y]) = [7(x), (y)]. Do fato que g é
uma &lgebra de Lie, decorre que este colchete é bilinear, alternado e satisfaz a
identidade de Jacobi. Tal colchete define, portanto, uma estrutura de algebra
de Lie em g/a, e esta é a tinica tal que 7t é um morfismo de dlgebras de Lie.

Seja entdo ¢: g — h um morfismo satisfazendo a C ker(¢). Da propriedade
universal do espago vetorial quociente, sabemos que existe uma tinica fungao
linear ¢: g/a — b, tal que ¢ = @ o 1. Resta verificar que esta fun¢do é um
morfismo de dlgebras de Lie. Para quaisquer x,y € g tem-se

= [p(x), 9(v)]
= [9(x +a),9(y +a)].
Por fim, segue da igualdade ¢ = @ o 7 que ker(¢) = m(ker(¢)). Portanto,

ker(p) = 0 se e somente se ker(¢) C a. Como por hipétese tem-se a C ker(¢),
resulta que @ é injetiva se e somente se a = ker(¢). 0

Como coroldrio, temos os teoremas de isomorfismo para dlgebras de Lie:
Teorema 1.27. Sejam g e b digebras de Lie.

a) Se ¢: g — b é um morfismo de dlgebras de Lie, entdo existe um isomorfismo
¢: g/ ker(¢) — im(¢) dado por ¢(x + ker(¢)) = ¢(x).

b) Se a e b sdo ideais de g tais que a C b, entdo b/a é um ideal em g/ a e existe um
isomorfismo
g/a g
b/a b

1

c) Se ae b sdo ideais de g, entdo existe um isomorfisto

a—i—bﬁ a
b~ anb’

Demonstragio. O item a) segue imediatamente da proposi¢do anterior. Os itens
b) e c) resultam de uma aplicacdo rotineira do item a), de maneira analoga ao
que é feito na teoria de anéis para ideais bilaterais. Por causa disso, omitimos
as suas demonstragdes. O
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Podemos utilizar o item b) do resultado acima para estabelecer uma corres-
pondéncia entre os ideais de g/a e os ideais de g que contém a:

Corolério 1.28. Sejam g uma dlgebra de Lie e a C g um ideal. Existe uma bijegiio
candnica

{ideais de g/ a} <— {ideais de g que contém a}
induzida pela aplicagio quociente 7t g — g/a.

Demonstragdo. Do item b) do teorema 1.27, temos que se b é um ideal de g
com a C b entdo 77(b) = b/a é um ideal de g/a. Por outro lado, se h C g/a é
um ideal entdo, pela proposicao 1.24, 7~ 1(h) é um ideal de g e, obviamente,
contém ker(7r) = a. Como 7 é sobrejetora, as correspondéncias b — 77(b) e
h — 7 1(h) sdo inversas uma da outra, e portanto estabelecem uma bijecao
entre os conjuntos citados. O

Exemplo 1.29. Seja g uma algebra de Lie. Pela proposigdo 1.24, o subespago
[g, 9] ¢ um ideal de g, que dizemos ser a sua dlgebra derivada.

Este ideal d4 uma medida do qudo longe g estd de ser abeliana. De fato, é
claro que g é abeliana se, e somente se, [g, g] = 0. Mais geralmente, g/[g, g] é 0
maior quociente abeliano de g (chamado abelianizagdo de g), pois para qualquer
ideal a C g tem-se que g/a é abeliana se, e somente se,

x+ay+a =a

para todos x,y € g. Mas isto é equivalente a [x,y] € a para quaisquer x,y € g,
donde segue que g/a é abeliana se, e somente se, [g,g] C a.

Exemplo 1.30. A funcdo trago
tr: gl,(F) —» F
n
(aij)ij — Z aii
i=1

é linear e, como vimos no exemplo 1.9, satisfaz tr([A, B]) = 0 para quaisquer
matrizes A,B € gl,(F). Vendo F como uma é&lgebra de Lie abeliana, isto
significa que o trago é um morfismo de é4lgebras de Lie, e dai sl, (FF) = ker(tr)
é um ideal de gl,,(FF). Além disso, o teorema do isomorfismo implica que

gl,, (IF)
sl (F)

14

F,

pois o trago é uma aplica¢do sobrejetiva®.
O quociente acima sendo abeliano, concluimos que [gl,, (FF), g{,, (IF)] C s, (IF)
(vide o exemplo anterior). Por outro lado, o conjunto

{Eij|1<i#j<n}U{E;—Ej 11 |1<i<n—1}

5Isto segue, por exemplo, da igualdade tr(AE1;) = A, que é vélida para todo A € F
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é uma base para sl,(F) e cada um dos seus elementos é um membro de
[al,, (IF), gl,, (IF)], pois
Eij = [Eii, Eij] (paral <i#j<n)
Eii — Eiy1i+1 = [Eii+1, Eiv1,] (paral <i<n—1)

Portanto, sl,,(IF) C [gl, (F), g,,(F)] e dai sl,(IF) é precisamente a algebra deri-
vada de g, (F). O

Exemplo 1.31. Se a e b sdo algebras de Lie entdo podemos definir um colchete
no espago vetorial a X b colocando

[(a,b), (a",b)] = ([a,a’] [b,}'])

para quaisquer 4,4’ € ae b, b’ € b. Com esta estrutura dizemos que a X b é o
produto direto das dlgebras de Lie a e b. Esta defini¢do faz com que as projegdes
canOnicas

Tg:axXb—a Tp:axb—0b
(a,b) —a (a,b) — b

tornem-se morfismos de élgebras de Lie. Como ker(7,) = {(4,0) [a € a} = a
e ker(mmy) = {(0,b) | b € b} = b, isso significa que o produto direto a x b
possui (copias isomorfas de) a e b como ideais complementares.

Reciprocamente, se uma dlgebra de Lie g se decompde em uma soma direta
de subespagos vetoriais

g=adb

tais que a e b sdo ideais em g, entdo esta dlgebra é naturalmente isomorfa ao
produto direto a x b. De fato, como a é um ideal em g, temos [a,b] C [a,g] C a
e, analogamente, como b ¢ ideal, temos [a, b] C b. Portanto

[a,6] Canb=0,

de modo que os elementos de a comutam com os de b. Dai, dados x,y € g
eescrevendo x = a+bey =a +b, comaa € aebl € b (que estio
unicamente determinados pois a soma g = a @ b é direta), temos

[x,y] =[a+0bd +V]=ad]+[bb].

Isso mostra que a aplicagdo ¢: g — a X b que associa x = a+b € g ao par
(a,b) € a x b é um morfismo de dlgebras de Lie. Tal aplicagdo é, além disso,
claramente bijetiva, de modo que g = a X b. 0

1.3 Derivacgoes

De maneira geral, uma [F-dlgebra (ndo necessariamente associativa, ndo
necessariamente de Lie) é simplesmente um F-espaco vetorial A munido de
uma operagéo bilinear A x A — A, (a,b) — a-b. Veremos nesta se¢do que
muitas algebras de Lie surgem naturalmente como conjuntos de derivacdes de
outras algebras e estudaremos alguns fatos bédsicos sobre as derivacdes de uma
algebra de Lie.
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Defini¢do 1.32. Seja A uma dlgebra. Uma derivagio de A é uma aplicagdo
linear D: A — A que satisfaz a regra de Leibniz:

D(a-b)=Da-b+a-Db
para todos a,b € A.

Exemplo 1.33. Seja C*°(R) a R-dlgebra das fung¢des suaves f: R — R. Consi-
dere o operador de derivada

;ix; C*(R) = C(R)
f=f= %

Do calculo, sabemos que este operador é linear e satisfaz (fg)’ = f'g + f¢' para
todas as fungdes f,g € C*(R). Portanto, 4 é uma derivacdo de C*(R). ¢

Proposicdo 1.34. Seja A uma dlgebra. O conjunto der(A) das derivagdes de A é
uma subdlgebra de Lie de gl(A).

Demonstracio. Claramente, a soma de derivagdes e a multiplicagdo de uma
derivagdo por um escalar sdo ainda derivagdes, de modo que der(.A) é um
subespago vetorial de gl(.A).

Agora, se D e D’ sdo derivagdes arbitrarias de A entdo para quaisquer
a,b € A tem-se

DD'(a-b) = D(D'a-b+a-D'b)
=DD'a-b+D'a-Db+Da-D'b+a-DD'b.

Dai, segue que

D, D')(a-b) = (DD’ — D'D)(a-b)
=DD'a-b+a-DD'b—D'Da-b—a-D'Db
=[D,D'|la-b+a-[D,D']b,

e portanto [D,D’] € der(A). O

Observagio. Embora der(.A) seja uma subalgebra de Lie de gl(.A), ndo é em geral
verdade que este conjunto seja uma subdlgebra associativa de Endp(.A), pois a
composicdo de duas derivagdes D e D’ pode ndo ser uma derivagdo. De fato,
pela demonstragdo acima este é o caso se, e somente se, D’a- Db+ Da-D'b =0
para todos a,b € A. A leitora pode verificar que esta condi¢do ndo é satisfeita,
por exemplo, no caso em que A = C®(R)e D =D’ = 4.

Exemplo 1.35. Se V é uma élgebra de Lie abeliana, entdo a regra de Leibniz é
trivialmente valida para qualquer operador linear em V e portanto, neste caso,
der(V) = gl(V). O
Exemplo 1.36. Seja C®°(IR") a R-dlgebra das fungdes suaves f: R” — R e
denote por E?T{i a i-ésima derivada parcial da fungéo f. Seja também X(IR") o es-
paco dos campos vetoriais suaves sobre IR", isto é, das aplica¢des infinitamente
diferenciaveis X: R” — R".
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1.3. Derivagoes

Dado um campo vetorial suave X, denotamos as suas fun¢des coordenadas
por Xy, ..., X, e definimos

Lx:C”(R") = C*(R")
n af
fe ;Xiaixl
i=1
Assim, para quaisquer f,g € C*(R") e A,y € R, tem-se

x. QA+ 1)
ax,'

0
X< ai*”axz)

95 98
Xlax,- + V;Xl ox;

M:

Lx(Af +ug) = 1

I
1=

1

1=

A

—_

i=

= ALx(f) +uLlx(g)

e também

Lx(f -

Il
MR

(-
=
|
1=
25
¥
QO
NR\
<3

af gt+f 8x1>

af) g+f- (leax>
i=1 !
x(f) g+ f-Lx(g)

Isto significa que para cada campo vetorial suave X: R" — R" tem-se uma
derivacdo Lx da élgebra C*°(IR"), e portanto podemos definir uma funcéo

Il
—

I
=
23

~
cv
3

I
D —
Mx

£: %(R") — ver(C®(R"))
X— ,Cx.

Esta fungdo ¢ linear: para quaisquer X,Y € X(R") e A,y € R tem-se

Lax(f) = LOX 40557

=1

1
—yax; )L
i=1 9x;

o9
=2 L X5 +u2yza£
= ALx(f) + 1Ly (f)

para toda fungio f € C*(R"), donde Lyx,,y = ALx + uLy.
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Capitulo 1. Algebras de Lie

Por fim, se x;: R"” — R denota a fun¢do proje¢do na i-ésima coordenada,
entdo é claro que Lx(x;) = X; para todo campo vetorial X € X¥(R"). Decorre
disso que se Lx = 0 entdo X = 0, e portanto a aplicagdo L é injetiva. Com
um pouco de andlise, é possivel mostrar também a sua sobrejetividade, donde
se conclui que toda derivacdo da élgebra C*(R") é da forma Lx para um
tnico campo X € X(R"). Isto pode ser utilizado para definir uma estrutura de
dlgebra de Lie em X(IR"), colocando [X,Y] = L~1([Lx, Ly]). Assim, o campo
[X,Y] &, por defini¢do, o tinico tal que L(x y] = [Lx, Ly]. As coordenadas deste
campo podem ser calculadas facilmente:

(X, Y]i = Lixy)(xi)

= [Lx, Ly](x;)

= (Lx oLy — LyoLx)(x;)
Lx(Yi) — Ly (X;)

i a; aX
= X ox; Y ox;

Com esta operagdo, denominada nas dreas de geometria e topologia diferen-
ciais de colchete de Lie, X(IR") torna-se uma &lgebra de Lie real, isomorfa a

der(C®(R")). O

Exemplo 1.37. O exemplo acima pode ser generalizado para qualquer varie-
dade diferenciavel M: as derivagdes de C*(M) se identificam naturalmente
com os campos vetoriais suaves sobre M, de modo que o conjunto X(M)
destes campos possui uma estrutura natural de algebra de Lie, isomorfa a

det(C®(M)). O

1.3.1 A Aplicacdo Adjunta

Uma pergunta natural que surge neste ponto é se existe alguma relagdo
entre uma 4dlgebra de Lie g e a sua algebra de derivagdes der(g), visto que
ambos 0s objetos sdo algebras de Lie. Respondendo esta questdo, veremos
nesta subse¢do que existe um morfismo canonicamente definido g — det(g),
chamado de aplicagio adjunta, que carrega informacdes a respeito da estrutura
de g e constitui uma ferramenta fundamental no seu estudo.

Seja g uma &lgebra de Lie e note que, sendo o colchete uma aplicagdo
bilinear g X g — g, ele d4 origem a uma fungéo linear

ad: g — gl(g)
x — ad(x)

onde ad(x): g — g é dada por ad(x)y = [x,y]. Lembre entdo que, devido a
anticomutatividade do colchete, podemos reescrever a identidade de Jacobi
como

[ y] 2] = [x, [y, 2]] = [y, [x 2]].
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1.3. Derivagoes

Ou seja, para quaisquer x,y,z € g tem-se
ad([x,y])z = ad(x) ad(y)z — ad(y) ad(x)z
= [ad(x),ad(y)]z.

Portanto ad([x, y]) = [ad(x),ad(y)] para todos x,y € g, isto é, ad: g — gl(g) é
um morfismo de algebras de Lie.

Definicdo 1.38. Seja g uma dlgebra de Lie. A aplicagio adjunta de g é o morfismo
ad: g — gl(g) definido por ad(x)y = [x,y] para todos x,y € g.

Agora, a anticomutatividade do colchete permite que escrevamos a identi-
dade de Jacobi também da seguinte maneira:
[ [y, 2]] = [lx yl 2] + [y, [x, 2])-

Dai, para quaisquer x,y,z € g vale
ad(x)[y, z] = [ad(x)y, z] + [y, ad(x)z]

Em outras palavras, para todo x € g a transformacao ad(x): g — g é uma
derivacdo de g, e portanto a aplicagdo adjunta de g tem a sua imagem contida
em Oet(g).

Exemplo 1.39. Considere a base canonica da élgebra de Lie sl,:

1 0 0 1 0 0
(o) =@ o) =(0)
Estas matrizes satisfazem as relagoes

el =2¢, [hf)=-2f [efl=h

e portanto as matrizes das derivagdes ad(/1),ad(e) e ad(f) relativas a essa base
sao:

00 0 001 0 -1 0
ad(h) = (o 2 o) ad(e) = (—2 0 o) ad(f) = (o 0 0)
00 —2 000 2 00

Perceba que h) é uma matriz diagonal e a agdo de ad(h) é também diagonal,
com autovetores e, f e h. Por outro lado, e e f sdo nilpotentes e 0 mesmo vale

para ad(e) e ad(f). O

Para uma algebra de Lie g, temos entdo as seguintes inclusdes de subélge-
bras de Lie:

ad(g) C der(g) C gl(g).

As vezes, dizemos que ad(g) é a dlgebra adjunta de g. Os seus elementos sao
as derivagdes de g da forma ad(x), para x € g, que chamamos de derivagdes
internas. Em geral, nem toda derivagdo de g é interna: se g é abeliana, por
exemplo, entdo ad(x) = 0 para todo x € g, enquanto que det(g) = gl(g) (veja
exemplo 1.35). E sempre verdade, porém, que as derivagdes internas de g
formam um ideal em der(g), como mostra a proxima proposicao:
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Capitulo 1. Algebras de Lie

Proposigdo 1.40. Seja g uma dlgebra de Lie e ad: g — gl(g) a sua aplicagio adjunta.

a) Para todo D € der(g) e x € g tem-se [D,ad(x)] = ad(Dx). Em particular,
ad(g) é um ideal de ver(g).

b) ker(ad) = Z(g).
Demonstragio. Sejam D € der(g) e x € g. Para todo y € g, tem-se

ID,ad(x)]y = (Dad(x) - ad(x)D)y

= D([x,y]) — [x, Dy]
= [Dx,y] + [x, Dy] — [x, Dy]
= ad(Dx)y

donde segue que [D,ad(x)] = ad(D(x)). Dai, [der(g),ad(g)] C ad(g) e por-
tanto ad(g) é um ideal em det(g).
O item b) segue imediatamente das defini¢des. O

Coroldrio 1.41. Para toda dlgebra de Lie g, tem-se que g/ Z(g) é isomorfa a uma
subdlgebra de gl(g). Em particular, se Z(g) = 0, entdo g é isomorfa a uma dlgebra de
Lie linear.

Demonstragio. Basta aplicar o teorema do isomorfismo para a aplicagdo adjunta
de g:

g §__ ~ad(g) C gl(g). O

Z(g) - ker(ad)

Exemplo 1.42. Seja g a dlgebra de Lie ndo-abeliana de dimensdo 2 (apresentada
no exemplo 1.19). Esta algebra possui uma base {x,y} tal que [x,y] =y, e
ndo ¢é dificil ver dai que Z(g) = 0. De fato, se z = ax + By € Z(g), entdo em
particular tem-se

ay =[z,y] =0, Py =[xz =0.

Logo,a =p=0ez=0.
Portanto, segue do coroldrio 1.41 que g = ad(g). Escrevendo as matrizes de
ad(x) e ad(y) na base ordenada (x,y), obtemos

adv = (o 1) )= (_] o)

e entdo g é isomorfa uma subdlgebra de gl, (IF)

gg{(g 2)’a,ﬂ€IF}£g[2(lF). o

Como é de se imaginar dos exemplos e resultados acima, a aplicacdo
adjunta desempenha um papel central no estudo da estrutura de uma élgebra
de Lie. Mais geralmente, a ideia de enxergar os elementos de uma élgebra de
Lie como operadores em um espaco vetorial, vislumbrada acima através da
aplicacdo adjunta, da origem aquilo que chamamos de teoria de representagoes,
cujas ideias bésicas apresentaremos no préximo capitulo.
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CAPITULO 2

Representacdes

Neste capitulo, estudamos as nogdes basicas referentes a teoria das re-
presentacoes de dlgebras de Lie. Comegamos introduzindo os conceitos de
representacdo e de morfismo de representagdes, e observamos que fixada uma
algebra de Lie g, as suas representacdes e os morfismos entre elas formam
uma categoria. Em seguida, discutimos como construir novas representagdes
a partir de outras ja conhecidas, através de operacdes advindas da algebra
linear, como soma direta e produto tensorial. Na terceira secdo, estudamos as
nogdes de irredutibilidade e redutibilidade completa de representac¢ées. Por
fim, apresentamos em detalhes a classificagdo das representagdes irredutiveis
de s [2 (IF) .

Durante todo o capitulo, com exce¢do da tltima se¢do e a menos de explicita
mengdo do contrdrio, IF denota um corpo arbitrario e todos os espagos vetoriais,
algebras de Lie e produtos tensoriais sdo tomados sobre IF.

2.1 Representacdes e seus Morfismos

Definicdo 2.1. Seja g uma algebra de Lie. Uma representacio de g é um par
(V,p), em que V é um espago vetorial e p: g — gl(V) é um morfismo de
algebras de Lie.

Dada uma representacdo (V,p) de uma algebra de Lie g, dizemos que V
é 0 espago da representagio e que a sua dimensdo é a dimensdo da representagio.
Quando p é injetivo, dizemos que a representacao é fiel, situacdo na qual g é
isomorfa a uma 4lgebra de Lie linear: g = p(g) C gl(V).

Muitas vezes, incorremos em um pequeno abuso de linguagem e dizemos
apenas que “p: g — gl(V) é uma representagdo”, ao invés de fazer referéncia
ao par (V,p). Outras vezes, quando o morfismo p estd subentendido ou néo é
relevante, dizemos apenas que “V é uma representagdo de g”.
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Capitulo 2. Representagoes

Exemplo 2.2. Toda élgebra de Lie g admite uma representacdo em si mesma,
chamada de representagio adjunta, dada pela aplica¢do adjunta

ad: g — gl(g)
x — ad(x).

Da proposicdo 1.40, sabemos que esta representacdo é fiel se e somente se o
centro de g é trivial. O

Exemplo 2.3. Se V é um espago vetorial e g C gl(V) é uma dlgebra de Lie
linear, entdo a inclusdo g < gl(V) define uma representagdo de g em V, que
denominamos de representagio natural ou candnica. Esta representagdo é sempre
fiel.

Exemplo 2.4. Toda dlgebra de Lie admite uma tinica representagdo no espaco
vetorial nulo 0, chamada de representagio nula.

Exemplo 2.5. Para qualquer dlgebra de Lie g, definimos a representagio trivial
(F,0) através do morfismo nulo x — 0 € F = gI(F). O

Exemplo 2.6. Se g C h é uma subdlgebra de Lie entdo toda representacdo
(V,p) de b dé origem a uma representacio de g por restricdo: p|g: g — gl(V).

Mais geralmente, se ¢: g — h é um morfismo de élgebras de Lie e (V,p)
é uma representacdo de h entdo obtemos uma representagdo (V, ¢*p) de g
colocando ¢*p = p o ¢.

Exemplo 2.7. Se g = [F é a dlgebra de Lie unidimensional, entdo uma represen-
tagdo de g em um espago vetorial V é o mesmo que uma transformagdo linear
A:V — V, pois um morfismo p: F — gl(V) fica completamente determinado
pela escolha de um operador p(1p) = A € gl(V). O

Exemplo 2.8. Considere a dlgebra de Heisenberg heis3 (FF) (vide o exemplo 1.16).
Esta dlgebra é dada por uma base {p, q,z} sujeita as relagdes

pal=z [pz]=1[92]=0.

Seja F[X] o espago dos polindmios em uma varidvel com coeficientes em F e
defina uma aplicagdo linear p: heisz(IF) — gl(IF[X]) colocando

p(p): FIX| 5 FIX]  p(o):F[X| > F[X]  p(2): F[X] = F[X]
£ = L) F(X) = XF(X) F(X) o (X)

onde % denota o operador de derivada formal. Veja entdo que p(z) comuta
com p(p) e p(q) (de fato, comuta com qualquer elemento de gl(IF[X])). Além
disso, para qualquer polinémio f(X) € F[X] vale
lo(p), p(9)1f(X) = p(p)p(q)£(X) — p(9)p(p) f(X)
_ 9 of
= 2 (XF(x) - X2 (x)

_ of of
= F(X) + X35 (X) = XS5 (X)
= f(X)
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2.1. Representagoes e seus Motfismos

de modo que [p(p), p(q)] = idp[x) = p(z). Assim, p € um morfismo de dlgebras
de Lie e (F[X],p) é uma representagdo de dimensdo infinita da 4lgebra de
Heisenberg.

Mais geralmente, dado n € IN*, podemos definir uma representagdo da
algebra de Heisenberg generalizada heis,,, , 1 (IF) no espago F[Xj, ..., X,] dos
polindmios em n varidveis fazendo p; corresponder ao operador de derivada
formal com respeito a Xj, g; corresponder ao operador de multiplicagdo por X;
e z corresponder a identidade.

Quando F = R, este exemplo pode ser construido de maneira totalmente
andloga trocando polindmios por fung¢des suaves e a derivada formal pelo seu
equivalente analitico. Da mesma forma, se F = C podemos construir uma
representacdo de heis;(IF) no espago das fungdes holomorfas. %

Definig¢do 2.9. Sejam (V, p) e (W, 1) representagdes de g. Uma aplicacdo linear
@: V. — W é dita ser um morfismo de representagdes se satisfaz

(2.1) ¢(p(x)v) = (x)¢(v) para quaisquer x € gev € V.

Dito de uma outra forma, um morfismo de representagdes (V,p) — (W, )
é uma aplicacdo linear ¢: V — W tal que ¢ o p(x) = 7(x) o ¢ para todo x € g.

v 2w

o) | |7

v 2w

Facamos entdo as seguintes observagoes:

1) Para qualquer representagdo (V,p), a aplicacdo identidade idy: V — V
é um morfismo de representacdes (V,p) — (V,p).

2) Se¢: (V,p) = (W, m)ey: (W, ) — (U,0) sdo morfismos de represen-
tagdes entdo o ¢: V — U também o é. De fato, para todo x € g

Ypogop(x)=tpormn(x)og (pois ¢ é morfismo de rep.)
=0(x)ogpog (pois i é morfismo de rep.)

Isto significa que, fixada uma &lgebra de Lie g, as suas representacées e os
morfismos entre elas formam uma categoria Rep(g). Se nos restringimos as
representacgdes de dimensédo finita, obtemos uma categoria da mesma maneira,
que denotamos por Repg,(g).

Os isomorfismos nestas categorias® sdo exatamente os morfismos bijetivos.
De fato, se ¢: (V,p) — (W, r) é um morfismo bijetivo, entdo para todo x € g

p(x)op =g logop(x)og?

=¢ lon(x)opog™
— g~ on(x)

"Lembre que um morfismo ¢: X — Y em uma categoria é um isomorfismo se, e somente se,
existe um morfismo ¢: ¥ — X tal que po ¢ =idx e p o ¢p = idy.
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Capitulo 2. Representagoes

e portanto ¢! é um morfismo de representacdes (W, 1) — (V,p), donde ¢ é
um isomorfismo em Rep(g). Por outro lado, é 6bvio que se ¢ é um isomorfismo
em Rep(g), entdo ¢ é uma bijecao.

Se (V,p) e (W, ) sdo representacdes de g, denotamos o conjunto dos
morfismos de representacdes ¢: V — W por Homg(V, W). Este conjunto é
um subespago vetorial de Homp(V, W). De fato, a aplicacdo nula 0: V — W
é trivialmente um morfismo de representagdes, e portanto Homgy(V, W) # &;
além disso, se ¢, € Homgy(V, W) e A € F, entdo para todo x € g tem-se

(@ +Ap)op(x) = @op(x) +A(Yop(x))
=7(x)o @+ A(rr(x) o)
= 7t(x) o (¢ +Ap),

de modo que ¢ + Ap € Homgy(V, W).

Em jargdo, o pardgrafo anterior diz que as categorias Rep(g) e Repg, (g) sdo
[F-lineares: para quaisquer representagdes (V, p) e (W, 1) a colegdo Homg (V, W)
dos seus morfismos forma um [F-espago vetorial (e ndo apenas um conjunto),
e a composi¢do de morfismos é bilinear (pois é apenas composigdo de trans-
formacdes lineares). Da mesma forma, boa parte do contetido deste capitulo
pode ser visto como um estudo das propriedades basicas das categorias Rep(g)
e Repgn(g), para g uma élgebra de Lie arbitréria.

2.2 Operacoes com Representacoes

Nesta secdo, vamos descrever maneiras de se obter novas representacdes
de uma éalgebra de Lie a partir de outras ja conhecidas, através de operacdes
usuais da 4lgebra linear. Para isso, fixamos uma algebra de Lie g sobre FF e, a
menos de mengdo explicita do contrério, todas as representagdes consideradas
sdo representacdes de g.

2.2.1  Sub-representacao

Lembre, da &lgebra linear, que um subespago vetorial W C V é dito
invariante por um operador linear A: V — V quando se tem Aw € W para
todo w € W. Ainda, neste caso A se restringe a um operador linear em W

A‘WZW—>W
w— Aw.

Generalizando para subespacos que sdo invariantes ndo apenas por um
operador linear A, mas para todos os operadores p(x) em uma representagdo
p: g — gl(V), obtemos a seguinte definigdo:

Definigdo 2.10. Seja (V,p) uma representacdo de g. Um subespaco W C V é
dito ser invariante se p(x)w € W para quaisquer x € gew € W.

Se W é um subespaco invariante de (V, p), entdo podemos construir uma
representacdo de g em W de maneira natural, restringindo a acdo de gem V a
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uma acdo em W. Para isso basta definir pyy: g — gl(W) colocando

pw(x) = p(x)[w: W = W
w — p(x)w

O fato de W ser invariante garante que as aplicagdes py (x) estdo bem definidas,
e dai é trivial verificar que (W, pyy) é uma representacdo de g e que a inclusio
W — V é um morfismo de representa¢des. Dizemos entdo que (W, pyy) é uma
sub-representagio de (V,p).

Exemplo 2.11. Para qualquer representagdo (V,p), os subespagos 0 e V sdo
invariantes. Dizemos que estas sdo as sub-representagdes triviais. %

Exemplo 2.12. Os subespagos invariantes da representagdo adjunta sdo pre-
cisamente os ideais de g. De fato, um subespago a C g é invariante pela
representacdo adjunta se, e somente se, ad(x)a = [x,a| € a para quaisquer
x€geaca.

Proposi¢do 2.13. Se ¢: (V,p) — (W, ) é um morfismo de representagies, entio
ker(¢) é um subespago invariante de (V,p) e im(¢) é um subespago invariante de
(W, m).

Demonstragio. Sejam v € ker(¢) e x € g. Como ¢ é morfismo de representa-
¢oes, temos

¢(o(x)v) = m(x)p(v) = 7(x)0 =0
e portanto p(x)v € ker(¢). Logo, ker(¢) é invariante.
A demonstragdo para im(¢) é similar. O

2.2.2 Representacao Quociente

Voltando novamente a élgebra linear, seja W C V um subespago invariante
por um operador linear A: V — V. Além de se restringir a um operador
linear em W como vimos acima, A também dé origem a um operador linear
no espaco vetorial quociente V /W. Para ver isso, denote por mryy: V — V/W
a aplicagdo quociente e considere a transformagdo ryy o A: V — V/W. Como
W ¢é invariante por A, se w € W entdo Aw € W = ker(rryy). Em outras
palavras, ryy o A se anula em W e portanto, pela propriedade universal do
quociente, existe uma tnica transformagéo linear A: V/W — V/W tal que
Aomy = my o A, dada por A(v+ W) = Av + W.

v—4 v

nWJ an
V/W —4, v/w

Suponha agora que W é subespago invariante de uma representacao (V,p).
Vamos considerar o problema de definir uma representa¢do no espago quoci-
ente V/W. Pelo que vimos acima, o fato de W ser invariante implica que para
cada x € g existe uma tnica aplicagdo linear p(x): V/W — V/W, tal que

(2.2) p(x) oy = mmw o p(x).
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Capitulo 2. Representagoes

Basta entdo verificar que a correspondéncia x — p(x) é um morfismo de
algebras de Lie. Isso pode ser feito com facilidade através da equagdo (2.2). Por
exemplo, para verificar que p([x,y]) = [p(x), p(y)], notamos primeiro que

p([x,y]) o Tw = 7w o p([x, y])

= 1w o p(x) o p(y) — 7w © p(y) © p(x)
(x) ot o p(y) — p(y) o 7w © p(x)
(x) o p(y) o tw — p(y) o p(x) o Tw

= [o(x),p(y)] o 7Tw.

=p
=p(x

Como 7ty é sobrejetiva, isso implica em [p(x),p(y)] = p([x,y]).

Temos entdo uma representagdo p: g — gl(V /W) de g no espago V/W, que
chamamos de representacio quociente. Como vimos, para cada x € g, a aplicagdo
linear p(x) é a tnica que satisfaz a equagdo (2.2); portanto, a representagdo
quociente é a tinica representagdo de g em V /W para qual myy: V. — V/W é
um morfismo de representacoes.

Por fim, a representacdo quociente possui a seguinte propriedade universal:
para qualquer representacéo (U, 0), se ¢: (V,p) — (U,0) é um morfismo de
representacdes satisfazendo W C ker(¢), entdo existe um tnico morfismo de
representacdes ¢: (V/W,p) — (U, 0) tal que ¢ = ¢ o .

(V,p) —— (U,9)

=
™w /1/
P
P

(V/W,p)

De fato, pela propriedade universal do espago vetorial quociente, ja sabemos
que existe uma dnica @ linear tal que ¢ = @ o Ty, restando verificar que tal @
é um morfismo de representa¢des. Para isso, veja primeiro que

pop(x)omy =@omyop(x) (pois mryy é morfismo de rep.)
= ¢op(x) (pois @ o 7tw = ¢)
=0(x)o¢ (pois ¢ é morfismo de rep.)

—0(x)oformy  (pois pomw = g)

Dai, como 7y é sobrejetiva, segue que ¢ o p(x) = 0(x) o @, isto é, que ¢ é um
morfismo de representacoes.

Segue desta discussdo e da proposigdo 2.13 que se ¢: (V,p) — (W, ) é um
morfismo de representagdes de g, entdo coker(¢) = W/im(¢) é naturalmente
uma representacdo de g e possui as propriedades usuais. Além disso, decorre
da propriedade universal acima exibida que os teoremas de isomorfismo sdao
validos para representagdes de dlgebras de Lie: como ja sabemos que estes
teoremas sdo validos para espagos vetoriais, basta observar que as fungdes
envolvidas sdo morfismos de representacdes (e ndo apenas transformacdes
lineares).
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2.2.3 Produto Direto e Soma Direta
Produto Direto

Seja (V;, p;) uma familia de representagdes da élgebra de Lie g, indexada
por um conjunto I. Podemos definir uma representacdo p de g no produto
direto [T;c; V; colocando, para cada x € g e (v;)ic; € [Tie1 Vi,

p(x)(vi)ier = (0i(x)vi)ier

E imediato dai verificar que p(x) é linear para cada x € g e que a aplicagio
p: g — gl(ITic; V;) assim definida é um morfismo de élgebras de Lie.

A representagdo (I];c; Vi, p) vem “de fabrica” com uma familia de morfis-
mos de representagdes (pr: (ITicr Vi.p) = (Vk, px))ker, dados pelas projecdes
canonicas:

pe: [TV = Vi
icl
(vi)ier = V.

De fato, para cada k € I e para quaisquer x € g e (v;)c], tem-se

pr(o(x)(v)ier) = pr((pi(x)vi)icr)
= pr(x)
= pk(x) pr((vi)ier)

Além disso, vale a seguinte propriedade universal: para toda representacdo
(U,0) de g e familia de morfismos (¢x: (U,0) — (Vi, px))ker, €xiste um tnico
morfismo de representagdes ®: (U,0) — (IT;c; Vi, p) tal que ¢y = py o ® para
todok € I.

(Hiel Vir P)

o
f?/’/ lpk

(U, 0) —5— (Viopx)

Com efeito, a tinica aplicacdo linear ®: U — [];c; V; tal que ¢y = py o  para
todo k € I é dada por ®(u) = (¢;(u));c], restando verificar que tal aplicagdo é
morfismo de representagdes. Para isso, tome x € ge u € U e veja que

Q(0(x)u) = (@i(0(x)u))ic
= (pi(x) @i (1))icr (pois os ¢; sdo morfismo de rep.)
= p(x)(@i(u))ier
= p(x)®(u).

Em outras palavras, existe uma bijecédo (linear!)

Homg (U, [ Vi) = [ [Homg (U, V;)
i€l icl
@ — (pioP@)ier
Por causa disso, dizemos que a representagdo (IT;c; Vi, p) € o produto direto
das representacoes (V, p;)icr-
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Soma direta

Por definigdo, a soma direta dos espagos vetoriais V; é o subespago

@ - {w)

iel

vi)ie] € quase nula} clIv-

iel iel

Onde uma tupla (v;);c; € dita quase nula se v; # 0 apenas para uma quantidade
finita de indices. Assim, é claro que a soma direta é uma sub-representacdo de
(TTic1 Vi p), pois se (vi)icr € quase nula, entdo p(x)(v;)ier = (pi(x)v;)ier deve
ser quase nula para todo x € g, ja que cada p;(x) € linear.

Abusando da notagao, denote por p: g — gl(P;c; Vi) o morfismo de alge-
bras de Lie correspondente. Considere entdo as inclusdes candnicas

fi: Ve = PV
iel
v (0ik0)jer

Para cada x € g e v € Vi, temos

fr(ok(x)0) = (G (x)v)ier
( ( ) zkv)zel

= p(x) fi(0)

de modo que f; é um morfismo de representagdes (Vi, ox) — (DBier Vi, p)-

Vale ainda a seguinte propriedade universal: para toda representacdo
(U, 0) de g e familia de morfismos (;: (Vi, px) — (U, 0))rer, existe um tnico
morfismo de representagdes ¥: (D;c; Vi, p) — (U, 0) tal que P = ¥ o fi para
todo k € I.

(@iGI Vir P)

Sy
fk]\ ~.
\)

(Vi 0x) — (u,o)

De fato, sabemos da édlgebra linear que a tinica aplicagdo linear ¥: @;c; Vi — U
satisfazendo ¢ = ¥ o f; para todo k € I é dada por Y((v;)ic1) = Lie1 ¥i(vi)
(a soma faz sentido pois (v;);c; € quase nula). Para ver que ¥ é morfismo de
representagdes, tome x € g e (v;)ic; € Djc; V; e note que

Y(o(x)(vi)ier) = ¥ ((oi(x)vi)icr)
= Z%(Pl(x)vl)

i€l
=Y 0(x)yi(v;) (pois os y; sdo morfismo de rep.)
icl
x) lei(vz)
icl

= 0(x)¥((vi)ier)
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Em outras palavras, existe uma bijecdo (linear!)

Homyg (@ Vi, u) = [ [Hom,(V;, U)

iel iel

Y= (Yo fi)ier

Por causa disso, dizemos que a representagdo (@;c; Vi, p) é a soma direta
das representacoes (V;, p;)ict-

O caso finito

Se (Vj, p;)!"_; é uma familia finita de representagdes de g, entdo o produto
direto e a soma direta coincidem:

n n
[TVi=DVv:
i=1 i=1

Neste caso, utilizamos a notagdo de soma direta e nos referimos a representagdo
como “a soma direta das (V;,p;)”, apesar de ela ser também o seu produto
direto. Este é o tinico caso de interesse quando nos restringimos as representa-
¢oes de dimenséo finita, e é particularmente importante porque a representagdo
assim obtida satisfaz ambas as propriedades universais descritas acima.

Assim, se (V;, pi)iLq e (W), p;)iL; sdo representagdes de g, decorre destas
propriedades universais que dada qualquer familia de morfismos ¢j: Vy — W,
para (k,1) € {1,...,n} x {1,...,m}, existe um tnico morfismo

n m
9: PVi— DW,
i=1 =1

tal que o diagrama abaixo comuta para quaisquer k e [:

(Aqui, fx e p; sdo, respectivamente, a inclusdo e a projegdo canonicas).
Isto significa que um morfismo ¢: @, V; — 69}":1 Wi fica completamente
determinado pelas composigdes
Pic =progo fi

para (k,1) € {1,...,n} x {1,...,m}. Portanto, existe uma bijecdo (linear!)

n m

Homg | DV, W, | = [ [Homy(V;, W))
=1 j=1 ij

¢ — (pjogo fi)i.
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2.2.4 Produto Tensorial de Representacoes

Dadas representacdes (V1,p1) e (V2,p2) de uma dlgebra de Lie g, gostaria-
mos de construir uma representagdo no produto tensorial V; @ V,, de maneira
andloga ao que fizemos para a soma direta. A leitora perceberd, no entanto,
que ao tentarmos definir uma representacdo p colocando

p(x)(v1 ® v2) = p1(x)v1 ® P2(x)v2

a aplicagdo g — gl(V;) ® V;) resultante ndo é um morfismo de dlgebras de Lie
(de fato, ndo é sequer linear). O truque aqui é pensar que os operadores p(x)
devem agir como “derivac¢des do produto tensorial” e colocar

p(x)(v1 ®v2) = p1(x)v1 ® V2 + V1 ® P2(x)V2

para quaisquer x € g, v; € V; e v € V. Como a expressdo acima € linear em
v1 e vy, a propriedade universal do produto tensorial implica que p(x) é linear
para cada x € g. Ademais, a mesma expressdo ¢ linear também em x, o que
significa que a aplicagdo p: g — gl(V; ® V;) assim obtida é linear. Resta entdo
verificar que vale

p([x,y])(v1 ®v2) = (p(x)o(y) — p(y)p(x))(v1 @ v2),

tarefa que deixamos para os mais céticos.
Mais geralmente, se (V;,0;)/_; sdo representacdes de g, entio podemos
definir uma representagdo de g em ); V; colocando

p(x)(01® - @vn) =p1(N)1 @ @Vp+ -+ V1@ @ p(X)On.

2.2.5 Representacao Dual
Dado um F-espaco vetorial V, denotamos por V* o seu espaco dual
V* =Homg(V,F) = {f: V — F | f é F-linear}.

Agora, se p: g — gl(V) é uma representacdo de g em V, podemos definir uma
representacdo p* de g em V*, chamada de representagio dual, colocando

o' (x)f = —fop(x)
paracada x € ge f € V*. A expressdo acima, sendo linear em f e em x, define

uma aplicagdo linear p*: g — gl(V*). Além disso, para quaisquer x,y € g e
f € V* temos

p*([x,y))f = —fop([x,y])
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2.3. Decomposigdes de Representacoes

donde p*([x,y]) = [p*(x),p*(y)]. Perceba que o sinal na defini¢do de p* é
necessdrio para preservar a ordem dos colchetes.

Mais geralmente, se (V,p) e (W, 7r) sdo representagdes de g, entdo podemos
definir uma representacdo H de g no espaco

Homp(V,W) = {f: V — W | f é F-linear}.
Para isto, basta colocar

H(x)f = nt(x)o f — f o p(x)

para quaisquer x € g e f € Homg(V,W). Esta expressdo ¢ linear em x e em
f, e portanto define uma aplicagdo linear H: g — gl(Homg(V,W)). Dai, se
x,y € ge f € Homg(V, W), entdo

H(x)H(y)f = H(x)((y) o f — fop(y))

(x)o(m(y)of = fopy)) = (m(y)of = foply))op(x)
()7(y) o f = m(x)ofoply) —n(y)ofo

7T
7T

e portanto

[H(x), H(y)lf

—~

H(x)H(y) — H(y)H(x))f

()(y) o f+ fop(y)pe(x) — m(y)m(x) o f — fop(x)p(y)
nt(x)7t(y) — m(y)m(x)) o f — fo(p(x)p(y) —p(y)p(x))
([x,y]) o f = fop([x,y]

[x,y])f

de modo que H realmente define uma representagdo.

Quando W = FF com a representacéo trivial, recuperamos a definicdo da
representacdo dual. Por outro lado, se V e W tém dimensao finita, entdo existe
um isomorfismo de espagos vetoriais

Il
N

—~

I
T A

V* @ W = Homg(V, W)
fRw— (v— f(v)w).

Dai, considerando em cada espago a representagdo descrita nesta subsecido e na
anterior, podemos verificar que a aplicagdo acima é na verdade um isomorfismo
de representagdes.

Por fim, veja que uma aplicagdo linear f € Homg(V, W) é um morfismo
de representagdes se, e somente se, H(x)f = 0 para todo x € g. Em particular,
Homg(V, W) é uma sub-representacdo de Homp(V, W).

2.3 Decomposicdes de Representagdes
Na secdo anterior, analisamos diversas maneiras de construir novas repre-
sentacdes de uma algebra de Lie a partir de outras ja conhecidas. Em particular,

vimos como construir a soma direta (; V;, @; p;) de uma familia de repre-
sentagdes e observamos que cada uma das representagdes originais (V;, p;)
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aparece como uma sub-representacdo da soma direta, por meio da inclusdo
candnica. Vamos agora considerar o problema contrdrio: queremos saber sob
quais condi¢des uma dada representagdo (V,p) se decompde em uma soma
direta de sub-representagdes “atdomicas” (i.e., que ndo se decompdem elas
proprias como soma direta de sub-representacdes).

Em toda esta segdo, fixamos uma algebra de Lie g sobre [F e, a menos
de mencao explicita do contrario, todas as representa¢des consideradas sdo
representagdes de g.

Definic¢do 2.14. Uma representacdo (V,p) é dita ser irredutivel ou simples se
possui exatamente duas sub-representacdes.

Em outras palavras, uma representagdo (V,p) é irredutivel se V # 0 e seus
tnicos subespacos invariantes sdo os triviais. Observe que estamos excluindo
da definigdo o caso degenerado V = 0; a representa¢do nula possui apenas um
subespagco invariante e portanto ndo é considerada irredutivel. Por outro lado,
é claro que toda representagdo unidimensional é irredutivel.

Conforme vimos na proposi¢do 2.13, o nicleo e a imagem de um morfismo
de representagdes sdo sempre sub-representa¢des do dominio e codominio,
respectivamente. Como consequéncia disto, os morfismos entre representagdes
irredutiveis podem ser caracterizados com simplicidade. Este é o contetido do
Lema de Schur:

Teorema 2.15 (Lema de Schur). Seja ¢: (V,p) — (W, 7r) um morfismo de repre-
sentagdes, com @ # 0.

a) Se (V,p) é irredutivel, entdo ¢ é injetivo.
b) Se (W, i) é irredutivel, entdo ¢ é sobrejetivo.
c) Se (V,p) e (W, ) sdo ambas irredutiveis, entdo ¢ é um isomotfismo.

Demonstragio. Pelo proposicdo 2.13, ker(¢) é uma sub-representagdo de V.
Assim, se V é irredutivel entdo ha duas possibilidades: ker(¢) = V (e dai
¢ = 0) ou ker(¢) = 0 (e dai ¢ é injetivo). Como por hipétese ¢ # 0, resulta
que ¢ é injetiva.

O item b) é demonstrado de maneira andloga; o item c) segue imediata-
mente dos itens a) e b). O

Corolario 2.16. Seja (V,p) uma representagio irredutivel de dimensdo finita e supo-
nha que o corpo de escalares IF é algebricamente fechado. Se ¢: V- — V é um morfismo
de representagies, entdo ¢ = Aidy para algum A € F.

Demonstragio. Seja ¢: V — V é um morfismo de representacdes. Como FF é
algebricamente fechado, ¢ possui um autovalor A € FF. Veja entdo que, como
Endgy(V) = Homg(V, V) é um subespago de Endg(V), a fungdo ¢ — Aidy é um
morfismo de representacdes. Este morfismo ndo pode ser um isomorfismo, pois
A é autovalor de ¢. Logo, pelo Lema de Schur, devemos ter ¢ — Aidy =0. O

Corolario 2.17. Seja g uma dlgebra de Lie abeliana e suponha que o corpo de escalares é
algebricamente fechado. Uma representagio (V, p) de dimensio finita de g é irredutivel
se, e somente se, é unidimensional.
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Demonstragio. Suponha que (V,p) é uma representacdo irredutivel de g. Entdo
para quaisquer x,y € g tem-se p(x)p(y) = p(y)p(x), pois

p(x)o(y) —p(y)p(x) = [p(x), 0(y)] = p([x,y]) = p(0) = 0.

Mas isto significa que para cada x € g a aplicagdo p(x): V — V é um morfismo
de representacoes (V,p) — (V,p). Segue entdo do corolédrio anterior, que
cada p(x) é um multiplo da identidade idy, e portanto todo subespago de V é
invariante. Como V é irredutivel, isto s6 é possivel se V ndo admite subespagos
proprios nao nulos, isto ¢, se dim(V) = 1.

A reciproca é trivial. O

Observagio. Veremos mais adiante (corolario 4.11) que a propriedade das
algebras de Lie abelianas apresentada no corolério acima é compartilhada por
uma classe muito mais ampla de algebras — as chamadas soliiveis.

Ainda que uma representagao (V,p) possa ser nio irredutivel, podemos
nos perguntar se a ela se decompde em uma soma direta de sub-representagdes
irredutiveis.

Defini¢do 2.18. Uma representacdo (V,p) é dita completamente redutivel ou
semissimples se existem sub-representac¢des irredutiveis V; tais que V = @; V;.

Assim, apesar da nomenclatura, uma representagéo irredutivel é sempre
completamente redutivel, embora a reciproca ndo seja verdadeira. De fato, as
representacdes completamente redutiveis sdo exatamente aquelas que podem
ser construidas a partir das representa¢des irredutiveis através da operagdo de
soma direta.

Se (V,p) é uma representagdo completamente redutivel e V. = @;V; é
uma decomposi¢do em que cada V; é irredutivel, dizemos que estas sub-
representacdes sdo componentes irredutiveis de V. Estas componentes estdo
unicamente determinadas (a menos de isomorfismo), pois se W C V é uma
sub-representagdo irredutivel, entdo restringindo as proje¢des V — V;, obtemos
morfismos W — V. Dai, pelo Lema de Schur, cada um destes morfismos é
nulo ou é um isomorfismo e portanto W = 0 ou W = V; para algum i.

Uma representagdo completamente redutivel de dimensao finita se decom-
pde em uma soma direta de uma quantidade finita de sub-representagoes
irredutiveis. Dai, devido as propriedades universais da soma direta de repre-
sentag¢des (no caso finito, conforme explicado na se¢do anterior), os morfismos
entre duas tais representagdes ficam completamente determinados pelos mor-
fismos induzidos entre as suas componentes irredutiveis. Estes, por sua vez,
sdo descritos de maneira simples pelo Lema de Schur (especialmente no caso
em que o corpo de escalares é algebricamente fechado, devido ao corolé-
rio 2.16). Isto significa que, em dimenséo finita, o estudo das representa¢des
completamente redutiveis se reduz® ao estudo das irredutiveis. Resta, porém,
um problema: como determinar se uma dada representacdo é completamente
redutivel? O seguinte critério mostra-se bastante ttil:

Teorema 2.19. Seja (V,p) uma representagio de dimensio finita de uma dlgebra de
Lie g. As sequintes afirmagdes sio equivalentes:

2Completamente?
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(i) A representagio (V,p) é completamente redutivel;
(ii) Todo subespago invariante de (V,p) possui um complementar invariante.

Demonstragdo. Suponha que (V,p) é completamente redutivel e seja W C V
um subespago invariante; vamos mostrar que W possui um complementar
invariante fazendo indugdo na sua codimensdo k = dim(V) — dim(W). Se
k =0, entdlo W = V e podemos tomar o subespaco 0 como complementar
invariante. Se k > 0, tomamos Vi, ..., V, sub-representa¢des irredutiveis tais
que

(2.3) V=Vi® - -V,

Dai, temos que W N V; é invariante para cada i e, como os V; sdo irredutiveis,
segue que para cadai € {1,...,n} vale WNV; = V; ou WNV; = 0. Como
k = dim(V) — dim(W) > 0, deve existir i € {1,...,n} tal que WNV; = 0.
Podemos entdo considerar a soma direta W @ V;, que é invariante e tem
codimensdo estritamente menor que k. Por indugéo, deve existir U invariante
tal que V=W @ V; ® U. Disso, segue que V; @ U é um subespaco invariante
complementar a W. Isso mostra que (i) implica (ii).

Para a reciproca, suponha que todo subespago invariante de (V,p) possui
um complementar também invariante. Vamos primeiro estabelecer o seguinte
fato (crucial): se W C V é um subespago invariante, entdo W também satisfaz
a hipétese (ii) do teorema. Para isso, suponha que U C W é um subespago
invariante. Entdo, pela hip6tese sobre V, podemos escrever

Vv=UuolU

para algum subespago invariante U’ C V. Afirmamos que W = U @ (U'NW).
Ora, qualquer w € W pode ser escrito como

w=u+u

parau € Ueu € U'. ComoU C W, temosu € Wedaiu' =w—u € W.
Logo, u' € (U'NW). Isso mostra que W = U + (U’ N W). Mas essa soma é
direta, pois U’ é complementar a U.

Agora é facil mostrar que (V,p) é completamente redutivel: se for irredu-
tivel, ndo hé o que fazer; caso contrério, existe um subespago invariante ndo
trivial W C V e, da hipétese, podemos escrever

V=waWw

com W e W' invariantes. Se W e W’ forem irredutiveis, entdo V é completa-
mente redutivel. Caso contrdrio, podemos utilizar o fato de que W e W’ também
satisfazem a hipétese (ii) do teorema para decomp6-los em subespagos invari-
antes ndo triviais da mesma forma que fizemos com V. Prosseguindo desta
maneira, devido ao fato da dimensdo de V ser finita, devemos eventualmente
terminar com uma decomposi¢do de V em soma direta de sub-representa¢des
irredutiveis. O
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Exemplo 2.20. Seja g a algebra de Lie ndo abeliana de dimensdo 2. Conforme
vimos no exemplo 1.19, g admite uma base {x,y} tal que [x,y] = y. Dai, para
quaisquer «, 8 € T,

[ax + By, y] = ay

e portanto o subespago gerado por y é entdo um ideal de g. Em outras palavras,
este subespago é invariante pela representagdo adjunta ad: g — gl(g).

Vamos mostrar que este subespaco ndo admite complementar invariante,
donde se seguird que a representacdo adjunta desta dlgebra de Lie ndo é
completamente redutivel. De fato, um subespaco complementar a span{y}
deve ser da forma U = span{ax + By} para alguns escalares «, § € F com
« # 0. Dai, se U é invariante entdo

ad(y)u = [y, u] = [y,ax + py] = —ay € U,

e portanto span{y} C U, contradizendo o fato de que U é complementar a

span{y}. %

2.4 Representa¢des Irredutiveis de sl,

Para encerrar este capitulo, ilustraremos os conceitos apresentados nas
se¢des precedentes analisando um exemplo especialmente importante: as
representacgdes de sl (IF), para F um corpo algebricamente fechado de caracte-
ristica zero. Mais especificamente, vamos determinar quais sdo (a menos de
isomorfismo) as representac¢des irredutiveis de dimensdo finita desta algebra,
descrevendo-as em detalhes. Embora ndo mostremos aqui, toda representa-
¢do de dimensdo finita de sl;(FF) é completamente redutivel, de modo que
o contetido desta secdo é na verdade suficiente para descrever todas as suas
representacdes em dimensdo finita.

Este estudo é importante ndo apenas a titulo de exemplo, mas também por-
que as representacdes de sl (IF) desempenham um papel central na estrutura e
nas representagdes de outras dlgebras de Lie, sendo assim um pré-requisito
fundamental para estudos mais avangados.

Dividiremos nossa andlise em duas etapas: primeiro, construiremos uma
familia de representagdes irredutiveis de sl (IF) e, em seguida, mostraremos que
toda representacédo irredutivel de dimensdo finita é isomorfa a uma e somente
uma das representagdes construidas, completando assim a classificagao.

Utilizaremos a base canonica de sl (FF):

SR ]

que satisfaz as seguintes relagdes:

(24) e.f) =h, [hel=2 [hf]=—2f.

Por fim, destacamos mais uma vez que nesta segio, IF é um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero.
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2.4.1 As representacdes (F[X, Y], om)

Fixe m € N e considere o subespaco F[X,Y],, C F[X,Y] formado pelos
polindmios homogéneos de grau m em duas varidveis X, Y com coeficientes em IF.
Veja que este subespago tem como base o conjunto

(2.5) {y™ xym-1, x2ym=2, .. X"y, X"},

e portanto possui dimensao m + 1.
Defina uma aplicagdo linear py,;: sl;(IF) — gl(FF[X, Y]u) colocando

0 0 J 0
Pm(e):XW Pm(f)zyﬁ pm(h):Xﬁ—YW

onde % e % denotam as derivadas formais com relagdo as varidveis X e
Y, respectivamente. E facil ver que esses operadores preservam o grau dos
polindmios e portanto sdo aplica¢gdes F[X, Y], — F[X, Y], de modo que py,
estd bem definida.

Podemos visualizar a acdo dos operadores py(¢e), pm(f) € pm(h) calculando
os seus efeitos na base de F[X, Y], formada pelos monémios X'Y/:

o ixei+1yj—1 P>
(2.6) pm(e)(XZY]) _ {]X Y se]. >1
0 sej=0
o ixi—1yj+1 i >
@7) () (Y1) = {IX e
(2.8) o (h) (XYY = iX'YT — jX'YT = (i — )XY

Para determinar se p,; é um morfismo de algebras de Lie, precisamos
verificar se os operadores py(e), om(f) € pm(h) satisfazem as relagdes (2.4).
Para isso, calculamos a a¢do dos seus comutadores na base (2.5) formada pelos
mondmios XY/ com i+ j = m:

e Sei,j > 1entdo
[om (@), o (HIXTYT) = pu(e) (o (F)(XY)) — o () (o () (X'YT))
= pu (&) (X" TYY) — pu (F) (XY
=i(j+ )XY — (i+1)jX'Y))
= ([i—j)xy
= pu(h)(XTY).
Do mesmo modo, vale

[P (@), o (HIX™ = pu(e) (o (£)X™) — pou((F) (o (&)X™)
= pu(e)(mX" 1Y)
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e também

lom (), om (F)IY™ = pm(e) (om(f)Y™) — om(f) (om(e)Y™)
= —pm(f)(mXY" 1)

Assim, os operadores [pn(e), 0m(f)] € pm(h) coincidem em uma base de
F[X, Y]m, e portanto devemos ter [oy(€), om(f)] = pm(h).

e Similarmente, se j > 1, entdo
lom (), 0 ()} (XYT) = piu () (0 () (X'YT)) = o (€) (0 () (X'YT))
= 0w (B) GXTIYI™Y) = piu(e) (i — ) X'YT)
= (= j 42X — (i = XTI
_ 2in+1Yj_l
= 20 (e)(X'Y)).
E também, se j = 0, temos
lom (h), om ()] X™ = pm (h)(om(e)X™) — pm(e) (om () X™)
= —pm(e) (mX™)
=0
=2om(e)X™.
Logo, [om(h), pm(e)] = 20m(e).

e Por fim, para i > 1 temos

[om (1), o (F)NXYT) = pun (1) (0m () (XYT)) = o (f) (om () (XYT))
= pm (W) (XY — pu () (i = /) X'Y7)
= (i—j—2)ixX "yt (i — j)xi-ly/t!
= —2ix" 1yt
— “2pu(H)(XY),
O que, juntamente com [y (h), pm(f)]Y™ = 0 = 2p,(f)Y™, mostra a
igualdade [ow (1), pn(f)] = —20m(f)-

Temos portanto um morfismo de algebras de Lie py, : slp(F) — gl(F[X, Y]n),
isto é, uma representagdo de sl (FF) em F[X, Y],,. Para entender melhor esta
representacido, voltemos as equagdes (2.6) a (2.8):

i i XHYi=1 sej>1
pm(e) (X)) = {] =
0 sej=0
XY sei > 1
sei=20

pn((XTYT) =

om(h)(XIYT) = iX'YT — jXIYT = (i — )XY
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Perceba que p,;(h) age diagonalmente: os mondmios XY/ sio autovetores
para pn(h), cada um com autovalor i — j, de modo que o espaco F[X, Y],
é linearmente gerado por m + 1 autovetores para o operador p,(h), com
autovalores {—m, —m+2,—m+4,...,m —2,m}.

Veja também que p;, (e) aumenta o expoente de X em 1 e diminui o de Y
também em 1, anulando os multiplos de X™. Assim, p,;(¢) manda autovetores
de py,(h) associados a um autovalor k para autovetores associados a k +2, e
anula os autovetores associados ao autovalor mais alto. No sentido contrario,
om(f) aumenta o expoente de Y em 1 e diminui o de X também em 1, e portanto
age nos autovetores de p;;(h) diminuindo o autovalor em 2 (e anulando os
autovetores associados ao autovalor mais baixo). Por esse motivo, diz-se que
os operadores py,(e) e pm(f) sdo operadores de “ascenso” (ou “construgio” ) e
“descenso” (ou “destruicdo”), respectivamente.

Podemos ilustrar esta discussdo com o seguinte diagrama:

—m —m+2 1 —m+4 m—2 m
m— -2 2 1
Q_m (.l/\) (.l/’”\ P (.l,g

° o
%—/ K~ <~ X~ — < __—
1 2 3 m—1 m

ym Xym-1 X2ym—2 xm-ly xm

Aqui, as flechas para a direita representam a agdo de p,(e), as para a esquerda
a agdo de py (f) e os loops a acgdo de p,, (h). Assim, por exemplo, o diagrama
nos diz que XY"~1 é mandado por p(e) para X2Y" 2, sendo multiplicado
por um fator de m — 1, ou seja, p(e) (XY™ 1) = (m — 1) X2Y™ 2.

O diagrama acima mostra que se um subespago invariante de F[X, Y],
contém algum elemento da base {Y", xXym=1 ... xm }, entdo este subespaco
deve ser todo o F[X, Y],,. Mais do que isso, temos o seguinte resultado:

Proposi¢do 2.21. Para cada m € IN, (F[X, Y, o) é uma representagio irredutivel
de 5[2 (]F)

Demonstragdo. E suficiente mostrar que os tinicos subespagos invariantes sdo
os triviais. Suponha entdo que 0 # W C F[X, Y],, é um subespago invariante.
Vamos mostrar que W = F[X, Y].

Tome p(X,Y) = ¥;a;X!Y" "1 € W um polindmio nio nulo e seja k € N o
menor indice tal que a; # 0. Cada aplicagdo de py,(e) aumenta o expoente de
X em 1 e elimina o termo com X". Portanto, p,,;(¢)" ¥ elimina todos os termos
em p(X,Y) exceto a; X*Y" ¥, que é mandado para um mdltiplo nao nulo de
X™. Logo, como W é invariante, devemos ter X" € W e dai temos também
Pm(f)IX™ € W para todo i € {1,...,m}. Mas segue de (2.7) que py(f) X"
é um mdltiplo ndo nulo de X"~'Y!, e portanto todos os mondmios da base
{ym, xym=1,...,X"} estio em W e dai W = F[X, Y] . O

Mostramos com isso que para cada n € IN* existe uma representacio
irredutivel de sl (IF) com dimensao igual a n, a saber, (F[X,Y],_1,0,-1). Ob-
viamente, cada uma dessas representagdes é distinta (i.e., ndo isomorfa), pois
0s espagos vetoriais tém dimensdo diferente.
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2.4.2 Completando a classificacao

Para completar a classificagdo das representacdes irredutiveis de dimensao
finita de sl;(IF), mostraremos que toda representacdo deste tipo é isomorfa a
(F[X,Y]m, pm), para algum m € IN.

Seja entdo (V, 1) uma representagdo irredutivel de sl (IF) com dimensao
finita positiva. A estratégia que utilizaremos para construir um isomorfismo
entre (V, ) e (F[X,Y]m, pm) € tentar diagonalizar o operador 7t(h), e depois
analisar como os operadores 7t(e) e 77(f) agem nos autovetores de 7t(h), es-
sencialmente mostrando que (V, 7r) admite uma ilustracdo tdo legal quanto
aquela que exibimos na pagina anterior para (IF[X, Y], om)-

A observagdo chave que permite a diagonaliza¢do do operador 7t(h) é o
contetido do seguinte lema:

Lema 2.22. Seja (V, 71) uma representacio (ndo necessariamente irredutivel, possi-
velmente de dimensdo infinita) da dlgebra de Lie s\y(IF) e suponha que v € V é um
autovetor para 1t(h) com autovalor A.

a) Se mt(e)v # 0, entdo 7t(e)v é um autovetor para 7t(h) com autovalor A + 2;
b) Se t(f)v # 0, entdo 7t(f)v é um autovetor para rt(h) com autovalor A — 2;

Demonstragio. Para o item a), basta observar que, como 7t é um morfismo de
algebras de Lie, vale [rt(h), t(e)] = rt([h,e]) = 27t(e) e portanto
n(h)m(e)v = m(e)mt(h)v + [m(h), 7t(e)]v
nt(e)(Av) +2m(e)v
= (A+2)m(e)v.

Similarmente, verifica-se que 7t(h)7t(f)v = (A — 2)7(f)v, mostrando b). [

Assim, os operadores 7t(e) e 7t(f) agem nos autovetores de 7t(h) de maneira
muito similar ao que ocorria na representa¢do ]F[X, Y]m, como operadores de
ascenso e descenso, respectivamente, realizando incremento/decremento de 2
no autovalor associado. O préximo lema garante a existéncia de um autovetor
que é maximal e ndo pode ter o seu autovalor incrementado, assim como X"
na representacao F[X, Y],,.

Lema 2.23. Se (V, 7t) é uma representagio de dimensdo finita da dlgebra de Lie sl (TF),
entdo 7t(h) possui um autovetor vy tal que 7t(e)vy = 0.

Demonstragido. Como F é algebricamente fechado, o operador linear 7t(h) pos-
sui a0 menos um autovetor v € V, com autovalor a. Agora, a sequéncia de
vetores

2

v, nt(e)v, n(e)?v, m(e)’y, ...

deve eventualmente se tornar nula: caso contrério terfamos (pelo lema anterior)
uma sequéncia infinita de autovetores para 7r(h) com autovalores distintos, o
que é impossivel dado que V tem dimensdo finita e autovetores associados a
autovalores distintos sdo linearmente independentes.

Existe portanto k € IN tal que 77(e)v # 0, mas 7(e)**'v = 0. Podemos
entdo tomar vy = 77(e)*v, de modo a obter 7t(h)vg = (a + 2k)vg e w(e)vg = 0,
como querfamos. O
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Voltando a hipétese de que (V, 7r) é uma representagdo irredutivel de sl (IF)
com dimens&o finita igual a n, tome vy € V um vetor maximal como no lema
acima, isto é, um vetor ndo nulo satisfazendo

nt(h)vg = Avg, 7(e)vg =0
para algum A € FF. Dai, defina v_1 = 0 e vy = (1/k!)7t(f)*vg para k > 0.
Lema 2.24. Com as defini¢des acima, valem:
a) Para todo k € N, rt(h)vg = (A — 2k)vy;
b) Para todok € N, (f)vg = (k+ 1)vpyq;
c) Para todo k € N*, t(e)vx = (A —k+1)vg_1.
Em particular, o subespago gerado pelos vy’s é invariante.

Demonstracio. O item a) segue ap0s repetidas aplicacdes do lema 2.22, en-
quanto que o item b) segue imediatamente da defini¢do dos vy.

Para o item c), faremos uma indugdo em k. Veja que o caso k = 0 é ébvio,
pois v_1 = 0. Dai, supondo que vale para k — 1, temos

krt(e)vy = m(e)m(f)vk_q (pelo item b)
= [r(e), m(f)lok—1 + 7(f)m(e)vr-1
=nh)vr_1+7m(f)(A—(k—1)+1)vx_» (hip. de indugéo)

(A=2(k—=1)vg_1+(A—k+2)(k—1)vx_1 (pelositensab)
= ()\k — kz + k)Uk_l
= k()\ —k+ 1)Z)k_1.

Dividindo por k, obtemos o item c). O

Pelo lema acima, cada v ndo nulo é um autovetor para 7t(h) com autova-
lor A —2k. Em particular, os v’s ndo nulos sdo linearmente independentes.
Portanto, como a dimensdo de V é finita, deve existir apenas uma quantidade
finita de v;’s ndo nulos e podemos tomar m € IN minimo tal que v;;, # 0 mas
U1 = 0.

Do item b) do lema, segue que v; = 0 para todo i > m e, por outro lado,
v; # 0 para todo i € {0,...,m}, pois caso contrério terfamos v, = 0. Portanto
os vetores vy, vy, ...,V formam uma base para o subespago W gerado por
todos os vi’s. Agora, W é ndo nulo e, pelo lema, é um subespaco invariante da
representacdo (V, 7r). Como esta representagdo € irredutivel, segue que W = V
e portanto m + 1 = dim(W) = dim(V) = n.

Finalmente, veja que como v,,+1 = 0, temos 7t(e)v,,11 = 0. Por outro lado,
aplicando o item c) do lema para k = m + 1, obtemos

(e)vymir = (A —m)vpy.

Juntando, temos 0 = (A — m)v,,. Mas v, # 0, e entdo devemos ter A = m.
Concluimos com isso que o autovalor A associado ao autovetor maximal vy é um
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inteiro ndo-negativo, igual a dim(V') — 1. Em particular, A fica completamente
determinada por V.
Resumindo, temos uma base para V formada por autovetores de 7t(h):

V9, U1, -+, Um.

O autovalor associado a vy é um inteiro ndo-negativo A = m = dim(V) —1eo
autovalor de cada vy, para k > 0, é obtido do anterior decrescendo 2 (este é o
item a) do lema 2.24). Assim, os autovalores de 7t(h) sdo

m, m—2, ..., —m.

Logo, o autoespago associado a cada autovalor de 7(h) é unidimensional e,
em particular, o vetor maximal é dnico a menos de multiplicagdo por escalar.
Além disso, 7r(e) e 7t(f) agem “saltando” de um autoespago para o outro: 7t(e)
incrementando o autovalor e 77(f) decrementando (este é o lema 2.22).

Com isso, é fécil concluir que (V, ) é isomorfa a (F[X,Y]u, pm), para
m = dim(V) — 1. De fato, tomando um vetor maximal para (F[X,Y]u, om)
(por exemplo, Vy = X™), podemos utilizar o mesmo processo acima para obter
uma base Vy, V4, ...,V para F[X, Y], satisfazendo as rela¢des do lema 2.24.
Dai, a correspondéncia vy <+ Vi é um isomorfismo de representagdes.
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CAPITULO 3

Algebras de Lie Nilpotentes

O objetivo deste capitulo é introduzir e estudar a classe das algebras
de Lie nilpotentes. Estas dlgebras de Lie generalizam as abelianas, e o seu
entendimento é fundamental para o estudo de tépicos mais avangados.

A primeira se¢do é dedicada as propriedades basicas das dlgebras de Lie
nilpotentes, incluindo os principais exemplos e contraexemplos. Na segunda
secdo, discutimos em detalhes o Teorema de Engel, que relaciona a nilpoténcia
de uma élgebra de Lie com a sua representa¢do adjunta.

Por todo o capitulo, a menos de explicita menc¢do do contrério, IF denota
um corpo arbitrdrio e todos os espagos vetoriais e algebras de Lie sdo tomados
sobre IF.

3.1 Definicdo e Propriedades Basicas

Uma algebra de Lie é abeliana quando o colchete de quaisquer dois dos
seus elementos é nulo, isto é, quando [x1, x] = 0 para quaisquer x1, x,. Mais
geralmente, podemos considerar algebras de Lie para as quais existe um
inteiro positivo k tal que qualquer colchete envolvendo k elementos da dlgebra
se anula. Para o estudo destas dlgebras, que chamamos de nilpotentes, considere
a seguinte definicdo:

Defini¢do 3.1. Seja g uma algebra de Lie. A série central descendente de g é
a familia de subespacos {g* | k € IN*} definida recursivamente da seguinte
maneira:

gl =g
gt = [g,d", para k € IN*.

Como vimos anteriormente, se a e b sdo ideais de uma &lgebra de Lie g,
entdo [a, b] também o é. Assim, podemos concluir por inducéo que gk é um
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ideal de g para todo k € IN*, donde se segue que
g1 = [g,d"] C o, para todo k € IN*.
Portanto, a série central descendente de g realmente é uma “série descendente”:
g=¢'2¢°2¢° 2 2¢2...
Por sua vez, o termo “central” na nomenclatura se deve ao fato de que gk / gkt
estd contido no centro de g/g"*!, para qualquer k € IN*. (Veja que isto é
apenas uma maneira sofisticada de dizer que [gk, g] C gk th.

A seguir, buscaremos caracterizar os ideais que aparecem na série central
descendente de uma 4lgebra de Lie g em termos de colchetes iterados em g.
Mais precisamente, vamos mostrar que para cada k € IN* o ideal g* é gerado
por todos os colchetes possiveis envolvendo k elementos de g (por exemplo, g*
é gerado por todos os elementos das formas [x1, [x2, [x3, x4]]], [[x1, X2], [x3, X4]]
e [[[x1, x2], x3], x4], com x1, X2, x3, x4 € g arbitrarios). Perceba que se o colchete
em g fosse uma operagdo associativa, entdo este resultado seria imediato das
definicGes.

Lema 3.2. Seja g uma dlgebra de Lie. Para quaisquer i,j € IN*, tem-se
o' ¢/] C o't

Demonstragdo. Vamos fazer uma inducdo em i. Quando i = 1, a afirmacéo se
reduz a defini¢ao de g/™!, e portanto é vélida para todo j € IN*. Supondo
entdo que o resultado vale para um i fixo e para todo j € IN*, obtemos através
da identidade de Jacobi que

6, o] = [, 9], ¢/] C ([0, ¢/],0'] + [9, ¢, 0/]]
[0 o]+ [g,0]
gttt

NN

Logo, o resultado é valido para quaisquer i,j € IN*. O

Proposi¢ao 3.3. Seja g uma dlgebra de Lie. Para cada k € IN*, g~ é o subespaco
gerado por todos os colchetes envolvendo k elementos de g.

Demonstragio. Seja C*(g) o subespaco gerado pelos colchetes que envolvem k
elementos de g. Vamos mostrar por inducéo que g = C¥(g) para todo k € IN*.
Se k = 1, esta igualdade é 6bvia (um colchete envolvendo 1 elemento de g é
apenas um x € g).

Suponha entdo que k > 1 e que o resultado vale para todo inteiro positivo
I < k. Neste caso, g~! é gerado por colchetes envolvendo k — 1 elementos de
g, e portanto g¢ = [g, g" 1] é gerado por colchetes envolvendo k elementos de
g, de modo que gk C Ck(g). Por outro lado, se x pode ser escrito como um
colchete de k elementos de g entdo x = [y,z] com y € C(g),z € Ck7(g), onde
0 < i < k. Pela hipétese de indugio, Ci(g) = g' e C*~/(g) = g¥~, de modo que
x € [¢', " ']. Do lema acima, segue que x € gk e portanto todos os colchetes
que envolvem k elementos de g pertencem a o~ Logo, Ck(g) C g*. O
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A série central descendente é, portanto, a ferramenta adequada para des-
crevermos a classe das dlgebras de Lie nas quais sdo nulos todos os colchetes
que envolvem uma quantidade suficientemente grande de elementos.

Defini¢do 3.4. Uma élgebra de Lie g é dita nilpotente se existe k € IN* tal que
gk = (0, isto é, se a sua série central descendente eventualmente se anula.

Se g é uma algebra de Lie nilpotente, entdo o menor k € IN* tal que g~ = 0
é chamado indice de nilpoténcia de g. Neste caso, segue dos resultados acima
que qualquer colchete envolvendo k ou mais elementos de g é igual a zero.

Exemplo 3.5. Uma algebra de Lie g ¢ abeliana se e somente se g> = [g, g] = 0.
Portanto, toda algebra de Lie abeliana é nilpotente, com indice de nilpoténcia
igual a 2. 0

Exemplo 3.6. Seja n, a dlgebra de Lie das matrizes n X n estritamente triangu-
lares superiores apresentada no exemplo 1.15:

n, = {(ajj)ij € gly | a;j = 0 sempre que i > j}

Como vimos, esta dlgebra possui uma base dada pelo conjunto das matrizes
bésicas Ej; tais que j > i. Em outras palavras, n, € gerada pelas matrizes E;;
tais que j — i > 1. Mais geralmente, vamos mostrar por indugdo que, para todo
m € IN*, o ideal (n,)™ é gerado pelas E;j com j —i > m. De fato, supondo que
isso vale para um dado m € IN*, temos que (n, )"+ = [n,, (n,)"] é gerado
pelos elementos da forma [Eij, Ey),comj—i>1el—k > m. Lembre entdo a
férmula para os comutadores das matrizes bésicas:

[Eij, Ext] = 0jxEi1 — 61iExj

Perceba que se j > i e [ > k entdo ndo podemos ter simultaneamente i = [ e
j=k assim,sej—i>1el—k > mentdo

E; sej=k
[Eij/ Ekl] = 7Ekj sel =1

0 caso contrario

Agora, se j = kentdo | —i = (I — k) + (j —i) > m+1 e, similarmente, se
l=ientioj—k = (j—i)+ (I —k) > 1+ m. Portanto, (n,)"*! é gerado pelas
matrizes Ep, tais que g — p > m + 1, completando a indugéo.

Como as matrizes em n, sdo de ordem 7, ndo existe E; com g —p > n.
Logo, devemos ter (n,)" = 0 (pois seu conjunto de geradores é vazio) e dai n,
é uma 4lgebra de Lie nilpotente. %

Exemplo 3.7. Considere a dlgebra de Lie t, das matrizes triangulares superiores
de ordem n > 1, apresentada no exemplo 1.14:

tn = {(a;)ij € gl | ajj = 0 sempre que i > j}

Uma base para esta dlgebra é dada pelas matrizes basicas E;; tais que j > i.
Veja que [Eq1, E1n] = E1, e portanto ad(Eq1)¥Ey, = Ey, para todo k € IN*. Isso
mostra que Eq, € (t,)* para todo k € IN*, de modo que t, ndo é nilpotente. ¢
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Exemplo 3.8. Considere a base canonica da algebra de Lie sl;(IF), dada pelas

matrizes
1 0 0 1 0 0
=0 ) =0 o) 7= 0)

que satisfazem as seguintes relacdes:

el =2¢, [hfl=-2f, le.f]=h

Se o corpo [F tem caracteristica diferente de 2, entdo estas relagdes mostram
quee, f,h € [sl(FF),slh(FF)], de modo que [sl;(F),sl;(FF)] = sl(F) e portanto
slp(FF) ndo é nilpotente.

Por outro lado, se char(FF) = 2, entdo [sly(IF),slp(FF)] = span{h} é unidi-
mensional e portanto abeliana. Dai, sl;(IF)® = 0 e sl,(IF) é nilpotente.

Proposicdo 3.9. Sejam g e b dlgebras de Lie, s C g uma subdlgebrae ¢: g — b um
morfismo sobrejetor. Entdo:

a) Para todo k € N*, sk C gk.
b) Para todo k € N*, ¢(gt) = b*.

Em particular, se g é nilpotente, entdo todas as subdlgebras e imagens homomorficas de
g também o sdo.

Demonstragio. Para o item b), temos por hipétese que ¢(g') = h'. Supondo
que p(g") = b, obtemos ¢(g"*1) = ¢([g, ")) = [p(g), 9(g)] = [b,b"] = b1
e o resultado segue entdo por indugdo.

Da mesma maneira, o item a) se demonstra por indugdo em k, o caso k =1
sendo a hipétese. O

Proposi¢do 3.10. Se g é uma dlgebra de Lie tal que g/Z(g) é nilpotente, entdo g é
nilpotente.

Demonstragdo. Suponha que g/Z(g) é nilpotente e tome k € IN* tal que
(g/Z(g))* = 0. Denotando por 7: g — g/Z(g) o morfismo quociente e
utilizando o resultado da proposic¢do 3.9, temos

n(a") = n(e)* = (a/Z(a)* = 0.
Ou seja, g* C Z(g). Dai, "™ = [g,¢"] C [9,Z(g)] = 0. O
Proposicdo 3.11. Seja g uma dlgebra de Lie nilpotente. Se g # 0, entio Z(g) # 0.

Demonstragio. Seja k o indice de nilpoténcia de g. Como g é ndo nula, devemos
ter k > 1, de modo que gk_1 estd bem definido. Além disso, devemos ter
gc=1 # 0, pois caso contrério k ndo seria o indice de nilpoténcia de g. Agora,
[9,6""1] = g = 0 e portanto g*~1 C Z(g), mostrando que Z(g) # 0. O

Exemplo 3.12. Seja g uma algebra de Lie ndo abeliana de dimensdo 2. Sabemos
que g possui uma base {x,y} tal que [x,y] = y, donde é possivel concluir que
Z(g) = 0, e portanto g nao é nilpotente. De fato, temos gk = span{y}, para
todo inteiro k > 2.
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3.2 O Teorema de Engel

Como vimos acima, uma 4lgebra de Lie g é nilpotente se, e somente se,
existe um inteiro k > 0 tal que todos os colchetes envolvendo k elementos de g
se anulam. Em particular, se g é nilpotente entdo existe k € IN* tal que, para
quaisquer x,y € g,

k
ad(x)'y =[x, [x,[...[x,y]...]]] = 0.

—_———
k vezes

Isto é, em uma 4lgebra de Lie nilpotente, as aplicagdes ad(x): g — g sdo
transformacoes lineares nilpotentes. O objetivo desta secdo é provar que,
quando a dimensdo de g é finita, vale também a reciproca: se ad(x): g — g é
nilpotente para todo x € g, entdo g é nilpotente.

Este resultado é conhecido como Teorema de Engel, em homenagem ao
matemadtico aleméao Friedrich Engel, que em 1890 esbogou a sua demonstragdo
em uma correspondéncia a outro matemético alemédo, Wilhelm Killing. Para
prové-lo, vamos estudar dlgebras de Lie lineares formadas por operadores
nilpotentes em um espago vetorial de dimensé&o finita, e entdo aplicaremos
os resultados obtidos a édlgebra adjunta ad(g) C gl(g) de uma algebra de Lie
arbitraria g.

Lema 3.13. Seja V um espago vetorial. Se A: V — V é um operador nilpotente,
entio ad(A): gl(V) — gl(V) também o é.

Demonstragido. Dado A € gl(V), temos as transformagdes lineares
La:al(V) = gl(V) Ra:al(V) = gl(V)
X — AX X — XA.

e podemos escrever ad(A) =Ly — Rg.

Como a composi¢do de endomorfismos é uma operacio associativa, temos
A(XA) = (AX)A para todo X € gl(V), de modo que LyR4 = R4L,4. Logo,
vale a férmula binomial

G0 adA) = (LR = 3 (1) (D) (Ra)
i=0

para todo n € IN.

Agora, suponha que A é nilpotente e tome k € N tal que A¥ = 0. Neste
caso, (L4)¥(X) = A¥X = 0 para todo X € gl(V) e dai (La)* = 0. Do mesmo
modo, (R A)k = 0. Portanto, tomando n = 2k na equacédo (3.1), obtemos
(Lg)*~"=0parai <ne(Ry) = 0parai>k de modo que todas as parcelas
no somatério sdo nulas e ad(A)% = 0. O

Observagdo. A reciproca do lema acima é falsa: se ad(A) é nilpotente para
A € gl(V), ndo necessério que A seja nilpotente. Um contraexemplo trivial é
dado por A = idy.

Os dois proximos resultados, que utilizaremos para provar o Teorema
de Engel, generalizam fatos conhecidos da algebra linear: todo operador
nilpotente tem ntcleo ndo trivial e, quando a dimensdo do espago ¢ finita,
pode ser representado por uma matriz estritamente triangular superior.
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Proposi¢do 3.14. Seja V # 0 um espaco vetorial e g C gl(V') uma subdlgebra de Lie
de dimensdo finita. Se todos os elementos de g sdo operadores nilpotentes, entdo existe
um vetor nio nulo v € V tal que Av = 0 para todo A € g.

Demonstragio. Procederemos por indugdo na dimensao de g. Se dim(g) < 1,
entdo existe um operador nilpotente A € gl(V) tal que g = span{A} e o
teorema se reduz a afirmagdo de que todo operador nilpotente possui nticleo
nédo trivial.

Suponha agora que dim(g) = n > 1 e que o resultado vale para algebras
de dimensao menor que n. O passo fundamental da demonstragdo é encontrar
um ideal de dimensdo n — 1 em g. Para isso, seja ) C g uma subalgebra prépria
de dimensdo méxima (que existe porque g tem dimensdo finita). Veja que a
restricdo de ad: g — gl(g) a h define uma representagdo de h em g. Como
h é uma subdlgebra, temos ad(A)B = [A,B] € h para quaisquer A,B € b,
de modo que h é um subespaco invariante. Portanto, podemos considerar a
representacdo quociente p: ) — gl(g/h), dada por

p(A)(X+b) = [A, X] +b.

Para todo A € b, temos que ad(A): gl(V) — gl(V) é nilpotente (lema 3.13),
donde se segue que p(A) é nilpotente. Portanto, p(h) C gl(g/h) consiste de
operadores nilpotentes e dim(p(h)) < dim(h) < dim(g) = n. A hipétese de
indugdo garante entdo que existe um vetor ndo nulo X + h em g/h tal que
p(A)(X +1b) = b paratodo A € b. Isto significa que existe X € g tal que X ¢ b,
mas [A, X] € h para todo A € . Entdo o subespaco h @ span{X} C g é uma
subdlgebra de g que contém b propriamente, e ) é um ideal nesta subélgebra.
Da maximalidade de § segue que h @ span{X} = g, de modo que § é um ideal
de dimensdo n — 1 em g.
Agora, a hipétese de indugdo aplicada a h C gl(V) garante que

W={weV|Aw =0 para todo A € h}

é um subespaco ndo-trivial de V. Além disso, se w € W entdo para todo A € b
tem-se
AXw = [A, X]Jw+ XAw =04+0=0,

pois [A, X] € b. Isso mostra que W ¢é invariante por X, de modo que X se
restringe a um operador em W. Como X ¢ nilpotente, tal restricdo também o &,
e portanto deve existir um vetor ndo nulo v € W tal que Xv = 0. Logo, Av =0
para todo A € h @ span{X} = g, e 0 teorema estd provado. O

Proposicdo 3.15. Seja g uma dlgebra de Lie e p: g — gl(V') uma representagio de g
em um espago vetorial V de dimensdo finita igual a n. Se para todo x € g o operador
o(x) é nilpotente, entio existe uma sequéncia de subespacos

0=V V=V
tal que p(x)V; C V;_q para quaisquer x € g,i € {1,...,n}.

Em outras palavras, existe uma base ordenada para V na qual todo operador p(x)
é representado por uma matriz estritamente triangular superior.
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Demonstragio. Se dim(V) = 0, o resultado é trivial. Podemos entdo supor que
dim(V) = n > 0, e que o resultado vale para espacos de dimensdo menor.
Neste caso, a proposicdo 3.14 aplicada a subdélgebra p(g) C gl(V) garante a
existéncia de um vetor 0 # v € V tal que p(x)v = 0 para todo x € g.

O subespaco Vi = span{v} é entdo invariante, e portanto da origem a
uma representagdo p de g no espago quociente V/Vj, cuja dimensdo é n — 1.
Como p(x) é nilpotente para todo x € g, 0 mesmo vale para p(x), e entdo, pela
hipétese de indugdo, existe uma sequéncia de subespagos

0=WoCWi C--CW,_1=V/W

tal que p(x)W; C W;_; para quaisquer x € g,i € {1,...,n — 1}. Denotando
por 7t: V. — V/Vj a aplicagao quociente, defina V; = 7~ 1(W;_;), para cada
ie€{2,...,n}. Assim,

0=V CWi=a W) CVa=ra"'W) G- CVu=m (W) =V

é uma sequéncia de subespacgos de V. Se u € V;, i € {2,...,n}, entdo para
todo x € g tem-se 7(p(x)u) = p(x)m(u) € p(x)W;j_1 C W;_,, e dai segue
que p(x)u € Y (W;_5) = V;_1. Além disso, p(x)V; = 0. Logo, para todo
i€{l,...,n}tem-se p(x)V; C V;_1, 0 que mostra a primeira afirmagdo do
enunciado.

Quanto a segunda afirmacgdo, seja 0 = Vo C V3 C -+ C V;, = V uma
sequéncia de subespagos satisfazendo p(x)V; C V;_; para quaisquer x € g e
i€ {1,...,n}. Tome uma base ordenada (vy,...,v,) com v; € V; para todo i.
Nesta base, é evidente que a matriz de cada operador p(x) € g é estritamente
triangular superior, pois p(x)v; € Vo = 0 e para cada i € {2,...,n} tem-se
o(x)v; € Vi =span{vy,...,v;_1}. O

O exemplo a seguir mostra que sem a estrutura de dlgebra de Lie ndo é
possivel garantir que os resultados obtidos acima ainda sdo validos.

Exemplo 3.16. Considere os operadores lineares A, B: F3 — IF3 dados na base
candnica pelas matrizes

010 0 00
A=10 0 1}/, B=|1 00
0 00 0 -1 0

O subespaco gerado por A e B consiste inteiramente de operadores nilpotentes,
pois para quaisquer A, u € F tem-se

0 A O Ap 0 A2
AM+uBP=(u 0 A 0 0 0 |=0
0 —pu 0/ \—u%> 0 —Au
Porém, tal subespago ndo satisfaz as hipéteses da proposigdo 3.14, pois ndo
forma uma subélgebra de Lie de gl(IF3):

1 00
[A,B]= |0 —2 0| ¢span{A,B}.
0 01
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E, de fato, ndo existe nenhum vetor nio nulo v € F3 tal que Av = Bv = 0,
pois se v = (v!,0?,v%) entdo Av = (v3,0,0) e Bv = (0,v!,v?), de modo que
Av = Bv = 0 implica em v = 0. Em particular, ndo é possivel realizar
uma mudanga de base de modo a colocar todos os elementos de span{A, B}

simultaneamente em forma estritamente triangular superior.

Coroldrio 3.17. Seja g uma dlgebra de Lie e p: g — gl(V') uma representagio de g
em um espago vetorial V de dimensdo finita. Se para todo x € g o operador p(x) é
nilpotente, entdo p(g) é uma dlgebra de Lie nilpotente.

2

Demonstragio. Pela proposi¢do 3.15, p(g) € isomorfa a uma subdlgebra da
dlgebra de Lie n, das matrizes estritamente triangulares superiores de ordem 1,
onde n = dim(V). Como n,, é nilpotente (exemplo 3.6), segue da proposi¢do 3.9
que p(g) é nilpotente. O

O corolério acima garante a nilpoténcia da algebra de Lie p(g); entretanto,
ndo é possivel concluir o mesmo a respeito de g (para ver isso, considere o caso
em que p = 0). Por outro lado, se p é a representacdo adjunta, entdo g de fato
é nilpotente: é justamente esse o contetido do Teorema de Engel.

Teorema 3.18 (Engel). Se g é uma dlgebra de Lie de dimensdo finita tal que para todo
x € gaaplicagio ad(x): g — g é nilpotente, entdo g é nilpotente.

Demonstragio. O coroldrio 3.17 implica que ad(g) é uma algebra de Lie nilpo-
tente. Pelo teorema do isomorfismo, temos ad(g) = g/Z(g), de modo que
g/Z(g) é nilpotente. Segue entdo da proposi¢do 3.10 que g é nilpotente. [

A importancia do Teorema de Engel reside no fato de que ele fornece um
critério “pontual” (a nilpoténcia das transformagdes adjuntas) para uma condi-
¢do “global” (a anulagdo da série central descendente). Mais concretamente, o
teorema pode ser pensado em termos do anulamento de colchetes iterados na
dlgebra de Lie: por um lado, g é nilpotente se todos os colchetes envolvendo
um certo niimero de elementos se anula; por outro lado, o Teorema de Engel
mostra ser suficiente, quando a dimensao de g ¢é finita, que se anulem aqueles
colchetes da forma ad(x)*y = [x, [x,[... [x,y]...]]].

Entretanto, é importante ressaltar que o Teorema de Engel ndo é vélido
quando a &lgebra de Lie tem dimensdo infinita, como mostra o exemplo a
seguir:

Exemplo 3.19. Seja V um F-espago vetorial com base {¢; | k € IN*}. Para
cada (i,j) € N* x IN* tal que i < j, defina um operador linear E;;: V — V
colocando

_{a sej £k

Eijer = ojke; = .
K e ei, sej=k

Entdo para quaisquer i, j, k,I € IN* tem-se E;;Ey = d;xE; € span{E;;}-; e por-
tanto o espaco gerado pelos operadores E;; forma uma subdlgebra associativa
g C Endg(V). A posteriori, este subespago é uma subalgebra de Lie de gl(V)
(intuitivamente, g pode ser pensada como ne, “a algebra de Lie das matrizes
estritamente triangulares superiores de ordem o0”).
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Vamos mostrar que ad(A): g — g é nilpotente para todo A € g, mas que
g ndo é uma algebra de Lie nilpotente. Para isso, veja primeiro que se A € g
entdo existem Cirjrr- -+ s Cipjy € IF tais que

A = Ciljl Eiljl +o+ Cinjn Einjn'

com iy, < j paratodom € {1,...,n}. Logo, para qualquer k € IN* tem-se

Aek:{o' sek & {j1,...,jn}

CigjmCins € k = jm paraalgumm € {1,...,n}

Portanto, a imagem de cada um dos vetores {¢; | k € IN*} pelo operador
A é zero ou um mdltiplo de ¢;, para algum m € {1,...,n} tal que i, < k.
Analogamente, A%¢; é zero ou um mdiltiplo de ¢, para algum p € {1,...,n}
tal que i, < iy, < k, e assim por diante. Deduz-se disso que A"*le; = 0 para
todo k € IN*, donde A é nilpotente. Pelo lema 3.13, segue que ad(A): g — g é
nilpotente (note que ndo ha nenhuma hipétese sobre a dimensao do espago V
neste lema).

Entdo g é uma algebra de Lie tal que ad(A) é nilpotente para todo A € g.
Entretanto, g ndo é uma algebra de Lie nilpotente. De fato, o mesmo argumento
dado no exemplo 3.6 mostra que para todo m € IN* o ideal g" é gerado pelos
operadores E;; tais que j —i > m. Como i,j podem ser quaisquer inteiros
positivos, segue que g" # 0 para todo m € IN* (por exemplo, Ej ;41 € g™),
donde g ndo é nilpotente.
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cAPITULO 4

Algebras de Lie Solaveis

Este ultimo capitulo é dedicado ao estudo das dlgebras de Lie soltveis.
Comecamos apresentando a defini¢do e as propriedades basicas desta classe
de algebras de Lie e, em seguida, discutimos o Teorema de Lie, que descreve
as representagdes de dimensdo finita destas dlgebras como sendo dadas, essen-
cialmente, por matrizes triangulares superiores. Na terceira se¢cdo, mostramos
que toda éalgebra de Lie de dimensdo finita admite um tnico ideal soltavel
que contém todos os demais, e introduzimos a defini¢do de &dlgebra de Lie
semissimples. Por fim, a tltima se¢do apresenta os critérios de Cartan para a
solubilidade e semissimplicidade de uma 4lgebra de Lie.

4.1 Definicao e Propriedades Basicas

No exemplo exemplo 1.29 vimos que se g é uma algebra de Lie, entdo o
subespaco [g, g] é um ideal de g — chamado de algebra derivada de g —, e é 0
menor tal que o quociente g/[g, g] é abeliano. Se [g, g é ela prépria abeliana,
entdo a grosso modo obtemos uma decomposicdo de g em dois “pedagos”
abelianos. Caso contrario, podemos ainda considerar a dlgebra derivada de
[g,9], e assim sucessivamente, de modo a tentar “aproximar” g por uma
sequéncia de algebras abelianas. Conforme veremos a seguir, a formalizacao
desta ideia nos leva a nogdo de édlgebra de Lie soliivel.

Definicdo 4.1. Seja g uma algebra de Lie. A série derivada de g é a familia de
subespagos { g | k € N} definida recursivamente da seguinte maneira:

oV =g
g(k+1) = [g(k),g(k)}, para k € NN.

Lembrando que se a e b sdo ideais de g entdo [a, b] também o é, conclui-se
por indugdo que cada g®) 6 um ideal de g (e ndo apenas de gk=1)). A série
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derivada de g é entdo uma sequéncia decrescente de ideais
g=g¢g0 2gMog@...040 > .

Como g(k“) = [g(k), g(k)], 0s quocientes sucessivos g(k) / g(kH) desta sequéncia
sdo dlgebras de Lie abelianas. Note também que g(+/) = (g())() para quais-
quer i,j € IN, pois a série derivada de g/) é obtida da série derivada de g
deletando os primeiros i termos.

Definicdo 4.2. Uma algebra de Lie g é dita solifvel se para algum k € IN tem-se
g(k) = 0, isto é, se a sua série derivada eventualmente se anula.

Exemplo 4.3. Toda élgebra de Lie nilpotente é soltvel. Mais geralmente, se g é
uma élgebra de Lie, entdo para todo k € N* tem-se g} C g¥. De fato, é 6bvio
que gV = [g,g9] € g = g' e, supondo que g C gk, tem-se

o =[g®,gW) C [0, = ¢

de modo que a afirmacéo segue por inducao. 0

Exemplo 4.4. Considere a dlgebra de Lie t, das matrizes triangulares superiores
de ordem n > 1:

tn = {(ajj)ij € gl, | a;j = 0 sempre que i > j}

Como vimos no exemplo 3.7, esta dlgebra de Lie ndo é nilpotente. Vamos
mostrar agora que ela é soltvel. Para isso, tome A = (ai]-)ij, B = (bi]-)ij €ty
matrizes triangulares superiores, e observe que a (i,i)-ésima entrada do seu
comutador [A, B] é

1=

(aikbyi — bixag;) = ajibj; — bja; = 0.

k=1

(Usamos o fato que b;j = a;; = 0 sempre que i > j). Portanto, temos [tn, ta] C 0y,
onde n, é a dlgebra de Lie das matrizes estritamente triangulares superiores.
Por outro lado, n,; tem como base as matrizes Ejjtaisquej >i, e cada uma
dessas matrizes pode ser escrita como um comutador de matrizes triangulares
superiores: E;; = [E;;, Ej;]. Disso, segue que n,, C [ty, tu] e portanto [t,, t,] = ny.

Isso mostra que [ty, t,] é nilpotente (exemplo 3.6), e em particular, soluvel.
Existe entdo k € IN tal que [ty, tn](k) = 0. Dai,

(tn)(k+1) = [tnr tn](k) =0
e portanto t, é solavel. O

Exemplo 4.5. Seja g uma algebra de Lie ndo abeliana de dimens&o 2 e tome
{x,y} uma base para g satisfazendo [x,y] = y. Entdo

oV = [g, 9] = span{y}

é uma é&lgebra de Lie unidimensional, e portanto abeliana. Logo, 9(2) =0,
e entdo g é soltivel. Por outro lado, sabemos do exemplo 3.12 que g ndo é
nilpotente. v
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Os exemplos acima mostram que toda dlgebra de Lie nilpotente é soltivel,
mas existem algebras de Lie soltiveis que ndo sdo nilpotentes.

Proposicdo 4.6. Sejam g e b digebras de Lie, s C g uma subdlgebra e ¢: g — b um
morfismo sobrejetor. Entdo:

a) Para todo k € N, ) C g(k).
b) Para todo k € N, ¢(g¥)) = ).

Em particular, se g é soliivel, entdo todas as subdlgebras e imagens homomérficas de g
também o sdo.

Demonstragio. Para o item b), temos por hipétese que ¢(g(?) = h(©). Supondo
que ¢(g®)) = p®), temos

p(g" ) = 9([6®, a®]) = [9(gW), p(a®)] = [H¥0), h®)] = pU+D)

e o resultado segue entdo por indugdo.
Analogamente, o item a) é consequéncia de uma simples indugéo. O

Se g é uma algebra de Lie soltvel e a C g é um ideal, entdo da proposigdo
anterior a e g/a também sdo soltiveis, este tltimo por ser a imagem de g pelo
morfismo quociente 7t: g — g/a. Reciprocamente, temos:

Proposicdo 4.7. Seja g uma dlgebra de Lie e a C g um ideal. Se a e g/ a sdo soliiveis,
entdo g também o é.

Demonstracio. Seja k € N tal que (g/a)¥) = 0 e denote por 77: g — g/a o
morfismo quociente. Entdo, pela proposi¢do anterior, temos

0= (g/a)(k> - n(g)(k) - n(g(k)),
Isto é, g(k) C a. Como a é solavel, existe | € N tal que al) = 0. Dai,
g(k+l) — (g(k))(l) C ad =
e portanto g é soltivel. O

O resultado da proposicdo acima néo é valido se trocamos “soltivel” por
“nilpotente”. De fato, se g é uma algebra de Lie ndo abeliana de dimensao 2,
entdo [g, g] e g/[g, g] sdo unidimensionais e portanto abelianas (em particular,
sdo nilpotentes), mas g ndo é nilpotente.

4.2 O Teorema de Lie

O objetivo desta secdo é demonstrar o Teorema de Lie, que descreve as re-
presentagdes de dimensao finita das dlgebras de Lie soltiveis sobre corpos
algebricamente fechados de caracteristica nula. Mais precisamente, o teorema
afirma que toda representacdo deste tipo admite um subespaco invariante uni-
dimensional e, consequentemente, se dd por matrizes triangulares superiores.
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Se g é uma élgebra de Lie e p: g — gl(V) é uma representacdo de g, entdo
um subespaco invariante unidimensional é o mesmo que um vetor v € V que
é simultaneamente um autovetor de p(x) para todos os x € g. Um tal vetor
determina naturalmente uma fungdo

Arg—TF
tal que para qualquer x € g vale a igualdade

p(x)v = A(x)v.
Desta equagdo segue que A é um funcional linear em g, isto é, que A € g*.

Defini¢do 4.8. Seja g uma algebra de Lie e p: g — gl(V) uma representacgdo
de g em um espaco vetorial V. Para cada funcional linear A € g*, definimos o
espago-peso associado a A como

Vi(g) = {v €V |p(x)v = A(x)v para todo x € g}.

Se V)(g) # 0, entdo A é dito um peso de g em V, e os seus elementos sdo
chamados de vetores de peso A.

Assim, o Teorema de Lie afirma que se g é soltvel e F é algebricamente
fechado de caracteristica zero, entdo toda representacdo de dimenséo finita de
g admite um peso. Para compreender melhor o significado deste resultado, é
conveniente considerar a situacdo particular em que g é uma algebra de Lie
unidimensional. Neste caso g = [F e uma representagdo (V, p) fica completa-
mente determinada pela escolha de um operador linear p(1g) = A € gl(V).
A existéncia de um subespago invariante unidimensional se reduz entdo a
existéncia de um autovetor para A, o que, no caso em que V tem dimensado
finita e IF é algebricamente fechado, é um resultado conhecido de élgebra
linear. O Teorema de Lie surge entdo como uma generalizagdo deste resultado
para o caso em que g é uma dalgebra de Lie soltivel arbitraria (e ndo apenas
unidimensional). Talvez surpreendentemente, neste caso precisamos exigir que
o corpo IF, além de ser algebricamente fechado, tenha caracteristica zero.

A chave para a demonstragdo do Teorema de Lie é o contetido do lema a
seguir, conhecido como Lema de Lie ou Lema da Invaridncia.

Lema 4.9. Sejam g uma dlgebra de Lie e p: g — gl(V') uma representagio de g em
um espago vetorial V # 0 de dimensdo finita. Se o corpo de escalares tem caracteristica
nula e a C g é um ideal, entdo para todo funcional linear A € a* o espago-peso

Vi(a) ={v eV |p(a)v = A(a)v para todo a € a}

é invariante por g.
Demonstragdo. Queremos mostrar que para quaisquer x € ge v € V) (a) tem-se
p(x)v € V) (a). Por defini¢do, isso equivale a mostrar que para quaisquer a € a,
xegev e Vy(a)tem-se p(a)p(x)v = Aa)p(x)v. Mas

p(a)p(x)o = [ (@), p(x)]o + p(x)p(a)v
o([a,x])v + p(x)A(a)o
A[a, x])o + Aa)p(x)v (pois [a,x] € a)
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4.2. O Teorema de Lie

e portanto o problema se reduz a mostrar que A([a,x]) = 0 para quaisquer
acaexcg.

Com este objetivo, fixe x € g e tome um vetor ndo nulo v € V) (a). Defina
entdo U; = span{v,p(x)v,...,p(x)""1v}, para cada inteiro i > 0. Como V
tem dimensdo finita, a sequéncia de subespagos 0 C U; C U, C ... deve
eventualmente estabilizar, de modo que podemos tomar m € IN* minimo tal
que U1 = Uy. Vamos mostrar que para todo a € a tem-se p(a)U,, C Uy e a
restrigao p(a)|y,, : Um — Uy é dada, na base ordenada (v, p(x)v,...,p0(x)" 1v),
por uma matriz triangular superior com A(a) nas entradas diagonais:

% i
(41) ¥ :
0 0 Aa)

Em outras palavras, vamos mostrar que para quaisquera € aei € {1,...,m}
tem-se

(4-2) p(@p(x) o = Aa)p(x) "o +u,

com u € U;_1 (onde Uy = 0). Quando i = 1, esta afirmacdo se reduz a
igualdade p(a)v = A(a)v, que vale para todo a € a pois v € V) (a). Supondo
entdo que o resultado vale para i = k € {1,...,m — 1}, podemos escrever
(levando em conta que [a, x] € a para todo a € a)

p(@)p(x)* 10 = A(a)p(x)F 1o+ u
o(la, x))p(x)* Yo = A((a, x])p(x) 1o + '

com u,u’ € Uy_q. Dai, temos

p(@)p(x) v = p(a)p(x)p(x)* o

([, x])p(x)* o+ p(x)p(a)p(x)* o

([, x])p(x) "o+ 1 + p(x) (A(a)p(x)* o +u)
(@

=p
=A
— Ma)p(x)o+ "
onde 1" = A([a, x])p(x)* 10+ p(x)u +u' € Uy. Isto mostra (4.2) parai = k+1,
concluindo a demonstragdo de que, para todo a € a, a matriz de p(a)|y,, é
como em (4.1).

Tomando trago em Uy, segue de (4.1) que try, (0(a)) = mA(a) para todo
a € a e, em particular, try;, (o([a,x])) = mA([a, x]) para todo a € a. Por outro
lado, try, (p([a, x])) = try,, (p(a)p(x) — p(x)p(a)) = 0 e portanto devemos ter
mA([a,x]) = 0 para todo a € a. Como o corpo de escalares tem caracteristica
nula, isso implica em A([a,x]) = 0 para todo a € a, e 0 lema estd provado. [

Teorema 4.10 (Lie). Seja p: g — gl(V) uma representagio de uma dlgebra de Lie
soliivel g em um espago vetorial V # 0 de dimensdo finita. Se o corpo de escalares |F é
algebricamente fechado e tem caracteristica zero, entdo a representaciio admite um peso
A€ g~
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Capitulo 4. Algebras de Lie Soliiveis

Demonstragio. Observe primeiro que, como g ¢ soluvel, p(g) C gl(V) é uma
dlgebra de Lie soltivel de dimenséo finita (pois V tem dimens&o finita). Além
disso, se A: p(g) — IF é um peso de p(g) em V (para a representacdo canonica
p(g) = gl(V)), entdo Ao p: g — F é um peso de g em V. Podemos portanto,
substituindo g pela sua imagem, supor que g tem dimens&o finita.

Se dim(g) = 0, o teorema ¢é trivial. Suponha entdo que dim(g) =n > 1e
que o teorema estd provado para o caso em que a dimensdo da algebra é n — 1.
Como g é soluvel, temos que g(!) = [g, g] é um subespaco proprio de g, pois
caso contrario teriamos g¥) = g para todo k € IN. Podemos entdo tomar um
subespaco a C g tal que a tem dimensdo n —1 e [g, g] C a. Assim, a é um ideal
em g, pois

lg,0] C g, 9] Ca

Além disso, como a tem codimensdo 1 em g, podemos escrever
g = ad®span{x}

para algum x € g.
Agora, a hip6tese de indugdo garante que existe um peso para a represen-
tacdo restrita p|q. Ou seja, existe p € a* tal que o espago-peso

Viu(a) ={v eV |p(a)o = p(a)v para todo a € a}

é ndo trivial. Pelo lema 4.9, V},(a) é invariante por g e, em particular, por p(x).
Logo, como [ ¢ algebricamente fechado, p(x)|y, (q) possui um autovetor. Isto

é, existe v € V,(a) ndo nulo e « € F tal que p(x)v = av. Defina entdo um
funcional linear A € g* colocando

Aa+nx) = pu(a) + na
para cada a € a e y € F. Dai, por construgio, tem-se
pla+nx)v=p(a)v+yp(x)v = pu(a)v+yav = A(a+nx)v

para quaisquer a € a e 7 € F. Em outras palavras, p(y)v = A(y)v para todo
y € g, de modo que v € V) (g). Logo, V)(g) #0e A éumpesodegem V. [

Segue do Teorema de Lie que se g é uma algebra de Lie soltivel sobre um
corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, entdo toda representacio
(V,p) de g em dimensdo finita > 0 admite um subespago invariante unidimen-
sional. De fato, pelo teorema existe A € g* tal que V) (g) # 0. Tomando um
vetor ndo nulo v € V) (g), temos

p(x)v = A(x)v € span{v}

para todo x € g. Logo, span{v} é um subespaco invariante unidimensional.
Isso mostra o seguinte coroldrio:

Corolério 4.11. Uma representacio (V,p) de dimensdo finita de uma dlgebra de Lie
soliivel sobre um corpo algebricamente fechado e de caracteristica zero é irredutivel se,
e somente se, V é unidimensional. O
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4.2. O Teorema de Lie

Quocientando por um tal subespago invariante unidimensional, obtemos
uma nova representacdo de g, que por sua vez (se ndo for nula) admite algum
subespago invariante unidimensional. Prosseguindo desta forma, conseguimos
“triangularizar” a representac¢do, conforme descrito na proposicdo abaixo:

Proposicdo 4.12. Seja p: g — gl(V') uma representagio de dimensdo finita igual a n
de uma dlgebra de Lie soliivel g. Se o corpo de escalares F é algebricamente fechado e
de caracteristica zero, entdo existe uma sequéncia de subespagos

0=WecW&c - CVu=V

tal que p(x)V; C V; para quaisquer x € g,i € {1,...,n}.
Em outras palavras, existe uma base ordenada para V na qual todo operador p(x)
é representado por uma matriz triangular superior.

Demonstracio. Apresentaremos apenas um esbogo da demonstragdo, pois esta
é completamente analoga aquela da proposigdo 3.15.

Se dim(V) = 0, entdo o resultado é 6bvio. Caso contrario, o Teorema de Lie
garante a existéncia de um subespaco invariante unidimensional V;. Passando
para a representagdo quociente p em V/Vj, obtemos por indugdo na dimensao
do espago uma sequéncia de subespagos

OZW()gwlg_"'an_l:V/Vl

tal que p(x)W; C W; para quaisquer x € g, i € {0,...,n —1}. As pré-imagens
destes subespacos pela aplicagdo quociente V. — V/V; formam entdo uma
sequéncia de subespacos para V com as propriedades desejadas.

Em uma base {vy,...,v,} tal que v; € V; para cada i, os operadores p(x)
sdo todos triangulares superiores. O

Corolario 4.13. Sejam g uma dlgebra de Lie soliivel sobre um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero e p: g — gl(V) uma representagio de dimensio finita.

a) Se x € [g,g], entdo p(x) é um operador nilpotente.
b) Para todo x € gey € [g,g], tem-se tr(p(x)p(y)) = 0.

Demonstragio. Pela proposigdo anterior, existe uma base para V na qual todo
operador p(x) é representado por uma matriz triangular superior. Identificando
gl(V) com gl, por meio desta base (para n = dim(V)), isto significa que
p(x) € t, para todo x € g. Dai,

p(le.g]) < lp(g), p(a)] € [tn ta] = na

(a ultima igualdade foi mostrada no exemplo 4.4). Isso mostra o item a), pois
os elementos de n, sdo matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal
e portanto representam operadores nilpotentes de V.

Assim, se x € ge y € [g,g] entdo p(x) é dado por uma matriz triangular
superior e p(y) por uma matriz estritamente triangular superior. O produto
p(x)p(y) deve ser dado entdo por uma matriz estritamente triangular superior,
donde tr(p(x)p(y)) = 0, mostrando o item b). O

67



Capitulo 4. Algebras de Lie Soliiveis

Corolaério 4.14. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita sobre um corpo alge-
bricamente fechado de caracteristica zero. Entdo g é soliivel se, e somente se, [g, g] é
nilpotente.

Demonstragio. Se g é soltavel, aplicando o resultado da proposicédo 4.12 a sua
representa¢do adjunta, concluimos que ad(g) é uma subélgebra de t, para
n = dim(g). Logo, ad([g, g]) = [ad(g), ad(g)] é uma subalgebra de n, = [ty t,],
e portanto é nilpotente. Segue entdo da proposigdo 3.10 que [g, g] é nilpotente.

A reciproca vale mais geralmente sem nenhuma hipétese sobre o corpo.
Se [g, g] é nilpotente, entdo é soltvel e dai, como g} = [g,g]*~1) para todo
k € IN*, g é soluvel. O

4.3 O Radical Solavel

Proposicao 4.15. Seja g uma dlgebra de Lie. Se a,b C g sdo ideais soliiveis, entdo
a—+ b também o é.

Demonstracdo. Pelo teorema do isomorfismo,

a+b,_v a
b~ anb’

Como a é solavel, a/(aNb) também o é, pois é a imagem de a pelo mor-
fismo quociente. Entdo (a+ b)/b e b sdo solaveis e o resultado segue da
proposigao 4.7. O

Corolario 4.16. Se g é uma dlgebra de Lie de dimensdo finita, entdo existe um tinico
ideal soliivel v C g que contém todos os ideais soliiveis de g.

Demonstracdo. A unicidade de um tal ideal é ébvia: se t1 e tp sdo ideais soltveis
de g que contém todos os ideais soltveis de g, entdo em particular t; C vy e
ty C t1, donde t1 = 1.

Quanto a existéncia, veja primeiro que g certamente possui ideais soltveis,
pois o ideal trivial é soltivel. Entdo, como g tem dimensé&o finita, podemos
tomar v C g um ideal soltvel de dimensdo maxima. Dai, se a C g é qualquer
ideal soltivel, entdo a proposigdo anterior implica que t + a também o é. Como
t C t+ a, segue da maximalidade de v que v+ a = v, isto é, que a C t. Logo, t
é um ideal soltvel de g que contém todos os ideais soltiveis de g. O

Este coroldrio nos permite fazer a seguinte defini¢do:

Defini¢do 4.17. Seja g uma algebra de Lie de dimensé&o finita. O maior ideal
soluvel de g é chamado radical de g e denotado por rad(g).

Obviamente, uma &lgebra de Lie g é soltvel se e somente se ela coincide
com o seu radical, isto é, se rad(g) = g. No extremo oposto, temos:

Proposicado 4.18. Para uma dlgebra de Lie de dimensdo finita g, sdo equivalentes:
(i) O radical de g é nulo, isto é, rad(g) = 0;

(ii) O unico ideal soliivel de g é 0;
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(iii) O inico ideal abeliano de g ¢ 0.

Demonstragiio. E claro que (i) <=> (ii) = (iii), pois todo ideal soltivel de g estd
contido no radical, que é soltvel, e todo ideal abeliano é solavel.

Para ver que (ii) se segue de (iii), lembre primeiro que se a é um ideal de g
entdo all) = [4,a] também o é. Daf, segue por indugdo que todos os termos na
série derivada de a sdo ideais em g.

a=a® 20 os@ ... 0q0 > .

Se a # 0 e a é soltvel entdo existe n € N tal que a®) # 0, mas a("+!) = 0.
Neste caso, a(®) ¢ um ideal abeliano de g, pois

(™), g(M] = g(1+1) — g,

Isso mostra, pela contrapositiva, que (iii)) = (ii). O

Defini¢do 4.19. Uma dlgebra de Lie g de dimensé&o finita é dita semissimples se
satisfaz as condi¢oes equivalentes da proposigdo 4.18.

O centro de uma dlgebra de Lie é um ideal abeliano. Assim, se g é semis-
simples entdo Z(g) = 0. Como o centro é o nucleo da aplica¢do adjunta, resulta
que a representacdo adjunta de uma algebra de Lie semissimples é sempre fiel.

Proposi¢do 4.20. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensio finita e a C g um ideal
soliivel. O quociente g/a é uma digebra de Lie semissimples se, e somente se, a =
rad(g).

Demonstragdo. Seja 7t: g — g/rad(g) o morfismo quociente e seja h C g/rad(g)
um ideal soltGvel. A pré-imagem 7~ 1(h) é um ideal de g que contém o radical
rad(g), e além disso, vale que

b= (o) = o0,

(9

Como h e rad(g) sdo soluveis, segue que 7~ '(h) é soluvel e portanto estd
contido no radical de g. Mas entdo h = 77~ !()/rad(g) = 0. Como h é um
ideal soluvel arbitrério de g/rad(g), segue que g/rad(g) é semissimples.

Suponha que a C g é um ideal de g tal que o quociente g/a é uma algebra
de Lie semissimples. Como rad(g) é soltvel, temos que 7r(rad(g)) é um ideal
soltvel de g/a. Mas g/a é semissimples, e portanto isso s6 é possivel se
n(rad(g)) = 0, isto ¢, se rad(g) C a. O

1

A proposicdo acima dé a ideia de que, grosso modo, o problema de estudar
uma élgebra de Lie de dimensao finita pode ser reduzido ao problema de estu-
dar, separadamente, uma &lgebra de Lie soltvel (o radical) e uma semissimples
(o quociente g/rad(g)). Isso pode ser tornado ainda mais preciso: o Teorema da
Decomposicio de Levi, que ndo provaremos aqui, afirma que se g é uma algebra
de Lie de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica zero, entdo g possui
uma subdlgebra semissimples s que é isomorfa a g/rad(g) e complementar
(como subespago vetorial) ao radical rad(g).
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4.4 Os Critérios de Cartan

Nesta secdo, apresentaremos os critérios de Cartan para solubilidade e se-
missimplicidade de uma 4algebra de Lie de dimens&o finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica nula. Estes critérios expressam con-
digdes necessdrias e suficientes para que uma algebra de Lie seja soltivel ou
semissimples em termos de formas bilineares definidas na algebra.

4.4.1 Formas Traco

Seja g uma élgebra de Lie sobre IF. Uma forma bilinear B: g x g — FF é dita
invariante se

(43) Blx yl,2) = Bx, [y, 2])-

para quaisquer x,y,z € g.

Observagio. Fazendo uso da aplicacdo adjunta ad: g — gl(g) e da anticomutati-
vidade do colchete, a equagdo (4.3) se reescreve como

plad(y)x,z) = —p(x,ad(y)z)

Portanto, uma forma bilinear f é invariante se, e somente se, ad(g) C aut(g, B)
(veja a proposigdo 1.10).

Se (V,p) é uma representacdo de dimensdo finita de g, entdo podemos
definir uma forma bilinear B,: g X g — IF, chamada de forma trago, colocando

Po(x,y) = tr(p(x)p(y))
para quaisquer x,y € g. Temos entdo:

Proposicdo 4.21. A forma trago associada a uma representacio de dimensdo finita é
simétrica e invariante.

Demonstragdo. A forma p, é simétrica pois o trago é simétrico. Isto &, para
quaisquer operadores X,Y: V — V tem-se

tr(XY) = tr(YX).

Para ver que é invariante, basta tomar x,y,z € g e calcular

Bo([x,yl,z) = tr(p([x, y])p(2))
= tr(p(x)p(y)e(z) — p(y)p(x)p(2))
tr(p(x)p(v)p(z)) — tr(p(y)p(x)p(z))
tr(o(x)o(y)p(z)) — tr(p(x)p(2)p(v)) (*)
=tr(p(x)p(y)p(z) — p(x)p(z)p(y))
= tr(p(x)p([y, z]))

fazendo uso em (x) da igualdade tr(p(y)p(x)p(z)) = tr(p(x)p(2)p(y)), que
decorre da simetria do trago aplicada aos operadores p(y) e p(x)p(z). O
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Um caso especialmente importante, que merece ser destacado em uma
definigdo a parte, ocorre quando g é uma algebra de Lie de dimens&o finita e
(V,p) = (g,ad) é a sua representagdo adjunta:

Definicdo 4.22. Seja g uma algebra de Lie de dimensdo finita sobre [F. A forma
de Killing de g é a forma bilinear x4: g x g — IF dada por

xg(x,y) = tr(ad(x) ad(y))

para quaisquer x,y € g.

4.4.2 Critério para Solubilidade

Nesta subsegdo, IF denota um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.

No corolério 4.13, vimos que se (V,p) é uma representagdo de uma élgebra
de Lie soltivel g sobre F entado

tr(p(x)p(y)) =0

para quaisquer x € g e y € [g,g]. Em outras palavras, a forma traco associada
satisfaz B,(x,y) = 0 para quaisquer x € ge y € [g, g].

Obviamente, a reciproca desta afirmacdo ndo é em geral verdadeira: se
o = 0, por exemplo, entdo a forma trago associada a representacgdo ¢ trivial,
mesmo que g ndo seja soltvel. O objetivo desta subsecdo é provar que a
reciproca vale sempre que p é fiel ou é a representagdo adjunta de g. Estes
resultados sdo conhecidos como o critério de Cartan para solubilidade, em
homenagem ao matematico francés Elie Cartan.

Para a demonstragdo destes teoremas, precisaremos de alguns resultados
bésicos a respeito das decomposicdes de Jordan de operadores lineares. Mais
precisamente, utilizaremos o seguinte resultado, cuja demonstracdo pode ser
encontrada em qualquer bom livro de algebra linear:

Proposi¢do 4.23. Seja V um espago vetorial de dimensio finita sobre F. Dado um
operador linear A € gl(V), existem 1inicos As, A, € gl(V) tais que:

a) A= As+ Ay;

b) As é diagonalizdvel;
c) Ay é nilpotente;

d) [As, An] = 0.

Além disso, existem polindmios p(t),q(t) € F[t] sem termo constante satisfazendo
p(A) = Aseq(A) = Ap. O

Observagio. Se A: V. — V é um operador linear e p(t) = Y ja;t' é um
polindémio com coeficientes ay, . .., a, € IF, entdo escrevemos p(A) para denotar
o operador V — V dado por

n .
(4-4) p(A) =) aA.
i=0
Dizemos ainda que tal operador é um polindmio em A.
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A decomposigdo A = As + A, é chamada decomposicio de Jordan-Chevalley
do operador A, e os operadores A; e A, sdo, respectivamente, as partes
semissimples’ e nilpotente de A. Por serem polindmios em A, eles comutam
com todo operador que comuta com A. Além disso, como estes polindmios ndo
tem termo constante, A; e A, sdo combinagdes lineares de poténcias positivas
de A. Dai, se

ucwcv

sdo subespagos tais que AW C U, entao A, W C Ue A,W C U.

No lema 3.13, vimos que se A: V — V é um operador nilpotente, entdo o
mesmo vale para ad(A): gl(V) — gl(V). O lema a seguir complementa este
resultado:

Lema 4.24. Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita sobre F, A € gl(V) um
operador linear. Se A é diagonalizivel, entdo ad(A): gl(V) — gl(V) também o é.

Demonstragido. Tome uma base (eq, ..., e,) para V relativa a qual a matriz de A
é diagonal:

151 0 0
0 a ... 0
0 0 ... a,

Relativamente a essa base, sejam E;;: V — V os operadores correspondentes
as matrizes da base canonica de gl,;; isto €, dados por Ejjex = Jjxe;. Veja entdo
que, para cada i,j € {1,...n}, vale

(ad(A)E,'j)Ek = [A, El‘]‘]ek = AEi]‘ek - Ez’jAek
= A(Sjkei) — Eij(axer)
(4.5) = w;djke; — nxojke;
= (061' — ct]-)éjkei
= ((wi — ) Ejj)ex
para todo k € {1,...,n}. Portanto ad(A)E;; = («; — «;)E;; para todos i,j, e
entdo ad(A): gl(V) — gl(V) é diagonal com respeito a base {E;;} O

n
ij=1"

Corolario 4.25. Sejam V um espago vetorial de dimensio finita sobre F e A € gl(V).
Se A = As + Ay, éa decomposicio de Jordan de A, entdo ad(A) = ad(As) +ad(Ay)
é a decomposigio de Jordan de ad(A): gl(V) — gl(V).

Demonstragio. Como ad é linear, é 6bvio que ad(A) = ad(A;) +ad(A,). Além
disso, ad(A;) é diagonalizével e ad(A,) é nilpotente, pois A; e A, o sdo. Por
fim, como ad é um morfismo de algebras de Lie, temos

[ad(As),ad(A,)] = ad([As, Ay]) = ad(0) = 0. O
"Um operador linear A é dito ser semissimples se todo subespago invariante por A admite

complementar invariante. Sobre corpos algebricamente fechados, A é semissimples se e somente
se é diagonalizavel.
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O critério de Cartan para solubilidade se seguird do seguinte lema técnico:

Lema 4.26. Sejam V um espagco vetorial de dimensdo finita sobre IF e a C b subespagos
vetoriais de gl(V). Defina

h={Xegl(V)[ad(X)b Ca} Cgl(V).
Se A € b satisfaz tr(AX) = 0 para todo X € b, entdo A é nilpotente.

Demonstragio. Seja A = As + A, a decomposigdo de Jordan de A e fixe uma
base (ej,...,e,) para V relativa a qual a matriz de As é diagonal:

L5] 0 PN 0
0 15) 0
0 0 oy

Queremos mostrar que A; = 0, ou seja, que «; = 0 para todo i € {1,...,n}.
Como F tem caracteristica zero, Q C IF e podemos considerar o Q-subespago
vetorial U C FF gerado pelos elementos «y,...,a, € F. O problema entdo
equivale a mostrar que U = 0 ou, ainda, que U* = 0.

Iremos entdo mostrar que todo funcional linear f: U — Q é nulo. Para isso,
tome f € U* um tal funcional e considere o operador linear X: V — V cuja
matriz na base fixada é

flar) 0 0
0 f(a) 0
0 0 .. )

Suponha que tenhamos X € h (mostraremos em um instante que isso de fato
ocorre). Entdo, por hipétese,

n

0=tr(AX) = ) aif ().

i=1

Aplicando f a esta igualdade, obtemos Y ; f(a;)?> = 0. Como cada f(;) é
um namero racional, decorre que f(«;) = 0 para todo i. Mas os «; sdo uma
base para U, e portanto devemos ter f = 0.

Resta mostrar que X € b; isto é, que ad(X)b C a. Faremos isso mostrando
que ad(X) é um polindmio sem termo constante em ad(A). Para isso, seja
{Eij | 1 <1i,j <n} abase de gl(V) dada por Ejjey = Jjre; e lembre que, pela
equacgdo (4.5), temos

ad(As)E;; = (a; — ;) Eyj, ad(X)E;; = (f(a;) — f(a;))Ej
para todos i,j € {1,...,n}. Por meio da interpolagdo de Lagrange, podemos

tomar um polindémio r(t) € F[t] tal que r(a; — ;) = f(a;) — f(aj) para quais-
quer i,j € {1,...,n}. Note que ndo ha ambiguidade nos valores atribuidos,
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pOiS f é linear: b — = o — o = f(tx,') — f(l’(]) = f(zxk) — f(le). Além
disso, r ndo tem termo constante, pois i = j d4 r(0) = 0. Dai,

r(ad(As))E;; = r(a; — aj)E;j = (f(a;) — f(&j))E;j = ad(X)Ej;

para quaisquer i,j € {1,...,n}, e portanto r(ad(As)) = ad(X). Como ad(As)
é a parte semissimples de ad(A) (vide coroldrio 4.25), existe um polindmio
p(t) € F[t] sem termo constante tal que p(ad(A)) = ad(As). Logo, (ro p)(t)
nio tem termo constante e ad(X) = (ro p)(ad(A)).

Isto significa que ad(X) é uma combinagéo linear de poténcias positivas de
ad(A). Mas a C b ead(A)b C a (pois, por hipétese, A € h). Logo, devemos
ter ad(X)b C a, e portanto X € b. O

Teorema 4.27. Sejam V um espago vetorial de dimensio finita sobre F e g C gl(V)
uma subdlgebra de Lie. Se tr(XY) = 0 para quaisquer X € ge Y € g, g], entio g é
soliivel.

Demonstragio. Pelo coroldrio 4.14, para mostrar que g é soltvel, basta mostrar
que [g, g] é nilpotente. Pelo Teorema de Engel, isto equivale a mostrar que
ad(A): [g,9] — [g, g] é nilpotente para todo A € [g, g|. Portanto, é suficiente
provar que todo A € [g, g] é nilpotente (pois dai ad(A) também o é).

Fixe A € [g, g]. Vamos mostrar que A é nilpotente fazendo uso do ultimo
lema. Para isso, veja que se a = [g, g] e b = g naquele enunciado, entdo

h={Xegl(V)|[X 0] Clg g}

Logo, g C h e, para concluir do lema que A é nilpotente, precisamos mostrar
que tr(AX) = 0 para todo X € h. Escrevendo

A=) [B;Cl.

Ms

Il
MR

para alguns B;, C; € g (isto é possivel pois A € [g, g]), temos que

tr(AX)ztr(iBl,C > Ztr [Bi, Ci] X

i=1

= Ztr iCi, X])

(No ultimo passo, utilizamos a invariancia da forma trago associada a repre-
sentacdo canonica de gl(V) em V). Quando X € b, a definicdo de h implica
que [C;, X] € [g,g]. Dai, a hipétese do teorema nos d4 tr(B;[C;, X]) = 0 para
todoi € {1,...,m}, de modo que tr(AX) = 0. O

Corolario 4.28. Seja g uma dlgebra de Lie sobre IF e (V, p) uma representagio fiel de
dimensdo finita. Se a forma trago associada satisfaz B,(x,y) = 0 para quaisquer x € g
ey € [g, 9], entdo g é soliivel.

Demonstragio. Nas hipoteses do corolério, p(g) C gl(V) satisfaz as hipéteses
do teorema anterior, e portanto é soltivel. Como a representagdo é fiel, temos
g = p(g), e dai g é soluvel. O
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Corolario 4.29. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita sobre [F. Se a forma de
Killing de g satisfaz x(x,y) = O para quaisquer x € ge y € [g, g], entdo g é soliivel.

Demonstragio. Nas hipoteses deste coroldrio, se X € ad(g) e Y € [ad(g), ad(g)]
entado
tr(XY) = 0.

Dai, pelo teorema 4.27, tem-se ad(g) soluvel. Mas

g
ad g = 7/( N/
R0
de modo que g possui um ideal soltivel pelo qual o quociente também é soltivel.
Logo, g é soltvel. OJ

4.4.3 Critério para Semissimplicidade

Nesta subsegdo, IF denota um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.

Com o critério para solubilidade em maos, podemos obter uma condigdo
necessdria e suficiente para que uma algebra de Lie de dimensao finita seja
semissimples em termos da sua forma de Killing. Mais precisamente, veremos
nesta subse¢do que, sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero, g é semissimples se e somente se a sua forma de Killing é ndo degenerada.

Comegamos com a seguinte observacdo: de maneira geral, se f: g x g — F
é uma forma bilinear simétrica (por exemplo, uma forma trago), entdo podemos
falar de ortogonalidade em g com respeito a esta forma. Mais precisamente,
dado um subconjunto a C g, definimos o subespago ortogonal

at ={z € g|B(az)=0paratodoa € a}
Em particular, temos que B é ndo degenerada se e somente se g = 0.

Lema 4.30. Seja g uma dlgebra de Lie e B: g X g — IF uma forma bilinear simétrica
e invariante definida em g. Se a C g é um ideal, entdo o seu subespago ortogonal é
também um ideal. Além disso, se B é nio degenerada entdo a M a' é abeliano.

Demonstracdo. Queremos mostrar que,sex cgez e al, entao [x, z] € ai, isto
é, que B(a,[x,z]) = 0 para todo a € a. Mas, como B é invariante, temos

Bla, [x,2]) = B(la, x], 2).

Masz € at e [a,x] € a, pois a é um ideal. Portanto, o lado direito da igualdade
acima é zero, completando a demonstragio de que a* é um ideal.

Suponha agora que 8 é ndo degenerada e considere o ideal b = aNa'. Veja
que Blexp = 0. Dai, se b,b’ € b e x € g, entdo

B([b,b'],x) = B(b, [b,x]) =0

pois, ja que b é um ideal, [V/, x] € b. Como isso vale para todo x € g e § é ndo
degenerada, devemos ter [b,b'] = 0. Logo, b é um ideal abeliano. O
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Lema 4.31. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensio finita e a C g um ideal. Se x e x4
denotam, respectivamente, as formas de Killing de g e a, entdo kq = K|axa-

Demonstragdo. Dado x € a, denote por adg(x) e adq(x) a agdo adjunta de x em
g e em a, respectivamente. Queremos mostrar que, para quaisquer X,y € a,

tra(ada(x)ada(y)) = trg(adg(x) ady(y))

Para isso, veja que adg(x)adg(y)g C a, pois a é um ideal. Dai, tomando uma
base para a e estendendo a uma base de g, a matriz de adg(x) ad4(y) é dada

por blocos na forma
adq(x)adq(y) =
0 0

E entdo imediato que vale a igualdade desejada. O

Teorema 4.32. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita sobre IF. Entdo g é
semissimples se, e somente se, a sua forma de Killing x é nio degenerada.

Demonstragdo. Seja
gt ={z€g|x(x,z) =0 para todo x € g}

subespaco ortogonal a g. Como a forma de Killing é invariante, segue do
lema 4.30 que g é um ideal de g. Denote por «_. a forma de Killing deste
ideal. Pelo lema 4.31, temos

g

Kt (1,9) = x(x,)

para quaisquer x,y € g-. Mas x(x,y) = 0 para quaisquer x,y € g' (pela
definicdo de gt) e entdo g+ é soluvel pelo critério obtido na subsecédo anterior
(corolério 4.29). Assim, se g é semissimples, entdo gt =0exénio degenerada.

Reciprocamente, suponha que x é ndo degenerada. Dado um ideal abeliano
a C g tomex € a, y € ge considere a aplicacdo ad(x)ad(y): g — g. Para
qualquer z € g, tem-se

(ad(x) ad(y))*z = [x, [y, [x, [y, 2]]]] € [a,[g, [0, [g, o]]]]

C o [g, 0]
Cla,a] =0,

de modo que ad(x)ad(y) é nilpotente. Em particular, ad(x) ad(y) tem trago
nulo e portanto x(x,y) = 0. Como x € a e y € g foram arbitrdrios, segue
disso que a C g*. Mas g = 0, pois « é ndo degenerada. Logo, o tinico ideal
abeliano de g é a = 0, e portanto g é semissimples. O
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