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Resumo

O objetivo principal deste trabalho académico é apresentar e demonstrar o

Teorema de Gelfand, um importante resultado em C*-algebra.

Para isso, primeiramente é apresentado um estudo de algebras de Banach,
no qual obtivemos resultados importantes como o Teorema de Gelfand-
Mazur e o Teorema de Beurling. Por dltimo, exploramos as algebras de
Banach abelianas. No capitulo final, nés apresentamos C*-algebras e é
demonstrado o teorema principal, que garante que toda C*-algebra abeliana

A é isometricamente isomorfa a Cy(X), de forma que X estd relacionado a

A.

Palavras-chave: Teorema de Gelfand. C*-glgebra. Algebras de Banach.



Abstract

The main goal of this academic work is to present and to prove the Gelfand

Theorem, an important result in C*-algebra.

For that, initially it is presented a study of Banach algebras, in which we
obtained important results such as the Gelfand-Mazur Theorem and the
Beurling Theorem. Finally, we explore abelian Banach algebras. In the
final chapter, we present C*-algebras and it is proved the main theorem,
that guarantees that every abelian C*-algebra A is isometric isomorphic to
Co(X), in a way that X is related to A.

Keywords: Gelfand Theorem. C*-algebra. Banach Algebras.
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1 Introducao

O contetudo deste trabalho académico gira em torno de estruturas
conhecidas como algebras. Inicialmente, nosso estudo é realizado em alge-
bras de Banach unitais (muitos resultados sao generalizados para algebras
de Banach nao unitais, por um processo chamado de unitizagdo), onde
obtivemos resultados importantes. Posteriormente, o nosso objeto de estudo
sao as algebras de Banach abelianas e as C*-algebras. Neste processo de
enriquecimento da estrutura, sao abordados varios conceitos que se mostram
poderosos aliados no desenvolvimento da nossa teoria, como o de espectro,

raio espectral e elemento autoadjunto.

No capitulo 1, a primeira secao é dedicada a apresentacao de exemplos
de algebras, em particular algebras de Banach, muitas destas desempenharao
um papel central no decorrer do trabalho. Na secao 2, é definido o conceito
de ideal e construimos a algebra quociente, outro exemplo importante
de algebra. Na secao 3, é construida a unitizacao de uma algebra, este
processo sera de fundamental importancia, ja que vamos generalizar muitos
resultados de algebras de Banach unitais para algebras de Banach nao
unitais nos capitulos seguintes. Na secao 4, mostramos que todo ideal
modular préprio esta contido em um ideal maximal. Tal resultado sera

utilizado posteriormente.

No capitulo 2, é introduzido o conceito de espectro, e entao sao
provados resultados importantes, como o espectro de um elemento de uma
algebra (complexa) de Banach unital é ndo vazio e o Teorema de Gelfand-

Mazur.

No capitulo 3, definimos o conceito de raio espectral e entao provamos
o teorema de Beurling. Também definimos o conjunto 2(A), que tera

fundamental importancia nos capitulos seguintes.

No capitulo 4, mostramos alguns resultados sobre algebras de Banach
abelianas, o qual se destaca uma relacao entre o espectro de um elemento e

o conjunto 2(A). Além disso, também equipamos o conjunto 2(A) com a



Capttulo 1. Introducdo 9

topologia fraca estrela e provamos um importante teorema que sera utilizado

no capitulo final.

No ultimo capitulo, na secao 1 introduzimos as C*-algebras. Veremos
que tais estruturas sao muito ricas, possuindo muitas propriedades. Na
secao 2 é construido a unitizagdo de uma C*-algebra, com o mesmo intuito
do capitulo 1. Por ultimo, demonstramos o teorema principal do trabalho,

que garante que toda C*-dlgebra abeliana A é isometricamente isomorfa a

Co(2(A)).

Para a leitura do texto é necessario um bom conhecimento em Analise
Funcional (Espacos de Banach e Hilbert, Operadores Lineares Limitados, e
alguns teoremas classicos de tal drea), Topologia, Algebra Linear, Algebra,
e também um pouco de Analise Complexa. Para entender alguns exemplos é
necessario Teoria da Medida. As referéncias mais utilizadas sao (MURPHY,,
1990) e (KREYSZIG, 1978), com o primeiro utilizado no estudo de algebras

e o segundo no estudo de analise funcional.
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2 Algebras

Neste primeiro capitulo do trabalho, sao apresentados defini¢oes e
exemplos de algebras, em particular as algebras de Banach. Além disso,
iremos desenvolver alguns resultados que serao utilizados nos capitulos

seguintes.

2.1 Algebras e Algebras de Banach

Essa secao ¢ iniciada com algumas defini¢oes necessarias ao estudo

de algebras, como também alguns exemplos.
Definicao 2.1.1. Uma dlgebra A, € um espaco vetorial sobre C, com uma
operagdo bilinear (multiplicacdo),
AxA— A
(a,b) — ab
tal que
(ab)c = a(be),
para a,b,c € A. Além disso, se ab = ba, para quaisquer a,b € A, dizemos

que A € uma dlgebra abeliana.

Definigao 2.1.2. Seja A uma dlgebra. Dizemos que uma norma || || é

submultiplicativa se para quaisquer a,b € A, temos ||abl| < ||all||b]]-

No caso de a norma || || ser submultiplicativa entao o par (A, | ||) €
dito ser uma dlgebra normada. Além disso, se a dlgebra normada (A, || ||) €

um espago de Banach, dizemos ser uma dlgebra de Banach.

Definicao 2.1.3. Seja A uma dlgebra normada. Dizemos que A € uma

dlgebra unital se existe 14 € A (unidade), tal que para qualquer a € A temos
lpra=a-14=a,

e satisfaz ||14|| = 1. Se A for uma dlgebra de Banach entdo diremos ser

uma dlgebra de Banach unital.
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Em seguida vamos apresentar exemplos de tais defini¢oes. Para isso,

vamos definir um conjunto que nos sera importante.

Definicao 2.1.4. Seja S um conjunto e V- um espaco normado. Dizemos

que uma funcao f S — V € limitada se existe M > 0 tal que para todo
z €5, [|[f(z)] <M.

Em particular, o conjunto das funcgoes limitadas f : S — C é
denotado por 1°(S).

Observagao 2.1.5. Dados f e g € 1*°(S), existem N, M > 0 tais que para
qualquer v € S, |f(x)| < M e |g(z)| < N. Dessa forma, para todo x € S,
[f(x) - g(x)] < M- N.

Exemplo 2.1.6. Considere o espago [*°(S). Defina operagoes para f,g €
[*(S) e A € C por

(f+9)(z) = f(x)+g(w) (2.1)
(Af)(x) = Af(z) (2.2)
(f-9)@) = f(z)-g(w) (2.3)

Defina a norma por || f||.c = sup|f(x)|. Sabemos que I1*°(S) é um
x€S

espago vetorial normado com as operagoes (2.1) e (2.2).

Vamos mostrar que [°°(S) é uma dlgebra. Sejam f e g € 1*°(S). Pela
observagao anterior f-g € 1>(S). Além disso, como C é um corpo seque

que a multiplicacao (2.3) € bilinear e associativa.

Além disso, || ||« € uma norma submultiplicativa. Sejam f e g €

[(S5). Perceba que | f(x) - g(z)| = |f(@)] - lg(2)] < [lflleo - glloo, para todo
z € X. Logo ||f - glloc < ||fllscllgllsc-

A funcdo
lg: S —C

r—1

é limitada, e ||1g||cc = 1. Além disso, para todo f € [*°(S) temos

f-lg=1s-f = f.
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Logo 1°(S) € uma dlgebra normada unital.

Agora vamos mostrar que [°(S) é um espaco de Banach. Seja uma
sequéncia (fn)neny C 1°(S) de Cauchy. Entao para todo € > 0 existe N € N,
tal que para n,m > N,

Hfm - anoo <E.

Fize ¢ > 0 e xqg € S. Note entdo que a sequéncia (fn(zg))neny C C € de

Cauchy, pois existe ng € N tal que para n,m = ny,

[fm(0) = fu(20)| < [lfm = fullo <&

Como C é completo, a sequéncia (f,(xo))nen converge, isto €, existe y,, € C,
tal que lim,, o fr(20) = Yu,- Logo, defina a fungio f: S — C, por x — y,.

Vamos mostrar que lim,, ., || fn — f|lec = 0.

Fizee >0 ex € S. Tome ng tal que para n,m = ny,

Hfm - fn” < %

Além disso, tome ky € N tal que para m > k,
|fm(z) = f(2)] < 5.
Entao para m,n > ng e m > ko temos

[fu(x) = f(@)] < |fulz) = f(@)| + [ f(2) = f(2)]
< an - meOO + |fm(x) o f(x)‘ <E.
Seque entdo que para n = ng, sup,cx | fu(z) — f(x)| < . Note ainda que

f €1°(S). De fato, tome ngy tal que || fn, — flloo < 1. Logo, para todo x € S

temos
[f(@)] < o (@) = f(@)] 4 [ o (@)] < 14| fg [l -
Portanto f ¢ limitada.

Das afirmagoes anteriores concluimos que [*(S) é uma dlgebra de

Banach unital.

Lema 2.1.7. Seja (X, 2, 1) um espaco de medida e f uma fungdo essen-
cialmente limitada em (X, p). Entao existe N € Q tal que u(N) =0 e
para todo x € N, |f(2)] < || f |-
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Demonstragao. Como || f||« = inf{sup{|f(z)|: x € P} : P € Q, u(P) =
0}, para todo n € N existe M, € , com u(M,) = 0 tal que

sup{|f(@)] : x € M} < flle + -

Tome M = UpenM,. Observe entao que (M) = 0 e para todo n € N temos

sup{|f(2)] 1 z € M} < ||flloo + ;-

Logo,
sup{[f(2)] : 2 € M} < [ flloe-
Dessa forma, para todo x € M¢, |f(x)| < || f|lo- O

Exemplo 2.1.8. Seja (X, ) um espago de medida. Entao L™(X,Q, u)
¢ uma dlgebra de Banach unital com a operacao de multiplicacao definida
por

Ja=F

Note que tal operacao esta bem definida. De fato, sejam f ~ fi e
g ~ g1. Logo existem N e P € Q) tais que u(N) = 0 = u(P) e para quaisquer
r € N¢eye€ P temos f(z) = fi(x) e g(x) = gi(x). Observe entio que
u(N U P) =0 e que para todo x € N°NP°, (fg)(x) = (f191)(x). Seque que
fg~ ha

Agora vamos mostrar que a norma || ||o € submultiplicativa. Sejam f
ege L®(X,Q,u). Pelo Lema 2.1.7 existe N € Q tal que p(N) =0 e que
para todo x € N¢, |f(x)| < || f|loo. Da mesma forma, existe P € Q tal que
w(P) =0 e que para todo x € P¢, |g(z)| < ||g||oo- Portanto u(N U P) =0,
e para todo x € N°N P¢ temos

[(F9) (@) < N[ fllecllglloo- (2.4)

Relembre que ||flloc = inf{ sup{|f(z)| : x € M} : M € Q, u(M) = 0}.
Entao por (2.4), |fgllc < Ifllccllglloc- Além disso, para 1 € L>(X, 2, p),
satisfaz para todo f € L>®(X,Q, n),

T.f=Tf=F=F1=7-L

Assim, como L*>(X,Q, u) é um espago de Banach, concluimos que L™ (X, Q, u)

¢ uma algebra de Banach unital.
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Note que os dois exemplos anteriores sao algebras abelianas.

Exemplo 2.1.9. Seja X um espago de Banach. Entdo o espago B(X)
(transformacoes lineares limitadas de X em X ) é uma dlgebra de Banach

unital com a operacgdo definida por

(T-S)(x)=(To98)(x).

De fato, seja x # 0. Temos 1T@L — |1 (f”) | < ||T||. Disto seque

| |
que || T'(z)|| < ||T||||x||. Perceba que a desigualdade anterior também é valida

para x = 0.

Assim, |T(S(@)| < [[TIIS)| < T[Sl Concluimos que
T -S| < ||T||||S||- Como X é Banach entao B(X) é um espago de Banach.

Além disso, o operador
dy : X — X, o,

satisfaz T -idx = T = idx - T e |idx| = 1. Portanto B(X) dlgebra de

Banach unital.

Considere o espaco B(C?). Sejam os operadores T'(z,y) = (z,2y) e
S(z,y) = (y,z). Note que

(To S)(x,y) = (y,22) e (SoT)(x,y) = (2y,x),

Como TS # S - T, entdao B(C?) ndo é uma algebra abeliana. Em

geral a dlgebra B(X) nao é abeliana.

Definicao 2.1.10. Seja A uma dlgebra. Dizemos que um subespaco vetorial

B de A é uma subdlgebra de A se para quaisquer b,b' € B, temos bb' € B.

Exemplo 2.1.11. Seja X um espago topoldgico e Cy(X) o espago das
funcoes f: X — C limitadas e continuas.

Vamos mostrar que Cy(X) € uma subdlgebra de [*°(X). De fato, para
fege Cy(X) e para todo X € C temos f+ g e \f € Cy(X), pois a soma

e a multiplicagao por escalar de fungoes continuas é continua. Logo , Cy(X)
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¢ um subespago vetorial de [*°(X). Da mesma forma, f-g € Cy(X), pois

f g é continua.

Além disso, Cy(X) € uma dlgebra normada unital. A fungao
1y : X —C

x—1

é continua, logo Cy(X) € uma dlgebra normada unital.

Vamos mostrar que Cy(X) é fechado em [*°(X). Seja f € Cyp(X),
entdo eziste (fn)nen C Cp(X) tal que f, — f.

Fize e > 0 ey € X. Vamos mostrar que f é continua em y. Tome

ng € N tal que para todo n = ny,

1fo = flloe <3

Como fy, € continua, existe um aberto U, C X, que contém y e que para
todo x € Uy,

o (@) = fro(9)] < &

Assim, para todo x € U, temos

[f(@) = fW < 1f(2) = Fao (@) 4 [fao(2) = Fro @]+ [ fao (y) = f ()]

<
< N = Faolloo + 1fao (@) = Faa@)] + 1 frg = Flloo < €.

Portanto f é continua. Como [*°(X) é um espago de Banach entdo

Cy(X) € um espago de Banach.

Pelas afirmagoes anteriores temos que Cy(X) € uma dlgebra de Banach

unital.

No caso de X ser um compacto entao
C(X)={f: X —C| f écontinua} = Cp(X),

pois toda funcao continua em um compacto é limitada.

A seguir daremos um exemplo de uma algebra que nao é uma algebra

normada.
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Exemplo 2.1.12. Considere a dlgebra C([0,1]) com a norma definida por
1
1fll = [ fla)dz,  (f € C(0,1]).

1
Note por exemplo que ||2%| = J} 2*dx = 3 Por outro lado, ||z|| = J} xdx =

—. Assi
5 ssim,

1,1
l2%]l = 3 & 5 = l=lll=])

Portanto tal norma nao € submultiplicativa.

Definicao 2.1.13. Seja X um espaco Hausdorff localmente compacto. Di-
zemos que uma funcao continua f : X — C se anula no infinito se para
todo € > 0 o conjunto {x € X : |f(x)| = €} € um compacto. O conjunto das

fungoes que se anulam no infinito definidas em X é denotado por Cy(X).

Lema 2.1.14. Considere o espago Co(X). Entao f € Co(X) se e somente
se para todo € > 0 existe um compacto K C X tal que para todo x €
Ke [ f(z)] <e.

Demonstragio. (=) Fixe ¢ > 0. Como f € Cy(X) entdo K = {z € X :
|f(z)| = e} é um compacto e para x € K¢, |f(z)] < €.

(<) Fixe £ > 0. Queremos mostar que o conjunto |f|7!([e, +00))
é um compacto. Por hipdtese existe um compacto K C X tal que para

todo x € K¢ |f(x)] < . Como f é continua, |f| é continua. Assim
C = |f|7!([e, +00)) é fechado.

Vamos mostrar que C' C K. Seja x € C. Assim, |f(x)| € [¢, +0),
isto é, |f(x)| > €, portanto x € K. Como K é compacto e C' é fechado

entao C' é compacto.

]

Note que Cy(X) C Cy(X). De fato, seja f € Cy(X). Entdo existe um
compacto K C X tal que para z € K¢ |f(x)| < 1. Seja W = f(K) U [0, 1],
entao Im(f) C W. Como W é compacto segue que o conjunto Im(f) é

limitado. Portanto f é limitada e pertence a Cy(X).
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Exemplo 2.1.15. O espago Cy(X) é uma subdlgebra de Banach de Ci(X).
Vamos mostrar Cy(X) é uma subdlgebra de Cy(X). Fize e > 0. Sejam f e
g € Cy(X), e A € C. Dessa forma existem compactos K¢, K, C X tais que

para quaisquer x € K§ ey € K  temos

f(x) <5 e lg(y)| <

£ £
2 2’

Logo, para z € K§ N K| temos

[f(2) +9(2)| < [f(2)] +]g(2)] <e.

Como (K§N K{)° = Ky U K, é compacto, pelo Lema 2.1.14 seque que
f+g€CyX). Da mesma forma, existe Kyy C X compacto, tal que para

qualquer x € K5y temos

€
1@< 3T
Assim, para v € K§; seque que
el
A = _
(Af (@) = Al f ()] < NS

Portanto pelo Lema 2.1.14, \f € Cy(X). Vamos mostar agora que fg €
Co(X). Tome Ky, Ky C X compactos, tais que para quaisquer x € K{ e
y € K§ satisfazem

f(@)] <ve e |g(y)] < Ve

Segque que para z € K{N K§ temos

[f(2)g(2)] = [F(2)llg(2)] < e.

Como (K{NK$)¢ = K1UK5 € compacto entdo pelo Lema 2.1.14, fg € Cp(X).
Entio Cy(X) € uma subdlgebra de Cy(X).

Para mostrar que Cy(X) é Banach, vamos mostrar que Cy(X) € fe-

chado em Cy(X). Seja f € Cy(X). Portanto existe uma sequéncia (fn)nen C
Co(X) tal que f, — f. Fize e > 0. Tome ny € N tal que para todo n > ny,

1= Flle < 5.
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Como fp, € Co(X), entdo existe um compacto K C X, tal que para x € K¢
temos

Funl@)] < .

Assim, para x € K¢,

|f ()] < | fao(@) = F(@)] + [ fro(@)] < | g = flloo + | fro(2)] < €.

Concluimos que f € Cy(X).
Como Cy(X) € Banach entao Cy(X) € uma subdlgebra de Banach.

Exemplo 2.1.16. Considere o espaco X = (0,1] e o conjunto

M={f]|f:(0,1] — C € continua e lim f(x) = 0}.

z—0t

Observe que X € um espaco Hausdorff localmente compacto. Vamos deter-
minar a dlgebra Co(X). Vamos mostrar Cy(X) = M. (C) Seja g € Co(X).
Suponha por absurdo que g ¢ M. Portanto existe € > 0 tal que para todo
n € N, existe y, € (0,1/n) tal que |g(y,)| = €. Como g € Cy(X) entdo o
conjunto K = {x € X | |g(x)| = €} é compacto, em particular K é fechado.
Observe que (Yn)nen C K. Como y, — 0 e por K ser fechado segque que
0 € K. Porém K C (0,1]. Logo, g € M.

(D) Seja f € M. Fize e > 0. Tome § > 0 tal que se x € (0,9), entao
|f(x)| <e. Logo, como [6,1] é compacto e para x € (0,0), |f(x)| < e, pelo
Lema 2.1.14, f € Cy(X).

A seguir daremos um exemplo de uma algebra em que a unidade nao

tem norma 1.

Exemplo 2.1.17. Seja (A, || ||) uma dlgebra de Banach unital. Defina
a norma l|lally = 2||a||, para a € A. Entdo, (A,| ||1) € uma dlgebra de
Banach, porém nao é unital. Note primeiro que || |1 que é uma norma

submultiplicativa. Sejam a e b € A. Entao,

lall2[16]lx
ladlly = 2ljabl] < 2flal[[ib] < =5 < llall[[o]:.
Portanto || ||1 € submultiplicativa. Seja (x,)ney C A uma sequéncia de

Cauchy em (A,|| |[1). Entao para todo ¢ > 0, existe ng € N tal que para
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qUaLSQUer 1, m = ny,

|xn — 2|1 < e
Note entao que para n,m = ny,

2H37n - xm” _ Hajn - SUmH1
2 2

|2n — 2| = < zn — am|h < e.

Logo,(x)nen € uma sequéncia de Cauchy em (A, || ||). Como (A, ] ||) é um
espago de Banach, existe x € A tal que x,, — x com a norma || ||. Vamos

mostrar que T, — x com a norma || ||1.
Fize e > 0. Tome N € N tal que paran > N,

5
|z, — 2] < 5"

Assim, paran > N,

[z = lly = 2[|lzn — 2] <e.

Segue que ||z, — x|y < e, para n > N. Portanto x, — x com a norma

| |l1. Portanto (A, || ||1) € Banach. Observe porém que ||1||; = 2||1|| = 2.

Proposicao 2.1.18. Seja A uma dlgebra normada. Entao a operagcio mul-

tiplicagao (a,b) — ab é continua.

Demonstracao. Sejam sequéncias (ay,)nen, (bn)neny C A tais que a, — a e

b, — b. Observe que,

0 < ||lab — apb,||

|ab — anb + anb — ayby||
|ab — aub|| + ||anb — a,b,||
la — an[[[|b]] + [[anll[]b = bal-

V/ANINV/AN

Como (a,)nen é limitada, e
la —an|| — 0 e [b—"0by]] — 0,
segue que ||la,b, — ab]| — 0. Portanto a,b, — ab. O

Proposicao 2.1.19. O fecho de uma subdlgebra B de A é uma subdlgebra
de A.
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Demonstracao. Primeiro note que o fecho de B é um subespago vetorial de
A. De fato, dados a,b € B, existem (a,)nen € (bn)neny C B tais que a, — a
e b, — b. Assim, (a, +by)nen C B e a,+b, — a+b. Logo a+b € B. Da
mesma forma para A\ € C, (Aa,)neny C B e A\a,, — Aa. Portanto \a € B.

Além disso, (a,bn)neny C B e pela proposicao anterior a,b, — ab.
Portanto ab € B. O

Proposicao 2.1.20. Sejam A uma dlgebra e (A))rer uma familia de su-

balgebras de A. Entao Nyer Ay € uma subdlgebra de A.

Demonstracdao. Sejam x,y € NyerAx e a € C. Primeiro vamos mostrar que
MyerAyx é um subespaco vetorial de A. Entao para todo A € I, z,y € A,.
Como A, é subespaco vetorial, temos axr + y € A), para todo A € I.
Portanto ax + vy € NyerAa.

Vamos mostar agora que zy € NyerAy. Como z,y € Nyer Ay entao
para todo A € I, x,y € A,. Como A, é uma algebra, temos zy € A), para
todo A € I. Portanto xy € NycrA,. ]

2.2 ldeais e Algebras Quocientes

A seguir, vamos apresentar a nocao de ideal e construir a algebra
quociente, que além de ser um exemplo interessante de algebra, nos proximos

capitulos, nos fornecera um resultado importante.

Definicao 2.2.1. Seja A uma dlgebra. Dizemos que uma subdlgebra I €

um ideal de A se para quaisquer a € A eb € I, ab,ba € I.

Exemplo 2.2.2. Considere o espago Co(X) ew € X. Seja I = {f €
Co(X) : f(w) =0}. Note que I é um ideal de Cy(X).

De fato, sejam f,g € I, h € Co(X) e A € C. Entao \f, f+g e
fgel,jique (Af)(w) =0, (f+g)(w) =0 e (fg)(w) =0. Portanto I é
subdlgebra de Cy(X). Além disso, (hf)(w) = 0, seque que hf € I. Como
Co(X) € uma dlgebra abeliana entao fh € I. Logo I é ideal de Cy(X).

Proposicao 2.2.3. O fecho de um ideal B de A € um ideal de A.
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Demonstracdao. Pela Proposicao 2.1.19, sabemos que o fecho de B é uma
subdlgebra. Seja b € B. Entao existe (b,)neny C B, tal que b, —> b. Assim,
como B é ideal, para todo a € A, (a - b,)neny C B. Logo, pela Proposicao
2.1.18, a - b, — ab. Dessa forma, ab € B para todo a € A. H

Exemplo 2.2.4. Seja A uma dlgebra e I um ideal de A. Defina a relacdo

de equivaléncia em A por
a~b seesomente se a—bel

Denotaremos o conjunto das classes de equivalénciaa =4{b € A | b~ a}

para a € A por A/I. Defina as operacoes para a,¢ € A/l e A € C por

a-c = ac 2.5
a+c¢ = a+tc (2.6)
Ao = \a (2.7

Entao A/l é uma dlgebra com as operagoes ja definidas. Primeiro
vamos mostrar que tais operacoes estao bem definidas. Sejam a ~ ay e
c ~ c1. Entao para (2.5) veja que

ac — ajc; = ac — acy + acy — aycp = alec — 1) + (a — aq)cy.

Comoc—c ea—ay; €1 el éideal, seque que ac — ayc; € I. Portanto

ac ~ aicy.
Para (2.6) temos
(a+c)— (a1 +c)=(a—a1)+(c—c) €I
Logo (a 4+ ¢) ~ (a1 + ¢1). Da mesma forma Aa ~ Aay pois a —ay € 1.
Como A € uma dlgebra entdo seque que A/l com as operagoes definidas

¢ uma dlgebra.

Segue também que se A é algebra abeliana, entdao A/I é uma algebra

abeliana.

Proposicao 2.2.5. Se I é um ideal fechado em uma algebra normada A,

entdo A/l é uma dlgebra normada com a norma quociente definida por

[all = inf{lla+ bl | be I}.
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Demonstragio. Como ||z|| > 0 para x € A, entdo para todo a € A, inf{|la+
b|| | b € I} > 0. Vamos mostrar que tal fungdo estd bem definida. Assim,

sejam a ~ a1. Note que para todo b € I temos
la+cll < [lax + 0],

onde ¢ = (a; —a+0b) € I. Como ||@|| = inf{|la+b| | b€ [} < |la+c||, entdo
|al| < ||ai1+b]| para todo b € I. Portanto ||a|| < inf{|la1+0b| | b€ I} = ||a1].

De modo analogo temos ||a;|| < ||@||. Assim |[a|| = ||at]].

Note agora que tal fungdo é uma norma em A/I.

1. ||a]| = 0 se e somente se a = 0.

Se ||@|| = 0 entdo para todo n € N existe b, € I tal que
1
0 < fla+ball < —.
n

Entao ||a + b,|| — 0. Segue que a + b, — 0. Portanto b, — —a.
Como (by)neny C I entdao —a € I, além disso I é fechado, portanto

—a € I. Dessa forma a € I, e @ = 0. Por outro lado se a € I entao
0 < inf{lla+bll | be I} <lla+ (—a)] =0,
Logo |a|| = 0.

2. Para A € C e a € A temos ||Aa|| = |\A|||a]|. De fato, observe que para
A = 0 a igualdade segue. Seja A # 0. Entao, para todo ¢ € I, temos

[Aal] = inf{l[Aa + bl | b€ I} < [[Aa+ Ac|| < [AflJa + .

Entao,
[Aall < inf{|Mlla+c| | cely=|Ainf{lla+cl] | cel}=][Alal
Por outro lado, para todo ¢ € I, temos

Mlall = [Ainf{lla+ 0|l | b€ I} <[Mlla+ A el = [[Aa +¢].

Logo, |A|l|a|| < inf{||Aa+¢| | ¢ € I} = ||Aa||. Portanto, ||Aa|| =
All[all.
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3. Para quaisquer a,b € A temos ||a| + ||0|| = ||@ + 0||. De fato, para

quaisquer ¢, c; € I, temos
la+ el + 10+l = lla+b+df,
onde d = (¢ + ¢1) € I. Logo, como |la + b+ d|| > ||a + b||, entao
la+cll + |[b+ || = ||a+ b
Tomando o infimo sobre ¢; € I temos
[@l] + {1+ cll = [l@ + b]l-
E tomando o infimo sobre ¢ € I segue que

[all + /o]l = l@+ bll.

Agora vamos provar que a norma quociente é submultiplicativa. Fixe ¢ > 0

e sejam a,c € A. Portanto, existem d', ¢ € I tal que
(e +1lal)(e+llell) = lla+ d'lllle + <[] = [lac + b]],
onde b = d'c+ ac + d'c’. Como |lac + b|| > ||ac|| segue que
(e + llall)(e + llell) = [fac]|.

Fazendo ¢ — 0 temos
[a@ll|lel| = ||ac]|.
]

Teorema 2.2.6. Um espaco X é Banach se e somente se para toda série

Y2 o llan|| convergente, a série ¥° ,a, é convergente em X.

O teorema acima pode ser visto em (KREYSZIG, 1978).

Proposicao 2.2.7. Sejam A uma dlgebra de Banach e um ideal fechado
I C A. Entao A/I é uma dlgebra de Banach com a norma quociente. Além

disso, se A é unital, entdo A/l é unital.
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Demonstragao. Pela proposigao anterior temos A/I é uma algebra normada.
Vamos mostrar que A/I é um espago de Banach. Assim seja (@y,),eny C A/

tal que 2% ||a@,|| < oo. Note que para todo n € N existe y,, € I tal que

1
Jan + vl < llazll + o

Logo Y00 |lan 4+ yn|| < 0o. Como A é Banach, pelo Teorema 2.2.6, °° ; a, +
y, converge em A. Digamos que Y°°  a, + y, converge para x € A. Fixe

e > 0. Tome ng € N tal que para todo N > ny,

N
1> (an +yn) — 2fl <e.

n=0
Assim, para N > ny,
N , N Y S
1S @ — 2| = inf{| S an—z+b||bel} <Y an—z+ Y vl
n=0 n=0 =0 "

N
< ” Z(an+yn)_x|| <E.

n=0
Logo ¥ ,@, converge em A/I.

Agora vamos mostrar que se A é unital entdao A/I é unital. Para todo
a € A,

al = al = a.

Da mesma forma, 1a = @. Temos também que
[Tl = inf{ll1+ 0l | be I} <[1+0]=|[1] =1.

Por outro lado,
1Tl = LTI} < (T

Segue que 0 < |[T||(||T]] — 1), logo ||T|| > 1. Assim, ||1I|| = 1 e A/I é
unital. O]

2.3 Unitizacdo de Algebras

Nesta secao mostraremos que toda algebra de Banach pode ser in-

cluida em uma algebra de Banach unital.
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Considere uma lgebra normada A. Defina no espaco A = C@® A para

a € C as operacgoes

()\1,@) + ()\Q,b) = ()\1 —|—)\2,a—|—b) (28)
a(A,a) = (@A, aa) (2.9)
()\1, CL)()\Q, b) = (/\1/\2, )\16 + )\Qa + CLb) (210)

Vamos mostrar A é uma algebra normada unital com as operagoes anteriores

e com a norma definida por
1A @)l = (Al + llal].
Para (A1, a), (A2, b) e (A3, ¢) € A temos
(A1, a) (A2, 0)(A3,¢)) = (A1, a)(AaAg, Aac + A3b + be)

= ()\1)\2)\3, >\1>\QC + )\1)\3b + )\1[)0 + )\2)\3@ + )\QCLC + >\3Gb + abc)
= ()‘1)\27 )\lb + )\2@ + a'b) ()‘37 C) - ((Aly CL)()\Q, b))()\?)) C)'
Portanto a multiplicagao é associativa. Vamos mostrar a bilinearidade.

(()‘17 CL) + (>‘27 b))<)‘37 C)) - ()‘1 + A, a + b)()‘?n C)
= (M + M)Az, A3(@a+b) + (A1 + Xo)e+ (a+ b)c) =
()\1)\3, A3+ )\10+CLC) + ()\2)\3, A3b+ /\2C+bC) = ()\1, CL)(/\3, C) + ()\2, b)(/\g, C)-
Da mesma forma, podemos mostrar
()‘37 C)(()‘la CL) + ()‘27 b)) - ()‘37 C) ()‘17 CL) + (>‘37 C)()‘Qa b)

A norma satisfaz

H()\l,a)(/\g,b)H = ||()\1)\2,/\1b+ /\QCL + CLb)H = |)\1>\2‘ + H)\1b+ )\QCL"— CLbH
< Ml[Ae] 4+ [Ad[[ol] + Aol [|al| + {lab]l.

Como A é uma algebra normada, entao

(Al || + AaflIol] + [Aafllall + lladl] < [AuflAe] + |AallIl] + [Aafllall + llallf|b]]-
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Dessa forma,

IA1; @)z, D)1 < AalAa] + [Aal[[bl] + Azl llal] + [lal|[o]
= (1Ml + llal) (A2l + 0l = 1A, @) [1(Az, B)]-

Portanto A é uma &lgebra normada. Vejamos que A é unital. Para

quaisquer A € C e a € A temos
(A, a)(1,0) = (A, a) = (1,0)(\, a).

Também ||(1,0)|| = |1| 4+ ]|0]| = 1. Entdo A é uma &lgebra normada unital.

Além disso, se A é uma dlgebra de Banach, entdo A é um dlgebra de
Banach. De fato, seja (A, ay))nen C A uma sequéncia de Cauchy. Logo

para todo € > 0, existe nyg € N tal que para n, m > ny,
[An = Am| +[lan — aml| = [|(An = Ay an — am)[| = [[(An; an) — (A, an)[] < e.

Logo, as sequéncias (A, )neny C C e (ap)neny C A sdo sequéncias de Cauchy
em C e em A respectivamente. Como tais espagos sdo completos, entao
existem A\ € C e a € A tais que A\, — A e a, — a.

Fixe ¢ > 0. Tome N, M € N tais que para todo n > N temos
lan —all < /2,
e para todo n > M temos
|An — Al < €/2.
Logo, para todo n > max{N, M} temos
1Os @)= s @)l = [ = au=a)ll = Mu=Al+llan—all < e/242/2 = e.

Portanto (A,, a,) — (A, a).

Também se A é uma algebra abeliana, entdo A é um &lgebra abeliana.
Sejam A\, Ay € Cea,b e A. Como A é uma algebra abeliana entao ab = ba.

Dessa forma,

()\1, CL)()\Q, b) = ()\1)\2, )\16+>\2a+ab) = (/\2/\1, )\15—1—)\2@—{—[)@) = ()\2, b)()\l, CL).
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Veja que para a € A, ||(0,a)|| = |0] + ||a]| = ||a||. Portanto a fungao
A3 a— (0,a) € A éuma inclusio em uma algebra de Banach unital.
A 4lgebra A é chamada de unitizacio de A. Em muitos casos utiliza-

remos a unitizacao de uma algebra nao unital para generalizar resultados

que sao validos para algebras unitais.

2.4 |deais Maximais

A seguir vamos apresentar as nogoes de ideal maximal e ideal modular.
Vamos mostrar que todo ideal modular proprio esta contido em um ideal

maximal. Tal resultado e defini¢oes expostas serao utilizadas posteriormente.

Definicao 2.4.1. Seja A uma dalgebra. Dizemos que um ideal B é um ideal

modular se existe u € A, tal que para todo a € A, a —au e a —ua € B.

Definicao 2.4.2. Seja X um espaco topologico e f : X — C. Dizemos

que o conjunto

{zeX: flx) # 0}

¢ o suporte de f.

Denotamos o conjunto das fungoes continuas com suporte compacto
por C.(X). Observe que no caso de X ser um espago Hausdorff localmente
compacto temos C.(X) C Cy(X). De fato, para f € C.(X) para todo € > 0,

temos

K={zeX:|f(x)| >} C{zre X: f(x)#0}.
Como o suporte de f é compacto e K é fechado segue que K é compacto.

Logo f € Cy(X).

Teorema 2.4.3 (Lema de Urysohn). Suponha que X € um espago Hausdorff
localmente compacto, V aberto em X e K C V compacto. Entdo existe
uma fungio f € C(X), tal que Im(f) C [0,1], f(z) =1 paraz € K, e o

suporte de f estd contindo em V.

Tal teorema pode ser visto em (RUDIN, 1987).
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Exemplo 2.4.4. Considere o ideal do Exemplo 2.2.2. Vamos mostrar que
tal ideal € modular. De fato, Como X ¢é localmente compacto existe um
aberto U e um compacto K tal que w € U C K. Além disso, por X ser
Hausdorff localmente compacto existe um aberto V tal que V C U ew € V.

Note que V C K. Como K ¢é compacto entio V é compacto

Aplicando o Lema de Urysohn, existe f € C.(X), tal que Im(f) C
[0,1], f(z) = 1 para x € V, e o suporte de f estd contido em U. Como
Co(X) C Cy(X), entao f € Cy(X), além disso pela nossa construgdao de f,
temos f(w) = 1. Seja g € Co(X). Assim, (9— fg)(w) = g(w) — f(w)g(w) =
g(w) — g(w) = 0. Da mesma forma (g — gf)(w) = 0. Segque que para g — gf
cg—fgel={feCyX): f(w)=0}.

Defini¢ao 2.4.5. Seja A uma dlgebra. Dizemos que um ideal B de A é
proprio se B # A.

Defini¢ao 2.4.6. Seja A uma dlgebra. Dizemos que um ideal B de A é

maximal se é proprio e se para todo ideal C de A tal que B C C' entdo

C=BoulC=A.

Teorema 2.4.7 (Lema de Zorn). Seja X # () um conjunto parcialmente
ordenado com a propriedade que cada subconjunto totalmente ordenado

admite uma cota superior. Entao X contém um elemento maximal.

Lema 2.4.8. Seja A um dlgebra. Todo ideal modular proprio W C A estd

contido em um ideal maximal.

Demonstracao. Considere o conjunto
M ={I C A: 1 éideal proprioe W C I}

com a relacao de ordem dada por I; < I, se e somente se I; C I,. Como
W € M, entdo M # (). Considere um subconjunto V' de M totalmente

ordenado.

Vamos mostrar que Ujey é um ideal de A. Sejam A € C, e aj,a9 €
UrevI e a € A. Dessa forma, existem I, I, € V tais que a; € I e as € I».

Como V é um conjunto totalmente ordenado, entao I; < Iy ou Iy < I.
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Suponha que I < I,. Portanto I1 C I, logo aq,as € Is. Como I, é um
ideal, entao Aa; + as € I, segue que Aa; + as € Urey. Da mesma forma
airas € Iy e aay,ai1a € I, e assim aqas, aaq e aja € Urey. Logo, Urey € um
ideal de A.

Vamos mostrar que Uyey I é proprio. Observe que se um ideal J D W,
entao J também é um ideal modular. De fato, como W é ideal modular,
entao existe u € A, tal que para todoa € A, a —ua,a—au € W C J. Além
disso, u ¢ J, para todo J € M. Suponha que u € J, entdo para todo r € A,
r=(r—ur)+ (ur) € J, pois r —ur € J, ja que J é modular e ur € J,
pois J ¢ ideal. Logo, J = A, contrariando o fato de J ser um ideal modular
préprio. Entao u ¢ J, para todo J € M. Assim, u ¢ Ujey 1, e segue que

Urey I € proprio e portanto pertence a M.

Como Ujeyl é uma cota superior para V entao pelo Lema de Zorn,
temos que existe um elemento maximal L em M. Vamos mostrar que L é
um ideal maximal que contém W. Como L € M, entao L é um ideal que
contém V. Falta mostar a maximalidade. Suponha que L nao é um ideal

maximal, logo existe um ideal K tal que
LCKCA.

Logo, K € M, L < K e K # L, dessa forma L nao é um elemento maximal

em M. Portanto L é um ideal maximal que contém W. ]
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3 Espectro

Neste capitulo vamos apresentar a no¢ao de espectro de uma algebra.
Tal nocao sera uma ferramenta muito 1til para o estudo de algebras de

Banach. Por final, sera demonstrado o Teorema de Gelfand-Mazur.

Definicao 3.0.1. Seja A uma dlgebra unital. Dizemos que a € A € inver-
sivel se existe b € A tal que a-b=>b-a =1, além disso diremos que b é

tnverso de a. Denotamos o conjunto dos elementos inversiveis de A por

Inv(A).

Observagao 3.0.2. Seja a € Inv(A). Suponha que x ey € A sao inversos
de a. Logo,

r=uxl=2x(ay) = (va)y =1y = y.
Entao o inverso de a € unico. Dada a unicidade do inverso, denotaremos o

inverso de a € Inv(A), por a=t. Pela unicidade do inverso temos (a™1)™! =

a.

Observacao 3.0.3. Se x e y € Inv(A), entao xy € Inv(A), jd que
(xy)~t =y~ tat. De fato,

(ay)(y e ) =a(yy o = (@) =ar = 1,
(y e Day) =y @)y =@y Dy =y 'y =1.
Observacao 3.0.4. Se a,b e c € A tais que ac =1 e cb = 1. Entao,
a =al = a(cb) = (ac)b = 1b =b.
Segue que ¢ € Inv(A).

Observacgao 3.0.5. Observe que se a € Inv(A), entdao para todo A € C\{0},
Xa € Inv(A), ji que Aa)(Ata™l) = O (aa™) =1 = A"\ (a"ta) =
(A ta ) (Na).

Definicao 3.0.6. Seja A uma dlgebra unital e a € A. O espectro de a € A

¢ o conjunto

o(a) =04(a) ={A e C | Al —a ¢ Inv(A)}.
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Exemplo 3.0.7. Seja Q um espaco Hausdorff compacto e considere A =
C(Q). Entio o(f) = f(Q), para f € A. Primeiro vamos mostrar que
o(f) C f(Q).

Seja A € o(f). Logo, N1 — f ¢ Inv(A). Suponha por absurdo que
A & f(2). Portanto (A1 — f)(x) # 0 para todo x € Q. Assim a fungdo

g(x) = m estd bem definida e é continua. Observe entdo que para
todo x € €,

(Al = f)(z)g(x) = 1.
Seque que (A1 — f)~1 = g. Porém isto é um absurdo, pois A\ € o(f).

Por outro lado, seja A € f(€2). Suponha por absurdo que \ & o(f),
dessa forma existe g € A tal que (A1 — f)g = 1. Logo, para g € f~1()),
(AL = f)g)(zg) = 1. Porém (A1 — f)(xg) = 0, o que contraria ((A\1 —
£)g)(xo) = 1.

Exemplo 3.0.8. Considere A = [°°(5). Entdo o(f) = f(5), para f € A.

Primeiro vamos mostrar que o(f) C f(S). Seja A € o(f). Suponha

por absurdo que \ & f(S). Logo, existe r > 0 tal que B.(\) N f(S) = 0.
Portanto, para todo x € S,

A= f(x)] =7 >0.

Assim, para todo x € S,

A= f(x)] "

Seque que a funcao ¢ limitada, e que tal funcao é o inverso de

1
AL —f
A — f, o que é um absurdo. Portanto, A € f(S).

Seja A € f(S). Suponha por absurdo que \ ¢ o(f). Logo, \1 — f €
Inv(A) . Assim, eziste g € [°°(5) tal que (A1 — f)g = 1. Como g é limitada,
existe M > 0, tal que para todo x € S, |g(x)| < M. Entdo para todo x € S,

1
0< i < A= f(z)]. O que € absurdo. Portanto, A € o(f).

Exemplo 3.0.9. A dlgebra M, (C) das matrizes quadradas de dimensao n
pode ser identificada com a dlgebra B(C") do Ezemplo 2.1.9, isto é, tais
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matrizes sao transformacoes lineares limitadas de C" em C". As matrizes

triangulares superiores sao uma subdlgebra de M, (C). Para a € A da forma

A1 A2 o Ay
0 Ao ... Aoy,

a = . . . .
0 ... 0 M\,
temos o(a) = { M1, A22, .- Aun}. Similarmente para A = M,(C) e a €

M, (C), entdo o(a) é o conjunto de autovalores de a.

Apesar de definirmos uma algebra como um espaco vetorial sobre os
complexos com uma operacao de multiplicacao, poderiamos definir de modo
analogo uma algebra sobre o corpo dos reais. Observe que até aqui todas as
definigoes e exemplos poderiam ser vistos sobre os reais, no entanto, alguns

dos teoremas futuros nao sao validos sobre os reais.

Lema 3.0.10. Sejam A uma dlgebra unital e {ay,as,...,a,} C A tal que
a;a; = aja; para quaisquer i,j € {1,2,...,n}. Se x = a1as...a, € Inv(A)
entao a; € Inv(A) para todo i € {1,2,...,n}.

Demonstra¢io. Como x € Inv(a), existe ¢ € A tal que zc = 1 e cx = 1.
Fixe i € {1,2,...,n}. Entao

l=xc=aay...a,c=a;(ay...a;—1Qi41 . ..ayc), (3.1)

l=cr=caas...a,=(cay...a; 1031 ...0,)a;. (3.2)

Da Observacao 3.0.4, temos aq ... a; 111 ...0ApC = CA1 ... A; 1011 - . . Oy, €
portanto a; € Inv(A). O

Lema 3.0.11. Sejam A uma dlgebra unital e p € C[z| (anel dos polindmios

com coeficientes complexos) nao constante. Para a € A e A € C, com
pla) — Alg = ala — Ala)...(a — A\ 14),

p(a) — Ay € Inv(A) se e somente se (a — A\i14) € Inv(A) para todo
ie{l,..,n}
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Demonstragao. (<) Segue da Observagao 3.0.3.

(=) Para quaisquer i,j € {1,....n}, temos (a — \jl4)(a — \jla) =
(a—Aj14)(a—Ai14). Como p(a) —Aly = a(a—Ai14)...(a— A, 14) segue pelo
Lema 3.0.10 segue que para todo i € {1,....,n}, (a — A\jla) € Inv(A). O

Note que da contrapositiva do lema anterior temos que p(a) — A\l 4 ¢

Inv(A) se e somente se existe ¢ € {1,...,n}, tal que (a — \j1a) ¢ Inv(A).

Teorema 3.0.12 (Teorema do Mapeamento Espectral). Seja a um elemento

de uma dlgebra unital A. Se o(a) é nao vazio e p € C|z], entdo

Demonstracao. Considere o polindémio constante p = Ag. Entao p(o(a)) =
{Mo}. Como (A — A\g)1 ¢ Inv(A), se e somente se, A — Ay = 0, entdo
o(p(a)) = o(Aol) = Ao. Logo, p(c(a)) = {Ae} = a(p(a)).

Suponha agora p é nao constante. Seja A € C. Entao p — A =

alz — A)...(z — \,) e portanto
pla) — A1y = ala — Aily)...(a — Ay 14). (3.3)

Observe que £ € {1, ..., A\, }, se e somente se p(§) = A. Da contrapositiva
do Lema 3.0.11 em (3.3) temos que A € o(p(a)) se e somente se existe
ke {l1,...,n}, tal que A\ € o(a). Dessa forma, A\ € o(p(a)) se e somente se
existe k € {1,...,n}, tal que A\, € o(a) e p(A\x) = A, isto é, A € o(p(a)) se e
somente se A € p(a(a)). O

Exemplo 3.0.13. Seja o polinomio p = 2", paran € N. Entdo para a € A,
tal que o(a) # 0, se A € o(a) entao \" € p(o(a)). Pelo teorema anterior,
o(p(a)) = plo(a)), logo A" € p(a(a)) = o(p(a)), isto € A" € o(p(a)) =
o(a™).

Proposicao 3.0.14. Seja A uma dlgebra de Banach unital e a € A tal que
|al| < 1. Entao

(l—a) =3 a"

n=0
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Demonstra¢io. Como A é uma édlgebra normada entao [|a"| < ||a||" para
n € N. Assim, £ la"] < £ lall" = (1—laf}) ™. Dessa forma £52 o la”|
¢ convergente. Pelo Teorema 2.2.6, >7°, a" é convergente.

Além disso note que (1 —a) X" ya' =1—a"™ = (2, a")(1 —a) para
todo n € N. Como ||a|| < 1, entao lim, o a" =0 lim, .o 1 —a” =1 . Pela

Proposicao 2.1.18 segue que

Da mesma forma mostramos que (1 —a)(X02,a") = 1. O

Definicao 3.0.15. Sejam A e B espacos de Banach. Uma aplicacdo f :
A — B ¢ dita diferenciavel em a € A, se existe um operador linear
limitado T : A — B, tal que

- lf(at o) — fla) ~T()]

>0 el

= 0.

Proposicao 3.0.16. Seja A uma dlgebra normada unital. O conjunto

Inv(A) € aberto em A e a aplica¢io
d:Inv(A) — A a—al
¢ diferencidvel.

Demonstragio. Seja a € Inv(A). Tome b € A tal que ||b — al| < [la™ |7
Assim, ||[1 —ba™ Y| = |[ba™! — 1|| < [|b — al|||la”]] < 1. Pela Proposi¢io
3.0.14 ba~! é inversivel. Como a € Inv(A), entdao pela Observacao 3.0.3,
be Inv(A).

Vamos mostrar agora que a aplicagao é diferenciavel. Seja b € A com
|6]] < 1. Entao 1 — (=b) € Inv(A) e pela Proposi¢ao 3.0.14 temos

I(1+0)" =140 = | 2 (=1 = 14l = 2 (=17

(0.9]

< 2 bl = [11*(1 = 1[Il (3.4)
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Sejam a € Inv(A) e ¢ € A tal que ||c|| < i[ja™"|~*. Entdo
la™ el < fla™|[[lel] < 1/2.

Assim

[(a+e) ' —at+atea™ = [[(a(l+ate))™
a

= [1+ate) e —at+atea

—a ' Hatea

il
< |A+ate)y ™t =14+atella.
Como |la~te|]| < 1/2, de (3.4) com b = a~lc, segue que
I(1+a™e)™ =1+ a " clllla"|| < fla™ e~ ell*(1 = [la~"el) ™
Como (1 — |la™t¢|)~! < 2, entao
I(1+a™le) = 1+a " cllla| < 2la” Pl (3.5)

1

Concluimos entao que para ¢ € A que satisfaz ||c|| < §Ha_1||_1

, entao
la+o) —a " +a 'ca™| <20l [P||el”

Além disso,

l(a+c)t —at+atea™

0< < 2fa” P ell.
el
Portanto,
et —a —u)
c~0 ]l
Defina o operador
1, -1

u:A— A T — —a xa .

Para concluirmos que ® ¢é diferenciavel falta mostrar que v é um operador

linear limitado. De fato, sejam z,y € A e a € C. Entéao
u(ar+y) = —a Haz+y)a ™ = a(—a VHra +(—a Hya ™ = au(z)+uly).

Também para b € A, ||u(b)|| = || — a ba || < 2[|a™]||D]|.

Portanto ® é diferenciavel e &' = . N
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Lema 3.0.17. Sejam A uma dlgebra de Banach unital e a € A. O espectro
o(a) de a é um subconjunto fechado do disco centrado na origem com raio

|al|, e a aplicagdo
¢:C\o(a) — A A= (AN —a)?,
¢ diferencidvel.

Demonstracio. Seja A € C tal que |A| > ||a]|. Entdo [[Ata|| < 1. Pela
Proposicao 3.0.14, (1 —A~ta) € Inv(a). Logo, da Observacio 3.0.5, \1 —a €
Inv(A). Assim se [A| > |la||, entdo A ¢ o(a). Da contrapositiva de tal

implicagao, se A € o(a) entao |A| < [la]|.

Vamos mostrar agora que o(a) é fechado. Sejam A € o(a). Logo,
existe (Ap)neny C o(a) tal que A\, — A. Note que para todo n € N,
Al —a € (Inv(A))¢. Portanto, a sequéncia (A,1 — a),en esta definida
em (Inv(A))¢. Além disso, (Inv(A))¢ é fechado em A, pois pela Proposiao
3.0.16, Inv(A) é um aberto em A. Como (A\,1—a) — (Al —a) e (Inv(A))°
¢ fechado, entdao A1 —a € (Inv(A))°. Portanto A € o(a).

[]

Teorema 3.0.18 (Hanh-Banach - Espagos Normados). Sejam X um espago
normado e f : Z — C um funcional linear limitado tal que Z € subespago
vetorial de X. Entdo existe um funcional linear limitado f : X — C tal

que f € extensdo de f e || fllz = ||f|lx, isto é,
sup{[[f(2)| | z € Z, ||z =1} = sup{[| f(2)]| | = € X, [|=]| = 1}.

O teorema anterior pode ser visto em (KREYSZIG, 1978). Vamos

denotar o conjunto dos funcionais lineares limitados em A por A’

Teorema 3.0.19. Seja X um espago vetorial. Entao para todo v € X

temos
2] = sup{llp(@)]l | ¢ € X', |l = 1}.

Demonstracao. Para o caso xg = 0 é facil ver que tal igualdade segue. Seja

xo € X tal que 2y # 0 . Considere o espaco Z = span{zy} e defina funcional
linear f,, : Z — C dado por f,,(Axg) = A||zol|, A € C.
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De fato, sejam z,y € Z e A € C. Entao existem aq, as € C tais que

r = 1Ty ey = aory. Assim,

feo(Ar +y) = fo, (A1 + az)z0) = (A + az)||zol| = Aaa||zol| + gzl
- )‘fxo(alxﬂ) + fxo(anO) = )‘fxo(x) + fxo(y)'

Portanto f,, é linear. Além disso, || f,,|| = 1. Para z € Z, existe a € C tal

que z = axy. Logo,

[fao ()] = lal|zoll] = lafl[zol| = [lazoll = |2]-
1
Dessa forma || f,,|| < 1. Como |fx0(H§—8H)| = HxHHxOH = 1. Segue que
0
|| fzo |l = 1. Pelo teorema de Hanh-Banach existe um funcional linear limitado

fro 1 X — C, tal que f,, é extensio de fo, e || fuollx = || fuoll = 1. Assim,

lzoll = | fao (o) | = 1| fao () I

Segue que ||xo|| < sup{||e(xo)|| | ¢ € X', |||l = 1}. Também, para todo
p € X', temos |[o(zo)|| < [lollllzoll. Portanto [lzof| = sup{[[e(zo)ll | ¢ €
X' llell = 1} e assim [Jao|| = sup{[le(zo)ll | ¢ € X', [[el] = 1}. O]

Lema 3.0.20. Sejam A um espagco normado e a € A. O operador
i:A"—C, ¢ pa)
é um operador linear limitado e ||d|| = ||a]|.

Demonstracio. Sejam v e ¢ € A, e o € C. Entao a(a) + ¢) = (ap +
p)(a) = av(a) + ¢(a) = ai(y) + a(y).

Vamos mostar agora que @ ¢ limitada. Como d(¢) = ¢(a) entao

sup{lle(a)ll | ¢ € X' [l = 1} = sup{lla(o) | ¢ € X", [l = 1}. (3.6)

Pelo teorema anterior e de (3.6) , temos ||d|| = sup{||d(¢)] | ¢ € X', ||¢|| =
1} = |all. O

Corolario 3.0.21. Seja X um espago vetorial e x € X. Se para todo f € X'

temos f(x) =0, entdo x = 0.
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Demonstragdo. Suponha por absurdo que x # 0. Logo, pelo Teorema 3.0.19
existe p € X', tal que ||¢|| =1 e ||p(z)| > ||z||/2 > 0. Portanto, ¢(x) # 0,

contradizendo a hipotese, logo = = 0. ]

Teorema 3.0.22. Se a € um elemento de uma dlgebra(complexa) de Banach

unital A, entdo o espectro o(a) de a é nao vazio.

Demonstragao. Suponha que o(a) = (). Logo, podemos definir a fungao
p:C—A A=A —a)?,

que pelo Lema 3.0.17 é diferencidvel. Seja A € C tal que |A\| > 2||a||. Assim,
|A"tal| < 1/2, e pela Proposicao 3.0.14,

I-XlacInv(d) e (1-X1ta) =Y (\"1a)
Dessa forma,

(1= A" =1 = | g(xla)"—lu — IS

n=1
< XAt (3.7

n=1
1
Como [[A"tal| < 1/2, entdo 1 — ||[A"tal| > 1/2, logo T Ta] < 2. Note
— a
também que
S A lal|
A" = _IAall <2[A el < 1. 3.8
Sl = R < 20l (3.9

Por (3.7) e (3.8) temos ||(1 — A7'a)™! — 1|| < 1. Portanto,
I1=2"a) =110 = A"a) ™ =1+ 1 < A=A a) T =1+ 1] < 2,

Com isso, (A — @) = (1 = Aa) ) < 2/]A] < [lafl .. Emm
particular, mostramos que para A € C tal que [A| > 2||al|, [N < |lal|7 .
Como ¢ é diferencidvel, entdo ¢ é continua. Assim, como o disco 2||a||D

é um compacto, ¢(2||al|D) é compacto, e entao limitado. Portanto existe
M € R, tal que para todo A € C, ||¢p(N)|| < M.

Se ¢ € A’, entdo p o ¢ é inteira e também limitada, pois para A € C,

lp(@ODI < llelllloMI < [l M.
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Pelo Teorema de Liouville, po¢ é constante. Logo, (po)(0) = (pop)(1), isto
é, o((1—a) ™) = p((—a)™1). Por ¢ ser linear temos p((1 —a)™t +a~1) = 0.
Como tal igualdade é verdadeira para todo ¢ € A’, pelo Corolario 3.0.21,
(1—a)'+a!=0. Dessa forma, (1 —a)™! = —a™!, o que é um absurdo,

ja que implica que 1 — a = —a. [

O teorema acima nao ¢ valido se considerarmos algebras de Banach

unitais sobre R. Por exemplo a matriz

0 1
a = :
-1 0

tem o(a) = 0, j4 que seus autovalores sao complexos.

Teorema 3.0.23 (Gelfand-Mazur). Se A é uma dlgebra de Banach unital

em que todo elemento nao nulo € inversivel, entdo A = C1.

Demonstracao. Vamos mostrar que A C C1. Seja a € A. Pelo Teorema
3.0.22, temos que o(a) # (), isto é, existe A € C tal que A1 —a ¢ Inv(A). Por
hipétese todo elemento nao nulo pertence a Inv(A), dessa forma Al —a = 0.
Portanto a = A1. Concluimos entao que A C C1. Como A é uma algebra
entao C1 C A, assim C1 = A. ]
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4 Raio Espectral

A seguir vamos definir a nocao de raio espectral de um elemento de
uma algebra de Banach. Também veremos o Teorema de Beurling, e para
uma algebra abeliana A vamos definir o conjunto (A), que tera papel

central nos proximos capitulos.

Definicao 4.0.1. Seja A uma dlgebra de Banach unital. O raio espectral
de a € definido por
r(a) = sup |\
Aeo(a)
Pelo Teorema 3.0.22 o espectro de a é nao vazio, além disso sabemos

que se A € o(a), entao |A| < ||al|, assim 7(a) < ||al.

Exemplo 4.0.2. Se A = C(Q), onde Q) é espago compacto Hausdorff. Pelo
Ezemplo 3.0.7, para f € A, o(f) = f(Q), entdo r(f) = supesq [N =
1/ 1o

O préximo lema serd utilizado na demonstracao do Teorema de

Beurling.

Lema 4.0.3. Sejam a e b € R. Suponha que todo ¢ € R tal que a < c
satisfaz b < c. Entdo b < a.

De fato, suponha por absurdo que a < b. Entao,

a
b> —+4a>a.

2
Logo,
b s
a > a.
2
b—a o b—a ,

Tomando ¢ = 5 + a, pela hipdtese segue que +a > b, 0o que é um
absurdo.

Teorema 4.0.4 (Teorema de Beurling). Se a € um elemento de uma dlgebra
de Banach unital A, entdo

= Jigy [l

() = inf o[ = lim
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Demonstracao. Pelo Exemplo 3.0.13, se A € o(a), para todo n € N, \" €

o(a™). Entdo, pelo Lema 3.0.16, |\"| < ||a”||. Segue que |A| < ||a™||*/", para

todo n € N. Portanto , r(a) < inf,s1 [|a"[|"/" < liminf, . ||a™||*/™.

Seja A o disco aberto em C centrado em 0 e com raio 1/7(a) (usaremos
a convencdo que 1/0 = o0). Se A € A\{0}, entdo |;| > r(a), portanto
(3)1 —a € Inv(A), logo 1 — Aa € Inv(A). Concluimos que para A € A\{0}
1 —Xa € Inv(A). Como 1 € Inv(A), entdo para todo A € A, 1 — \a €
Inv(A).

Se ¢ € A’, a aplicacgao
f:A—C, A=o((1=x)™),
¢ analitica. Entao existe uma tnica sequéncia (A,),en C C, satisfazendo
fON) = io M (A€ A).

Se |A| < 1/|la|| < 1/r(a), entdo |[|Aal| < 1. Portanto, pelo Lema 3.0.14,

(1—Xa) ' = \a",
n=0
como ¢ é continua segue que,
fA) = 20 A'p(a").

Entao para todo n € N, p(a") = \,. Portanto para A € A, a sequéncia
(N'p(a"))neny C C converge para zero. Como C é um espago de Banach,

entdo A’ e um espaco de Banach. Defina para n € N, o operador linear
Zi Al—C, o p(\'ad").

Pelo Lema 3.0.20, %, é um operador linear limitado e [|2,|| = |A]"|la"||.
Como para todo ¢ € A’, a sequéncia (\"p(a")),eny C C converge para zero,
entdo tal sequéncia é limitada. Portanto para todo ¢ € A’, a sequéncia
(2,(©))nen € limitada. Pelo Principio da Limitagdo Uniforme, temos que a
sequécia (||Z,||)nen € limitada. Como ||2,]| = |A]"||a™]|, entdao (|A|"||a"||)nen
¢ limitada, isto é, existe M > 0 tal que para todo n € N, |A\|"||a"| < M,
e portanto se A # 0, para n > 1, ||a”||"/™ < M"Y"/|\|. Consequentemente,
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limsup,, ... [la®|"/" < limsup,, ... MY™/|\| = 1/|\|. Mostramos entdo que

se r(a) < 1/|A| entao limsup,, .. |la™||"/" < 1/|)A|. Portanto do Lema 4.0.3,

limsup,, o [la”[[V" < r(a).

Como limsup,, ... ||a"||"/™ < r(a) < liminf,_ [[a"||*/", entdo
. 1/ o T . 1/
timsup ][ = r(a) = L fnf 0",
j& que liminf, o [[a"||"/" < limsup,, .. ||a"||*/".
Segue que 7(a) = lim, . ||a”||"/" = inf,>1 [|a™|V/". O

Exemplo 4.0.5. Seja A = M5(C) e
01
a = :
00
Como a™ = 0, para todo n > 2, pelo teorema de Beurling r(a) = 0.

Definicao 4.0.6. Sejam A e B dlgebras. Dizemos que uma transformacao
linear ¢ : A — B, é um homomorfismo se satisfaz para quaisquer a,b € A,
w(ab) = p(a)p(b). No caso de A e B serem unitais e p(1) = 1, entdo

dizemos que @ € unital.
Exemplo 4.0.7. Sejam A uma dlgebra e I ideal de A. A aplicacao

v:A— A/l, a—a,

>~
S
_|_
Ql
I
>
<-
=
_|_
<-
&
g
™
S
=
=\
V)
w
S
<-
—~
Q
&
I
S
(@
I
Q|
Ql
I
<
S
~
=S
S
~
S
<
S

¢ um homomorfismo unital.

Lema 4.0.8. Sejam A e B dlgebras e ¢ : A — B um homomorfismo.

Entao o ker(p) é um ideal de A e a imagem de ¢ é uma subdlgebra de B.

Demonstrag¢ao. Sabemos que ker(y) e Im(yp) sdao subespagos vetoriais de

A e B respectivamente.

Sejam a; € ker(p) e as € A. Entao

plaraz) = p(ar)p(az) = 0= p(ag)p(ar) = p(azar).
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Entao ajag, asa; € ker(p). Segue que ker(y) é um ideal em A.

Sejam by, by € Im(p). Entao existem x1,z0 € A tal que p(x1) = by
(1) = by. Como
biby = @(1)p(22) = @(2172).
Segue que biby € Im(p). Entao I'm(y) é uma subdlgebra de B.

[]

Lema 4.0.9. Sejam A e B dlgebras unitais e p : A — B uwm homomor-
fismo unital. Entao para a € A, temos o(p(a)) C o(a).

Demonstracio. Seja a € Inv(A). Entao

p(1) = p(a'a) = p(a™")p(a),

p(1) = plaa™") = p(a)p(a™).
Logo, ¢(a) € Inv(B). Mostramos entao que
e(Inv(A)) C Inv(B). (4.1)
Portanto da implicacdo (4.1), temos que (Inv(B))¢ C (¢(Inv(A)))°.
Seja A € o(p(a)). Portanto
(Al +a) = A1+ ¢(a) ¢ Inv(B).

Dessa forma, p(Al +a) € (Inv(B))¢ C (p(Inv(A)))¢. Segue que A\l +a ¢
Inv(A), pois caso contrario ¢(Al+a) € p(Inv(A)). Portanto A € o(a). [

Definigao 4.0.10. Seja A uma dlgebra abeliana. Denotaremos o conjunto
dos homomorfismos ndao nulos 7 : A — C, por Q(A). Os elementos de

Q(A) chamaremos de caracteres.

Se A é unital, entao para 7 € Q(A), temos
(1) =7(1-1) =7(1)7(1),

segue que 7(1) = 1 ou 7(1) = 0. No caso de 7(1) = 0, entao para todo
a € A,
7(a) =71(al) = 7(a)7(1) = 7(a)0 = 0.
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Dessa forma, 7 = 0. Porém como 7 é nao nulo entao 7(1) = 1, assim 7 é

homomorfismo unital.

Exemplo 4.0.11. Considere a dlgebra A da Se¢io 2.3. Seja m: A — C

um homomorfismo. Defina a aplicagdo

7:A—C, (\a)— X+7(a)

Vamos mostrar que T é um homomorfismo unital. Sejam (A1, ay),
(Mg, a2) € A, e a € C. Entdo,

%(04()\1, al) + ()\2, CLQ)) = 7:((04)\1 + Ao, ag + ag)))
= al\ + A\ + 7(aa; + ag)
= (M +7(a1)) + (A2 + 7(az))
= &’7’(()\1, al)) + ’7’(()\2, ag)).

Também satisfaz,

7~'((>\1, CL1)(>\2, CLQ)) = %(()\1)\2, )\2&1 + )\1&2 + alag))
= MM+ T()\le + Aag + a1a2)
= /\1/\2 + /\27’(@1) + )\17’(@2) + T(al)T(ag)
= (M +7(a1)) (A2 + 7(az)) = 7((A1,a1))7((A2, a2)).

Observe que T € um homomorfismo unital, ja que 7((1,0)) =14 7(0) = 1.

No caso de T =0, denotaremos o homomorfismo T por Tu.

Lema 4.0.12. Sejam A uma dlgebra abeliana. Entao
QA) = {7 | 7 € UA)} U {7}
Demonstracdao. Pelo exemplo anterior, temos a inclusao
{7 7eQA)}U{re} C QA).
Seja p € Q(A) e (A, a) € A. Entédo como ¢ é um homomorfismo temos

90(()‘7 a)) - 90(()‘7 O) + (07 CL)) = 90(()‘7 0)) + 90((07 CL))
= 2¢((1,0)) +¢((0,a)) = A+ ¢((0,a)).
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Defina o operador 7(a) = ¢((0,a)). Vamos mostrar que 7 é um

homomorfismo em A. De fato, para a € C e x,y € A temos

T(ax +y) = (0, ax + y)) = ap((0,2)) + ¢((0,y)) = ar(z) + 7(y).

Também satisfaz

7(zy) = ¢((0,2y)) = ©((0,2)(0,5)) = ¢((0,2))¢((0,y)) = 7(x)7(y).
Logo, 7 é um homomorfismo em A. Se 7 = 0, entdo ¢ = 7. Se 7 € Q(A),
entao p = T.
Lema 4.0.13. Sejam A uma dlgebra abeliana unital e a € A. Se 7 € Q(A),
entdo 7(a) € o(a).
Demonstragao. Como 7(a)l —7(a) =71(a —a) =0 ¢ Inv(C), entdo 7(a) €
o(7(a)). Pelo Lema 4.0.9, o(7(a)) C o(a). Segue que 7(a) € o(a). O

Definigao 4.0.14. Seja A uma dlgebra de Banach nao unital. O espectro
de a € A € o conjunto o(a) = 04((0,a)). Além disso, definimos o raio

Al

Teorema 4.0.15. Se a é um elemento de uma dlgebra de Banach A, entdo

espectral de a € A, por r(a) = SUP\eay o)

= lim ||a

(@) = inf o[ = lim

Demonstracao. Caso A seja unital entao é o teorema de Beurling. Suponha
A nédo unital, e considere a dlgebra A. Como A é uma &lgebra de Banach

unital entao

. n(l/n _ 1: n(l/n
r((0,a)) = tnf [[(0, )| = lim [0, a)"[|"".
Como, para todo n € N, (0,a)" = (0,a"), e [[(0,a™)] = |la™]|, entao

10, @)"|[ = [la"[|. Segue que,

. nil/n _ 1: nil/n
r(0,0)) = inf [l = iy "]

Como 7((0,a)) = r(a), entao

r(a) = inf ||a”||"" = lim ||a"||"/".
n>1 n—00
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5 Representacao de Gelfand

Neste capitulo vamos determinar um importante relacao entre o
espectro de um elemento de uma algebra de Banach abeliana A e o conjunto
Q(A). Também vamos introduzir uma topologia em €2(A) de forma que seja

um espaco localmente compacto Hausdorff e apresentar a representacao de
Gelfand.

Proposicao 5.0.1. Seja I um ideal modular de uma dlgebra de Banach

A. Se I é préprio entao I é prépio. No caso de I ser mazximal entdo I é
fechado.

Demonstracao. Como I é um ideal modular existe u € A, tal que a — au e

a —ua € I, para todo a € A.

Vamos supor por absurdo que existe b € I, que satisfaz ||[u — b|| <
1. Entdo o elemento v = (1, —u + b) é inversivel em A. De fato, como
1(0,u —b)|| = |0] + ||u — b|]| = ||u — b]| < 1, entao pelo Lema 3.0.14,

v=(1,—u+0b)=(1,0)— (0,u—b) € Inv(A).

Sejam os conjuntos Ay = {(0,a) : a € A}, Agv = {agv : ap € Ap} e
IO = {(O,’L) NS I}

Vamos mostrar que Agv C Iy. Seja agv = (0,a)v € Agv. Temos,
agv = (0,a)(1, —u +b) = (0,a — au + ab) € I,

jaqueab € I ea—au € I, pois I é um ideal modular. Além disso, Ay C Agv.
De fato, seja (0,a) € Ay. Como v é inversivel, entdo existe v~! € A tal que
vty = 1. Entao (0,a)1 = (0,a)v v € Agv, j& que (0,a)v™! € Ay. Segue
que Ay C Agv C Iy. Portanto, A C I, o que contraria que I é proprio. Logo,

se b € I, entdo ||u — b|| = 1. Portanto u ¢ I. Dessa forma, I é préprio.

Note que se I é maximal, entao I = I, pois I é préprio. ]

Lema 5.0.2. Se I é um ideal maximal de uma dlgebra de Banach unital

A, entdao A/l é um corpo.
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Demonstracao. Como A é unital, entdao todo ideal de A é modular. Além
disso, pela proposigao anterior, I é fechado. Logo, A/I é uma algebra de

Banach unital abeliana.

Seja 1 a aplicacao quociente do Exemplo 4.0.7. Vamos mostrar que
se J é um ideal de A/I, entdao v~ 1(J) = K é um ideal de A. De fato, para
ANeC, ki,ky € K ea€ A temos

V(AR + ko) = Mb(k1) + ¥ (ko) € J,
pois J é ideal e ¥ (k1), ¥ (ks) € J. Da mesma forma,

U(kia) = P(ki)(a) € J e ¢(aks) = Y(a)(ky) € J.
Portanto, K é um ideal em A. Como I C K, pela maximalidade de I temos
K =1ou K = A. Portantoou J=0o0u J = A/I.

Suponha que ¥(a) é um elemento nao nulo de A/I. Entao ¢ (a)(A/I)
¢ um ideal nao nulo de A/I. Devemos ter ¢(a)(A/I) = A/I. Segue que
existe b € (A/I) tal que ¥ (a)b = 1. Assim @ é inversivel, o que implica que
A/I é corpo. O

Teorema 5.0.3. Seja A uma dlgebra de Banach abeliana unital.
1. SeT € Q(A), entdo ||T]| = 1.
2. O conjunto (A) € nao vazio,e a aplica¢io
T +— ker(T),

define uma bijecao de QU(A) para o conjunto de todos os ideais maxi-

mais de A.

Demonstracio. Para 7 € Q(A) e a € A, pelo Lema 4.0.13 7(a) € o(a).
Assim, pelo Lema 3.0.17, |7(a)| < ||a||. Portanto 7 é limitada e ||7]| < 1.

Como 7(1) = 1 entao ||7|| = 1.

Para 7 € (A), pelo item anterior 7 é continua, portanto o ideal
I = ker(r) é fechado.
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Vamos mostrar que I é um ideal maximal de A. Como 7 # 0 entao
I # A. Note que a — 7(a)l € I, pois 7(a — 7(a)l) = 7(a) — 7(a) = 0.
Portanto I & C1 = A, pois para todo a € A, a = (a — 7(a)l) + 7(a)l, além
disso I N C1 = {0}, ja que 7(1) = 1.

Para concluir que I é maximal, suponha que existe um ideal J tal que
I C J. Entao existe um elemento j € J tal que j ¢ I. Podemos escrever
j=a+A,emqueac . Comoj¢I,entdaoj—a#0.Entdo A#0e

AM=((—a) el

Pois a € J. Isso implica que 1 € J, entao J = A. Concluimos que [ é

maximal.

Seja 11 e o € Q(A), com ker(m) = ker(m). Paraa € A, a — 1(a)l €
ker(ms) pois 7a(a — m2(a)l) = m(a) — 2(a) = 0. Como ker(ry) = ker (1),

entdo a—T1y(a)l € ker(m), isto é, T (a—7a(a)l) = 0, segue que 11(a) = ™(a).

Seja I um ideal maximal arbitrario. Entao pela Proposicao 5.0.1 [
é fechado, e a algebra de Banach unital A/I é um corpo pelo Lema 5.0.2.
Entao pelo teorema de Gelfand-Mazur, A/I = CI.

Vamos mostar que A = I @ C1. Seja a € A. Entao existe A € C tal
que @ = A1. Isto implica que a — A1 € I. Portanto a = (a — A1) + Al. Além
disso I N C1 = {0}, pois caso contrério, se 1 € I, como I é ideal, para todo
a €A a=al €1, entao I = A.

Defina 7: A — C, por 7(a+ A1) =X, emquea € [ e A € C. E ficil
ver que 7 é uma transformacao linear. Sejaaeb € Acoma =a; + Al e
b="b 4+ al em que ay,b; € I. Como [ é ideal entao aay + \by + a1b; € 1,
segue que

7(ab) = 7((a1 + A\1)(by + al)) = 7(aay + Aby + a1b1 + Aal)

= da=r71(a)T(b).
Logo, 7 € Q(A). Além disso, ker(7) = I. Concluimos entdo que a aplicagdo
T +— ker(T) é bijetora. Pelo Lema 2.4.8, o conjunto de ideais maximais de

A é nao vazio, assim (A) é nao vazio. O

Para uma &lgebra abeliana A qualquer o conjunto Q(A) pode ser

vazio. Um exemplo trivial é quando A = {0}, entao Q(A) é vazio.
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Teorema 5.0.4. Sejam A uma dlgebra de Banach abeliana e a € A.

1. Se A € unital, entdo
o(a) ={7(a) | T € Q(A)}.
2. Se A € nao unital, entdo

o(a) = {7(a) | 7€ Q(A)} U{0}.

Demonstra¢do. Primeiro suponha que A é unital. Seja A € o(a). Note que
o ideal (A1 — a)A é préprio, pois caso contario, 1 € (A1 — a)A, portanto
existe b € A tal que 1 = (Al — a)b, o que contradiz o fato de A € o(a).
Logo, o ideal (A1 —a)A é préprio. Pelo Lema 2.4.8, existe um ideal maximal
I tal que (A1 — a)A C I. Pelo Teorema 5.0.3, existe 7 € Q(A) tal que
ker(t) = I. Portanto 7((A1 —a)1) = 0, segue que 7(a) = A. Mostramos que
o(a) C{r(a) | 7€ QA)}. A inclusao {7(a) | 7 € Q(A)} C o(a) segue do
Lema 4.0.13.
Agora suponha que A é nao unital. Por definigdo o(a) = 0 ;((0,a)).
Do item anterior temos ¢ ;((0,a)) = {7((0,a)) | 7 € Q(A)}. Pelo Lema
4.0.12 {7((0,a)) | 7 € QA)} = {r(a) | 7 € Q(A)} U {0}, entdo o(a) =
{r(a) | T € Q(A)} U{0}.
]
Definicao 5.0.5. Seja A um espaco normado. Dizemos que a topologia
fraca estrela € a menor topologia em A" em que para todo a € A, o operador

linear
i: A —C, ¢ a),

é continuo. Denotaremos tal espago topologico por (A', J.).

Proposicao 5.0.6. O espago topoldgico (A', J.) é Hausdorff.

Demonstragdo. Sejam p,1 € A’ tais que ¢ # 1. Queremos mostrar que

existem abertos U,V € J, que satisfazem p e Ue p e V,e UNV = 0.
Como ¢ # 1, existe a € A, tal que p(a) # ¥ (a). Defina

_lp(a) — v()
2

> 0.
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Como d é continua, entdo U = d~*(B,(x(a))) é um aberto em 7,. Da

mesma forma V = i~ }(B,(p(a))) é um aberto em J,. Perceba que ¢ € U,
pois a(y) = ¢(a) € B(¢(a)) e p € V, pois i(p) = w(a) € B(p(a)).

Vamos mostrar que U NV = (). Seja ¢ € U. Entao i(¢) = ¢(a) €
B, (¢¥(a)), isto é, |¢(a) — ¢ (a)| < r. Observe que

o(a) —¥(a)] < pla) = ¢la)] + |o(a) — ¢(a)].

Logo,
p(a) — ¢(a)]

WV

|p(a) = d(a)] = [d(a) = ¢(a)].
Portanto,
o(a) = ¢(a)| = |p(a) —d(a)] —r =r

Dessa forma, ¢(a) ¢ B.(¢(a)). Segue que ¢ ¢ V, pois d(¢p) = ¢(a) ¢
B,(¢(a)). Concluimos que U NV = ().

[]

Teorema 5.0.7 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja A um espago

de Banach. Entdo a bola fechada unitdiria em A" é um compacto em (A’, J.).

O teorema acima pode ser visto em (BOTELHO; PELLEGRINO;
TEIXEIRA, 2012).

Observe pela demonstracao do Teorema 5.0.3 que se A é uma algebra
abeliana entao para 7 € Q(A), ||7|| < 1 (se A também é unital entao
|7|| = 1). Portanto para uma &algebra abeliana A, 2(A) esta contido na

bola fechada unitaria S em A’.

O espago topoldgico ©2(A) com a topologia induzida pelo espaco
topolégico (A, J.) é chamado espectro de A.

Teorema 5.0.8. Se A ¢é uma dlgebra de Banach abeliana, entdo Q2(A) €
um espaco Hausdorff localmente compacto. Se A é unital, entao Q(A) é

compacto.

Demonstrag¢do. Primeiro vamos mostrar que que (A)U{0} é fechado. Seja
¢ € Q(A)U{0}. Entao existe uma uma net (@))rea C Q2(A) U {0} tal que
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©x — . Vamos mostrar que ¢ é um homomorfismo. Para a e b € A temos

o(a)p(b) = i(p)b(p). Como d e b sdo continuas entéo

i(p)b(p) = @(lim ©3)b(lim ).

Portanto,

p(a)p(b) = @lp)b(p) = a(lim a)b(lim @) = lim é(px) lim b(pa).  (5.1)
Pela Proposicao 2.1.18, a multiplicacao é continua, logo lim i (y ) lim b(py) =
lim @ (p)b(y). Como (py)aen C Q(A) U {0} entdo para todo X € A, @, é

um homomorfismo. Assim,

lim () lim b(py) = lim d@(w))b(px) = lim @y (a)@(b) = lim oy (ab). (5.2)

Como ab é continua, entao
lim ) (ab) = lim ab(py) = ab(lim ) = ab(p) = @(ab). (5.3)

De (5.1), (5.2) e (5.3), p(a)p(b) = p(ab). Portanto ¢ € Q(A)U{0}. Sabemos
entdo que ¢ € Q(A) U {0} C S e é fechado. Pelo Teorema de Alaoglu S é
compacto, portanto ¢ € (A) U {0} é compacto.

Vamos consiferar o subespago Q2(A) U {0} com a topologia induzida.
Seja ¢ € Q(A). Pela Proposicao 5.0.6, (A, J.) é Hausdorff. Portanto o
subespaco §2(A)U{0} é Hausdorff. Assim, existem abertos U, V' de Q2(A)U{0}
taisque UNV =0epeclUelecV.

Vamos mostrar que U NV = (). Suponha por absurdo que UNV # 0.
Entao existe ¢ € UNV. Como ) € U, entdo para todo aberto W 3 ¢ de
Q(A) U {0} intersecta U. Em particular V' intersecta U, isto é, U NV # ().
Dessa forma, UNV = (). Como U C U C Q(A) U {0} e Q(A) U {0} ¢é
compacto, implica que U é compacto. Assim, para ¢ € 2(A), existe uma
vizinhanca compacta U C Q(A), isto é, Q(A) é um espago localmente
compacto. Novamente, como 2(A) U {0} é Hausdorff entao o subespaco
Q(A) é Hausdorff. Concluimos que §2(A) é um espago Hausdorff localmente

compacto.

Se A for unital observe para todo ¢ € Q(A), (1) = 1. Assim, suponha

por absurdo que 0 € Q(A). Portanto existe um net (py)xrea C Q(A) tal que
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vy — 0. Observe porém que
0=1(0) = i(limpy) = lim 1(py) = lim py(1) = lim 1 = 1.

Entdo 0 ¢ Q(A). Como Q(A)U{0} é Hausdorff e compacto entdo Q(A)U{0}
é fechado, portanto Q(A) C Q(A)U {0} = Q(A) U {0}. Como Q(A) #
Q(A) U {0} pois 0 ¢ Q(A), entdo Q(A) = Q(A). Dessa forma, Q(A) é
compacto, ja que 2(A) é fechado e esta contido no compacto 2(A) U {0}.

[]

Sejam A uma algebra de Banach abeliana tal que Q(A) é nao vazio e

a € A. Definimos a funcao a por

a:QA) —C, @ pla).

Tal funcao ¢ chamada de transformada de Gelfand. Note que a = d|qq A)

portanto @ ¢ continua em 2(A).

O espaco topolégico 2(A) é chamado espectro de A.

Proposicao 5.0.9. Sejam A uma dlgebra de Banach abeliana em que Q2 (A)
é nao vazio e a € A. Entao a € Cy(QA)).

Demonstracao. Fixe ¢ > 0. Vamos mostrar que o conjunto K = {7 €
Q(A) | |a(r)] = €} ¢ um compacto. Para isso, relembre que Q(A) U {0} é

um compacto. Entao basta mostrar que K é fechado em Q(A) U {0}.
Assim seja 7 € K. Portanto existe um net (7))yen € K tal que

7y — 7. Como a funcao d|oa)ugey ¢ continua em Q(A) U {0}, entao

lalayogoy (7] = laloayugoy (Hm )| = lim |doaugo) (Ta)| = lim |a(7y)] = &.

Dessa forma, 7 # 0, pois caso contrério terfamos |d|o(4yuq0y(7)| = 0. Assim,

como 7 € Q(A), temos a(7) = d|oa)u(oy(7), segue que
a(r)| = e

Portanto 7 € K. Concluimos entao que K é compacto. Como a é
continua, entdo a € Cy(Q2(A)).

[]
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Agora vamos demonstrar o Teorema abaixo, que sera usado no teo-

rema principal do préximo capitulo.

Teorema 5.0.10. Seja A uma dlgebra de Banach abeliana e Q(A) nao

vazio. Entao a aplicacdo
v:A— Co(2A)), a—a,
¢ um homomorfismo contrativo, e i)l = 7r(a).

Demonstracao. Vamos mostrar que v ¢ um homomorfismo. Sejam A € C e
z,y € A. Entdo para 7 € Q(A),

—_—

(N 2 9)(7) = 7Ot + ) = Ar() + 7(y) = AB(r) + 5(7) = (A + §)(7).
Portanto m = AT + ¢. Assim,
YT +y) = A+ y = Ad 4§ = M(@) + ().
Da mesma forma, para 7 € Q(A),
(@Y)(7) = T(zy) = 7(x)7(y) = L(7)§(7) = (29)(7).
Portanto 7y = z7. Assim,
Y(wy) =7y = 29 = y(2)7(y)-

Entao v é um homomorfismo. Queremos mostrar que [|y(a)||« < ||a||. Note
que
[(a)lloc = llalloc = sup |a(7)[ = sup |7(a)]. (5-4)
TEQ(A) TEQ(A)

Pelo Teorema 5.0.4, se A é unital entao o(a) = {7(a) | 7 € Q(A)}. Se A é
nao unital entdo o(a) = {7(a) | 7 € Q(A)} U{0}. Portanto

sup |7(a)| = sup |A| =r(a). (5.5)
TEQ(A) Aeo(a)

De (5.4) e (5.5) temos |vy(a)||c = r(a), isto é, ||a||lc = r(a). Como
r(a) < ||al|, entao ||y(a)]|~ < ||a||. Concluimos que v é um homomorfismo

contrativo. ]

A aplicacao v ¢é a representacao de Gelfand de A.
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6 O Teorema de Gelfand

Neste capitulo estudaremos as C*-algebras. Por ultimo vamos de-

monstrar o Teorema de Gelfand.

6.1 C*-Algebras

A seguir vamos apresentar defini¢bes e exemplos de C*-dlgebras e

algumas de suas propriedades.

Definig¢ao 6.1.1. Seja A uma dlgebra. Dizemos que uma aplicacao conju-
gado linear

x: A— A, ara,
¢ uma involugdo, se para quaisquer a,b € A, (a*)* = a e (ab)* = b*a*. O

par (A, *) é chamado de um dlgebra involutiva ou *-dlgebra.

Definigao 6.1.2. Seja A uma dlgebra e um subconjunto S de A. Dizemos
que S € autoadjunto se o conjunto S* = {a*| a € S}, satisfaz S* = S. No
caso de S ser uma subdlgebra de A entao dizemos que S € uma *-subdlgebra
de A.

Note que uma x-subdalgebra S de A é uma *-algebra com a restri¢ao

*| s

Exemplo 6.1.3. Os complexos sao uma x-dlgebra com a involucao definida

como o conjugado.

Exemplo 6.1.4. Seja A uma *-dlgebra. Entdo A é uma *-dlgebra com a
involucdo definida por (X, a)* = (\,a*). De fato,

(A a)) =X a")" = (A (a)) = (\a).
E para (), a) e (o, b) € A, temos
(A a)(a, b)) = (A, b+ aa+ ab)* = (Aa, (Ab+ aa + ab)”)
= (MA@, \b" +aa* +b*a*) = (a,b")(\, a")
= (a,b)"(\,a)".
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Além disso, vamos mostrar que tal apliccdo é conjugado linear. Para A\ € C,

temos

(AN a) + (a,0)" = (MA+a,Ma+b)" = (MA+ a,(Ma+ b))
= (MA+a, \a" +0") = M(N\,a") + (a,b")
= W)+ (b

Exemplo 6.1.5. Sejam A uma *-dlgebra e I um ideal de A autoadjunto.

Entao a aplicagcio @ — (@)* = a* € uma involugio em A/I.

Primeiro vamos mostrar que tal operacdao esta bem definida. Sejam
a,b € A tal que a ~ b, isto é, a —b € I. Como I é autoadjunto, entdo
a* —b*=(a—>b)" €l. Logo, a* ~b*. Para A € C e c,c; € A, temos

(Aet+e) = (Aeta) =Actea) =t +cf ="+

Assim, tal aplicagcao é conjugado linear. Também, ((¢)*)* = (¢*)* = ¢ e
((e)(c1))* = (ccr)* = cie* = (e1)*(e)*. Logo, A/I é uma x-dlgebra.

Lema 6.1.6. Seja A uma *-dlgebra e a € A. Entdo

3. Se A € unital, entao 1* = 1.
4. Se A é unital e a € Inv(A), entdo (a*)~! = (a7 1)*.

Demonstra¢io. Como 0 = 0" —0* = (040)*—0* = 0" +0*— 0" = 0%, segue
que 0 = 0*.

Note que a*+(—a)* = (a+(—a))* = 0. Portanto, (—a)* = —(a*).
Agora, se A é unital, entdao 1 = (1*)* = (11 )= (1")"1* = 11" = 1%,
Suponha que a € Inv(A). Entao

(@)@ ) = (a ') = 1 = (aa™")" = (a”)"(a").

Dessa forma, (a*)™! = (a™1)*. O
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Definicao 6.1.7. Seja A uma *-dlgebra tal que A é uma dlgebra de Banach.

Dizemos A é uma x-dlgebra de Banach se para todo a € A, ||a|| = ||a*||.

Exemplo 6.1.8. Os complexos sio uma x-algebra de Banach, jda que para
todo A € C, || = |)].

Em uma x-algebra de Banach se a ¢ um elemento nao nulo entao a*

¢ nao nulo, ja que 0 < |ja|| = ||a*]|.

Definicao 6.1.9. Seja A uma *-dlgebra de Banach. Dizemos que A € uma

C*-dlgebra se para qualquer a € A, temos ||a*all = ||al|*.

Exemplo 6.1.10. Seja H um espago de Hilbert. Entdo a dlgebra B(H) do
Ezemplo 2.1.9 é uma C*-dlgebra com a involucao T +— T*, tal que para

quaisquer x,y € H, € vdlido
(T'(x),y) = (2, T"(y))-
A demonstracao que B(H) é uma C*-dlgebra pode ser vista em
(KREYSZIG, 1978).
Se a é um elemento de uma C*-algebra, tome b = a*. Entao [|b*b|| =
161, isto é, [[(a*)*a”[| = ||la*||*. Como [|a*|| = ||all, segue que [laa|] = [|a]l*.

Lema 6.1.11. Seja A uma x-dlgebra tal que A é uma dlgebra de Banach e

satisfaz ||a*a|| > ||al|?, para todo a € A. Entdo A é uma C*-dlgebra.

Demonstragio. Temos para todo a € A, ||a||* < ||a*a|| < ||al/|]a*||, assim
lall < lla*[|. Segue que [la*|| < [[(a")*]| = [lal|, portanto |la*|| = |[a]], para
todo a € A.

Como A é uma 4lgebra de Banach entdo [|a*all < |a*|||la| < |lal?,

para todo a € A.
]

Exemplo 6.1.12. Sejam A e B C*-dlgebras. O espaco A ® B é um espago
de Banach com as operacoes

(a1,b1) + (a2,b2) = (a1 + as, by + by)
)\(al,bl) = ()\al,)\bl),



Capitulo 6. O Teorema de Gelfand 57

e a norma em A @ B definida por ||(a1,b1)|| = max{||ai],||b1]|}. Entdo

A @ B é uma Cx-dlgebra com as operagoes

(al,bl)(ag,bg) = (alag,blbg) (61)
(a1,01)" = (ag,b) (6.2)

Observe que a associatividade e bilinearidade da operag¢io (6.1) seque
da associatividade e bilinearidade das multiplicacoes de A e B. Entdo a
operacao (6.1) é uma multiplicacio em A® B. Para (a1, b1), (as,be) € A B
e A€ C éwdlido

(Aa, br) + (a2, b2))" = (Aaj + a3, b +b3) = A(aj, by) + (a3, ;)
A

Entao a operagao (6.2) é conjugado linear. Além disso,
(a1,01)" = (a3, b1)" = (ar",b7") = (a1, b1).
L,
((a1,b1)(az, b2))" = ((ar1az,b1b2))" = ((a1a2)", (biba)*) = (azay, bsby)
= (ag,b3)(ay,by) = (a2, b2)"(ar, by)"

Entao a operagio (6.2) € uma involugdo. Portanto A ® B é uma *-dlgebra
e para concluir que A ® B é uma dlgebra de Banach falta mostrar que a

norma € submultiplicativa. De fato,

(a1, b1)(az, b2)|| = [[((a1a2, b1b2)|| = max{|laiasl], [|b1b2 |}
< max{|la[[lazl, [01][[[021}
< max{[Jay], [|b1]|} max{{laz |, [[ba2]|} = [[(a1, b1) |l[|(az, b2)]-
Suponha que ||(a1,b1)]| = ||a1||, entdo
[(a1, 01)"(ar, 1) || = [[(atar, b1by) || = max{{|aja ], [|b701] }-
Como [lajarl = llav]|* e |biball = [[bo]f?, segue que
(a1, b1)*(ar, )| = [[(atar, bi0) || = max{]lai|l?, [|ba]|*}

= Jlar]l* = [l(a1, b0)]1*

Pelo Lema 6.1.11, A® B € uma C*-dlgebra.
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Dado uma C*-algebra A, pelo exemplo anterior C & A é uma C*-

algebra. Tal exemplo nos sera 1util e vamos denotar a C*-algebra C & A por
A
Exemplo 6.1.13. Considere a dlgebra de Banach unital [*°(S). Defina em

[1°°(S) a aplicagio f — f* = f. Vamos mostrar que [*(S) é uma C*-dlgebra.
Sejam f1, fo € 1°(S) e A € C. Entdo

A+ ) =M+ =M+ 15,
e claramente fi* = f e (fof1)" = fi f5. Como fifi= fifi =|fI? e
sup | f*(x)] = (sup | f(x)])?,
TeS TeS

Entao
£ 1% = 1%l = 1F* fll -
Segue do Lema 6.1.11, que I*°(S) é uma C*-dlgebra.

Defini¢ao 6.1.14. Seja A uma C*-dlgebra. Se B é uma x-subdlgebra fe-

chada de A entdo dizemos que B é uma C*-subdlgebra de A.

Note que uma C*-subalgebra é também uma C*-algebra.

Exemplo 6.1.15. Seja X um espago topoldgico. O espago Cy(X) do Exem-
plo 2.1.11, € uma C*-subdlgebra de I*°(X). De fato, se f € Cy(X) entdo

f* = 7 - Cb(X)

Exemplo 6.1.16. Seja X um espaco Hausdorff localmente compacto. Se

f € Co(X), para qualquer x € X, |f(x)| = |f(x)|. Logo, para todo ¢ > 0,

o conjunto K = {x € X : |f(x)| = €}, é compacto, pois K = {x € X :
|f(z)] = e}. Portanto f* € Cy(X) e Co(X) € uma C*-subdlgebra de [*°(X).

No Exemplo 2.1.8, denotamos a classe de equivaléncia de f por f.

No préoximo exemplo vamos denotar por [f].

Exemplo 6.1.17. Seja (X, Q, p) um espago de medida. Entdo L>(X,Q, i)
¢ uma C*-dlgebra com a involugdo definida por f — [f]* = [f] (classe de

equivaléncia do conjugado de f).
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Sejam [ ~ f1. Logo, existe P € Q tal que u(P) =0 e para x € P¢,
temos f(z) = fi(z). Entdo, f(z) = fi(x) para x € P°¢. Portanto f ~ fi.

Entdo a operacao estd bem definida.

Note que tal aplicagao € conjugado linear. Para X\ € C e [f1],[f2] €
L>*(X,Q, 1), temos

(M + fo)) =M+ fol = ALA]+ [l = ALAIT+ [fo]"

Além disso, satisfaz

LA =11 = [ 1=/

([RIADT = [RAI = [2A] = [fllA] = AL

Entao L>®(X,Q,u) é uma *x-dlgebra e uma dlgebra de Banach. Vamos
mostrar que | Aill> < | ffill = 121 Como Ilfi]l = inf{sup{|fi()] : @ €
P¢} P e Q, u(P) = 0}, entao para todo n € N, existe P, € Q tal que
p(Fn) =0e

1
sup | fi(2)[* < [ ffll + —
xeP¢ n
Defina K = U,enP,. Entao, para todon € N
1

sup [ fu(2)[> < [[f2I] + .
reKe n

Seque que
sup | fi(2)]* < [ f7]-
reKe

f1(z)]? . Observe que u(K) = 0, entdo
fi(@)]).

Como (supycre |fi(2)])? = supyerce
(inf{ sup{|fi(x)| : x € P} : P € Q, u(P) = 0})? < (Suppeke
Portanto,

IAlI* = (inf{ sup{|f1(2)] : 2 € P} : P € Q, p(P) =0})* <[ f]l
Pelo Lema 6.1.11, L>(X,Q, u) é uma C*-dlgebra.

Definig¢ao 6.1.18. Sejam A uma *-dlgebra e a € A.

1. Se a = a*, dizemos que a ¢ autoadjunto.

2. Se a*a = aa*, dizemos que a é normal.
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3. Se A € unital e a*a = 1 = aa™, dizemos que a € unitdrio.

Exemplo 6.1.19. Considere o espago de Hilbert (% (espago das sequéncias
()nen C C que X2, |x,|> < 00). Defina o operador

T 62 — 52, (.%’1,.1’2,.%'3, ) — (0,$2,$3, )

Como |T|| = 1, entao T € B({?). Note que para quaisquer (* > x =

(11,2, 23,...) e > >y = (y1,y2,¥3,...) temos
<T(5C)7y> = 2;2 InYn = (x,T(y)}
Portanto, T'=T".

Exemplo 6.1.20. Considere a C*-dlgebra B(C"). Para T € B(C") e para
uma base dada de C", podemos representar T e T™ como matrizes quadradas

n X n, A e B respectivamente. Entdao, usando que para x,y € C",
(z,y) = 'y,

onde x ey sao escritos como vetores coluna e xt significa o vetor transposto,

temos
(T(x),y) = (Az,y) = (Az)'y = 2' Ay = o' Ay = (2, A'y) = (¢, T"(y)).

Seque que B = A",

No caso dos complexos, note que todo elemento pode ser escrito de
forma tnica como a + ib, com a, b autoadjuntos (neste caso reais). Este

mesmo fato vale em geral conforme o seguinte lema.

Lema 6.1.21. Sejam A uma *-dlgebra e a € A. Entdo existem unicos

. ) ) , . a-+a*
elementos autoadjuntos b,c € A tais que a = b+ ic. Além disso, b = 5
a—a*
ec= ,
21
. a+a* a—a* ,
Demonstracao. De fato, para b = ec = temos b + ic = a.

2 21
Também temos

(a—l—a*)* a*+ (a*)" a*+a (a—a*)* —a* 4+ (a*)* —a*+a
e = = :
2 21 )

21 21
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Portanto b e ¢ sao autoadjuntos. Agora suponha que existem elementos

autoadjuntos by, c; € A tais que by + ic; = a. Entéao,
by —ic; =b] —ic] = (by + i) =a”.

Segue que
b _2b1_(bl—l—z’cl—l—bl—z’cl)_a—l—a*
T2 T 2 2

Da mesma forma,

2i01 (bl + iCl + —bl + icl) a—a*
C1 = = = .
DY 2 2

[]

Teorema 6.1.22. Seja A uma C*-dlgebra e a um elemento autoadjunto de
A. Entdo r(a) = ||al|.

Demonstragio. Como a é autoadjunto, entdo ||a?|| = ||a*a||. Como A é uma
C*-4lgebra, entdo ||a*a|| = ||a||*. Segue que ||a*|| = ||a*a| = ||a|*.
Vamos mostar por inducdo que para todo n € N, ||| = ||a]|*".
Suponha que para k € N, é valida a igualdade [|a®"|| = ||a/|*". Como a &
2%

autoadjunto entao a" é autoadjunto. Segue que

o> = 1la”>" || = [l a®|| = [|(a™)*a**].
Como A é uma C*-algebra entao
(@) a®]| = [la**|]*.

Da hipétese de indugao temos

k ok k+1
112 = (lall*)? = llal**" = [lal*"
Portanto para todo k € N, ||a®'|| = ||a||*". Pelo Teorema 4.0.15,
r(a) = lim fla"|'" = lim a®|[V*) = lim [lal| = [la].
n—oo n—oo n—oo
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Em geral, um espacgo vetorial pode ter varias normas que o transfor-
mam em espaco normado. Para C*-algebras isto nao ocorre, conforme o

seguinte corolario.

Corolario 6.1.23. Seja A uma *-dlgebra. Entao existe no mdximo uma

norma em A tal que A é uma C*-dlgebra.

Demonstracio. Sejam || ||; e || |2 normas em A que tornam A em uma
C*-algebra. Assim, para a € A, a*a é autoadjunto. Entao pelo Teorema
6.1.22, para j € {1,2} temos

(lall)* = lla*al|; = r(a"a).
Logo, ||a||; = y/r(a*a) = ||a||2, para todo a € A. Portanto || ||y = || [[2. O

De certa forma para algebras de Banach, ja haviamos notado uma
relacao entre a norma e sua estrutura algebrica, como por exemplo o
Lema 3.0.17 e o Teorema de Beurling. Para C*-algebras, da igualdade
|a|]| = y/r(a*a), a sua norma fica determinada pela sua estrutura dlgebrica.

Definicao 6.1.24. Sejam A e B *-dlgebras. Dizemos que um homomorfismo

w: A —> B é um x-homomorfismo se @ preserva adjuntos, isto é, para
todo a € A, p(a*) = (p(a))*.

Exemplo 6.1.25. Sejam A uma x-dlgebra e I um ideal de A autoadjunto.

Considere a *-dlgebra do Exemplo 6.1.5. Entao a aplicacdo
v A— A/l, awa,

¢ um *x-homomorfismo. De fato, pelo Exemplo 4.0.7, ja sabemos que tal

aplicacao € um homomorfismo. Note que para todo a € A,
P(a®) = a* = (a)" = ¥(a)".

Exemplo 6.1.26. Considere a C*-dlgebra B(C?). Tome o operador L €

B(C?) tal que na base canodnica seja representado pela matriz M, dada por

MG 0)
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Y= 0 1
A

Defina a aplicagio ¢ em B(C?), por

Seque entao que

o(T)=LTL ™.
Note que para A € C e Ty, Ty € B(C?) temos
Oy +Ty) = LTy + 1)L~ = ALTI L™ 4+ LTy L = Mp(Th) + ¢(T3).

L,
gO(TlTQ) = L(TlTQ)L_l = (LTlL_l)(LTQL_l) = (p(Tl)(p(TQ)

Portanto ¢ é um homomorfismo. Vamos mostrar que o nao é um *-

homomorfismo.

Tome o operador T € B(C?) representado pela matriz A na base

A(; g).

Pelo exzemplo 6.1.20, seque que o adjunto de L, L=" e T sdo representados

canonica, dada por

pelas matrizes

M*_(1. 1)7 (Ml)*_<0 z) eA*_(l 0)7
—7 0 1 — 00

respectivamente. Como

MA*M ™ = (8 1 ) + (0 0) = (M Y*AM* = (MAM1)*,

Segue que (1) # (T)".

Lema 6.1.27. Sejam A e B x-dlgebras e p : A —> B um x-homomorfismo.

Entao a imagem de p é uma x-subdlgebra de B.

Demonstracao. Pelo Lema 4.0.8, Im(p) é subalgebra de B. Seja b € Im(y).
Entao existe a € A, tal que ¢(a) = b. Como ¢ é um x-homomorfismo
entao b* = (¢(a))* = p(a*). Portanto b* € Im(y). Logo, Im(y) é uma
x-subalgebra de B. O
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6.2 Unitizacdo de C*-Algebras

Nesta se¢ao mostraremos que toda C*-algebra pode ser incluida em

uma C*-algebra unital.

Definigao 6.2.1. Seja A uma C*-dlgebra. Dizemos que o par (L, R) de
operadores lineares limitados em A € um duplo centralisador em A, se para

quaisquer a,b € A, satisfaz
L(ab) = L(a)b, R(ab) =aR(b) e R(a)b= aL(b).

Exemplo 6.2.2. Sejam A uma C*-dlgebra e ¢ € A. Defina as aplicagoes
Le(a) = ca e R.(a) = ac. Vamos mostrar que o par (L., R.) é um duplo

centralisador em A. Para A\ € C e a,b € A, temos
L.(Aa+0b) = c(Aa+b) = Aca + c¢b = AL.(a) + L.(D).

Da mesma forma, mostramos que R.(Aa+b) = AR.(a)+ R.(b). Para a € A,

temos

[Le(a)l] = lleall < llefll|all
Como llell = [le*]| € llec*]| = lel?, entdo
¢ ¢ el llell?
el = ezl = 75 = Fop = llell:
el lest ™Al e
Dessa forma, ||L.|| = ||c||. De modo andlogo podemos mostrar ||R.| =

cl|. Veja que o par (L., R.) satisfaz para quaisquer a,b € A,
L.(ab) = c¢(ab) = (ca)b = L.(a)b, R.(ab) = (ab)c = a(bc) = aR.(b) e
R.(a)b = (ac)b = a(cb) = aL.(b).
Portanto, (L., R.) € um duplo centralisador.

Lema 6.2.3. Se (L, R) é um duplo centralisador em uma C*-dlgebra A,
entdo | L|| = || R]|.
Demonstracio. Seja b € A. Se L(b) # 0, entao

O O]
Mzer ™ = e =~ O




Capitulo 6. O Teorema de Gelfand 65

Portanto,

ILO)]| < sup [laL(b)]]. (6.3)

lall=1

Para a,b € A, temos
laL(b)]] = [[R(a)bl| < [|R(a)[[[[ol]] < [[R][||all[b]]
Segue que

sup laZ(®)] < [IR[[]]8]]- (6.4)

Por (6.3) e (6.4) temos ||L(b)|| < [|R]|||b]|.- Segue que |[L]| < ||R||- A desi-
gualdade [|L|| < ||R]| segue de forma similar a anterior.

]

O conjunto de duplo centralizadores em uma C*-algebra A é denotado
por M(A). Na proxima proposi¢ao vamos considerar tal conjunto com as

operagoes de soma e multipliccao por escalar coordenada a coordenada.

Lema 6.2.4. Seja A uma C*-dlgebra. Entio M(A) é um subespaco vetorial
fechado de B(A) & B(A) com a norma do Exemplo 6.1.12.

Demonstracio. Sejam X € C e (L1, Ry), (L2, Ry) € M(A). Para quaisquer
a,b € A, temos

()\Ll + LQ)(CLb) = )\Ll(a)b + Lz(a)b = (>\L1 + Lg)(a)b,

(ARy + Ro)(ab) = AaRy(b) + aRa(b) = a(ARy + Ro)(b),
(ARy + Rs)(a)b = ARy(a)b+ Ro(a)b = AaLy(b) + als(b) = a(ALy + Lo)(b).

Entao A(Ly, R1)+(La, Ry) € M(A). Portanto M (A) é um subespago vetorial
de B(A) ® B(A).

Vamos mostrar que tal subespago é fechado. Seja (L, R) € M(A).
Entao existe uma sequéncia (L, R,)neny C M(A), tal que (L, R,) —
(L, R). Portanto, para todo € > 0, existe ny € N, tal que para n > ny,

(L, — L,R, — R| <e.
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Como ||(L,—L, R,— R)|| = max{||L,— L||, || R, — R||}, segue que L,, — L
e R, — R em B(A). Assim, pela Proposicao 2.1.18,

L(ab) = lim Ly(ab) = lim Ly,(a)b = L(a)b,

R(ab) = lim R, (ab) = lim aR,(b) = aR(b),

R(a)b= lim R,(a)b= lim alL,(b) = aL(b).
Logo (L, R) € M(A).

Se L € B(A), defina L*: A — A, por L*(a) = (L(a*))".

Lema 6.2.5. Seja A uma C*-dlgebra. A aplicagio L — L* € uma aplicagdo

conjugado linear isométrica de B(A) em B(A) que satisfaz
1. (L*)*=1L.
2. (LL\)* = L*L}.

Para L, L, € B(A).

Demonstra¢do. Primeiro vamos mostrar que L* € B(A). Sejam \ € C e
a,b e A. Temos

L*Qa+b) = (L((ha+ b)) = (L(\a" + b))’
= AML(a)* + (L))" = A\L*(a) + L*(b).

Também, [|L*(a)|| = [[(L(a"))"|| = [|L(a")]]. Como [la*|| = [|a]|, entdo

127 = sup{[[L*(a)[ [ @ € A, |la]| =1}
= sup{[|L(a")[| [ a € A, lal| = 1} = [|L]|.

Logo, L* € B(A).
Sejam A\ € C e Ly, L, € B(A). Entao para a € A,

(AL + Lo)*(a) = ((ALy+ Lo)(a”))" = (ALa(a”) + La(a"))"
= AMLi(a")" + (La(a"))" = ALj(a) + L3(a).

Dessa forma, L — L* é uma aplicagao conjugado linear.
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Como (L*)*(a) = ((L*)(a*))* = (L(a™))*™ = L(a) para todo a € A,
entdo (L*)* = L. Além disso, para todo a € A,

(L7 o Li)(a) = L*((L1(a"))") = (L o L1)(a"))" = (L o L1)*(a).
Entao (LL,)* = L*L*. 0

Proposigao 6.2.6. Seja A uma C*-dlgebra. Entao o espago vetorial M(A)

com a operacao de multiplicacao definida por
(L1, R1)(Lo, Ry) = (L1Ly, RoRy), (6.5)
e a tnvolucao por
(L1, By)" = (Ry, L17), (6.6)
¢ uma C*-dlgebra.

Demonstracao. Sejam (Lq, Ry), (Lo, R) e (L3, R3) € M(A) e A € C. Pri-
meiro vamos mostrar que a multiplicacao é fechada em M (A). Para quais-

quer a,b € A, é valido
(L1L2)(ab) = Li(L2(a)b) = Li(L2(a))b,

(R2R1)(ab) = Ry(aRi(b)) = aRa(Ri(b)),
a(L1L9)(b) = Ry(a)L2(b) = Ra(R1(a))b.
Assim, (L1Ly, RoRy) € M(A).
A associatividade da multiplicacao segue do fato que a composicao

de fungoes é associativa. Vamos mostrar que a aplicagao (6.5) é bilinear.

Utilizando que B(A) é uma algebra (Exemplo 6.1.10), temos

(L1, R)(M(La, R) + (L3, R3)) = (L1, Ri)(ALs + L3, ARs + R3))
Li(ALs + L3), ARy + R3)Ry)
AL1Ly + L1 L3, \RsRy + R3Ry)
AL1Ls + L1 L3, \RsRy + R3Ry)
— A(L1Ls, RyRy) + (L1Ls, R3Ry)

= /\(Ll, R1>(L2, RQ) + (Ll, Rl)(Lg, R3)

(
(
(
(
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De modo andlogo é possivel mostrar que (AL, Ry) + (L3, R3)) (L1, Ry) =
A Lo, Ro)(L1, Ry) + (L3, R3)(L1, Ry). Portanto a aplicagao (6.5) é bilinear.

Vamos mostrar que (6.6) é uma involugao. Pelo Lema 6.2.5, a aplicagdo
L — L* é conjugado linear, entao
(AMLy, Ry) + (Lo, Ro))* = ((AL1+ Lo, ARy + R))"
= ((AR1+ Rp)", (AL1 + Ly)")
= (AR} + Ry, \L] + L3)¥)
= MR;,LY) + (Ry, Ly) = M L1, R1)* + (Lo, R2)*.

Também temos a propriedade

(L, /1)*)" = (By, L))" = (L) (Ry)").
Pelo Lema 6.2.5, (L})* = Ly, entao ((Ly1, R1)*)* = (L1, R1). Novamente pelo
Lema 6.2.5, é vilido que (RoRy)* = R5R;

(L1, R1)(Lo, Ro))" = (L1Lg, RoRy)" = ((RoR1)", (L1L2)")
R5RY, L1L3)
Ry, Ly) (R, L)

LQ, R2>*(L1, Rl)*

/N /N /N

Portanto a aplicacao (6.6) é uma involu¢ao. Como B(A) é uma C*-algebra,
entdo para Ly, Ly € B(A) satisfaz ||L1Ls|| < || L1||||L2||. Entao,
I(Ly, B) (Lo, Ro)l| = ([(La Lo, RoRy)|| = ([ L1 Le|l
[ Lal[[| Lall = ([ (L1, B)|I[|( L2, Ra)]|-
Dessa forma, a norma em M (A) é submultiplicativa. Como B(A) @ B(A) é
um espaco de Banach entao M (A) é Banach, ja que M(A) é fechado em
B(A) & B(A). Concluimos que M(A) é uma x-algebra de uma algebra de

Banach. Como para |[ja|| =1,
ILi(@)* = [(L1(a))"Li(a) | = [Li(a") La(a)|| = lla" (R L1)(a)l]
[ By La|| = [[(Ry Ly, RaLy)|| = [[(Ly, Ba)™ (L, Rl
Como || L[|* = supyjq—; [ L(a)][?, entdo

1L, R)IIP = IILI* = S IZ(@)]1* < (L1, Ra)* (L, Ry)l-
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Do Lema 6.1.11, M(A) é uma C*-algebra.

Lema 6.2.7. Seja A uma C*-dlgebra. A aplicacao
£:A— M(A), a— (Ly, Ry)

¢ um x-homomorfismo isométrico.

Demonstracao. Sejam a,b € A e A € C. Note que para todo ¢ € A,
Lyais(c) = (Aa + b)(c) = Aac + bec = AL4(c) + Ly(c). Da mesma forma,
podemos mostrar que Ry, 5(c) = AR,(c)+ Ry(c). Também satisfaz, Lq(c) =
(ab)e = a(bc) = (LyLp)(c) e Rap(c) = c(ab) = (RyR,)(c). Entao

f()\CL + b) - (L)\a-i-ba R)\a+b) - ()\La + va )\Ra + Rb)
— AL, Ro) + (Ln, By) = A&(a) + £(b).

E também,

f(ab) - (Laba Rab) - (LaLb; RbRa)
= (La, Ra)(Ly, Ry) = §(a)€(D).

Portanto £ é um homomorfismo. Note que L!(c) = (Ly(c*))* = (ac*)* =
ca* = Ry+(c). De forma analogo, mostramos que R (c) = Ly+(c). Segue que
€(a*) = (Lo, Rer) = (R:, LE) = (La, Ro)* = (£(a))*. Que ¢ é uma isometria
segue do Lema 6.2.3. ]

Proposicao 6.2.8. Sejam A e B espagos de Banach e p : A — B uma

transformagdo linear isometrica. Entao p(A) € fechado em B.

Demonstracao. Seja y € p(A). Entao existe uma sequéncia (¥, )nen C ¢@(A)
tal que y, — y. Como (y,)nen C @(A) é uma sequéncia convergente em

B, entao tal sequéncia ¢ de Cauchy.

Considere para cada n € N, z, = ¢ !(y,). Entdo a sequéncia
(Zn)neny C A é de Cauchy, ja que para quaisquer n,m € N, ||z, — x| =
|y — ym||- Como A é completo, entdo x,, — x. Note que p(x) = y, pois
o — (), 14 que

0 < lyn = (@)l = lle(zn) = p@)|| = 20 — |,
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e ||z, —z|| — 0, entdo ||y, — ¢(z)|| — 0. Logo, y € p(A).
]

Da proposigao anterior temos que a imagem &(A) C M(A) do Lema
6.2.7 é fechado em M (A).

Vimos no Exemplo 6.1.4 que se A é uma %-algebra, entdo A é uma

«-4lgebra. Porém, observe que se A =C e b= (1,—2) € A, temos
B> =9 e [lb*b] = [I(1,0)] = 1.

Logo, se A é C*-algebra, em geral A com a norma [|(\,a)| = |A| + ||a|| ndo
é uma C*-dlgebra. Futuramente iremos definir uma norma em A, de forma

que A seja uma C*-4lgebra.

Lema 6.2.9. Sejam A uma *-dlgebra e B uma C*-dlgebra. Se o : A — B é
um x-homomorfismo injetor a aplica¢io definida em A por ||al|a = ||¢(a)|| B

¢ uma norma submultiplicativa que satisfaz ||a*alla = ||al|4.

Demonstracio. Observe que pelo fato de ¢ ser linear e injetor entdo || ||4 é

uma norma em A. Para a,b € A,

labll.a = [le(ad)l| 5 = lle(a)e®)ls < llea)llslle®)]ls = llallallb]l.a.
Entao || |4 é submultiplicativa e para todo A € A, satisfaz
la*alla = llp(a”a)llz = (¢(a))"e(a)lls = ll¢(a)l = llal%.
L]

Proposicao 6.2.10. Se A é uma C*-algebra, entdo existe uma unica norma

em A fazendo dela wma C*-dlgebra.

Demonstracdao. Primeiro suponha que A possui unidade. Defina a aplicacao

w: A— A, (MNa)— (\A+a).
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Vamos mostrar que ¢ é um x-homomorfismo injetor. De fato, sejam o € C
e ()\1, bl), ()\2, b2) c A. Entao,

p(a(r, 01) + (A2,02)) = @((ads + Ag, aby + b2))
= (a1 + Mg, (@A + Ao)1 + aby + by)
= a(A, AL+ D1) + (A2, Aol + bo)
= ap((M,01)) + ©((A2, b2)).

Também satisfaz,

©((A1,01) (A2, 02)) = ©((A1 A2, A1ba + Aaby + b1b2))
= (A1 A2, At dol 4+ A1bo + Aoby + br1bo)
= ()\1, /\11 + bl)()\g, )\21 + bQ) = gO((Al, bl))w(()\g, bQ))

Além disso, ¢ preserva adjunto, isto €,

(A1, 01)))" = (A, AL+ 01)" = (A, il +07) = (A1, 07)) = (A1, b1)").
Portanto ¢ é um *-homomorfismo. Claramente ¢ ¢é injetor.

Defina ||(A, a)||1 = ||¢((A, a))||. Pelo Lema 6.2.9, || ||1 é uma norma
submultiplicativa que satisfaz ||(\, a)*(\, a)||; = [|(\, @)||?, para (), a) € A.
Seja (a,b) € A;. Entao ¢((o, —a + b)) = (o, 0 — v + b) = (o, b). Entao, ¢

é sobrejetor.

Vamos mostrar que || |[; é completa. Seja uma sequéncia de Cauchy
(Ans G )nen em A. Entdo a sequéncia (p(An, ap))nen € de Cauchy em A
Como A; é completo existe (o, b) € A; tal que a sequéncia p(\,, a,) —

(a,b). Como ¢ é sobrejetora, existe (A, a) tal que p(X,a) = («,b). Entao,

0 < s an) = (A @)l = [lo(An, an) = (A, a)[| = [lo(An; an) — (a, D).

Como [|¢(An, an) — (a, b)|| — 0, entao (A, a,) —> (A, a). Portanto || ||; é

completa. Concluimos que A é uma C*-algebra.

Suponha agora que A nao possui unidade. Na notagao do Lema 6.2.7,
vamos mostrar que £(A) N C1 = 0. Suponha que A1 € £(A) N C1 tal que
A # 0. Portanto existe ¢ € A tal que (L., R.) = (Aidg, Aid4). O que implica
que para todo a € A, (ca,ac) = (Aa, Aa), isto é,

c c
—a=a=a—.

A A
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c
Portanto 3= 1, o que é um absurdo.

Defina ¢ : A — C1 @ E(A), (X a) — (Nidg + Lq, Midg + R,). isto

é, (A, a) = A1 4 £(a). Claramente ¢ é um isomorfismo. Também satisfaz

(p(A, @) = AL+ (£(a))” = AL+ £(a”) = p((A,a)").

Defina agora a norma [[(A, a)|[1 = [|¢(A, a)||. Pelo Lema 6.2.9, || ||; é uma

norma submultiplicativa que satisfaz |[(X,a)*(\, )|l = [|(A, a)||3.

Falta mostrar que || ||; é completo. Para isso, como sabemos que £(A)
é fechado em M (A) entdo o espago normado quociente M(A)/£(A) com a

norma da Proposicao 2.2.5 esta bem definido. Tome a funcao

v M(A) — M(A)/v(A), (L,R)— (L,R).

A aplicacao v é continua, ja que |[(L, R)|| = inf{||(L,R) +b| | b€
v(A)} < ||[(L, R)||, e assim |[¢]] < 1. Como C1 tem dimensao finita implica
que CT é fechado em M (A)/v(A). Entdo C1 ® £(A) = ¢p~1(CT) é fechado
em M (A). Como M(A) é Banach segue que C1 @ £(A) é Banach.

Seja uma sequéncia de Cauchy (A, a,)neny €m A. Entédo a sequéncia
(A, an))nen é de Cauchy em C1 @ £(A). Como C1 @ £(A) é completo e
sobrejetor existe (A, a) € A tal que a sequéncia ¢((A, an)) — ©(@(\, a)).
Entao,

0 < [[(Ans an) = (A @)l = [lo(An, an) = @(A, @)
Como [N\, a,) — @(A,a)|| — 0, entao (A,, a,) — (A, a). Portanto || |1

é completa. Portanto A é uma C*-algebra. []

Veja que para a € A, se A é unital entao ||(0,a)||; = ||(0,04a)|| = ||a]|.
Da mesma forma, para A nao unital |[(0,a)|; = ||{(a)| = ||a||. Portanto a

funcio A > a ~ (0,a) € A é uma inclusdo.

6.3 O Teorema de Gelfand

Nessa se¢ao vamos demonstar o Teorema de Gelfand.
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Em geral, transformacoes lineares entre espacos normados nao sao
necessariamente limitadas. Além disso, um homomorfismo entre algebras
(mesmo que limitadas) nao precisam ser contrativos. Por exemplo, considere
a C*-algebra B(C"). Pelo Exemplo 2.1.16, a partir de B(C") podemos
construir uma algebra de Banach (B(C"),|| ||1), que denotaremos por Bj.

Entao o homomorfismo
id: B(C") — By, =+ x,

nao ¢é contrativo, ja que ||id||; = 2. Observe que B; nao é uma C*-dlgebra.

Para C*-algebras, vale o seguinte.

Teorema 6.3.1. Sejam A uma x-dlgebra de Banach e B uma C*-dlgebra.

Se p: A— B é um x—homomorfismo, entao ¢ é contrativo.

Demonstragdo. Suponha primeiro que A e B sao unitais e ¢ é um homo-
morfismo ¢é unital. Entdo para todo a € A, pelo Lema 4.0.9, o(¢(a)) C o(a).
Segue que 7(p(a)) < r(a) para todo a € A.

Note que para a € A, ¢(a*a) é um elemento autoadjunto em B,
ja que p(a*a)* = ¢((a*a)*) = @(a*a). Portanto, pelo Teorema 6.1.22,
r(p(a*a)) = |l¢(a*a)|. Entdo,

I”

le(a)[I” = lle(a) ea)ll = llpa®)p(a)l
“a)|

= llpla’a)l| = r(p(a’a)) < r(a’a).
Como r(a*a) < [|a*a||. Segue que
le(@)* < r(a*a) < [la*al| = [|all*.

Segue que |[¢(a)|| < ||la||, para todo a € A. Portanto ¢ é contrativo.

Suponha agora que ¢ nao ¢ um homomorfismo unital. Considere a -
algebra A de Banach, a C*-dlgebra A e o homomorfismo ¢ do Exemplo 2.1.9.
Primeiro vamos mostrar que ¢ preserva adjunto. Isto é, para (A, a) € A,

temos

(@A a)" = (A+ (@) =A+p(d) = (A a) = &((Aa)).  (6.7)
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Como ¢ é unital entdo ¢ é contrativo. Assim,

le(a)[l = (10, )| < 110, a)[| = [la].
Segue que [[p(a)]| < laf| -

Teorema 6.3.2. Seja A uma C*-dlgebra e a um elemento autoadjunto de
A. Entao o(a) C R.

Demonstra¢do. Suponha primeiro que A é unital. Seja A € o(a). Tome
z,y € R tal que A = x +dy. Para cada n € N, defina o polinomio p,, € C|[z],
dado por p, = z+ (—x+iny). Entdo pelo teorema do mapeamento espectral,

temos que p,(A) € o(pn(a)), isto é, para todo n € N,
(n+1)iy = (z +1iy) + (= +iny) = pa(A) € o(pn(a)).

Portanto, |(n + 1)iy| < ||pn(a)||. Como a é autoadjunto entao (a + (—x +
iny)1)* = a — (x +iny)1. Logo,

(n*+2n+1)y* = [(n+ Diy]* <|lpa(a)l]* = llpn(a) pula)]
= |l(a = (z +iny)1)(a + (—x +iny)1)||
= |l(a—=)*+ (ny)*1] < |l(a — z)*|| + (ny)*.

Segue que para todo n € N,
(2n +1)y* < [[(a —2)?|.

O que implica que y = 0. Entao A € R.

Considere agora o caso em que A é nao unital. Como a é autoadjunto
entdo o elemento (0,a) € A, é auto adjunto. Como A é uma C*-4lgebra
unital entao o((0,a)) C R. Segue que o(a) C R. O

Proposicao 6.3.3. Seja A uma C*-dlgebra. Se T € Q(A), entao T preserva

adjuntos.

Demonstracao. Sejaa € A. Vimos na Proposi¢ao 6.1.21 que existem b, c € A

autoadjuntos, tais que a = b + ic. Pelo Teorema 5.0.4, 7(b) € o(b) e
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7(c) € o(c). Como b e ¢ sdo autoadjuntos entdao pelo teorema anterior,
o(b) CR e o(c) C R. Logo, 7(b), 7(c) € R. Assim,

T((b+ic)*) = 70" —ic") =71(b—1ic) =71(b) —it(c)
= 7(b) +it(c) =T1(b+ic) = 7(b+ic)".

Segue que 7(a*) = 7(a)*. O

Pelo Teorema 5.0.3, sabemos que uma algebra de Banach unital
abeliana possui Q(A) # (). Porém para uma C*-dlgebra abeliana A, Q(A) =
0 s6 ocorre quando A = {0}.

Lema 6.3.4. Se A # {0} é uma C*-dlgebra, entao Q(A) # 0.

Demonstragio. Como A # {0}, existe a € A ndao nulo. Pelo Lema 6.1.21,
existem tnicos b, c € A, autoadjuntos tal que a = b+ ic. Caso b=0 = ¢
implica que a = 0, logo, existe um elemento d € A, nao nulo e autoadjunto.
Pelo Teorema 6.1.22, r(d) = ||d||. Dessa forma, existe A € o(d) tal que,
|d]|/2 < |A| < ||d||. Pelo Teorema 5.0.4, existe 7 € Q(A), tal que 7(d) =
A#0. Assim, 7 £ 0 e Q(A) £ 0. O

O seguinte teorema, que apenas sera enunciado, sera usado na de-

monstracao do Teorema de Gelfand.

Teorema 6.3.5 (Stone-Weierstrass). Seja B uma *-subdlgebra de Cy(X).
Se B satisfaz

1. Sex € X, entao existe f € B tal que f(x) # 0.

2. A separa pontos, isto €, para quaisquer x,y € X, existe f € B tal que

fx) # fy).
Entao, B = Cy(X).

O teorema anterior pode ser visto em (SUNDER, 1998).
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Teorema 6.3.6 (Teorema de Gelfand). Se A é uma C*-dlgebra abeliana

nao nula entdo a representagio de Gelfand
v:A— Co(2A)), a—a,
¢ um *-isomorfismo isométrico.

Demonstracao. Pelo Teorema 5.0.10, sabemos que v ¢ um homomorfismo

contrativo. Para 7 € Q(A) e a € A, pela Proposi¢ao 6.3.3 temos que

7(a*) = 7(a) = (7(a))*, entdo

Entao vy(a*) = (v(a))* para todo a € A. Vamos mostrar agora que v é uma
isometria. Relembre pelo Teorema 5.0.10, que temos ||y(a*a)|| = r(a*a) e

como a*a é autoadjunto entdo r(a*a) = ||a*a||. Segue que

(Iv(@)ls)* = 1(v(a))"¥(a)le = [[7(a"a) | = r(a*a) = a"al| = [|a]>

Portanto v ¢ uma isometria.

Note que para 7 € Q(A), existe ay € A tal que 7(ag) # 0. Logo,
v(ap)(T) = T(ag) # 0. Sejam ¢, € Q(A) tais que ¢ # 1h. Assim, existe
a € A, tal que p(a) # ¥(a). Entdo, v(a)(p) = »(a) # ¢(a) = v(a)(¥).

Como v(A) é uma x-subdlgebra de Cy(€2(A)) entdo pelo teorema anterior
Y(A) = Co(Q(A)).

Pela Proposigao 6.2.8, y(A) é fechado. Portanto v(A) = Cy(Q2(A)).

O
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7 Conclusao

A importancia do Teorema de Gelfand se apresenta no sentido de
que de certa forma o estudo de varios aspectos de Cy(X) sdo mais simples
do que C*-algebras abelianas abstratas. Por exemplo, se X é compacto, o
espectro de f € Cy(X) é conhecido. Como neste caso Cy(X) = C(X), pelo
Exemplo 3.0.7, para f € Cy(X), o(f) = f(X).

Além disso, demonstramos teoremas importantes como o Teorema
do Mapeamento Espectral, o Teorema de Gelfand-Mazur, o Teorema de
Beurling, assim como obtivemos conclusoes surpreendentes como a forte
relagao algébrica de uma C*-algebra com a sua norma.

Por meio desse trabalho, é possivel perceber que a teoria de algebra

de operadores é mais rica que espagos de Banach, no geral, com varios
exemplos interessantes expostos.
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