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RESUMO

Este trabalho apresenta uma introducao a discretizacao de equa-
coes diferenciais utilizando a técnica de diferencas finitas, fazendo
uso dos métodos explicito e implicito. O objetivo principal é apre-
sentar alguns desenvolvimentos do ponto de vista tebrico e com-
putacional com enfoque no modelo fundamental das equagoes pa-
rabolicas. Assim, inicialmente, iremos discorrer sobre os concei-
tos preliminares para melhor compreensao do desenvolvimento do
trabalho e entao apresentaremos alguns conceitos indispenséveis
para convergéncia de um método numérico, exemplos e simula-
¢oes numéricas.

Palavras-chaves: Equacgoes Diferenciais. Discretizacao. Diferen-
cas Finitas. Equagoes Parabolicas. Equagao do Calor.






ABSTRACT

This course conclusion work presents an introduction to the
discretization of differencial equations, making use of the finite
difference technique, utilizing the explicit and implicit methods.
The main objective is to present some developments to the
theoretical and computational point of view with emphasis on
the fundamental model of parabolic equations; therefore, firstly
we are going to expatiate about the preliminary concepts to
improve the works development understanding and,
subsequently, we will present some indispensable concepts for
the convergence of a numerical method, examples, and
numerical situations.

Keywords: Differential Equations. Discretization. Finite
Differences. Parabolic Equations. Heat Equation.
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LISTA DE SIMBOLOS

Derivada n-ésima da funcao f em relacao a x.

Somatério. Soma dos a;, onde 4 varia entre os
nimeros naturais, a partir de 1 até n, ou seja,
n

tem-se que Zai =(a1+as+...4+a,).

i=1
Conjunto dos nameros reais.

Conjunto dos pares de niimero reais da forma
(x,y), onde z,y € R.

Conjunto dos numeros complexos.

Valor absoluto de a. Se a > 0 tem-se que |a| =
a. Caso a <0, |a| = —a.

Intervalo fechado de a até b, isto é, para a,b €
R tem-se que [a,b] ={z € R:a <z <b}.

Intervalo aberto de a até b, isto é, para a,b € R
tem-se que (a,b) ={z € R:a <z <b}.

a € estritamente menor que b.
a é estritamente maior que b.
a € menor ou igual a b.

a € maior ou igual a b.
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1 INTRODUCAO

As Equacgoes Diferenciais Parciais podem ser interpreta-
das como uma formula¢do de um modelo matematico para pro-
blemas reais usuais em muitas aplicagoes de Fisica, Quimica, En-
genharia e Economia. Recentemente sao ferramentas indispensa-
veis para a Biologia com todas suas ramificacoes, resolvendo uma
quantidade expressiva de problemas.

As técnicas de solucdo numeérica para equacoes diferenci-
ais sao bastante variadas e, para este trabalho, escolhemos traba-
lhar com o método das diferencas finitas. Todo o contetido tem en-
foque no modelo fundamental das equagoes parabélicas, também
conhecida como equagao do calor (mencionaremos equagoes de 2*
ordem em uma funcao incoégnita com até duas varidveis espaciais
e uma temporal). O objetivo principal deste trabalho é realizar
simulagoes numéricas e entao, para a programagcao, utilizamos o
software MATLAB, que é uma interface grafica padronizada que
permite a solugao de problemas razoavelmente complexos sem a
necessidade de um grande conhecimento sobre programagao.

O trabalho que aqui segue esté dividido da seguinte ma-
neira: o Capitulo 2 esta destinado aos conceitos preliminares, que
permitem uma boa compreensao dos capitulos seguintes. E im-
portante salientar que apresentaremos aqui a definicdo de malha
para uma e duas dimensoes e a definicdo da série de Taylor, fer-
ramenta esta que embasa toda a construgao de aproximacoes por
diferencas finitas.

No Capitulo 3 apresentamos o método das diferencas fi-
nitas e o método de Euler, o que possibilita verificarmos como se
d&, numericamente, a propagagao de uma condic¢ao inicial para
o interior do dominio da equagao diferencial. Na sequéncia, apre-
sentamos as defini¢Oes de erros, consisténcia e estabilidade. Por
fim, apresentamos a simulacao numérica de dois problemas.

No Capitulo 4, iniciamos discorrendo sobre o modelo fun-
damental das equagoes parabdlicas em uma dimensao espacial e
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uma temporal. Apresentamos os métodos explicito e implicito e as
devidas defini¢oes de erro de truncamento local e erro global para
duas dimensoes. Aqui, fizemos um desenvolvimento detalhado re-
ferente a estabilidade e, em seguida, realizamos a simulagao com-
putacional de ambos os métodos para um exemplo escolhido. A
altima parte deste capitulo trata sobre a discretizacao da equacgao
do calor em duas dimensoes espaciais e uma temporal; o grande
objetivo aqui é a simulacao numérica utilizando o método expli-
cito e, por este motivo, omitimos, por falta de tempo, a dedugao
da estabilidade e consisténcia, dois topicos extremamente impor-
tantes para que possamos garantir a convergéncia no exemplo
proposto.



2 CONCEITOS PRELIMINARES

Este capitulo é destinado a apresentar uma revisao de
conceitos basicos necessarios para um bom entendimento dos capi-
tulos seguintes. Abordamos as defini¢oes de equacgoes diferenciais
ordinérias, equagoes diferenciais parciais (principal foco deste tra-
balho), fungao lipschitziana, fun¢ao continua e sequéncia de Cau-
chy. Além disso, apresentamos as classificacbes de uma equacao
diferencial quanto & linearidade e ordem, e também destacamos
quando uma equagao diferencial é eliptica, hiperboélica ou para-
bélica e discorremos sobre o que é um problema bem-posto no
sentido de Hadamard. As principais referéncias utilizadas neste
capitulo foram [4], [7], [5] e [14].

Definigao 2.1. Uma equagao diferencial ordinaria (EDO) é uma
equagao da forma

F(z,y(x),y'(x),y" (@), ,y"(2)) =0, (2.1)

envolvendo uma fun¢do incognita y = y(x) e suas derivadas. Dize-
mos que x ¢é a variavel independente e y a variavel dependente [4].

Defini¢gao 2.2. Uma equagao diferencial parcial (EDP) é uma
equagao que envolve uma funcao de n variaveis, (n > 2) e suas
respectivas derivadas parciais de ordem até m, com m > 1. Tal
equagao apresenta-se da seguinte forma:

ou ou 0%u O*u om™u
671‘17'”787%’87;3%7 axlaxz,...,a:EZl) —0, (22)

F (ﬂsl,...,xn,u,

onde u = u(xy,...,x,) e F' é¢ uma funcao qualquer [7].

Definigao 2.3. Sejam f uma fungao e p um ponto de seu dominio.
Dizemos que f é continua em p quando, para todo € > 0 dado,
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existe 6 > 0 (0 dependendo de ¢€) tal que, para todo x no dominio
da funcao:

p—d<z<p+d=f(p)—e< f(z) < f(p)+e

Definigao 2.4. Diz-se que uma sequéncia de numeros reais (x,,)
é uma sequéncia de Cauchy quando dado arbitrariamente € > 0,
existe ng € IN tal que

n,m € WN,n,m >ny = |z, —z,| <€

Definigao 2.5. Uma fungédo f: X — R é dita Lipschitz continua
se existe uma constante L > 0, tal que:

|f(z) — f(y)| < L|x — y|,Vz,y € X.

Teorema 2.1. Seja (x,,) uma sequéncia de nimeros reais. Tem-se
que (x,,) € convergente se, e somente se, (x,) € uma sequéncia de
Cauchy.

Demonstragao. Suponhamos que (z,,) seja uma sequéncia conver-

gente e seja a := limx,,.

Entao, dado arbitrariamente n > 0, existe ng € IN tal que
neN,n>ny= |z, —al <n.

Dado arbitrariamente € > 0, podemos considerar 1 = % e dai,

m,n € Nym,n >ng = |x,—2,| < |z, —a|+|zm—al <n+n=c¢,

ou seja, (z,) é uma sequéncia de Cauchy.

Reciprocamente, suponhamos que (z,,) seja uma sequén-
cia de Cauchy. Entao, temos que (z,) é limitada e admite uma
subsequéncia (x,,) convergente. Seja a := limz, . Entao, dado
arbitrariamente 1 > 0, existe n;, € IN tal que:

nj > nj, = |r,, —al <.
Além disso, sendo (z,) uma sequéncia de Cauchy, temos que

existe ng € IN tal que:

m,n € N,;m,n >ng = |, —x,,| <n.
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Desta forma, dado arbitrariamente ¢ > 0, podemos considerar
€ .
n=ge dai, considerando um termo x,,, com n; > max{n;,,no},

temos:
nelN,n>ny= |z, —a|l < |z, —x,,|+ |z, —al <n+n=¢,

ou seja, (x,) é convergente e limz,, = a. ]

2.1 CLASSIFICACAO

As equagoes diferenciais podem ser classificadas de acordo
com a ordem, linearidade e homegeneidade.

A ordem de uma equacéo diferencial é a ordem da maior
derivada que aparece na equacao. Por exemplo, uma equacao di-
ferencial ordinéria de primeira ordem na varidvel z é da forma:

F(x,u,u;) =0, (2.3)

enquanto uma equacao diferencial parcial de segunda ordem nas
variaveis x, y é da forma:

F(2,y, U, Ug, Uy, Ugyy Uz, Uyy) = 0. (2.4)
Uma EDP de segunda ordem ¢ dita linear quando pode
ser escrita na forma
Ay, + Bugy, + Cuyy + Duy, + Euy + Fu+ G = 0,

onde todos os coeficientes A, B,C, D, E e F somente dependem
das variaveis independentes x e y.

Exemplo 2.1.1. u,, + e“u,, +6 = 0.
Também é possivel classificar uma EDP de segunda or-
dem como quase-linear quando pode ser colocada na forma
Augy + Bugy + Cuyy + G(z,y, u, Uy, uy) =0,

onde os coeficientes A, B e C das derivadas duplas de u, somente
dependem das variaveis independentes x e y.
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Exemplo 2.1.2. u,, = /1 — 2% — y?u,,.

Quando nao conseguimos colocar uma EDP em nenhuma
das formas acima, dizemos que é nao-linear, ou seja, quando um
de seus coeficientes A, B,C, D, E ou F esta vinculado a variavel
dependente (no caso, u = u(zx,y)).

Exemplo 2.1.3. uu, + u,, = 0.

Quanto a classificacao, ainda, uma equacao diferencial
parcial de segunda ordem é dita nao homogénea, se pode ser posta
na forma:

Ay, + Bug, + Cuyy + Du, + Euy + F, + G =0,

onde os coeficientes A, B, C, D, E, F e G podem depender das
variaveis z e y, da fun¢ao u = u(z, y) ou das derivadas de primeira
ordem de u = u(z,y) e além disso G(z,y) # 0. Se G(x,y) =0
dizemos que a EDP é homogénea [5].

As EDP’s podem, também, ser divididas entre Elipticas,
Hiperbolicas e Parabolicas. Vamos definir cada uma delas com
interesse especial nas EDP’s Parabodlicas. Por simplicidade, vamos
classificar as equagoes em duas variaveis.

Considere a EDP

AUy + 20Uy + CUyy = T(2, Y, U, Uy, Uy ). (2.5)

Diremos que (2.5) é eliptica quando b* —ac < 0, ou seja, as raizes
desta equacao sao complexas. As equagoes elipticas estao relacio-
nadas com problemas de equilibrio que nao dependem, em geral,
do tempo. Exemplos tipicos sdo problemas de difusao, pressao,
elasticidade e vibragdo de membranas. Uma caracteristica dos
problemas elipticos s@o a propagacao das propriedades fisicas em
todas as diregoes.

Exemplo 2.1.4. Equacao de Laplace: ug, + u,,, = 0.
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Para uma EDP ser hiperbdlica, devemos ter que b*>—ac > 0
em (2.5), ou seja, as raizes da equacao sao reais e distintas. As
equacoes hiperbolicas podem, ao longo da variagao temporal, pro-
pagar resultados nao suaves ocasionando choques. Um exemplo
tipico é a equagao da onda, que é utilizada para modelar fend-
menos fisicos como ondas sonoras, aquaticas ou luminosas, sendo
vastamente utilizada na area actstica, eletromagnética e dinamica
dos fluidos.

Exemplo 2.1.5. Equacao da onda: uy — a?ug, = 0.

Por fim, quando b* —ac = 0 na equagao (2.5) chamaremos
esta equacao de parabdlica, ou seja, estas equagoes possuem raizes
reais e pelo menos uma delas se repete. As equagoes parabolicas
modelam fenémenos que evoluem com o tempo e a solugao num
ponto interior depende da condigao inicial. O modelo fundamental
das equagoes parabélicas é a equacao do calor, que é uma versao
simplificada da equacao de difusdao. Tanto as equacgoes elipticas
como as parabélicas possuem solugoes que nao permitem descon-
tinuidades, ou seja, sao suaves tanto na solugao quanto nas suas
derivadas.

Exemplo 2.1.6. Equacao do calor: u; — u,, = 0.

2.2 PROBLEMA BEM-POSTO

O termo matematico problema bem-posto vem de uma
defini¢do dada pelo matematico francés Jacques Hadamard. Pro-
blemas bem-postos devem cumprir as trés condigoes abaixo:

(i) Existéncia da solugao;

(ii) Unicidade da solugao: Condigoes de contorno e iniciais in-
suficientes levam a solugoes multiplas e quando estao em
excesso levam a solugdes nao fisicas;

(iii) A solugao depende continuamente das condigoes iniciais e
de contorno: Isso implica que pequenas mudangas nas con-
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digoes iniciais e de contorno causam pequenas mudancas na
solucao.

Quando um problema nao cumpre as condigoes propos-
tas acima, este é chamado de problema mal-posto. Um grande
nimero de problemas reais costumam ser mal-postos no sentido
de Hadamard, o que torna a resolugdo do problema um grande
desafio. Se o problema for bem-posto, sdao boas as chances de
que ele possa ser resolvido por um computador usando um mé-
todo numérico estavel. Se ele nao for bem-posto, ele precisa ser
reformulado numericamente utilizando a teoria da regularizagao,
teoria esta que foge ao objetivo deste trabalho.

2.3 SERIE DE TAYLOR

O desenvolvimento de fungbes em séries de Taylor sao fer-
ramentas frequentemente utilizadas em areas como Calculo e Ana-
lise Numérica. Expressar fungdes como a soma de termos infinitos
é uma estratégia muito util pois utilizamos tal ferramenta para
aproximar fungoes ao redor de um ponto e além disso, podemos
aplicar os conceitos de série de Taylor para estudar convergéncia
de métodos iterativos e, ainda, para buscar solugoes de equagoes
diferenciais [14].

A dedugao das principais formulas deste trabalho advém dessa
série, possibilitando assim o calculo de solucgoes iterativas para
diversos problemas.

Definigao 2.6. Chama-se série de Taylor a série de fungoes

) (5,
fa) =3 T (0 gy (2.6

A equagao (2.6) ¢ dita série de Taylor de f(z) em torno
de um ponto z = xg.

O polinémio de Taylor de ordem n em torno de z = =z
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de uma funcao n vezes diferenciavel nesse ponto é:

(x — )
1!

b T

p(x) = f(20) + f'(20) 9]
! (2.7)

(z — iUo)n'

o f(00)

Uma discussao interessante sobre a convergéncia da série
de Taylor pode ser encontrada em [11].

24 MALHA

Aqui, iremos apresentar a definicdo de malha, conceito
necessario para que possamos falar em discretizagao, pois sera
utilizada nas aproximacoes das derivadas por diferencas finitas
(ou seja, estamos interessados em valores numéricos pontuais de
uma fun¢do e sua derivada). Para o caso unidimensional, vamos
considerar o € R e h > 0. A malha de passo (ou incremento) h
associada a xg é definida pelo conjunto de pontos

Ir; = X :i:Zh,Z = 1,2,...,N,
onde nestes pontos serao calculados aproximagoes para uma fun-
gao y(x) e suas derivadas.

Nos pontos desta malha, é possivel fazermos aproxima-
¢oes utilizando o polinémio de Taylor da seguinte forma:

2 hn

y(@ +h) =y(@) + by (@) + 570" (@) + -+ (@), (28)

Neste trabalho, faremos a deducao das féormulas com uma
variavel utilizando a série de Taylor e faremos generalizagbes para
mais de uma variavel sem deduzi-las.

Para o caso bidimensional, vamos considerar o conjunto
dos pontos (z,y) onde a equagao diferencial esté definida e cons-
truir uma malha sobre estes pontos da seguinte forma:

R ={(@i,yi) = (& +ih,y + jk),i,j = £1,42,.. .},
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onde (x,y) ¢ um ponto de referéncia arbitrario, h e k sdo cons-
tantes positivas (passos/incrementos) e R é o conjunto de pontos
que compoe a malha.

Para dimensoes superiores, a definicao de malha pode ser
facilmente generalizada.

2.5 PRINCIPIO DO MAXIMO

O principio do méaximo pode ser entendido como uma
consequéncia da segunda lei da termodindmica. Segundo essa lei,
o calor se propaga de regioes com temperaturas mais altas para
regides com temperaturas mais baixas. Com isto, temperaturas
mais altas tendem a diminuir e temperaturas mais baixas tendem
a aumentar, & medida que o tempo passa. Também, em consequén-
cia disso, somos levados & conclusao de que o valor maximo da
temperatura ou ocorre no tempo inicial ou ocorre nas extremi-
dades (se considerarmos uma barra, por exemplo). E esperado
que todas as simulacoes propostas neste trabalho tenham com-
portamento coerente com o principio do méximo, validando os
resultados encontrados.



3 DIFERENCAS FINITAS UTILIZANDO A EX-
PANSAO EM SERIE DE TAYLOR

O Método das Diferencas Finitas (MDF') é um método de
resolucao de equagoes diferenciais que se baseia na aproximacgao
das derivadas por diferengas finitas. Esta aproximagao é baseada
na série de Taylor, que produz férmulas que aproximam valores
em um ponto com dependéncia de um ou mais pontos anteriores.
O MDF é um método satisfatério na resolugao numérica de EDP’s
e por este motivo, nos debrugaremos sobre este método neste
trabalho. Vamos apresentar alguns desenvolvimentos com foco
em EDOQO’s somente para embasar um exemplo numeérico, onde
o principal objetivo é aprender a linguagem de programacio. E
importante enfatizar aqui, que todo problema simulado requer
uma analise de estabilidade pois, sem ela, a simulagdo numérica
ndo pode ser validada. As principais referéncias utilizadas neste
capitulo foram [2] e [13].

Definigao 3.1. Dizemos que um truncamento é a limitagdo de
expressoes matemaéticas para um ntmero finito de termos, ou de
outra forma, é a limitagdo do nimero de digitos & direita da vir-
gula decimal.

Exemplo 3.0.1. O truncamento de um polinémio P ao grau n
pode ser definido como a soma de todos os termos de P de grau
menor ou igual a n. O truncamento de polindmios surge no estudo
dos polinémios de Taylor, por exemplo.

Definicao 3.2. O erro de aprorimacdo em determinados dados
¢é a discrepancia entre o valor exato e o valor aproximado destes

dados.

Definigao 3.3. Seja F(x,h) uma formula de diferenga para a
aproximacao da derivada de ordem ¢ de uma fungao y(x) com
erro £(x, h). Assim, pode-se escrever:

y\D(x) = F(z,h) + E(x, h).

A formula F(z, h) é dita de ordem p se E(x,h) = h*R(z), onde
R nao depende de h. Vamos utilizar a notagao £(x,h) = O(h?).
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E(z,h)
hp

Essa notagao significa que limy,_, , ¢ uma constante finita

[2].

A definicdo de ordem de aproximacao serd muito impor-
tante quando estudarmos os erros associados & formulas de dife-
rengas.

Existem trés principais féormulas que embasam os méto-
dos que serao estudados, sendo elas formula progressiva, formula
regressiva e formula centrada. Abaixo, acompanharemos a dedu-
cao destas.

O valor de uma fungao f no ponto x;; pode ser aproxi-
mada recorrendo a série de Taylor em termos do valor das deriva-
das no ponto z; (considerando x;,; suficientemente proximo de
x;) da seguinte forma:

hn
f(@ip1) = f(@) + hf'(z:) +- + gf(n)(ﬂci)a (3.1)
com h = x;11 — ;.
Fazendo o truncamento para utilizar apenas trés termos
em (3.1), podemos obter:
h2 "
f(@ivr) = (@) + hf'(2) + ?f (&), (3.2)
onde & é um valor entre x; e x;,1.

Isolando o termo f’(z;) e considerando O(h) = 2 f"(¢),

obtemos:
ey =7 (x’“)h_ &) 4 o). (3.3)

Dizemos que (3.3) é uma aproximagao para a derivada
f'(x) conhecida como formula progressiva onde O(h) é o erro de
aproximacao.

De forma anéloga, vamos aproximar o ponto x;_; da se-
guinte forma (considerando também trés termos em (3.1)):

Flas) = F(a) — hf) ~ 0 f (@),
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onde £ é um valor entre x;_; e x;. Dai, podemos obter:

fi(zs) = fz) _hf(xil) +O(h). (3.4)

Dizemos que (3.4) é uma aproximagao para a derivada
f'(z) conhecida como formula regressiva onde O(h) = % f"() ¢
o erro de aproximacao.

Agora, fazendo o uso de quatro termos em (3.1), obtemos:

Quando queremos aproximar x;i:
! h2 1 h'?’ "
F@ia) = f@i) + hf (@) + 50 f7(0) + o/ (&), (3.5)

e para aproximar T;_i:

f(xifl) = f(fU) - hf/(l‘i) + };fﬁ(xz) - Z:: /”(52)7 (3-6)

considerando que z; < & < ;41 € ;01 < & < ;.

Subtraindo (3.6) de (3.5), e ap6s algumas manipulagoes,
podemos escrever:

(i) = f(zia)
2h

f'@i) = +O(h?). (3.7)

A expressao (3.7) é chamada de férmula centrada onde

O(h?) = —B (), € (x — h,z + h).

Veja que as formulas progressiva e regressiva tém erro de ordem
1 (primeira ordem) e a formula centrada tem erro de ordem 2
(segunda ordem). A ordem de um erro é importante pois nos diz
o quao rapido se d& a convergéncia de um método numérico. Na
pratica, férmulas com erros de ordem maior se aproximam mais
rapidamente do que as de ordem menor, pois a parcela que repre-
senta o erro de aproximacao tende a zero mais rapido quando h
é suficientemente pequeno.
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3.1 PROBLEMA DE VALOR INICIAL EM EDO’S

Para facilitar o entendimento das equagOes parabdlicas,
vamos iniciar discretizando e simulando um Problema de Valor
Inicial (PVI), que é um problema de evolugao que consiste em
propagar uma informagao inicial conhecida para o interior do do-
minio pela equacao diferencial.

Dado o PVI

y/ = f(x,y), (3'8)
y(a) = «a,

onde f : R? — R é uma fungao continua. A fungao y = y(z)
(x > a) é a solugdo e a € o valor inicial em a.

E importante garantirmos que ha solucdo para uma equa-
¢ao diferencial para entdo procurarmos sua solu¢do numérica. Ha
um resultado que afirma a existéncia e a unicidade de solugoes
em equagoes diferenciais.

Teorema 3.1. (Ezisténcia e Unicidade - Teorema de Picard).
Seja f(x,y) uma func¢ao continua e lipschitziana e seja o um
vetor dado. Entao, eziste exatamente uma funcao y(x) com as
sequintes propriedades:

i) y =y(x) € continua e diferencidvel para x em [a,b];
i) y'(z) = f(z,y(x)), para x € [a,b;

1) y(a) = a.

Observagao 1. Vamos omitir essa demonstragao, porém a mesma
pode ser encontrada em [1].

3.1.1 Método de Euler

Dado um intervalo [a,b], vamos dividi-lo em N partes.
Nao necessariamente essas partes devem ser igualmente espaga-
das, mas aqui vamos considerar comprimentos iguais a h. Note
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que o conjunto formado por estas divisoes é discreto, sendo que
To = a e xxy = b e ainda todos os elementos deste conjunto tém

a forma x; = a+ih,i=0,1,--- , N onde h = (b;\ra)'

Denotemos por y; as aproximagoes para y(z;),i = 1,2, ..., N
e Yo = «. Utilizando a férmula progressiva deduzida anterior-
mente, podemos aproximar o valor da equacao no ponto y; da
seguinte forma:

Y1 Y
f(xmyz) - h ’

ou ainda,
Yirr — Yi = hf (@i, 4), (3.9)
Vi=0,1,--- ,N —1.
A equagao (3.9) é chamada método explicito de Euler.

De forma analoga, mas utilizando a férmula regressiva,
podemos obter o método implicito de Fuler, que possui a forma:

Y —Yia
f(‘rwyl) - h I

ou ainda,
Yiv1 = Yi = hf(xi+17yi+1)7 (3~10)
Vi=0,1,---,N —1.

Diremos que um método numérico é eficaz quando a so-
lucao da equacao de diferencas tem comportamento similar ao
da solucao da equacao diferencial, e para garantir este comporta-
mento, vamos estudar alguns conceitos importantes.

3.1.2 Convergéncia

Seja y(z,,) a solugao exata do PVI (3.8) e y,, uma aproxi-
magao utilizando um método numérico.

Definigao 3.4. O erro global no ponto z, ¢ definido como a
diferenca entre a solugao exata e a solugdao aproximada:

€n = y(xn) — Yn-
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O erro global permite determinar quando um problema é
convergente. Note que quanto mais proximo o resultado numérico
estiver do resultado exato, menor sera o erro.

Definigao 3.5. Dizemos que um método numérico é convergente
se o erro global e, converge para zero quando n tende para o
infinito de maneira que o ponto z,, permaneca fixo.

Suponha que z,, = a + nh. Da definicdo acima, sabemos
que z,, deve permanecer fixo e n deve tender para o infinito, ou
seja, h deve tender a zero para que a igualdade seja satisfeita, ou
de outra forma,

lim a + nh = z,,.
n—oo

Note que a convergéncia que definimos acima nao tem
aplicacao pratica, pois nem sempre temos uma solucao exata. Na
pratica, testamos a convergéncia diminuindo o valor do passo h e
verificamos se ha alguma aproximagao de um niimero fixado, ou
de outra forma, podemos verificar que a sequéncia é de Cauchy
e entao concluimos convergéncia.

Ha algumas perguntas que podemos nos fazer: se existe
convergéncia no sentido pratico, a solucao obtida representa a
solugdo do problema? A discretizagdo introduz algum ruido que
contamine a solugao? Existe controle sobre este ruido?
Buscando responder estas perguntas vamos definir Consisténcia,
Zero Estabilidade e Ordem de convergéncia.

3.1.3 Consisténcia

Dizemos que um método numérico é consistente quando
a solu¢ao numérica converge para a solucao do problema, ou seja,
quando a equacao de diferencas representa a equacao diferencial.

Definigao 3.6. O erro advindo exclusivamente pela substitui¢ao
da solucao exata na equagao de diferencas é chamado de erro de
truncamento local.
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Ainda é possivel interpretar este erro como o erro come-
tido ao calcularmos a solugdo num ponto z;,; supondo que o
ponto anterior tenha solugao exata. Para o método de Euler, po-
demos obter a seguinte aproximacao com erro de truncamento
local 7;,4:

y(@iv1) — y(z:)
h

!/ h 11

y'(zi) — 5V (&) = f(zsy(@i) + Tita,
ou seja, quando h — 0, a equacdo de diferencas se aproxima
da equagao diferencial com erro de truncamento local 7,47 =
—2y7(€). Se o erro de truncamento local ¢ de O(h?), dizemos
que esse método é de ordem p ou tem ordem de consisténcia p. O

método de Euler, entao, é consistente de ordem 1.

= f(z, y(%)) + Tit1,

Definicao 3.7. Um método é dito ser zero-estével se as solugoes
basicas da equagao de diferengas associada, tomando f(z,y) = 0,
sao limitadas.

Teorema 3.2. (Equivaléncia de Laz) No contexto de problema
de valor inicial para equacdes ordindrias, um método baseado em
diferencas finitas € convergente se, e somente se, ele € consistente
e zero estdvel.

Em outras palavras, o teorema de equivaléncia de Lax nos
diz que consisténcia e estabilidade implicam convergéncia.

Observacao 2. A demonstragdo deste teorema seré omitida, mas
pode ser encontrada em [9)].

3.2 ESTABILIDADE

O conceito de estabilidade para o método de Euler busca
obter um controle da propagagao de erros, ou seja, um método es-
tavel ndo permite a amplificacao dos erros que aparecem durante
o processo de simulagdo numérica. De forma geral, buscaremos
classificar os métodos como condicionalmente estdveis ou absolu-
tamente estdveis. Na primeira classificagdo hé alguma condigao a
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ser respeitada para que o método seja estdvel, ja na segunda, nao
hé restrigoes especificas e a estabilidade esta garantida. Veremos
a seguir que, para alguns casos, a estabilidade estd intimamente
ligada com a discretizacao da malha e com a correta escolha do
passo.

Para deduzir a estabilidade, vamos utilizar um problema teste.
Seja

y =Xy, \eC,

onde
y(0) = yo.

Vamos supor que Re(A) < 0. Uma solu¢do do problema colocado
acima é da forma y(t) = yoe'.
Do método explicito, podemos obter

Yir1 = Yi + hAy; = (1 + hA\)y;.
Para ¢ = 0, obtemos:
Y1 = Yo + hAyo = (1 + h\)yo,
Se continuarmos as iteragoes, podemos ver que, para ¢ = 1:
Y2 = y1 +hAyr = (L4+h\)yr = (14+hA)(1+ AN )yo = (1+hA)*yo.
E novamente, fazendo i = 2:
ys = yo + Ay = (1+hX)ye = (1+hA)(1+ Ay = (14 hA)3y,.

Desse modo, quando ¢ =1 — n — 1, podemos obter por recorrén-
cia, a seguinte féormula:

Yn = (1 + hA)"yo.

No contexto de problema teste é fundamental que o fator de re-
tragao |(1 + hA)| seja estritamente menor que 1, pois precisamos
obter decaimento da solugao, respeitando a hipotese, isso significa
que os erros permanecem limitados, ou seja, quando aumentamos
a quantidade de iteragOes nao estamos propagando erros. Seja
z = hA € C pois A € C. Entdo, podemos manipular o fator de
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Im

\J

Figura 3.1 — Interpretacdo Geométrica da regido de estabilidade absoluta
para o método explicito.

forma que |z — (—1)] < 1, o que nos sugere uma interpretacao
geométrica dada na figura (3.2).

Precisamos entao, escolher um h adequado de forma que z es-
teja dentro do disco, pois caso isso nao ocorra, a solugao cresce
implicando em instabilidade numérica. Utilizando a desigualdade
triangular, temos que 1 > |z — (=1)| > |z| = | — 1| = |hA| = 1. Ou
seja, [hA| —1< 1= |[hA|<2=h|A\|<2=h< ﬁ, e esta sera
a condicao de estabilidade para o método explicito. Dizemos que
o método explicito é condicionalmente estdvel.

Vamos considerar o mesmo problema teste mas agora ire-
mos aplica-lo no método implicito. Disso segue que:

Yir1 = Yi + hAYiq1,

Yir1 — hAYi1 = v,
1
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Fazendo i = 0, obtemos:

1
="

1 B 1\’
V=15 =1 ) Yo

e entao, para ¢ — n, obtemos:

JR— 1 "

L < 1 (pois a solugao precisa decair) e considerando

T—hx
z = hA, podemos escrever:

Seja )

<l |l—2z>1.

Disso, podemos obter a seguinte interpretagao geométrica na fi-
gura (3.2).

Im

Figura 3.2 — Interpretacdo Geométrica da regido de estabilidade absoluta
para o método implicito.
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E possivel entdo concluir que a regido de estabilidade é
toda aquela fora do disco. Como exigimos que a parte real do
problema teste é negativa, todo o semi-plano da esquerda é es-
tavel. Como 1 — hA > 1 = —hX > 0 = hX < 0. Sendo assim,
classificamos o método implicito como absolutamente estdvel.

As figuras acima, que ilustram a regiao de estabilidade
absoluta, foram baseadas em [12].

3.3 SIMULACAO NUMERICA

Para fins de simulagao, utilizamos o seguinte Problema
de Valor Inicial:

y' =2y,
y(0) =1,

com solugao exata y(x) = e 2.

Comparagao entre os métodos de Euler e solugao exata
T T T T T T

T T T
N —Método de Euler Implicito
09F —Método de Euler Explicito|_|
: Solugéo Exata
0.8
0.7
06
05
041
03

0.2

0.1

Figura 3.3 — Comparacao entre os métodos para h = 0, 05.

Veja que o problema acima é estavel, pois tomando A =
—2 + 01, temos que a condicdo do método explicito h < I%\ é
satisfeita e para verificarmos, basta substituirmos A\ e verificar

que a desigualdade se verifica. No método implicito, de forma
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anédloga, podemos verificar que a condicdo hA < 0 também se
verifica. Logo, em ambos os casos, podemos garantir estabilidade.

Agora, vamos considerar o tamanho do dominio sendo
X =12 e o incremento h = 12

15+ considerando somente a solugao
exata e o método explicito.

a0 Comparagao entre o método de Euler explicito e Solugao Exata
T T T T

—Meétodo de Euler Explicito
—Solugéo Exata

20

20 7

Figura 3.4 — Exemplo de instabilidade numérica.

Veja que a simulagao acima exemplifica um caso de ins-
tabilidade numérica e, consequentemente, de nao convergéncia.
Fazendo as devidas substitui¢oes na condicao de estabilidade do
método explicito, é facil verificar que a desigualdade nao é respei-
tada, o que gerou instabilidade.

Uma anélise mais detalhada de convergéncia sera feita
mais a frente, utilizando o modelo fundamental das equagoes pa-
rabodlicas, que é o foco deste trabalho.



4 O MODELO FUNDAMENTAL DAS EQUACOES
PARABOLICAS

Neste capitulo iremos apresentar o método de discretiza-
cao por diferencas finitas para o modelo fundamental das equa-
¢oes parabolicas. A solucdo de uma equacio parabodlica costuma
ser sempre suave dentro do dominio e nao propaga descontinui-
dade. Esse tipo de equagao requer a imposicao de condicoes de
fronteira para constituir um problema bem posto, o que nem sem-
pre é algo facil do ponto de vista tedrico e computacional. Neste
capitulo trabalharemos com a equacao do calor, sendo abordada
primeiramente com uma dimensao temporal e uma dimensao es-
pacial e ap6s, uma dimensao temporal e duas dimensoes espaciais,
onde faremos andlise de consisténcia, estabilidade (pelo critério
de von Neumann) e convergéncia.

Para a simulacao numérica, usaremos os métodos expli-
cito e implicito para as andalises e simulagoes. No explicito a im-
plementagao computacional é relativamente mais simples porém
a condicao de estabilidade pode ser bastante restritiva em alguns
casos, diferentemente do método implicito, onde a implementa-
¢ao computacional é relativamente trabalhosa, mas sempre esta-
vel, como veremos no desenrolar do capitulo. Na pratica, sempre
¢é importante levar em conta a precisao e o esforgo computacional,
pois um método com grande custo computacional nao costuma
ser utilizado devido ao tempo de execucao do programa.

O modelo fundamental das equacoes parabdlicas é a equa-
¢ao do calor,
up — a2, ) Uy = 1(x,t), (4.1)

com a(z,t) > 0,0 <z < L, 0 <t < T, sujeita & condi¢ao
inicial u(z,t) = 9(x), e as condi¢oes de fronteira u(0,t) = f(t) e
u(L,t) = g(t) e ainda r(x,t) é uma fungao que representa alguma
condigao externa atuante.
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4.1 DISCRETIZACAO

Para o desenvolver deste capitulo, vamos considerar a
equagcao do calor proposta em (4.1), com a(z,t) =1 e r(z,t) = 0:

Uy = QUgp,a =1, 0< <L, 0<t<T, (4.2)
U(.T,O) = d}(x)a
u(0,t) = f(t),
u(L,t) = g(t).

A finalidade da discretizagao é particionar o continuo, a
fim de obter pontos para calcular aproximagoes da equacao di-
ferencial. Para discretizar o dominio, dividimos o intervalo [0, L]
da variavel espacial x, em N partes, onde para este caso, consi-
deramos o comprimento fixado h e entao obtemos N + 1 pontos
r; = th,i = 0,1,...,N, onde h = % e, de forma analoga, di-
vidimos [0,77], da variavel temporal ¢, em M partes iguais de
comprimento k (também fixado, para este caso), obtendo M + 1

T

pontos t; = jk,j = 0,1,..., M, onde k = 5;. Nos pontos (z;,1;)

vamos obter uma aproximagao, conforme ilustrado na figura (4.1).

Figura 4.1 — Dominio da equacao e respectiva malha
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Para todas as andlises seguintes, vamos denotar por u; ;
a solucao exata no ponto (z;,t;) e por U; ; o valor aproximado de
Uy j-

4.2 METODO EXPLICITO

Para o método explicito usamos diferencas centradas na
variavel espacial e diferencas progressivas no tempo.

Usando diferengas centradas de segunda ordem na varia-
vel espacial para aproximar a derivada de segunda ordem obtemos:

Uic1; = 2U;i; + Uipr
h? ’

e usando diferencas progressivas no tempo para aproximar a de-

umc(wivtj) ~ (43)

rivada de primeira ordem produzimos a aproximagao:

Uij+1 — Ui

(4, t5) =~ k (4.4)
Substituindo essas aproximagoes em (4.2) obtemos:
Uz'7j+1 - UZ,] Uifl’j - 2UZ,] + Ui+1,j
? =a 2 , (4.5)
ou de outra forma,
Ui,j+1 = Ui,j + U(Ui—l,j - 2Ui7j + Ui+1,j)7 (46)
k
onde o = h—g.

Veja que, conhecidos os valores U;_; ;,U; ; e U;yq ; calcu-
lamos U, ;41 conforme a figura 4.2. Esta figura nos mostra grafi-
camente como acontece a dependéncia e o calculo de um deter-
minado ponto. No método explicito, o ponto (i,5 + 1) depende
dos pontos (i — 1,7),(4,7) e (i + 1,7), todos do nivel anterior e
dai a palavra explicito. Na figura 4.2 é possivel notar que, como
os valores sobre a linha j = 0 sao conhecidos (dados iniciais), e
entao é possivel calcular os valores da linha 5 = 1 a menos do pri-
meiro e do ultimo, mas esses dois valores sao dados exatamente
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] o —
C.F« C.F. bl
k
ot 9
7 i1,j ?P iT1,j
C.I.

Figura 4.2 — Discretizagao e correspondente molécula computacional do mé-
todo explicito.

pelas condigoes de fronteira completando assim o célculo da linha
j = 1. Tendo a linha j = 1 procedemos de maneira analoga para
calcular a linha j = 2 e, assim, sucessivamente.

Definigao 4.1. Chamaremos de erro de truncamento local o erro
introduzido exclusivamente ao substituir a equagao diferencial
pela equacao de diferengas inerente ao método numeérico.

Considerando w;; = wu(z;,t;) e 7;; o erro ocorrido no
calculo de U, ;41 assumindo que todos os valores anteriores utili-
zados nesse célculo sao exatos, e ponderado pelo passo temporal
k, podemos definir:

u(zi,tj1) — Uiy
k
w(@i tjs1) — Uiy + 0Uior; — 2Ui; + Uiga,j)
2 )
onde utilizamos a equacao de diferencgas para substituir o valor
de U; j11.

Tij =
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Usando agora a hipotese de que U, ; = u(x;, t;), Vi, temos:

o u@ty) = (u@ty) o (u(@io1,ty) —2u(wt ) tu(Tiga,t)))
Tij — k )

que substituindo o valor de o pode ser reescrita na forma:

Wij+1 — Uiy _ @

k h?

Observe que o erro de truncamento local nos diz o quanto a equa-
¢ao de diferencas deixa de satisfazer a equagao diferencial.

(ui—l,j — 2@67;7]‘ + ui—i—l,j) + Tij- (47)

Expandindo w; j41, %it1; € wi—1,; em série de Taylor em
torno do ponto (z;,t;), e substituindo as expansoes em (4.7) e
apo6s algumas manipulagoes, podemos escrever:

k h?
Tig = Ut — A5 Urees + O(k?) + O(h®) = O(k + h?).

Observe que quando h e k tendem a zero, 7;; também
tende a zero e a equacao discretizada tende a equagao do calor. Ao
expoente de menor poténcia chamamos de ordem. Sendo assim,o
método explicito é consistente de ordem 1. A ideia da deducido
proposta acima foi baseada em [2] e [13].

Definicao 4.2. A diferenga entre a solucao aproximada e a so-
lugao exata em um ponto (z;,t;) define o erro global e pode ser
escrito como:
€ij = Ui,j — Ui j- (48)
A nocao de erro é importante pois nem sempre os dados
sao exatos e entao ao realizarmos operagoes sobre valores nao
exatos acabamos propagando estes erros. Ao utilizarmos um mé-
todo numérico, é comum buscarmos a minimizacao dos erros para
obtermos resultados o mais proximo possivel dos valores exatos
ou que melhor o representem. Este erro contém todo o tipo de
erro que pode contaminar a solucgao, inclusive o erro de arredon-
damento do computador.
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4.2.1 Estabilidade

Para analise de estabilidade, utilizaremos o critério de von
Neumann, que associa o tamanho do passo a estabilidade do mé-
todo numérico. O critério de von Neumann é condigao necessaria
e suficiente em casos tais que a EDP e o MDF sao lineares. Além
disso, precisamos das condicGes iniciais e de fronteira e o pro-
blema precisa ser de, no maximo, segunda ordem. Vamos admitir
que exista uma solugdo para a equacao u; = A, da forma:

u(z,t) = el (4.9)

onde I = y/—1 e precisamos encontrar \ e 3 para que a igualdade
seja verificada.
Ainda, na malha, consideremos u(x;,t;) = eti*e® P!z, = iAx =
ih e t; = jAt = jk. Entao, a equacao (4.6) possui uma solucao
da forma:
Ui = el™ el (4.10)
Substituimos (4.17) em (4.6) para obter:

e(j—i-l)kkeihﬁl — o_ejkke(i—l)hﬁl + (1 o 20_)ejk>\6ihﬁl + O_ejk')\e(i—o—l)hﬁI,
€k/\Ui7j = O'Utjeihﬂl + (1 — 2U)Ui,j + O'Ui,jehﬁl,

U, ;= [1 — 20 + a(e ™! + DU, ,,

considerando que U, ; é sempre diferente de zero, pois a solucao
admitida é o produto de duas exponenciais, podemos dividir am-
bos os lados da igualdade por U, ;, obtendo:

e =1 - 20 + (e "1 4 1),
Mas, da identidade de Euler, podemos obter:
e = cos(x) + isen(z),

e'") = cos(hf) + isen(hf),
e~""%) = cos(hB) — isen(h/p),
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e entao,
e = 1-—20+20cos(hB),

= 1-20 (s.en2 <h§) + cos® <h26>> + 20 cos(hp).

Mas sabemos que
cos(a) = cos(2a) + sen*(a),

e dai:

ef* = 1-20sen® (hf) —20 (cos <2h2ﬂ) + sen® <hf>>+2a cos(hp).

Assim,

Veja que o > 0 e entdo e** = 1 — 4osen? (%
exigir que |e*| < 1.

Fazendo a devida substituicao, temos que:
h
—1<1—40sen? <26> .

E finalmente, obtemos que:

) <1 e ainda, vamos

o< —. (4.11)

DO | =

Portanto, para estabilidade do método explicito, precisamos que
a desigualdade (4.11) seja satisfeita. Sendo assim, o método expli-
cito é dito condicionalmente estdvel, ou seja, ha restricao quanto
ao passo. A dedugao da estabilidade acima foi baseada em [2].

4.2.2 Simulagao Computacional

Considere o problema
U = Ugg,
sujeito as condigoes

u(x,0) = 60sen (%) :
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u(0,t) = 0.
u(L,t) =0.

onde
0<2<20, 0<t<60.

Para fins de simula¢ao numeérica, utilizamos o incremento espacial
h = 22 e temporal k = 3.

Precisamos que o problema acima seja consistente e estavel para
que convirja. Veja que o método explicito é consistente de ordem 1
e a condi¢ao de estabilidade é satisfeita considerando os incremen-
tos espaciais e temporais utilizados. Sendo assim, ha garantia de
convergéncia na simulagao proposta. Note que o resultado obtido

é coerente com o Principio do Maximo.

Temperatura

Espago 0 o

Tempo

Figura 4.3 — Simulacao Computacional - Método Explicito.

4.3 METODO IMPLICITO

Para o método implicito usamos diferencas centradas na
variavel espacial e diferencgas regressivas no tempo.
Usando diferengas centradas de segunda ordem na variével espa-
cial para aproximar a derivada de segunda ordem, obtemos:

Uifl,j - 2Uz‘,j + Ui+1,j
h? ’

U (Tiy ) =~ (4.12)
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—-
.

i-1,j 41,
® ®

i1

Figura 4.4 — Molécula Computacional do método implicito.

e usando diferencas regressivas no tempo para aproximar a deri-
vada de primeira ordem produzimos a aproximagcao
Uij = Uij—

p (4.13)

ut(xi’ tj) =

Substituindo essas aproximagoes em (4.2) obtemos a apro-
xXimagao:

Uij—U ;-1 Ui—1,; —2U4,j + Uijj
k}:a< A , (4.14)
ou, de outra forma,
_UUi—l,j + (1 + 20—)Ui7j — UUH—Lj =Uij-1, (415)
k
onde o0 = h—z.

A Figura 4.4 nos da a relagao de dependéncia da férmula.
Veja que nao & possivel o calculo direto de U, ;, pois os elementos
da linha j sao especificados em termos do valor conhecido U; ;_;.
Para contornar esta situagao, é necesséario a resolucao de um sis-
tema linear para cada estagio j fixado.
Fixando um estagio j e variando ¢, obtemos:

—O'onj + (1 — 20‘)U1’j — O‘Ug’j = Ul_rjfl,
—O'ULJ' + (1 — 20’)U27j — O'U37j = UQ,]‘_17
—0Un_3;+ (1 =20)Up_g; —0U,1; = Un_g;1,

—O'Unfgyj + (1 — 20—)Un71,j — O'Unyj = Unflyjfl.
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ou, de outra forma, utilizando a notagao matricial,

1 + 20 —0 0 cee 0 Ulyj
—0 1 + 20 —0o tee 0 UQJ‘
0 e —0 14+ 20 —0 Un_2;
0 0 —0 1 +20' UN—l,j
U17j71 O'onj
U27j_1 0
= : +
Un—2j-1 0
Un-1,j-1 oUn,;

ou, em notagao vetorial, podemos reescrever como AU; = U;_; +
¢;, onde ¢; = (o f(jk),0,---,0,09(jk))", conforme as condigoes
de contorno definidas em (4.2).

Note que a matriz A é inversivel pois é estritamente dia-
gonal dominante, o que nos garante que o determinante de A é
diferente de zero e entao o sistema tem solugao tnica.

Observagao 3. O erro global e o erro de truncamento local do
método implicito segue de forma analoga ao método explicito. O
método implicito é consistente de ordem 1.

4.3.1 Estabilidade

Para analise de estabilidade do método implicito, ainda
pelo critério de von Neumann, admitimos que a equagao u; =
aug, tenha solucao

u(z,t) = e, (4.16)

ainda considerando I = y/—1 e precisamos encontrar A e /3 para
que a igualdade seja verificada.
Ainda, na malha, consideremos u(x;,t;) = e'i*e® Pz, = iAx =
ih e t; = jAt = jk. Entao, a equagao (4.15) possui uma solugao
da forma:

Ui = el™ el (4.17)
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Substituimos (4.17) em (4.15) para obter:

o= 1kX GihBI _ _U<ejk)\e(i71)h61_erlc/\eih,ﬁl+ejkA€(i+1)hﬁI)_i_ejk)\eih,@[,

€_k>\Ui’j = O'(Ui’je_hﬂl — 2Ul"j + Ui’jehBI) + Ui’j,
e "= —ge "l L 26 — gl 41,
e =1+420 — a(e Pl 4 P,

Mas, utilizando a identidade de Euler,

e " =14 20 + 20 cos(h),

e =1420 (sen2 (?) + cos® (}Lf)) — 20 cos(hp).

Como
cos?(a) = cos(2a) + sen’(a),

h
e " =14 4osen? (f) ,

e = 1 )
1 + 4o0sen? (%)

Observe que |ef*| ¢ sempre menor que um, o que é a
condicao para estabilidade. Sendo assim, diremos que o método
implicito é incondicionalmente estdvel, ou seja, nao ha restricao
quanto ao passo. A deducao feita acima foi baseada em [2].

entao,

e, finalmente,

4.3.2 Simulagao Computacional

Para a simulacao do método implicito, consideramos os
mesmos incrementos, o mesmo problema e as mesmas condi¢oes
da simulagao computacional do método explicito, obtendo o se-
guinte resultado:
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Temperatura

20

Espago 0 0 Tempo

Figura 4.5 — Simulacao Computacional - Método Implicito.

Quanto & convergéncia, ja sabemos que o método impli-
cito é consistente de ordem 1 e incondicionalmente estavel, ou
seja, a convergéncia pode ser garantida e o Principio do Méaximo
também é aplicavel nessa simulagao.

44 EQUACAO DO CALOR EM DUAS DIMENSOES ESPA-
CIAIS

Para fins deste trabalho, a equagéo do calor em trés di-
mensoes serd dada por duas varidveis espaciais e uma temporal e
aqui, nos debrucaremos apenas sob o método explicito.

Nesta parte do trabalho, omitiremos as deducoes de con-
vergéncia e estabilidade, porém uma anélise detalhada pode ser
encontrada em [13].

Considere os pontos da malha (z,y,t), onde = = ih;,
y = jhe e t = khg, onde i, j, k sao inteiros. Uma funcao discreta
definida nessa malha sera denotada por Ui’fj.

O método explicito tem algumas variagées quanto a quan-
tidade de pontos necessérios para aproximar um novo valor, aqui
vamos estudar o que envolve cinco pontos, onde a férmula para
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obter as aproximacoes é dada por:

UkTH' = O—(Uikaj + Uik+1,j) + (1 - 40—)Ulk7:] + O—(Ukjjfl + Uik’:j+1)’

%7 %

hs

onde o = e

Olhando para a formula dada acima, podemos perceber
que para calcular as aproximagoes em um dado nivel, precisare-
mos de 5 aproximagoes do nivel anterior, conforme a figura (4.6).

k+1
Ui

U k

i—1,5

k
Uij

Figura 4.6 — Molécula Computacional do método explicito - 5 pontos.

Vamos assumir que o método é consistente de ordem 2 e
a condi¢ao imposta sobre ¢ para estabilidade é o < i.
4.4.1 Simulagao Computacional

Considere o problema abaixo:
Ut = Ugy + uyy7
u(x,1,t) = 100,

onde
0<x<1,0<y<1, 0<t<30.

Vamos resolvé-lo numericamente utilizando o incremento
i . ~ . . 30 . ~ _
5s para ambas dimensoes espaciais e =57 para a dimensao tem

poral. Apresentaremos abaixo a simulagdo em quatro instantes

de tempo.
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Incrementos no eixo espacial y

Incrementos no eixo espacial y
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Incrementos no eixc espacial x

Figura 4.7 — Simulacao Computacional para t=0.

b 10 15 20 25 30
Incrementos no eixo espacial x

Figura 4.8 — Simulagdo Computacional para t=10.
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Incrementos no eixo espacial y

Incrementos no eixo espacial y
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Figura 4.9 — Simulacdo Computacional para t=20.
0 5 10 15 20 25 30

Incrementos no eixo espacial x

Figura 4.10 — Simulacdo Computacional para t=30.
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Note que o método explicito de 5 pontos é consistente de
ordem 2 e a condicao de estabilidade é o < i. Veja que com os
incrementos utilizados na simulacao, a condicao de estabilidade é
satisfeita. Sendo assim, o problema proposto é convergente e em
todos os instantes de tempo, o Principio do Maximo é verificado.



5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho nos possibilitou entender as principais di-
ferencas entre os métodos explicito e implicito, onde foi possi-
vel analisar a rapidez da implementagao computacional, o custo
computacional de cada método e também deduzir e compreender
resultados importantes referentes a estabilidade. Em geral, no mé-
todo explicito a implementacao computacional foi relativamente
mais simples, porém em alguns casos, o esforco computacional
aumentou devido a restricao da estabilidade, ja no implicito, a
implementagao computacional foi relativamente mais trabalhosa,
porém, ganha-se muito na estabilidade, visto que ¢ um método
incondicionalmente estavel. Para trabalhos futuros, fica a possibi-
lidade de estudo de outros métodos utilizando diferengas finitas,
em que haja um equilibrio melhor entre precisao, esfor¢o compu-
tacional e dificuldade de implementagao.
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