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RESUMO

O objetivo deste trabalho é explorar conceitos topoldgicos em es-
pacos métricos. Sumariamente, tratamos da definicao de métrica,
que nada mais é que a maneira de medir a distancia entre ele-
mentos de um conjunto. Nos deparamos com métricas conhecidas
e, algumas incomuns a um primeiro olhar. Com base nos conhe-
cimentos iniciais, trabalhamos com algumas nogoes topologicas,
tais como os conceitos de conjuntos compactos e conexos. Aborda-
mos também o conceito de aplicagoes continuas e definimos o que
¢ um homeomorfismo, sendo este o conceito de maior destaque,
pois estabelece uma relagao entre espacos que sao equivalentes
sob o ponto de vista topologico. Por fim, exploramos proprieda-
des de aplicagOes continuas definidas sobre conjuntos compactos
ou conexos. Visando uma melhor compreensao de todos os pontos
tratados neste trabalho, procuramos empregar um carater mais
ilustrativo.

Palavras-chaves: Distancia, Espagos Métricos, Abertos, Topolo-
gia, Continuidade, Homeomorfismo, Compacidade, Conexidade.






ABSTRACT

The goal of this work is to explore topological concepts on
metric spaces. In brief, we deal with the definition of metric,
which is nothing more than the way of measuring the distance
between elements of a set. We come across well known metrics,
and some others rather unusual at first look. Based on the
initial knowledge, we work with some topological notions. We
also approach the concept of continuity and introduce the
definition of homeomorphism, which is the most prominent
concept since it gives a relation between spaces which are
equivalent in the topological point of view. Finally, we present
some properties of continuous maps which are defined on
compact or connected sets. In order to provide a better
understanding of the ideas presented in this work, we sought to
employ a more illustrative view.

Keywords: Metric, Metric Spaces, Open Sets, Topology,
Continuity, Homeomorphism, Compactness, Connectedness.
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1 INTRODUCAO

Medir distancia entre elementos de um conjunto sempre
foi visto como um conceito de extrema importancia. E, apesar das
formas mais triviais de realizar essas “medi¢oes”, existem maneiras
incomuns, que por sua vez, satisfazem as propriedades para que
possam ser classificadas como métricas.

Este trabalho tem como um de seus objetivos o estudo
dos espagos métricos gerais, partindo inicialmente da defini¢ao de
métrica no Capitulo 2 que, mais precisamente, trata-se de uma
aplicacao que associa a um par de pontos de um conjunto, um
nimero real nao negativo. Descrevemos que conjuntos, munidos
de uma meétrica, s@o chamados de espagos métricos.

Usando os conceitos vistos no Capitulo 2, trabalhamos
no terceiro capitulo com conceitos topoldgicos, definindo inicial-
mente, na primeira se¢ao, ponto interior de um conjunto, para
assim, classificarmos um conjunto que s6 possui pontos interiores,
como, abertos. E, com isso, lidaremos com o teorema fundamen-
tal dos conjuntos abertos, que trata das propriedades dos abertos.
Tais propriedades nos permitirao dizer que todo espago métrico
estd munido de uma topologia, basta apenas colecionar os abertos
do espago métrico para compor a topologia.

Ainda no Capitulo 3, definimos pontos que dispéem de
algumas caracteristicas particulares e, por este motivo, recebem
nomes especiais. Neste Capitulo, trabalharemos com pontos de
aderéncia, acumulacao e fronteira. Com base nos conhecimentos
da defini¢cdo, veremos que pontos de acumulacdo sdo pontos de
aderéncia, entretanto a reciproca nem sempre ¢é satisfeita. Grosso
modo, pontos de fronteira, podem ser vistos, em carater ilustra-
tivo, como pontos da “borda” de um conjunto, de forma que, toda
bola aberta centrada nestes pontos, contém pontos do conjunto e
de seu complementar.

Conjuntos que contém todos os seus pontos aderentes se-
rao chamados de conjuntos fechados. Essa é a abordagem inicial



18 Capitulo 1. Introdugao

da Secao 3.3, na qual, de maneira equivalente, diremos que um
conjunto é fechado, quando seu complementar é aberto. Analo-
gamente aos conjuntos abertos, nesta secdo, demonstraremos o
teorema fundamental dos conjuntos fechados.

No estudo da topologia é muito comum ouvir que um con-
junto é aberto relativamente a outro e, justamente na Secao 3.4,
definiremos o conceito de topologia relativa. Logo, na sequéncia,
iremos caracterizar alguns conjuntos como limitados e, trabalha-
remos com o conceito de convexidade.

As duas ultimas se¢ées do Capitulo 3 abordam, respecti-
vamente, conjuntos compactos e conjuntos conexos. Para definir
um conjunto compacto usaremos a ideia de cobertura aberta. Ja
na definicao de conjuntos conexos, lidaremos com cisoes de con-
juntos.

Grosso modo, considere um conjunto, e suponha que vocé
consegue deformé-lo em outro, sem quebra-lo. Na matemaética,
essa propriedade é chamada de homeomorfismo. Esse conceito
serd estudado na Secao 4.1 do Capitulo 4. Para que tenhamos
condigoes de trabalhar com essa nogao, primeiramente, estuda-
remos continuidade de funcées. E, entdo, diremos que espagos
métricos sdo homeomorfos quando conseguimos definir entre eles
uma aplicagao continua, cuja inversa é também, continua.

Fazendo uma ponte entre continuidade, conexidade e com-
pacidade, veremos que fungoes continuas, cujos dominios sao com-
pactos ou conexos, possuem caracteristicas particulares. E, por
fim, vamos apresentar outra forma de detectar conjuntos conexos.
Mais precisamente, definiremos conjuntos conexos por caminhos,
nog¢ao que generaliza a convexidade de conjuntos.

Este trabalho foi baseado nas seguintes obras: [1], [2], [3],
[4] e [5]



2 ESPACOS METRICOS

Na matemaética, existem algumas ideias que sao de ex-
trema relevancia, e durante muito tempo, foi reconhecida a im-
portancia de generalizar a nocao intuitiva de distancia, para que
assim pudéssemos aplicar em conjuntos nao tao triviais. Por exem-
plo, considere uma funcao f, definida em um conjunto X, que to-
maremos como dominio, e tomando seus valores em um conjunto
Y, denominado contradominio.

A funcao f é dita continua em um ponto a € X, se acon-
tecer que para todo x € X, x e a estiverem suficientemente pro-
ximos implicar que f(a) e f(x) também estdo. Afirmaremos que
uma sequéncia (x,) em X, com n € N, converge para um ponto
a € X, quando a partir de um certo n consideravelmente grande,
os proximos elementos da sequéncia estao proximos de a. Note
que esses conceitos s6 fazem sentido quando estamos trabalhando
em um contexto que nos permite usar a ideia de proximidade, ou
melhor, de distancia.

Dados trés pontos a,b e ¢ pertencentes a um conjunto
X qualquer, a maneira mais natural de verificar qual ponto, a
ou b estd mais proximo de ¢ é medindo as distancias entre esses
pontos até c. Para isso, é necessario que o conjunto X seja munido
de uma distancia. Conjuntos que tém essa propriedade sao casos
particulares de espacos topologicos, e denominamos como espagos
métricos.

Antes de definir um espago métrico, precisamos entender
0 que é uma métrica.

Definicao 2.1. Seja M um conjunto. Dizemos que uma métrica
em M é uma fungdo d : M x M — R que associa cada par de
pontos x,y € M a um numero real d(z,y), chamado de distancia
do ponto x ao ponto y, de tal modo que:

1. d(z,x) =0, d(z,y) > 0se x # y;
2. d(z,y) = d(y, x);
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3. d(w,z) < d(z,y) + d(y, 2).
para quaisquer que sejam x, ¥,z € M.

Uma caracteristica dos tridngulos nos garante que um
lado é sempre menor que a soma dos outros dois, sendo assim,
dizemos que a terceira propriedade de uma métrica é chamada de
desigualdade triangular.

Fixada a ideia de métrica, temos a seguinte definigao:

Definigao 2.2. Um espago métrico é um par (M, d), formado
por um conjunto M nao vazio e uma métrica d em M.

A partir de agora, sempre que nos referirmos a um espaco
métrico M, fica subentendida existéncia de uma métrica d.

Veremos a seguir alguns exemplos de espacos métricos:

Exemplo 2.0.1. Seja X = R o conjunto dos niimeros reais e
defina:

d: X —-R
(ﬂf,y) *—)d(fE,y) = |‘T7y|)

em que | - | representa o valor absoluto. Vamos mostrar que X é
um espago métrico.

Para mostrar que X é um espago métrico, precisamos ve-
rificar que a funcgao d satisfaz as trés propriedades de métrica
apresentadas na Definicdo 2.1. Tome z,y,z € X. E evidente
que d(z,x) = 0. De fato, d(z,z) = |z — x| = [0] = 0. Te-
mos também que para x # y, d(z,y) = |z — y|, que em parti-
cular é o valor absoluto da diferenca z — y, ou seja, é um na-
mero positivo. Portanto d(x,y) > 0, se z # y. E, além disso,
d(z,y) =z —y[=[(-1)(y—2) = -1y —z[ = |y —z| = d(y,z).
Como sabemos, para todo a,b € R, temos que |a + b| < |a| + |b],
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sendo assim,

d(z,z) = |z — 2|
=lzt+y—y—2|
=[x —y) +(y - 2)|
<z —yl+ly - 2|
=d(z,y) +d(y, 2).

Logo, podemos concluir que X é um espag¢o métrico. Essa métrica
é conhecida como métrica usual de R. Perceba que, neste exemplo,
em particular, as propriedades da métrica d seguem diretamente
das propriedades do valor absoluto de ntimeros reais. A figura a
seguir representa a métrica em R, com a métrica usual, sendo
d(=2,2)=|—-2-2|=|—-4| =4

-3-2-1 0 1 2 3

Figura 2.1 — Representagao da métrica em R, com a métrica usual.

Vimos no exemplo anterior que X = R é um espago mé-
trico, que é um caso particular de R™ para n = 1. Em nosso
préoximo exemplo vamos mostrar que X = R"™ é um espago mé-
trico.

Exemplo 2.0.2. Seja X = R", com n um nimero inteiro positivo
qualquer. Vamos mostrar que o conjunto das n-uplas reais x =
(z1,--+ ,x,) munido da funcdo d, de modo que

em que £ = (21, ,Zpn), ¥ = (Y1,-- ,Yn) € X é um espago
métrico. Particularmente, essa métrica é conhecida como mé-
trica euclidiana (ou métrica usual) de R™. Como anteriormente,
para dizer que X é um espago métrico, precisamos verificar que
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d satisfaz as propriedades de métrica. Sejam =z = (x1,--- ,x,),
y= (y1,-,y), 2 = (21, ,2,) € X = R". E natural que
d(z,z) =0, d(x,y) > 0se x # y e também que d(z,y) = d(y, x).
De fato,

d(z,z) = Z(xl —z;)? = 202 =0,

caso T # y,

uma vez que (z; — y;) estd elevado ao quadrado. E, além disso,

d(e.y) = /(@ )2+ (@0 —yo)?

= Z(xi —¥)?
\—

i=1

n

= Z(yi —z;)?

=1

= \/(y1 — 1)+ (Yo — 20)?
=d(y,z).

Sendo assim, resta apenas verificar a desigualdade triangular, ou
seja, precisamos mostrar que:

n n n

Z(xi —2;)? < Z(l’z — i)’ + Z(yi —2;)%.

i=1 i=1 i=1

Para facilitar os calculos, tomamos a; = z; — y; € b; = y; — 2,
parat=1,2,--- ,n, ou seja, precisamos mostrar que:
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J i(ai +0:)? < $ i(ai)Z + \l i(bi)Q-

i=1 i=1 i=1

Elevando ao quadrado ambos os lados da desigualdade, equivale
a mostrar que:

i=1 i=1 i=1

n

Z(ai)g + Z(bi)Q + QJ Z(‘WQJ Z(bz‘)2~

i=1 i=1 i=1

Subtraindo os termos semelhantes em ambos os lados da desigual-
dade, conseguimos reduzir a seguinte inequacao:

2 (aib) < 24 Z(aiw S (5.

i=1 i=1

1
Multiplicando por 3 em ambos os lados da desigualdade, temos:

> (aiby) < J Z(ai)z\l > (b))

i=1 i=1 i=1

A ultima desigualdade obtida, é uma consequéncia da conhecida
desigualdade de Cauchy:

[iwibi)r <

i=1

A
| — |
M3
—
S
&
N—
[V}
| I—
| — |
M3
—
o
S
SN—
[\v]
| I
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Para mostrar a desigualdade de Cauchy, vamos analisar dois ca-
S0s:

1. se >(b))* =0, entao b; = 0,7 =1,2,--- ,n, logo

S| sos e [se]
2. se Y (b;)? > 0, o trindmio do 2° grau em \:

lZ(bfy Zaibi

i=1

n

A—i—i(ai)z = (a;i+Ab)* >0

i=1

A2+ 2

para qualquer valor real de A. Logo, seu discriminante deve ser
menor ou igual a zero, ou seja,

4 [Z aibi] "4 lf}ai)ﬂ [fj(mﬁ] <o,

i=1 i=1

o que demonstra a desigualdade desejada.

Figura 2.2 — A representacdo da métrica euclidiana em R? pode ser vista
como a medida da hipotenusa de um tridngulo retangulo.
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Mostraremos agora espacos métricos mais abstratos.
Exemplo 2.0.3. Seja X um conjunto, qualquer, nao vazio. Con-
sidere uma funcao

f: X —=>R.

Dizemos que f é uma funcao limitada quando existe um niimero
real k := k; > 0, de modo que, para todo z € X, |f(z)| < k. A
notagao B(X,R) representa o conjunto de todas as fungdes reais
limitadas.

Vale a pena lembrar que a soma e o produto de fungoes
limitadas sdo também limitadas. De fato, seja f,g € B(X,R), de
modo que Vx € X |f(x)| < ki e |g(x)| < ko, com ky, ks € R.
Note que:

[(f+9)@)| = f(2) +9(2)| < [f(@)| + |g(@)| < k1 + k.

Como |(f + g)(z)| < k = k1 + ko, segue que a fungao f + g é
limitada. E, além disso, como

[(f-9)(@)| = [f(x) - g(x)| = [f(2)] - |g(x)] < Ky - Ks.

Como |(f-g)(z)| < k' = ky- ko, segue que a funcao f-g ¢é limitada.

Para f,g € B(X,R), vamos mostrar que

d(f,g) = sup |f(z) — g(z)|,

rzeX

define uma métrica em B(X,R), tal métrica é conhecida como
métrica do supremo. Para garantir isso, basta verificar que as
propriedades de métrica sao satisfeitas. Sejam f, g, h € B(X,R).

1. Suponha que
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sendo assim,
d(f,g) = sup|f(z) — g(z)| = sup | f(z) — f(z)] = 0.
zeX zeX

Caso f(x) # g(x), para algum x € X, d(f,g) = sup |f(x) —
g(x)| > 0.

. Agora, note que a segunda propriedade também é satisfeita.

De fato,

d(f,g) = sup |f(x) —g(z)| = sup lg(z) — f(2)] = d(g, )

. Para verificar a desigualdade triangular usaremos a desigual-

dade triangular do valor absoluto de nimeros reais e im-
plicitamente duas propriedades de supremo. A primeira ga-
rante que, dados X,Y C R limitados superiormente e dado
Z =X+Y C R, segue que Z é limitado superiormente. E,
além disso,

supZ =supX +sup?.

Ja a segunda propriedade de supremo diz que se X C R
¢é limitado superiormente e ¥ C X, entao supY < sup X.
Agora, mostraremos que a desigualdade triangular é satis-
feita.
Como

d(f,g) = sup |f(x) — g(x)],

somando e subtraindo h(z), temos que

A(f.9) = sup |f(@) = h(a) + h(x) ~ g(a)

1

Definimos a soma dos subconjuntos X e Y de R como X +Y ={z+y:z €
X,y €Y}
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Usando a desigualdade triangular do valor absoluto, segue

que
d(f,9) < swpllf (@) = h(z)| + [h(z) = g(@)l]

= sup | f(z) — h(z)[ + sup |h(z) — g(z)|.

reX zeX

Ou seja, d(f,g) < d(f,h)+d(h,g).

Sendo assim, d(f,g) = sup|f(z) — g(z)| define uma métrica em
reX

B(X,R).

Figura 2.3 — Representacao da métrica do supremo em B(X, R).

Podemos definir outras métricas no espaco das funcoes.
Por exemplo, a métrica da integral.

Exemplo 2.0.4. Considere C(X,R) o conjunto de todas as fun-
¢oes reais continuas, em que X = [a,b] C R. Para f,g € C(X,R),
vamos mostrar que a fungao d, dada da seguinte forma:
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/|f 2)| da,

define uma métrica em C(X, R).

1. Primeiramente, se f(x) = g(x), para todo x, entao:

b

a(f,9) = | [f(x) —g(x)| da

/|f 2)| da

Agora, suponha que f(zg) # g(xo) para algum x,. Como f
e g sao continuas, deve existir um intervalo I C X contendo
o ponto g de modo que f(z) # 0, para todo x € I, vide [1].

Logo
/|f )| dz > 0.

2. Note que, como visto no Exemplo 2.0.3, |f(z) — g(z)| =
lg(x) — f(x)|, para todo z, entao:

I
S
—~

8
~

\
~
—

8
=

&

8
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3. Por fim, vide Exemplo 2.0.3, novamente, segue que a desi-
gualdade triangular é satisfeita na fungdo modulo. Ou seja,

[f(2) = g(z)| = [f(2) = h(z) + h(z) — g(2)]
< [f(x) = h@)] + [h(x) — g(2)|, V2 € X.

Aplicando a integral em ambos os lados, temos que

[ 156 o) ar < [ 176 b + ) — o) de

E, usando que a integral da soma é igual a soma das integrais,

segueque
b
/!fx (@) dz <

/ab\f(a:) |dx+/|h 2)| da.

Concluindo assim, que d(f,g) < d(f,h) + d(h,g).

b
Sendo assim, d(f,g) = / |f(x) — g(z)| dr define uma
métrica em C(X,R). ’

Figura 2.4 — Representagdo da métrica da integral em C'(X, R).
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Vimos no Exemplo 2.0.2 a métrica usual de R™. No pro-
ximo exemplo veremos outras métricas naturais de R", conhecidas
como métrica da soma e métrica do maximo.

Exemplo 2.0.5. Dados z = (1, ,2,),y = (Y1, ,Yn) € R",
definimos:

d(z,y) = lzr =yl +- A+ |2n —yal =Y lwi —uil €
=1

d”(m,y):max{\xl—yﬂ,--- 7‘ yn|}_ nax |$z yi|'

1<i<n

Sao conhecidas como métrica da soma e métrica do maximo,
respectivamente. Verificaremos agora as propriedade de métrica.
Para isso, considere x = (x1, -+ ,2,),y = (Y1,"" ,Yn) € 2 =
(21, 2zn) € R™.

1. Suponha x = y, entao,

Z’ﬂfz yz!—Z\wz z|=0e

d’(xz,y) = ax ]xl vl = 1r£1a<x |x; — x;| = 0.

Entretanto, caso x # y

n

d(z,y) =) |ri—yl>0e

i=1
d”(z,y) = max |z; —y;| > 0

pois |x; — y;| > 0 para algum i.
2. Agora, veja que

n

d’(x,y):Z\xz yz‘ _Z|yz $z| —d(y, )
i—1
d’(z,y) = max |z — yi| = 11£1a<X ly; — x| = d” (y, x).
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3. Por fim, a desigualdade triangular
=1

n
:Z‘fUi*ZiJrZi*yi’
i=1
n

< Z(’wz — zi| + |z — wil)

i=1

n n
:Z‘%—Zi“FZ‘Zi—Z/i‘
i=1 i=1

=d'(z,2)+d'(z,y)

d’(z,y) = max |z; — yil

= max |zi — 2i + 2 — i

< 1@%’;0% — 2| + |z — yil)

= 11;12%&:2 — Zi| + glfgﬂzz - yz|

=d(z,2) + d"(2,y).

Assim, garantimos que d’ e d” sdo métricas em R".

[z2 — ya

\J

Figura 2.5 — A representacio da métrica da soma em R? pode ser vista como
a soma das medidas dos catetos de um tridngulo retangulo.



32 Capitulo 2. FEspacos Métricos

I e il

|2 — ol

ol — - —

[y — 1]

v

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
Ty n

Figura 2.6 — A representacdo da métrica do méaximo em R? pode ser vista
como a medida do maior cateto de um tridngulo retangulo.

Dado um espago métrico M, dizemos que todo subcon-
junto X C M possui uma estrutura natural de espago métrico.
Para que isso aconteca, basta definir a distancia entre dois pontos
de X da mesma forma que a distancia esti definida em M, pois,
os pontos em particular, pertencem ao espago métrico.

Definigao 2.3. Considere M um espago métrico e seja X C M.
Dados dois pontos x,y € X, defina a distancia entre z,y, como
a mesma distancia entre eles considerados pontos de M, isto é,
temos que a distancia dx em X é definida por

dx : X x X - R
dX(aa b) = dM(a7 b)

onde dp; € amétrica em M. A métrica assim definida em X chama-
se métrica induzida em X pela métrica de M. Dizemos que o
espago métrico X assim obtido, chama-se subespago métrico
de M.

Exemplo 2.0.6. Seja R? munido da métrica usual, ou seja, dados

x = (x1,22),y = (y1,92) € R?* d(z,y) = \/(xl —x2)? + (y1 — ¥2)%,

introduzida no Exemplo 2.0.2. Tome R = {(z,0) : € R }

como subconjunto de R?, perceba que podemos medir distancia

dos elementos de R utilizando a métrica de R%. De fato, dados

a = (a,0),b = (b,0) € R, d(a,b) = /(a1 —b,)2+ (0—0)2 =
(ay — b1)? = |a; — byl
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Dado qualquer conjunto nao vazio, existe uma maneira
de torna-lo um espacgo métrico, perceba isso no nosso proximo
exemplo.

Exemplo 2.0.7. Seja X um conjunto qualquer, nao vazio. Defina
em X uma métrica d da seguinte forma: d(z,z) =0 e d(z,y) =1
se x #y, com x,y € X.

Chamamos a métrica do exemplo acima como métrica 0-1
e, podemos perceber que todas as propriedades da definigdo de
métrica sao satisfeitas. De fato, considere d a métrica 0—1 em um
conjunto X. Sejam a,b € X, veja que d(a,a) = 0ed(a,b) =1> 0,
se a # b. Note também que d(a,b) = 1 = d(b,a), se a # b e,
também d(a,b) = 0 = d(b,a), se a = b. Para finalizar, basta
mostrar que a métrica 0 — 1 satisfaz a desigualdade triangular
d(a,b) < d(a,c) + d(c,b). Para isso, iremos separar os casos em
dois itens:

e Sejam a,b,c € X, se a = b, temos que d(a,b) = 0. Observe
que neste caso segue que, se ¢ coincide com a = b, d(a,c) +
d(c,b) = 0 ou d(a,c) + d(c,b) = 2, se ¢ nao coincide com
a = b. Nas duas possibilidades a desigualdade é satisfeita.

e Suponha agora que a # b, desta maneira, d(a,b) = 1, logo
d(a,c)+d(c,b) =1, casoa =coub=c,oud(a,c)+d(c,b) =
2sea# ceb# c Aigualdade é verificada em ambas as
possibilidades.

E, assim, garantimos que todas as propriedades de métrica sao
satisfeitas.

2.1 BOLAS

O conceito de bolas é imprescindivel no estudo dos espa-
¢os métricos. Para as definigbes dessa se¢ao, usaremos o conceito
de métrica. Veremos também, que a forma geométrica das bolas
depende da métrica empregada.
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Definigao 2.4. Seja (M, d) um espago métrico. Dados um ponto
a € M e um ntmero real 7 > 0, definimos como bola aberta de
centro a e raio r, o conjunto dos pontos x € M, para os quais
a distancia de x ao ponto a é menor que r. Indicaremos este
conjunto com a notagdo B(a,r).

Em termo matematicos, temos que

B(a,r) ={x € M;d(z,a) < r}.

Figura 2.7 — Bola aberta de centro a e raio r > 0.

De forma analoga, podemos definir bola fechada e esfera
de centro a e raio r, como:

Bla,r] ={z € M;d(z,a) <r}e

Sla,r] = {x € M;d(x,a) = r}, respectivamente.
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Bla, ] Sla, 7]

Figura 2.8 — Bola fechada e esfera de centro a e raio r > 0.

As formas geométricas das bolas e esferas variam depen-
dendo da métrica que estamos trabalhando. Por exemplo, tome
o conjunto R com a métrica usual. As formas geométricas da
bola aberta B(a,r) e da bola fechada Bla,r] sao os intervalos
(a —r,a+7) e [a—r,a+r], respectivamente. J& a esfera S[a, ]
é um conjunto formado apenas por dois pontos, sendo eles a — r
e a + r. Caso estejamos trabalhando no conjunto R?, com a mé-
trica usual, as formas geométricas das bolas, também chamadas
de discos, e das esferas se resumem a circulos e circunferéncias, res-
pectivamente. Para o R®> munido da métrica usual, a bola aberta
B(a,r) é vista como todo ponto (x,y,z) € R? tal que

(x —a1)* 4+ (y — az)® + (2 — a3)? < r?,

a bola fechada como todo ponto (z,y, z) € R? tal que
(x—a1)* + (y — az)* + (2 — az)?* < r?

e, a esfera como todo ponto (z,y, z) € R? tal que

(2= @)+ (y = w)’ + (2 —as)* =17
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|

a—r a a+r

Figura 2.9 — Representacoes das bolas abertas de centro a e raio r > 0 em
R,R? e R3, respectivamente, munidos da métrica euclidiana.

Considere um conjunto X munido da métrica 0-1. Neste
conjunto, em particular, qualquer bola aberta de raio r < 1 con-
siste em apenas um ponto, seu centro. Essa observagao nos leva
a seguinte definigao:

Definigao 2.5. Seja X um espago métrico. Dizemos que um
ponto x € X é um ponto isolado em X, quando existe uma
bola aberta de centro x e raio r > 0 contendo apenas o ponto z,
ou seja, B(x,r) = {z}. Quando um conjunto é formado apenas
por pontos isolados, dizemos que o conjunto é discreto.

Veremos a seguir um exemplo da defini¢ao acima.
Exemplo 2.1.1. Seja Z C R. Considere em Z a métrica induzida
de R do Exemplo 2.0.1. Note que, para qualquer ponto = € Z

1
a bola B ($, 2) contém unicamente no ponto x. Sendo assim,

temos que Z é um conjunto discreto, pois todo ponto é isolado.
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Exemplo 2.1.2. Perceba que todo conjunto munido da métrica
0 — 1 é um conjunto discreto.

Considere um espago métrico. Sempre que tomarmos dois
pontos distintos nesse conjunto, vai existir duas bolas abertas dis-
juntas com centros nesses tais pontos. O que nos leva ao proximo
resultado.

Proposicao 2.1. Seja X um espago métrico. Dados x,y € X,
com x # vy, existem, em X, duas bolas abertas disjuntas com
centros em x ey, respectivamente.

Demonstracao. Seja r um ntmero real tal que 0 < r <

d(z,y)
5

Supondo, por absurdo, que existe um ponto a € X tal que a €
B(z,r) N B(y,r), terfamos que d(a,z) < r, d(a,y) < r e, pela
desigualdade triangular, segue que

d(z,y) < d(z,a) + d(a,y) < 2r,
d(z,y)
2
B(y,r) = 0. ]

ou seja, r > . O que é uma contradi¢ao. Portanto, B(z,r)N

Figura 2.10 — Bolas abertas disjuntas.

No resultado da proposicao acima podemos trocar bo-

las abertas por bolas fechadas. Basta considerar a bola fechada
r

B [a, f}.

2
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2.2 ESPACOS VETORIAIS NORMADOS

Meétricas e normas sao conceitos matematicos diferentes,
mas podemos dizer que normas dao origem & métricas e, assim,
todo espago vetorial normado serd um exemplo de espago métrico.
Antes de lidar especificamente com normas vamos definir alguns
conceitos.

Definigao 2.6. Dizemos que um conjunto V é um espacgo ve-
torial sobre um corpo K se existem operagoes + : VXV — V
e-: R xV — V de modo que, sejam satisfeitas as seguintes
propriedades:

1. Yu,v,w € V, temos que u + (v + w) = (u + v) + w;
Yu,v € V, temos que u + v = v + u;

30 € V, tal que Yu € V, temos que u + 0 =0+ u = u;
Vu € V,3(—u) € V, tal que u + (—u) = (—u) +u = 0;
Va, B € R e Vv € V, temos que a(fv) = (af)v;

Vo, € R, e Vv € V, temos que (a+ f)v = av + fu;

Va € R,u e Vv € V, temos que a(u + v) = au + av;

® N e W N

31 € R, tal que Yv € V, temos que 1 - (v) = v.

Definigao 2.7. Seja V um espago vetorial sobre R. Uma norma
em V é uma fungao real || || : V — R, que associa a cada
elemento z € V o numero real ||z||, chamado a norma de =z,
de modo que, para quaisquer xz,y € V e A € R, as seguintes
propriedades sejam satisfeitas:

1. Se x # 0, entao ||z|| > 0 e ||z|| = 0 se, e somente se, z = 0;
2. Azl = |Allfl];
3 |z +yll < ll=ll + [lyll-

Definigao 2.8. Um espago vetorial normado é¢ um par (V, || ||),
em que V é um espago vetorial e || || € uma norma em V.
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A partir das propriedades de norma, podemos notar que
espagos normados sao exemplos de espagos métricos, ou seja, dada
uma norma || ||, podemos definir uma métrica:

d(l‘7y) = ||J,‘—y|’, V%y eVv.

Além das propriedades da Definicao 2.1, a distancia definida por
uma norma satisfaz outras propriedades, a saber: para quaisquer
z,y,z €V

L. d(z+ z,y+ 2) = d(z,y);

2. d(A\x, \y) = |A|d(z,y).

Vamos fazer a verificagao dessas propriedades:

1. Primeiramente, note que
dz+zy+2) =|l(z+2) - (y+2)|
=llz+z—-y—=z|
= Iz —y) + (z = 2)l
= [lz —yl|
= d(z,y);
2. Por fim, veja que

d(Az, My) = ||Az — Ayl

= [|A(z —y)||
= [AlJz —yl|
= [A|d(z,y).

Veremos a seguir alguns exemplos de espagos vetoriais
normados.

Exemplo 2.2.1. Seja V o espago vetorial formado pelas sequén-
cias de ntimeros reais em que todos os termos, exceto um nimero
finito deles, sdo iguais a zero, por exemplo (0,1,2,0,0,0,---).
Dado um elemento z = (v;);en de V, vamos mostrar que a fungao
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||| = max{|z:|;i € N}

define uma norma neste espago. De fato, dados x = (z;),y =
(y;) € V,com i € N e A € R, verificam-se as propriedades:

1. ||z|| = max{|z;|} > 0 e ¢ igual a zero se, e somente se, z; = 0
para todo i.

2. Temos também que

[ Az]] = [[Az|
= max{|A\z;|;i € N}
— max{] ]}
= |\| max |z

= [A[-[I(@a)]]-
3. E, por fim,

lz +yll = [[(z:) + ()l
= [|(@: + yi)l|
= max{|z; + yi[}
= max{|z;[} + max{|y;|}
= [[=(] + llyl]-

Exemplo 2.2.2. Considere o espago vetorial R™. Dado =z =
(1, -+ ,x,) € R", defina as seguintes normas:

llz||" = |z1[ + -+ |z0] €
l|z||” = max{|x4],. .., |z.|}

Tais normas dao origem respectivamente as seguintes métricas no
espaco R™:

d(z,y) =z =yl =|z1 — |+ + |20 —ynl e
d"(z,y) = ||z — y||” = max{|zs — w1, -+, |20 — Ynl},

com T = ('7:17'” 7:1:71) ey = (yla‘" 7y'rb)~
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N
/

5[0, 1] 5[0, 1]

Figura 2.11 — As figuras acima nos mostram o formato de esferas cujas métri-
2 = U 1" .
cas em IR” sdo d’ e d”, respectivamente.

2.3 SEQUENCIAS EM ESPACOS METRICOS

Sem grande rigor, sequéncia é um conjunto de elementos,
determinados em uma certa ordem. Vejamos a defini¢do formal.

Definicao 2.9. Seja M um espago métrico. Uma sequéncia em
M é uma funcao

z:IN— M

definida no conjunto dos ntimeros naturais. O ponto que a sequén-
cia assume em k é indicado por x; e chama-se k-ésimo termo da
sequéncia. Vamos adotar essa representacao (zy)ren para indicar
a sequéncia cujo k-ésimo termo é x;, € M.

Exemplo 2.3.1. Abaixo seguem alguns exemplos de sequéncias:
L (ax)ren = (=1)* em Z;

2. (b)ren = (;T]T_l) em R;
3. (cr)rew = (k, k?) em R?.
Ao aplicarmos uma restrigao a uma sequéncia () e, de

forma que k; < ko < -+, obtemos um novo conjunto (x,);eny C
(zk)ren que chamamos de subsequéncia de (z)gen-
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Exemplo 2.3.2. Considere a sequéncia (zy), em que z, = k,
para cada k € IN, ou seja, (z) = (1,2,3,4,--), vamos extrair da
sequéncia (z3,) apenas os elementos pares, sendo assim obtemos
(xx,) = (2,4,6,8,10,---). Veja que (xy,) C (z1), € k1 < ky < -+~
portanto, dizemos que (zy,) é uma subsequéncia de (zy).

Uma sequéncia em um espago métrico M ¢é dita limitada
quando o conjunto de todos os seus pontos é limitado em M.
Mais precisamente, dizemos que uma sequéncia é limitada quando
existe alguma bola aberta B(a,r) que contém todos os termos
desta sequéncia.

//, \\

- ~
, N
Vi N

/ \

/ \
/ \
y [ L \
I [ \
| .CUQ ® \
| ....]
11 ee* I
\ L n,
\ /
\ /

\ /

\ ’

N 7
N 7
< -
~ -
¥ ~_ -

Figura 2.12 — Representacao de uma sequéncia (zj)xrecn contida em uma bola
C B(a,r).

Definigao 2.10. Dizemos que o limite de uma sequéncia
(z1)renw em um espago métrico M é o ponto a € M quando,
para todo € > 0 dado, é possivel obter um ky, € IN tal que

k> ko = z € B(a,e¢).

Quando o limite da sequéncia (x) é igual a a, dizemos que a
sequéncia converge para a, ¢ denotamos por

lim z; = a.
k—o0
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E, assim, dizemos que a sequéncia é convergente, caso contra-
rio, dizemos que a sequéncia é divergente. Segue também que, se

lim z;, = a, entao toda subsequéncia de (z)ren tem o mesmo
k—o0

limite, ou seja, toda subsequéncia de uma sequéncia convergente
também é convergente e possui o mesmo limite.

Exemplo 2.3.3. Seja a sequéncia {a;} = {L} C R com a

k1
métrica usual. Afirmamos que o limite klim ay, = 1. De fato, dado
— 00
€ > 0, temos
N O I
d(ax,1) ‘k+1 ‘_‘kJrl TH_TH<€<:>]{> —1

Disto segue que, dado € > 0, existe kg = % — 1 de forma que
k> ko= d(ag, 1) <e,

e de acordo com a defini¢cdo, temos que lim a;, = 1.
k—oc0

Considere agora uma sequéncia (zx)reny C R"™, em que
zi = (21, ,2}'). Suponha que (z;) converge para o ponto a =
(a*,a? ...,a",...), entao cada coordenada da sequéncia (z;) con-
verge para a coordenada correspondente de a, ou seja, para todo
i=1,2,3,... podemos dizer que o limite de (z}), quando k tende

ao infinito, é igual a a’, resultado citado em [2], pag. 16.

Nosso proximo resultado é denominado Teorema da Unici-
dade, pois garante que se o limite de uma sequéncia existe, entao
ele é tnico.

Teorema 2.2. Seja (z1,)ren uma sequéncia em um espago meétrico

(M, d).

Se lim z;, =a ¢ hm x, = b, entdo a = b.
k—o0

Demonstra¢ao. Sejam a = hm Tpeb= hm x, entao, para todo

k—o0
k € IN, temos:
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0 <d(a,b) <d(a,zy)+ d(zy,b).
Como

lim d(zg,a) = lim d(zg,b) =0
k—o0 k—o0

temos que a = b.

A proposic¢ao a seguir garante a limitacao de toda sequén-
cia convergente.

Proposigao 2.3. Toda sequéncia convergente em um espaco mé-
trico M € limitada.

Demonstragao. Seja (rx)rew uma sequéncia em M. Suponha que

klim x, = a. Tomando € = 1, obtemos ky € IN, de modo que,
—00

para todo k > kg, zx € B(a,1). Sendo assim, temos que todos os
termos da sequéncia (zy)ren pertencem a seguinte uniao

{$1,£L'2,' o 7$ko} U B(a> 1)7

uniao esta de dois conjuntos limitados. Portanto, (z),.n € limi-
tada. [ |

Uma relagao entre sequéncias limitadas e convergéncia de
sequéncias é o enunciado do seguinte teorema:

Teorema 2.4 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada em
R™ possui uma subsequéncia convergente.

A demonstragao pode ser encontrada em [2|, pag. 17.

Para mostrar os tltimos resultados dessa secao, vamos
definir uma sequéncia, de modo que, as distancias entre seus ele-
mentos vao se aproximando de zero. Sequéncias com essa carac-
teristica sao chamadas de Sequéncia de Cauchy.
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Definicao 2.11. Uma sequéncia (zj)gen €m um espago métrico
é uma sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado,
existe kg € IN, de modo que se m,n > k,, entao a ||z, — z,|| < e.
E, toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy é também uma
sequéncia de Cauchy.

Proposigao 2.5. Toda sequéncia de Cauchy em R™ € convergente.

Demonstrag¢ao. Suponha que () seja uma sequéncia de Cauchy
em R". Perceba que (zj)ren € limitada. De fato, como (x)ren
é uma sequéncia de Cauchy, existe ky € IN, de modo que, para
quaisquer que sejam m,n > kg, ||z, — x,|| < 1. E, assim, para

todo n > ko, ||z.|| = ||zn — Tk, + Tk||, € pela desigualdade
triangular, temos que ||z, — Zy, + T, || < [0 — o ||+ ]2k || < 1+
||k, ||. E, assim, fazendo v = max{||z1|, -, [|Tre—1l], [|Zro ||, 1 +

l|zk, ||}, temos que, para todo k € IN, ||xy|| < v, ou seja, (zx)ren
é limitada. Pelo Teorema 2.4 de Bolzano-Weiestrass, existe uma
subsequéncia de (xj) convergente. Tome x € R™ como o limite
dessa subsequéncia de (zy)ren. Pela Definigdo 2.10, para todo
€ > 0 dado, existem a; € INg e k; € IN tais que

l|za — z|| <€, Va > a;, com a € Ny e
|2k — za|| <€, Vk,a > kq, com k,a € IN.

Defina k; = max{a, k;} e considerando a € Iy, de modo que
a > ko, temos que Vk > ko,

llz — || < ok — zal| + |J2a — 2]] < e+ €= 2e
Portanto, concluimos que z; — x. ]

Quando falando que uma sequéncia converge, estamos di-
zendo que os pontos de uma sequéncia se aproximam de um de-
terminado ponto. E, para que isso aconteca, temos que os pontos
estao se aproximando entre si. Nosso tultimo resultado garante
exatamente isso.
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Proposigao 2.6. Toda sequéncia convergente em um espaco mé-
trico M é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracao. Suponha que leIEO x, = a, com a € M, sendo
assim, dado € > 0, existe ky € IN de modo que, se k > kg, entao
d(zy,a) < % Considerando b,c > kg, temos pela desigualdade
triangular que

d(xbu l‘c) S d(xby CL) + d(a,xc) < % —+ 5 = €.

Donde temos que (xy)ren € uma sequéncia de Cauchy. [ |



3 TOPOLOGIA

A topologia é um dos ramos da matematica, cujo objetivo
é estudar a estrutura dos conjuntos, sem que tamanhos e formatos
sejam relevantes. Os principais objetos de estudo da topologia sao
0s espacos topologicos e os homeomorfismos.

3.1 PONTO INTERIOR E CONJUNTO ABERTO

Usando o conceito de bola aberta visto na Secao 2.1, pode-
mos definir ponto interior e conjunto aberto. Considere um con-
junto X C M, sendo M um espago métrico. Dizemos que um
ponto a é ponto interior do conjunto X, quando é centro de uma
bola aberta contida em X. Dizemos também que o interior do
conjunto X é formado por todos os pontos interiores de X e,
vamos denota-lo por int(X). Quando a é ponto interior de um
conjunto X, dizemos que o conjunto todo é vizinhanca de a.

Definicao 3.1. Seja X C M, onde M é um espaco métrico.
Dizemos que a é ponto interior de X quando existe § > 0 tal
que

dla,z) <d=z€ X,

ou seja, 36 > 0, tal que B(a,d) C X.

M

Figura 3.1 — Nessa representacao, a é um ponto interior a X e b é um exemplo
de ponto que néo é interior a X.
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Exemplo 3.1.1. Considere um espago métrico M, todo x € M
é ponto interior de M. De fato, seja x € M, tome 6 > 0, com
d € R, note que B(z,d) C M, por definigao de bola aberta. Logo,
int(M)= M.

Exemplo 3.1.2. Seja X = B(0,3) C R?. Perceba que a =
(0,0,0) € R* & um ponto interior de X. De fato, B(a,1) C X.

Partindo do conceito de ponto interior, podemos definir
um conjunto como aberto quando todos seus pontos sao pontos
interiores.

Definigao 3.2. Seja M um espago métrico. Dizemos que A C M
¢ aberto quando para cada = € A, existe § > 0 tal que B(x,d) C
A.

Disto segue que, A é aberto < int(A) = A. De modo
geral, int(A) C A para qualquer A.

Figura 3.2 — A C M é um conjunto aberto.

Exemplo 3.1.3. Toda bola aberta de um espago métrico (M, d)
é um conjunto aberto. Seja B(a,r) uma bola aberta. Vamos mos-
trar que B(a,r) C int(B(a,r)). De fato, seja = € B(a,r), temos
entao que d(z,a) < r. Tome § = r —d(z,a), note que § > 0. Veja
que, se y € B(x,d), entdo, pela desigualdade triangular,
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d(y,a) <d(y,z) +d(z,a) <d+d(z,a) =r =y € B(a,r).

Dai, x € int(B(a,r)). Logo, B(a,r) C int(B(a,r)). Como
int(B(a,r)) C B(a,r) obtemos que int(B(a,r)) = B(a,r), ou
seja, concluimos que toda bola aberta é um conjunto aberto.

Exemplo 3.1.4. |[Complementar da bola fechada] Sejam M um
espago métrico e Bla,r] uma bola fechada em M. Perceba que o
complementar da bola fechada A = M — Bla,r| é um conjunto
aberto. De fato, seja x € A, disto segue que d(z,a) > r. Defina
s > 0 como sendo um numero real tal que r < s < d(z,a) e veja
que a bola B(z,s) N Bla,r] = 0, ou seja, B(x,s) C A. Logo, = é
ponto interior de A. Portanto, A = M — Bla,r] é um conjunto
aberto.

M

Figura 3.3 — Complementar da bola fechada denotada por M — Bla,r].

E comum fazer a relacdo entre conceitos. Em nosso pro-
ximo resultado, vamos relacionar vizinhanca e convergéncia de
sequéncia em espagos métricos, conceito este visto no Capitulo 2.
A relacao sera basicamente a caracterizagao topologica de sequén-
cias convergentes em espacos métricos.

Proposigcao 3.1. Seja M um espago métrico. Uma sequéncia
(zx)rew em M converge para a € M se, e somente se, para toda
vizinhanga V de a em M, existe kg € IN, de modo que k > ky =
x, €V.
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Demonstrag¢ao. Suponha que (z)ren Seja uma sequéncia em M,
satisfazendo x;, — a € M. Considere V' como sendo uma vizi-
nhanca de a € M, entao podemos dizer que existe € > 0, de modo
que B(a,e) C V. Perceba que, para este €, existe um kg € IN tal
que, para todo k > ko, x, € B(a,e) C V, vide Defini¢ao 2.10.
Reciprocamente, para qualquer vizinhanga V' de a, sabemos (por
hipotese) que existe kg, tal que, para todo k > ko € N, x, € V.
Sendo assim, dado € > 0 tao pequeno quanto se queira, podemos
considerar V = B(a,€), e com isso garantimos que zy — a. W

O resultado a seguir, conhecido como teorema fundamen-
tal dos conjuntos abertos, se refere as propriedades dos abertos.

Teorema 3.2. Os conjuntos abertos em um espago métrico M
possuem as sequintes propriedades:

1. O congunto vazio ) e o espaco métrico M sao abertos;

2. A intersecio A = A NA;N---N A, de um niumero finito
de conjuntos abertos Aq,--- , A, € um conjunto aberto;

3. A reunido U Ay de uma familia qualquer (Ay)xea de con-

AEA
juntos abertos Ay € um conjunto aberto.

Demonstracao. 1. Note que se o conjunto vazio nao fosse aberto,
entdo existiria um elemento z € (), de tal maneira que ne-
nhuma bola aberta centrada em z estaria nele contida, o que
é de fato um absurdo. Considerando a defini¢cao de aberto
tratada anteriormente, é possivel perceber, pelo Exemplo
3.1.1 que dado x € M, B(x,d) C M, para qualquer 6 > 0.
Disto segue que M é aberto.

2. Sejam os conjuntos abertos A, A,,---,A, C M e defina
A=A NAyN---N A, Temos, pelo item anterior, que
se A = (), entao temos que A é aberto. Suponha que A #
0 e seja a € A. Como cada A; é aberto, para cada i =
1,2,-+- ,n, existem r; > 0, tal que B(a,r;) C A;. Tomando
r = min{ry,---,r,} > 0, tem-se B(a,r) C B(a,r;) C A;,
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para todo i = 1,2,--- ,n. Logo, B(a,r) C A, portanto A é
aberto.

3. Seja { A, }iea uma familia de abertos nao todos vazios de M
S ’
pois, caso contrario U Ay = 0, e portanto seria a uniao um

aberto. Dado a € A = UA,\, existe A € A, tal que a € A,.
Como A, é aberto, existe r > 0, tal que B(a,r) C Ay C A,
portanto, conclui-se que A é aberto.

Exemplo 3.1.5. Perceba que X = {0} C R nao ¢ um aberto. De
fato, para todo 6 > 0, a bola B(0, ), dada pelo intervalo (-4, ),
nao esta contida em X. Portanto X C R nao é um aberto.

Exemplo 3.1.6. Veja que a intersecao infinita de conjuntos aber-
tos nao é necessariamente um conjunto aberto. De fato, seja
{A,}2, uma sequéncia de conjuntos abertos definida por A,

11
< ) com n € IN*. Note que m A, = {0}. Portanto, como
n’'n i

visto no Exemplo 3.1.5, ﬂ A, nao é um conjunto aberto.

n=1

Nossa proxima proposicao garante que produto cartesiano
de abertos é um conjunto aberto.

Proposicao 3.3. Sejam A;, Ay abertos nos espagos métricos
(M,dyr) e (N,dy), respectivamente. Entao A; X Ay € aberto em
(M X NadMXN)7 em que

d]MxN = Inax{dM, dN}

Demonstracao. Queremos mostrar que A; X A, é aberto em M X
N. Defina a seguinte distancia entre elementos de M x N

dysn((z,9), (a,b)) = max{dy(x,a),dn(y,b)},
(x,y),(a,b) € M x N.
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Seja (z,y) € Ay x Ay. Como A; é aberto em M e A, é aberto em
N, segue que existem 71,7, > 0 de modo que

Bl(x,rl) (- A1 (S BQ(@/,T’Q) C AQ.

Defina r = min{ry, 73 }. Vamos mostrar que B((x,y),r) C A; X As.
Seja (m,n) € B ((x,y), ). Disto segue que durx ((m,n), (z,y)) =
max{dy (m,z),dy(n,y)} < r, sendo assim,

m € B(z,r) C By(xz,r) C A4
n € B(y,r) C Ba(y,r2) C As.

Concluimos assim que (m,n) € A; x A,. Logo, B((z,y),r) C
Ay X Ay e, assim, (x,y) é ponto interior de A; x A,. Portanto,
Ay x Ay é aberto em M, N. |

y

Figura 3.4 — A; x Ag aberto.

Para que possamos definir uma topologia, vamos usar a
definicao abaixo:
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Definicao 3.3. Dado um conjunto E, definimos o conjunto das
partes (ou conjunto poténcia) de E, como o conjunto de todos
os subconjuntos do conjunto E, denotado por P(E).

Sendo assim, de modo geral, definimos uma topologia em
um conjunto da seguinte maneira:

Definicao 3.4. Se F é um conjunto, uma topologia em F é um
subconjunto 7 C P(E) tal que

1.0, E e

2. se (A;);es for uma familia de elementos de 7, entao U A€
JjeJ
T

3. se (A4;);es for uma familia de elementos de 7 e se J for finito,

entao m Ajer.

jeJ

Um conjunto £ munido de uma topologia 7 é chamado de Espaco
Topolégico e denotado por (E, 7).

Segue diretamente do Teorema 3.2 que, dado um espago
métrico M

T={AC M:Aéaberto}

é uma topologia em M. De modo geral, todo espago métrico é
um espago topolodgico, basta tomar os abertos desse espago para
compor a topologia. Sendo assim, podemos dizer que os exemplos
do Capitulo 2, em particular:

1. Exemplo 2.0.1: Conjuntos dos ntimeros reais, munido da mé-
trica usual.

2. Exemplo 2.0.2: R™, com n um inteiro positivo, munido da
métrica euclidiana, métrica da soma ou do maximo, con-
forme Exemplo 2.0.5.
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3. Exemplo 2.0.3: B(X,R), conjuntos de todas as fungoes reais
limitadas, munido da métrica do supremo. E, C'(X, R), con-
junto das funcoes reais continuas definidas em um intervalo
X = [a,b] C R, como no Exemplo 2.0.4, munido da métrica
da integral.

4. Exemplo 2.0.7: Um conjunto X qualquer, nao vazio, munido
da métrica 0 — 1.

5. Todo espago vetorial normado. Em particular, o espago veto-
rial V, Exemplo 2.2.1, formado pelas sequéncias de niimeros
reais em que todos os termos, exceto um ntmero finito deles,
sao iguais a zero, em que V estd munido da métrica do max.

sao exemplos de espacos topologicos. Na sequéncia veremos tam-
bém outros exemplos de espacos topologicos.

Exemplo 3.1.7 (Topologia trivial). 7 = {E, ¢}, em que E é um
conjunto qualquer.

Exemplo 3.1.8. Tome o conjunto E = {a,b} e 7 = {0, {b}, E}.
Note que () e E pertencem a 7. Veja que, dados elementos de
T a uniao desses elementos pertencem a 7, da mesma forma, a
intersecao de elementos de 7, pertencem a 7. Portanto, 7 é uma
topologia em F.

3.2 PONTOS DE ACUMULACAO, ADERENCIA E FRON-
TEIRA

Dado um conjunto X C M, onde M é um espago métrico.
Exitem pontos dispoe de uma caracterizagao especial e, por esse
motivo recebem um nome particular, este é o caso dos pontos de
acumulacao.

Definigao 3.5. Seja X C M, sendo M um espac¢o métrico. Di-
zemos que x € M é um ponto de acumulacao de X, se toda
bola aberta centrada em x contiver algum ponto de X, diferente
do ponto x. Denotaremos por X’ o conjunto dos pontos de acu-
mulacao de X.
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Com a defini¢ao acima, podemos fazer a seguinte caracte-
rizacdo: © € X' se Vr > 0, B(z,r) N (X — {z}) # 0.

Exemplo 3.2.1. Seja a bola B(0,1) C R?. Defina X = B(0,1)U
{(2,2,2)} C R3. Note que todos os pontos da bola B(0,1) e da es-
fera S = [0, 1] sdo pontos de acumulagao de X . Entretanto, nem
todos os pontos de X sao pontos de acumulacao, mais precisa-
mente, veja que (2,2,2) € X, ndo é um ponto de acumulagao de

X. De fato, a bola B ((2, 2,2), % nao possui nenhum ponto de
X diferente de (2,2,2). Portanto, X’ = BJ0, 1].

Exemplo 3.2.2. Considere a fungao f : R — R, definida por
flx) = 1+1$2 Note que f(R) = (0,1]. E, além disso, veja que
fR) =[0,1].

Estudamos o conceito de limite de sequéncia na Secao
2.3. Em particular, o limite de uma sequéncia recebe um nome
especial, no caso, ponto de aderéncia, conforme nossa proxima
definigao.

Definicao 3.6. Seja M um espago métrico. Um ponto a € M
¢é dito ponto de aderéncia de um conjunto X C M quando é
limite de uma sequéncia de pontos desse conjunto. Denominamos
fecho de X, denotado por X, o conjunto formado por todos os
pontos de M que sao aderentes a X.

Observagao 1. Sejam X um conjunto em um espago métrico (M, d)
e x € X. Se tomarmos a sequéncia constante x, = x, segue que,
r e X,istoé, X C X.

Observagdo 2. Sejam X C Y conjuntos em um espago métrico
(M,d) e x € X. Entao, existe uma sequéncia (z;)ren tal que
xp € X, paratodo k € N, elimzx, = x. Como X C Y, segue que,
cada z, € Y, logo, z € Y. Portanto, concluimos que se X C Y,
entdio X C Y.

Exemplo 3.2.3. Seja X = R’ C R. Defina a sequéncia (x)ren =
(%)kE]N C X. Note que 0 é um ponto aderente de X, pois x;, — 0,
quando k — o0o. Observe que 0 ¢ X.
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Exemplo 3.2.4. Seja X = R. Considere o intervalo I = (—3,3) C
X. Note que, vide Observacdo 1, I C I. Além disso, perceba que
os pontos 3 e —3 sao também pontos de aderéncia de I. De fato,
considere as seguintes sequéncias

1
(xp) =2+7—5Cle

k+2
k —1—11
k+1
Note que klim T =3e klim yr = —3. Logo, 3 e —3 sao pontos de
—00 —00
aderéncia de I. Podemos concluir que I = [—3,3]. De fato, pois

nao existe € I, tal que > 3 ou = < —3, uma vez que, toda
sequéncia em I estd contida na B(0,3) C R.

Nossa proxima proposicao garante que podemos definir
um ponto aderente usando conceitos de bolas.

Proposigao 3.4. Seja X C M, sendo M wum espago métrico.
Entao a € M € um ponto aderente de X se, e somente se, toda
bola aberta centrada em a contiver algum ponto de X.

Demonstracdo. Seja a um ponto aderente de X, entdo vide Defi-
ni¢ao 3.6, existe (zx)rew C X, de modo que, klingo T, = a, tam-
bém pela Definicao 2.10, segue que, Ve > 0, dk € IN, tal que,
x € B(a,e€), ou seja, toda bola aberta, centrada em a, contém
algum ponto de X. Suponha agora que, para todo € > 0, B(a,€)
contém algum ponto de X. Pela Definigao 2.10, temos que a é
limite de alguma sequéncia de X, ou seja, a é um ponto ade-
rente. |

Podemos notar que dado um conjunto X C M, sendo
M um espaco métrico, todo =z € X é ponto aderente de X e,
portanto, X C X. E, além disso, é possivel perceber através da
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Definigao 3.5, todo ponto de acumulacao de um conjunto é tam-
bém um ponto aderente, ou seja, X’ C X. Porém a reciproca nao
é verdadeira, veja nosso proximo exemplo.

Exemplo 3.2.5. Considere X = (—1,1) U {2} C R. Perceba
que existem pontos aderentes do conjunto, além dos pontos do
proprio conjunto. De fato, note que —1 e 1 ndo pertencem a X,
entretanto, Vo > 0, as bolas B;(—1,9) e By(1,0), contém pontos
de X. Portanto, —1 e 1 sao pontos aderentes a X, em particular,
sdo pontos de acumulacdo de X. E, com isso, segue que X =
[—1,1]U{2} C R. Além disso, X' = [—1, 1]. De fato, note que {2}
é ponto aderente de X, porém nao é ponto de acumulagao de X,

uma vez que, para r = 2 a B(2,r) C X, contém apenas o ponto
{2}-

Exemplo 3.2.6. Considere o conjunto usado no Exemplo 3.2.1,
X =B(0,1)U{(2,2,2)} C R®. Pelo mesmo argumento usado no
Exemplo 3.2.5, podemos concluir que X = B[0,1] U {(2,2,2)} C
R? e, além disso, X’ = [0, 1].

Nosso préximo resultado apresenta algumas propriedades
do fecho de um conjunto.

Proposig¢ao 3.5 (Propriedades de Fecho). Seja X um conjunto
em um espago métrico (M,d), entao sao verdadeiras as sequintes
afirmacoes:

1. A Definicdo 3.6 e a Proposi¢cdo 3.4 sao equivalentes, isto
€, dado x € M, temos que x € limite de uma sequéncia de
elementos de X se, e somente se, B(x,0)NX # 0, para todo

6> 0.
2. X =M —int(M — X);
2 X=X

Demonstracio. 1. Seja x € X, segue da Definicao 3.6 que
existe uma sequéncia (zy)ren tal que z;, € X, para todo k, e
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lim z;, = x. Pela Defini¢do 3.6, para todo & > 0, existe kg tal
que se k > kg, entdao x, € B(x,0). Portanto, B(x,d)NX # 0,
para todo & > 0. Reciprocamente, suponha que z € M e
para todo, § > 0 a bola B(x, d) intersecta X, Vk € IN, existe

1
x, € X, de modo que x, € B <ac, k) Portanto,

1
d(ﬂ?k,l‘) < %, Vk € NN.

E, assim, temos que z; — .

. Seja x € X, entdao V§ > 0, a bola B(z,§) intersecta X. Logo

r € M —int(M — X). De fato, pois como X C M, temos
que x € M e, ainda, x ¢ int(M — X), caso contrario, x seria
ponto interior de M — X e, assim, existiria d > 0, tal que a
bola B(x,0) nao intersectaria X, o que nao pode acontecer,
ja que x € X. Portanto, X C M — int(M — X).

Considere agora, x € M — int(M — X). Segue que x € M e
x ¢ int(M — X). Como z ¢ int(M — X), temos que, Vé > 0,
a bola B(z,d) ¢ M — X, logo, temos que, pelo menos um
ponto de X pertence a bola B(z,0d). E, pela Proposicao 3.4,
x é ponto aderente de X, logo z € X, ou seja, M —int(M —
X) C X. Sendo assim,

X =M —int(M— X).

. Sejam x € X ed > 0. Pela defini¢do de fecho, segue que

existe 7o € X tal que 2y € B(z,d) N X. Note que, como
B(z,9) é um conjunto aberto, vide Exemplo 3.1.3, existe
0o > 0, de modo que

B(xg,d0) C B(z,0).

Entretanto, como z, € X, segue que B(zg,d) N X # 0.
Portanto, z € X. Uma vez que, pela Proposigao 3.4, conclui-
se que X C X, temos que X=X.
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Veremos agora a defini¢ao de fronteira de um conjunto:

Definigao 3.7. Seja M um espago métrico. Suponha que A C M
é nao vazio. Dizemos que z € M é ponto da fronteira de A se
toda bola aberta centrada em x contiver pontos de A e de M — A.

Denotaremos a fronteira de A como Fr(A) ou JA.

Figura 3.5 — Os pontos a e b sdo pontos de acumulagdo de A e o ponto ¢ néo
é ponto de acumulagdo de A. O ponto b é ponto de fronteira de
A. Os trés pontos a, b, ¢ sdo exemplos de pontos aderentes de A.

Exemplo 3.2.7. Considere o conjunto X = {(z,y) € R*z,y €
7}, conhecido como reticulado de R?. Perceba que todo ponto de
X éum ponto da fronteira de X . De fato, para todo = € X, a bola

1
B <x, 3) contém o proéprio z € X e pontos do complementar de

X. Mais ainda, observe que, x é um ponto isolado.
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Y
e o o e o o
e o o e o o
e o o e o o

Figura 3.6 — Reticulado de R

Usando a defini¢ao de fronteira, temos a seguinte caracte-
rizacao para esse conjunto:

ze Fr(A) Ve >0, Blz,0)NA#De B(x,0) "M — A#0.

Intuitivamente, podemos dizer que um conjunto A é aberto
se nao possui pontos de sua fronteira. E, isso mostraremos no te-
orema a seguir:

Teorema 3.6. Seja A C M, sendo M um espaco métrico. A é
um conjunto aberto, se e somente se, ANOA = 0.

Demonstra¢do. Seja A C M, sendo M um espago métrico, um
aberto. Suponha que A N QA # (). Entao dz € AN JA, ou seja,
€ Aex € JA. Como x € A e A é aberto, 30 > 0 tal que
B(z,d8) € A, porém, como x € Fr(A) e B(z,§) N M — A # (.
Contradi¢ao, pois B(x,d) C A. Logo, ANJA = (). Assuma agora
que ANJA = () e, suponha por absurdo, que A nao seja aberto.
Como A nao é aberto, existe z € A, tal que V§ > 0, B(z,0) ¢ A,
ou seja, existe y € M — A tal que y € B(z,d), o que é um absurdo,
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pois assim B(z,d) contém pontos de A e M — A. Portanto, A é
aberto. [ |

3.3 CONJUNTO FECHADO

Vamos definir quando um conjunto é dito fechado, usando
a ideia de conjunto aberto.

Definicao 3.8. Um conjunto F' C M, sendo M um espago mé-
trico, é dito fechado quando o seu complementar é aberto em
M, ou seja, M — F' é aberto.

M

Figura 3.7 — F C M é um conjunto fechado.

Podemos definir um conjunto fechado de duas maneiras.
Vamos demonstrar, em nosso préximo resultado, que ambas sao
equivalentes.

Proposigcao 3.7. Seja F' um conjunto contido em um espago
métrico (M, d). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. F=F,

2. M — F ¢ aberto.

Demonstracdo. Seja F um conjunto contido em um espago mé-
trico (M, d). Suponha que F = F. Sejaz € M — F, entdao z ¢ F,
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ou seja, existe § > 0 de modo que, a bola B(z,d) N F = (). Por-
tanto, B(z,d) C M — F. Logo, = é ponto interior de M — F', ou
seja, M — F' é aberto. Reciprocamente, suponha que M — F' seja
aberto. Entao todos os pontos de M — F' sao pontos interiores. Su-
ponha por absurdo que F # F, entdo existe € F, de modo que
x ¢ F, sendo assim, © € M — F. Logo, pela hipotese, existe § > 0,
tal que a bola B(z,d) C M — F. E, portanto, B(z,8) N F =0, o
que ¢ um absurdo, pois € F. Logo, F = F. |

Exemplo 3.3.1. Seja M um espago métrico e Bla,r] uma bola
fechada em M. Perceba que Bla,r] é um exemplo de conjunto
fechado. De fato, vide Exemplo 3.1.4, sabemos que M — Bla,r] é
um conjunto aberto. Sendo assim, pela Definicdo 3.8 temos que
Bla,r] é um conjunto fechado.

M

Figura 3.8 — Representagao de uma bola fechada de centro a e raio r > 0 em
M.

Exemplo 3.3.2. Seja M um espago métrico e S[a,r] uma esfera
em M. Note que M — Sla,r] = (M — Bla,r]) U B(a,r). Segue
pelo Exemplo 3.1.4 que M — Bla,r] é um conjunto aberto. E
além disso, temos pelo Exemplo 3.1.3 que B(a,r) é um conjunto
aberto. Pelo Teorema 3.2, uniao de abertos é um conjunto aberto.
Portanto, vide Definigao 3.8, S[a,r| ¢ um conjunto fechado.
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M

Figura 3.9 — Representacdo de uma esfera de centro a e raio r > 0 em M.

Exemplo 3.3.3. Seja X um conjunto nao vazio em um espago
meétrico (M,d). Perceba que a fronteira 0X é um subconjunto
fechado do espago métrico M. De fato, note que o complementar
de 90X ¢é (intX) Uint(M — F), que é um conjunto aberto.

Com base no exemplo anterior, segue que o reticulado,
apresentado no Exemplo 3.2.7, é um conjunto fechado.

Na sequéncia, apresentaremos outra relacao entre conjun-
tos fechados e fechos.

Proposicao 3.8. Se X um conjunto em um espago métrico (M, d)
entio X € um conjunto fechado.

Demonstracao. Seja X é um conjunto em um espago métrico
(M, d). Segue da Proposigao 3.5 que X = M — int(M — X). Per-
ceba que int(M — X) é um conjunto aberto. Sendo assim, vide
Defini¢ao 3.8, X = M — int(M — X) é um conjunto fechado. M

Vimos anteriormente que o conjunto vazio e o espago mé-
trico M sao exemplos de conjuntos abertos, a partir da Defini¢ao
3.8, concluimos que sdo ambos exemplos de conjuntos fechados.
De fato, como o conjunto vazio pode ser visto como o comple-
mentar de M, segue que M é fechado. Analogamente, podemos
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dizer que o conjunto vazio é fechado. Sendo assim, concluimos que
existem conjuntos que sao abertos e fechados simultaneamente.

Veja também que existem conjuntos que nao sao abertos
nem fechados. Por exemplo, seja R™ munido da métrica usual,
tome a € R" e fixe nameros reais 0 < rq < r;. Defina o conjunto
FE, conhecido como anel, em R"™:

E={eeR"r <d(e,a) <r}=Bla,ri] — Bla,r]|.

Note que E nao é aberto nem fechado, pois se considerarmos um
ponto = € E, tal que d(x,a) = ry, V§ > 0 a bola B(x,d) ¢ E.
Portanto, £ ndo é um conjunto aberto. Analogamente, tomando
y € R" — E, de modo que d(y,a) = 1, ¥6 > 0, a bola B(y,J)
possui pontos de F, sendo assim, y é um ponto aderente de F.
Logo, E # E, ou seja, E nao ¢ fechado.

Ay

Figura 3.10 — Representagio do anel em R2.

A seguir vamos demonstrar o teorema fundamental de

fechados.

Teorema 3.9. Os conjuntos fechados em um espagco métrico M
possuem as sequintes propriedades:
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1. O congunto vazio ) e o espago métrico M sao fechados;

2. A reuniao F = FyUF, U ---U F}, de um numero finito de
conguntos fechados Fy,--- , F}, € um conjunto fechado;

3. A intersecdo ﬂ F\ de uma familia qualquer (F\)xer de
AEL
conjuntos fechados F\ é um conjunto fechado.

Demonstracao. 1. Foi justificada no inicio desta Segao.

2. Note que se Fy, Fy, -, F, sao fechados, entao A, = M —
Fi,--- Ay = M — F}, sao abertos, logo o complementar de
F17F27"' 7Fk’7

Arn---NMAg

é aberto pelo Teorema 3.2. Portanto, Fy U Fo U---U F), é
fechado.

Por fim, se Fi\, A € L, é fechado, entao toda Ay = M — F)
¢é aberto, logo a UA,\ = U(M —F) =M - (m F,\> também

é aberto, vide Teorema 3.2. Portanto, o conjunto F' = ﬂ F, é
AEL

fechado.
[ ]

Vale a pena ressaltar que a reuniao arbitraria de conjun-
tos fechados nao é necessariamente um conjunto fechado, como
mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 3.3.4. Seja F; um conjunto fechado, para cada i €

IN. Note que UFi nao é um conjunto fechado. De fato, seja
i=1

11 _9 2 ko k
! [2’2]’ 2 {3’3]’ Tk [k+1’k+1} Como
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k
visto no Exemplo 2.3.3, sabemos que lim;_,., —— = 1. Portanto,

k+1
UF =(-11).
i=1

Vimos na Proposicao 3.3 que o produto cartesiano de

abertos é um conjunto aberto. Agora, veremos que o produto
cartesiano de fechados é um conjunto fechado.

Proposigao 3.10. Sejam Fy, Fy conjuntos fechados em M, N
respectivamente, em que (M,dy e (N,dy sao espagos métricos.
Entao Fy x Fy € fechado em (M X N,dyr«n)-

Demonstragao. Dado z = (z,y) € Fy X Fy, temos que x € F}
ey € F,. Como F, e F, sao fechados, I} = F, e F, = F;, logo
existem sequéncias (z;);ew em F e (y;)iew em Fy tais que limz; =
x e limy; = y. Assim, (2;);en, com z; = (2;,¥;), ¢ uma sequéncia

em F)} x F, satisfazendo lim z; = z. Com isso, concluimos que

) x F, = F| X F;, e, portanto, I} x F, é fechado. |
A
F2 F1 X F2
£ -

Figura 3.11 — F; X F5 é um conjunto fechado.
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3.4 TOPOLOGIA RELATIVA

Entendemos por topologia relativa num subespaco X C
M, sendo M um espago métrico, o conjunto das intersegoes de X
com os abertos de M. Vamos trabalhar com o conceito de aberto
relativo a X.

Definicao 3.9. Sejam X um subconjunto do espaco métrico M
e A C X. Dizemos que A é aberto relativamente a X, quando
existe um aberto U de M, tal que A=UnN X.

Figura 3.12 - A=UN X é aberto em X.

Podemos entender que topologia relativa de X C M,
sendo M um espaco métrico, é a restricio da topologia de M
ao conjunto X. Alguns resultados sao de verificacao imediata,
por exemplo, um conjunto X C M é aberto em M se, e somente
se, é aberto relativamente a X. Pode-se verificar facilmente tam-
bém que se um conjunto A é um aberto de M e A C X, entao
A=ANX, donde A é aberto em X.

Exemplo 3.4.1. Sejam X = [1,3) e A =[1,2). Como int(A) =
(1,2) # A, temos que A nao ¢ um aberto de R. Entretanto, to-
mando o aberto U = (—2,2) de R, tem-se que A = U N X, isto &,
A é aberto em X.
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X =[-1,3)

S 3
A=y S N T -
U=(-22) - 0 —

Figura 3.13 — Representacao do Exemplo 3.4.1.

Podemos de certa forma, caracterizar conjuntos abertos
relativos através de bolas abertas, visto que, bolas abertas sao
exemplos de conjuntos abertos.

Proposicao 3.11. Dado um conjunto A C X C M, em que M é
um espaco métrico. Dizemos que A € aberto em X se, e somente
se, para todo a € A, existe r > 0, tal que

B(a,m)N X C A.

Demonstracdo. Suponha que o conjunto A seja um aberto em
X, disto segue que existe U aberto em M de forma que A =
UNX. Seja a € A, temos que a € U. Entdo, existe r > 0,
tal que B(a,r) C U, pelo fato de U ser aberto em M. Logo,
B(a,r)NX C UN X = A. Assuma agora, que para todo a € A,
exista r, > 0, tal que B(a,r,) N X C A. Sabemos que uma uniao

qualquer de abertos é um aberto, temos que U = U B(a,r,) é

acA
um conjunto aberto de M e, além do mais, temos que U N X =

(U B(a,ra)> nNX = U (B(a,r,) N X) C A. E, além disso,

acA acA
temos que A C (U N X). Portanto, A = U N X, ou seja, A é um

aberto em X.

De maneira equivalente a definicao de aberto relativo, te-
mos condig¢oes de definir um conjunto fechado relativamente a
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outro. Basta verificar que seu complementar é aberto relativo a
tal conjunto.

Definigao 3.10. Seja FF € X C M, em que M é um espago
métrico. Dizemos que F' é um conjunto fechado relativamente

a X, se seu complementar em relacao a X é um aberto relativo
a X.

Além do mais, podemos caracteriza-los por meio de seus
respectivos fechos.

Proposicao 3.12. Dado F C X C M, em que M € um espaco
métrico, dizemos que

F ¢ fechado em X & F =FNX.

Demonstracdo. Suponha primeiramente que seja satisfeita F' =
FNX.Distosegueque X —F=X—(FNX)=X-F= (M-
F)N X, e portanto X — F é aberto em X, pois F ¢ um conjunto
fechado e pela Proposicao 3.7, segue que M — F é aberto em M.
Assim, temos que F' é fechado em X. Reciprocamente, suponha
que F' seja um conjunto fechado em X, sendo assim, temos que
F C X. Como F' é fechado em X, segue que X — F' é um conjunto
aberto em X. Pela Definigao 3.9, temos que existe um U C M
aberto, de tal modo que X — F = U N X. Sendo assim, como
F C X CM, e, além disso, F' ¢ U, disto segue que ' C M —U.
E, como M —U é fechado em M, temosque F C M —U = M —U,
vide Observagao 2. Porisso, FNX Cc (M —-U)NX =X —U. E,
note que X —U C F,umavez que X = FU(X —F) = FU(UNX),
sex € X, entdo x € F ouxz € UNX, mas como z ¢ U, segue que
x € F. Além disso, como F C F e, temos também que F' C X,
segue que F' C FN X. Portanto, F = F N X.

Como consequéncia do resultado anterior, dado F' C X C
M, em que M é um espaco métrico, temos que se F' é fechado
em M, entdo F é um conjunto fechado em X, pois temos que
F=FNnX=FnX.
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Exemplo 3.4.2. Seja X C R?, de modo que, V(a,b) € X, a,b >
0. Note que F' = B[0,1] N X é um conjunto fechado em X, pois
B0, 1] é fechado em R?. Entretanto, F' nao é fechado em R?, pois
se tomarmos o ponto (0,0) € R?, podemos notar que (0,0) ¢ F,
mas toda bola centrada em (0, 0) contém pelo menos algum ponto
de F, sendo assim, F # F.

3.5 CONVEXIDADE E LIMITACAO

Na Se¢ao 2.3 comentamos que uma sequéncia é limitada
quando existe uma bola que contém todos os seus termos. Defi-
niremos nessa se¢ao que um conjunto mais geral com a mesma
caracteristica também é dito limitado. Mas, antes dessa aborda-
gem, vamos mostrar que bolas contidas em um espago vetorial
normado tém o fato comum de serem convexas.

Definigao 3.11. Sejam z,y € V, sendo V um espaco vetorial
normado. O segmento de extremos x,y é o conjunto

[z,y] ={(1 —t)x+ty:0<t <1}

Definigao 3.12. Um subconjunto X C V, sendo V um espago
vetorial normado, é dito convexo quando todo segmento de reta
definido por dois pontos que pertencem ao conjunto X, estiver
totalmente contido em X.

Podemos assim, concluir que toda bola é um conjunto
convexo, O que provaremos no teorema a seguir.

Teorema 3.13. Toda bola aberta B(a,r) contida em um espago
vetorial normado € convexa.

Demonstracao. Seja V um espago vetorial normado. Considere a
bola aberta B(a,r) de centro a € V e raio r > 0. Se z,y € B(a,r)
entdo ||z —al| <r e ||y —a|| < r. Para qualquer ¢ € [0, 1], temos:
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(1 =tz +ty —al| =||(1 —t)x + ty — a + ta — tal|
=l =t)(z —a) +i(y — a)|.
Usando as propriedades de norma vistas na Segao 2.2, segue que
(1 =)z —a) +i(y — o)l < |1 = t)(z = a)|| + |[t(y — a)l|
=X =)]-[[(z = a)l[ +[t] - [[(y — a)l

Como t € [0,1], ||z —al| <7 e ||y —a|| <, segue que
(=B [l =a)l[+ [t [[(y —a)ll <A =t)r +tr=r.

Portanto, concluimos que qualquer segmento com extremos x,y €
B(a,r), esta totalmente contido na bola aberta. Logo, toda bola
aberta em um espaco vetorial normado é convexa.

Figura 3.14 — Segmento [z, y] contido na bola B(a,r).

Pode-se realizar uma demonstragao analoga para o caso
de uma bola fechada. Logo, toda bola fechada em um espaco
vetorial normado é convexa.

Conforme comentado no inicio desta se¢ao, a defini¢do de
conjunto limitado segue o mesmo raciocinio empregado na Sec¢ao
2.3, ao definir uma sequéncia limitada.
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Definigao 3.13. Um conjunto X C M, sendo M um espago
métrico, é limitado se, e somente se, estd contido em alguma
bola aberta.

Figura 3.15 — Representacao de um conjunto X contido em uma bola B(a,r).

Exemplo 3.5.1. Considere o cilindro circular reto definido da
seguinte forma:

C={(r,y,2) eR3: 22 +y>=1e0< 2 <3} CR.

Note que C é um conjunto limitado. De fato, pois C C B(0,4) de
R3.

3.6 COMPACIDADE

Iniciaremos agora o estudo do conceito topolégico de con-
juntos compactos. De modo geral, a nocdao de compacidade se
caracteriza de diversas formas. No decorrer dessa se¢ao, provare-
mos que que todo conjunto compacto de R™ é fechado e limitado.
Entretanto, a maneira que vamos definir os conjuntos compactos
requer inicialmente da definicado de cobertura e conceitos sequen-
ciais.
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Definicao 3.14. Dado um conjunto X C M, em que M é um
espago métrico, dizemos que, uma colegdo C = {C)}rea de sub-
conjuntos de M, é uma cobertura de X se X C U C,. Di-

AEA
remos também que uma subcobertura de C é uma subcolecao

{Cx}reny, Ao C A, de tal forma que X C U C,.

AEAo

Dada uma cobertura C para o conjunto X C M, sendo
M um espago métrico, dizemos que C é uma cobertura aberta,
quando C) é aberto, para todo A. E, caso A seja um conjunto
finito, dizemos que C é uma cobertura finita de X. Usando as
defini¢coes abordadas até entao, segue a definicdo de conjuntos
compactos:

Definicao 3.15. Seja X C M, em que M é um espago métrico.
Dizemos que X é um conjunto compacto quando toda cober-
tura aberta C = {C)} ca de X admite uma subcobertura finita,

J
ou seja, existem Aj, Ay, -+, A; € A, de modo que X C U Ch,-
=1

T

-1
Exemplo 3.6.1. Seja X = (—1,0) C R. Note que C, = (—1, ),

com x € IN* é uma cobertura aberta para X, pois X C U C,.
zelN*
Entretanto, C, nao possui uma subcobertura finita, pois C, C

Cy41 © X. Portanto, X nao é um conjunto compacto.

Usando o mesmo raciocinio, é possivel provar que toda
bola aberta de um espago métrico M nao é um conjunto com-
pacto.

Proposicao 3.14. Nenhuma bola aberta de M, em que M é um
espago métrico, € um conjunto compacto.

Demonstragao. Seja B(a,r), com a € M, em que M é um espago

métrico, e 7 > 0. Tome C), = B <a, r— A:l)’ com A € IN. Note
que C = {Cy\} en € uma cobertura aberta de B(a,r). Veja que C
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nao admite uma subcobertura finita, uma vez que C\ C Cy11 €

B(a,r). Portanto, nenhuma bola aberta de M é um conjunto
compacto.

Veja agora um resultado que nos permite afirmar que todo
conjunto compacto de um espago métrico é um conjunto limitado.

Proposigao 3.15. Seja M um espago métrico. Se X C M € um
congunto compacto, entao X € limitado.

Demonstracdao. Provaremos esta proposicao por contrapositiva.
Seja X C M um subconjunto ilimitado e fixe a € M. Perceba
que

B = {B(av n)}nelN

compoe uma cobertura aberta de M, pois dado qualquer ponto
x € M, temos que x € B(a,d(a,z) + 1). E, além disso, compoe
uma cobertura de X. Note que, para todo n € N, B(a,n) C
B(a,n + 1). Disto segue que X nao admite um subcobertura
finita, pois nao existe nenhuma bola aberta de M que contém X
j4 que estamos supondo que X ¢ ilimitado. E, por consequéncia
temos que X nao é um conjunto compacto. E, assim, concluimos
a demonstragao.

Nosso préximo resultado nos garante que, dado um con-
junto compacto, podemos afirmar que todo subconjunto fechado
deste compacto é também um conjunto compacto.

Proposicao 3.16. Todo subconjunto fechado de um conjunto
compacto € compacto.

Demonstracdo. Sejam C' C M, um conjunto compacto e F' C C
um conjunto fechado em M. Como F' é fechado em M, temos
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que M — F ¢é aberto em M. Desse modo, tomando uma co-
bertura aberta de F, D = {D\}xea, temos que a unido dos
abertos de D e M — F', formam uma cobertura aberta de C.
Como C é um conjunto compacto, podemos extrair uma subco-
bertura finita, Dy,, D,,, -, Dy,, M — F, que, consequentemente,
cobre o conjunto F. Uma vez que (M — F) N F = (), temos que
{Dy,,D,,, -+ ,D,,} é uma subcobertura finita de F. E, assim,
concluimos que F' é um conjunto compacto.

Um teorema que veremos a seguir, conhecido como Teo-
rema de Heine-Borel, nos permite caracterizar um conjunto com-
pacto de R™ como um conjunto fechado e limitado. Mas, antes
de tal resultado, veremos duas proposi¢oes que nos auxiliardo na
demonstracao deste teorema.

Proposigao 3.17. Seja K um conjunto em um espago métrico
M. Se K é compacto, entao K € fechado.

Demonstrac¢ao. Seja K C M um conjunto compacto. Queremos
mostrar que K é um conjunto fechado. Suponha que M — K seja
um conjunto nao vazio (pois caso M —K = (), K seria um conjunto
fechado, vide Teorema 3.9) e tome a € M — K. Considere, para

cada k € K, a bola aberta B(k,ry), com centro em k e raio r;, =

d(k
( ,a). Note que C = {B(k,r:); k € K} forma uma cobertura

aberta de K. Veja que, para todo k € K, B(k,r;) N B(a,r;) = 0.
E, perceba também que podemos extrair uma subcobertura finita

J

U B(k,ry,) de C, pois K é um conjunto compacto. Seja ¢ > 0,
i=1

tal que € < min{ry,,---,7,}, entdo B(a,e) C M — K. Logo, a
¢ um ponto interior de M — K. Como a € M — K foi tomado
arbitrariamente, podemos concluir que M — K é aberto em M.
Portanto, K é fechado em M. |

Proposigao 3.18. Todo paralelepipedo de R™ é um conjunto com-
pacto.
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Demonstracao. Considere o seguinte paralelepipedo em R"™
K =ay,by] x -+ X [an, by)

e, v sendo sua diagonal.

Queremos mostrar que K é um conjunto compacto, para isso,
suponha por absurdo que K nao é um conjunto compacto em R".
Sendo assim, temos que existe um cobertura aberta de K

C= {CA}AEA

que nao admite um subcobertura finita. Tome o ponto ¢; =
a; +b; .

+ ,Vi=1,2,--- ., n.
Perceba que ¢; divide o intervalo [a;, b;] em dois intervalos fecha-

dos de mesmo comprimento. E, assim, temos que os 2™ paralele-
pipedos

[aq, B1] X -+ X [a, Bn], tal que [au, Bi] = [ai, ¢;] ou
[Oéi,ﬂi] = [Ci,bi] paratodoi=1,---,n

formam uma decomposicao de K.
Para cada um dos paralelepipedos que decompoe K, temos que

% é sua diagonal. De fato,

n n

a; — b;)?
Z(%‘—ﬁi)zz 2(4):’;

i=1 i=1

E, como K nao é compacto, segue que pelo menos um dos pa-
ralelepipedos que decompoe K, digamos K; C K, nao pode ser
coberto por uma quantidade finita de abertos de C, pois se fosse
diferente, conseguiriamos extrair uma quantidade finita de aberto
de C que cobrem K.

Repetindo todo o processo de decomposi¢ao indeterminadas vezes,
conseguimos obter uma sequéncia decrescente de paralelepipedos,
tais que,



3.6. Compacidade r

- CKyC---CKiCKy=K,
De modo que, Vk € IN:

1. O paralelepipedo K} nao pode ser coberto por uma quanti-
dade finita de abertos de C.
2. A diagonal de K, éigual a ;—k, o que implica que se z,y € K},
~ 2
entao d(z,y) < TS
Consideremos uma sequéncia (zx)ren C K, definida da seguinte
forma: z; € Kj, para todo k& € IN. Note que (zy)ren € uma
sequéncia limitada, uma vez que percebemos que

K = [ay,b1] X -+ X [an, b,]

é limitado. Pelo Teorema 2.4 de Bolzano-Weierstrass, (xj)ren ad-
mite, sem perda de generalidade, uma subsequéncia convergente,
continuaremos denotando tal subsequéncia por (x)ren. Suponha
que x, — a € R™, como a é ponto aderente de K, segue que
a € K, uma vez que K é fechado, vide Proposicao 3.10.

Além disso, note que Vky € IN, a subsequéncia (xj)g>r, ¢ uma
sequéncia em Ky, que converge para a. E, com isso, concluimos
que a € Ky, = Kj,, para todo ky € IN, ou seja, a € NKj. Para
chegarmos em um absurdo e concluirmos a demonstracao, basta
notar que a € C,, para algum A € A, e existe € > 0, de modo que,
B(a,€¢) C Cy. Considerando k € IN, tal que Qlk < €, temos, pelo

item (2), que para todo k € N, d(z,a) < ¢, Vx € K}, uma vez
que a € K.

Concluimos assim, que K C B(a,€) C Cy, o é um absurdo, vide
item (1) e, portanto segue que K é compacto. [ |

Teorema 3.19 (Heine-Borel). Um subconjunto de R™ é compacto
se, e somente se, € limitado e fechado em R".

Demonstracdo. Primeiramente, suponha que K C R™ seja com-
pacto. Pela Proposicao 3.17, temos que K é fechado em R"™ e,
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além disso, K ¢é limitado vide Proposigao 3.15.

Suponha agora que K C R"™ seja um conjunto fechado e limitado
e, além disso, tome K C X C R", sendo X um paralelepipedo
de R”. Sendo assim, temos que K é um conjunto fechado em X,
como X é um conjunto compacto pela Proposigao 3.18, segue que
K é um conjunto compacto, vide Proposicao 3.16. |

Podemos também caracterizar um conjunto compacto de
R"™ através de sequéncias. E, estes resultados sao obtidos por con-
sequéncia do Teorema de Bolzano-Weierstrass 2.4 e do Teorema
de Heine-Borel 3.19 demonstrado anteriormente.

Definicao 3.16. Dizemos que um conjunto K é sequencial-
mente compacto se toda sequéncia em K possui uma sub-
sequéncia convergente para algum elemento de K.

Uma caracterizagdo dos conjuntos compactos em R™ é
dada através do teorema abaixo.

Teorema 3.20. Um subconjunto de R™ € compacto se, e somente
se, € sequencialmente compacto.

Demonstra¢do. Suponha que K C R"™ seja um conjunto com-
pacto. Portanto, pelo Teorema 3.19 de Heine-Borel segue que K é
fechado e limitado. Como K é limitado, podemos usar o Teorema
2.4 de Bolzano-Weierstrass para concluir que toda sequéncia de
K possui uma subsequéncia convergente, em particular converge
para um elemento de K, pois K é fechado. Portanto, K é sequen-
cialmente compacto.

Suponha agora que K seja sequencialmente compacto, sendo as-
sim K é um conjunto limitado. De fato, se K nao fosse limitado
existiria um k,, € K tal que d(k,,0) > n, para cada n € N. E,
assim, a sequéncia (k,),en nao possuiria subsequéncias limitadas
e, entao terfamos uma contradi¢cao com a hipotese, pois nao exis-
tiria uma subsequéncia de (k,,) convergente. Além do mais, temos
também que K é um conjunto fechado. De fato, se K nao fosse
fechado, significa que existiria um =z € K — K e, além disso, exis-
tiria uma sequéncia de elementos de K que iria convergir para
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T, 0 que nao acontece pois K é sequencialmente compacto. Por
fim, pelo Teorema 3.19 de Heine-Borel, como K C R"™ é fechado
e limitado, portanto K é compacto. |

Vale ressaltar que existem subconjuntos de espagos mé-
tricos que sao fechados e limitados, entretanto ndo sdo conjuntos
compactos. O exemplo a seguir, retirado de [5], pagina 89, nos
garante esta afirmacao.

Exemplo 3.6.2. Seja V o espago vetorial formado pelas sequén-
cias de ntimeros reais em que todos os termos, exceto um namero
finito deles, sdo iguais a zero. Dado um elemento v = (x;);en
de V, a fungao ||v|| = max{|z;|;i € IN} define uma norma neste
espaco, vide Exemplo 2.2.1. Seja S a esfera de V com centro na
origem e raio 1. Para cada k € IN, denote por v, a sequéncia de
nimeros reais em que o k-ésimo termo é igual a 1 e todos os
demais sdo iguais a zero. Entao, (vj) ¢ uma sequéncia em S que
satisfaz ||vy, — vi|| = 1, para todo k # [ € IN. Logo, subsequéncia
alguma de (vy,) é de Cauchy, o que implica que (v;) nao possui
subsequéncias convergentes (veja Proposigao 2.5).Por outro lado,
temos que S é fechada, pois esferas em espagos métricos sao fe-
chadas por serem complementar de aberto. E, além disso, S é
limitada, pois esta contida na B[0,2] C V. Entretanto, S nao é
um conjunto compacto, pois nao é sequencialmente compacta.

3.7 CONEXIDADE

Intuitivamente, dizemos que um conjunto é conexo, quando
ele é formado por um tnico “pedago”. Para formalizar, faz-se ne-
cessério a apresentagao de algumas defini¢oes.

Definicao 3.17. Dado um conjunto X C M, em que M é um
espago métrico, dizemos que uma cisao de X é uma decomposi¢ao
de X em dois subconjuntos disjuntos, ambos abertos em X, isto
é, A,B C X C M sao tais que:

e X =AUB;
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e AN B = ;

e A e B sao ambos abertos em X.

Vale ressaltar que, na Defini¢ao 3.17, estamos conside-
rando a topologia relativa em X C M. Além disso, segue dire-
tamente da definicdo que qualquer espago métrico admite uma
cisao. Para isso, basta que tomemos M = M U (). Esta cisao é
conhecida como cisao trivial. Veremos a seguir um exemplo de
cisao nao trivial.

Exemplo 3.7.1. Seja X = {z,2:} C M, em que M é um
espago métrico e x; # x3. A decomposicao {z1} U {z2} = X

¢ uma cisdo nao trivial de X. De fato, considere a B(z1,7) e

d
M_ Note que {z1} = B(z;,r) N X ¢é disjunto

de {z,}, sendo assim, {z,} é aberto em X. De maneira analoga,
{z,} também é aberto em X.

defina r =

Perceba que podemos definir cisdo por meio de fechados
em X. De fato, como X = AU B, sendo que A e B sao disjuntos,
segue que A =X — Be B=X — A, ou seja, A e B sdo abertos
em X se, e somente se, ambos também sao fechados em X. Logo,
na definicao de cisao, podemos trocar o conceito de abertos por
fechados. Podemos também caracterizar a decomposicao por meio
de fechados, analisando seus pontos de aderéncia. Isto é feito a
partir da proposicao a seguir.

Proposigao 3.21. Uma decomposi¢io X = AUB de um conjunto
X contido em um espagco métrico € uma cisdo se, e somente se,
nao hd pontos de aderéncia de A em B ou pontos de aderéncia de
B em A, ou seja,

X =AUB é uma cisio < ANB=BNA={.
Demonstra¢do. Suponha que X = A U B seja uma cisao. Disto

segue que A e B sdo ambos fechados em X. Como vimos na
Proposicao 3.12, segue que A = ANX e B = BN X. Perceba que
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como A e B sdo disjuntos, temos que ANB = (ANX)NB = AN
(XNB) = ANB = (), com o mesmo raciocinio, segue que ANB = ().
Agora, suponha por hipotese que ANB = BNA = (). Sendo assim,
temos que ANX = AN(AUB) = (ANA)U(ANB) = Ae,
também, BN X = BN(AUB) = (BN B)U (BN A) = B, donde
segue que A e B sao ambos fechados em X. E, além disso, note
que ANB C AN B =0, ou seja, A e B sao disjuntos. Portanto,
X = AU B é uma cisao, |

Usando a ideia de cisao trivial, podemos definir quando
um conjunto é dito conexo.

Definicao 3.18. Um conjunto X C M, em que M é um es-
pago métrico, é dito conexo quando admite apenas a cisao trivial.
Caso admita alguma cisdo além da trivial, ele é dito desconexo.

Como caso particular do Exemplo 3.7.1, segue que a es-
fera S[a,r| na reta real é um conjunto desconexo.

Diretamente da defini¢ao, segue que alguns conjuntos po-
dem ou nao ser considerados conjuntos conexos. Por exemplo,
todo conjunto discreto com mais de um elemento é um conjunto
desconexo, pelo simples fato de todo ponto de um conjunto dis-
creto ser um ponto isolado. Perceba também que toda bola aberta
menos um ponto em R sao exemplos de conjuntos desconexos. Na
sequéncia veremos resultados dos conjuntos conexos.

Proposigao 3.22. A reta R € um conjunto conezo.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que R seja um conjunto
desconexo. Sendo assim, existe uma cisdo ndo trivial, tal que,
R =AUB. Tome z; € A e x5 € B. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que x; < xy. Considere o conjunto X = {x €
A;x < mp}. Perceba X nao é um conjunto vazio, pois z; € X.
Note que x5 é cota superior de X e, disto segue que existe y =
sup X. Como o supremo é a menor das cotas superiores de um
conjunto, temos que y < x,. Note que pela definigao de supremo,
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temos que para todo A > 0, existe x € X, tal quey— A <z < y. E,
portanto, y pertence ao fecho de A. Sendo A um conjunto fechado
em R, podemos concluir que y € A. E, como x5 € B, concluimos
que y # Xy, € assim y < 5. Sendo A um conjunto aberto em R,
existe A > 0 de modo que y+ A < x5 e B(y,\) C A. Entao, todos
os elementos de (y,y + A) pertencem a X, contradizendo que y
seja o supremo de X. |

Proposicao 3.23. Seja {Cy}rea uma familia arbitraria de con-
juntos conexos em um espaco métrico. Se todos os C\ tém um

ponto em comum, isto €, ﬂ Cy\ # 0, entao a unido dessa familia
AEA
arbitraria € um conjunto conexo.

Demonstragao. Seja {C)}rep uma familia arbitraria de conjuntos

conexos. Defina C' = U C\ e assuma que ¢ € m C\. Suponha

AEA XA
que a decomposi¢do C = A U B seja uma cisdao. Como ¢ € C,

sem perda de generalidade vamos dizer que ¢ € A. Sendo assim,

para todo A, ANC) e BNC) sdo abertos em Cy, pois A e B séo

abertos em C'. Portanto, C, = (C, N A) U (C\ N B) é uma cisao

de Cy. Além do mais, como C) é conexo, essa cisao é trivial e,

c € C\N A, segue que, para todo A € A, C, N B = (). Dai, temos

que B = U (CxN B) =0 e, por fim, temos que C' é conexo. M
AEA

Perceba que, o fato de existir em um espago métrico M
um subconjunto A proprio e nao vazio, tal que A é aberto e
fechado em M, entao a decomposicao M = AU (M — A) é cisao
nao trivial de M e, neste caso, M é desconexo.

Conforme comentado anteriormente, toda bola aberta ou
fechada em R menos um ponto é um exemplo de conjunto des-
conexo. Na sequéncia, trataremos de um resultado que garante
que toda bola aberta ou fechada de um espago vetorial é um con-
junto conexo, pois tratam-se de conjuntos convexos. Vamos usar
conceitos vistos na Secao 3.5 sobre convexidade e os resultados
abaixo.
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Proposicao 3.24. Todo conjunto convero de V, sendo V um
espago vetorial normado, € conexo.

Demonstracdo. Seja X C V, sendo V um espago vetorial nor-
mado, um conjunto convexo. Suponha por absurdo que A U B
seja uma cisdo nao trivial de X. Tome a € A e b € B. Para
todo ¢t € [0,1], defina z; = (1 — t)a + tb € [a,b]. Considere o
conjunto 8 = {t € [0,1];xz; € A}. Veja que B # (), pois para
t =0, zp = a € A. Note que como 8 C [0,1] segue que f é
limitado, portanto existe s = sup 3. Tome a sequéncia (t;) C S,
tal que t;, — s, entdo s € [0,1], pois 5 C [0,1] que é fechado.
Considere a sequéncia (z;, );ew como uma sequéncia em A. Note
que z;, — x, € [a,b]. Portanto, z, € A, e pela Proposicio 3.21,
x, ¢ B, por AN B = (. Além do mais, s < 1, pois se s = 1,
xy = b € B. Perceba que, pela definigdo de supremo z; ¢ A,
para todo t € (s, 1] e, neste caso, x; € B. Considere a sequéncia
(t))iew C (s,1], tal que t; — s, sendo assim, x;, — =z, isto &,
x, € B e, por consequéncia também da Proposicao 3.21, z, ¢ A,
entdo r, ¢ AU B = X, ou seja, [a,b] ¢ X. Absurdo, pois X é
convexo. Portanto, X é conexo. ]

Exemplo 3.7.2. Neste exemplo, vamos mostrar que toda bola
de R™ é convexa. De fato, seja B uma bola aberta ou fechada
centrada em um ponto ¢ e raio » > 0 de R". Se tomarmos os
pontos a,b € B, o segmento s; = (1 — t)a + tb € [a,b] com
t € [0,1] e, assumindo ¢ = (1 — t)c + tc, temos que s, — ¢ =
(I1-tha—(1—t)c—tc+tb=(1—t)(a—c)+t(b—c). E assim,

d(ss,c) < (1 —=t)d(a,c) +td(b,c) < (1 —t)r+tr=r.

Com alguns cuidados, ou seja, caso a bola seja aberta a
desigualdade é escrita como estritamente menor. Portanto, s; € B
para todo t € [0, 1], o que garante que a bola é convexa.

Proposicao 3.25. Um subconjunto nao vazio de R € conexo se,
e somente se, € um intervalo.
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Demonstracao. Suponha que I C R seja um conjunto conexo
e I # (. Precisamos mostrar que I é um intervalo. Se I possuir
apenas um elemento, I é um intervalo, o que garantiria a demons-
tragao. Sejam a,b € I, sem perda de generalidade, suponha que
a < b. Se I nao fosse um intervalo, entao existiria a < ¢ < b tal
que ¢ nao esta em I. Disto segue que I = AU B é uma cisdo nao
trivial de I, pois A = 1N (—00,c) e B = (¢, +00) NI sdo ambos
disjuntos abertos nao vazios de I, sendo que a € A e b € B. Isso
contradiz o fato de I ser conexo, logo I é um intervalo. Agora
perceba que se I é um intervalo, temos que I é convexo e, pela
Proposicao 3.24, I é conexo. |

Exemplo 3.7.3. Queremos mostrar que toda bola aberta ou fe-
chada de R"” menos um ponto, com n > 2 é um conjunto conexo.
Para que as notagbes sejam mais simples, usaremos n = 2. Pri-
meiramente perceba que cada quadrante de R? menos a origem é
um conjunto convexo. Para isso, considere os conjuntos abaixo:

Ay ={(a1,a2) € R*a1,a, >0} —{(0,0)};
Ay ={(a1,a:) € R*a; <0,as >0} —{(0,0)}.

Mostraremos que A; é um conjunto conexo. Mostrar que os outros
quadrantes menos a origem sao conexos, seguem de forma seme-
lhante. Para mostrar que A; é conexo, considere a = (ay,as),
a = (as,ay) € A, precisamos garantir que o segmento a; =
(1 —t)a+ ta’ com t € [0,1], esta contido em A;. De fato, a; =
(1—=t)(ay,az)+t(az,aq) = (1 —t)ay +tas, (1 —t)ay +tay), e como
a,a’ € Ay et € [0,1], temos que a, # (0,0) e (1 —t)a; + tas, (1 —
t)as + tay > 0. Portanto, a; € A;. Considere B = B(0,7) C R?,
com r > 0, pelo Exemplo 3.7.2, temos que B = B(0,7) C R? é um
conjunto convexo. Desta maneira, podemos concluir que os con-
juntos C7; = A;NB e Cy = A;N B s&o convexos, e pela Proposigao
3.24 sao conjuntos conexos. Além do mais, C; N Cy # ), e com
isso, temos que X; = C1UCy = {(a1,a2) € B—{0:ay >0} é um
conjunto conexo (veja Proposi¢ao 3.23). Usando um raciocinio se-
melhante, podemos concluir que X, = {(ay,a;) € B—{0};ay < 0}
é conexo. Devido a
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B—{O} :X1UX2 eXlﬁXg = {(IL’]_,ZIIQ) € B—{O},I'Q :O} ?éq),

segue da Proposicao 3.23, que B — {0} é um conjunto conexo.

Cy

Cg 04

Figura 3.16 — Representacao da bola B — {0}






4 APLICACOES CONTINUAS

O conceito de continuidade, indispensavel no Célculo, tem
como objeto de estudo as fungoes. Para falar que uma funcéo é
continua é necessario realizar uma analise em todos os pontos do
seu dominio. Grosseiramente, em espagos que conseguimos fazer
sua representacao, dizemos que uma funcao é continua quando
ao desenhar seu grafico, nao tiramos o lapis do papel. Uma das
maneira de falar de continuidade, utiliza explicitamente que o
conjunto trabalhado seja munido de uma métrica. De fato, pois
precisamos matematicamente falar de proximidade, ou seja, me-
dir distancias. Neste capitulo, vamos trabalhar com a defini¢ao de
continuidade para funcoes definidas entre espagos métricos quais-
quer.

Definigao 4.1. Sejam (X, d) e (Y, d’) espagos métricos. Dizemos
que uma funcao f: X — Y é continua em um ponto a € X se,
para todo € > 0, existe § > 0, de modo que

z€ X ed(r,a) <d=d(f(x), fla)) <e

E, dizemos que f é continua quando é continua em todos os pontos
de seu dominio.

De maneira equivalente, dizemos que f : (X,d) — (Y,d')
¢ continua em um ponto a € X, se dado € > 0, existe § > 0 tal
que

x € B(a,0)NX & f(x) € B(f(a),e)NY.

Ou, de outra forma, enxergamos a continuidade de f em
um ponto a quando

f(B(a,0)NX) C B(f(a),e)NY.

Perceba que o conceito de continuidade em um ponto é
um conceito local, ou seja, estd vinculado ao comportamento da
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funcao f nas proximidades do ponto de interesse.

O resultado que veremos a seguir, nos garante que qual-
quer fungao norma, definida em um espago vetorial é uma funcgao
continua.

Proposicao 4.1. Seja || || : V. — R uma norma definida em um
espago vetorial V. Entao || || é continua.

Demonstragao. Seja x € V, perceba que ||z|| = ||z —y + y|| <
|z = yll + [lyll, ou seja, [|z[| —[lyl[ < [lz = yl|. Por outro lado,
Wyl = [ly =2 + 2|l < |ly — 2| + [J«]| = [lz —y[| + [[z]], ou seja,
[yl = [l=[| < [lz = yl|. Portanto, | ||z|| = [ly|| | <l —yl|. Logo,
dado € > 0, tome § = ¢, entao

|z —yll <o =] llz[| = [lyll [<d=e

isto &, || || é continua. [ |

Vejamos outros exemplos de fungoes continuas:

Exemplo 4.0.1. Sejam X, Y espagos métricos e assuma que x €
X é um ponto isolado. Toda funcao f : X — Y é continua em
x. De fato, como x é um ponto isolado, existe § > 0 de tal modo
que B(z,0) N X = {z}. E, com isso, para todo € > 0

f(B(z,0) N X) = f({z}) = {f(z)} € B(f(z),e)NY

E, assim, concluimos que f é continua no ponto z. A parte, pode-
mos dizer que se X for um espaco métrico discreto, ou seja, todo
ponto de X é ponto isolado, entao qualquer funcao f: X — Y é
continua.

Exemplo 4.0.2. Seja f : X — Y uma fungdo entre espacos
métricos. Considere a existéncia de uma constante ¢ > 0 de modo
que d(f(x), f(y)) < c-d(x,y), para todo z,y € X. Esta constante
c é chamada de constante de Lipschitz e f é chamada de funcao
lipschitziana. Diante disso, temos que f é continua em todos os
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€
pontos de X. De fato, dado € > 0 e fazendo § = —, temos que se

c
d(z,y) < 0, entdao d(f(z), f(y)) < c-d(z,y) <c-d =€ O que
garante a continuidade de f.

Quando uma funcao f : (X,d) — (Y,d’) ndo é continua
em um ponto a, dizemos que f é descontinua em a. Mais preci-
samente, f é descontinua em a, se existe um € > 0 tal que, para
qualquer 6 > 0,

Jr € X satisfazendo d(z,a) < d e d'(f(x), f(a)) > €.

Exemplo 4.0.3. A funcao f: R — R, dada por:

f(x):{ ﬁ ,8e x # 2

0 ,sex=2

nao é continua no ponto x = 2. De fato, note que para todo

x € R satisfazendo a desigualdade 2 < z < 3, |f(x) — f(2)] =
1

r—2
que, para todo § > 0, existe x € R, de modo que |z —2| < J e

[f(z) = f(2)] > e

R > 1. Sendo assim, tomando ¢ = 1, temos

Em nosso proximo resultado, vamos lidar com o conceito
de imagem inversa. Pensar em imagem inversa é equivalente a
pensar de onde vieram tais elementos por determinada funcgao.
Mais precisamente, dados f: X — Ye A C Y, temos que:

f7HA) ={z e X: f(z) € A}

Teorema 4.2. Sejam X,Y espagos métricos. Uma fungdo f :
X — Y € continua em a € X se, e somente se, para toda vi-
zinhanga V de f(a) em Y, f~(V) € uma vizinhanga de a em

X.

Demonstra¢do. Suponha que f : X — Y, sendo X,Y espagos
métricos, seja uma fun¢do continua em um ponto a € X. Tome
V C Y, como sendo uma vizinhanga de f(a) em Y, entao, existe
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e > 0, de modo que B(f(a),e) C V, pois, por defini¢ao de vi-
zinhanga, f(a) é um ponto interior de V. Entretanto, como f
é continua em a € X, segue que, para € > 0, existe § > 0 tal
que f(B(a,0)NX) C B(f(a),e)NY C V, portanto, temos que
B(a,6) N X C f~(V), o que garante que f~!(V) é vizinhanca
de a em X. Agora, suponha que, para toda vizinhanca V' de f(a)
em Y, f71(V) é uma vizinhanga de a em X. Queremos garan-
tir que f seja continua em a € X. De fato, dado € > 0, seja
V = B(f(a),e) NY, pela hipotese, f~*(V) é vizinhanga de a
em X, ou seja, existe § > 0 tal que B(a,0) N X C f~HV)
1 (B(f(a),e) NY), ou seja, f(B(a,0) N X) C B(f(a),e)N

Logo, concluimos que f é continua em a € X.

m=< |

O teorema acima é uma caracterizagao topolégica de continui-
dade. A partir dele podemos definir a continuidade de uma funcgao
em espagos topologicos.

Definigao 4.2. Considere uma funcao f : X — Y, sendo X,Y
espacos topologicos. A funcdo f é dita continua se para todo
aberto U de Y, f~*(U) for um aberto em X.

De fato, todo U C Y aberto, U é uma vizinhanca de to-
dos os seus pontos. Pelo Teorema 4.2, segue que se f é continua,
entao f~1(U) é uma vizinhanga em X, ou seja, f~'(U) é aberto
em X. Veja que podemos trocar o termo aberto por fechado na
definicao acima. Para isto, basta mostrar que f é continua se, e
somente se, para todo F fechado em Y, f~'(F) ¢ um fechado em
X. E, de fato é, pois se F' é fechado em Y, entdo Y — F' é um
aberto em Y, logo f~1(Y — F) é um aberto em X, e, além disso,
FHY —F) = fA(Y) = fH(F) = X — f1(F), como (Y — F)
é um aberto, entdao, f~1(F) é fechado em X.
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77N

X Y

Figura 4.1 — Se f é um funcao continua e ¥ — F' é um aberto em Y entao
f7H(Y — F) é aberto em X.

Exemplo 4.0.4. Considere a fungao projecao f: X xY — X
dada por f(z,y) = x. Note que f é continua. De fato, dado A
aberto em X, temos que f'(A) = A x Y ¢ aberto em X x Y,
pois, vide Proposigao 3.3, produto cartesiano de abertos é aberto.
Portanto, f é continua.

No Capitulo 2, trabalhamos o conceito de convergéncia de
sequéncias. E natural relacionar o conceito de convergéncia com
o de continuidade e, faremos isso em nosso proximo resultado.

Proposigao 4.3. Sejam X,Y espacos métricos. Uma funcao f :
X =Y € continua em a € X se, e somente se, para toda sequéncia
(xk)kew C X, de modo que xx, — a, tem-se que f(zx) — f(a).

Demonstracao. Sejam X,Y espacos métricos. Primeiramente, su-
ponha que f seja um funcao continua em a € X. Entao, pelo
Teorema 4.2, para toda vizinhanca V' de f(a) em Y, temos que
f71(V) é uma vizinhanga de a em X. Seja (T})ren uma sequén-
cia com a seguinte condigdo x; — a e considere V uma vizi-
nhanga qualquer de f(a) em Y. Como f~!(V) é uma vizinhanca
de a, sabemos que existe um ¢ > 0 tal que B(a,e) C f~1(V).
Para tal €, existe kg € IN, de modo que, k > k, implica que
x € B(a,e) C f71(V) C X. Segue que, Vk > ko, f(zx) € V
e entao, pela Proposicao 3.1, temos que f(xy) — f(a). Agora,
suponha por contrapositiva que a funcao f nao é continua em
a € X, sendo assim, pelo Teorema 4.2, temos que existe V C Y,



92 Capitulo 4. Aplicagoes Continuas

de modo que V' ¢ vizinhanga de f(a) em Y, entretanto, f~1(V)
nao é vizinhanca de a em X. Logo, para todo k € IN, existe

1
T, € B (a, k:) N X, de modo que, z; nao pertence a f~(V).

O que garante que z;, — a, quando k — oo, porém f(z;) nao
pertence a V. Logo, f(z)) ndo converge para f(a). [ |

4.1 HOMEOMORFISMO

Dizemos que dois espagos topologicos sao homeomorfos
quando preservam a mesma estrutura (topologica). De modo ge-
ral, podemos entender que dois espacos topologicos sao homeo-
morfos quando é possivel deformar um no outro sem “quebras”
ou “rupturas”.

Definicao 4.3. Dados X, Y espacos métricos, uma bijecao
f:X—=>Y

¢ um homeomorfismo se, e somente se, f e f~! sao ambas
continuas.

A partir dessa definicdo conseguimos caracterizar muitos
espagos topoldgicos como homeomorfos.

Neste primeiro exemplo, veremos que bolas abertas quais-
quer, em um espago vetorial normado, sdo homeomorfas.

Exemplo 4.1.1. Dado um espaco vetorial normado X, considere
x € X er > 0. Queremos mostrar que bolas abertas quaisquer,
em X, sao homeomorfas. Sendo assim, tome a seguinte aplicagao:

f:B(0,1) = B(x,r)
t—rt+x

Perceba que f esta bem definida, ou seja, rt + x € B(z,r) para
qualquer ¢t € B(0,1). De fato, d(rt+z,z) = ||[rt+x—z|| = r||t|] <
r (pois ||t|]| < 1). Veja também que f é bijetora, pois é injetora e
sobrejetora, além disso, tanto f como f~! sdo ambas continuas,
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. 1 .
pois dado y = rt + z, temos que t = —(y — x), ou seja, temos
r

1
que f~Y(y) = =(y — ), e assim vemos que f e f~! sdo continuas.

Usando o conceito de transitividade, concluimos que quaisquer
bolas, em um espago vetorial normado, sdo homeomorfas.

Na sequéncia, veremos, de forma genérica, que bolas aber-
tas (intervalos abertos) em R sdo homeomorfas ao R, também
veremos que bolas abertas em R? sao homeomorfas ao R2. E em
geral, que uma bola aberta em um espago vetorial normado é
homeomorfo ao espago todo.

Exemplo 4.1.2. Seja M um espago vetorial normado, munido
da métrica induzida pela norma. E considere a seguinte aplicacao:

f:B(0,1) = M

x
T —
1 — ]

Para garantir que B(0,1) é homeomorfa ao espago vetorial nor-
mado M, primeiramente precisamos garantir que f é bijetora.
Para isso, bastar analisar que, dado y € M, f(z) = y possui uma
tnica solugdo =z € B(0,1). Perceba que precisamos determinar

x € B(0,1) de modo que y = %HH, ou seja, |1 — ||z]|]| =
—||x

%, mas, como z € B(0,1) temos que, ||z|| < 1 e, portanto,
L 2 Ll i eque que, letl= el il _ Ll

1] [yl [yl
seja, ||z|| = M Sendo, com isso, z = — Y _¢a solucao

1+ [yl _ Lyl
procurada. Logo, concluimos que, f é invertivel e, além disso,

Y
f) =7 yeM.
1+ [[yll

Vamos garantir que f~! ¢ de fato a inversa, para isso vamos cal-
cular as composicoes e verificar que sao identidades. Perceba que
durante os calculos estamos usando que x € B(0, 1), logo, ||z|| < 1
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T
1 — |||

1+

1—\!9:\H

Ikl
T [le]] + |le]
1 [le]

v
1+ [[]]

|l
T+ [Je]

_ il
L+ [[f] = [[]]
1 [[z]]

=T

Veja também que f e f~! sao notavelmente continuas,
uma vez que a fun¢ao identidade é continua, a fungao constante é
continua e pela Proposicao 4.1, a fungdo norma é continua, como
composicao de fungbes continuas é uma fungdo continua, garanti-
mos a continuidade de f e f~!. Podemos afirmar, usando também

o Exemplo 4.1.1, que qualquer bola aberta em M é homeomorfa
a M.
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Figura 4.2 — Representacdo do homeomorfismo entre uma bola aberta e o
plano.

O exemplo que veremos na sequéncia nos mostra que gra-
ficos de aplicacoes continuas sdo homeomorfos aos seus dominios.
Pensando na intui¢ao geométrica, podemos considerar o grafico de
um paraboldide de revolucao, perceba que, grosseiramente, conse-
guimos “estica-lo” de forma que se transforme no préprio R?, ou
seja, o grafico da fungéao

flz,y) =2+ 42 (z,y) € R?,

é homeomorfo ao R2.

Exemplo 4.1.3. Sejam M, N espacos métricos. Considere a fun-
¢do f : M — N. Note que o grafico da funcdo f nada mais é
que o conjunto graf(f) = {(x, f(x));x € M} que por sua vez esta
contido no produto cartesiano M x N. Perceba que, quando a fun-
cao f é continua, a sua representacao grafica é homeomorfa ao
seu dominio. Com efeito, veja que a aplicacao £ : M —graf(f) C
M x N, dada da seguinte maneira {(x) = (z, f(z)) é uma apli-
cacao continua, de fato, pois suas coordenadas sao, vide [4], pa-
gina 39. Perceba também que £ é bijetiva, pois para todo a €
graf(f),a = (y, f(y)), existe um tnico y € M tal que &(y) = a.
Veja que, 7! é a projecao ortogonal de M x N em M, restrita
ao grafico de f, que por sua vez é uma aplicagdo continua, vide
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Exemplo 4.0.4. Portanto 7! ¢ continua. Sendo assim, temos que
¢ e um homeomorfismo.

Na figura a seguir, podemos notar que o grafico da funcao
seno é homeomorfo ao eixo das abscissas.

-10 -5 ‘ 3 1 15

Para finalizar essa se¢@o, iremos nos deparar com um
exemplo de homeomorfismo entre uma esfera menos um ponto
em R"™!, com R". Esse homeomorfismo é conhecido como proje-
¢ao estereografica.

Exemplo 4.1.4. Neste exemplo, queremos mostrar que S™—{p},
com {pg} € S™, é homeomorfa a R™. Para isso, vamos considerar
a seguinte decomposi¢ao R"™! = R" x R e dizemos que um ponto
p € R"*! & da forma (a,b), sendo que a € R™ e b € R. Considere
agora a esfera unitaria de R™™! centrada na origem, denotada
por S™. Veja agora que p, = (0,1) pertence a esfera, conhecido
como polo norte. Além do mais, podemos caracterizar R™ com o
seguinte subespaco:

V = R" x {0} = {(a,b) € R"™*',b = 0}

A aplicagao f : S™ — {po} — V é conhecida como projegao este-
reografica, definida geometricamente da seguinte maneira: Para
qualquer ponto p € S™ — {py}, a imagem de p pela aplicagao f ¢é
o ponto de intersecao entre uma reta r, determinada pelos pontos
P, Po, € V. Nosso objetivo é mostrar que f é um homeomorfismo.
Para isso, seja p = (a,b) e, defina a reta r, determinada por p
e po da seguinte maneira: r = (p — po)t + po, com t € R. Um
ponto z € R"*!, s6 ird pertencer a reta r, se puder ser visto como
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z = (p — po)t + po, ou seja, sendo p = (a,b) e po = (0,1),

= ((a,b) — (0,1)) ¢+ (0,1)
((a—0)t, (b—1)t) + (0,1)
= (at,t(b—1)+ 1)

e, além disso, para que x € V, precisamos ter que

tb—1)+1=0,

1
ou seja, t = 1T-p sendo assim, temos que

fla,b) = (1“_bo> ,(a,b) € S™ — {po).

Para garantir o homeomorfismo, precisamos primeiramente veri-
ficar que f é bijetiva, ou seja, dado (v,0) € V, temos que mostrar
que a equagao f(a,b) = (v,0) admite tnica solugao. Perceba que
= v e ||a||* + b* = 1. Note que

(a,b) é solucao apenas se .

—-b

2
a

1—b
_ lal?
1 - b2
1=
(1—b)?
10
1 —2b+ 0%

Com algumas manipulagoes algébricas, obtemos que:

W:H

*(loll* +1) = b2][v]]* + [Jv][* = 1 = 0.

Perceba que, resolvendo a equagao de segundo grau em b

2|l + V( 2WH A-([lP+1) - (f> = 1)

b= 2 (P +1)
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admite b = 1 (o que nao pode acontecer, pois (0, 1) ndo pertence

. 2[[v]* — 2 < :
ao dominio) e, b = ————— como solugoes, e assim, como a =
2||v]]?2 +2
(1-b) v v|lP = ) 20
v(l —0b), segue quea = — — ———, ou seja, a = ——. K,
SRR AT T 1 O O T [T

assim, é possivel notal que f é bijetiva e, além disso,

20 [lv]]2 — 1
[o]]2+ 17 [[o][* + 1

f—l(v,O):< ),ve]R".

Perceba que como as coordenadas, tanto de f como de f~! sao
continuas, entao ambas também sao, vide [4], pagina 39. Portanto,
f é um homeomorfismo.

|
N

Figura 4.3 — Representacao da projecao estereogréfica.

4.2 COMPACIDADE E CONTINUIDADE

Apbs o estudo de fungbes continuas podemos notar que
se tais fungoes forem definidas em conjuntos compactos, entao
elas possuem propriedades particulares. Um dos resultados mais
importantes envolvendo continuidade e compacidade é o teorema
que nos garante que a imagem de um conjunto compacto por uma
aplicagdo continua é um conjunto compacto. Para demonstrar
esse resultado, vamos utilizar o lema a seguir.

Lema 4.4. Sejam M,N espacos métricos, A C N, B C N,
CcMef:M— N uma funcao.

1. Se A C B, entao f~'(A) C f~Y(B).
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2. CC f7Hf(0)).

. (UAA> s

AEA AEA

4 F(f7H(A)) C A

Demonstragio. 1. Seja x € f~'(A), entao segue f(z) € A,
como A C B, temos que f(x) € B e, portanto x € f~1(B).

2. Seja x € C, entao f(x) € f(C). Pela definicao de imagem
inversa, temos que x € f~1(f(C)). Logo, C C f~*(f(C)).

3. Seja x € f! (UA,\) entdo f(x UAX Assim f(x)
esta contido em algum A,. Logo, z esta na imagem inversa
de algum A, donde segue que = € Uf_l(A,\). Portanto,

T (Ua)cUr

4. Sejay € f(f~'(A)), entao y = f(x), para algum z € f~1(A).
Por defini¢gao de imagem inversa, temos que y = f(x) € A.

Logo, f(f~1(A)) C A.
[ |

Teorema 4.5. A imagem de um conjunto compacto por uma
aplicacao continua € um conjunto compacto.

Demonstracao. Sejam M, N espagos métricos e K C M um con-

junto compacto. Considere agora uma aplicacao continua f : M —

N. Tome C = {C)}rea, sendo uma cobertura aberta de f(K).

Note que, pela Defini¢ao 4.2, f~!(C)) é aberto em M. Como

f(K) c UCA’ pelo Lema 4.4, temos que K C f~!'(f(K)) C
A

-1 (U CA> Uf . Uma vez que K é compacto, se-
A

gue que, K C f! (C’Al) U--- U fYC,,). Com isso, temos que
FIE) C f(f7HON)) U UF(fTHCN)) €Oy U UG, 0 que

garante que f(K) é compacto. [ |
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Em decorréncia desse teorema, veremos a seguir um resul-
tado de destaque no ponto de vista topolégico. Conhecido como
Teorema de Weierstrass, ¢ um resultado importante de Calculo.

Teorema 4.6 (Weierstrass). Sejam M um espago métrico, K C
M um conjunto compacto, e f : K — R uma func¢do continua,
entao existem a,b € K, de modo que f(a) < f(x) < f(b),Vz € K.

Demonstracao. Inicialmente, podemos notar que, se K é com-
pacto e f é uma fungdo continua, entdao f(K) também é um
compacto, vide Teorema 4.5 e, portanto, ¢ um conjunto limitado
e fechado, vide Teorema 3.19. Como f(K) C R é limitado, supo-
nha que ¢ e 1) sejam infimo e supremo de f(K), respectivamente.
Sendo assim, temos que, existem sequéncias (zy), (yx) C K, de
modo que f(zy) — ¢ e f(ys) — 2, vide definicdo de infimo e
supremo. Pelo fato de f(K) ser um conjunto fechado, temos que
¢, € f(K) e, portanto, existem a,b € K tais que ¢ = f(a) e
1 = f(b). Portanto, como ¢ = f(a) e ¥ = f(b) s@o respectivos in-
fimo e supremo de f(K), concluimos que f(a) < f(x) < f(b)Vz €
K. |

Nosso ultimo resultado desta secao, relaciona continui-
dade em um conjunto compacto com homeomorfismo, de modo
geral, quando queriamos mostrar que uma bijecao continua é um
homeomorfismo. Precisdvamos garantir que sua inversa também
seria continua. Esse resultado, em particular, nos diz que, se nosso
dominio for um conjunto compacto, entao a funcao é um homeo-
morfismo.

Proposigao 4.7. Toda bijecao continua definida em um conjunto
compacto € um homeomorfismo.

Demonstracao. Sejam M, N espagos métricos e K C M um con-
junto compacto. Considere a func¢ao f : K — f(K) C N, uma bi-
jecao continua. Para garantir que f é um homeomorfismo, precisa-
mos garantir que tanto f quanto f~! sdo continuas. Perceba que f,
por hipdtese, é continua. Para mostrar que f~1 : f(K) — K é con-
tinua, pelo comentéario logo abaixo da Definigao 4.2, basta mostrar
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que, para qualquer conjunto F' fechado em K, (f~*)"'(F) = f(F)
¢ um conjunto fechado em f(K). De fato, seja F' C K um con-
junto fechado, pela Proposigao 3.16, F' é compacto. Visto que f é
continua, f(F) C f(K) é compacto, vide Teorema 4.5. Logo, pela
Proposigao 3.17 é fechado. Portanto, f é um homeomorfismo. W

4.3 CONEXIDADE E CONTINUIDADE

Na secao anterior, vimos como se comportam fungoes con-
tinuas em conjuntos compactos, de maneira andloga, vamos nos
direcionar ao comportamento dessas fungoes em conjuntos cone-
xos. O resultado primordial desta segao é o teorema a seguir, que
diz que se um funcao continua for definida em um conjunto co-
nexo, sua imagem ¢é também um conexo. Para provarmos esse
teorema, vamos utilizar o lema a seguir.

Lema 4.8. Sejam M, N espagos métricos tais que A,B C N e [ :
M — N é uma fungio. Se ANB =, entao f~'(A)Nf~(B) =0.

Demonstracao. Seja AN B = (). Suponha por absurdo que exista
xe fH (AN fYB), entao z € f1(A) ez € f~}(B). Com isso,
segue que f(z) € Ae f(z) € B, ou seja, f(x) € AN B, absurdo,
pois AN B = (. Portanto, f~*(A)N f~4(B) = 0. [

Teorema 4.9. A imagem de um conjunto conexo por uma apli-
cag¢ao continua € um conjunto conexo.

Demonstracao. Sejam M, N espagos métricos e C C M um con-
junto conexo. Considere a fun¢ao continua f : ¢ — F(C) C N.
Queremos mostrar que f(C) é um conjunto conexo, entao supo-
nha que f(C) = AU B seja uma cisao de f(C). Sendo assim,
temos que A e B sdo ambos abertos em f(C) e, além disso, sao
disjuntos. Perceba que, pelo fato de f ser continua, e A e B se-
rem conjuntos abertos em f(C), segue que f~1(A) e f~(B) sao
ambos abertos em C. Além disso, note que, como AN B = ),
pelo Lema 4.8, temos que f~'(A4) N f~1(B) = 0. Veja agora que,
1 (A)Uf~1(B) = C. De fato, segue diretamente da defini¢ao de
imagem inversa que f~!'(A)U f~*(B) C C. Suponha que z € C,
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sendo assim, f(z) € f(C) = AU B. Como AN B = (), podemos
supor, sem perda de generalidade, que f(z) € A e f(z) # B.
Como f(z) € A, podemos concluir que = € f~!(A). E assim, con-
cluimos que f~'(A)U f~}(B) = C. Como C & um conexo, segue
que C admite somente a cisao trivial. Portanto, f~'(A) = C e
1 (B)=0ou f7Y(B)=Ce f7}(A) =0.Se, f71(B) =0, temos
que B =), e assim, f(C) = AU B ¢ cisdo trivial. Disto segue que
f(C) é conexo. Analogamente, se, f~!(A) = (), temos que A = (),
e assim, f(C) = AU B é também uma cisao trivial. Concluimos
assim, que a imagem de um conjunto conexo, por meio de uma
fungao continua é sempre um conjunto conexo. |

Nosso proximo resultado, conhecido como Teorema do Va-
lor Intermedidrio. Ele nos diz que, dada uma funcao continua,
cujo dominio é um conjunto conexo e o contradominio é a reta
real, se tivermos na imagem da fungao f(z) < f(y), entdo para
todo ¢ € R tal que f(x) < ¢ < f(y), val existir um elemento a
no dominio da fungdo, de modo que sua imagem seré c, isto é,

c= f(a).

Teorema 4.10. Sejam M um espago métrico, X C M conexo e
f uma funcao continua tal que f: X — R. Sea,b € X de modo
que f(a) < f(b), entao para todo ¢ € R tal que f(a) < c < f(b),
existe ¢ € X, sendo que f(x) = c.

Demonstracdo. Primeiramente, como X é um conjunto conexo e
f uma func@o continua, segue pelo Teorema 4.9, que f(X) é um
conjunto conexo. E, ainda, perceba que, pela Proposicao 3.25,
f(X) € R é um intervalo, o que garante a demonstragao, pois
dados a,b € X de modo que f(a) < f(b), entdo Ve € R, com
f(a) < e < f(b), como f(a), f(b) € f(X) e f(X) é um intervalo,
existe € X tal que f(z) =c¢ [ ]

Mostraremos agora que toda esfera unitéria n-dimensional
é um conjunto conexo.
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Exemplo 4.3.1. Considere a aplicagao f : B(O 1) — {0} C
Rt — S, definida da seguinte forma, f(x) = Tall’

f é uma funcao continua, visto que a norma é uma funcao con-
tinua, uma vez que, pela Proposicao 4.1 a funcao norma é con-
tinua, a funcao identidade é continua e o quociente de funcao
continuas é uma fungdo continua. E, além de f ser continua, é
sobrejetiva. De fato, seja y € S™, entao existe x € B(0,1) — {0},

de modo que f(x) = Tall

B(0,1) — {0} € R™"* é um conjunto conexo. Portanto, pelo Teo-
rema 4.9, segue que S™ é um conjunto conexo.

Note que

= y. Pelo Exemplo 3.7.3 temos que

O resultado que trataremos a seguir, ¢ um caso do famoso
Teorema de Borsuk-Ulam, que garante que toda fungao continua
sobre uma esfera n-dimensional, mapeia um par de pontos anti-
podas, de modo que suas imagens, por meio da func¢do continua
sejam iguais.

Teorema 4.11 (Teorema de Borsuk-Ulam para n = 1). Seja
f:S* = R uma fungio continua. Entao existe xy € S* tal que

f(@o) = f(=m0).

Demonstragio. De fato, defina ¢(z) = f(z) — f(—x),Vx € S,
temos dois casos para analisar. Primeiramente, suponha que ¢
seja nula, entdo f(x) = f(—=x), para todo z € S, o que garante
a demonstragao. Entretanto, suponha que ¢ nao seja nula. Note
que, —(—z) = —f(—=) + (z), portanto, ¢(x) = —¢(—z) para
todo z € St. Como ¢ é nao nula, existe um ponto z; € S* tal que
¢(z1) # 0. Tendo em vista que ¢(x1) = —¢p(—x1), segue que ¢(z1)
e ¢(—x) tém sinais contrarios. Sendo assim, sabendo que S* é um
conjunto conexo e ¢ é uma funcao continua, pelo Teorema 4.10,
existe zy € R, tal que ¢(xy) = 0 e, assim, f(zo) — f(—x0) =0, ou
seja, f(xg) = f(—xp). Como queriamos demonstrar. [ |

O produto cartesiano de conexos é também um conjunto
conexo, e com esse resultado conseguimos mostrar rapidamente
que cilindros sao conjuntos conexos, dentre outros exemplos.



104 Capitulo 4. Aplicagoes Continuas

Proposigao 4.12. Sejam X, Y subconjuntos dos espagos métricos
M e N, respectivamente. Entao X XY C M x N € conezxo se, e
somente se, X eY sao conexos.

Demonstracdo. Considere as seguintes aplicagoes:

FiXXY 5 X
g: X xY Y

dadas da seguinte maneira, f(z,y) = = e g(x,y) = y. Perceba
que f, g sao aplicagdes continuas, vide Exemplo 4.0.4. Se X x Y
é um conjunto conexo, pelo Teorema 4.9 aplicado para f e g, X
e Y também sao.

Agora, suponha que X e Y sejam conjuntos conexos. Queremos
mostrar que o cartesiano X x Y é conexo. Entao, suponha que
X xY = AU B seja uma cisao do produto cartesiano. Além
disso, suponha que A # (), e considere que (a,as) € A. Perceba
que os conjuntos X X {as} e {a;} x Y, contidos em X x Y, sdo
homeomorfos a X e Y respectivamente. De fato, basta considerar
os seguintes homeomorfismos:

¢ : X x{az} — X dada por ¢(x,as) =z
v:{a1} xY — Y dada por v(a1,y) = y.

Podemos dizer que X X {as} e {a;} x Y s@o homeomorfos a X
e Y, respectivamente, e portanto sdo conexos. Como A e B séo
ambos abertos em X x Y e disjuntos, temos que os conjuntos
(AN(X x{az})) e (BN(X x{az})) sdo ambos abertos em X x {ay}
e disjuntos. Portanto a igualdade

X x{a} = (AN (X x{azx}))U(BN(X x{az}))

¢ uma cisao trivial, e X x {ay} C A. De fato, pois como (AN (X x
{az})) # 0, pois a = (a1, ay) esta nessa interse¢ao e X x {ay} é
conexo, logo (BN(X x{as})) = 0. Veja que partimos da suposigao
que A # (). Suponha por absurdo que B # (), e considere (by,by) €
B. Analogamente ao paragrafo anterior, podemos concluir que
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{b:} x Y C B. O contradiz a hipotese de A e B serem disjuntos,
pois, assim terfamos (b,a;) € AN B. Portanto, B = (), logo,
X XY = AU B é uma ciséo trivial. O que garante que X x Y é
um conjunto conexo.

Percebe-se naturalmente que o cilindro circular reto € um
conjunto conexo. Usando alguns resultados vistos anteriormente
vamos garantir a veracidade dessa afirmacao.

Exemplo 4.3.2. Vimos na Proposicao 3.22 e, no Exemplo 4.3.1
que a reta R e S™ sao conjuntos conexos, respectivamente. Tome
o cilindro circular reto definido da seguinte forma:

C={(z,y,2) e R*a*+y* =1} CR>.
Considere a seguinte decomposicao R?* = R? x R. Perceba que

St C R?, e além disso, C = S! x R, e pela Proposigao 4.12, segue
que C é conexo.

C=S'x R

Figura 4.4 — Representagao do cilindro circular reto.
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4.4 CONEXIDADE POR CAMINHOS

Vimos na Proposigao 3.24 que conjuntos convexos sao con-
juntos conexos. Ou seja, se para todo segmento de reta, cujos
extremos pertencem ao conjunto, garantirmos que o segmento
estd totalmente contido no conjunto, diremos que o conjunto é
convexo, e além disso, dizemos que o conjunto é conexo. Entre-
tanto, existem conjuntos que nao sao convexos mas sao CONEX0S
por caminho. Neste caso, ainda podemos garantir sua conexidade.
Usaremos a ideia de caminho.

Considere uma aplica¢ao continua:
v:ila, b CR— X,

em que X é um espago métrico. A imagem ~([a,b]) C X ¢é cha-
mada de caminho de v(a) a v(b). Os pontos v(a) e v(b) sao
chamados extremos de « e, conhecidos como ponto inicial e ponto
final de 7y, respectivamente.

Figura 4.5 — Representagao de um caminho do ponto a ao ponto b.

Definigao 4.4. Seja M um espago métrico. Dizemos que um
subconjunto X C M é conexo por caminhos, quando Va,b €
X, existe um caminho 7 : [0,1] — X, tal que v(0) =a e y(1) = b.

Segue diretamente da definigdo que todo conjunto con-
vexo é um conjunto conjunto conexo por caminhos. E, com isso,
todos os exemplos de conjuntos convexos, sao exemplos de con-
juntos conexos por caminhos. Existem conjuntos que sao conexos
por caminhos, mas nao s&o convexos.
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Nosso ultimo resultado diz que todo conjunto conexo por
caminhos é um conjunto conexo. Entretanto, a reciproca nao é
verdade.

Proposicao 4.13. Todo conjunto conexo por caminhos em um
espaco métrico € um conjunto Conexo.

Demonstrac¢ao. Seja M um espago métrico. Considere o subcon-
junto X C M nao vazio conexo por caminhos e tome a € X.
Como X é conexo por caminhos, entdo Vr € X, existe um ca-
minho 7, : [0,1] — X, que liga o ponto a ao ponto z. Pela
Proposigao 3.25, [0,1] é um conjunto conexo e, como v, ¢ uma
aplicagdo continua por definigao de caminho, segue que 7, ([0, 1])
é um conjunto conexo. Isso decorre do Teorema 4.9. Contudo,
Vr € X, como a € v,([0,1]), entdo X pode ser visto como a
seguinte uniao:

X = J(0,1))

zeX

Logo, X ¢ igual a uniao de conjuntos conexos, que em particular,
tém o ponto a em comum, sendo assim, pela Proposi¢ao 3.23, X
é conexo. [}

Conforme comentamos anteriormente, a reciproca da Pro-
posicao 4.13 nao é verdadeira. Nosso tltimo exemplo trata de um
conjunto conexo que nao é conexo por caminhos.

Exemplo 4.4.1. Considere a funcao f(z) = sin (I>, com x # 0.
x

E, defina o seguinte conjunto:
X =graf(f)U{(z,y) eR*:2=0e -1<y <1}

Pela Proposigao 3.25, todo intervalo da reta é um conjunto conexo.
Pelo Exemplo 4.1.3, temos que o graf(f) é também um conjunto
conexo. Suponha que X nao seja um conjunto conexo. Sendo
assim, pela Definicao 3.18, segue que X admite uma cisao além
da trivial. Perceba que essa afirmacao é um absurdo, pois como
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f é uma funcado continua, todo aberto que contenha o intervalo
{(z,y) € R*/x =0e —1 < y < 1} é interceptado pelo graf(f).
Portanto, X é um conjunto conexo. Entretanto, X nao é um
conjunto conexo por caminhos, pois se a¢ é um ponto do intervalo
{(z,y) e R*/x=0e —1 <y <1} e b & um ponto sobre o grafico
de f, nao ha caminho em X que os conecte.

Figura 4.6 — Grafico da funcao f(x) = sin (g)



5 CONSIDERACOES FINAIS

No transcorrer deste trabalho estudamos conceitos topo-
l6gicos em espagos métricos e, como se trata de um tema muito
abrangente, foi possivel, através de defini¢coes como sequéncias,
bolas e abertos, realizar mais de uma caracterizacao para a mesma
noc¢ao, permitindo desta maneira, uma gama de interpretacoes
para diversos conceitos e, além disso, novas visoes da matemé-
tica, diferentes das intuitivamente comuns.

Dentre os temas abordados, foi proporcionado a explora-
cao de bijegoes continuas, cujas inversas também sao, definindo
assim homeomorfismos e, perceber que através deste conceito exis-
tem espacos que podem ser deformados em outros.

Vale a pena ressaltar a importancia que as disciplinas:
Algebra Linear, Calculo e Introducdo a Analise tiveram para a
possivel efetivacao do tema discorrido no desenvolvimento desta
monografia.

A producao deste trabalho viabilizou um contato mais
aprofundado com alguns conceitos estudados na disciplina de In-
trodugao a Analise do Curso de Licenciatura em Matematica da
UFSC- Campus Blumenau. Todos os assuntos estudados neste tra-
balho poderao ser usados como ferramenta posteriormente para
estudar diversos outros assuntos em matematica avancada.
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